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Resumo

Investigamos a transferên
ia de 
arga no problema do a
oplamento dependente do

tempo entre um estado lo
alizado e um 
ontinuum. Utilizamos uma generaliza�
~ao do

Hamiltoniano de Newns-Anderson, que possibilita a abordagem simultânea de pro
essos

quasi -ressonantes e Auger. Obtivemos solu�
~oes exatas admitindo transi�
~oes Auger muito

r�apidas 
omparadas �a dura�
~ao do a
oplamento Auger, e um modelo de banda lorentziana,


om largura � e 
entro em "
, para os pro
essos quasi -ressonantes. Investigando a o
u-

pa�
~ao no estado lo
alizado ao longo do tempo e o espe
tro de estados ativos do 
ontinuum,

elu
idamos os pap�eis f��si
os de �, de "
, do poten
ial de intera�
~ao quasi -ressonante V , do

tempo m�edio de dura�
~ao desta intera�
~ao � , da posi�
~ao do n��vel de Fermi "F , do deslo
a-

mento do estado lo
alizado "a(t) e da intensidade de a
oplamento Auger �0. Apli
amos


om su
esso a teoria ao entendimento dos experimentos de neutraliza�
~ao de gases nobres

espalhados por superf��
ies s�olidas.

Summary

We investigate 
harge ex
hange pro
esses 
onsidering the time dependent 
oupling be-

tween a lo
alized state and a 
ontinuum. We use a generalized Newns-Anderson Hamiltoni-

an, that allows an approa
h whi
h treats quasi -resonant and Auger pro
esses on an equal

footing. We obtain exa
t solutions assuming that the Auger transitions were very fast


ompared to the Auger 
oupling duration, and that the band involved in quasi -resonant

pro
esses was lorentzian shaped, with half width � and 
entre at "
. Investigating the lo-


alized state o

upation and the spe
trum of 
ontinuum a
tive states as fun
tions of time,

we elu
idate the roles played by �, by "
, by the quasi -resonant intera
tion potential V ,

by the mean time of this intera
tion � , by the Fermi level "F , by the lo
alized state energy

"a(t) and by the Auger 
oupling strength �0. We su

essfully apply the theory to explain

experiments of neutralization of noble gases s
attered from solid surfa
es.
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1. Introdu�
~ao

Colis~oes entre dois �atomos ou entre um �atomo e uma superf��
ie s�olida normalmente

provo
am ex
ita�
~oes eletrôni
as nos subsistemas envolvidos [1-3℄ . Dentre estas ex
ita�
~oes,

desta
am-se os pro
essos de transferên
ia de 
arga, nos quais um ou mais el�etrons migram

de um subsistema para o outro [3-16℄ . A investiga�
~ao destes pro
essos �e essen
ial, por

exemplo, para o entendimento dos experimentos de espe
tros
opia em superf��
ies, que

utilizam �atomos ou ��ons 
omo elementos de prova1 [3, 16℄.

Do ponto de vista te�ori
o, o estudo dos pro
essos de transferên
ia de 
arga �e desa�-

ador, dada a sua 
omplexidade e a riqueza de ingredientes f��si
os envolvidos. Trata-se

de um problema que pode ser modelado, 
omo ser�a des
rito mais adiante, por hamiltoni-

anos dependentes do tempo, nos quais a perturba�
~ao sentida pelos el�etrons (
ausada pelo

movimento atômi
o) n~ao pode ser tratada de modo perturbativo. Al�em disso, 
orrela�
~oes

eletrôni
as podem ser fortes, levando ao 
ompli
ado e pou
o entendido problema de muitos


orpos dependente do tempo [17℄.

Existe uma grande variedade de poss��veis me
anismos de transferên
ia da 
arga, que

podem ser separados em duas 
lasses prin
ipais: pro
essos quasi -ressonantes [3℄ e pro
essos

Auger [41℄. Cabe men
ionar aqui que pro
essos radioativos s~ao pou
o prov�aveis, j�a que os

tempos de de
aimento asso
iados a eles s~ao grandes 
omparados ao tempo de dura�
~ao da


olis~ao [3℄.

Como exemplo de pro
esso Auger, no 
aso de 
olis~oes �atomo-superf��
ie, um el�etron

pode ser transferido da banda de valên
ia da superf��
ie para um estado de 
aro�
o do ��on

in
idente, ao mesmo tempo em que outro el�etron da superf��
ie �e ex
itado e, se tiver energia

su�
iente, pode es
apar do material.

Pro
essos quasi -ressonantes envolvem apenas um el�etron, transferido diretamente de

um subsistema para o outro. A energia perdida ou ganha no pro
esso �e tro
ada 
om o

�atomo in
idente, que �e ent~ao a
elerado ou freado.

Um aproxima�
~ao que permite simpli�
ar bastante o estudo da transferên
ia de 
arga


onsiste em tratar 
lassi
amente o movimento do n�u
leo do �atomo in
idente, enquanto a

fun�
~ao de onda eletrôni
a �e expandida em uma base apropriada. Podemos, neste 
aso,

de�nir a posi�
~ao do �atomo in
idente em fun�
~ao do tempo. Esta abordagem semi-
l�assi
a,


onhe
ida 
omo aproxima�
~ao de trajet�oria, reduz o problema da transferên
ia de 
arga

ao a
oplamento dependente do tempo entre estados eletrôni
os [18℄. Em outras palavras,

1Este assunto ser�a dis
utido no Cap��tulo 4 deste trabalho.
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1.1. APROXIMAC� ~AO DE TRAJET �ORIA CL�ASSICA

torna-se poss��vel de�nir um hamiltoniano total do sistema eletrôni
o, es
rito na seguinte

forma:

He(t) = H0 + V [~R(t)℄ ; (1.1)

onde V �e a perturba�
~ao 
riada pelo movimento da part��
ula in
idente, 
uja posi�
~ao �e fun�
~ao

do tempo. Como men
ionamos antes, esta perturba�
~ao sentida pelos el�etrons �e muito forte,

n~ao podendo ser tratada de modo perturbativo [6℄.

Talvez o exemplo mais simples de problema dependente do tempo emMe
âni
a Quânti
a

seja o problema de dois n��veis, apli
�avel no estudo da transferên
ia de 
arga em 
olis~oes

atômi
as. V�arios modelos para o problema [24-27℄ , que diferem basi
amente nas formas

das dependên
ias em tempo do poten
ial de a
oplamento e do deslo
amento dos n��veis,

foram investigados na literatura e 
ontinuam a despertar interese [4, 28℄. A generaliza�
~ao

de tais modelos para o 
aso de n��veis quasi -esta
ion�arios (
om energias 
omplexas) tem,

mais re
entemente, sido bastante investigada. Neste 
aso, espera-se que energias 
om-

plexas possam simular 
onjuntos quasi 
ont��nuos de estados, relevantes para 
olis~oes de

��ons pesados [59℄.

No 
aso do espalhamento �atomo-superf��
ie, a investiga�
~ao de pro
essos de transferên
ia

de 
arga quasi -ressonantes �e usualmente baseada no hamiltoniano de Anderson-Newns

dependente do tempo [3, 10, 23℄. Em sua vers~ao sem spin, este hamiltoniano 
ont�em um

termo de a
oplamento entre um estado lo
alizado no �atomo in
idente e um 
ontinuum

de estados na superf��
ie. No limite em que a largura da banda de estados na superf��
ie

tende a zero, o hamiltoniano de Anderson-Newns se reduz, 
omo mostraremos adiante,

ao problema de dois n��veis dependente do tempo. Solu�
~oes anal��ti
as tamb�em podem ser

obtidas no limite oposto, em que a largura da banda tende a in�nito [6℄.

Nesta Tese, mostraremos que o hamiltoniano de Anderson-Newns tem solu�
~oes exatas

no 
aso do a
oplamento do estado atômi
o 
om uma banda em forma de lorentziana, 
om

largura � e 
entro em "
. Mostraremos ainda que a in
lus~ao de uma parte imagin�aria para

a energia do estado atômi
o permite a modelagem de pro
essos Auger. Deste modo, a 
om-

peti�
~ao entre os pro
essos de transferên
ia quasi -ressonantes e Auger poder�a ser elu
idada.

Al�em disso, ser�a poss��vel a investiga�
~ao sistem�ati
a dos pap�eis f��si
os dos parâmetros do

problema.

Neste 
ap��tulo introdut�orio, apresentaremos os modelos te�ori
os para transferên
ia de


arga e faremos uma breve revis~ao da literatura. Nos 
ap��tulos posteriores, ser�a pro
edida

a men
ionada investiga�
~ao sistem�ati
a dos pap�eis dos parâmetros f��si
os e a 
ompara�
~ao

da teoria 
om experimentos.

1.1. Aproxima�
~ao de Trajet�oria Cl�assi
a

Para justi�
armos a utiliza�
~ao do Hamiltoniano (1.1), 
onsideremos o problema geral

da 
olis~ao de dois subsistemas, que 
hamaremos simplesmente part��
ulas2. Chamaremos

2Os subsistemas podem ser �atomos, ��ons ou superf��
ies.
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CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO

de f~�g o 
onjunto de 
oordenadas internas dos subsistemas3, enquanto ~r ser�a a distân
ia

entre os seus 
entros de massa. Podemos es
rever o Hamiltoniano total do sistema na

seguinte forma:

H = � �h2

2M
r2

~r +Hint(f~�g) + V (~r; f~�g) ; (1.2)

onde o primeiro termo �e a energia 
in�eti
a de transla�
~ao dos subsistemas, o segundo termo �e

o Hamiltoniano 
orrespondente aos graus de liberdade internos dos subsistemas e o ter
eiro

�e o poten
ial de intera�
~ao entre eles, que �e nulo no limite em que ~r !1.

Vamos supor poss��vel a seguinte expans~ao dos auto-estados de (1.2):

�(~r; f~�g) =
X
i

 i(~r)�i(f~�g) ; (1.3)

onde �i(f~�g) �e o 
onjunto 
ompleto de auto-estados de Hint(f~�g), isto �e:

Hint(f~�g)�i(f~�g) = Ei�i(f~�g) : (1.4)

Estamos, portanto, utilizando uma des
ri�
~ao diab�ati
a do problema [19℄. A des
ri�
~ao

adiab�ati
a utilizaria a expans~ao em auto-estados de Hint(f~�g) + V (~r; f~�g) [18℄. Substi-

tuindo a Eq. (1.3) na equa�
~ao de S
hroedinger 
orrespondente ao Hamiltoniano (1.2),

obteremos o seguinte 
onjunto de equa�
~oes a
opladas:

�
� �h2

2M
r2

~r + E � Ei

�
 i(~r) =

X
j

Uij(~r) j(~r) ; (1.5)

onde

Uij(~r) =

Z
d~� ��i (~�)V (~r; ~�)��i (~�) : (1.6)

No 
aso de o poten
ial de intera�
~ao ter simetria esf�eri
a em rela�
~ao �a vari�avel ~r, isto �e,

ser fun�
~ao apenas de j~rj, poderemos fazer a expans~ao em ondas par
iais,

 j(~r) =
1

r

X
`

A`P`(
os�) j`(r) ; (1.7)

3Cada 
onjunto de 
oordenadas f~�g tendo 
omo origem o 
entro de massa do respe
tivo subsistema.

3



1.1. APROXIMAC� ~AO DE TRAJET �ORIA CL�ASSICA

e obter de maneira direta:

�
d2

dr2
+ k2i`(r)

�
 i`(r) =

X
j 6=i

~Uij(r) j`(r) ; (1.8)

onde

k2i`(r) =
2M

�h2

�
E � Ei � Uii(r)�

�h2`(`+ 1)

2Mr2

�
(1.9)

e

~U(r) =
2MU(r)

�h2
: (1.10)

De
ompondo  i`(r) em ondas \in
identes" e \emergentes" [20℄:

 i`(r) = 
+i`(r) e
i
R
r

r0
dr0 ki`(r

0)
+
�i`(r) e

� i
R
r

r0
dr0 ki`(r

0)
; (1.11)

onde r0 �e o \ponto de retorno", no qual os 
uxos de ondas \in
identes" e \emergentes" se

igualam, 
hegaremos ao 
onjunto de equa�
~oes4:

d2
�i
dr2

� 2 iki(r)
d
�i
dr

� i
dki(r)

dr

�i (r) =

X
j 6=i

~Uij(r)

�

j (r) e
� i

R
r
dr0 (kj(r

0)�ki(r
0)) : (1.12)

Supondo que

dki(r)

dr
� 0 ; (1.13)

ex
eto em uma pequena regi~ao ao redor do ponto r0, e que

jd
2
�i
dr2

j << j2ki(r)
d
�i
dr

j ; (1.14)


hegaremos a

�2 i ki(r)
d
�i
dr

=
X
j 6=i

~Uij(r)

�

j (r) e
� i

R
r
dr0 (kj(r

0)�ki(r
0)) : (1.15)

4Consideraremos daqui por diante apenas ondas s, isto �e, ` = 0. O desenvolvimento para o 
aso ` 6= 0 �e


ompletamente an�alogo.
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CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO

Para que a equa�
~ao a
ima seja v�alida in
lusive na regi~ao em torno do ponto r0, devemos

fazer ~Uij(r0) � 0. Delos e Thorson mostraram, 
ontudo, que esta 
ondi�
~ao pode ser

relaxada, desde que a 
olis~ao seja el�asti
a ou pou
o inel�asti
a [21℄.

A aproxima�
~ao (1.14) �e v�alida desde que ~Uij(r) << ki(r) e que kj(r) � ki(r), para

quaisquer i e j. Em outras palavras, a energia 
in�eti
a de 
olis~ao deve ser muito maior que

as energias das poss��veis transi�
~oes eletrôni
as e as trajet�orias nos diversos 
anais abertos

devem ser prati
amente idênti
as [18℄.

Basta agora de�nirmos as novas vari�aveis t e bi(t):

dr

dt
= � �h

M
ki(r(t)) ; (1.16)

bi(t) = 
+i (r(t)) ; t > 0

= �
�i (r(t)) ; t < 0 ;
(1.17)

e expandirmos kj(r)� ki(r), para obtermos (em unidades �h = 1):

i
dbi(t)

dt
=
X
j 6=i

Uij(r(t))bj(t) e
i
R
t

0
dt0 (Ujj(r(t

0))�Uii(r(t
0))) : (1.18)

O 
onjunto de equa�
~oes a
ima �e equivalente �a resolu�
~ao da equa�
~ao de S
hroedinger do

problema dependente do tempo:

i
d	

dt
= He(t)	(t) ; (1.19)

onde

He(t) = Hint(f~�g) + V (r(t); f~�g) ; (1.20)

e

	(t) =
X
i

bi(t)�i(f~�g) : (1.21)

A des
ri�
~ao do problema de 
olis~oes atrav�es do Hamiltoniano (1.1) �e portanto v�alida

para 
olis~oes pou
o inel�asti
as, nas quais as energias 
orrespondentes �as poss��veis ex
ita�
~oes

eletrôni
as sejam muito menores que a energia 
in�eti
a da part��
ula in
idente. �E o 
aso,

por exemplo, de 
olis~oes de �atomos ou ��ons 
om energia 
in�eti
a da ordem de 
entenas ou

5



1.2. ACOPLAMENTO DINÂMICO ENTRE ESTADO LOCALIZADO E

CONTINUUM

milhares de el�etrons-volts, situa�
~ao em que as transi�
~oes eletrôni
as s~ao, no m�aximo, da

ordem de dezenas de eV . Tully admite, devido ao su
esso na interpreta�
~ao de experimentos,

que a abordagem que a
abamos de des
rever pode ser apli
ada at�e para 
olis~oes 
om energia


in�eti
a na ordem de pou
os eV [22℄. Uma poss��vel justi�
ativa �e que, nesses 
asos, as

transi�
~oes eletrôni
as seriam de intensidade ainda menor, prati
amente 
onservativas.

Dentro desta abordagem, podemos falar em tunelamento eletrôni
o, dependente do

tempo, entre estados eletrôni
os da superf��
ie (no 
aso de 
olis~oes �atomo-superf��
ie) e es-

tados eletrôni
os no �atomo. Um �atomo espalhado pela superf��
ie, por exemplo, pode ser

ionizado; um ��on, neutralizado. As taxas de ioniza�
~ao ou neutraliza�
~ao v~ao depender das

propriedades intr��nse
as dos subsistemas (superf��
ie e part��
ula), assim 
omo da trajet�oria

do �atomo. Esta, por sua vez, ser�a afetada pelas transi�
~oes eletrôni
as. Por isto, o trata-

mento 
ompleto do problema deve ser auto-
onsistente, 
om a solu�
~ao simultânea da Eq.

(1.16) para todas as trajet�orias poss��veis e do 
onjunto de equa�
~oes (1.18). Felizmente, este

tratamento �e desne
ess�ario para 
olis~oes 
om energia 
in�eti
a a
ima de 50 eV , 
aso em que

as transi�
~oes eletrôni
as pou
o afetam o movimento atômi
o, inteiramente determinado

por 
olis~oes bin�arias de 
urto-al
an
e [22℄.

1.2. A
oplamento Dinâmi
o entre Estado Lo
alizado e

Continuum

1.2.1. O Problema

Na situa�
~ao em que apenas um estado eletrôni
o da part��
ula in
idente, jai, �e ativo, ou
seja, est�a a
oplado 
om um ou mais 
onjuntos de estados do alvo, o Hamiltoniano pode

ser assim representado:

He(t) = H0 + VR(t) + VA(t) (1.22)

H0 =
X
�

"�

y

�
� +
X
k

"k

y

k
k +
X
`

"`

y

`
` + "a(t)

y

a
a (1.23)

VR(t) =
X
�

V�(t)

y

a
� + h:
: (1.24)

VA(t) =
X
k;`;`0

Wk``0(t)

y

k

y

a
`
`0 + h:
: (1.25)

onde h:
: signi�
a 
onjugado hermitiano e 
y~k (
~k) �e o operador de 
ria�
~ao (destrui�
~ao) do

el�etron no estado de uma 
orpo jki. Os estados j�i, jki e j`i perten
em ao sistema alvo.

Na Eq. (1.22),H0 representa os subsistemas part��
ula e alvo sem intera�
~ao m�utua, VR(t)


orresponde a pro
essos de transferên
ia de 
arga quasi -ressonantes e VA(t) representa

pro
essos de transferên
ia Auger entre os subsistemas. Estes poten
iais de intera�
~ao têm

6
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{µ}

{l}

{k}

Ressonante
|a>

Captura  Auger

Figura 1.1.: Estados 
onsiderados no Hamitoniano (1.22) e pro
essos de transferên
ia de 
arga

de primeira ordem.

origem, dentro da aproxima�
~ao de trajet�oria 
l�assi
a, no movimento da part��
ula in
idente

e 
orrespondem, portanto, ao poten
ial V [~R(t)℄ da Eq. (1.1).

Para simpli�
ar o problema, admitiremos que os 
onjuntos 
onsiderados s~ao distintos

entre si, isto �e, que fj�ig\fjkig\fj`ig = ;. A Fig. (1.1) ilustra os estados 
onsiderados e os

poss��veis pro
essos de transferên
ia de 
arga em primeira ordem. Chamaremos de 
aptura

Auger o pro
esso que termina 
om o estado eletrôni
o no �atomo o
upado, enquanto o

pro
esso que extrai o el�etron do �atomo ser�a 
hamado de perda Auger. O poten
ial VA(t)
da Eq. (1.22) in
orpora ambos.

Desejamos 
al
ular a o
upa�
~ao no estado atômi
o ao longo do tempo:

na(t) = h�0j
ya(t)
a(t)j�0i ; (1.26)

onde j�0i �e o estado do sistema antes de \ligarmos" a intera�
~ao e os operadores de 
ria�
~ao

e destrui�
~ao est~ao na des
ri�
~ao de Heisenberg.

Nosso objetivo �e entender 
omo o pro
esso de transferên
ia de 
arga depende dos

parâmetros 
ara
ter��sti
os do sistema: estrutura eletrôni
a do 
ontinuum, energia do n��vel

de Fermi, poten
iais de intera�
~ao, energia do n��vel atômi
o ("a(t)) e velo
idade do �atomo.

Estaremos interessados, prin
ipalmente, em apli
ar os resultados ao problema de 
olis~oes

de ��ons 
om superf��
ies s�olidas.

No 
aso em que VA(t) = 0, o Hamiltoniano (1.22) se reduz ao modelo de Newns-

Anderson sem spin [6, 10, 23℄, analiti
amente sol�uvel nos limites de bandas in�nitamente

7
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larga [6℄ e in�nitamente estreita [24-29℄ . Efeitos de bandas �nitas foram investigados

atrav�es de solu�
~oes num�eri
as para o problema, modelando o s�olido por uma 
adeia linear

de �atomos [30-38℄[30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38℄. Nesta Tese, apresentamos um novo

modelo, que leva a solu�
~oes anal��ti
as para o problema, no qual admitimos que a banda

f�g tem uma forma lorentziana5. Dis
utiremos mais adiante as limita�
~oes e vantagens dos

tratamentos anteriores e de nossa abordagem.

Pro
essos Auger de transferên
ia de 
arga, no 
ontexto do espalhamento ��on-superf��
ie,


ome�
aram a ser investigados muito tempo atr�as [40, 41℄. No 
aso, por exemplo, do

espalhamento de ��ons de h�elio em superf��
ies de 
obre, estes pro
essos s~ao 
laramente

dominantes e podem ser des
ritos por uma master equation [42℄.

A investiga�
~ao simultânea de pro
essos quasi -ressonantes e Auger �e mais re
ente. Tully

utilizou um modelo fenomenol�ogi
o que in
lui ambos os pro
essos, mas que resulta em

pobre 
on
ordân
ia 
om os experimentos [22, 43℄. Abordaremos e dis
utiremos a rela�
~ao

entre o modelo de Tully e o nosso no Cap��tulo 4.

Vi
ente Alvarez e 
olaboradores partiram de um Hamiltoniano semelhante ao da Eq.

(1.22) e resolveram o problema utilizando o formalismo de Keldysh at�e segunda ordem [44℄.

Mostraremos que nossa abordagem para pro
essos Auger �e equivalente a este tratamento

de segunda ordem, 
om a vantagem, por�em, de tratarmos os pro
essos quasi -ressonantes de

modo exato. Al�em disso, nossa abordagem possibilitar�a a obten�
~ao de solu�
~oes anal��ti
as

para o problema, que permitir~ao a elu
ida�
~ao dos pap�eis f��si
os dos parâmetros envolvidos.

1.2.2. Equa�
~oes de Evolu�
~ao

Determinaremos na(t) atrav�es da equa�
~ao de evolu�
~ao do operador 
a(t) na des
ri�
~ao

de Heisenberg. Para um operador qualquer Ĉ na des
ri�
~ao de S
hr�odinger, a mudan�
a

para Heisenberg �e efetuada pelo operador de evolu�
~ao temporal Û(t; t0):

Ĉ(t) = Û y(t; t0) Ĉ Û(t; t0) ; (1.27)

onde Û(t; t0) satisfaz �a equa�
~ao de S
hr�odinger. O operador Ĉ(t) obede
er�a ent~ao �a equa�
~ao
de evolu�
~ao:

i
dĈ(t)

dt
=

h
Ĉ(t); He(t)

i
: (1.28)

De�namos, antes de prosseguir, os operadores Âk``0(t) e Â(t):

Âk``0 = 
yk(t)
`(t)
`0(t) ; (1.29)

5Este modelo foi investigado no limite de baixas velo
idades de 
olis~ao, atrav�es de uma aproxima�
~ao do

tipo WKB [39℄.
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Â(t) =
X
k;`;`0

Wk``0(t)Âk``0 : (1.30)

Cal
ulando os diversos 
omutadores 
om o Hamiltoniano (1.22), �e f�a
il obtermos as

seguintes equa�
~oes de evolu�
~ao:

i
d
a(t)

dt
= "a(t)
a(t) +

X
�

V �

� (t)
�(t)� Â(t) ; (1.31a)

i
d
�(t)

dt
= "�
�(t) + V�(t)
a(t) ; (1.31b)

i
dÂk``0(t)

dt
= ("` + "`0 � "k)Âk``0(t)� 
a(t) fÂk``0(t); Â

y(t)g (1.31
)

onde fÂ; B̂g = ÂB̂ + B̂Â �e o anti-
omutador entre Â e B̂.

Integrando as equa�
~oes (1.31b) e (1.31
) e de�nindo os novos operadores:

~
a(t) = 
a(t) exp

�
i

Z t

t0

"a(t
0)dt0

�
; (1.32a)

~
�(t) = 
�(t) exp i "� (t� t0) ; (1.32b)

~Ak``0(t) = Âk``0(t) exp i("` + "`0 � "k) (t� t0) ; (1.32
)

n~ao �e dif��
il mostrar, ap�os algumas substitui�
~oes diretas, que a Eq. (1.31a) dar�a lugar a:

i
d~
a(t)

dt
=
X
�

V �

� (t)
�(t0) e
i
R
t

t0
("a(t

0)�"�)dt
0

�
X
k;`;`0

Wk``0(t)Âk``0(t0) e
i
R
t

t0
("a(t

0)�"
``0k)dt

0

� i

Z t

t0

d� ei
R
t

�
"a(t0)dt0 ~
a(�)

�
�R(t; �) + �̂A(t; �)

�
;

(1.33)

onde "``0k = "` + "`0 � "k, enquanto

9
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�R(t; �) =
X
�

V �

� (t)V�(�) e
i "�(��t) ; (1.34)

�̂A(t; �) =
X
k1`1`01
k2`2`

0
2

Wk1`1`
0
1
(t)W �

k2`2`
0
2
(�) e

i "
`1`

0
1
k1

(��t)fÂk1`1`
0
1
(�); Â

y

k2`2`02
(�)g : (1.35)

Note que �R(t; �) �e um es
alar, ao passo que �̂A(t; �) �e um operador, o que torna a Eq.

(1.33) 
ompli
ada. Apresentamos, na subse�
~ao (1.2.4), uma aproxima�
~ao que simpli�
a

�̂A(t; �) e possibilita a obten�
~ao de solu�
~oes anal��ti
as para o problema. Antes, por�em,

justi�
aremos a utiliza�
~ao do modelo envolvendo apenas um estado lo
alizado.

1.2.3. Digress~ao: Problema de Muitos N��veis

O Hamiltoniano (1.22) pode des
rever muitas situa�
~oes experimentais. �E o 
aso, por

exemplo, da neutraliza�
~ao de He+ espalhado por superf��
ies s�olidas [22℄. A probabilidade

de dupla ioniza�
~ao do He+ �e negligen
i�avel, o que permite 
onsiderar apenas o estado 1s

envolvido no pro
esso de transferên
ia de 
arga, que re
eber�a um el�etron da superf��
ie.

Alguns autores, por�em, a
reditam que mesmo no 
aso do espalhamento de ��ons He+,

parti
ularmente em superf��
ies de 
humbo, mais n��veis atômi
os devam ser 
onsiderados

[45, 46℄. At�e onde sabemos, modelos que in
luam pro
essos ressonantes, pro
essos Auger e

intera�
~oes intra-atômi
as ainda n~ao foram investigados. Des
onsiderando pro
essos Auger,

alguns autores investigaram efeitos de muitos 
orpos em pro
essos ressonantes, o que pode

ser representado por um Hamiltoniano do tipo [17, 45, 46, 47℄:

H(t) =
X
��

"��

y

��
�� +
X
a�

"a�(t)

y

a�
a� +
X
a��

V��(t)

y

a�
�� + Un̂a�n̂a0�0 + h:
: ; (1.36)

onde � �e um ��ndi
e de spin eletrôni
o.

No limite em que U !1, o Hamiltoniano pode ser substitu��do pelo modelo do \boson

es
ravo" [48, 49℄. Fazendo 1=N pequeno, onde N �e a degeneres
ên
ia do n��vel atômi
o

envolvido no pro
esso, �e poss��vel a obten�
~ao de um esquema para solu�
~ao num�eri
a exata

das equa�
~oes de Dyson [45℄. Em pro
essos de transferên
ia quasi -ressonante, onde podem

o
orrer os
ila�
~oes da o
upa�
~ao atômi
a em fun�
~ao do inverso da velo
idade do �atomo (o

que trataremos mais adiante), a in
lus~ao de 
orrela�
~oes tem forte in
uên
ia, alterando

tanto a amplitude quanto a freq�uên
ia destas os
ila�
~oes [46℄.

Veremos mais adiante, entretanto, que a in
lus~ao de pro
essos Auger tamb�em tem

in
uên
ia nas os
ila�
~oes. Logo, n~ao �e poss��vel a�rmar, 
om 
onvi
�
~ao, que a expli
a�
~ao

dos resultados experimentais no espalhamento de ��ons de He+ exija a in
lus~ao de termos de
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orrela�
~ao intra-atômi
a. �E ne
ess�aria, antes de mais nada, uma investiga�
~ao aprofundada

dos efeitos da in
lus~ao de pro
essos Auger em problemas sem spin e uma 
ompara�
~ao 
om

efeitos devidos �a 
orrela�
~ao intra-atômi
a, para que possamos de
idir quais pro
essos s~ao

dominantes, ou mesmo se os pro
essos s~ao 
on
orrentes6.

Al�em do mais, solu�
~oes exatas para problemas sem spin s~ao bem vindas, j�a que s~ao


asos limites de problemas de muitos n��veis, que n~ao possuem solu�
~oes exatas, ex
eto, 
omo

j�a men
ionamos, no limite em que N �e muito grande e des
onsiderando pro
essos Auger.

Tendo em vista estas 
onsidera�
~oes, trataremos apenas o problema do a
oplamento

dinâmi
o entre um estado lo
alizado e o 
ontinuum. Voltemos agora �a tentativa de sim-

pli�
a�
~ao da Eq. (1.33).

1.2.4. Aproxima�
~ao Quasi-Conservativa para Pro
essos Auger

Por estarmos tratando um problema dependente do tempo, sabemos que os pro
essos

de transferên
ia de 
arga n~ao ser~ao ne
essariamente 
onservativos. �E 
laro que levando

em 
onta o movimento atômi
o, h�a 
onserva�
~ao de energia. Em outras palavras, a energia

transferida para ou do sistema eletrôni
o vem da diminui�
~ao ou aumento da energia 
in�eti
a

do �atomo, de maneira que, globalmente, h�a 
onserva�
~ao de energia.

Se fosse poss��vel um movimento atômi
o in�nitamente lento, haveria 
ertamente 
on-

serva�
~ao de energia no sistema eletrôni
o. Os pro
essos de transferên
ia de 
arga poss��veis

seriam apenas os que 
onservassem a energia eletrôni
a. No 
aso de pro
essos Auger,

apenas aqueles para os quais:

"` + "`0 � "k � "a = 0 ; (1.37)

seriam admiss��veis.

A suposi�
~ao expressa na Eq. (1.37) �e amplamente utilizada na investiga�
~ao de pro
essos

Auger e muitas vezes admitida 
omo exata [11, 40, 41℄. Ressaltamos, por�em, que sua

validade est�a restrita a movimentos atômi
os in�nitamente lentos.

Para um movimento atômi
o 
om velo
idade �nita, pro
essos que n~ao 
onservam a

energia eletrôni
a tamb�em ser~ao permitidos. Admitamos, 
ontudo, que dentre os pro
essos

poss��veis, aqueles para os quais valha a rela�
~ao:

"` + "`0 � "k � "a � Æ ; (1.38)

onde Æ �e uma 
onstante, sejam dominantes. Em outras palavras, estamos supondo que os

pro
essos Auger mais prov�aveis envolvem pequenas transferên
ias de energia (em torno do

valor Æ) entre o movimento atômi
o e o sistema eletrôni
o. Por este motivo, 
hamaremos

esta aproxima�
~ao de quasi -
onservativa.

6Estas quest~oes ser~ao novamente abordadas no Cap��tulo 4.
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Podemos, de imediato, identi�
ar uma situa�
~ao em que esta aproxima�
~ao �e 
ertamente

v�alida. De�nindo um tempo 
ara
ter��sti
o de transi�
~ao, �k``0 = 1=("k``0), a aproxima�
~ao

quasi -
onservativa ser�a 
orreta se admitirmos �k``0 << �w, onde �w �e o tempo m�edio de

dura�
~ao da intera�
~ao Auger, asso
iado �a varia�
~ao temporal de Wk``0(t).

Mostramos, no Apêndi
e A, que dentro da aproxima�
~ao quasi -
onservativa, e supondo

poss��vel a fatora�
~ao7

Wk``0(t) = Wk``0 u2(t) ; (1.39)

a Eq. (1.33) deixar�a de envolver o operador �̂A(t; �), passando a depender dos es
alares

�C(t; �), �L(t; �) e �E(t; �)
8:

i
d~
a(t)

dt
=
X
�

V �

� (t)
�(t0) e
i
R
t

t0
("a(t0)�"�)dt0 �

X
k;`;`0

Wk``0(t)Âk``0(t0) e
i
R
t

t0
("a(t

0)�"
``0k)dt

0

� i

Z t

t0

d� ei
R
t

�
"a(t0)dt0 ~
a(�) �(t; �) :

(1.40)

onde

�(t; �) = �R(t; �) + �C(t; �) + �L(t; �)� �E(t; �) ; (1.41)

�C(t; �) =
X
k;`;`0

jWk``0j2u2(t)u
�

2(�) e
i "

``0k(��t) n0
`n

0
`0(1� n0

k) ; (1.42)

�L(t; �) =
X
k;`;`0

jWk``0j2u2(t)u
�

2(�) e
i "

``0k(��t)(1� n0
`)(1� n0

`0)n
0
k ; (1.43)

�E(t; �) =
X
k;`;`0

Wk``0(t)Wk`0`(�) e
i "

``0k(��t)
�
n0
`n

0
`0(1� n0

k) + n0
k(1� n0

`)(1� n0
`0)
�
; (1.44)

n0
m = h�0j
ym(t0)
m(t0)j�0i : (1.45)

A Eq. (1.40) �e bem mais simples que a Eq. (1.33) e, 
omo dis
utido adiante, permite

tratamento anal��ti
o para diversas formas de �(t; �). Daqui por diante desprezaremos

o termo de tro
a �̂E(t; �) [50℄. No Apêndi
e B, mostramos que a aproxima�
~ao quasi -


onservativa �e equivalente ao formalismo de Keldysh at�e segunda ordem [51, 50℄.

7Esta fatora�
~ao �e semelhante �aquela des
rita mais adiante para o 
aso de pro
essos quasi-ressonantes,

sendo fundamental para abordagens anal��ti
as do problema.
8O��ndi
e C se refere �a 
aptura Auger; L, �a perda Auger. J�a o ��ndi
e E indi
a que se trata de um termo

de tro
a (\ex
hange").
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1.3. Pro
essos Quasi-Ressonantes

Consideremos a situa�
~ao em que pro
essos quasi -ressonantes sejam dominantes, isto �e,

que seja poss��vel aproximar �(t; �) por �R(t; �), ou de modo equivalente, que VA(t) = 0.

Neste 
aso, o Hamiltoniano (1.22) se reduz ao modelo de Newns-Anderson dependente do

tempo sem spin [6, 10, 23℄, amplamente utilizado na investiga�
~ao da transferên
ia de 
arga

entre �atomos e superf��
ies s�olidas, 
omo dis
utiremos um pou
o mais adiante.

Neste 
aso, podemos rees
rever a Eq. (1.40) da seguinte maneira:

i
d~
a(t)

dt
=
X
�

V �� (t)
�(t0) e
i
R
t

t0
("a(t

0)�"�)dt
0

� i

Z t

t0

d� ei
R
t

�
"a(t

0)dt0 ~
a(�) �R(t; �) : (1.46)

Para resolvermos a equa�
~ao a
ima, assumiremos que as dependên
ias em tempo e en-

ergia do poten
ial sejam separ�aveis, ou seja, que V�(t) = V�u(t) [6℄. Esta separa�
~ao n~ao �e

em geral justi�
�avel, mas �e amplamente adotada e �e fundamental para que possamos obter

solu�
~oes anal��ti
as para o problema.

De�namos �(t��), tal que �R(t; �) = u(t)u(�)�(t��). Chamaremos sua transformada

de Fourier de fun�
~ao \intensidade do a
oplamento", que pode ser es
rita na forma:

�(") = �
X
�

jV�j2 Æ("� "�) ; (1.47)

ou ainda [14℄:

�(") = � hjV�j2i"�=" �(") ; (1.48)

hjV�j2i"�=" =
1

N(")

X
�

"�="

jV�j2 ; (1.49)

onde �(") �e a densidade de estados na banda f�g e N(") �e a degeneres
ên
ia asso
iada ao

auto-valor ".
�E f�a
il veri�
ar que:

i
d~
a(t)

dt
=
X
�

V �� (t)
�(t0) e
i
R
t

t0
("a(t0)�"�)dt0

� iu(t)

Z t

t0

d� u(�) ei
R
t

�
"a(t0)dt0 ~
a(�)

Z +1

�1

d"
�(")

�
e� i "(t��) :

(1.50)
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No limite em que a largura de banda tende a zero, isto �e, �(") = V 2Æ("�"d), o problema

se reduz ao de dois n��veis dependente do tempo, 
om apli
a�
~oes em 
olis~oes atômi
as e

�opti
a quânti
a, e para o qual diversas solu�
~oes anal��ti
as s~ao 
onhe
idas [24-29℄. No limite

oposto, em que a largura da banda tende a in�nito (�(") = �0), a o
upa�
~ao no estado

lo
alizado ao longo tempo tamb�em pode ser 
al
ulada analiti
amente, 
om apli
a�
~oes no

estudo de 
olis~oes �atomo-superf��
ie [6, 3, 11, 14, 52, 16℄.

Dis
utiremos brevemente os limites de banda larga e dois n��veis, para deixar 
laro o

importante papel da estrutura eletrôni
a do 
ontinuum no pro
esso de transferên
ia de


arga.

1.3.1. Limite de Banda Larga

Podemos mostrar fa
ilmente que, no limite de banda larga (�(") = �0), a Eq. (1.50)

�e exatamente sol�uvel. Basta ver que �(t� t0) �
ar�a propor
ional �a fun�
~ao delta de Dira
,

Æ(t � t0), e, 
omo 
onseq�uên
ia, a Eq. (1.50) ser�a reduzida �a uma equa�
~ao diferen
ial

ordin�aria de primeira ordem. A solu�
~ao do problema nesse 
aso, admitindo que o 
ontinuum

en
ontrava-se ini
ialmente no seu estado fundamental, �e [3℄:

na(1) = na(�1) exp

�
�2

Z +1

�1

�(t0) dt0
�
+

1

�

Z "
F

�1

d" jS(")j2 ; (1.51)

onde

S(") =

Z +1

�1

dt0 (�(t0))
1=2

exp

�
� i "t0 �

Z
1

t0
(i "a(t

00) + �(t00))dt00
�

: (1.52)

Por simpli
idade es
revemos �(t) = �0ju(t)j2. Diremos que o primeiro termo do lado

direito da eq.(1.51) �e o termo de mem�oria, j�a que ele depende da o
upa�
~ao ini
ial no

estado atômi
o. Chamaremos o segundo termo de 
ontribui�
~ao do 
ontinuum. Para uma

dependên
ia temporal do tipo exponen
ial, u(t) = exp(�jtj=�), onde � �e propor
ional ao

tempo de dura�
~ao da intera�
~ao, e a banda ini
ialmente 
heia, teremos:

na(1) = 1 + (na(�1)� 1) exp(�2�0�) : (1.53)

Em geral, no limite de banda larga, na(1) �e uma fun�
~ao mon�otona de � . No pr�oximo


ap��tulo mostraremos, partindo do modelo de Banda lorentziana, que o limite de banda

larga �e v�alido desde que a meia largura da banda, �=2, seja maior que o poten
ial V .

1.3.2. Limite de Dois N��veis

O limite em que o 
ontinuum se torna um estado lo
alizado �e des
rito pela fun�
~ao

�(") = �V 2Æ("� "
). O problema passa a ser o a
oplamento dependente do tempo entre

dois n��veis, j
i e jai. Neste 
aso, de�nindo o novo operador
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CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO

~
a = 
a(t) exp

�
i

Z t

0

"a(t
0)dt0

�
; (1.54)

podemos mostrar que a eq.(1.50) d�a lugar �a seguinte equa�
~ao diferen
ial [14℄:

d2~
a

dt2
�
�
i ("
 � "a(t)) +

1

u(t)

du(t)

dt

�
d~
a

dt
+ V 2ju(t)j2~
a = 0 : (1.55)

A Eq. (1.55) tem solu�
~oes anal��ti
as 
onhe
idas para dezenas de formas de u(t) e "a(t),


om apli
a�
~oes em diversas �areas da F��si
a (Vide, p. ex., referên
ias [28, 29℄). A tabela

(1.1) rela
iona algumas da mais utilizadas solu�
~oes anal��ti
as do problema de dois n��veis

dependente do tempo.

Modelo u(t) "a(t)

Rosen-Zener [26℄ se
h(t=�) 
onst.

Landau-Zener [25℄ 
onst. "a(0)� bjtj
Demkov [27℄ e�jtj=� 
onst.

Nikitin [53℄ e�jtj=� "a(1) + ("a(0)� "a(1))e�jtj=�

Tabela 1.1.: Alguns modelos 
om solu�
~oes anal��ti
as do problema de dois n��veis

Rosen e Zener, por exemplo, apli
aram ao problema de um spin eletrôni
o em um 
ampo

magn�eti
o vari�avel [26℄. Admitindo u(t) = 2
�
se
h(t=�), "a(t) 
onstante, n
(�1) = 1 e

na(�1) = 0, estes autores mostraram que:

P+(1) = 1� sen2(2V �) se
h2
�
�("
 � "a)�

2

�
; (1.56)

onde P+(1) = 1� na(1) �e a probabilidade de sobrevivên
ia da la
una no estado jai.
Note que neste 
aso P+(1) tem um 
omportamento os
ilat�orio amorte
ido 
omo fun�
~ao

de � . O amorte
imento �e t~ao mais intenso quanto maior o defeito de ressonân
ia, "
 � "a,

enquanto as os
ila�
~oes s~ao mais intensas para valores maiores de V . No pr�oximo 
ap��tulo

daremos a interpreta�
~ao f��si
a destes efeitos.

A Fig. 1.2 ilustra a probabilidade de sobrevivên
ia da la
una nos dois limites dis
uti-

dos at�e o momento. J�a podemos per
eber que a estrutura eletrôni
a do 
ontinuum afeta

profundamente o pro
esso de transferên
ia de 
arga: enquanto para uma banda in�nita-

mente larga a o
upa�
~ao �nal �e uma fun�
~ao mon�otona de � , para uma banda in�nitamente

estreita ela �e uma fun�
~ao os
ilante. Expli
aremos �si
amente estes efeitos e estabele
ere-

mos a largura de banda de transi�
~ao entre os regimes puramente amorte
ido e os
ilat�orio

amorte
ido no Cap��tulo 2.
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Dois Niveis
Banda Larga

�

P
+
(1
)

1086420

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Figura 1.2.: Gr�a�
o ilustrativo dos limites de banda larga e dois n��veis. Utilizamos os parâmetros

�0 = 1 (banda larga) e "
 � "a = 0:1V , 
om V = 1 (dois n��veis).

�E interessante notar tamb�em que, nos dois limites apresentados, a transferên
ia de


arga depende apenas de vari�aveis adimensionais: �0� (banda larga); V � e ("
�"a)� (dois

n��veis). Mostraremos que o mesmo vale para o modelo de banda lorentziana, 
uja F��si
a �e

governada pelos adimensionais: V � , �� , ("
 � "a)� e ("F � "a)� .

1.3.3. Banda Finita

At�e o presente, as investiga�
~oes sobre o efeito de bandas 
om largura �nita no pro
esso

de transferên
ia de 
arga, no 
ontexto do modelo de Newns-Anderson, basearam-se em

solu�
~oes num�eri
as das equa�
~oes de evolu�
~ao do operadores 
a(t) e 
�(t) para 
adeias de

�atomos [30-38℄ .

Para uma 
adeia linear 
om intera�
~oes do tipo \tight-binding" , des
rita pelo Hamilto-

niano:

H = �

NX
j=1


̂yj 
̂j + �

N�1X
j=1


̂yj+1
̂j + 
̂yj 
̂j+1 ; (1.57)

a densidade de estados tem a seguinte express~ao [54℄:

�(") =
(N + 1)=2��

f1� ("=2�)2g1=2 : (1.58)
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CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO

A fun�
~ao a
ima se torna in�nita nas bordas da banda, quando " = �2�. Este 
om-

portamento, t��pi
o em s�olidos uni-dimensionais, n~ao o
orre para s�olidos em duas ou três

dimens~oes, sendo, por este motivo, uma importante limita�
~ao �a modelagem de s�olidos

atrav�es de 
adeias lineares.

Utilizando a Eq. (1.58) e supondo V� independente de �, a Eq. (1.50) �
ar�a [33, 38℄:

i
d~
a(t)

dt
=
X
�

V �

� (t)
�(t0) e
i
R
t

t0
("a(t0)�"�)dt0

� i�V 2(N + 1)u(t)

Z t

t0

d� u(�) ei
R
t

�
"a(t0)dt0 ~
a(�) J0(2�(t� �)) ;

(1.59)

onde J0(x) �e a fun�
~ao de Bessel de ordem zero. Es
revendo

~
ya(t) = Sa(t)~

y

a(t0) +
X
�

S�(t)

y

�(t0) ; (1.60)

e substituindo na Eq. (1.59), 
hegamos a um 
onjunto de equa�
~oes para as amplitudes Sa(t)
e S�(t). Estas equa�
~oes foram resolvidas numeri
amente no 
aso em que "a(t) �e 
onstante
e u(t) = exp(�jtj=�
) [33, 38℄. Os 
�al
ulos limitaram-se, por�em, aos 
asos em que �
 e �

eram relativamente pequenos, j�a que a fun�
~ao J0(�(t� �)) �e altamente os
ilat�oria para �
grande, o que torna a integra�
~ao num�eri
a 
ustosa demais. Al�em disso, n~ao foi investigado

o efeito da varia�
~ao de "F na o
upa�
~ao do estado lo
alizado. Em outras palavras, n~ao foi

feita investiga�
~ao sistem�ati
a dos efeitos dos parâmetros do problema na o
upa�
~ao atômi
a,

prin
ipalmente por limita�
~oes do m�etodo de solu�
~ao num�eri
a.

Re
entemente mostramos que a Eq.(1.50) se reduz a uma equa�
~ao diferen
ial de segunda

ordem n~ao homogênea, no 
aso em que [14℄:

�(") = V 2 �

�2 + ("� "
)2
: (1.61)

�E interessante notar que esta forma para �(") signi�
a, desde que V~� varie lentamente


om ~�, que a densidade de estados eletrôni
os do 
ontinuum, �("), tamb�em �e de forma

lorentziana. Trata-se, portanto, de uma densidade de estados mais realista que a da 
adeia

linear, que al�em disso permite a obten�
~ao de solu�
~oes anal��ti
as para o problema. Desse

modo, podemos investigar sistemati
amente efeitos da largura �, do poten
ial V , do \de-

feito de ressonân
ia" "a � "
 e da posi�
~ao do n��vel de Fermi.

Esta densidade de estados tem, 
ontudo, o defeito de n~ao ser �nita, ou seja, de se

estender por todo espa�
o ". Eventualmente a \
auda" da distribui�
~ao pode produzir efeitos

esp�urios. Felizmente, veremos adiante que, em diversas situa�
~oes, podemos asso
iar os

efeitos da \
auda" a pro
essos Auger, de maneira que a regi~ao 
entral da lorentziana pode

simular pro
essos quasi -ressonantes envolvendo uma banda �nita.
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Mesmo que n~ao seja poss��vel a asso
ia�
~ao da \
auda" da lorentziana a pro
essos Auger,

o espe
tro de estados parti
ipantes na transferên
ia de 
arga �e �nito (limitado pelo poten-


ial V ), apesar de poder in
luir estados bem distantes do 
entro da banda. Neste 
aso, o

modelo �e apli
�avel a uma banda de largura �nita D, desde que D seja grande o su�
iente

para que a banda 
ontenha o espe
tro de estados j�a men
ionado9.

1.4. Pro
essos Auger

Para interpretarmos os signi�
ados f��si
os de �C(t; �) e �L(t; �), vamos analisar o 
aso

em que jWk``0j = W (
onstante). A Eq. (1.42) poder�a ser rees
rita na seguinte forma:

�C(t; �) = W 2 u2(t)u2(�)

Z +1

�1

d" ei "(t��) �dk(")

Z +1

�1

d" ei "(t��)
Z +1

�1

d"0 �o`("
0)�o`("� "0) ;

(1.62)

onde

�dk(") =
X
k

(1� n0
k) Æ("� "k) (1.63)

e

�o`(") =
X
`

n0
` Æ("� "`) : (1.64)

A fun�
~ao �C(t; �) envolve, portanto, o produto de duas transformadas de Fourier: a

da densidade de estados deso
upados na banda �nal (re
eptora de um dos el�etrons Auger)

fkg e da auto-
onvolu�
~ao da densidade de estados o
upados na banda ini
ial (doadora dos

el�etrons Auger) f`g. Este resultado �e intuitivo: quanto mais estados deso
upados a
ess��veis

para o el�etron ex
itado, mais prov�avel ser�a o pro
esso Auger; quanto mais estados o
upados

na banda f`g, mais el�etrons poder~ao parti
ipar da transferên
ia Auger e novamente mais

prov�avel ser�a o pro
esso.

De modo semelhante, podemos veri�
ar que �L(t; �) envolve o produto das transfor-

madas de Fourier da densidade de estados o
upados na banda fkg (que ser�a ini
ial) e da

auto-
onvolu�
~ao da densidade de estados deso
upados na banda f`g (que ser�a uma banda

�nal, isto �e, re
eptora dos el�etrons Auger), ou seja:

9D pode ser, eventualmente, bem maior que �, o que �si
amente poderia 
orresponder �a hibridiza�
~ao

entre uma banda larga e uma estreita.
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CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO

�L(t; �) = W 2 u2(t)u2(�)

Z +1

�1

d" ei "(t��) �ok(")

Z +1

�1

d" ei "(t��)
Z +1

�1

d"0 �d`("
0)�d` ("� "0) :

(1.65)

Se a banda fkg estiver ini
ialmente deso
upada, ent~ao �L(t; �) ser�a nulo. Se, al�em

disso, �dk(") puder ser aproximada por uma 
onstante (banda larga), que 
hamaremos �0,

ent~ao �C(t; �) �
ar�a simplesmente:

�C(t; �) =
ju2(t)j2

�

Æ(t� �) ; (1.66)

onde

1

�

= W 2 �0

Z +1

�1

d"

Z +1

�1

d"0 �o`("
0)�o`("� "0) : (1.67)

Mostraremos a seguir que, neste 
aso, e 
onsiderando que os pro
essos quasi -ressonantes

sejam pou
o prov�aveis (�R(t; �) � 0), a o
upa�
~ao �nal no estado atômi
o obede
er�a a uma

\master equation". Ini
ialmente, observemos que substituindo a equa�
~ao anterior para

�C(t; �) em (1.40), obteremos:

i
d~
a(t)

dt
= �

X
k;`;`0

Wk``0(t)Âk``0(t0) e
i
R
t

t0
("a(t0)�"``0k)dt

0

� i
ju2(t)j2
2�


~
a(t) : (1.68)

De�nindo agora o novo operador:

b̂a(t) = ~
a(t) exp

Z t

0

dt0�(t0) ; (1.69)

onde �(t0) = ju2(t
0)j2=2�
 , �e f�a
il obtermos

i
db̂a(t)

dt
= � e

R
t

0
dt0�(t0)

X
k;`;`0

Wk``0(t)Âk``0(t0) e
i
R
t

t0
("a(t0)�"``0k)dt

0

: (1.70)

Integrando a equa�
~ao a
ima vem

b̂a(t) = b̂a(t0) + i

Z t

t0

dt0 e
R
t
0

0
dt00�(t00)

X
k;`;`0

Wk``0(t
0)Âk``0(t0) e

i
R
t
0

t0
("a(t00)�"``0k)dt

00

: (1.71)
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Supondo que o estado ini
ial do problema, j�0i, seja um dos auto-estados de H0,

teremos:

h�0j
ya(t0)
yk(t0)
`(t0)
`0(t0)j�0i = 0 ; (1.72a)

h�0j
k1(t0)
y`1(t0)

y

`01
(t0)


y

k2
(t0)
`2
`02 j�0i = Æk1k2Æ`1`2Æ`01`02 (1� nk1)n`1n`01 ; (1.72b)

e podemos derivar fa
ilmente a seguinte equa�
~ao:

d < b̂ya(t)b̂a(t) >

dt
= 2 e

R
t

0
dt0�(t0)

Z t

t0

dt0 e
R
t
0

0
dt00�(t00) ei

R
t
0

t
"a(t00)dt00 �C(t; t

0) : (1.73)

Finalmente, utilizando as eqs. (1.66) e (1.69), 
hegamos �a \master equation":

dna(t)

dt
=

ju2(t)j2
�


(1� na(t)) ; (1.74)


uja solu�
~ao �e simplesmente:

na(t) = 1 + (na(t0)� 1) e
�

1
�


R
t

t0
dt0ju2(t)j

2

: (1.75)

Esta equa�
~ao foi derivada por Makoshi e Kaji [55℄, tamb�em utilizando o limite de

banda larga, s�o que 
om uma abordagem baseada no formalismo de Keldysh [51℄. Gar
ia e

Monreal mostraram que a \master equation" �e v�alida desde que o tempo 
ara
ter��sti
o da


aptura Auger, �
, seja muito menor que o tempo m�edio de dura�
~ao da intera�
~ao, asso
iado

�a varia�
~ao de u2(t) [50℄.
�E importante ressaltar que se os pro
essos quasi -ressonantes forem importantes n~ao ser�a

poss��vel derivar uma equa�
~ao semelhante �a equa�
~ao a
ima, mesmo que valha um limite de

banda larga para fkg. Isto por 
ausa da interferên
ia entre os dois tipos de pro
essos,

Auger e quasi -ressonantes.

A Eq. (1.75) n~ao depende da posi�
~ao do n��vel atômi
o em rela�
~ao ao n��vel de Fermi do


ontinuum. Trata-se de uma falha do limite de banda larga, j�a que �si
amente pro
essos de


aptura Auger s�o podem o
orrer quando "a(t) < "F . O problema �e que ao 
onsiderarmos a

banda fkg in�nitamente larga, permitimos a existên
ia de estados deso
upados abaixo do

n��vel de Fermi (lo
alizado na banda f`g). Desse modo, o limite de banda larga pode in
luir,

quando o n��vel atômi
o est�a a
ima do n��vel de Fermi, transi�
~oes �si
amente ina
eit�aveis,

envolvendo estados deso
upados da banda fkg lo
alizados abaixo do n��vel de Fermi!

Este problema pode ser resolvido se �zermos u2(t) igual a zero quando "a(t) > "F ,

proibindo ad ho
 transi�
~oes Auger esp�urias. Isto nos permite investigar situa�
~oes em que o
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n��vel atômi
o 
ruza o n��vel de Fermi. Nos 
asos em que este 
ruzamento n~ao o
orre e "a(t)

�e sempre menor que "F , o limite de banda larga �e apli
�avel, n~ao sendo ne
ess�aria qualquer

imposi�
~ao em rela�
~ao �a forma de u2(t).

A seguir, dis
utiremos modelos que permitem o tratamento simultâneo dos pro
essos

quasi -ressonantes e Auger.

1.5. Modelos Exatamente Sol�uveis

De modo an�alogo ao 
aso quasi -ressonante, vamos de�nir a \intensidade de 
aptura

Auger"10:

�(") =
X
k``0

jWk``0j2 n0
`n

0
`0(1� n0

k) Æ("� "``0k) ; (1.76)

para podermos rees
rever a Eq. (1.40) na seguinte forma:

i
d~
a(t)

dt
=
X
�

V �� (t)
�(t0) e
i
R
t

t0
("a(t

0)�"�)dt
0

�
X
k;`;`0

Wk``0(t)Âk``0(t0) e
i
R
t

t0
("a(t

0)�"
``0k)dt

0

� iu(t)

Z t

t0

d� u(�) ei
R
t

�
"a(t0)dt0 ~
a(�)

Z +1

�1

d"
�(")

�
e� i "(t��)

� iu2(t)

Z t

t0

d� u2(�) e
i
R
t

�
"a(t0)dt0 ~
a(�)

Z +1

�1

d"
�(")

�
e� i "(t��) :

(1.77)

Dis
utiremos a seguir situa�
~oes em que a equa�
~ao anterior �e exatamente sol�uvel, que

v~ao al�em dos limites de banda larga e dois n��veis.

1.5.1. Pro
essos Quasi-Ressonantes e Auger \Fra
os"

Como men
ionamos anteriormente, a Eq. (1.77) pode ser resolvida exatamente no 
aso

em que �(") �e nulo e �(") tem a forma de uma lorentziana. A \
auda" da lorentziana,


ontudo, se \espalha" por todo espa�
o, o que �e indesejado se queremos modelar uma banda

�nita.

Por outro lado, o su
esso da \master equation" na interpreta�
~ao de experimentos onde

pro
essos Auger s~ao dominantes indi
a que supor �(") 
onstante (banda larga) �e uma boa

aproxima�
~ao [55℄. A raz~ao �e simples: usualmente as bandas de valên
ia e 
ondu�
~ao de

s�olidos s~ao muito largas, se 
omparadas aos elementos de matriz das transi�
~oes Auger,

Wk``0.

10Estamos 
onsiderando a banda fkg ini
ialmente deso
upada, de modo que apenas pro
essos de 
aptura

Auger s~ao poss��veis.
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Ora, �(") tem, portanto, uma forma que se \espalha" por uma enorme regi~ao no

espa�
o ". Se, por outro lado, �("
) << �("
), onde "
 
orresponde ao 
entro da banda

f�g, podemos asso
iar a \
auda" da distribui�
~ao lorentziana a pro
essos Auger. Esta

argumenta�
~ao torna plaus��vel a utiliza�
~ao, supondo u(t) � u2(t), do seguinte modelo:

�(") + �(") = V 2 �

�2 + ("� "
)2
; (1.78)


om

�(") =

�
V 2 �

�2+("�"
)2
se "
 �D=2 < " < "
 +D=2

0 
aso 
ontr�ario
: (1.79)

Estamos admitindo, desse modo, que a banda f�g tem larguraD, o
upando uma regi~ao

�nita do espa�
o ", e que, al�em disso, �("
�D=2) seja bem menor que �("
). No pr�oximo


ap��tulo (Se�
~ao 2.1), veremos que quando o n��vel atômi
o est�a muito distante do 
entro

da banda (isto �e, na \
auda"), sua o
upa�
~ao varia de forma exponen
ial 
om o tempo de

dura�
~ao da intera�
~ao. Este �e justamente o 
omportamento esperado quando os pro
essos

Auger s~ao dominantes (ver Eq. (1.75)), e refor�
a a plausibilidade de asso
iar estes pro
essos

�a \
auda" da lorentziana.

Se a banda fkg (f`g) ini
ialmente estiver 
ompletamente vazia (
heia), �e f�a
il veri�
ar

que ~Ay

k``0(t0)j�0i = 0. �E portanto 
onveniente 
al
ularmos, ao inv�es de 
a(t), seu adjun-

to, 
ya(t). Tomando o 
onjugado da Eq. (1.77) e substituindo a Eq. (1.78) na equa�
~ao

resultante, teremos:

i
d~
ya(t)

dt
=� u(t)

X
�

V�

y

�(t0) e
� i

R
t

t0
("a(t0)�"�)dt0

� iV 2u(t)

Z t

t0

d� u(�) e� i
R
t

�
("a(t0)�"
�i �)dt0 ~
ya(�) :

(1.80)

Derivando a equa�
~ao a
ima em rela�
~ao ao tempo e substituindo-a na equa�
~ao resultante,

�e f�a
il 
hegar a:

d2~
ya(t)

dt2
+ �(t)

d~
ya(t)

dt
+ V 2ju(t)j2~
ya(t) = F (t) ; (1.81)

onde

�(t) = �� i ("
 � "a(t))�
1

u(t)

du(t)

dt
; (1.82)
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F (t) = u(t)
X
�

V�("
 + i�� "�) e
� i

R
t

0
("a(t0)�"�) 
y�(t0) : (1.83)

Ressaltamos que mesmo n~ao sendo poss��vel a asso
ia�
~ao dos pro
essos Auger �a \
au-

da"11, o modelo ainda tem apli
abilidade, j�a que, 
omo veremos no pr�oximo 
ap��tulo, o

espe
tro de estados envolvidos na transferên
ia de 
arga �e �nito. Neste 
aso, o valor de

D deve ser tal que o men
ionado espe
tro esteja totalmente 
ontido dentro da banda.

Eventualmente, D dever�a ser bem maior que � para que esta 
ondi�
~ao seja satisfeita.

No limite em que � vai a zero, a equa�
~ao (1.81) se reduz simplesmente �a equa�
~ao

(1.55), isto �e, ao limite de dois n��veis. Como j�a men
ionamos, h�a muitas solu�
~oes anal��ti
as


onhe
idas para o problema homogêneo, isto �e, 
om F (t) = 0 (ver tabela 1.1). Estas podem

ser diretamente apli
adas para a resolu�
~ao da Eq. (1.81), sendo ne
ess�ario en
ontrarmos,

al�em disso, uma solu�
~ao parti
ular do problema, que pode ser obtida atrav�es do m�etodo

da varia�
~ao de parâmetros [56℄. �E interessante notar tamb�em que o termo n~ao homogêneo,

F (t), representa a intera�
~ao do estado lo
alizado 
om todos os estados do 
ontinuum fora

da regi~ao 
entral.

1.5.2. Pro
essos Quasi-Ressonantes e Auger \Intensos"

No 
aso em que os pro
essos Auger s~ao mais intensos, isto �e, em que n~ao �e v�alida a

desigualdade �("
) << �("
), e que, al�em disso, u(t) 6= u2(t), adotaremos o modelo mais

geral:

�(") = �0 ; (1.84)

�(") = V 2 �

�2 + ("� "
)2
: (1.85)

Neste 
aso, n~ao pre
isamos nos preo
upar 
om a \
auda" da lorentziana, j�a que �(")

ser�a dominante para " >> "
. Por este motivo, 
ontinuaremos admitindo que a banda f�g
se estende por uma regi~ao de largura D, apesar de termos es
rito �(") 
omo se a banda

se estendesse por todo espa�
o.
�E evidente que o problema da subse�
~ao anterior �e, formalmente, um 
aso parti
ular do

problema atual (limite �0 ! 0). Novamente supondo a banda fkg (f`g) ini
ialmente vazia

(
heia) e 
al
ulando o 
onjugado da equa�
~ao (1.77), obteremos:

11Por exemplo, se o n��vel atômi
o estiver a
ima do n��vel de Fermi, 
aso em que pro
essos de 
aptura Auger

n~ao s~ao energeti
amente poss��veis.
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i
d~
ya(t)

dt
=� u(t)

X
�

V�

y

�(t0) e
� i

R
t

t0
("a(t

0)�"�)dt
0

� i �0ju2(t)j2~
ya(t)

� iV 2u(t)

Z t

t0

d� u(�) e� i
R
t

�
("a(t0)�"
�i �)dt0 ~
ya(�) :

(1.86)

De�nindo o novo operador:

~bya(t) = ~
ya(t) exp

Z t

0

dt0�0ju2(t
0)j2 ; (1.87)


hegaremos a uma equa�
~ao 
ompletamente an�aloga �a (1.80). Repetindo o pro
edimento

anterior, vem:

d2~bya(t)

dt2
+ �(t)

d~bya(t)

dt
+ V 2ju(t)j2~bya(t) = F2(t) ; (1.88)

onde

�(t) = �� �0ju2(t)j2 � i ("
 � "a(t))�
1

u(t)

du(t)

dt
; (1.89)

F2(t) = e
R
t

0
dt0�0ju2(t

0)j2 u(t)
X
�

V �

� ("
 + i�� "�) e
� i

R
t

0
("a(t

0)�"�) 
y�(t0) : (1.90)

Se 
onsiderarmos a banda f�g 
ompletamente 
heia, de modo que F (t) �que igual a

zero, obteremos novamente o problema de dois n��veis, s�o que agora 
om energias 
omplexas

(tempos de vida �nitos). Este �ultimo limite, 
orrespondendo �a intera�
~ao de dois estados

quase esta
ion�arios, foi apli
ado aos problemas de 
olis~oes envolvendo �atomos ou ��ons

pesados [57℄, neutraliza�
~ao de ��ons espalhados por superf��
ies12 [22℄, \desta
amento" de

el�etrons em 
olis~oes de ��ons negativamente 
arregados [58℄, dentre outros [59℄.
�E interessante observarmos que, assim 
omo � pode ser rela
ionado 
om um tempo de

vida �nito de um estado virtual j
i, �0ju2(t)
2j pode ser interpretado 
omo um tempo de

vida, asso
iado ao de
aimento por 
aptura Auger, de uma la
una no estado jai.
Antes de terminarmos esta se�
~ao, lembramos que devemos fazer u2(t) = 0 sempre

que "a(t) > "F , 
aso 
ontr�ario seriam permitidos pro
essos de 
aptura Auger �si
amente

ina
eit�aveis (ver se�
~ao 1.4).

12Voltaremos a este assunto no 
ap��tulo 4.
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CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO

1.6. Objetivos

Para qualquer dos modelos des
ritos na se�
~ao anterior, podemos es
rever:

~
ya(t) = Sa(t)~

y

a(�1) +
X
�

V �

� ("
 + i�� "�)S�(t)

y

�(�1) ; (1.91)

o que de
orre do fato de as equa�
~oes diferen
iais dos modelos serem lineares e, ainda, dos

termos n~ao homogêneos dependerem linearmente de 
y�(�1). As equa�
~oes obede
idas por

Sa(t) e S�(t) s~ao fa
ilmente obtidas ao substituirmos a expans~ao anterior nas Eqs. (1.81)

e (1.88).

Como 
onseq�uên
ia, a probabilidade de o estado jai permane
er deso
upado �
ar�a:

P+(t) = 1� na(t) = (1� na(�1))jSa(t)j2 +
Z "
+D=2

"F

d"jS("; t)j2 ; (1.92)

onde S("; t) = V
p
�S�(t) e � �e tal que "� = ".

No 
aso em que banda se estende por todo o espa�
o e �e vazia ("F ! �1), n~ao h�a trans-

ferên
ia de 
arga, desde que a o
upa�
~ao ini
ial no estado lo
alizado seja zero (na(�1) = 0).

Isto porque simplesmente n~ao h�a el�etrons no sistema nesta situa�
~ao. Obtemos, desse modo,

a seguinte 
ondi�
~ao de \normaliza�
~ao":

jSa(t)j2 +
Z +1

�1

d"jS("; t)j2 = 1 ; (1.93)

que nos permite rees
rever a Eq. (1.92) na seguinte forma:

P+(t) = 1�
Z "F

"
�D=2

d"jS("; t)j2 �
 Z "
�D=2

�1

d"jS("; t)j2 +
Z

1

"
+D=2

d"jS("; t)j2)
!

: (1.94)

A fun�
~ao jS("; t)j2, que 
hamaremos de fun�
~ao espe
tral, 
ont�em, portanto, a 
on-

tribui�
~ao para a transferên
ia de 
arga, no instante t, de estados 
om energia em torno

de ". Em parti
ular, o termo entre parênteses representa, no 
aso em que �0 = 0, a


ontribui�
~ao da \
auda" da lorentziana, que asso
iamos a pro
essos Auger.

Nosso objetivo nos pr�oximos 
ap��tulos �e investigar em detalhes a dependên
ia de S("; t)

e de P+(t) 
om respeito aos parâmetros 
ara
ter��sti
os do sistema, rela
ionados no in��
io

desta introdu�
~ao.

No Cap��tulo 2, 
onsideraremos que os pro
essos Auger possam ser representados pela

\
auda" da lorentziana. Investigaremos a Eq. (1.81), supondo a energia do n��vel atômi
o


onstante, para dois poten
iais distintos:
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1.6. OBJETIVOS

"a(t) = "0a (1.95a)

(1) u(t) = exp(�jtj=�) (poten
ial de Demkov) (1.95b)

(2) u(t) = se
h(t=�) (poten
ial de Rosen-Zener) (1.95
)

A 
ontribui�
~ao dos estados do 
ontinuum e os poss��veis regimes de transferên
ia da


arga ser~ao investigados e os resultados �si
amente interpretados. A possibilidade da n~ao

analiti
idade do poten
ial de Demkov introduzir efeitos esp�urios na o
upa�
~ao do bura
o

ser�a abordada, atrav�es da 
ompara�
~ao 
om o poten
ial de Rosen-Zener.

Nosso ponto de partida no Cap��tulo 3 ser�a a Eq. (1.88), a partir da qual tamb�em

derivaremos S("; t) e P+(t), investigando o 
aso em que:

"a(t) = "a(1) + ("a(0)� "a(1)) exp(�2jtj=�) (1.96a)

u(t) = exp(�jtj=�) (1.96b)

u2(t) = exp(�jtj=�) (1.96
)

Interessados nos efeitos devidos �a varia�
~ao temporal do n��vel atômi
o e �a in
lus~ao do

termo de de
aimento Auger, �0, estudaremos novamente a 
ontribui�
~ao dos estados do


ontinuum e os poss��veis regimes de transferên
ia de 
arga.

Trataremos, no Cap��tulo 4, a interpreta�
~ao de experimentos de neutraliza�
~ao de gas-

es nobres espalhados por superf��
ies s�olidas. Finalmente, na Con
lus~ao, resumiremos os

resultados obtidos e apresentaremos quest~oes para futura investiga�
~ao.
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2. Pro
essos Quasi-Ressonantes e

Auger: "a(t) Constante

Neste 
ap��tulo, vamos estudar a Eq. (1.81), supondo "a(t) � "0a 
onstante. Admi-

tiremos que os pro
essos Auger sejam \fra
os", isto �e, model�aveis pela \
auda" da fun�
~ao

lorentziana. O 
aso em que "a(t) varia ao longo do tempo ser�a tratado no pr�oximo 
ap��tulo,

onde in
luiremos tamb�em pro
essos Auger intensos, representados por �0.

Investigaremos primeiramente o poten
ial de Demkov, u(t) = exp(�jtj=�) [27℄. Note-

mos, primeiramente, que � est�a ligado ao tempo de dura�
~ao da intera�
~ao, que �e inversa-

mente propor
ional �a velo
idade da part��
ula in
idente. Por isto, es
reveremos

� =
1


v
; (2.1)

onde v �e a velo
idade da part��
ula e 
 �e uma medida da regi~ao em que o a
oplamento entre

o estado jai e a banda f�g �e 
onsider�avel. O poten
ial de Demkov ser�a ent~ao:

u(t) = exp(�
vjtj) : (2.2)

De�nindo a nova vari�avel

x = ju(t)j2 = exp(�2
vjtj) ; (2.3)

n~ao �e dif��
il veri�
ar que a Eq. (1.81) �
ar�a:

d2~
ya
dx2

+
a�1
x

d~
ya
dx

+
(a2)

2

x
~
ya =

1

x2
F (t)

(2
v)2
; (2.4)

onde a�1 e a2 s~ao os adimensionais

a�1 =
1

2
� �

2
v
� i("a � "
)

2
v
; (2.5)
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2.1. BANDA CHEIA

a2 =
V

2
v
; (2.6)

enquanto os ��ndi
es � se referem, respe
tivamente, aos ramos de entrada (t < 0) e sa��da

da trajet�oria (t > 0). A solu�
~ao geral de (2.4) �e uma 
ombina�
~ao das solu�
~oes do problema

homogêneo (onde F (t) = 0) 
om uma solu�
~ao parti
ular, obtida, por exemplo, atrav�es

do m�etodo da varia�
~ao de parâmetros [56℄. Apesar de direto, o desenvolvimento que leva

�a solu�
~ao �e razoavelmente longo e foi deixado para o Apêndi
e C. As equa�
~oes obtidas

envolvem fun�
~oes que podem ser determinadas numeri
amente de modo simples (ver eqs.

(C.31), (C.35)). Basi
amente duas fun�
~oes apare
em no desenvolvimento, a saber, as s�eries

hipergeom�etri
as:

0F1(�; x) =

1X
n=0

�(�)

�(� + n)

xn

n!
; (2.7)

I(�; �; x) =
1

� + 1
1F2(� + 1;� + 2; �; x)

=

1X
n=0

�(�)

�(� + n)

1

� + n+ 1

xn

n!
:

(2.8)

O 
�al
ulo num�eri
o das o
upa�
~oes e densidades espe
trais basea-se simplesmente nestas

expans~oes em s�erie das fun�
~oes hipergeom�etri
as, que têm 
onvergên
ia mais r�apida, p. ex.,

que a da fun�
~ao exponen
ial.

2.1. Banda Cheia

Se, ini
ialmente, a banda f�g estiver 
ompletamente 
heia, ou seja, no limite em que

"F ! "
 + D=2, a o
upa�
~ao �nal do bura
o no estado lo
alizado, dada pela Eq. (C.35),

�
ar�a simplesmente:

P+ = 1� na(1) = (1� na(�1))jf1(a�1 ; a2)j2 : (2.9)

onde f1(a
�

1 ; a2) est�a de�nida na Eq. (C.23).

A Fig. (2.1) mostra um gr�a�
o de P+ para a banda ini
ialmente 
heia, no 
aso resso-

nante1, em fun�
~ao do adimensional V=
v, que denominaremos poten
ial efetivo, para di-

versos valores de �=V . Para �=V < 2, a o
upa�
~ao �nal tem um 
omportamento os
ilat�orio

amorte
ido, enquanto que, para �=V > 2, o 
omportamento �e puramente amorte
ido.

1Chamaremos de ressonante a situa�
~ao em que a energia do n��vel atômi
o 
oin
ide 
om a do 
entro da

banda lorentziana ("a = "
)
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CONSTANTE

� = 5:0V
� = 2:0V
� = 0:5V
� = 0:1V

V=
v

P
+
(1
)

1086420
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0.6

0.4

0.2

0

Figura 2.1.: A o
upa�
~ao �nal do bura
o no estado lo
alizado, P+(1), no 
aso ressonante ("a =

"
), 
om a banda ini
ialmente 
heia ("F ! "
 + D=2). Os valores de � foram

es
olhidos de modo a ilustrar a transi�
~ao entre os regimes os
ilat�orio amorte
ido e

puramente amorte
ido.

Para interpretarmos este resultado, 
onsideremos primeiramente o problema de dois

n��veis, ou seja, o 
aso � = 0 (Modelo de Demkov [27℄). A fun�
~ao de onda do sistema

poder�a ent~ao ser es
rita 
omo uma superposi�
~ao dos estados jai e j
i. Como estes estados

n~ao s~ao auto-estados do problema, suas amplitudes evoluir~ao ao longo do tempo, 
ontendo

termos 
om fases diferentes, devido ao poten
ial de intera�
~ao. Estas fases s~ao respons�aveis

pelo fenômeno de interferên
ia que d�a origem �as os
ila�
~oes observadas para � pequeno

(Os
ila�
~oes de Stue
kelberg [60℄). Se agora pensarmos a banda 
omo um estado virtual

j
i de meia largura �, podemos 
laramente asso
iar o amorte
imento das os
ila�
~oes a esta

largura; o el�etron 
apturado pela banda se \difunde" por ela, tanto mais 
ompletamente

quanto maior �. Ademais, a interferên
ia �e t~ao mais intensa quanto maior for o poten
ial

V , o que expli
a porque a transi�
~ao entre os regimes depende da raz~ao �=V .

A partir da de�ni�
~ao de �("), �e f�a
il veri�
ar que o limite de Banda larga �e re
uperado

se �zermos � ! 1, ao mesmo tempo em que mantemos a raz~ao V 2=� 
onstante. Neste


aso, � �e sempre muito maior que V , motivo pelo qual n~ao podem o
orrer os
ila�
~oes na

o
upa�
~ao atômi
a neste limite (
ompare 
om a Fig. (1.2)).

O gr�a�
o da Fig. (2.2) ilustra o 
aso n~ao ressonante, ou seja, Æ" = "a � "
 6= 0. As

os
ila�
~oes da o
upa�
~ao �nal em fun�
~ao de V=
v s~ao reduzidas em 
ompara�
~ao ao 
aso

ressonante. Isto porque, sabemos do limite de dois n��veis, quanto menor a raz~ao V=Æ"

menos intenso �e o a
oplamento entre os estados jai e j
i, resultando em menor diferen�
a

entre as suas fases; 
omo 
onseq�uên
ia, a interferên
ia entre os estados ser�a menos intensa,

29



2.1. BANDA CHEIA

impli
ando em menos os
ila�
~oes.

� = 5:0V
� = 2:0V
� = 0:5V
� = 0:1V

V=
v

P
+
(1
)

1086420

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Figura 2.2.: Gr�a�
o similar ao anterior, agora no 
aso n~ao ressonante. Es
olhemos,
omo ilus-

tra�
~ao, "
� "a = 3�. Tanto a transferên
ia de 
arga quanto as os
ila�
~oes s~ao menos

intensas do que no 
aso ressonante.

Al�em do enfraque
imento das os
ila�
~oes, o
orre tamb�em redu�
~ao na intensidade da

transferên
ia de 
arga, j�a que os pro
essos de transferên
ia entre o estado atômi
o e o 
entro

da banda ser~ao energeti
amente desfavor�aveis. Neste 
aso, �a medida que aumentamos Æ",

os pro
essos Auger v~ao �
ando 
ada vez mais importantes, ou seja, o efeito da \
auda" da

lorentziana vai aumentando.

No gr�a�
o da Fig. (2.2), mantivemos as diferen�
as de energia entre os estados jai e

j
i propor
ionais �a largura �. Podemos, de outro modo, nos perguntar: dados valores

�xos de V e Æ", qual a largura de banda, �, que 
orresponde �a m�axima transferên
ia de


arga? O gr�a�
o da Fig. (2.3) �e similar ao anterior, s�o que agora �zemos jÆ"j propor
ional
a V . A m�axima transferên
ia de 
arga (m��nimo de P+(1)), para velo
idades baixas e

intermedi�arias (V=
v > 1), o
orre no 
aso em que � = jÆ"j.
Este 
omportamento pare
e ser 
ausado pela 
ompeti�
~ao de dois fatores. Um deles 
or-

responde ao efeito dissipativo de �, que reduz a interferên
ia respons�avel pelas os
ila�
~oes;

o outro est�a ligado ao papel de � 
omo largura de banda, de modo que quanto maior o seu

valor, menor a quantidade de estados da banda interagindo em ressonân
ia 
om o estado

atômi
o. A
onte
e que, apesar de mais estados da banda interagirem ressonantemente para

pequenos valores de �, mais intensas ser~ao as os
ila�
~oes, que n~ao favore
em a transferên
ia

de 
arga. O regime de m�axima transferên
ia deve ser, portanto, tal que � seja grande o

su�
iente para diminuir o efeito das os
ila�
~oes e, ao mesmo tempo, pequeno o su�
iente
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CONSTANTE
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� = 0:5V
� = 0:1V
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)
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Figura 2.3.: Novamente o 
aso n~ao ressonante, agora 
om "
�"a = V . A m�axima transferên
ia de


arga para velo
idades baixas e intermedi�arias (V=
v > 1) o
orre para � = "
 � "a.

para que um bom n�umero de estados na banda parti
ipem ressonantemente. Este regime

pare
e 
orresponder ao valor � = "
 � "a.

Queremos analisar agora o limite de banda larga. A quest~ao �e: para que valor de �,


omparado 
om V , podemos des
onsiderar a estrutura eletrôni
a da banda f�g e substituir

a lorentziana por uma banda larga? Consideremos o 
aso ressonante, isto �e, "a = "
.

De�nindo �0 = V 2=�, ou seja, �0 = �("a), a quest~ao pode ser respondida se des
obrirmos

os 
asos em que P+ depende apenas de �0, e n~ao de � e V separadamente. O gr�a�
o da

Fig. (2.4) mostra P+ em fun�
~ao de �0=
v para diversos valores de �=V .

Notamos que para �=V = 4, o limite de banda larga j�a �e prati
amente al
an�
ado.

Para �=V = 2, a transferên
ia de 
arga �e ligeiramente maior que aquela da banda larga,

no 
aso de baixas velo
idades, e menor para altas velo
idades. Apesar disto, as 
urvas

s~ao qualitativamente semelhantes. Tendo em vista que a determina�
~ao te�ori
a de �0 �e

impre
isa, na pr�ati
a �e imposs��vel distinguir o 
aso �=V = 2 do limite de banda larga. Em

outras palavras, podemos aproximar o problema atrav�es do limite de banda larga sempre

que estivermos no regime n~ao os
ilat�orio2.

Para que �que mais 
laro o exposto a
ima, no gr�a�
o da Fig. (2.5) apresentamos P+

em es
ala logar��tmi
a, normalmente utilizada na apresenta�
~ao de resultados experimentais.

No limite de banda larga, sabemos que este gr�a�
o deve ser uma linha reta. Para �=V = 2,

2Isto n~ao �e 
orreto, entretanto, nos 
asos em que o estado lo
alizado se deslo
a ao longo do tempo e este

deslo
amento �e 
ompar�avel a �. Neste 
aso, a estrutura da banda ser�a importante, 
onforme dis
utido

no pr�oximo 
ap��tulo.
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�=V = 15
�=V = 10
�=V = 4
�=V = 2

�0=
v

P
+
(1
)

32.521.510.50

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Figura 2.4.: Compara�
~ao da transferên
ia de 
arga no regime n~ao os
ilat�orio 
om o limite de

banda larga. Para �=V = 4, o limite de banda larga j�a �e prati
amente al
an�
ado.

Mesmo para �=V < 4, as 
urvas têm 
omportamento qualitativo bastante semel-

hante.

o afastamento em rela�
~ao �a reta �e bem pequeno, enquanto que para �=V = 1 a diferen�
a

�e aguda, j�a que esse 
aso 
orresponde ao regime os
ilat�orio.

Como j�a men
ionamos, os pro
essos Auger tornam-se dominantes �a medida que au-

mentamos Æ" = "a � "
. Neste 
aso, esperamos que o gr�a�
o de logP+ se aproxime de

modo 
ada vez melhor a uma linha reta. A expe
tativa �e 
on�rmada no gr�a�
o seguinte,

onde mantivemos � = V e variamos Æ"=�. O resultado 
on�rma que a representa�
~ao dos

pro
essos Auger pou
o intensos pela \
auda" da lorentziana �e 
orreta.

2.2. A Importân
ia da Forma do Poten
ial

�E natural que nos perguntemos se a forma do poten
ial de Demkov, n~ao anal��ti
a no

ponto de retorno, t = 0, pode introduzir algum tipo de efeito esp�urio na o
upa�
~ao �nal do

estado atômi
o. Esta quest~ao foi levantada ini
ialmente no 
ontexto do problema de dois

n��veis, ou seja, no 
aso � = 0 [61℄. Neste 
aso, Vitanov mostrou, 
omparando os resultados

do poten
ial n~ao anal��ti
o 
om os de poten
iais anal��ti
os es
olhidos para se ajustarem 
om

o n~ao anal��ti
o de modo su
essivamente melhor, que o \bi
o" do poten
ial de Demkov n~ao

introduz efeitos esp�urios nas probabilidades de transi�
~ao [62℄.

Vamos a seguir 
omparar a transferên
ia de 
arga obtida atrav�es do poten
ial de

Demkov 
om a do poten
ial de Rosen-Zener, de�nido pela equa�
~ao:
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CONSTANTE

�=V = 10
�=V = 2
�=V = 1

�0=
v

P
+
(1
)

43.532.521.510.50

1

0.1

0.01

0.001

0.0001

1e-05

1e-06

1e-07

1e-08

1e-09

Figura 2.5.: Gr�a�
o semelhante ao anterior, s�o que em es
ala logar��tmi
a. Para �=V = 2, o

desvio em rela�
~ao �a linha reta �e pequeno. Para �=V = 1, o 
omportamento �e


ompletamente n~ao linear.

Æ" = 1�
Æ" = 0:5�
Æ" = 0:2�
Æ" = 0

�0=
v

P
+
(1
)

1086420

1

0.01

0.0001

1e-06

1e-08

1e-10

1e-12

Figura 2.6.: Neste 
aso mantivemos � = V , variando Æ". Quanto maior seu valor, mais impor-

tante se torna a \
auda" da lorentziana e, portanto, mais importantes os pro
essos

Auger. Como esperado, a 
urva se aproxima de forma 
ada vez melhor de uma linha

reta �a medida que Æ" aumenta.
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u(t) = uR se
h(A
vt) ; (2.10)

onde uR e A s~ao tais que a melhor aproxima�
~ao exponen
ial para uR se
h(A
vt) �e exp(�
vjtj).
Os valores aproximados s~ao uR � 0:83 e A � 1:37 (Ver Fig. (2.7)).

R-Z
Demkov


vt

u
(t
)

6420-2-4-6

1

0.5

0

Figura 2.7.: Poten
iais de Demkov e Rosen-Zener, 
om uR = 0:83 e A = 1:37.

No Apêndi
e C, derivamos a o
upa�
~ao atômi
a para o poten
ial de Rosen-Zener. Con-

siderando a banda ini
ialmente 
heia e utilizando a rela�
~ao [63℄,

2F1(a; b; 
; 1) =
�(
) �(
� a� b)

�(
� a) �(
� b)
; (2.11)

a probabilidade de o estado atômi
o permane
er deso
upado ap�os o espalhamento (Eq.

(C.46)) �
ar�a:

P+(1) = (1� na(�1))

���� �2(�)

�(� � �) �(� + �)

����
2

; (2.12)

onde

� =
1

2
+

�

2A
v
+

i("a � "
)

2A
v
; (2.13)
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CONSTANTE

� =
uRV

A
v
: (2.14)

Na Fig. (2.8), 
omparamos os resultados dos dois poten
iais, no 
aso ressonante, para

v�arios valores de �=V . Notamos que quanto maior �=V , melhor a 
oin
idên
ia entre as


urvas, indi
ando que a forma exata do poten
ial n~ao �e importante para bandas largas.

J�a para �=V pequeno, as 
urvas n~ao se ajustam (ex
eto para velo
idades altas, tais que

V=
v < 1), indi
ando que os resultados s~ao quantitativamente sens��veis �a forma do po-

ten
ial. Como qualitativamente os resultados s~ao semelhantes (
omportamento os
ilat�orio

amorte
ido), a
reditamos que a forma n~ao anal��ti
a do poten
ial de Demkov n~ao produza

efeitos esp�urios.

rz � = 2:0V
dk � = 2:0V
rz � = 0:5V
dk � = 0:5V
rz � = 0:1V
dk � = 0:1V

V=
v

P
+
(1
)

1086420

1
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0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Figura 2.8.: Compara�
~ao entre os poten
iais de Demkov e Rosen-Zener, no 
aso ressonante. O

s��mbolo \dk" indi
a o poten
ial de Demkov, enquanto \rz" representa o de Rosen-

Zener. Quanto maior �=V , mais pr�oximos �
am os resultados dos dois poten
iais.

Em parti
ular, nos 
asos �=V = 0:5 e �=V = 2, as 
urvas prati
amente se so-

brep~oem.

Variamos Æ", mantendo � = 0:1V , para ilustrar a situa�
~ao n~ao ressonante (Fig. (2.9).

Os resultados dos poten
iais de Demkov e Rosen-Zener se aproximam �a medida que Æ"

aumenta. Isto indi
a que a forma exata do poten
ial importa pou
o se Æ" for grande


omparado a �. Lembrando que Æ" grande est�a asso
iado �a predominân
ia dos pro
essos

Auger sobre os quasi -ressonantes, 
on
lu��mos que quanto mais importantes forem aqueles

pro
essos, menos importar�a a forma exata do poten
ial de intera�
~ao. Como na situa�
~ao
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ressonante, n~ao apare
e nenhum efeito esp�urio devido �a n~ao analiti
idade do poten
ial de

Demkov (mais uma vez, os resultados s~ao qualitativamente semelhantes).

rz Æ" = 10:0�
dk Æ" = 10:0�
rz Æ" = 5:0�
dk Æ" = 5:0�
rz Æ" = �
dk Æ" = �

V=
v

P
+
(1
)

1086420
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0.6

0.5
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0.1

0

Figura 2.9.: Este gr�a�
o �e similar ao anterior, ilustrando agora a situa�
~ao n~ao ressonante. Es-


olhemos, 
omo exemplo, � = 0:1V .

Devemos, na verdade, pre
isar melhor o que queremos dizer 
om \forma exata" do

poten
ial. Na Fig. (2.7), observamos que a regi~ao de maior dis
repân
ia entre os poten
iais

�e ao redor do ponto de retorno, onde t = 0. Por isto, os resultados que a
abamos de

apresentar indi
am, na realidade, que, para � ou Æ" grande, a
onte
e pou
a transferên
ia

de 
arga na regi~ao pr�oxima a t = 0; 
aso 
ontr�ario, os resultados dos dois poten
iais n~ao

seriam 
oin
identes. Seguindo esta linha de ra
io
��nio, esperamos que, nos 
asos em que

os resultados dos poten
iais s~ao bem distintos, deve o
orrer grande transferên
ia na regi~ao

do ponto de retorno. Isto n~ao signi�
a, entretanto, que o
orra pou
a transferên
ia fora

desta regi~ao, mas sim que o
orre transferên
ia signi�
ativa ao longo de toda trajet�oria (em

outras palavras, fortes os
ila�
~oes na o
upa�
~ao). A investiga�
~ao da o
upa�
~ao ao longo do

tempo (Se�
~ao 2.4) 
on�rmar�a estas expe
tativas.

2.3. In
luindo a O
upa�
~ao na Banda

Passemos agora a investigar efeitos de
orrentes da o
upa�
~ao na banda f�g. Vamos

estudar primeiramente a fun�
~ao densidade espe
tral em t ! 1, S1("), de�nida pela Eq.

(C.36).
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CONSTANTE

2.3.1. Contribui�
~ao dos Estados da Banda

Caso Ressonante

Analisaremos primeiramente o 
aso ressonante (Æ" = 0). Diremos que estamos no

regime de altas velo
idades se �=
v << 1 e no de baixas velo
idades se �=
v >> 1; 
aso


ontr�ario, diremos que o regime �e de velo
idade intermedi�arias. Es
olhendo 
omo zero a

energia do estado lo
alizado, vamos de�nir a fun�
~ao espe
tral normalizada:

F1(") = jS1(")=S1(0)j2 : (2.15)

Na Fig. (2.10), apresentamos o gr�a�
o desta fun�
~ao, na situa�
~ao de altas velo
idades.

Es
olhemos 
omo ilustra�
~ao o valor �=
v = 0:01 e in
lu��mos diversos valores do parâmetro

�=V . Observamos que F1(") �e, neste 
aso, independente de �=V . Al�em disso, a 
urva �e

idênti
a ao gr�a�
o da fun�
~ao �(")=�(0). Em outras palavras, a fun�
~ao espe
tral re
ete

perfeitamente a forma da banda, o que indi
a que o �atomo \sente" igualmente a presen�
a

de toda a banda e que n~ao h�a interferên
ia entre pro
essos Auger e quasi -ressonantes.

V = 50:0�
V = 10:0�
V = 1:0�
V = 0:1�

"=�

F
1

("
)

420-2-4
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0.4

0.3

0.2

0.1

0

Figura 2.10.: Gr�a�
o da fun�
~ao F1(") em termos do adimensional "=�, para altas velo
idades (o

valor do exemplo �e �=
v = 0:01). As 
urvas 
orrespondentes aos diversos valores

de �=V est~ao prati
amente superpostas. Como expli
ado no texto, o �atomo \sente

igualmente toda a banda".

Para ilustrarmos o 
aso de baixas velo
idades, es
olhemos �=
v = 10 (Fig. (2.11)). A

fun�
~ao espe
tral �
a 
on
entrada em regi~ao de largura menor ou igual a 
v; 
ompletamente

dentro da banda f�g, portanto. Por isto, os pro
essos quasi -ressonantes s~ao 
ompletamente
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dominantes. �A medida que aumentamos V , a largura da distribui�
~ao aumenta, at�e saturar

no valor 
v.

V = 4:0�
V = 2:0�
V = 0:1�
V = 0:01�

"=�

F
1

("
)

0.40.20-0.2-0.4
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0.6

0.5

0.4
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0.2

0.1

0

Figura 2.11.: A fun�
~ao F1(") para baixas velo
idades (�=
v = 10). A largura da distribui�
~ao �e

sempre menor ou igual a 
v, o que est�a asso
iado �a quase 
onserva�
~ao de energia.

A expli
a�
~ao desta satura�
~ao est�a ligada �a 
onserva�
~ao de energia. Para um movimento

in�nitamente lento, n~ao haveria tro
a de energia entre os el�etrons e o �atomo, de modo que

apenas o pro
esso exatamente ressonante, 
om " = "a, seria poss��vel. Para o movimento

�nito e ainda lento, pou
os pro
essos n~ao 
onservativos poder~ao o
orrer, determinados

pela \energia dinâmi
a" 
v. Neste 
aso, estados 
om energia fora do intervalo "a � 
v <

" < "a + 
v pou
o parti
ipam no pro
esso de transferên
ia de 
arga. Se o poten
ial V for

pequeno, o que signi�
a intera�
~ao mais fra
a, este intervalo ser�a ainda menor, por isso a

satura�
~ao observada no gr�a�
o da Fig. (2.11).

A f��si
a no 
aso de velo
idades intermedi�arias �e mais ri
a e mais dif��
il de ser analisada.

Vamos estudar separadamente os 
asos de banda larga, �=V � 2, e banda estreita, �=V <

2. O gr�a�
o da Fig. (2.12) ilustra o primeiro 
aso. Es
olhemos 
omo exemplo o valor

�=V = 2 e 
onsideramos diversos valores de �=
v.

Para velo
idade muito baixas, re
uperamos o resultado da Fig. (2.11), ou seja, a dis-

tribui�
~ao tem largura 
v, e a transferên
ia de 
arga �e prati
amente 
onservativa. �A medida

que aumentamos 
v, a largura da distribui�
~ao aumenta monotonamente, at�e �nalmente

saturar no valor �. Este valor, 
omo j�a vimos, 
orresponde ao 
aso de velo
idades muito

altas, no qual o �atomo \sente toda a banda" (Fig. (2.10)).

Es
olhemos, para ilustra�
~ao do 
aso de banda estreita, o valor � = 0:1V (Fig. (2.13)).

Os regimes de altas e baixas velo
idades s~ao idênti
os ao 
aso anterior. A transi�
~ao entre
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CONSTANTE
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Figura 2.12.: Gr�a�
o de F1(") para o 
aso de banda larga (�=V = 2). �A medida que aumen-

tamos �=
v, a distribui�
~ao muda monotonamente daquela 
om largura � (
orre-

spondendo a Fig. (2.10)) para a distribui�
~ao 
om largura 
v (Fig. (2.11)).

os regimes n~ao �e, por�em, mon�otona: o
orrem os
ila�
~oes na distribui�
~ao para velo
idades

intermedi�arias.

Estas os
ila�
~oes têm origem na interferên
ia entre as fases dos estados da banda e do

estado atômi
o, e se estendem por uma regi~ao de tamanho V . Em outras palavras, o

espe
tro de estados envolvidos na transferên
ia de 
arga �e determinado pela intensidade

do poten
ial de intera�
~ao. Este resultado est�a mais 
laramente demonstrado nos gr�a�
os

da Fig. (2.14). Trata-se do 
aso � = 0:05V , para v�arios valores de �=
v, 
omparado 
om

a lorentziana de largura �. As os
ila�
~oes se estendem bastante fora da banda, por uma

regi~ao da ordem de 20�, valor que �e exatamente igual ao poten
ial V .

Na Introdu�
~ao deste trabalho, men
ionamos que o modelo de banda lorentziana pode

ser apli
�avel mesmo que n~ao seja poss��vel asso
iar a \
auda" da distribui�
~ao a pro
essos

Auger. Para tanto, a largura total da banda, D, deve ser tal que 
ontenha todo o espe
tro

de estados envolvidos na transferên
ia de 
arga (ver Eq. (1.79)). Em outras palavras, se

n~ao o
orrerem pro
essos Auger, o modelo ainda ser�a apli
�avel, para qualquer velo
idade,

desde que satisfeita a 
ondi�
~ao:

D

2
� j"a � "
j+ V : (2.16)

Esta 
ondi�
~ao, repetimos, n~ao �e ne
ess�aria se a modelagem dos pro
essos Auger pela

\
auda" for v�alida. Neste 
aso, podemos interpretar as fortes os
ila�
~oes na fun�
~ao espe
tral
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�=
v = 4:0
�=
v = 1:0
�=
v = 0:01

"=�

F
1

("
)

543210-1-2-3-4-5

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Figura 2.13.: F1(") no 
aso de banda estreita (�=V = 0:1). Para �=
v no regime de velo
idades

intermedi�arias o
orrem os
ila�
~oes na distribui�
~ao.

200-20
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0
200-20
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"=�
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0

�=
v = 0:5 �=
v = 0:32

�=
v = 0:3 �=
v = 0:2

Figura 2.14.: Mudan�
a na forma de F1(") �a medida que variamos �=
v. A linha tra
ejada


orresponde a � = 0:05V , enquanto a linha 
ont��nua �e simplesmente a fun�
~ao

lorentziana.
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CONSTANTE


omo resultado da interferên
ia entre pro
essos Auger e quasi -ressonantes.

Outro interessante efeito que pode ser observado na Fig. (2.14), �e que aumentando

a velo
idade, isto �e, diminuindo �=
v, al
an�
amos uma regi~ao onde F1("a) se torna um

m��nimo lo
al. A transferên
ia exatamente ressonante �e prati
amente suprimida neste 
a-

so. Aumentando ainda mais a velo
idade, a transferên
ia exatamente ressonante volta a

dominar, ao mesmo tempo em que o 
omportamento os
ilat�orio vai perdendo intensidade.

A \supress~ao" da transferên
ia exatamente ressonante deve-se �a interferên
ia destrutiva

entre as fases dos estados jai e j
i. O
orre para valores de V=
v pr�oximos de m�ultiplos

inteiros de � e desde que � seja muito menor que V . Isto pode ser expli
ado a partir da

Eq. (C.37), no limite em que �=
v tende a zero. Utilizando as rela�
~oes [63℄:

0F1(� + 1;�1

4
z2) =

�
2

z

��

�(� + 1)J�(z) ; (2.17)

J 1
2
(z) =

r
2

�z
sen z ; (2.18)

J
�

1
2
(z) =

r
2

�z

os z ; (2.19)

�(1=2) =
p
� ; (2.20)

podemos mostrar, atrav�es de um 
�al
ulo direto, que:

S1("a) ��!
�!0

4I(�1=2; 3=2;�a22) sen2(
V


v
) +

I(�1; 1=2;�a22)
a2

sen(
2V


v
) : (2.21)

A fun�
~ao a
ima se anula para valores que satisfa�
am �a rela�
~ao V=
v = n�, onde n
�e inteiro. Esta argumenta�
~ao, ressaltamos, permane
e v�alida desde que �=
v seja menor

que 1=2. �A medida que aumentamos �=
v, a transferên
ia exatamente ressonante passa a

dominar o pro
esso de transferên
ia de 
arga.

Caso N~ao-Ressonante

Com o 
onhe
imento adquirido no 
aso ressonante, podemos ante
ipar alguns resulta-

dos do 
aso n~ao ressonante. Esperamos novamente que, para altas velo
idades, o �atomo

\sinta" toda banda, de modo que a fun�
~ao espe
tral reproduza a lorentziana; para baixas

velo
idades, esperamos que a transferên
ia seja m�axima para o estado exatamente em
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Figura 2.15.: Mudan�
a na forma de F1(") para o 
aso n~ao ressonante. Como ilustra�
~ao, es
ol-

hemos Æ" = � e � = 0:1V .

ressonân
ia 
om o estado atômi
o e a distribui�
~ao tenha largura da ordem 
v. Estas ex-

pe
tativas s~ao 
on�rmadas na Fig. (2.15), onde es
olhemos 
omo ilustra�
~ao o 
aso em que

� = 0:1V e Æ" = "a � "
 = �.

No 
aso em que F1(") segue a lorentziana (altas velo
idades), a m�axima transferên
ia

de 
arga envolve estados pr�oximos do 
entro da banda, ou seja, 
om energia em torno de "
.

Aumentando �=
v, notamos que novamente o
orre a supress~ao da transferên
ia, neste 
aso

n~ao ressonante, 
om estados pr�oximos ao 
entro da banda. Agora, por�em, a distribui�
~ao

se torna assim�etri
a, por 
onta da diferen�
a de energia entre o n��vel lo
alizado e o 
entro

da banda. Aumentando ainda mais �=
v, a transferên
ia envolvendo estados 
om energia

pr�oxima de "a passa a ser dominante, ao mesmo tempo em que o 
omportamento os
ilat�orio

vai perdendo intensidade.

A Fig. (2.16) ilustra a situa�
~ao de banda larga. Es
olhemos, neste exemplo, o valor

� = 2V . A transi�
~ao do regime de altas velo
idades, 
entrada em "
, para o regime de

baixas velo
idades, 
entrada em energias pr�oximas de "a, �e, nesse 
aso, mon�otona.

2.3.2. O
upa�
~ao Final no �Atomo

Um efeito na o
upa�
~ao �nal (em t ! 1) do estado atômi
o, devido �as os
ila�
~oes na

fun�
~ao densidade espe
tral, �
a imediatamente 
laro: 
omo fun�
~ao da posi�
~ao do n��vel

de Fermi, a o
upa�
~ao �nal pode apresentar v�arios \degraus". Isto porque a o
upa�
~ao �e


al
ulada atrav�es da integra�
~ao da fun�
~ao espe
tral, que, tendo v�arios m�aximos e m��nimos
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Figura 2.16.: Esta �gura �e similar �a anterior, ilustrando agora o 
aso de banda larga (� = 2V ).

A transi�
~ao da distribui�
~ao 
entrada em "
 para a 
entrada em "a �e mon�otona.

lo
ais, 
ausar�a o apare
imento de platôs na o
upa�
~ao �nal.

Na Fig. (2.17), observamos o apare
imento destes platôs. Trata-se de um gr�a�
o

da o
upa�
~ao �nal em fun�
~ao da posi�
~ao relativa do n��vel de Fermi, no 
aso ressonante

(Æ" = 0) e para � = 0:1V . Es
olhemos 
omo largura total da banda o valor D = 10�.

Para V=
v = 10, a fun�
~ao espe
tral �e os
ilat�oria e os platôs podem ser observados; no


aso V=
v = 20, a fun�
~ao espe
tral tem um �uni
o m�aximo, resultando em uma varia�
~ao

na o
upa�
~ao na forma de apenas um degrau.

Passemos agora �a an�alise da probabilidade de manter o bura
o no estado jai, dado que

ini
ialmente o estado estava deso
upado (na(�1) = 0), 
omo fun�
~ao do poten
ial efetivo,

V=
v, para diferentes valores "F .

Come�
ando 
om a banda 
ompletamente 
heia, esperamos, �e 
laro, que a transferên
ia

de 
arga seja reduzida �a medida que diminuamos o valor de "F . A expe
tativa �e 
on�rmada

no gr�a�
o da Fig. (2.18), onde �zemos Æ" = 0 e � = V .
�E interessante notar que a freq�uên
ia das os
ila�
~oes tamb�em �e reduzida �a medida que

diminu��mos "F . O valor "F �"a = 5� 
orresponde, dada nossa es
olha D = 10�, �a situa�
~ao

de banda ini
ialmente 
heia, e �e o 
aso onde o 
omportamento os
ilat�orio �e mais intenso


omo fun�
~ao de V=
v.

A expli
a�
~ao desta redu�
~ao nas os
ila�
~oes, �a medida que reduzimos "F , est�a ligada �a

possibilidade de o �atomo transferir de volta, para estados a
ima do n��vel de Fermi, o el�etron

que o tenha neutralizado no ramo de entrada da 
olis~ao. Em outras palavras, a ex
ita�
~ao
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Figura 2.17.: Gr�a�
o da o
upa�
~ao em fun�
~ao da posi�
~ao relativa do n��vel de Fermi, no 
aso

ressonante (Æ" = 0) 
om � = 0:1V e D = 10�. No regime de velo
idades onde

o
orrem os
ila�
~oes na fun�
~ao espe
tral, o gr�a�
o da o
upa�
~ao apresenta v�arios

\platôs" (ilustrado pelo valor V=
v = 10).

"F � "a = �
"F � "a = 2�
"F � "a = 5�
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v
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Figura 2.18.: Gr�a�
o de P+(1) 
omo fun�
~ao de V=
v para diferentes valores de "F . A situa�
~ao

ilustrada �e ressonante (Æ" = 0), 
om � = V e D = 10�.
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CONSTANTE

de pares el�etron-bura
o no 
ontinuum pode reduzir a freq�uên
ia e intensidade das os
ila�
~oes

na o
upa�
~ao do �atomo.

A situa�
~ao n~ao ressonante est�a exempli�
ada na Fig. (2.19). Aumentando Æ", 
om

"F � "
 �xo, a interferên
ia 
ausadora das os
ila�
~oes vai perdendo importân
ia. Por este

motivo, a fun�
~ao logP+ aproxima-se de maneira 
ada vez melhor de uma linha reta. Este

efeito, j�a abordado no 
aso de banda 
heia, deve-se ao predom��nio dos pro
essos Auger

sobre os quasi -ressonantes.

"
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Figura 2.19.: Gr�a�
o semelhante ao da Fig. (2.18), agora na situa�
~ao n~ao ressonante. Mantive-

mos "F � "
 = 2�, � = V e D = 10�. Aumentando Æ", diminuem as os
ila�
~oes e a

transferên
ia de 
arga.

2.4. O
upa�
~ao no �Atomo ao Longo do Tempo

At�e agora estudamos a probabilidade de o
upa�
~ao da la
una no estado atômi
o ap�os

a 
olis~ao, ou seja, no limite t ! 1. Vamos estudar, nesta se�
~ao, 
omo varia ao longo do

tempo esta mesma probabilidade.

Na �gura seguinte, apresentamos gr�a�
os, para v�arios valores de V=
v, de P+(t) em

fun�
~ao do adimensional 
vt, no 
aso ressonante (Æ" = 0) e 
om a banda ini
ialmente 
heia.

Os
ila�
~oes ao longo do tempo na o
upa�
~ao s~ao observadas nos 
asos em que o valor �nal

tem 
omportamento os
ilat�orio 
omo fun�
~ao de 1=
v, ou seja, se � < 2V . No 
aso de

banda larga (� � 2V ), a o
upa�
~ao ao longo do tempo muda de maneira mon�otona, o

que tem 
omo re
exo a dependên
ia mon�otona da o
upa�
~ao �nal em fun�
~ao de � = 1=
v,
dis
utida anteriormente.
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Os
ila�
~oes semelhantes ao longo do tempo foram previstas em modelos que tratam o

alvo 
omo uma 
adeia linear de �atomos [33, 34, 35℄. Por�em, �e a primeira vez, at�e onde

sabemos, que se estabele
e a transi�
~ao entre os regimes os
ilat�orio e mon�otono em fun�
~ao

da largura da banda e do poten
ial de intera�
~ao.
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Figura 2.20.: O
upa�
~ao na la
una em fun�
~ao do tempo, no 
aso ressonante (Æ" = 0) e 
om a

banda ini
ialmente 
heia. A linha 
ont��nua 
orresponde a � = 0:1V , enquanto a

pontilhada 
orresponde a � = 10V . Para a banda estreita, o 
omportamento �e

os
ilat�orio; no 
aso de banda larga, �e mon�otono.

No 
aso de banda estreita (� < 2V ), a redu�
~ao na velo
idade do �atomo (aumento

de V=
v) provo
a mais os
ila�
~oes na o
upa�
~ao ao longo da trajet�oria e, em espe
ial, ao

redor do ponto de retorno. Como j�a men
ionado, isto expli
a porque, neste 
aso de banda

estreita, os resultados dos poten
iais da Fig. (2.7) s~ao distintos: a regi~ao ao redor do ponto

de retorno torna-se importante para a transferên
ia de 
arga, e, nesta regi~ao, os poten
iais

de Rosen-Zener e Demkov s~ao bem dessemelhantes.

Na Fig. (2.21), apresentamos a situa�
~ao em que a banda n~ao est�a ini
ialmente 
heia.

Quanto menor for a energia de Fermi, mais estados deso
upados na 
ontinuum o
orrer~ao,

o que aumenta a probabilidade de sobrevivên
ia da la
una do estado atômi
o. Al�em

disso, h�a um instante bem determinado no qual a transferên
ia de 
arga �e m�axima (P+ �e

m��nimo); ap�os este instante, pode o
orrer intensa re-ioniza�
~ao do �atomo (aumento de P+),

possivelmente 
om a forma�
~ao de pares el�etron-bura
o na superf��
ie.

Esta possibilidade de forma�
~ao de pares el�etron-bura
o �
a mais 
lara quando investig-

amos a fun�
~ao espe
tral ao longo do tempo (Fig. (2.22)). Enquanto o �atomo est�a distante
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Figura 2.21.: O
upa�
~ao na la
una em fun�
~ao do tempo, no 
aso em que "F �"
 = 2� e � = 0:1V .

A linha 
ont��nua 
orresponde a Æ" = 0, enquanto a pontilhada 
orresponde a

Æ" = ��.
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Figura 2.22.: F (t; ") em v�arios instantes, no 
aso de banda estreita, 
om � = 0:1V , Æ" = �� e

V=
v = 10.
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2.5. DISCUSS ~AO

do alvo, a transferên
ia de 
arga envolve estados 
om energia pr�oxima de "a. �A medida

que o �atomo se aproxima, estados afastados em energia, tanto em rela�
~ao a "a quanto em

rela�
~ao a "
, passam a ter maior peso no espe
tro; em parti
ular, estados deso
upados

(a
ima do n��vel de Fermi) poder~ao re
eber 
arga, parti
ipando no pro
esso de re-ioniza�
~ao

do �atomo. Como resultado, podem ser 
riados pares el�etron-bura
o no 
ontinuum.

No 
aso de banda larga, a fun�
~ao espe
tral tem a forma 
on
entrada em torno de "a,

qualquer que seja o instante 
onsiderado. Por isto, s�o h�aver�a possibilidade de ex
ita�
~ao

de pares el�etron-bura
o, neste 
aso, se o estado lo
alizado tiver energia pr�oxima de "F .

Veremos no pr�oximo 
ap��tulo que se o n��vel atômi
o tiver grande deslo
amento e 
ruzar o

n��vel de Fermi, estas ex
ita�
~oes ser~ao importantes e produzir~ao forte mudan�
a no per�l de

transferên
ia de 
arga.

2.5. Dis
uss~ao

Vamos brevemente resumir os resultados deste 
ap��tulo. Vimos que existem regimes

bem distintos de transferên
ia de 
arga entre o estado lo
alizado e os estados do 
ontin-

uum, dependendo da forma da banda f�g. Para �=V < 2, por exemplo, podem o
orrer

os
ila�
~oes na o
upa�
~ao atômi
a, enquanto que, para �=V � 2, a transferên
ia de 
arga

varia monotonamente em fun�
~ao de 1=
v. Pode-se 
onsiderar al
an�
ado o limite de banda

larga3 sempre que �=V � 2.

A existên
ia de estados deso
upados na banda f�g, assim 
omo a diferen�
a de energia

entre o estado lo
alizado e o 
entro da banda, tendem a diminuir tanto as os
ila�
~oes quanto

o valor de 
arga transferida. A expli
a�
~ao desta redu�
~ao �a medida que aumentamos Æ"

est�a ligada ao fato de os pro
essos Auger tornarem-se dominantes (efeito da \
auda" da

lorentziana). O fato de logP+(1) aproximar-se de modo 
ada vez melhor de uma reta

justi�
a a utiliza�
~ao da \
auda" da distribui�
~ao para a modelagem dos pro
essos Auger. No


aso em que diminu��mos "F , podemos asso
iar a redu�
~ao nas os
ila�
~oes e na probabilidade

de neutraliza�
~ao do �atomo �a possibilidade de serem ex
itados pares el�etron-bura
o na

banda.

Ainda no regime os
ilat�orio, quanto menor a velo
idade do �atomo, maior a in
uên
ia

do ponto de retorno no pro
esso de transferên
ia de 
arga, exigindo um 
onhe
imento

pre
iso do poten
ial para a 
orreta des
ri�
~ao deste pro
esso. Apesar disto, os resultados

n~ao pare
em ser qualitativamente sens��veis �a forma em tempo do poten
ial de intera�
~ao.

Vimos ainda que, para altas velo
idades, as 
ontribui�
~oes dos pro
esssos Auger e

quasi -ressonantes s~ao distintas, enquanto que, para baixas velo
idades, os pro
essos quasi -

ressonantes dominam sempre que "a esteja dentro da banda f�g . No regime intermedi�ario

pode o
orrer forte interferên
ia entre estes pro
essos, 
ausando os
ila�
~oes na o
upa�
~ao do

bura
o no �atomo e, em alguns 
asos, supress~ao da parti
ipa�
~ao, no pro
esso de neutral-

iza�
~ao do bura
o, do 
entro da banda f�g. Em qualquer 
aso, o espe
tro de estados do

3Como veremos no pr�oximo 
ap��tulo, esta a�rma�
~ao n~ao �e 
orreta se o estado lo
alizado se deslo
ar ao

longo do tempo e este deslo
amento for 
ompar�avel a �.
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ontinuum envolvidos na transferên
ia de 
arga �e �nito, determinado pelo poten
ial de

intera�
~ao V .

Dois novos ingredientes ser~ao a
res
entados ao problema no 
ap��tulo seguinte. A pos-

sibilidade de "a variar ao longo do tempo e de os pro
essos Auger serem intensos a ponto

de parti
iparem na transferên
ia de 
arga mesmo para baixas velo
idades atômi
as.
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3. Pro
essos Quasi-Ressonantes e

Auger: "a(t) Vari�avel

Supor, 
omo �zemos no 
ap��tulo anterior, que a energia do estado lo
alizado n~ao varie

ao longo do tempo1 e que os pro
essos Auger sejam pou
o intensos n~ao �e, em geral, realista.

Apresentamos, na Introdu�
~ao, um modelo que in
lui a possibilidade de deslo
amento tem-

poral do estado lo
alizado e trata pro
essos Auger em um limite equivalente ao de banda

larga. Neste 
ap��tulo investigaremos as 
onseq�uên
ias deste modelo, ou seja, estudaremos

os regimes e propriedades da Eq. (1.88).

Adotaremos, pelo fato de permitir solu�
~ao anal��ti
a, a dependên
ia temporal do estado

lo
alizado "a(t) = "1a + ("0a � "1a ) exp(�2
vjtj). De�nindo novamente a vari�avel x =

exp(�2
vjtj) e substituindo as equa�
~oes (1.96) em (1.88), teremos:

d2~bya
dx2

+
(a�1 + a�3 x)

x

d~bya
dx

+
(a2)

2

x
~bya =

1

x2
F2(t)

(2
v)2
; (3.1)

onde a�1 , a2 e a�3 s~ao os adimensionais

a�1 =
1

2
� �

2
v
� i("1a � "
)

2
v
; (3.2)

a2 =
V

2
v
; (3.3)

a�3 = � �0

2
v
� i("1a � "0a)

2
v
: (3.4)

Novamente os ��ndi
es � se referem, respe
tivamente, aos ramos de entrada (t < 0) e

sa��da da trajet�oria (t > 0). A diferen�
a entre o problema a
ima e o do 
ap��tulo anterior �e

1Esta varia�
~ao o
orre porque o poten
ial de intera�
~ao depende da posi�
~ao do �atomo, que, na aproxima�
~ao

de trajet�oria, �e fun�
~ao do tempo.
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o apare
imento do adimensional a�3 , que in
orpora a varia�
~ao temporal do estado atômi
o,

atrav�es do termo ("1a � "0a)=2
v, bem 
omo a possibilidade de 
aptura Auger, atrav�es de

�0.

Deixamos a solu�
~ao de (3.1) para o Apêndi
e D. Mais uma vez s�eries hipergeom�etri
as

apare
em no desenvolvimento, quais sejam:

��
� (x) =

1X
n=0

�(�)

�(� + n)

�(�+ n)

�(�)

xn

n!
(3.5)

e

K(�;�; 
; x) =

1X
n=0

�(� + n)

�(�)

�(
)

�(
 + n)

1

� + n+ 1

xn

n!
: (3.6)

Para distinguirmos os efeitos devidos �a in
lus~ao do termo Auger (�0) e �a varia�
~ao no

tempo do estado lo
alizado ("1a �"0a) vamos analisar separadamente a 
ontribui�
~ao de 
ada

um desses termos. Assim, faremos �0 = 0 em todo o 
ap��tulo, ex
eto na se�
~ao intitulada

\Pro
essos Auger Intensos".

3.1. Banda Cheia

Chamaremos de sim�etri
a �a situa�
~ao em que "1a + "0a = 2"
, ou seja, em que o 
entro

da banda f�g se lo
aliza no ponto m�edio entre o valor m�aximo e o valor m��nimo do estado

atômi
o; 
aso 
ontr�ario, diremos que a situa�
~ao �e n~ao-sim�etri
a (Fig.(3.1)).

Caso Sim�etri
o

Consideremos a banda ini
ialmente 
heia e a situa�
~ao sim�etri
a2. Na Fig. (3.2), ap-

resentamos P+(t) em fun�
~ao de 
vt, no 
aso de banda estreita (� < 2V ), para diversos

valores de V=
v e dois valores distintos de "0a � "1a .

As 
urvas 
ont��nuas da Fig. (3.2) referem-se ao 
aso "0a � "1a = 0:05V e s~ao idênti
as

�as da Fig. (2.20), que 
orrespondem �a situa�
~ao em que "a(t) �e 
onstante. Isto nos leva a


on
luir que o deslo
amento do n��vel atômi
o n~ao ser�a importante nos 
asos em que "0a�"1a
for pequeno 
omparado a V .

O aumento de "0a � "1a faz 
om que a transferên
ia de 
arga se ini
ie \mais tarde", e,

portanto, mais pr�oxima da superf��
ie. Neste 
aso, a energia do n��vel atômi
o �
a menos

tempo em ressonân
ia 
om o 
entro da banda, o que provo
a diminui�
~ao no 
omportamento

os
ilat�orio e na quantidade de 
arga transferida.

2Ex
eto quando dissermos expli
itamente o 
ontr�ario, estaremos 
onsiderando o estado atômi
o ini
ial-

mente deso
upado, isto �e, na(�1) = 0.
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Caso Simetrico

Caso Nao-Simetrico

Figura 3.1.: Compara�
~ao entre as situa�
~oes sim�etri
a e n~ao-sim�etri
a. Na primeira, o valor

m�edio de "a(t), ou seja, ("1 + "0)=2 
oin
ide 
om "
; na segunda situa�
~ao, n~ao.
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Figura 3.2.: P+ em fun�
~ao de 
vt para diferentes valores de V=
v no 
aso sim�etri
o, banda


heia e � = 0:1V . A linha 
ont��nua 
orresponde a "
0
a � "

1
a = 0:05V e a tra
ejada


orresponde a "
0
a� "

1
a = V . Os pontos mar
ados 
om \
" indi
am os momentos em

que o n��vel atômi
o 
ruza o 
entro da banda, o que o
orre tanto no ramo de entrada

quanto no de sa��da da trajet�oria.
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Se �zermos agora "0a � "1a maior que V (Fig. (3.3)), veri�
amos que, para velo
idades

intermedi�arias3, o �atomo �e prati
amente neutralizado no ramo de entrada da trajet�oria, em

um intervalo pr�oximo ao 
ruzamento entre o n��vel atômi
o e o 
entro da banda; no ramo

de sa��da, o �atomo �e par
ialmente re-ionizado, em um pro
esso os
ilat�orio e lento, quando


omparado �a abrupta neutraliza�
~ao no ramo de entrada.

A abrupta neutraliza�
~ao, no ramo de entrada, deve envolver um el�etron originado de

estados pr�oximos a j
i. Parte da 
arga re
ebida, 
ontudo, poder�a ser devolvida para estes

estados enquanto "a(t) estiver a
ima de "
. Ao mesmo tempo, o �atomo pode re
eber 
arga

atrav�es de pro
essos de 
aptura Auger \fra
os", j�a que "a(t) �
a boa parte do tempo bem

a
ima do 
entro da banda, isto �e, na \
auda" da lorentziana4. �E a 
ompeti�
~ao entre os

pro
essos de transferir 
arga para estados pr�oximos de j
i e de re
eber 
arga atrav�es de


aptura Auger que 
ausa a \re-ioniza�
~ao os
ilat�oria" do �atomo.
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Figura 3.3.: P+ em fun�
~ao de 
vt ainda no 
aso sim�etri
o, banda 
heia e � = 0:1V . A linha


ont��nua 
orresponde agora a "
0
a�"

1
a = 2V e a tra
ejada 
orresponde a "

0
a�"

1
a = 6V .

O ��on �e neutralizado em uma regi~ao bem pr�oxima �a superf��
ie e re-ionizado ao longo

de uma regi~ao mais distante.

A o
upa�
~ao �nal do bura
o no estado atômi
o, para diferentes valores de "0a � "1a ,


omo fun�
~ao de V=
v est�a ilustrada na Fig. (3.4). Novamente, se "0a � "1a for bem menor

3�=
v da ordem de 1/2.
4Supondo, �e 
laro, v�alida a representa�
~ao dos pro
essos de 
aptura Auger pela \
auda"; 
aso 
ontr�ario,

podemos falar em pro
essos quasi-ressonantes envolvendo estados bem a
ima do 
entro da banda (ver

a dis
uss~ao do 
ap��tulo anterior, Se�
~ao 2.3).
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que V , re
uperamos o resultado do 
ap��tulo anterior, 
om suas intensas os
ila�
~oes. Ao

aumentarmos "0a � "1a , estas os
ila�
~oes tendem a desapare
er, por 
onta da diminui�
~ao

do tempo em que o n��vel atômi
o �
a quase ressonante 
om o 
entro da banda. Fazendo

agora "0a � "1a bem maior que V , surge um novo 
omportamento os
ilat�orio, de freq�uên
ia

menor que a anterior, re
exo do pro
esso de \re-ioniza�
~ao os
ilat�oria" no ramo de sa��da

da trajet�oria.

"0a � "1a = 6:0V
"0a � "1a = 2:0V
"0a � "1a = 0:05V

V=
v

P
+
(1
)

1086420

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Figura 3.4.: P+(1) em fun�
~ao de V=
v no 
aso sim�etri
o, banda 
heia e � = 0:1V . O aumento

de "0a�"
1
a provo
a uma transi�
~ao entre distintos 
omportamentos os
ilat�orios, 
omo

expli
ado no texto.

O gr�a�
o da Fig. (3.5) ilustra a o
upa�
~ao �nal de bura
o no 
aso de banda larga5. Um

pequeno aumento de "0a � "1a provo
a uma redu�
~ao na quantidade de 
arga transferida,

sem, 
ontudo, mudar a forma da 
urva. Aumentando ainda mais "0a � "1a , notamos que,

apesar de ainda mon�otona, a 
urva passa a apresentar um ponto de in
ex~ao.

Para tentarmos entender o apare
imento deste ponto de in
ex~ao, apresentamos na Fig.

(3.6) gr�a�
os de P+ ao longo do tempo para v�arios valores de V=
v. No 
aso em que

"0a � "1a = 12V , o �atomo �e par
ialmente neutralizado em uma regi~ao na qual "a(t) � "
.
Ap�os 
ruzar o 
entro da banda, no ramo de entrada, "a(t) rapidamente se distan
ia de "
, o

que faz 
om que o pro
esso de neutraliza�
~ao �que prati
amente interrompido. Finalmente,

no ramo de sa��da da trajet�oria, a energia do n��vel atômi
o volta a se aproximar do 
entro

da banda e o pro
esso de neutraliza�
~ao 
ontinua. A interrup�
~ao na transferên
ia de 
arga

entre o primeiro e o segundo 
ruzamento do 
entro da banda, quando "a(t) �
a bem a
ima

5Chamamos, 
omo anteriormente, de banda larga �a situa�
~ao em que � � 2V . N~ao se deve 
onfudir 
om

o limite de banda in�nitamente larga, al
an�
ado quando tomamos V;�!1 
om V 2=�! �0.
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"0a � "1a = 12:0V
"0a � "1a = 6:0V
"0a � "1a = 0:05V

V=
v

P
+
(1
)
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Figura 3.5.: P+(1) em fun�
~ao de V=
v no 
aso sim�etri
o, banda 
heia e � = 2V . �E 
urioso o

apare
imento de um ponto de in
ex~ao para grandes valores de "
0
a � "

1
a .
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Figura 3.6.: P+ em fun�
~ao de 
vt no 
aso sim�etri
o, banda 
heia e � = 2V . A linha 
ont��nua


orresponde a "
0
a � "

1
a = 0:05V e a tra
ejada a "

0
a � "

1
a = 12V . Novamente \
"

indi
a o instante de 
ruzamento do 
entro da banda pelo n��vel atômi
o.
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de "
, expli
a o surgimento do ponto de in
ex~ao na probabilidade �nal de neutraliza�
~ao do

�atomo.

Caso Assim�etri
o

Na Fig. (3.7), apresentamos gr�a�
os de P+(t), na situa�
~ao n~ao sim�etri
a. Es
olhemos

valores de "0a�"1a tais que o n��vel atômi
o nun
a 
ruzasse o 
entro da banda, resultando em

grande redu�
~ao no valor do m��nimo de P+(t). Fi
a 
laro, desse modo, que a 
ontribui�
~ao

mais importante para a neutraliza�
~ao do �atomo, no ramo de entrada da trajet�oria, vem

dos estados pr�oximos ao 
entro da banda. No ramo de sa��da, observamos novamente o

fenômeno de re-ioniza�
~ao os
ilat�oria.
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Figura 3.7.: P+ em fun�
~ao de 
vt, no 
aso de banda 
heia e 
om � = 0:1V . Como ilustra�
~ao,

es
olhemos ("0a + "
1
a )=2 = "
 � V . A linha 
ont��nua 
orresponde a "

0
a � "

1
a = 0:05V

e a tra
ejada 
orresponde a "
0
a � "

1
a = V . O n��vel atômi
o nun
a 
ruza o 
entro da

banda, resultando em pou
a transferên
ia da 
arga.

Se agora es
olhermos, ainda no 
aso n~ao sim�etri
o, "0a� "1a bem maior que V e tal que

haja 
ruzamento entre o n��vel atômi
o e o 
entro da banda, observamos um 
omportamento

para P+(t) idênti
o ao do 
aso sim�etri
o, isto �e, neutraliza�
~ao abrupta no ramo de entrada

e re-ioniza�
~ao os
ilat�oria no ramo de sa��da da trajet�oria (Fig.(3.8)).

O gr�a�
o da Fig. (3.9) mostra 
omo �
a a o
upa�
~ao �nal do bura
o em fun�
~ao de V=
v,

no 
aso n~ao sim�etri
o. O efeito importante aqui �e a menor intensidade na transferên
ia de


arga nos 
asos em que o n��vel atômi
o n~ao 
ruza o 
entro da banda f�g, re
exo da fra
a

neutraliza�
~ao do �atomo no ramo de entrada da trajet�oria.
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Figura 3.8.: P+ em fun�
~ao de 
vt, no 
aso de banda 
heia e 
om � = 0:1V . Como ilustra�
~ao,

es
olhemos ("0a + "
1
a )=2 = "
 � V . A linha 
ont��nua 
orresponde a "

0
a � "

1
a = 2V e

a tra
ejada 
orresponde a "
0
a � "

1
a = 6V .

"0a � "1a = 6:0V
"0a � "1a = 2:0V
"0a � "1a = 0:05V

V=
v

P
+
(1
)

1086420
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Figura 3.9.: P+(1) em fun�
~ao de V=
v no 
aso n~ao sim�etri
o, banda 
heia e � = 0:1V . Es
ol-

hemos "
 = ("0a + "
1
a )=2 + V . O pro
esso de transferên
ia de 
arga �e menos efetivo

quando n~ao h�a 
ruzamento entre o n��vel atômi
o e o 
entro da banda (dois primeiros


asos).
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Os resultados anteriores indi
am que �e mais importante disting�uir os 
asos em que haja

ou n~ao 
ruzamento do 
entro da banda pelo n��vel atômi
o, do que separar o problema em

sim�etri
o e n~ao-sim�etri
o. Por isto, daqui em diante, n~ao adotaremos mais a separa�
~ao

sim�etri
o X n~ao-sim�etri
o.

3.2. In
luindo a O
upa�
~ao na Banda

Antes de analisarmos efeitos de
orrentes da o
upa�
~ao ini
ial na banda, lembramos que

a asso
ia�
~ao da \
auda" da lorentziana a pro
essos Auger n~ao �e v�alida quando o n��vel

atômi
o 
ruza o n��vel de Fermi. Do mesmo modo, a utiliza�
~ao da dependên
ia temporal

exponen
ial para u2(t), no 
aso mais geral �(") = �0, n~ao �e adequada para o problema


om 
ruzamento dos n��veis, j�a que permite 
aptura Auger ap�os este 
ruzamento, o que �e

�si
amente imposs��vel.

Sendo assim, nesta se�
~ao, admitiremos que a largura total da banda, D, seja grande o

su�
iente para 
onter todo o espe
tro de estados da banda envolvidos na transferên
ia de


arga, e que n~ao o
orram pro
essos Auger. Poderemos, desse modo, tratar problemas que

envolvam o 
ruzamento do n��vel de Fermi de uma banda �nita 
om largura total D.

Vimos no 
ap��tulo anterior, que o espe
tro de estados da banda relevantes �e determinado

pelo poten
ial V . Veremos a seguir que se o deslo
amento total do n��vel atômi
o, "0a� "1a ,

for maior que V , o men
ionado espe
tro dever�a eventualmente ser ampliado, para 
onter

todos os estados 
ruzados por "a(t).

3.2.1. Contribui�
~ao dos Estados da Banda

De modo an�alogo ao que �zemos no 
ap��tulo anterior, vamos de�nir a fun�
~ao espe
tral

normalizada:

F1(") =

����S1(")S1(0)

����
2

; (3.7)

onde es
olhemos o zero de energia no 
entro da banda f�g, isto �e, "
 = 0; a fun�
~ao densidade

espe
tral, S1("), est�a de�nida na Eq. (D.38). A �uni
a diferen�
a aqui, em 
ompara�
~ao ao


ap��tulo pre
edente, �e que julgamos 
onveniente mudar o zero de energia para "
, haja

vista que "a(t) �e agora vari�avel no tempo.

A Fig. (3.10) ilustra F1(") em fun�
~ao de "=� para diferentes velo
idades atômi
as,

no 
aso de banda estreita. Para 
ompara�
~ao, apresentamos o 
aso "0a = "1a , investigando

anteriormente. A forma do gr�a�
o muda, neste 
aso, da distribui�
~ao lorentziana (altas

velo
idades) para a 
entrada em "1a (baixas velo
idades). A mudan�
a n~ao �e mon�otona,

apresentando os
ila�
~oes que, para velo
idades intermedi�arias, �
am 
on
entradas em uma

regi~ao 
uja extens~ao depende de V .

59



3.2. INCLUINDO A OCUPAC� ~AO NA BANDA

("� "
)=�

100-10

1400

0

("� "
)=�

100-10

6

0

100-10

4

0
100-10

1

0

"1
a

"1
a

"1
a

�=
v = 0:01 �=
v = 0:6

�=
v = 1:0 �=
v = 4:0

F1

F1

Figura 3.10.: Mudan�
a na fun�
~ao espe
tral normalizada, F1("), 
om a velo
idade do �atomo.

Es
olhemos os valores � = 0:2V e "a(1) = ��. A linha 
ont��nua 
orresponde a

"
0
a = "

1
a e a tra
ejada 
orresponde a "

0
a � "

1
a = 10�.

A varia�
~ao total do n��vel atômi
o, "0a � "1a , tem importante efeito sobre as os
ila�
~oes:

provo
a seu deslo
amento em dire�
~ao aos estados 
ruzados por "a(t). Assim, estados n~ao


ruzados 
edem importân
ia para estados que 
oin
idem 
om "a(t) em algum instante. No

exemplo da Fig. (3.10), 
om "0a � "1a = 10� e "1a = ��, o espe
tro de estados 
ruzados

se estende de " = �� at�e " = 9�; �e dentro deste espe
tro que as os
ila�
~oes passam a se


on
entrar.

Para baixas velo
idades (�=
v >> 1=2), a fun�
~ao espe
tral 
on
entra-se em uma regi~ao

pr�oxima de "1a . Este fato �e re
exo da 
onserva�
~ao de energia no sistema eletrôni
o, que

deve o
orrer no limite em que a velo
idade tende a zero. Em outras palavras, a energia total

dos el�etrons em t ! 1 deve ser muito pr�oxima da energia em t ! �1, se a velo
idade

do �atomo for baixa. Por este motivo, estados da banda 
om energia bem pr�oxima de "1a
s~ao parti
ipantes mais ativos no pro
esso de transferên
ia de 
arga.

Na Fig. (3.11), exempli�
amos o 
aso de banda larga. Sendo "0a � "1a pequeno (
om-

parado 
om V ), a fun�
~ao espe
tral mudar�a, �a medida que aumentamos �=
v, da mesma

forma dis
utida no 
ap��tulo anterior, isto �e, de uma distribui�
~ao 
entrada em "
 
om largura

� para uma distribui�
~ao 
entrada em "1a 
om largura 
v.

Este 
omportamento �e profundamente alterado ao aumentarmos "0a � "1a . Apare
em

agora os
ila�
~oes, mesmo em 
asos que identi�
�avamos 
omo baixas velo
idades (�=
v >>

1). Estas os
ila�
~oes espalham-se por uma regi~ao que in
lui prati
amente todos os estados


ruzados por "a(t). Este efeito est�a mais 
laro na Fig. (3.12), que mostra o apare
imento

das os
ila�
~oes e os estados envolvidos.
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Figura 3.11.: F1(") no 
aso de banda larga. Es
olhemos � = 2V e "a(1) = ��. A linha


ont��nua 
orresponde a "
0
a � "

1
a = � e a tra
ejada 
orresponde a "

0
a � "

1
a = 10�.
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Figura 3.12.: Ainda o 
aso � = 2V , 
om "a(1) = �� e "
0
a � "

1
a = 10�. Aumentando �=
v,

as os
ila�
~oes �
am mais freq�uentes, mas ainda 
on
entradas na mesma regi~ao do

espe
tro de energias.
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Na Fig. (3.12), observamos que as os
ila�
~oes tornam-se mais intensas �a medida que

aumentamos �=
v. O espe
tro de estados envolvidos, entretanto, n~ao aumenta, �
ando


on
entrado na regi~ao 
ruzada por "a(t). O 
entro da banda �e a regi~ao de mais intensa


ontribui�
~ao, seguido pela regi~ao de energia igual a "1a , que no 
aso vale ��. Com os

valores es
olhidos, "a(t) varia entre �� e 9� e por isso a fun�
~ao espe
tral tem distribui�
~ao

assim�etri
a.
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Figura 3.13.: Mais uma vez o 
aso � = 2V , "
1
a = ��, s�o que agora 
om "

0
a � "

1
a = 3�.

As os
ila�
~oes �nalmente desapare
em para velo
idades muito baixas (no exemplo,

�=
v = 25).

Com os valores do exemplo anterior, n~ao foi poss��vel aumentarmos, ainda mais, �=
v.

Isto porque o 
�al
ulo num�eri
o (baseado em s�eries de potên
ias) deixa de ser v�alido para

("0a � "1a )=
v > 70. Na Fig. (3.13), apresentamos resultados para um valor menor de

"0a � "1a , que permite investigarmos valores maiores de �=
v. Como no 
aso anterior, as

os
ila�
~oes tornam-se, em um primeiro momento, mais intensas 
om o aumento de �=
v,
mas tendem agora a desapare
er se aumentarmos ainda mais o valor deste parâmetro.

Re
uperamos, �nalmente, o resultado j�a dis
utido: uma distribui�
~ao lo
alizada em torno

de "1a para velo
idades muito baixas. O que n~ao sabemos responder, at�e o presente, �e qu~ao

baixa deve ser a velo
idade; em outras palavras, por que valores grandes 
omo �=
v = 15

n~ao 
orrespondem a baixas velo
idades, no sentido de distribui�
~ao lo
alizada?

3.2.2. O
upa�
~ao no �Atomo - Banda Larga

Uma 
onseq�uên
ia imediata das os
ila�
~oes na fun�
~ao espe
tral, no 
aso de banda larga,

�e o apare
imento de pontos de in
ex~ao na o
upa�
~ao atômi
a 
omo fun�
~ao da posi�
~ao do
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n��vel de Fermi. No 
ap��tulo anterior vimos o apare
imento de pontos de in
ex~ao no 
aso

de banda estreita. A
abamos de mostrar que, desde que o deslo
amento do n��vel atômi
o

("0a� "1a ) seja grande em 
ompara�
~ao 
om a largura da banda, pontos de in
ex~ao tamb�em

podem o
orrer no 
aso de banda larga, isto �e, mesmo que � � 2V . O efeito est�a ilustrado

na Fig (3.14).

"0a � "1a = 10�

"0a � "1a = �

"F=�

1
�
P
+
(1
)

1086420-2-4

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-0.2

"1a

"0a

"0a

Figura 3.14.: O
upa�
~ao atômi
a em fun�
~ao da posi�
~ao do n��vel de Fermi, no 
aso � = 2V , V=
v =

3, "1a = ��. Sendo grande o deslo
amento do n��vel atômi
o em 
ompara�
~ao 
om

a largura da banda, surgem pontos de in
ex~ao na o
upa�
~ao em fun�
~ao da posi�
~ao

do n��vel de Fermi.

�E interessante notar que a neutraliza�
~ao do �atomo tem in��
io t~ao logo "F seja maior

que "1a e \satura" �a medida que "F se aproxima de "0a. Em outras palavras, apenas estados

ini
ialmente o
upados que sejam \
ruzados" por "a(t) 
ontribuem para a neutraliza�
~ao do

�atomo em baixas velo
idades, o que �e 
onseq�uên
ia da forma da fun�
~ao espe
tral, lo
alizada

na regi~ao 
ruzada pelo n��vel atômi
o.

Vejamos agora 
omo �
a o gr�a�
o de P+(1) em fun�
~ao de V=
v ao reduzirmos "F . Na

Fig. (3.15), es
olhemos "1a � "
 = �3�, "0a� "
 = 3�, � = 2V e D = 12�. A neutraliza�
~ao

diminui �a medida que reduzimos "F , o que era de se esperar, tendo em vista a redu�
~ao no

n�umero de estados o
upados por el�etrons na banda. Ao mesmo tempo, o gr�a�
o de P+

deixa de ser mon�otono, passando a apresentar os
ila�
~oes regulares.

Para tentarmos entender a origem dessas os
ila�
~oes na o
upa�
~ao da la
una no �atomo,

vamos estudar a mudan�
a na o
upa�
~ao ao longo do tempo. Na Fig. (3.16) apresentamos

gr�a�
os da o
upa�
~ao em fun�
~ao do tempo para v�arios valores de V=
v. Vimos anterior-

mente o apare
imento de \platôs" na o
upa�
~ao, no 
aso da banda 
heia, pr�oximos ao ponto
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de retorno da trajet�oria. Veri�
amos agora que se houver estados deso
upados na banda,

isto �e, se a banda n~ao estiver ini
ialmente 
heia, podem surgir os
ila�
~oes.

A
onte
e que, par
ialmente neutralizado no ramo de entrada, o �atomo \devolve" parte

da 
arga re
ebida ao se afastar, possivelmente ex
itando pares el�etron-bura
o. Enquanto

o n��vel atômi
o se en
ontra a
ima do n��vel de Fermi, tro
a de 
arga o
orre 
om os estados

antes deso
upados, podendo provo
ar os
ila�
~oes em P+(t). Finalmente, quando o n��vel

atômi
o 
ruza, agora no ramo de sa��da, o n��vel de Fermi, prati
amente 
essam as os
ila�
~oes e

o �atomo passa somente a re
eber 
arga da banda, at�e atingir o estado �nal de neutraliza�
~ao

par
ial.

A re-ioniza�
~ao os
ilat�oria quando "a(t) est�a a
ima de "F , 
om a ex
ita�
~ao de pares

el�etron-bura
o, expli
a, portanto, as os
ila�
~oes em P+(1) 
omo fun�
~ao de 1=
v. Re�zemos

o gr�a�
o da o
upa�
~ao �nal do bura
o no �atomo para valores de "0a e "1a tais que o n��vel de

Fermi n~ao fosse 
ruzado em nenhum instante, e 
omprovamos que o 
omportamento, neste


aso, �e simplesmente mon�otono.

"F � "
 = 6�
"F � "
 = �
"F � "
 = 0

V=
v

P
+
(1
)

543210

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Figura 3.15.: P+ em fun�
~ao de V=
v, 
om "
1
a � "
 = �3�, "

0
a� "

1
a = 6�, � = 2V e D = 12�. A

redu�
~ao de "F , al�em de diminuir a transferên
ia de 
arga, provo
a forte mudan�
a

na forma da 
urva, que passa a ter os
ila�
~oes.

3.2.3. O
upa�
~ao no �Atomo - Banda Estreita

Para investigarmos o 
aso � < 2V , devemos em primeiro lugar lembrar que o deslo-


amento do n��vel atômi
o n~ao produz efeitos se for muito menor que V . Assim, se � for

muito pequeno 
omparado a V , o deslo
amento deve ser grande 
omparado a � para que
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Figura 3.16.: P+ em fun�
~ao do tempo para "1a � "
 = �3�, "
0
a � "

1
a = 6�, � = 2V e D = 12�.

A linha 
ont��nua 
orresponde a "F = "
 e a tra
ejada a "F = "
 + �. Os ��ndi
es

\
" e \f" indi
am, respe
tivamente, o 
ruzamento pelo n��vel atômi
o do 
entro da

banda, no ramo de entrada da trajet�oria, e do n��vel de Fermi, no ramo de sa��da.

sejam observados efeitos signi�
ativos. Por�em, para que o modelo seja apli
�avel, "a(t) deve
permane
er sempre \dentro" da banda, na regi~ao de�nida pela largura total D. Para evi-

tarmos o problema de o n��vel atômi
o \sair" da banda e, ainda assim, observarmos efeitos

de
orrentes de seu deslo
amento temporal, n~ao poderemos es
olher � muito menor que V .

Na Fig. (3.17), �zemos � = V . Trata-se de P+(1) em fun�
~ao de V=
v 
om "1a � "
 =

�3�, "0a � "1a = 6� e D = 12�, para três valores de "F . A es
ala logar��tmi
a foi utilizada

para fa
ilitar a identi�
a�
~ao de 
omportamentos os
ilat�orios.

No 
aso de banda 
heia ("F � "
 = 6�), o
orrem os
ila�
~oes, de
orrentes da interferên
ia

entre o estado atômi
o e o 
entro da banda. A diminui�
~ao de "F tende a enfraque
er este


omportamento os
ilat�orio, o que est�a em a
ordo 
om a dis
uss~ao do 
ap��tulo anterior, onde

vimos que a ex
ita�
~ao de pares el�etron-bura
o reduz aquelas os
ila�
~oes (ver Fig. (2.18)).

Diminuindo ainda mais "F (no exemplo, "F � "
 = 0), surge um novo 
omportamento

os
ilat�orio, semelhante ao dis
utido no 
aso de banda larga. Novamente, este efeito �e


ausado pela re-ioniza�
~ao os
ilat�oria, 
om ex
ita�
~ao de pares el�etron-bura
o, que o
orre

quando "a(t) est�a a
ima de "F (Fig. (3.18)).

Estes resultados indi
am que a ex
ita�
~ao de pares el�etron-bura
o na banda produz dois

efeitos distintos:

� Reduz a interferên
ia entre o 
entro da banda e o estado atômi
o, o que desfavore
e

as os
ila�
~oes na o
upa�
~ao �nal;
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"F � "
 = 6�
"F � "
 = �
"F � "
 = 0

V=
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P
+
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109876543210
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0.01

0.001

0.0001

Figura 3.17.: P+ em fun�
~ao de V=
v, para "
1
a � "
 = �3�, "

0
a � "

1
a = 6�, � = V e D = 12�. A

ex
ita�
~ao de pares el�etron-bura
o produz dois efeitos distintos, 
omo expli
ado no

texto.
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Figura 3.18.: P+ em fun�
~ao do tempo para "1a � "
 = �3�, "
0
a� "

1
a = 6�, � = V e D = 12�. A

linha 
ont��nua 
orresponde a "F = "
 e a tra
ejada a "F = "
 + �. Os ��ndi
es \
"

e \f" têm o mesmo signi�
ado de antes.
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� Parti
ipa na re-ioniza�
~ao os
ilat�oria do �atomo nos 
asos em que o estado atômi
o

se deslo
a 
onsideravelmente a
ima do n��vel de Fermi da banda, o que favore
e

os
ila�
~oes na o
upa�
~ao �nal.

3.2.4. Passagem pelo N��vel de Fermi a Grandes Distân
ias

At�e agora dis
utimos situa�
~oes em que o n��vel de Fermi era 
ruzado a pequenas distân
ias

(menores que 1=
) do subsistema alvo. Vamos investigar agora 
omo esta distân
ia de


ruzamento afeta a neutraliza�
~ao do �atomo.

No gr�a�
o da Fig. (3.19), apresentamos, para banda larga, a o
upa�
~ao �nal do bura
o

no 
aso em que "F = "
��, "0a�"1a = 6�, e para três valores distintos de "1a , a saber, "1a =

"
� 2�, "1a = "
� 3� e "1a = "
� 4�; 
om os valores es
olhidos, teremos, respe
tivamente,

j
vtf j = 0:89, j
vtf j = 0:55 e j
vtf j = 0:35.

"a(1)� "
 = �4�
"a(1)� "
 = �3�
"a(1)� "
 = �2�

V=
v

P
+
(1
)

543210

1

0.8

0.6

Figura 3.19.: P+ em fun�
~ao de V=
v para � = 2V , "F = "
 � �, D = 12� e "
0
a � "

1
a = 6�.

As os
ila�
~oes s~ao mais intensas quanto maior j
vtf j, isto �e, quanto mais longe da

superf��
ie for o 
ruzamento entre o n��vel atômi
o e o n��vel de Fermi.

O 
omportamento os
ilat�orio �e mais intenso quanto mais distante da superf��
ie for o


ruzamento entre os n��veis. A observa�
~ao ao longo do tempo (Fig. (3.20)) mostra que

o
orre progressiva neutraliza�
~ao no ramo de entrada at�e "a(t) se aproximar de "
. Em

seguida, o
orre \re-ioniza�
~ao os
ilat�oria" at�e "a(t) 
ruzar o n��vel de Fermi, no ramo de

sa��da. Finalmente, ap�os este 
ruzamento, o
orre intensa neutraliza�
~ao, at�e que se atinja o

estado de 
arga �nal, longe da superf��
ie. Quanto maior o valor de j
vtf j, mais extensa �e

a regi~ao onde o
orre a re-ioniza�
~ao os
ilat�oria, resultando em os
ila�
~oes mais intensas na

o
upa�
~ao �nal.
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Figura 3.20.: P+ em fun�
~ao de 
vt para � = 2V , "F = "
 � �, D = 12� e "
0
a � "

1
a = 6�. As

linhas 
ont��nua e tra
ejada 
orrespondem, respe
tivamente, a "
1
a � "
 = �2� e

"
1
a � "
 = �4�. Os ��ndi
es 
 e f têm os signi�
ados des
ritos anteriormente.

No 
aso de banda estreita, o aumento da distân
ia de 
ruzamento entre os n��veis de

Fermi e atômi
o produz o mesmo efeito, ou seja, intensi�
a�
~ao das os
ila�
~oes asso
iadas

ao pro
esso de re-ioniza�
~ao os
ilat�oria.

3.3. Pro
essos Auger Intensos

N~ao sendo poss��vel modelar os pro
essos Auger pela \
auda" da lorentziana, devemos

in
luir o termo �0. Nesta se�
~ao, investigaremos os efeitos, no pro
esso de transferên
ia de


arga, da in
lus~ao deste termo. Consideraremos a banda envolvida nos pro
essos resso-

nantes 
ompletamente 
heia, tendo em vista a impossibilidade de apli
a�
~ao do modelo 
om

�0 para situa�
~oes de 
ruzamento do n��vel de Fermi; 
omo j�a vimos, esta impossibilidade

de
orre da forma es
olhida para u2(t), que permitiria 
aptura Auger mesmo 
om "a(t)

a
ima do n��vel de Fermi.

Na Fig. (3.21) mostramos o efeito de �0 no 
aso de banda larga. Para �0 = 0, o deslo-


amento do estado atômi
o faz apare
er um ponto de in
ex~ao. A in
lus~ao de �0 provo
a

o desapare
imento desta in
ex~ao e a aproxima�
~ao para um de
aimento exponen
ial, e 
or-

responde, portanto, �a introdu�
~ao de um amorte
imento | 
omo esperado, o papel de �0

�e similar �aquele de �.

Vimos anteriormente que o men
ionado ponto de in
ex~ao estava ligado �a estabiliza�
~ao

na transferên
ia de 
arga, que o
orria quando o estado atômi
o estava bem a
ima do 
entro
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da banda. Este efeito desapare
e ao in
luirmos �0, j�a que agora pro
essos Auger intensos

o
orrem qualquer que seja o valor de "a(t). Na regi~ao onde antes o
orria estabiliza�
~ao,

o
orre agora neutraliza�
~ao Auger (antes os pro
essos Auger eram \fra
os" demais). A Fig.

(3.22) apresenta gr�a�
os da o
upa�
~ao do bura
o ao longo do tempo, que 
omprovam esta

expli
a�
~ao para o desapare
imento do ponto de in
ex~ao.

No 
aso de banda estreita, �0 tem papel semelhante ao anterior, ou seja, equivale a um

amorte
imento. Na Fig. (3.23), apresentamos um gr�a�
o de P+(1) em fun�
~ao de V=
v

para � = 0:1V . Quanto maior �0, menos intenso �e o 
omportamento os
ilat�orio; quanto

menor a velo
idade do �atomo (maior V=
v), mais importante �e o efeito da in
lus~ao de �0.

Para interpretarmos a redu�
~ao no 
omportamento os
ilat�orio 
om o aumento de �0,

vamos uma vez mais re
orrer �a visualiza�
~ao da transferên
ia de 
arga ao longo do tempo

(Fig. (3.24)). Es
olhemos o deslo
amento do estado atômi
o grande, de modo que as

os
ila�
~oes, para �0 = 0, têm origem na \re-ioniza�
~ao os
ilat�oria" no ramo de sa��da da

trajet�oria, que �e provo
ada pela 
ompeti�
~ao entre pro
essos de transferên
ia de 
arga

para estados pr�oximos a j
i e 
aptura Auger \fra
os" (ver Se�
~ao 3.1). O aumento de �0
intensi�
a os pro
essos da 
aptura Auger, o que tende a reduzir as os
ila�
~oes ao longo

do tempo e in
rementar a neutraliza�
~ao do �atomo. Em outras palavras, quanto mais

importantes forem os pro
essos de 
aptura Auger, menor ser�a a 
ompeti�
~ao respons�avel

pela \re-ioniza�
~ao os
ilat�oria", resultando em menos os
ila�
~oes na o
upa�
~ao �nal do �atomo.
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�0 = 0

V=
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P
+
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)
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Figura 3.21.: P+ em fun�
~ao de V=
v para � = 2V , "F !1, "1a � "
 = �3� e "0a � "
1
a = 6�. O

efeito de �0 equivale a um amorte
imento, fazendo desapare
er o ponto de in
ex~ao.
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Figura 3.22.: P+ em fun�
~ao de 
vt para � = 2V , "F ! 1, "1a � "
 = �3� e "
0
a � "

1
a = 6�. A

linha 
ont��nua 
orresponde a �0 = 0 e a tra
ejada a �0 = 0:4V .
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Figura 3.23.: P+ em fun�
~ao de V=
v para � = 0:1V , "F ! 1, "1a � "
 = �30� e "
0
a � "

1
a =

60�. Novamente, o efeito de �0 equivale a um amorte
imento, enfraque
endo as

os
ila�
~oes.
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Figura 3.24.: P+ em fun�
~ao de 
vt para � = 0:1V , "F ! 1, "1a � "
 = �30�, "
0
a � "

1
a = 60�.

A linha 
ont��nua 
orresponde a �0 = 0, a tra
ejada 
orresponde a �0 = 0:4V .

3.4. Dis
uss~ao

Neste 
ap��tulo, investigamos os efeitos da in
lus~ao do deslo
amento temporal do estado

lo
alizado, representado pelo termo "0a � "1a , e da possibilidade de transferên
ia de 
arga

atrav�es de pro
essos Auger intensos, representados por �0.

O deslo
amento do estado lo
alizado n~ao introduz efeitos 
onsider�aveis se for pequeno


omparado ao poten
ial de intera�
~ao V . Sendo 
ompar�avel a V , reduz, no 
aso de banda

estreita, a interferên
ia 
om o 
entro da banda, o que enfraque
e as os
ila�
~oes na o
u-

pa�
~ao do bura
o; no 
aso de banda larga, o efeito provo
ado �e o bloqueio no pro
esso

de transferên
ia de 
arga enquanto "a(t) estiver bem a
ima de "
. Em ambos os 
asos,

os efeitos s~ao 
onseq�uên
ia da redu�
~ao do tempo em que o estado lo
alizado permane
e

quasi -ressonante 
om o 
entro da banda. Aumentando ainda mais "0a � "1a surge, no 
aso

de banda estreita, um novo efeito: \re-ioniza�
~ao os
ilat�oria" do �atomo no ramo de sa��da da

trajet�oria, resultado da 
ompeti�
~ao entre 
aptura Auger e transferên
ia de 
arga do �atomo

para estados pr�oximos do 
entro da banda.

Os efeitos des
ritos no par�agrafo anterior s~ao enfraque
idos 
om o aumento de �0, que

atua 
omo um \amorte
imento" na o
upa�
~ao da la
una no �atomo | papel semelhante ao

da largura �. Por exemplo, a estabiliza�
~ao na o
upa�
~ao, no 
aso de banda larga e quando

"a(t) est�a distante do 
entro da banda, deixa de o
orrer, j�a que pro
essos de 
aptura Auger

intensos n~ao 
essam, pois independem da posi�
~ao do estado lo
alizado (lembrando que o

modelo 
om �0 �e v�alido se "a(t) n~ao 
ruzar o n��vel de Fermi).

Foi poss��vel ainda investigarmos situa�
~oes em que o estado lo
alizado se deslo
ava a
ima
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do n��vel de Fermi. Neste 
aso, devemos 
onsiderar apenas pro
essos de transferên
ia de


arga quasi -ressonantes, o que �e poss��vel tendo em vista que o espe
tro de estados da

banda relevantes �e �nito. O 
ruzamento do n��vel de Fermi possibilita que o��on ini
ialmente

neutralizado seja re-ionizado; se o deslo
amento do estado lo
alizado for 
onsider�avel, esta

re-ioniza�
~ao ser�a os
ilat�oria ao longo do tempo, mesmo que a banda seja larga (� � 2V ).

Este 
omportamento �e t~ao mais intenso quanto mais distante for a passagem do estado

lo
alizado pelo n��vel de Fermi, e deve envolver a ex
ita�
~ao de pares el�etron-bura
o na

banda.

A ex
ita�
~ao de pares el�etron-bura
o na banda provo
a, portanto, dois efeitos distintos:

a) reduz a interferên
ia entre o 
entro da banda e o estado lo
alizado (banda estreita),

desfavore
endo os
ila�
~oes em P+(t); b) parti
ipa na re-ioniza�
~ao do �atomo quando "a(t)


ruza "F , favore
endo os
ila�
~oes em P+(t).

Nosso objetivo no pr�oximo 
ap��tulo �e utilizar os modelos anteriormente investigados

para a interpreta�
~ao de resultados experimentais do problema de espalhamento de gases

nobres por superf��
ies s�olidas.

72



4. Neutraliza�
~ao de Gases Nobres

Espalhados por Superf��
ies S�olidas

Uma t�e
ni
a bem 
onhe
ida para a investiga�
~ao de propriedades de superf��
ies s�olidas


onsiste em bombarde�a-las 
om��ons de gases nobres e medir a intensidade de ��ons espalha-

dos em uma dada dire�
~ao. Nesta espe
tros
opia de ��ons espalhados ou ISS, �e fundamental

que se 
onhe�
a, ou ao menos se estime, a probabilidade de neutraliza�
~ao dos ��ons 
omo

fun�
~ao da energia 
in�eti
a [42℄.

Como dis
utimos na Introdu�
~ao, a transferên
ia de el�etrons entre a superf��
ie e o ��on

pou
a afeta a trajet�oria deste, nos 
asos em que sua energia 
in�eti
a seja bem maior que o

valor de energia eletrôni
a tro
ada entre os sub-sistemas. Os ��ons normalmente utilizados

nos experimentos têm energia 
in�eti
a da ordem de milhares de el�etron-volts, de modo

que a 
ondi�
~ao de n~ao in
uên
ia dos el�etrons na trajet�oria �e satisfeita. Por este motivo, a

intensidade de ��ons espalhados poder�a ser es
rita na forma:

Y (E
; �) / �(E
; �)P
+(E
; �) ; (4.1)

onde E
 �e a energia 
in�eti
a dos ��ons espalhados, � �e o ângulo de espalhamento, �(E
; �)
�e a se�
~ao de 
hoque diferen
ial de espalhamento e P+(E
; �) �e a probabilidade de \sobre-

vivên
ia" do ��on ap�os ser espalhado. Normalmente os experimentos s~ao realizados 
om

� = 90Æ e ângulo de in
idên
ia de 45Æ. Estes ângulos valem para todas as situa�
~oes dis
u-

tidas neste 
ap��tulo.

A se�
~ao de 
hoque, no 
aso de energia 
in�eti
as da ordem de keV, �e prati
amente o

resultado de uma 
olis~ao bin�aria, envolvendo o ��on e apenas um �atomo da superf��
ie, e

pode ser modelada, por exemplo, por um poten
ial 
oulombiano repulsivo blindado [64℄:

V (r) =
Z1Z2e

2

4�"0r
e�r=a ; (4.2)

sendo Z1 e Z2 os n�umeros atômi
os dos �atomos envolvidos, enquanto

a =
a0h

Z
2=3
1 + Z

2=3
2

i1=2 ; (4.3)
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4.1. INTENSIDADE DE ESPALHAMENTO


om a0 = 0:53 _A (primeiro raio de Bohr). O 
�al
ulo da se�
~ao de 
hoque atrav�es da aproxi-

ma�
~ao de Born resulta em [54℄:

�(E
; �) =
(Z1Z2e

2=4��0)
2�

4E
 sen2(�=2) + �h2=2ma2
�2 : (4.4)

Para valores de E
 na faixa de keV e valores t��pi
os de a, vale a rela�
~ao E
 >> �h2=2ma2,

de modo que podemos es
rever:

�(E
; �) /
1

E2



: (4.5)

4.1. Intensidade de Espalhamento

Como a
abamos de ver, a se�
~ao de 
hoque, em fun�
~ao da energia 
in�eti
a do ��on, �e

monotonamente de
res
ente. Nos 
asos em que pro
essos Auger s~ao dominantes, a proba-

bilidade de sobrevivên
ia do ��on �e fun�
~ao monotonamente 
res
ente de sua energia 
in�eti
a.

Em 
onseq�uên
ia, a fun�
~ao Y ter�a umm�aximo alargado e ser�a, em seguida, monotonamente

de
res
ente. Este �e justamente o resultado que se obt�em, por exemplo, no espalhamento de

He+ por Cu [42℄, Al, Si, Ag e Cd [65℄. A �gura seguinte 
ont�em resultados experimentais

nos 
asos de He+ ! Cu e Ne+ ! Cu, obtidos por Rus
h e Eri
kson [66℄. Nestes 
asos,

a probabilidade de sobrevivên
ia do ��on obede
e, 
omo dis
utido anteriormente, a uma

master equation [42℄.

Tendo em vista que a intensidade de ��ons espalhados �e propor
ional �a sua probabilidade

de sobrevivên
ia e que, 
omo vimos nos 
ap��tulos anteriores, esta probabilidade pode ter

os
ila�
~oes, �e de se esperar a possibilidade de 
omportamento os
ilat�orio para Y (E
; �).
Aparentemente as primeiras observa�
~oes experimentais de os
ila�
~oes na intensidade de

��ons espalhados por superf��
ies datam de 1975 [65℄. Neste trabalho, Eri
kson e Smith medi-

ram a intensidade de ��ons He+ espalhados elasti
amente por superf��
ies de Ga, Ge, As, In,

Pb, Bi e outras. As os
ila�
~oes observadas foram interpretadas em termos de tunelamento

eletrôni
o do estado jdi de um �atomo da superf��
ie para o estado j1si do ��on He+, que

seria, portanto, neutralizado. De fato, fortes os
ila�
~oes foram observadas nos 
asos em que

os estados jdi do metal e j1si do He eram quase ressonantes, 
omo, por exemplo, no 
aso

de superf��
ies de Pb, Ga, Sn e Ge.

Para expli
ar os resultados experimentais, Tully utilizou uma generaliza�
~ao do Modelo

de Demkov [27℄, introduzindo larguras de de
aimento para o estado jdi e para o bura
o no

estado j1si[22℄. A largura asso
iada ao estado jdi 
orresponderia a sua largura de banda,

enquanto a largura do bura
o no j1si seria fun�
~ao do tempo e representaria, de modo

fenomenol�ogi
o, a possibilidade de de
aimento Auger.

A abordagem de Tully equivale ao modelo tratado no Cap. 3, 
onsiderando a banda

f�g 
ompletamente 
heia (o termo n~ao-homogêneo, F (t), igual a zero). Ressaltamos,
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CAP�ITULO 4. NEUTRALIZAC� ~AO DE GASES NOBRES ESPALHADOS POR

SUPERF�ICIES S �OLIDAS

Figura 4.1.: Resultados experimentais obtidos por Rus
h e Eri
kson [66℄ para os espalhamentos

He+ ! Cu e Ne+ ! Cu. A predominân
ia do de
aimento Auger faz 
om que a

intensidade do espalhamento tenha um m�aximo alargado.

por�em, que a largura da banda jdi �e introduzida ad ho
 nesta abordagem: a banda n~ao

tem estrutura, ou seja, n~ao tem densidade de estados nem n��vel de Fermi. As formas

para u(t), u2(t) e "a(t) utilizadas por Tully, al�em disso, n~ao permitiram solu�
~ao anal��ti
a

para o problema, impossibilitando, por este motivo, a investiga�
~ao dos poss��veis regimes

de transferên
ia de 
arga. Em sua apli
a�
~ao, Tully limitou-se aos 
asos de bandas muito

estreitas e pequenos deslo
amentos em energia do n��vel atômi
o.
�E importante notar que podemos, tendo em vista a dis
uss~ao da Introdu�
~ao, justi�
ar

o modelo de Tully: os pro
essos Auger s~ao em geral quase 
onservativos e as bandas

envolvidas muito largas, o que nos permite modelar tais pro
essos introduzindo uma largura

para o estado atômi
o.

Easa e Modinos mostraram que o modelo de Tully tem solu�
~ao anal��ti
a no 
aso em

que o poten
ial varie exponen
ialmente e que a energia do n��vel atômi
o seja 
onstante

[43℄. Este 
aso �e equivalente ao tratado no Cap. 2 
om a banda f�g ini
ialmente 
heia. A

possibilidade de de
aimento Auger foi 
onsiderada por eles, s�o que 
om uma dependên
ia

temporal u2(t) = �(t), o que leva em 
onta o de
aimento Auger apenas no ramo de sa��da

de trajet�oria atômi
a. Easa e Modinos 
al
uraram ent~ao a o
upa�
~ao no limite de baixas

velo
idades atômi
as e, ao apli
arem o modelo, 
onsideraram o resultado obtido v�alido para

toda a faixa de velo
idades experimentalmente utilizadas. Resumindo, este tratamento

equivale �a solu�
~ao da Eq. (1.88) 
om F2(t) = 0, "a(t) = "1a , u(t) = exp(�jtj=�), u2(t) =
�(t) e � >> �.
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4.1. INTENSIDADE DE ESPALHAMENTO

Rus
h e Eri
kson investigaram o espalhamento de He+, Ne+ e Ar+ em diferentes mate-

riais e 
lassi�
aram os resultados obtidos [66℄, disting�uindo entre quatro diferentes 
lasses,

de a
ordo 
om a forma da 
urva obtida. A �gura seguinte, extra��da da referên
ia [66℄,

exempli�
a tais 
lasses.

Figura 4.2.: Diferentes formas da intensidade de espalhamento, dependentes do �atomo in
idente

e da superf��
ie utilizada. Os resultados foram obtidos e 
lassi�
ados por Rus
h e

Eri
kson [66℄.

A 
lasse I 
orresponde ao 
aso em que a 
ontribui�
~ao dos pro
essos Auger domina a

probabilidade de sobrevivên
ia do ��on. Como j�a dis
utimos, a forma da 
urva �e bem sim-

ples, 
om um m�aximo alargado seguido por uma 
urva monotonamente de
res
ente. As de-

mais 
lasses seriam expli
adas pela 
ompeti�
~ao entre pro
essos Auger e quasi -ressonantes.

Dentro da situa�
~ao que Rus
h e Eri
kson identi�
aram 
omo \
lasse II", podem o
orrer

os
ila�
~oes regulares e os
ila�
~oes irregulares. Nestas, as intensidades dos m�aximos e m��nimos

mudam de modo tamb�em os
ilat�orio; naquelas, n~ao. A Fig. (4.3) ilustra 
asos em que

o
orrem os
ila�
~oes irregulares.

Tentaremos a seguir apli
ar a teoria desenvolvida anteriormente para a expli
a�
~ao destes

experimentos.
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Figura 4.3.: Resultados experimentais obtidos por Eri
kson e Smith [65℄, para o espalhamen-

to He+ ! Bi e He+ ! Pb. As os
ila�
~oes s~ao irregulares, 
om as intensidades dos

m�aximos e m��nimos tamb�em os
ilantes.

4.2. He+ ! Ga

Na se�
~ao anterior mostramos resultados experimentais obtidos por Rus
h e Eri
kson

para o espalhamento He+ ! Ga. As os
ila�
~oes veri�
adas foram atribu��das �a transferên
ia

de 
arga envolvendo o estado 3d do Ga e o 1s do He. Tully, em seu 
�al
ulo utilizando

uma generaliza�
~ao do modelo de Demkov, obteve uma fra
a 
on
ordân
ia 
om o resultado

experimental. Easa e Modinos, utilizando a modelagem des
rita na se�
~ao anterior 
on-

seguiram melhor 
on
ordân
ia, sem 
ontudo reproduzir as posi�
~oes do m�aximos e m��nimos

e suas intensidades (Fig. (4.4)).

O estado 3d do Ga tem energia de liga�
~ao de 18.7 eV em rela�
~ao ao n��vel de Fermi, e

deve ser 
orrigido pela fun�
~ao-trabalho da superf��
ie, que vale 4.2 eV [67℄. Como a energia

do 1s do He vale 24.6 eV, o defeito de ressonân
ia ser�a "1a � "
 = �1:7 eV. A largura da

banda 3d do Ga �e estimada em 0.05 eV [22℄, enquanto 1=
 deve �
ar em torno de 0.4 _A

[43℄.

Na Fig. (4.5), apresentamos o gr�a�
o de Y , a intensidade de��ons resultantes, em fun�
~ao

de E
, energia 
in�eti
a do ��on in
idente. Os valores de V , �0 e "1a � "0a foram es
olhidos

de modo a resultar em melhor 
on
ordân
ia 
om o resultado experimental: V = 24:6 eV,

�0 = 8 eV e "1a � "0a � 0. A 
on
ordân
ia 
om o experimento �e muito boa, in
lusive em

rela�
~ao �a posi�
~ao e intensidade dos m�aximos. O
orre, 
omo no 
�al
ulo de Easa e Modinos,

dis
repân
ia na intensidade dos m��nimos para altas energias, o que pode melhorar 
om

uma 
orreta determina�
~ao da se�
~ao de 
hoque 
l�assi
a e uma es
olha mais realista da

dependên
ia temporal do termo Auger.

Na Fig. (4.6), 
olo
amos nosso resultado e os da Fig. (4.4) na mesma es
ala. Nosso

modelo apresenta 
on
ordân
ia 
om o experimento bem melhor que a obtida por Easa e
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4.2. HE+ ! GA

Figura 4.4.: Espalhamento He+ ! Ga. Extra��do da Ref. [43℄, a linha tra
ejada 
orresponde ao

resultado experimental, a 
ont��nua ao 
�al
ulo de Easa e Modinos.

E
 (Kev)

Y

21.81.61.41.210.80.60.4

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 4.5.: Gr�a�
o de Y para He+ ! Ga, em unidades arbitr�arias, em fun�
~ao de E
, em Kev,

utilizando o modelo estudado no 
ap��tulo anterior. Os valores dos parâmetros s~ao

os des
ritos no texto. A se�
~ao de 
hoque 
l�assi
a foi es
olhida propor
ional a 1=E2

 .
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Figura 4.6.: Espalhamento He+ ! Ga. Comparamos aqui nosso resultado 
om os apresentados

na Fig. (4.4). Y est�a em unidades arbitr�arias e E
 em Kev.

Modinos. Duas diferen�
as entre nosso modelo e o daqueles autores devem expli
ar nossa

melhor 
on
ordân
ia 
om o experimento: 
onsideramos uma dependên
ia temporal mais

realista para pro
essos Auger e n~ao tomamos o limite de baixas velo
idades no 
�al
ulo de

P+.

4.3. He+ ! Pb

Os estados do 
humbo quase ressonantes 
om o 1s do He perten
em ao orbital 5d, 
uja

degeneres
ên
ia �e quebrada pela intera�
~ao spin-�orbita. Como resultado desta intera�
~ao, o

orbital 5d �
a separado em dois 
onjuntos de estados degenerados, 
om energias 20.7 eV

e 18.1 eV [67℄. Levando em 
onta a fun�
~ao trabalho do 
humbo, que vale 4.25 eV [67℄,

teremos, respe
tivamente, "1a � "1d = 0:35 eV e "1a � "2d = �2:25 eV.

N~ao levaremos em 
onta, no que segue, o n��vel 5d mais afastado do 1s do He, de modo

a possibilitar a apli
a�
~ao do modelo abordado no 
ap��tulo anterior. Portanto, estamos

es
olhendo "1a � "
 = 0:35 eV. Al�em disso, para tentarmos reproduzir os resultados ex-

perimentais (ver Fig. (4.3)), es
olhemos os seguintes valores para os parâmetros do nosso

modelo: 
 = 2:0 _A�1, V = 16:5 eV, � = 0:2 eV, �0 = 4 eV e "1a � "0a � 0.

No gr�a�
o da Fig. (4.7), apresentamos o resultado da apli
a�
~ao do modelo e o resultado

experimental, extra��do da Fig. (4.3), na mesma es
ala. A 
on
ordân
ia entre teoria e
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4.3. HE+ ! PB

experimento �e muito boa, ex
eto para o pi
o em E
 = 1:4 eV. O modelo reproduz portanto

as posi�
~oes dos m�aximos (ex
eto o de maior energia) e m��nimos mas n~ao suas intensidades.
�E poss��vel que uma des
ri�
~ao mais realista para u(t) e u2(t) possa melhorar as intensidades

e eventualmente expli
ar parte das irregularidades nas os
ila�
~oes.

Figura 4.7.: Espalhamento He+ ! Pb. Compara�
~ao entre nosso modelo te�ori
o e o resultado

experimental. Novamente es
olhemos a se�
~ao de 
hoque 
l�assi
a propor
ional a

1=E2

 , Y est�a em unidades arbitr�arias e E
 em Kev.

Alguns autores a
reditam que as irregularidades nas os
ila�
~oes têm origem em efeitos

de muitos 
orpos, espe
ialmente na possibilidade de transferên
ia de 
arga entre a banda

de valên
ia do s�olido e estados ex
itados do He [46℄. Tolk e 
olaboradores, por outro lado,

atribu��ram as irregularidades �a possibilidade de transferên
ia para os estados 5d de maior

energia men
ionados a
ima [68℄. Em outras palavras, a interferên
ia entre os pro
essos de

transferên
ia de 
arga envolvendo o 1s do He e os estados 5d do Pb, separados em energia

pela intera�
~ao spin-�orbita, expli
aria as irregularidades observadas.

O fato de as os
ila�
~oes serem regulares nos 
asos de espalhamento por superf��
ies de

Ge e Ga torna a segunda hip�otese mais plaus��vel. Isto porque, para estes materiais, a

intera�
~ao spin-�orbita tem efeito desprez��vel, n~ao o
orrendo a quebra da degeneres
ên
ia do

orbital 5d. Se a primeira hip�otese estivesse 
orreta, seria ne
ess�ario expli
ar porque para

estes materiais n~ao o
orre transferên
ia signi�
ativa envolvendo suas bandas de valên
ia e

estados ex
itados do He.

Outro ponto que apoia a segunda hip�otese �e o resultado para o espalhamento He+ ! Bi

(Fig. (4.3)). As os
ila�
~oes s~ao bem mais irregulares neste 
aso do que para o 
humbo.
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As diferen�
as de energia entre os estados d do Bi e 1s do He s~ao "1a � "1d = 3:42 eV e

"1a � "2d = 6:52 eV, valores estes bem maiores que no 
aso do 
humbo. Por isto surgem

menos os
ila�
~oes no 
aso do bismuto. As irregularidades devem ser mais intensas neste


aso porque n~ao h�a um pro
esso de transferên
ia de 
arga 
laramente dominante, 
omo

o
orria no 
aso do 
humbo.

4.4. Colis~oes envolvendo Ne+

No 
aso de 
olis~oes envolvendo Ne+, deve-se levar em 
onta que este ��on tem massa


in
o vezes maior que a do He+, de modo que para uma mesma energia 
in�eti
a de 
olis~ao,

a velo
idade ser�a menor no 
aso do Ne+.

Na Fig. (4.2) mostramos resultados experimentais obtidos por Rus
h e Eri
kson nos


asos Ne+ ! Pb e Ne+ ! Nd, identi�
ados 
omo 
lasse III e 
lasse IV. Mostraremos a

seguir que estas 
lasses podem ser reproduzidas 
om nosso modelo de dois n��veis dependente

do tempo, s�o que agora V �e bem menor que no 
aso das 
olis~oes envolvendo He+.

Para a 
olis~ao 
om o 
humbo es
olhemos: 
 = 2:0 _A�1, V = 2:15 eV, � = 0:2 eV,

�0 = 0:93 eV e "1a � "0a � 0. O n��vel do Ne envolvido �e o 2p, 
uja energia vale 21.6 eV e,

por isso, teremos "1a � "
 = 0:75 eV.

No 
aso do neod��mio, o n��vel relevante �e o 5p, 
om energia 21.1 eV, que ap�os 
orrigido

pela fun�
~ao trabalho, 3.2 eV, impli
a em "1a � "
 = 2:7 eV. Os demais parâmetros foram

es
olhidos para o melhor ajuste 
om o experimento: 
 = 4:9 _A�1, V = 4:8 eV, � < 0:1
eV (o valor exato �e pou
o importante), �0 = 4:7 eV e "1a � "0a � 0. O gr�a�
o seguinte

mostra o resultado do 
�al
ulo 
om a utiliza�
~ao dos parâmetros a
ima, al�em dos resultados

experimentais em es
ala apropriada. A 
on
ordân
ia 
om experimento �e boa para energias


in�eti
as inferiores a 1 Kev. Para valores maiores que 1 Kev, as intensidades e posi�
~oes dos

m�aximos do modelo te�ori
o e do experimento n~ao 
on
ordam. No geral, podemos dizer

que a 
on
ordân
ia entre modelo te�ori
o e experimento �e razo�avel.

A 
on
lus~ao �e que todas as 
lasses experimentalmente identi�
adas por Rus
h e Er-

i
kson podem ser reproduzidas 
om o modelo de dois n��veis dependente do tempo, 
om a

introdu�
~ao de alargamentos dos n��veis para a modelagem de bandas e de
aimentos Auger.

O modelo n~ao expli
a, entretanto, as irregularidades nas os
ila�
~oes, observadas nos 
asos

He+ ! Pb e He+ ! Bi.
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Figura 4.8.: Espalhamento Ne+ ! Pb e Ne+ ! Nd, novamente 
om Y em unidades arbitr�arias

e E
 em Kev. A 
ompara�
~ao do modelo te�ori
o 
om os resultados experimentais �e

boa apenas para energias 
in�eti
as inferiores a 1 Kev.

82



5. Con
lus~ao

Nesta Tese, investigamos modelos exatamente sol�uveis para pro
essos de transferên
ia

de 
arga entre um estado lo
alizado e um 
ontinuum de estados, apli
�aveis ao estudo de


olis~oes ��on-��on e ��on-superf��
ie. Estes modelos in
luem pro
essos de transferên
ia quasi -

ressonantes, que envolvem (em primeira ordem) apenas um el�etron, e pro
essos Auger, que

envolvem dois el�etrons.

Em prin
��pio, a o
upa�
~ao no estado lo
alizado ao longo do tempo, na(t), pode ser


al
ulada a partir das equa�
~oes de evolu�
~ao dos operadores de 
ria�
~ao/destrui�
~ao. Estas

equa�
~oes n~ao s~ao, em geral, analiti
amente sol�uveis, mas podem ser simpli�
adas atrav�es

de aproxima�
~oes �si
amente plaus��veis.

Vimos que a aproxima�
~ao quasi -
onservativa, em que as transi�
~oes Auger s~ao muito

r�apidas 
omparadas ao tempo m�edio de dura�
~ao do a
oplamento Auger entre os subsis-

temas, simpli�
a as equa�
~oes de evolu�
~ao e permite de�nirmos uma fun�
~ao \intensidade

de 
aptura Auger", �("), que 
ont�em informa�
~ao sobre o poten
ial de intera�
~ao e as estru-

turas da bandas envolvidas nos pro
essos Auger. Como em geral estas bandas s~ao largas,

�(") tem uma forma estendida, que podemos admitir 
onstante (�0). Neste 
aso, o prob-

lema tem solu�
~ao anal��ti
a, e, des
onsiderando pro
essos quasi -ressonantes, a o
upa�
~ao no

estado lo
alizado obede
e simplesmente a uma \master equation".

De modo semelhante, de�nimos a \intensidade de a
oplamento ressonante", �("), pro-
por
ional ao poten
ial de intera�
~ao e a densidade de estados na banda envolvida em pro-


essos quasi -ressonantes. En
ontramos solu�
~oes anal��ti
as supondo que �(") tem a forma

de uma lorentziana, que in
orpora os limites de banda larga (�(") 
onstante) e dois n��veis
(�(") propor
ional a uma delta de dira
). Efeitos devidos �a \
auda" da lorentziana, que

se estende por todo o espa�
o, podem ser asso
iados a pro
essos Auger \fra
os". Pro
essos

Auger mais intensos podem ser modelados 
om a in
lus~ao do termo �0.

Esta asso
ia�
~ao da \
auda" a pro
essos Auger \fra
os" (ou dos pro
essos intensos a

�0) falha, entretanto, nos 
asos em que o estado lo
alizado 
ruza o n��vel de Fermi, quando

pro
essos de 
aptura Auger s~ao energeti
amente imposs��veis. Como o espe
tro de estados

da banda envolvidos na transferên
ia de 
arga �e �nito, o modelo de banda lorentziana per-

mane
e apli
�avel desde que a largura total de banda, D, 
ontenha o men
ionado espe
tro.

Constatamos que parâmetros adimensionais determinam a o
upa�
~ao eletrôni
a no es-

tado lo
alizado. S~ao eles: �=
v, V=
v, ("
� "a(1))=
v, ("
� "F )=
v, ("a(0)� "a(1))=
v
e �0=
v, onde � �e a meia largura da banda envolvida em pro
essos quasi -ressonantes, "

�e a energia do 
entro desta banda, "F �e a energia do n��vel de Fermi, V �e o poten
ial de
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intera�
~ao ressonante, "a(t) �e a energia do estado lo
alizado, �0 �e a intensidade do a
opla-

mento Auger, v �e a velo
idade do �atomo e 1=
 estabele
e a distân
ia em que o a
oplamento

entre os subsistemas �e 
onsider�avel. A investiga�
~ao da o
upa�
~ao ao longo do tempo permite

elu
idar o papel de 
ada um destes parâmetros e os pro
essos f��si
os envolvidos.

Em uma primeira an�alise, des
onsideramos o deslo
amento do estado lo
alizado (("a(0)�
"a(1))=
v) e o termo Auger (�0=
v). Vimos que se � for menor que 2V , podem o
orrer

os
ila�
~oes na o
upa�
~ao ao longo do tempo e, 
omo 
onseq�uên
ia, na o
upa�
~ao �nal em

fun�
~ao do inverso da velo
idade do ��on. Estas os
ila�
~oes s~ao reminis
entes do problema de

dois n��veis dependente do tempo (Os
ila�
~oes de Stue
kelberg), e s~ao mais intensas quanto

mais pr�oximo da ressonân
ia ("a = "
). A meia largura � produz, portanto, um efeito de

amorte
imento, permitindo a \difus~ao" de el�etrons 
apturados pela banda. Chamamos,

ent~ao, de banda estreita o 
aso em que � < 2V e de banda larga o 
aso 
ontr�ario.

Pela primeira vez, at�e onde sabemos, investigamos a 
ontribui�
~ao dos estados da banda

para a transferên
ia de 
arga. Neste estudo disting�uimos três regimes: baixas velo
idades

(�=
v >> 1=2), altas velo
idades (�=
v << 1=2) e velo
idades intermedi�arias (�=
v �
1=2). No primeiro 
aso, o espe
tro de estados �
a 
on
entrado em torno de " = "a(1);

no segundo, reproduz a forma da lorentziana, 
omo se o ��on in
idente \sentisse" toda a

banda. No regime de velo
idade intermedi�arias, podem o
orrer os
ila�
~oes no espe
tro se

a banda for estreita e, eventualmente, supress~ao da parti
ipa�
~ao do 
entro da banda; se a

banda for larga, a distribui�
~ao varia monotonamente 
om a mudan�
a na velo
idade do ��on.

Mostramos tamb�em que o deslo
amento no tempo do estado lo
alizado reduz as os-


ila�
~oes oriundas da interferên
ia 
om o 
entro da banda, no 
aso de banda estreita. Se a

banda for larga, pode ser bloqueada a transferên
ia enquanto o estado lo
alizado estiver

bem a
ima do 
entro da banda, sinalizada por um ponto de in
ex~ao na o
upa�
~ao �nal em

fun�
~ao do inverso da velo
idade do ��on. Estes efeitos tendem a desapare
er 
om o aumento

da �0, que tem papel semelhante a �, 
orrespondendo a um de
aimento exponen
ial da

la
una no estado lo
alizado.

A passagem do estado lo
alizado pelo n��vel de Fermi permite que um ��on par
ialmente

neutralizado (enquanto "a(t) estava abaixo de "F ) seja re-ionizado. Um importante resul-

tado que obtivemos foi que este pro
esso de re-ioniza�
~ao pode ser os
ilat�orio, dependendo

de quanto tempo o estado lo
alizado permane
e a
ima do n��vel de Fermi. Quanto maior

este tempo, ou, de modo equivalente, quanto mais longe da superf��
ie for a passagem pelo

n��vel de Fermi, mais os
ilat�orio �e o pro
esso de re-ioniza�
~ao do ��on.

O estado lo
alizado pode servir de intermedi�ario para a ex
ita�
~ao de pares el�etron-

bura
o na banda. De fato, um el�etron lo
alizado abaixo do n��vel de Fermi pode ser trans-

ferido para o ��on, que pode devolvê-lo para estados deso
upados, resultando em um par

el�etron-bura
o na superf��
ie. Esta ex
ita�
~ao de pares 
ausa uma redu�
~ao na os
ila�
~oes,

no 
aso de banda estreita, de
orrentes da interferên
ia entre o estado lo
alizado e o 
en-

tro da banda. Curiosamente, esta ex
ita�
~ao de pares el�etron-bura
o favore
e as os
ila�
~oes

resultantes de re-ioniza�
~ao do ��on quando o n��vel de Fermi �e 
ruzado pelo estado lo
alizado.

A teoria �e apli
�avel 
om su
esso na interpreta�
~ao de experimentos de neutraliza�
~ao de

gases nobres em superf��
ies, ex
eto nos 
asos de espalhamento He+ ! Pb e He+ ! Bi, em
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CAP�ITULO 5. CONCLUS~AO

que mais de um estado do ��on in
idente pode tro
ar 
arga 
om a superf��
ie.

Muitas quest~oes n~ao abordadas nesta Tese mere
em futura investiga�
~ao. Podemos nos

perguntar, por exemplo, o que a
onte
e se a velo
idade �nal do ��on for diferente da ini
ial,

ou seja, se a 
olis~ao n~ao for el�asti
a? Os modelos que investigamos podem ser generalizados

para esta situa�
~ao, se de�nirmos uma velo
idade para o ramo de entrada da trajet�oria, vi, e

outra para o ramo de sa��da, vf . Um poss��vel me
anismo de inelasti
idade s~ao as ex
ita�
~oes

eletrôni
as no 
ontinuum, que podem ser 
al
uladas de modo perturbativo. Qual �e a

importân
ia deste me
anismo 
omparado 
om a perda de energia atrav�es da ex
ita�
~ao de

fônons ou pl�asmons?

Uma importante t�e
ni
a de investiga�
~ao em F��si
a de Superf��
ies �e a espe
tros
opia de

el�etrons Auger. Podemos, em prin
��pio, 
al
ular a o
upa�
~ao nk(t) em um estado da banda

re
eptora e determinar, desse modo, a 
orrente de el�etrons Auger. A quest~ao agora �e: a

dinâmi
a da 
olis~ao afeta esta 
orrente ou ela re
ete simplesmente as densidades de estados

na superf��
ie?

Finalmente, �e pre
iso desenvolver uma teoria que in
lua mais bandas na superf��
ie,

de maneira a representar, por exemplo, o splitting do n��vel 5d do 
humbo. S�o ent~ao o

entendimento de 
olis~oes do tipo He+ ! Pb e He+ ! Bi dever�a ser al
an�
ado.
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A. Equa�
~ao de Evolu�
~ao de 
a(t) na
Aproxima�
~ao Quasi-Conservativa

Cal
ulemos a evolu�
~ao temporal do operador �̂A(t; �), de�nido na eq. (1.35). Sendo

poss��vel a fatora�
~ao:

Wk``0(t) = Wk``0 u2(t) ; (A.1)

podemos es
rever:

i
d�̂A(t; �)

d�
= i

�
d lnu2(�)

d�
+ i(Æ + "a)

�
�̂A(t; �) +

�
�̂A(t; �) ; He(�)

�
: (A.2)

Com a aproxima�
~ao (1.38), podemos rees
rever a eq. (1.35) da seguinte maneira:

�̂A(t; �) = ei("a+Æ)(��t) u2(t)

u2(�)

�
Â(�); Ây(�)

	
: (A.3)

Para resolvermos a eq. (A.2), teremos que 
al
ular, portanto, o 
omutador:

Ĉ =
h�

Â(�); Ây(�)
	
; He(�)

i
: (A.4)

Primeiramente es
revamos Ĉ = Ĉ1 + Ĉ2, onde Ĉ1 = [fÂ(�); Ây(�)g; VA(�)℄, enquanto
Ĉ2 = [fÂ(�); Ây(�)g; H0(�) + VR(�)℄. Para 
al
ularmos Ĉ1, devemos notar que VA(�) =

Â(�)
ya+h:
:, de modo que pre
isaremos determinar [fÂ(�); Ây(�)g; Â(�)℄. �E f�a
il veri�
ar

que:

h�
Â(�); Ây(�)

	
; Â(�)

i
=

h
Ây(�); Â2(�)

i
; (A.5)

e, tendo em vista que fjkig \ fj`ig = ;, 
hegamos a Â2(�) = �Â2(�) = 0. Logo, Ĉ1 = 0.

Resta agora determinar Ĉ2. Para tanto, notemos ini
ialmente que1:

1De�nimos H(�) = H0(�) + VR(�).
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Ĉ2 =
h�

Â(�); Ây(�)
	
; H(�)

i
=
n
Â(�);

�
Ây(�); H(�)

�o
+
n
Ây(�);

�
Â(�); H(�)

�o
; (A.6)

enquanto

�
Â(�); H(�)

�
=
X
k;`;`0

Wk``0(�)("` + "0` � "k)

y

k
`
`0 : (A.7)

Subsituindo a eq. (1.38) na equa�
~ao a
ima, obteremos:

�
Â(�); H(�)

�
= ("a + Æ)Â(�) ; (A.8)

e em 
onseq�uên
ia

h�
Â(�); Ây(�)

	
; H(�)

i
= �("a + Æ)

n
Â(�); Ây(�)

o
+ ("a + Æ)

n
Ây(�); Â(�)

o
= 0 : (A.9)

A
abamos de mostrar, portanto, dentro da aproxima�
~ao quasi -
onservativa, que Ĉ = 0.

Desse modo, a eq. (A.2) �
ar�a simplesmente:

i
d�̂A(t; �)

d�
= i

�
d lnu2(�)

d�
+ i(Æ + "a)

�
�̂A(t; �) : (A.10)

Resolvendo a equa�
~ao a
ima, teremos:

�̂A(t; �) = �̂A(t; t0)
u2(�)

u2(t0)
ei(Æ+"a)(��t) : (A.11)

Finalmente, utilizando a eq. (1.35), 
hegaremos a:

�̂A(t; �) =
X
k;`;`0

q;m;m0

Wk``0(t)W
�

qmm0(�) ei "``0k(��t)fÂk``0(t0); Â
y

qmm0(t0)g : (A.12)

Note, al�em disso, que utilizando as equa�
~oes (1.38) e (A.9) �e f�a
il mostrar que [�̂A(t; �); H(t0)℄ =

0. Por este motivo, se o estado ini
ial do sistema, j�0i, for o estado fundamental de H(t0),
poderemos es
rever:

�̂A(t; �)j�0i =
�
�C(t; �) + �L(t; �)� �E(t; �)

�
j�0i ; (A.13)
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APÊNDICE A. EQUAC� ~AO DE EVOLUC� ~AO DE CA(T ) NA APROXIMAC� ~AO

QUASI-CONSERVATIVA

onde �C(t; �), �L(t; �) e �E(t; �) s~ao dados pelas equa�
~oes (1.42), (1.43) e (1.44), respe
-

tivamente.

Com este resultado, obtemos, a partir de (1.33):

i
d~
a(t)j�0i

dt
=
X
�

V �

� (t)
�(t0) e
i
R
t

t0
("a(t0)�"�)dt0 j�0i

�
X
k;`;`0

Wk``0(t)Âk``0(t0) e
i
R
t

t0
("a(t0)�"``0k)dt

0 j�0i

� i

Z t

t0

d� ei
R
t

�
"a(t0)dt0 ~
a(�) (�R(t; �) + �C(t; �) + �L(t; �)� �E(t; �)) j�0i :

(A.14)

A equa�
~ao anterior n~ao depende do operador �̂A(t; �), apenas dos es
alares �C(t; �) e
�L(t; �). A aproxima�
~ao quasi -
onservativa resulta, portanto, em grande simpli�
a�
~ao do

problema original. No texto, omitimos o estado j�0i nas equa�
~oes de evolu�
~ao para 
a(t),

tendo em vista que, ao �nal, 
al
ularemos na(t) = h�0j
ya(t)
a(t)j�0i.
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B. Pro
essos Auger e Formalismo de

Keldysh

Em 1964, L. V. Keldysh desenvolveu um formalismo adequado ao tratamento de Hamil-

tonianos dependentes do tempo [51, 69℄. Trata-se de uma extens~ao das t�e
ni
as dia-

gram�ati
as usuais utilizadas no 
�al
ulo de fun�
~oes de Green para problemas independentes

do tempo [70℄. Apresentamos, a seguir, um resumo do formalismo.

Ini
ialmente devemos de�nir a fun�
~ao de Green:

G(x; x0) = � ih0jT[	(x)	y(x0)℄j0i ; (B.1)

onde T �e o operador ordenamento temporal de Wi
k, j0i �e o estado fundamental do sistema

n~ao interagente e 	(x) �e o operador de destrui�
~ao, na des
ri�
~ao de Heisenberg, do el�etron

na posi�
~ao ~r, no instante t.

Mudando para a des
ri�
~ao de intera�
~ao, a equa�
~ao a
ima �
ar�a:

G(x; x0) = � ih0jT[Sy(t;�1)	I(x) S(t; t
0)	

y

I(x
0) S(t0;�1)℄j0i ; (B.2)

onde

S(t; t0) = T

�
exp

�
� i

Z t

t0

VI(�)d�

��
: (B.3)

Utilizando as rela�
~oes S(t; t0) = Sy(t0; t) e S(t; t0) = S(t; �) S(�; t0), des
obriremos que

G(x; x0) = � ih0j Sy(1;�1)T[	I(x)	
y

I(x
0) S(1;�1)℄j0i : (B.4)

A equa�
~ao a
ima �e o ponto de partida das t�e
ni
as diagram�ati
as, tanto do problema

independente do tempo, quanto do problema dependente. No 
aso de intera�
~oes indepen-

dentes do tempo, o teorema adiab�ati
o assegura que:

h0j Sy(1;�1) = ei�h0j ; (B.5)
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de modo que a fun�
~ao de Green �
ar�a simplesmente

G(x; x0) = � i
h0jT[	I(x)	

y

I(x
0) S(1;�1)℄j0i

h0j S(1;�1)j0i ; (B.6)

e poderemos re
uperar os bem 
onhe
idos diagramas, atrav�es da apli
a�
~ao dos teoremas de

Wi
k e do \linked-
luster" [70℄. No 
aso de problemas dependentes do tempo, o teorema

adiab�ati
o n~ao �e apli
�avel. J�a o teorema de Wi
k mant�em-se v�alido, podendo ser utilizado

para a obten�
~ao da expans~ao perturbativa da eq. (B.4), que agora, al�em da fun�
~ao G(x; x0),

envolver�a tamb�em as fun�
~oes1:

G+�(x; x0) = � ih0j	(x)	y(x0)j0i ; (B.7)

G�+(x; x0) = � ih0j	y(x0)	(x)j0i ; (B.8)

e

G++(x; x0) = � ih0j ~T[	(x)	y(x0)℄j0i : (B.9)

N~ao abordaremos em maiores detalhes as expans~oes diagram�ati
as, que podem ser

en
ontradas de modo bastante did�ati
o na ref. [69℄. Apenas ressaltamos que �e poss��vel,

de modo 
ompletamente an�alogo �a situa�
~ao est�ati
a, a introdu�
~ao de uma fun�
~ao de auto-

energia e a obten�
~ao de uma equa�
~ao de Dyson. Utilizando este formalismo, Gar
��a e

Monreal derivaram as seguintes equa�
~oes para o sistema des
rito pelo Hamiltoniano (1.22),


om V�(t) = 0 [50℄:

dGA
a (t; t

0)

dt
= � i Æ(t� t0)� iEa(t)G

A
a (t; t

0)� i

Z t0

t

dt1�
A(t; t1)G

A
a (t1; t

0) ; (B.10)

dFa(t; t
0)

dt
= � iEa(t)Fa(t; t

0)� i

Z t

t0

dt1�
F (t; t1)Fa(t1; t

0)� i

Z t0

t0

dt1
(t; t1)G
A
a (t1; t

0) ;

(B.11)

onde

1O operador ~T �e o operador de anti-ordenamento temporal, 
olo
ando os operadores de 
ampo em ordem


res
ente de tempos.
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APÊNDICE B. PROCESSOS AUGER E FORMALISMO DE KELDYSH

GA
a (t; t

0) = ih0j
ya(t0)
a(t) + 
a(t)

y

a(t
0)j0i �(t0 � t) (B.12)

e

Fa(t; t
0) = ih0j
ya(t0)
a(t)� 
a(t)


y

a(t
0)j0i : (B.13)

Expandindo at�e segunda ordem, esses autores mostraram que:

�A(t; t1) = i �(t1 � t) [�C(t; t1) + �L(t; t1)℄ ; (B.14)

�F (t; t1) = � i [��

C(t1; t) + ��

L(t1; t)℄ ; (B.15)


(t; t1) = i [�C(t; t1)� �L(t; t1)℄ : (B.16)


om �C(t; t1) e �L(t; t1) dados pelas equa�
~oes (1.42) e (1.43). N~ao �e dif��
il veri�
ar, neste


aso, que as equa�
~oes (1.40) e (B.10) s~ao 
ompletamente equivalentes2. Portanto, os re-

sultados obtidos utilizando-se o formalismo de Keldysh at�e segunda ordem 
oin
idem 
om

aqueles da aproxima�
~ao quasi -
onservativa.

2Des
onsiderando pro
essos quasi-ressonantes, isto �e, �R(t; �) � 0.
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C. Solu�
~ao da Equa�
~ao de Evolu�
~ao:

Auger Fra
os

C.1. Poten
ial de Demkov

Queremos resolver a eq. (2.4):

d2~
ya
dx2

+
a�1
x

d~
ya
dx

+
(a2)

2

x
~
ya =

1

x2
F (t)

(2
v)2
: (C.1)

Devemos primeiramente en
ontrar as solu�
~oes do problema homogêneo, o que pode

ser 
onseguido atrav�es do m�etodo de Frobenius [56℄. Propondo, deste modo, solu�
~oes na

forma:


(x) =

1X
n=0

bnx
n+� ; (C.2)

n~ao �e dif��
il veri�
ar, por substitui�
~ao direta na equa�
~ao homogênea (
om F (t) = 0), que

o ��ndi
e � deve ne
essariamente satisfazer a1:

� = 0 ou � = 1� a1 ; (C.3)

enquanto os 
oe�
ientes da expans~ao devem obede
er �a rela�
~ao de re
urs~ao:

bn = � (a2)
2

(n + �)(n+ �� 1 + a1)
bn�1 : (C.4)

Teremos ent~ao duas solu�
~oes linearmente independentes do problema, 
orrespondentes

aos dois valores poss��veis de �. Para � = 0, a solu�
~ao ser�a

1Omitiremos, por simpli
idade, o ��ndi
e �.
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C.1. POTENCIAL DE DEMKOV


1(x) = 0F1(a1;�(a2)2 x) ; (C.5)

enquanto que, para � = 1� a1, teremos


2(x) = x1�a1 0F1(2� a1;�(a2)2 x) ; (C.6)

onde 0F1(�; x) �e a s�erie hipergeom�etri
a [63℄:

0F1(�; x) =

1X
n=0

�(�)

�(� + n)

xn

n!
; (C.7)

e �(�) �e a fun�
~ao gama (integral de Euler do segundo tipo).

Pre
isamos agora 
al
ular uma solu�
~ao parti
ular do problema. O m�etodo da varia�
~ao

dos parâmetros nos forne
e uma poss��vel solu�
~ao [56℄:


p(x) =

Z x

x0

dx0

1(x

0)
2(x)� 
2(x
0)
1(x)

W (x0)

1

(x0)2
F (x0)

(2
v)2
; (C.8)

onde W (x) �e o \wronskiano" entre as duas solu�
~oes, 
1(x) e 
2(x). Um 
�al
ulo direto

mostra que:

W (x) = 
1(x)

0

2(x)� 
2(x)

0

1(x) =
(1� a1)

xa1
: (C.9)

Combinando os resultados a
ima, poderemos es
rever a solu�
~ao geral da eq. (C.1) na

seguinte forma:

Ramo de Entrada t < 0:

~
ya�(x) = 0F1(a
�

1 ;�a22 x)
�
A� �

Z x

1

dx0
0F1(2� a�1 ;�a22 x0)

1� a�1

1

x0
F�(x0)

(2
v)2

�

+ x1�a
�

1
0F1(2� a�1 ;�a22 x)

 
B� +

Z x

1

dx0
(x0)a

�

1 0F1(a
�

1 ;�a22 x0)
1� a�1

F�(x0)

x02(2
v)2

!

(C.10a)

Ramo de Sa��da t > 0:
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APÊNDICE C. SOLUC� ~AO DA EQUAC� ~AO DE EVOLUC� ~AO: AUGER FRACOS

~

y

a+(x) = 0F1(a
+
1 ;�a22 x)

�
A+ �

Z x

1

dx0
0F1(2� a+1 ;�a22 x0)

1� a+1

1

x0
F+(x0)

(2
v)2

�

+ x1�a+1
0F1(2� a+1 ;�a22 x)

 
B+ +

Z x

1

dx0
(x0)a

+
1 0F1(a

+
1 ;�a22 x0)

1� a+1

F+(x0)

x02(2
v)2

!
;

(C.10b)

onde

F�(x) = x1=2
X
�

V�("
 + i�� "�) x
� i

("a�"�)

2
v 
y�(t0) ; (C.11)

enquanto A� e B� s~ao operadores a serem determinados atrav�es das 
ondi�
~oes ini
iais, em

t! �1, e das 
ondi�
~oes de 
ontinuidade em t = 0:

~
ya(t! �1) = ~
ya�(x = 0) ; (C.12)

~
ya(t = 0�) = ~
ya(t = 0+) ou ~
ya�(x = 1) = ~
ya+(x = 1) ; (C.13a)

d~
ya
dt

���
t=0�

=
d~
ya
dt

���
t=0+

ou
d~
ya�
dx

���
x=1

= �d~
ya+
dx

���
x=1

: (C.13b)

A eq. (C.12) deve ser satisfeita qualquer que seja o valor de a�1 . H�a, entretanto, valores

de a�1 para os quais o termo x1�a�1 0F1(2�a�1 ;�a22 x) diverge no limite x! 0. Desse modo,

para que as eqs. (C.12) e (C.10a) sejam 
ompat��veis, devemos fazer:

B� +

Z 0

1

dx0
(x0)a

�

1 0F1(a
�

1 ;�a22 x0)
1� a�1

F�(x0)

x02(2
v)2
= 0 (C.14)

e, 
omo 
onseq�uên
ia,

A� �
Z 0

1

dx0
0F1(2� a�1 ;�a22 x0)

1� a�1

1

x0
F�(x0)

(2
v)2
= ~
ya�(x = 0) : (C.15)

As equa�
~oes a
ima determinam, portanto, A� e B�. Resta-nos 
al
ular A+ e B+,

atrav�es das 
ondi�
~oes de 
ontinuidade. Substituindo as eqs. (C.10) nas eqs. (C.13),

obteremos:
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C.1. POTENCIAL DE DEMKOV

0F1(a
�

1 ;�a22)A� + 0F1(2� a�1 ;�a22)B� = 0F1(a
+
1 ;�a22)A+ + 0F1(2� a+1 ;�a22)B+

(C.16a)

e

0F1
0(a�1 ;�a22 x)A� +

h
x1�a

�

1
0F1(2� a�1 ;�a22 x)

i0
B� = � 0F1

0(a+1 ;�a22 x)A+

�
h
x1�a

+
1
0F1(2� a+1 ;�a22 x)

i0
B+

(C.16b)

onde

0F1
0(a�1 ;�a22 x) =

d 0F1(a
�

1 ;�a22 x)
dx

���
x=1

(C.17)

e

h
x1�a

�

1
0F1(2� a�1 ;�a22 x)

i0
=

d

dx

h
x1�a

�

1
0F1(2� a�1 ;�a22 x)

i ���
x=1

: (C.18)

Utilizando a expans~ao em s�erie de 0F1(�; x) e a rela�
~ao de re
orrên
ia da fun�
~ao gama,

�(� + 1) = � �(�), segue que:

0F1
0(a�1 ;�a22 x) = �

a22
a�1

0F1(1 + a�1 ;�a22) (C.19)

e

h
x1�a

�

1
0F1(2� a�1 ;�a22 x)

i0
= (1� a�1 ) 0F1(1� a�1 ;�a22) : (C.20)

Substituindo as equa�
~oes a
ima no sistema de equa�
~oes (C.16), utilizando a eq. (C.9)

e a rela�
~ao 1� a+1 = a�1 , 
onseguiremos:

A+ = f1(a
�

1 ; a2)A� + f2(a
�

1 ; a2)B� ; (C.21)

B+ = f3(a
�

1 ; a2)A� + f4(a
�

1 ; a2)B� ; (C.22)

onde:
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f1(a
�

1 ; a2) = 0F1
2(a�1 ;�a22)�

�
a2

a�1

�2

0F1
2(1 + a�1 ;�a22) ; (C.23)

f2(a
�

1 ; a2) = 0F1(2� a�1 ;�a22) 0F1(a
�

1 ;�a22) +
1� a�1
a�1

0F1(1� a�1 ;�a22) 0F1(1 + a�1 ;�a22) ;

(C.24)

f3(a
�

1 ; a2) =
a22

a�1 (1� a�1 )
f2(a

�

1 ; a2) ; (C.25)

f4(a
�

1 ; a2) =
a22

a�1 (1� a�1 )
0F1

2(2� a�1 ;�a22)�
1� a�1
a�1

0F1
2(1� a�1 ;�a22) : (C.26)

Podemos agora substituir os resultados obtidos para A� e B�, eqs. (C.14), (C.15),

(C.21) e (C.22), em (C.10), obtendo:

Ramo de Entrada t < 0:

~
ya�(x) = 0F1(a
�

1 ;�a22 x) ~
ya0 +
X
�

V�

(2
v)2
("
 + i�� "�) 


y

�0 ���(x) ; (C.27a)

onde

���(x) =
0F1(a

�

1 ;�a22 x)
1� a�1

Z 0

x

dx0 0F1(2� a�1 ;�a22 x0) (x0)�
1
2
�i

"a�"�

2
v

+
x1�a

�

1 0F1(2� a�1 ;�a22 x)
1� a�1

Z x

0

dx0 0F1(a
�

1 ;�a22 x0) (x0)a
�

1 �
3
2
�i

"a�"�

2
v :

(C.27b)

Ramo de Sa��da t > 0:

~
ya+(x) = Sa+(x)~

y

a0 +
X
�

V�

(2
v)2
("
 + i�� "�) 


y

�0 ��+(x) (C.28a)

onde
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C.1. POTENCIAL DE DEMKOV

Sa+(x) = 0F1(1� a�1 ;�a22 x)f1(a�1 ; a2) + xa
�

1
0F1(1 + a�1 ;�a22 x)f3(a�1 ; a2) ; (C.28b)

S
+(x) = 0F1(1� a�1 ;�a22 x)f2(a�1 ; a2) + xa
�

1
0F1(1 + a�1 ;�a22 x)f4(a�1 ; a2) ; (C.28
)

��+(x) =
Sa+(x)

1� a�1

Z 0

1

dx0 0F1(2� a�1 ;�a22 x0) (x0)�
1
2
�i

"a�"�

2
v

+
S
+(x)

1� a�1

Z 1

0

dx0 0F1(a
�

1 ;�a22 x0) (x0)a
�

1 �
3
2
�i

"a�"�

2
v

+
0F1(1� a�1 ;�a22 x)

a�1

Z 1

x

dx0 0F1(1 + a�1 ;�a22 x0) (x0)�
1
2
+i

"a�"�

2
v

+
xa
�

1 0F1(1 + a�1 ;�a22 x)
a�1

Z x

1

dx0 0F1(1� a�1 ;�a22 x0) (x0)�a
�

1 �
1
2
+i

"a�"�

2
v :

(C.28d)

Utilizando a de�ni�
~ao da s�erie hipergeom�etri
a 0F1 podemos deduzir que:

Z b

a

dx0 (x0)� 0F1(�; 
x
0) = b�+1I(�; �; 
b)� a�+1I(�; �; 
a) ; (C.29)


om a fun�
~ao I(�; �; x) de�nida a seguir:

I(�; �; x) =
1

� + 1
1F2(� + 1;� + 2; �; x)

=

1X
n=0

�(�)

�(� + n)

1

� + n+ 1

xn

n!
:

(C.30)

Com os resultados a
ima, e lembrando que a banda f�g se estende pela regi~ao "
�D=2 <

" < "
 +D=2, podemos �nalmente determinar a o
upa�
~ao no bura
o ao longo do tempo2:

P+(t) = 1� na(t) = 1� h~
ya(t)~
a(t)i = (1� na(�1))jSa(x)j2 +
Z "
+D=2

"F

d" jS("; t)j2 ;

(C.31)

sendo

2Lembrando que, por de�ni�
~ao, x = e�2
vjtj.
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Sa(x) =

�
0F1(a

�

1 ;�a22 x) se t < 0

Sa+(x) se t > 0
; (C.32)

S("; t) =

r
�

�

a2

2
v
�("; x) : (C.33)

A fun�
~ao �("; x) tamb�em mudar�a 
onforme o ramo em 
onsidera�
~ao, tendo a seguinte

forma:

Ramo de Entrada t < 0:

�("; x) =� x
1
2
�i "a�"

2
v
0F1(a

�

1 ;�a22 x)
1� a�1

I(�1

2
� i

"a � "

2
v
; 2� a�1 ;�a22 x)

+
x

1
2
�i "a�"

2
v
0F1(2� a�1 ;�a22 x)
1� a�1

I(a�1 �
3

2
� i

"a � "

2
v
; a�1 ;�a22 x) ;

(C.34a)

Ramo de Sa��da t > 0:

�("; x) = �Sa+(x)

1� a�1
I(�1

2
� i

"a � "

2
v
; 2� a�1 ;�a22) +

S
+(x)

1� a�1
I(a�1 �

3

2
� i

"a � "

2
v
; a�1 ;�a22)

+
0F1(1� a�1 ;�a22 x)

a�1
I(�1

2
+ i

"a � "

2
v
; 1 + a�1 ;�a22)

� 0F1(1� a�1 ;�a22 x)
a�1

x
1
2
+i "a�"

2
v I(�1

2
+ i

"a � "

2
v
; 1 + a�1 ;�a22 x)

+
x

1
2
+i "a�"

2
v
0F1(1 + a�1 ;�a22 x)

a�1
I(�a�1 �

1

2
+ i

"a � "

2
v
; 1� a�1 ;�a22 x)

� xa�1 0F1(1 + a�1 ;�a22 x)
a�1

I(�a�1 �
1

2
+ i

"a � "

2
v
; 1� a�1 ;�a22) :

(C.34b)

Limite t!1

A o
upa�
~ao �nal do bura
o no estado atômi
o pode ser 
al
ulada se tomarmos o limite

t ! 1, ou de modo equivalente, o ramo de sa��da da trajet�oria no limite x ! 0. Nesse


aso as express~oes derivadas a
ima �
ar~ao bem mais simples:
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C.2. POTENCIAL DE ROSEN-ZENER

P+(1) = 1� na(1) = (1� na(�1))jf1(a�1 ; a2)j2 +
Z "
+D=2

"F

d" jS1(")j2 ; (C.35)

S1(") =

r
�

�

a2

2
v
�1(") ; (C.36)

�1(") = �f1(a
�

1 ; a2)

1� a�1
I(�1

2
� i

"a � "

2
v
; 2� a�1 ;�a22)

+
f2(a

�

1 ; a2)

1� a�1
I(a�1 �

3

2
� i

"a � "

2
v
; a�1 ;�a22) +

1

a�1
I(�1

2
+ i

"a � "

2
v
; 1 + a�1 ;�a22) :

(C.37)

C.2. Poten
ial de Rosen-Zener

Para resolvermos a eq. (1.81),

d2~
ya(t)

dt2
+ �(t)

d~
ya(t)

dt
+ V 2ju(t)j2~
ya(t) = F (t) ; (C.38)

no 
aso em que o poten
ial tenha a forma de Rosen-Zener, u(t) = se
h(
vt), e que a energia

do n��vel atômi
o seja 
onstante, "a(t) = "0a, vamos de�nir a nova vari�avel:

z =
1

2
+

tanh(
vt)

2
; (C.39)

de modo que a equa�
~ao de evolu�
~ao �
ar�a simplesmente:

z(1� z)
d2~
ya
dz2

+

�
1

2
+ i

"a � "
 � i �

2
v
� z

�
d~
ya
dz

+

�
V


v

�2

= G(z) ; (C.40)

onde

G(z) =
F (t(z))

4z(1� z)(
v)2
: (C.41)
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O m�etodo de resolu�
~ao, neste 
aso, �e idênti
o ao da se�
~ao anterior. A solu�
~ao geral do

problema envolve as fun�
~oes 2F1(�; �; �; z) e z1�� 2F1(�+ 1� �; � + 1� �; 2� �; z), onde:

2F1(�; �; �; z) =

1X
n=0

�(� + n)

�(�)

�(� + n)

�(�)

�(�)

�(� + n)

zn

n!
; (C.42)

�e a fun�
~ao hipergeom�etri
a de Gauss [63℄,

� =
V


v
; (C.43)

� = � V


v
; (C.44)

� =
1

2
+ i

("a � "
 � i �)

2
v
: (C.45)

Repetindo, mutatis mutandis, o pro
edimento da se�
~ao anterior, 
hegaremos ao seguinte

resultado:

P+(1) = 1� na(1) = (1� na(�1))jf1j2 +
Z "
+D=2

"F

d" jS1(")j2 ; (C.46)

onde

f1 = 2F1(�; �; �; 1) ; (C.47)

S1(") =

r
�

�

V

(1� �)(2
v)2
�1(") ; (C.48)

�1(") = 2F1(� + 1� �; � + 1� �; 2� �; 1)

Z 1

0

dz0
�
1� z0

z0

�i
"
�"�+i�

2
v

2F1(�; �; �; z
0)

� 2F1(�; �; �; 1)

Z 1

0

dz0
�
1� z0

z0

�i
"
�"�+i�

2
v

(z0)1�� 2F1(�+ 1� �; � + 1� �; 2� �; z0) :

(C.49)
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D. Solu�
~ao da Equa�
~ao de Evolu�
~ao:

Auger Intensos

Neste apêndi
e resolveremos a eq. (3.1):

d2~bya
dx2

+
(a�1 + a�3 x)

x

d~bya
dx

+
(a2)

2

x
~bya =

1

x2
F2(t)

(2
v)2
: (D.1)

O desenvolvimento, apesar de idênti
o ao do apêndi
e anterior, ser�a efetuado a seguir,

para �ns did�ati
os. Como antes, podemos en
ontrar as solu�
~oes do problema homogêneo

propondo que tenham a forma:

b(x) =

1X
n=0


nx
n+� ; (D.2)

de onde se 
on
lui, substituindo na eq. (3.1), que

� = 0 ou � = 1� a1 (D.3)

e


n = � (a2)
2 + a3(n+ �� 1)

(n + �)(n+ �� 1 + a1)

n�1 : (D.4)

Para � = 0, a solu�
~ao ser�a

b1(x) = 1F1(a
2
2=a3; a1;�a3 x) ; (D.5)

enquanto que, para � = 1� a1, teremos

b2(x) = x1�a1 1F1(a
2
2=a3 + 1� a1; 2� a1;�a3 x) ; (D.6)
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onde 1F1(�; x) �e a fun�
~ao hipergeom�etri
a 
on
uente [63℄:

1F1(�; �; x) =

1X
n=0

�(�)

�(� + n)

�(�+ n)

�(�)

xn

n!
: (D.7)

Apenas por simpli
idade, utilizaremos a nota�
~ao mais 
ompa
ta ��
� (x) = 1F1(�; �; x).

Atrav�es da equa�
~ao diferen
ial original, podemos en
ontrar a equa�
~ao obede
ida pelo

\wronskiano" entre as solu�
~oes a
ima, e mostrar fa
ilmente que:

W (x) = b1(x)b
0

2(x)� b2(x)b
0

1(x) =
(1� a1)

xa1
e�a3x : (D.8)

De�nindo k = a22=a3, a solu�
~ao parti
ular do problema n~ao-homogêneo, obtida atrav�es

do m�etodo da varia�
~ao dos parâmetros, ser�a:


p(x) = x1�a1�k+1�a1
2�a1

(�a3 x)
Z x

x0

dx0 ea3x
0 (x0)a1�k

a1
(�a3 x0)

1� a1

F2(t
0(x0))

x02(2
v)2
�

�k
a1
(�a3 x)

Z x

x0

dx0 ea3x
0 �

k+1�a1
2�a1

(�a3 x0)
1� a1

F2(t
0(x0))

x0(2
v)2
;

(D.9)

e a solu�
~ao geral do problema �
ar�a ent~ao:

Ramo de Entrada t < 0:

~bya�(x) =�k�

a�1
(�a�3 x)

0
�A� �

Z x

1

dx0 ea
�

3 x
0
�
k�+1�a�1
2�a�1

(�a�3 x0)
1� a�1

F�

2 (x0)

x0(2
v)2

1
A

+ x1�a
�

1 �
k�+1�a�1
2�a�1

(�a�3 x)

0
�B� +

Z x

1

dx0 ea
�

3 x
0
(x0)a

�

1 �k�

a�1
(�a�3 x0)

1� a�1

F�

2 (x0)

x02(2
v)2

1
A

(D.10a)

Ramo de Sa��da t > 0:

~bya+(x) =�k+

a+1
(�a+3 x)

0
�A+ �

Z x

1

dx0 ea
+
3 x

0
�
k++1�a+1
2�a+1

(�a+3 x0)
1� a+1

F+
2 (x0)

x0(2
v)2

1
A

+ x1�a
+
1 �

k++1�a+1
2�a+1

(�a+3 x)

0
�B+ +

Z x

1

dx0 ea
+
3 x

0
(x0)a

+
1 �k+

a+1
(�a+3 x0)

1� a+1

F+
2 (x0)

x02(2
v)2

1
A ;

(D.10b)
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APÊNDICE D. SOLUC� ~AO DA EQUAC� ~AO DE EVOLUC� ~AO: AUGER INTENSOS

onde

F�

2 (x) = e�a
�

3 (x�1) x1=2
X
�

V�("
 + i�� "�) x
� i

("1a �"�)

2
v 
y�(t0) ; (D.11)

e novamente A� e B� s~ao operadores a ser determinados atrav�es das 
ondi�
~oes ini
iais, em

t! �1, e das 
ondi�
~oes de 
ontinuidade em t = 0,

~
ya(t! �1) = ~

y

a�(x = 0) ; (D.12)

~
ya(t = 0�) = ~
ya(t = 0+) ou ~
ya�(x = 1) = ~
ya+(x = 1) ; (D.13a)

d~
ya
dt

���
t=0�

=
d~
ya
dt

���
t=0+

ou
d~
ya�
dx

���
x=1

= �d~
ya+
dx

���
x=1

: (D.13b)

Utilizando as de�ni�
~oes de ~bya(t), Eq. (1.87), e de a�3 , Eq. (3.4), �e f�a
il mostrar que

~
ya�(x) =
~bya�(x) exp

�
(a�3 � i

"1a � "0a
2
v

)(x� 1)

�
; (D.14)

de modo que as 
ondi�
~oes a
ima �
ar~ao:

~b
y

a�(x = 0) = ~

y

a�(x = 0) exp

�
a�3 + i

"1a � "0a
2
v

�
; (D.15)

~bya�(x = 1) = ~bya+(x = 1) ; (D.16a)

d~bya�
dx

���
x=1

= �d~bya+
dx

���
x=1

: (D.16b)

A 
ompatibilidade entre as equa�
~oes (D.15) e (D.10a) exige que:

B� +

Z 0

1

dx0 ea
�

3 x0
(x0)a

�

1 �k�

a�1
(�a�3 x0)

1� a�1

F�

2 (x0)

x02(2
v)2
= 0 ; (D.17)

e, 
onseq�uentemente:
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A� �
Z 0

1

dx0 ea
�

3 x
0
�
k�+1�a�1
2�a�1

(�a�3 x0)

1� a�1

F�

2 (x0)

x0(2
v)2
= ~
ya�(x = 0) exp

�
a�3 + i

"1a � "0a
2
v

�
:

(D.18)

Por sua vez, as equa�
~oes (D.16) impli
am que:

�k�

a�1
(�a�3 )A� + �

k�+1�a�1
2�a�1

(�a�3 )B� = �k+

a+1
(�a+3 )A+ + �

k++1�a+1
2�a+1

(�a+3 )B+ (D.19)

h
�k�

a�1
(�a�3 x)

i0
x=1

A� +
h
x1�a

�

1 �
k�+1�a�1
2�a�1

(�a�3 x)
i0
x=1

B� = �
h
�k+

a+1
(�a+3 x)

i0
x=1

A+

�
h
x1�a

+
1 �

k++1�a+1
2�a+1

(�a+3 x)
i0
x=1

B+

(D.20)

Resolvendo o sistema a
ima, utilizando a Eq. (D.8), as rela�
~oes 1�a+1 = a�1 , a
+
3 = �a�3 ,

e as propriedades (fa
ilmente veri�
�aveis atrav�es da Eq. (D.7)):

d�k
a(b x)

dx
=

kb

a
�1+k
1+a(b x) ; (D.21)

d

dx

�
xa�k

1+a(b x)
� ���

x=1
= a�k

a(b) ; (D.22)

teremos

A+ = [f1(a
�

1 ; a
�

3 ; k
�)A� + f2(a

�

1 ; a
�

3 ; k
�)B�℄ e

�a�3 ; (D.23)

B+ = [f3(a
�

1 ; a
�

3 ; k
�)A� + f4(a

�

1 ; a
�

3 ; k
�)B�℄ e

�a�3 ; (D.24)

onde:

f1(a
�

1 ; a
�

3 ; k
�) = �k�

a�1
(�a�3 )�

a�1 �k
�

a�1
(a�3 )�

�
k�a�3
(a�1 )

2

�
�1+k�

1+a�1
(�a�3 )�

a�1 �k
�

1+a�1
(a�3 ) ; (D.25)
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f2(a
�

1 ; a
�

3 ; k
�) = �

k�+1�a�1
2�a�1

(�a�3 )�
a�1 �k�

a�1
(a�3 ) +

1� a�1
a�1

�
k�+1�a�1
1�a�1

(�a�3 )�
a�1 �k�

1+a�1
(a�3 ) ;

(D.26)

f3(a
�

1 ; a
�

3 ; k
�) =

k�a�3
(a�1 )

2
�1+k�

1+a�1
(�a�3 )��k�

1�a�1
(a�3 ) +

k�a�3
a�1 (1� a�1 )

�k�

a�1
(�a�3 )�1�k�

2�a�1
(a�3 ) ;

(D.27)

f4(a
�

1 ; a
�

3 ; k
�) =

k�a�3
a�1 (1� a�1 )

�
1+k��a�1
2�a�1

(�a�3 )�1�k�

2�a�1
(a�3 )

� 1� a�1
a�1

�
1+k��a�1
1�a�1

(�a�3 )��k�

1�a�1
(a�3 ) :

(D.28)

Com os resultados obtidos a
ima, podemos rees
rever (D.10):

Ramo de Entrada t < 0:

~bya�(x) = �k�

a�1
(�a�3 x)~bya�(0) +

X
�

V�
(2
v)2

("
 + i�� "�) 

y

�0 ���(x) ; (D.29a)

onde

���(x) =
�k�

a�1
(�a�3 x)

1� a�1
ea
�

3

Z 0

x

dx0�
k�+1�a�1
2�a�1

(�a�3 x0) (x0)�
1
2
�i

"
1
a
�"�

2
v

+
x1�a

�

1 �
1+k��a�1
2�a�1

(�a�3 x)

1� a�1
ea
�

3

Z x

0

dx0�k�

a�1
(�a�3 x0) (x0)a

�

1 �
3
2
�i

"
1
a �"�

2
v

(D.29b)

Ramo de Sa��da t > 0:

~bya+(x) = e�a
�

3 Sa+(x)~b
y

a(0) +
X
�

V�

(2
v)2
("
 + i�� "�) 


y

�0 ��+(x) (D.30a)

onde

Sa+(x) = ��k�

1�a�1
(a�3 x)f1(a

�

1 ; a
�

3 ; k
�) + xa

�

1 �
a�1 �k�

1+a�1
(a�3 x)f3(a

�

1 ; a
�

3 ; k
�) ; (D.30b)
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S
+(x) = ��k�

1�a�1
(a�3 x)f2(a

�

1 ; a
�

3 ; k
�) + xa

�

1 �
a�1 �k

�

1+a�1
(a�3 x)f4(a

�

1 ; a
�

3 ; k
�) ; (D.30
)

��+(x) =
Sa+(x)

1� a�1

Z 0

1

dx0�
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(�a�3 x0) (x0)�
1
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"
1
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Z 1
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3

Z 1

x
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a�1 �k

�

1+a�1
(a�3 x

0) (x0)�
1
2
+i

"
1
a �"�

2
v

+
xa
�

1 �
a�1 �k

�

1+a�1
(a�3 x)

a�1
e�a

�

3

Z x

1

dx0��k�

1�a�1
(a�3 x0)(x0)�a

�

1 �
1
2
+i

"
1
a �"�

2
v :

(D.30d)

Novamente �e f�a
il mostrar, atrav�es da de�ni�
~ao da fun�
~ao hipergeom�etri
a 
on
uente,

que

Z b

a

dx0 (x0)���

 (
x

0) = b�+1K(�;�; 
; 
b)� a�+1K(�;�; 
; 
a) ; (D.31)


om a fun�
~ao K(�; �; x) de�nida a seguir:

K(�;�; 
; x) =
1

� + 1
2F2(�; �+ 1;�+ 2; 
; x)

=

1X
n=0

�(� + n)

�(�)

�(
)

�(
 + n)

1

� + n+ 1

xn

n!
:

(D.32)

Finalmente, lembrando que a banda f�g se estende pela regi~ao "
�D=2 < " < "
+D=2,

podemos determinar a o
upa�
~ao no bura
o ao longo do tempo1:

P+(t) = 1� na(t) = 1� h~
ya(t)~
a(t)i = (1� na(�1))jSa(x)j2 +
Z "
+D=2

"F

d" jS("; t)j2 ;

(D.33)

sendo

Sa(x) =

(
ea
�

3 x�k�

a�1
(�a�3 x) se t < 0

e�a
�

3 (x�1) Sa+(x) se t > 0
; (D.34)

1Lembrando que, por de�ni�
~ao, x = e�2
vjtj.
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S("; t) =

r
�

�

a2

2
v
~�("; x) : (D.35)

A fun�
~ao ~�("; x) tamb�em mudar�a 
onforme o ramo em 
onsidera�
~ao, tendo a seguinte

forma:

Ramo de Entrada t < 0:

~�("; x) =� ea
�

3 x
x

1
2
�i

"
1
a
�"

2
v �k�

a�1
(�a�3 x)
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2
� i

"1a � "

2
v
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2
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1� a�1
K(k�; a�1 �

3

2
� i

"1a � "

2
v
; a�1 ;�a�3 x) ;

(D.36a)

Ramo de Sa��da t > 0:

~�("; x) = e�a
�

3 x

"
� ea

�

3
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2
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#
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(D.36b)

Limite t!1

Tomando o limite t!1, teremos:
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P+(1) = 1� na(1) = (1� na(�1))j ea�3 f1(a
�

1 ; a
�

3 ; k
�)j2 +

Z "
+D=2

"F

d" jS1(")j2 ;

(D.37)

S1(") =

r
�

�

a2

2
v
�1(") ; (D.38)
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3
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1 ; a
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3 ; k
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1� a�1
K(1 + k� � a�1 ;�
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v
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2
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2
v
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3 ) :

(D.39)

Limite a�3 ! 0

No limite a�3 ! 0, �e f�a
il veri�
ar, atrav�es da de�ni�
~ao das hipergeom�etri
as, e lem-

brando que k� = a22=a
�

3 , que:

�k�+

b (�a�3 ) ���!

a�3 !0
0F1(b;�a22) ; (D.40)

K(k� + 
; b; 
;�a�3 x) ���!
a�3 !0

I(b; 
;�a22 x) : (D.41)

Neste 
aso, as equa�
~oes (D.33), (D.35), (D.37), (D.38) ser~ao reduzidas, respe
tivamente,

�as equa�
~oes (C.31), (C.33), (C.35) e (C.36), 
omo era de se esperar.
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