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ABSTRACT 

The purpose of this thesis is to present some theoretical 

insights related to parametric instability multiphoton relaxation 

processes and scattering of a charged particle in the presenc of 

hoth a magnetic field and a laser field. 

In the parametric instability mechanism the theoretical basis 

for the study of the non-linear processes involving impurities ín 

cubic crystal with NaCl structure, is given. In particular, the 

possibility to excite fonons with very larg k due to decay of 

vibrational localized modes when these localized modes are pumping 

with a resonant laser field. Is discussed a rough estimate of the 

critical power of a laser source necessaryto attaín the instability 

threshold shwos that the processes are experimentaly feasible. 

In the multiphonon relaxation processes, the temperature 

dependence of the life-time of phonon created by eletromagnetic 

radíation absorption for frequencies greater than the reststrahl 

frequency is calculated. In particular we analize, the multiphoton 

relaxation frequency in the high temperature limít considering the 

scattering mechanism which shows that this mechanism ~s in agreement 

witl1 the obtained by other people. 

In conclusion, the problem of the scattering of a charge par­

ticle by a potential V(t) under the simultaneous presence of a strong 

d.c. magnetic field and an intense laser field is also considered. A 

description is given within the Born approximatíon whích uses space 

and momentum translations and Green's function formalism. An applica­

tion is made to the case of scattering by a Coulomb potential. The full 

resonance structure of the excitation amplitude for Landau levels 

transition is exhibíted and discussed in connectíon to dísclosing the 

cffects of the external fields on the various possible resonant 

transitíons. 
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RESUMO 

O propósito desta tese e investigar alguns aspectos 

teóricos relacionados com instabilidade paramétrica, relaxação por 

processos de muitos fonons e Espalhamento de partículas de Landau 

na presença de um campo de laser. 

No mecanismo de instabilidade paramétrica apresentamos 

as bases teóricas para o estudo de processos não-lineares envolven-

do impurezas em cristais cúbicos com estrutura da forma NaCl. Parti 

cularmente, analisamos teoricamente a possibilidade de se excitar 

fonons da rede com vetar de onda k elevedo ao decaimento de modos 

de vibração localizados quando estes Últimos são bombeados por la-

sers de infravermelho. A estimativa da potência crítica de uma fon-

te de laser capaz de fornecer o limiar para instabilidade paramétr~ 

ca, mostra que estes processos são experimentalmente possíveis, 

No processo de relaxaç~o por muitos ~onons analisamos a 

vida média de um fonon criado por absorção da radiação eletromagné-

tica como sendo dependente da temperatura para frequências maiores 

que a máxima frequência do cristal. Particularmente investigamos a 

frequência de relaxação de muitos fonons em altas temperaturas con-

siderando o mecanismo de espalhamento neste limite, mostra que este 

mecanismo e comparável ao obtido por outros autores. 

E por Último considerando o espalhamento de uma partíc~ 

~ 

la carregada por um potencial V(r) na presença simultânea de um 

campo magnético forte e um campo intenso de laser. Uma descrição e 

dada usando a aproximação de Born, a qual usa traslações de espaço 

e mo~ento e a técnica da função de Green. Uma aplicação e feita pa-

ra o caso de espalhamento por um potencial Coulombiano. A amplitude 

de transição para excitação de níveis de Landau é analisada mostran 

do ressonância para certas condições dos campos externos. 
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CAPITULO I 

EXCITAÇAD PARAM~TRICA DE FDNONS VIA MODOS 

LOCALIZADOS DE VIBRAÇAD 
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1.1 I~TRDDUÇAD 

Quando uma impureza substitucional ou intersticial e 

introduzida em um cristal as frequências dos modos normais de vibra 

ção dos átonos do cristal bem como o espetro dos deslocamentos atô-

micos poden1 ser profundamente alterados. Os efeitos da impureza so-

bre as vibrações atõmicas podem ser pelo menos de dois tipos dife-

rentes. Por exemplo, se a impureza que substitui o átomo é mais le-

ve ou se está acoplada mais fortemente a seus átomos vizinhos do 

cristal hospedeiro, aparecem certos modos vibracionais chamados de 

modos localizados. Estes tipos de modos sao caracterizados pelo fa~ 

te de que suas frequências estão acima da frequência máxima do 

cristal hospedeiro n~o-perturbado e as amplitudes do• deslocamentos 

dos átomos, quando o cristal está vibrando nesses modos, decai exp~ 

• 
necialmente com a dist~ncia (supondo o sitio da impureza como o ri-

gemi. Mais ainda se o cristal tem um gap no espdctro de frequincias 

das vibrações acústicas e Óticas, é possível também o aparecimento 

de modos localizados cujas frequincias estão dentro do gap. Outro 

tipo de modo vibracional é o chamado modo ressonante, cujas frequê~ 

cias estão dentro dos intervalos das frequências permitidas dos mo-

dos normais do cristal hospedeiro, as quais estão caracterizados por 

uma grande amplitude de vibração. 

O primeiro estudo teórica dos efeitos de impurezas so-

bre as propriedades vibracianais em cristais foi feito por 

Lifshitz [1943-56). Estes efeitos são. por exemplo, apariçao de mo-

dos localizados de vibração, mudança das propriedades termodinãmi -

cas do cristal. tal como a energia livre de Helmholtz, e mudanças no 

espetro de frequincias. Montroll and Potts (1955-56) e Montroll, Ma 

radudin e Weiss (1963). calcularam a energia li~re de interação 
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entra duas impurezas, considerando a mudança da energia vibracio -

nal de uma impureza na presença da outra impureza. As primeiras evi 

dências experimentais da existência de modos localizados foram obti 

das através do espectro de absorção infravermelha em cristais de 

KCl contendo como impureza H (Schaefer 1960 l e por espalhamento i~ 

coerente de neutrons em ligas de Ni-PcJ (Mozer, Dtnes e Meyers (1962)). 

Na literatura existente sobre impurezas não encontramos 

trabalhos voltados para o estudo de processos não-lineares envolven 

do modos localizados. Sabemos que a interação de um sistema de qua­

sipartículas com um campo eletromagnético pode dar origem a proces-

sos não-lineares se o número de quasipartículas excede um certo 

nú~ero crítico. Drbach (1966) foi o primeiro a mostrar que o decai­

mento de fonons óticos de comprimento de onda elevado em dois fo­

nons acústicos com igual e oposto vetar de onda é um processo para­

~étrico, e que, portanto com o bombeamento de fonons óticos com ra­

diação eletromagnética, é possível dar origem a instabilidades par~ 

métricas no sistema de fonons acústicos. A verificação experimental 

da proposta de Drbach foi feita por Colles e Giordmaine (1971) em 

Diamante. O resultado da experiªncia foi a geração de fonons acústi 

cos fora do equilÍbrio t~rmico. 

Com o advento de lasers de alta potência no infra-verme 

lho, o interesse pelo estudo das propriedades dinâmicas das excita­

çoes elementares em cristais foi renovado. Condições para existên -

cia de modos localizados tipo s· ser~o estabelecidas. 

Na Seção 1.3 estudaremos as amplitudes do modos na im­

pureza e nos seus vizinhos, como também em pontos distantes da imp~ 

reza. Usando a interaç~o anharmõnica obteremos na seç~o 1.4 o vérti 

ce para processos envolvendo um modo localizado tipo s e dois fo­

nons da rede. Na seção 1.5 o critério geral de instabilidade para o 
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processo envolvendo tr~s bosons sera apresentado seguindo o trata -

mente por White e Sparks (1963). Na seção 1.6 proporemos um novo 

mecanismo de excitaç~o param~trica de fonons via modos localizados. 

Finalmente na seçao 1.7 estimaremos a ordem de grandeza da vida mé­

dia dos modos localizados e na seção 1.8 discutiremos os principais 

resultados e faremos as conclusões dos resultados obtidos. 

Nosso objetivo neste capitulo ser~ o de estabelecer as 

bases teóricas do estudo de processos não-lineares envolvendo modos 

localizados em cristais de simetria cúbica. Em particular nos prop~ 

mos a investigar um novo mecanismo capaz. em princípio, de excitar 

parametricamente fonons com k muito elevado. O mecanismo aqui 

posto envolve transições entre modos localizados e modos da 

pro-

rede, 

provenientes da interação anharmônica. O método é análogo ao de 

Orbach no qual fonons acústicos são excitados parametricamente via 

modos óticos de comprimento de onda elevado, com pulsos eletromagn~ 

ticos na região de infra-vermelho. No nosso caso~ os fonons óticos 

ou acústicos são excitados parametricamente via modos localizados -

bombeados com pulsos eletromagnéticos na região infravermelha por 

fontes de laser ressonantes com o modo localizado. Este capitulo 

tem como referincia o trabalho desenvolvido por Fitipaldi, Rezende e 

Miranda (1973) sobre excitação paramétrica de ondas de spin em iso­

lantes ferromagnéticos vis modos de magnon localizado. 

Na Seção 1.2 deste capítulo, os modos localizados pre-

sentes em cristais cúbicos simples contendo uma impureza isotópica 

serão discutidos através de um método matemático usado por Mitiani 

e Takeno (1965), Dawber e Elliot (1963). 

1,2 MDDGS LGCALIZAOOS EM CRISTAIS CU~ICOS DIATDMICOS COM UMA IMPU-

Nesta seçao discutiremos os modos localizados em um 
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cristal cúbico diatômico contendo uma impureza substitucional com 

interaçãa entre seus vizinhos mais próximos. As vibrações atômic3s -

serao tratadas na aproximação harmônica. 

O método matemático aqui empregado e análogo ao usado 

por Oe"ber e Elliot (1963), e Mitiani e Takeno (1965) no problema COE_ 

respondente de um átomo de diferente massa em um cristal cúbico. Es-

tes métodos dependem do uso da técnica da função de Green para obter 

soluções exatas para a problema dinâmico de impurezas. 

A - c'C)Li~.1;CJI c, BÁSICAS 

Consideremos um cristal perfeito com N células primiti -

vas com r átomos por célula primitiva. A posição da t-ésima célula 

unitária é dada pelo vetar 

-> 
X ( JC ) 

onde sao os 

->-
+ R, a + 

2 2 

três reatares primitivos de translação 

(1.2-1al 

do cris-

tal, e JC
1

,JC
2

,JC 3 são três inteiros os quais podem ser positivos, neg~ 

tivos ou zero, aqui serão representados por 2. As posições dos r át~ 

mos na célula unitária são dados pelos vetares 

->-
r-1 e escolheremos a origem dentro da célula tal que x(K•Ol•O, A po-

sição do K-ésimo átomo na 2-ésima célula unitária será 

->-
X (tK) 

->- ->-
xrJCJ + XIKl (1.2-1b) 

O deslocamento do átomo (tK) de sua posição de equilÍbrio sera deno-

->-
ta do por U(!CK) e seu momento conjugado por p(tKl. A energia cinética 

do cristal hospedeiro é da forma 
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1 
2 I 

tKa 
(1.2-2a) 

+ + 
onde a indica a componente cartesiana de P(tK) e U(tKl,MK é a massa 

do K-ésimo átomo. A energia potencial do cristal na aproximação har-

mõnica pode ser escrita na seguinte forma 

onde 

das por 

1 
<J>=-

2 
(1.2-2b) 

sao as constantes de força atômica. 

As equações de movimento para o cristal perfeito sao da-

M Ü ( tK) 
K a au (tK) a 

I 
t'S 

K' 

<)> (tK t'K')U (t'K') 
aS ' S 

( 1 .2-3) 

Supondo uma dependência harmônica no t"empo para U (tK) 
a 

U (tK,t) U (i',K)eiwt 
a a· 

(1.2-4) 

as equaçoes para as amplitudes independentes do tempo podem ser 

escritas na forma 

I {<fl 
6

ci',K,i','K'l-M w
2

õ o o }u ct',K'l o 
i','S'K' a K K'K i',i',' aS S 

( 1 .2-5) 

As constantes de força atõmica <jlaS(i',,i', ') tem um numero 

de propriedades úteis as quais descreveremos de mQneira sumária. 

<PaS(i',,i',') é simétrica no seu argumento 

(1,2-6a) 
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A invariância da força sobre um átomo quando o cristal so-

fre uma trasladação dá a seguinte condição 

I <Pas (9-K ;9, 'K, l 
JLIKI 

o (1.2-Sbl 

A invariância da energia potencial quando o cristal, como 

carpe rígido, sofre uma rotação infinitesimal dá a seguinte condição 

I 
R_IKI 

'K ' l = I 
9, 'K 

<P (9,K ;9, 'K 'Jx (9, 'K ') 
ay B 

(1.2-Scl 

As condiçÕes expressas pelas equaçoes (1.2-6) sao válidas 

para qualquer sistema de partículas cuja energia potencial dependa 

quadraticamente dos deslocamentos das partículas de sua posição de 

equilÍbrio; isto é, nao dependem de um arranjo periÓdico das partícu-

las . 

Agora suponhamos que uma impureza de massa M' está locali 

zada na origem (0,0.0), e os demais sítios cont~m átomos do cristal-

hospedeiro tal que M(d) M
1 

para d par e M( d) = M
2 

para d Ímpar onde 

d = 9.
1 

+9.
2

+9.
3 

(veja Fig. 1). Aqui M
1 

e M
2 

representam as massas dos 

étomos do cristal hospedeiro. As equaçoes de movimento independentes 

Fig. Modelo de um átomo impuro s ub s 

titucional 

• átomo de massa M1 

o átomo de massa M2 

fJl átomo impuro substitucional 

d~ tempo na aproximação harm6nica que descrevem as vibraç~es at6mi 
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cas da rede com interação entre seus vizinhos mais próximos, sao 

geralnente escritas na forma 

•kC~ J .~ 3 •1,9. .~ .~ J {u c~~~ J-u c~.~.~ +1J} 
12 123 C<123 Ci123 

aqui os k's sao as constantes de força atômica entre átomos vizi -

nhos. Como cada componente do vetar deslocamento é independente e 

suficiente estudarmos apenas uma. A equação (1.2-7) pode ser separ~ 

da formalmente em termos perturbados e não-perturbados devido a im-

pureza na forma. 

(i) 

(1.2-Ba) 
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(ii) para~ +t +t 
1 2 3 impar 

(MW 2-2k-4k )U(t tt )+k {U(t +1,t ,t )+U(t -1,~ ,~ )} 
2 12 1231 1 23 1 23 

+ k_ { U ( ~ , ~ + 1 , t ) +U ( t , t -1, ~ ) +U ( 9. , 9. , t + 1 ) +U ( t , t , t -1 ) } 
2 12 3 12 3 123 123 

(1.2-Bb) 

Onde os primeiros membros das equaçoes anteriores des -

crevem a equaçao de movimento independente do tempo para um cristal 

perfeito, e os parâmetros K
1 

e K
2 

representam respectivamente as 

constantes de força central e não-central. As forças não-centrais , 

são forças sobre um átomo produzidas pelo deslocamento de um átomo 

vizinho perpendicular a linha que une-os. O segundo membro de 

(1.2-8) representa a perturbação em (1.2-5) produzida pela impureza, 

os V' 
s 

caracterizam o efeito da massa introduzida no cristal puro. 

Fazendo-se a mudança de variável 

para t par 

rM 
2

-2k -4kl
112 U(t tU 

L fl 1 ''2' 1 2 'Cl para ~ impar 

(1.2-9) 

as equaçoes (1.2-Ba) e (1.2-Bb) sao reduzidas a uma Única equaçao 
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9 
I Jl, I r C9- 1~; ·~F,·~l3 Jv c~1~ 1 ·~/2 .~ 3~ 3 J v c~ 1~2~3 J 

'1"2"3 

[1.2-10] 

onde M*w
2 

é definido por 

(1.2-11] 

e 

~=par e ~ '=impar ou 

1
{para 

para ~=impar e~'=par. 

6 para ~=par e R-' =par 

1/6 para ~ =impar e~' =impar 

[1.2-12] 

Aqui /', e definida por 

[1.2-13] 

Note que, o primeiro membro da equaçao (1.2-10) descreve as vibra-

çoes at5micas de um cristal puro monoat6mico com massa M* 

~ - EQUAÇIJES SECULARES 

Para determinarmos as energias dos modos localizados 

bem como a existência dos mesmos, faremos usada técnica da função -

de Green definida por Maradudin (1969] como 

1 I 
-+ 
qa 

-+ -+ 
E [qCJK lE* (qCJK 0 J 
a 

2 2 
w (ql - w 
a 

[1.2-14] 
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_,_ 
Nesta expres~ao w (q) e a frequência do modo normal do 

CJ 
_,_ 

cristal perfeito descrita pelo vetar de onda q e o Índice de ramo 
_,_ _,_ 

de fonon 0 ~ e E: (qoK) é o vetar unitário de polarização. A somató -

ria e feita sobre a primeira zona de Brillouin no espaço do vetar 
_,_ _,_ _,_ 
q e Rf( Ril e o vetar que conecta a origem do sistema de coordena-

dor ao ponto f (f' l. Note que a função de Green assim definida de -

pende dos pontos f e f' 
- _,_ -:t 

atraves da diferença Rf- Kt. As operaçoes 

de simetria do grupo O. sao 48 rotações próprias e impróprias as 
n 

quais deixam o cubo invariante. Usando tais operações Maradudin 

(1969) demonstrou que a função de Green (1.2-14) para um cristal -

cúbico%pode ser escrita na seguinte forma 

2 à aS 
_,_ * 
(qCJKk(qCJK') -+ -+ -+ 

''"6 iq. (Rf -R_;, l 
G a B ( fK ;f ' K ',w ) 

N(MKMK' J 112 2 - w 

(1.2-15) 

Usando o fato de que as constantes de força atômica 

~aB(~K;f'K' l dependem unicamente da diferença entre os pontos f e 

para um 
-+ 

cristal perfeito e que as frequências w (q) . CJ 

nadas pela equaçao secular 

I _,_ 
K

1 S h 
W

2(-+ql (-+ ) E q,CJ .K 
a a 

sao determi 

(1.2-16) 

é fácil verificarmos que a função de Green, para um cristal mono-

atômico, é solução da equação (1.2-5) 

(1.2-17) 

Isto e, a função de Green e a inversa da equaçao dinâmica para um 

cristal perfeito. 
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Em termos da função de Green 

_,_ 
~ 

iq.R 
2 1 I e 

G(t1,9,2,t3,w l 
N 

(1.2-18) 
_,_ 2 _,_ 2 
q M*w (q)-M*w 

para um cristal cúbico simples monoatômico de massa M com ramos 

acústicos degenerados, a equaçao (1.2-10), usando (1.2.17), é redu-

zida a 

G (9, -9, ' 9, -9, ' 9, -9, ' W 
2 )f (9, '9, " 9, '9, " 9, '9, " ) x 

1 1' 2 2' 3 3' 1 1' 1 2' 3 3 

onde 

2 
M*w ( q J 

R_ IR_ I Q. I 

1 z- 3 

R. "9., :o " 1 L"' 3 

X V (.Q_ 1 9._ 11 
O I 9._ 11 9., I !l., 11 J V(_~!, "9., ")!, 11 ) 

11'"2'2'33 123 
(1.2-19) 

(1.2.20) 

determina as frequências do cristal não-perturbado pela impureza, a 

é o parâmetro da rede e N o numero de sitias da rede. A equaçao 

(1.2-19) é válida para todos os sítios da rede. Fazendo-se (9,
1

.9,
2

,9,
3

l 

sucessivamente igual aos valores de ( n " o " n " ) 
~ 1 I N 2 I N 3 I 

obtemos um conjunto 

de equações homogêneas para os sÍtios diretamente perturbados pela 

impureza. Ass~m para uma impureza substitucional 

zada na origem (0,0,0) com interação entre seus 

de massa M' 
1 

loca li 

vizinhos mais pró-

ximos. k' 
1 

e k' as constantes 
2 

de força central e não-central respec-

tivamente. a equaçao que descreve as vibrações da impureza pode ser 

escrita na forma 
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( 2K; + 4K 2) U (O, O, O)- k; {U ( 1 , O, O)+ U ( -1 , O, O) } 

- K2 {U(0,1,0)+(0,-1,0)+U(0,0,1)+U(0,0,-1)} (1,2-21) 

ou em analogia com (1.2-Ba) 

( M 
1
w 2 - 2K 

1
- 4K 

2
) U (O, O, O J + k 

1 
{ U ( 1 , O, O J + U ( -1 , O, O J } + 

+ K
2 

{U(0,1,0)+U(0,-1,0)+U(0,0,1)+U(0,0,-1)} 

- ]J 
1 

K 
1 

{ U ( 1 , O, O J + U ( - 1 , O , O) } - ]J 
2

K 
2 

{ U (O , 1 , O) + U (O , - 1 , O J + 

+ U(0,0,1J+U(0,0,-1J} (1.2-22) 

onde w1 . w
2 

e E sao parâmetros adimensionais que caracterizam o 

efeito da massa introduzida pela impureza, definidos por 

K' 
1 

- 1 ' E = (1.2-23) 

usando o mesmo procedimento para os átomos mais próximos da impure-

za. obtemos 

2 
{M w -O}U(±1,0,0) 

2 
]J 

1 
K 

1 
{ U ( ± 1 , O , O ) - U ( O , O , o J } 

]J K {U(0,±1,0)-U(O,O,O)} 
2 2 

(1.2-24) 

(1.2-25) 

[1.2-26) 
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onde O representa o operador do segundo membro de equaçao ( 1 .2-7) 

para um cristal perfeito. Para os demais sitias da rede obtemos a 

equaçao (1.2-Bal ou (1.2-Bbl fazendo-se os V's igual com zero. Com--

parando as equaçoes (1.2-22), (1.2-24), (1.2-25) e (1.2-26) com as 

equações (1.2-Bal e (1.2.8b), obtemos: 

V(OO,OO,OO) 

V(±1,±1,0,0,0,0) -V ( O , ± 1 , O , O , O , O l ~V ( ± 1 , O , O , O , O , O l ~ll 1 K 
1 

v r o, o,± 1, ± 1, o, o l ~v r o, o, o, o,± 1 , ± 1 l ~-v r o, o, o,± 1, o, o l 

~-vco,o,±1,o,o,oJ~-vco,o,o,o,o,±1J 

~-V(0,0,0,0,±1,0l (1.2-27) 

usando a Eq. (1.2-27) e fácil verificar que a Eq. (1 ,2-19) pode ser 

escrita na seguinte forma (Mitiani e Takeno (1965)) 
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+IJ K {ll- 1 G(9. ,9, ,9, +1,w 2 )-G(9. ,9, ,9, ,w 2 J}v(O O -1) 
22 123 123 '' (1.2-28). 

Para obtermos a solução do sistema de equaçoes (1.2-28) 

podemos proceder da seguinte maneira. Escrever o sistema ( 1 .2-28) na 

forma matricial e pela imposição de não-existência de solução tri-

vial, as frequências dos estados impuros são determinadas pelos ze-

ros do seguinte determinante 

2 '2' J!,' 
1 2 3 

f(Q.'R._" R,'J!," 2'2")V(nr f!" f' !J." R,' n"JI 1 2' 2 2' 3 3 "1'"1' 2' 2' 3'"3 deti1-Grvl=o (1 .2-29) 

A equaçao determinantal ( 1.2-29) pode ser diagonalizada em blocos 

usando transformações unitárias obtidas a partir das representações 

irredutíveis do grupo característico da estrutura cúbica em questão. 

Por exemplo, no caso de uma estrutura cúbica simples a transforma -

çao unitária é obtida de acordo com as representações irredutíveis 

do grupo cÚbico pontual Oh (Wolfram e Callaway (1963)). Desta forma 

(de maneira geral) a equação ( 1 .2-29) pode ser escrita como 

de tI 1- Gr vi 
g 

[] 0 1J (W ) 
IJ 

IJ 
• o (1.2-30) 

onde IJ designa as representações irredutíveis do grupo pontual e 

gu o grau de degenerescência da representação ll. Os zeros de cada 

fator OIJ(w) determinam as frequências dos modos localizados com si­

metria IJ. Em geral, convenciona-se designar 1J pelos símbolos de mo-
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mentum angular s,p,d,f. Esta forma de fatorização do determinante foi 

previamente discutida por Koster e Slater [1954) considerando esta-

dos eletrônicos localizados associados com impurezas. O problema de 

determinar as combinações lineares dos v•s os quais fatorizam o de-

terminante secular é análogo ao problema de construir combinações -

lineares de ondas planas simetrizadas em um cálculo de banda de 

energia. No nosso problema o modo s e totalmente simétrico enquanto 

que os modos p, d e f representam modos antisimétricos. 

Portanto a maneira de resolver o sistema [1.2-28) e fa-

zendo uso direto das propriedades de simetria dos modos de vibração 

da rede, associadas aos modos do tipos, p e d. [para facilitar os 

[i) Soluções do tipo s 

Para obtermos as soluções tipos, caracterizadas por te 

rem 

v[1,0,0)=v[-1,0,0)=v[0,1,0)=v(0,-1,0)=v(0,0,1)=v[0,0,-1) 

(1.2-31) 

usaremos a Eq. [1.2-28) e o fato de que a função de Green e a inver 

sa da equação dinâmica 

G(Jê Jê Jê -1l+G(Jê Jê Jê +1J}=o, o, o, 
1'2'3 1'2'3 "0'-0"0 

1 • 2 3 
[1.2-32) 
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Com isto, as frequências dos modos do tipo s. sao obti-

das através das soluções da seguinte equação secular 

(1.2-33) 

(ii) Soluções do tipo p 

Existem três soluções tipo p caracterizados por (Take-

no ( 1963) l 

v(1,0,0)=-v(-1,0,0);v(O,O,Ol=v(0,1,0l=v(q-1,0l•v(0,0,1l=v(0,0,1)=0 

v(0,1,0)=-v(0,-1,0);v(O,O,Ol=v(1,0,0l=v(-1,0,0)=v(0,0,1l=v(0,0,-1)=0 

v(0,0,1)•-v(0,0,-1);v(O,O,O)=v(1,0,0)=v(-1,0,0)=v(0,1,0l=v(0,-1,0l=O 

(1.2-34) 

Estes três modos do tipo p sao degenerados, com frequência determi-

nada pela seguinte equação secular 

O (w l 
p 

f1 1K1 2 2} 
{G(O,O,O,w )-G(Z,O,O,w l -1 =O 

(iii) Solução do tipo d 

As soluções do tipo d sao caracterizadas por 

v(0,1,0) = v(0,-1,0) -v(0,0,1) = -v(0,0,-1) 

v(O,O,O) = v(1,0,0) v(-1,0,0) o 

(1.2-35) 

(1.2-36) 
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cujas frequências sao determinadas pela seguinte equaçao secular 

~1K1 2 2 2 
- 6-{ G (O, O, O ,w ) • G ( 2, O, O ,w ) -2 G ( 1 , 1 , O ,w ) } -1 =O (1.2-37) 

Ao obtermos estas equaçoes usamos o fato de que, em 

redes cúbicas, a função de Green é independente da direção do ve-

Note que as frequências dos modos do tipo p e d 

nao dependem do parâmetro de massa E. Isto ocorre. porque nestes -

tipos de modos a impureza não participa do movimento harmônico.Exis 

te um comportamento interessante do modo tipos quando M1 7 O. Nes 

te caso a Eq. ( 1 .2-33) torna-se 

2 2 M1w i'1G(O,O,O,w ) = 1 (1.2-38) 

Esta equaçao também e derivada da Eq. (1.2-28) fazendo-se ~ 1 ·~ 2 =0. 

Isto ocorre, porque se a massa do átomo impuro é infinitamente le-

ve a frequência do modo tipo s é invariante com relação as mudan -

ças das constantes de força atômica. 

C - ENERGIAS DE EXCITAÇAD DOS MODOS LOCALIZADOS 

As soluções das equaçoes seculares (1.2-33), (1.2-35) 

e (1.2-37) fornecem como soluções, frequências localizadas apare-

cendo acima da banda Ótica ou dentro do gap proibido entre as ban 

das Ótica e acústica. Aqui as bandas óticas e acústicas serão ca-

racterizadas pelas seguintes relações 

2 
w 

op 
w2 

=(2K •4K l/M 
ac 1 2 1 

(1.2-39al 

para 

(1.2-39b) 



onde w e w 
m op 

banda ó ti c a e 

Em termos de 

2 
a) - para w 

onde 

e 

b) - para 

onde 

2 
w 

op 

E;' 

sao 

w 
a c 

w 
op 

2 
> w 

m 

i i;.' 

e 
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respectivamente as 

representa 

w a 
a c 

> i 
a c 

para 

Eq. 

1/2 

M > 
1 

a máxima 

(1.2-13) 

1 I is ' par a M < 
1 

par a M > 
2 

frequências máxima e 

frequência da banda 

pode ser esc ri ta na 

~)/~ -1) 
1/2 

w 2 '\ w2 
op oc 

(1.2-39c) 

mínima da 

acústica. 

forma: 

(1.2-40) 

(1.2-41) 

(1,2-42) 

(1.2-43) 
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-+ 
substituindo na Eq. (1.2-18) a soma sobre q por uma integral fazen--

do-se o limite N-+ 00 , Takeno (1963) calculou a função de Green pa­

ra w 2 
> w 2 

m 

(1.2-44) 

onde 

·r o 

-zt 
8 It (t)It [t)It 

1 2 3 
( t) d t (1.2-45) 

aqui 11=K
2

/K
1 

e os I's representam 

imaginário. Para o caso onde w2 

funçÕes de Bessel de argumento -

op 
> w2 

> w2 
a função de Green pode 

ser escrita como 

onde 

-zt 
8 Jt (t)Jt (t)Jt 

1 2 3 

e J (t] representa a função Bessel. 
v 

a c 

2 2 
"2 }(w2 -
w w 

1/2 

1)] ;t1t29} 

op oc (1.2-46) 

( t) d t (1.2-47) 

As integrais (1.2-45) foram calculadas por Takeno, Ka-

shiwamura e Teramoto (1962); Maradudin, Montrall, Weiss, Herman e 

Milnes (1960) e as integrais ( 1.2-47) foram tabeladas por Mitani e 

Takeno (1965) para o caso n=1. Assim, uma vez obtido estes valores 

numéricos, as equaçoes transcendentais (1.2-33), (1.2-35) e (1.2-37) 

podem ser resolvidas. 

Antes de resolver as equaçoes transcendentais e interes 
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sante no caso de uma impureza substitucional obter valares críticos 

de E e lJ 
1 

para o qual modos localizados aparec8rn 

2 
w 

a c 

2 2 2 
quando w =w , w e 

m op 

Primeiro analisaremos o caso dos modos localizados que 

aparecem 
2 

no gap quando w 

(1.2-43) tornam-se 

-+ w 2 2 2 
e w -+ w 

a c op 

l im E;' 
2 2 

00 limE;' o 
w -+w 

a c 

lim 
2 2 w -+w 

a c 

1 -.o 
E;' 

2 2 w -+w 
op 

lim 
2 2 

W ""W op 

1 /E;' = 00 

As equações (1.2-42) e 

(1.2-48a) 

(1.2-48b) 

Usando o fato de que a função de Bessel J(0,~ 1 ,~ 2 ,~ 3 l e 

finita, das equaçoes (1.2-33), (1.2-35) e (1.2-37), obtemos os se-

guintes resultados. 

i) para os modos tipo p e d 

o par" M1 > M2 (1.2-49a) 

li m lJ 
2 2 1 -

w -+w 
00 M2 > M1 (1.2-49b) op para 

_oo para M1 > M2 (1.2-SOal 

lim lJ 
1 

2 2 w -+w o para M2 > M1 (1.2-SObl a c 

ii) para modos tipo s 
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1+p+P/)1
1 

para M1 > M2 (1.2-51a) 

limE = 
w 2 ~w 2 

op -).! para M2 > M1 (1.2-51b) 
1 

-).! para M1 > M2 (1.2-52al 1 

1 i mE :: 
2 2 w +w 

1+p+p/)11 M2 > (1.2-52b) a c para M1 

onde p"r1
2

/M
1

. 

2 
M

1
12K "3/w 

1 a c 

As equaçoes acima foram obtidas usando-se a relação 

2 
ou 3/w dependendo 

op 

çoes de E e \1
1

, satisfazendo respectivamente a desigualdade E < 1 

e 11
1 

> -1, vemos que as frequências dos modos tipo p e d entre o 

fundo da banda Ótica e o topo da banda acústica são obtidas depen -

dendo de se M
1 

> M
2 

e 11
1 

<O ou M
2 

> M
1 

e 11
1 

>O. Note que para o 

modo tipos as equaçoes (1.2-51a) e (1.2-51b) sao válidas se \1
1 

sa-

tisfaz a desigualdade -1 < ).! < o 1 • Os valores críticos de E e \1
1 p~ 

2 2 - -ra w = w sao calculados a partir dos seguintes valores da funçao 
m 

de Green: 1(3,0,0,0)"0,5055, 1(3;1,0,0)"0.1721, 1(3,1,1,0)"0.1104 

1(3,2,0,0) " 0.0858. Neste caso os modos localizados são análogos -

aos modos localizados obtidos em uma rede monoat~mica. Os valores -

críticas cbtidos acima são úteis para os gráficos das frequência 

dos modos localizados como função de E e \1
1 

Nas figuras (1.2-2a) e (1.2-2b) sao ilustrados o campo.!: 

tamento da frequência do modo tipo s como função de E tomando \1
1 

co 

mo parânetro. Os resultados aqui obtidos podem ser considerados uma 

generalização dos resultados de Mazur, Montroll and Pots (1956) pa-

ra o cálculo das frequências dos modos localizados de vida a uma im 

pureza isotópica em uma cadeia linear diatômica. 
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f e d c bo f e d c b o 
2,5 w2Jw2 

op 
2,5 w 2/w2 

op 

2,0 

1,5 

1,0 

0,5 

0,0 
-2,0 

2,0 

1,5 w• .. 
bando ótico 

b o 

w•• 
f 

bando acústico 
E 

-1,5 -1,0 -o,5 0,0 0,5 1,0 

Fig. ( 1. 2- 3a) -Frequências do 

tipo s como funç~o de E 

modo 

para 

As curvas a,b,c,d,e,f cor 

respondem respectivamente aos va-

lores a) 11
1
=-.8, b) 

c) -11
1

=0, dli1
1

=D.5, 

f) -111=2. 

-111=-0.5, 

e) -111 = 1 ' 

bando ótico 

1,0 

0,5 
bando acústico 

0,0 
-2,0 -1,5 -1,0 -o,s 0,0 0,5 

Fig. ( 1. 2-2b) - Frequências 

modo tipos para M
2 

> M
1

. 

w5o 
o 

CIJ~c 

E 
1,0 

do 

Existe um interessante comportamento da frequência que 

aparece dentro do gap no caso quando M
1 

> M
2

, todas as frequências 

convergem para o mesmo valor w* quando €=1 e para -1 < ~ 1 < O acima 

desta frequência os modos que aparecem abaixo do fundo da banda 6ti 

ca são independentes de E. Está demonstrado que a frequência w* e 

uma soluç~o de Eq. ( 1. 2-38). Com valor numérico W2/W2 : o. 9 3. 
op 

Ta-

keno (1963) considerou o modo com autofrequência w* como um modo su 

perficial de uma superficie constituída por seis átomos os quais sao 

os vizinhos mais próximos da impureza. 

~ interessante notar que do ponto de vista te6rico, des 
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de que os parâmetros da impureza (K' e M') nao sejam muito diferen 
1 1 

tes aos do cristal hospedeiro é possível obtermos modos localiza -

dos próximos do topá da banda de modos Óticos e modos de gap. Para 

o caso de modos localizados, tais modos devem apresentar uma vida 

média finita uma vez que suas energias estão próximas ao do cristal 

hospedeiro, facilitando assim o decaimento. Por outro lado, esper~ 

mos que o processo de decaimento de um modo localizado em modos 

(perturbado) da rede, conserve apenas a energia. 

1.3 AMPLITUDE DE PROBABILIDADE ASSOCIADA A MODOS LOCALIZADOS TIPOs 

~ bem conhecido que o Hamiltoniano que descreve as vi-

brações atómicos de um cristal (perfeito) cúbico simples da forma 

NaCl, na aproximação harmónica pode ser escrito na forma 

H= I 
taK 

p2(9,K) 

...:C<;;-2 "M,- + i I 
K 9-aK 

(1.3-1) 

t'SK' 

onde <Pas (9-K; 9-'K' l etc. foram definidas na seçao 1.2 o hamiltoniano 

(1.3-1) assim escrito pode ser diagonalizado pela seguinte trans -

formação canônica 

U (9-K) 
a 

-i 

h 
2 

h 
2 

1 /2 

1 /2 

I 
À 

M 

+ 

A~ (9-K) + 

{w } 1/2 
( bÀ + b -À ) 

À 

(1.3-2al 

1/2 

I AÀ(9,K)(b- b+ ) 
K WÀ a À -À 

À 

(1.3-2bl 

onde os operadores bÀ e bÀ sao respectivamente os operadores de 

criação e destruição de fonon 
+ 

no modo À=(q,<J) e satisfazem as se-

guintes relações de comutação de bosons 

o (1.3-3) 
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O coeficiente A~(2K) representa a amplitude de probabl 

lidade de destruir ou criar um fonon À, e satisfazem as seguintes 

relações de ortogonalidade e completeza. 

À À ô ô ô 
L 

aS 22' KK' A* (2K) A (2"K') = 
À 

C!. s 
MK 

(1.3-4a) 

L 
À *À M A ( 2K) A a ( 2K] ÔÃÀ. 

2KCY. K C!. 
(1.3-4b) 

aqui A~ (À l (2K)=A~À (2K) denota o complexo conjugado. Para um cris -

tal perfeito AÀ(2K) é definido como 
C!. 

1 

(NM )1/2 
K 

(1.3-5) 

Nosso principal objetivo nesta seçao será obtermos uma 

para a amplitude de probabilidade AÀ (2K) 
C!. 

expressao assintótica as 

saciada a um modo localizado. Desta forma, podemos determinar a 

perturbação do modo localizado em átomos distantes da impureza o 

que será de nosso interesse ao tratarmos os termos anharmônicas. 

No que segue nos limitaremos ao estudos dos modos 

localizados do tipo s. O modo localizado do tipo s é o Único modo 

associado ao movimento da impureza (v(O)~O). Caracterizado por 

apresentar grande amplitude, localizada principalmente sobre a im-

pureza. Por esta razão, este tipo de modo pode ser diretamente ex-

citado por um campo de radiação externo. 

A - AMPLITUDES DO MODO s NA IMPUREZA E NOS SEUS VIZINHOS 

+ 
Para um cristal perfeito os modos normais Q(q,crl defi-

nidos por 



.. 
Q(q,al 

sao relacionados aos 

nônica dado pela Eq, 
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1/2 

(1.3-6) 

deslocamentos Ua(iK) por uma transformação ca­

-> 
(1,3-2). Os Índices À=(q,al deixam de ser apr~ 

priados quando uma impureza substitucional e introduzida num cris -

tal perfeito devido ao fato de que a simetria translacional é des -

truida. Para nosso problema de um modo localizado tipo s usaremos a 

notação À=s. 

Na seçao anterior estudamos de uma maneira geral, que 

as equaçoes dinâmicas para uma rede cúbica diatômica podem ser redu 

zidas a uma Única equação de movimento dada pela Eq. (1.2-10), onde 

o primeiro membro representa as vibrações atómicas de um cristal cu 

bico simples monoatômico de massa M" e a solução da Eq. (1.2-10) em 

termos da função de Green é dada por 

v(il • (1.3-7) 

tI 1 2 n 

Para uma impureza substitucional os deslocamentos e os 

modos normais sao relacionados pela transformação canônica (Oawber 

e Elliott (1963)) 

v (i) (1.3-8) 

semelhantemente ao caso de uma rede perfeita. Substituindo a Eq. 

(1.3-8) em a Eq. (1.3-7) encontramos que a amplitude de probabilid~ 

de A(s)(i) no ponto Ri associada ao modos é dada pela seguinte equ~ 

çao 

G(i,R.' ,w 2 Jr(R.' ,R.")V(R.' ,R.")A(sl (R.") 

2 ',2 .. 

(1.3-9a) 

2, , 2 .. 
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com 

cu.• ,i"l rei• .~"Jvc~· .~"l ( UOl (1.3-9b) 

Consíderando uma impureza substitucional isotÓpica M' -
1 

junto com K
1

=K
2 

e usando a simetria do modos e a Eq. (1.2-27) pod~ 

mos escrever ( 1. 3-9) na forma 

(1.3-10) 

Agora, usando a condição de normalização (1.3-4b) para 

o cristal impuro 

1 

onde 

podemos obter o quadrado da amplitude de um modo 

Cw 2 > w2 l do tipo s na posição da impureza como sendo 
s m 

1 

3M" 

2 2 !Ga,o,w lI -
s 

e:• J -1 

Considerando a definição da função de Green (1.2-18) e as 

(1.3-11) 

localizado 

(1.3-12) 

Eqs. 

(1.2-11) e (1.2-20) com K
1

=K
2

, podemos escrever a somatória que ap~ 

rece em (1.3-12) na forma 



) 
R. 

onde E: 

2 2 1 y [GlR.,O,w
8

l] = 
K

2
N 36 ... 

1 q 

e E: sao definidos por 
s 

E: 
s 

q 

... ... 
CDS q .RÔ 
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) -2 
( E: + E: 

s q 

1/2 

aqui ) representa a soma sobre os primeiros vizinhos. 
ô 

(1.3-13) 

(1.3-14a) 

(1.3-14b) 

A soma (1.3-13) pode ser calculada com boa aproximação, 

na região E: > 1 
s 

2 
(região dos modos localizados w > w ) através 

s m 
de 

uma expansao em c /c 
q s 

(Ishii, Kanamori e Nakumara (1965)). Desenvol 

-2 
(c •c ) em série de potências de E: /c e retendo os 

s q q s 
vendo termos 

até segunda ordem, obtemos 

1 (1.3-15) 

onde a função F(2), definida por 

F ( n ) (1.3-16) 
... 
q 

foi calculada por Tahir-Kheli e Ter Haar (1962) como sendo 

F ( 2) (1.3-17) 

Aqui Z representa o numero de vizinhos. De maneira análoga podemos 

obter o quadrado da amplitude do modo s associado aos primeiros vi-

zinhos 
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(1.3-18) 

B - AMPLITUDE DO MODO s EM PONTOS DISTANTES DA IMPUREZA 

Mais adiante, ao tratarmos os termos da interação anha~ 

mÔnica, estaremos interessados na perturbação do modo s em átomos -

distantes da impureza. Nesta sub-seção~ obteremos uma forma assin­

tótica de A (s l (i), a qual é uma boa aproximação para tratar termos 

anharmônicos. 

A amplitude do modo s em pontos quaisquer do cristal 

não-situados na impureza, é dado por (Eq. (1.3-10)) 

(l ,. 0) (1.3-19) 

( s ) 
para obtermos A (l) em pontos distantes da impureza, usaremos uma 

expressão assintótica para a função de Green G(l,o,w
2

J, a qual foi 
s 

obtida por Callaway ( 1964) aplicando o método de fase estacionária • 

Aqui descreveremos de maneira sum~ria sua obtenção,para rede c~bica 

simples. 

O procedimento de Callaway consistia primeiro em trans -

formar de maneira usual a soma em integral a função de Green dada 

pela E q. ( 1 . 2-18 l 

( 

iq.cfi -fi l v 
I 

3+ m n 
2 c e d q + G(m,n,w l 

(2nl
3 E: .... o 

s 

J 

2 2 
M• w ( q l - M" w -i E: 

s 

(1.3-20) 
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onde V é o volume da célula unitária e a integração e estendida a 
c 

primeira zona de Brillouin, e em seguida integrar a Eq. [1.3-20) 

fazendo uso do método de fase estacionária, o que nos leva para a 

seguinte expansão assintótica para a função de Green G[m,n, 
2

J 
s 

2 
G[m,n,w l 

s 

-> -> 
iq I R -R I o m n 

8 

IR -R I m n 

onde q e determinado pela condição 
o 

w 
s 

wlq l 
o 

IR I ;,. IR I m n 

[1.3-21) 

[1.3-22) 

A Eq. [1.3-21) é válida para qualquer tipo de modo de impureza em 

uma rede cúbica simples. Para modos localizados 

plexo. 

Considerando modos localizados tipo s e usando a defini 

çao de E [Eq. 
s 

2 
[1.3-14all temos para G[m,O,w l 

s 

1 a c 4 1TK1 1 

2 -K R 
[K,pJ) 8 sm 

1 O R 
m 

R li> O 
m 

[1.3,23) 

onde usamos o fato de ser q complexo para modos localizados, 
o 

e sere 

vendo 

iK [1.3-24) 
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K e determinado pela seguinte equaçao transcendental 

E [i K ) 
s 

E 
s 

uma solução analítica de 

E > l 
s 

2 M*w [q) 2K
1

l3-cos q a-cosq a-cosq a) 
X Y Z 

[1.3-25) 

[1.3-26) 

pode ser obtida através de uma expansao em aK 
s 

limitando porem a 

modos localizados pr6ximas do topo da banda 6tica com esta condi -

ção podemos usar como solução de [1.3-26) 

K 
s [1.3-27) 

Finalmente a função de onda associada a um modo locali 

zado tipos pode ser escrita na forma (usando [1,3-15), [1.3-23) e 

[1.3-27)) 

2 -K R 

A [ s l [ m l 
aEL'lM 1ws s m 

A[s)(ol,R ]J[E ) 
e 

':? o 
4'11 k 1 

s R m m 
[1.3-28) 

8-3E 
onde ]J[E ) s 

[1.3-29) s 5 

1.4 V~RTICE PARA PROCESSOS ENVOLVENDO UM MODO LOCALIZADO E DOIS 

FONONS DA REDE 

Nosso objetivo nesta seçao é obtermos o vértice para 

processos envolvendo um modo localizado tipo s e dois modos de fo-
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non da rede usando para isto a interação anharmônica. Nos limitare-

mos a termos envolvendo três modos. porque. sendo este o processo -

não-linear de ordem mais baixa, obteremos para excitação paramétri-

ca de fonons via modos localizados (que veremos mais adiante) limia 

res de potência mais baixos. 

A interação anharmônica num cristal (cÚbico simples de 

massa M*) contendo uma impureza isotópica pode ser escrito na se -

guinte forma 

H 
I 

-+ 

-+ -+ -+ + 
v(t)v(t')v(t"l <!>(l'.,l'.',l'."l (1.4-1) 

onde v(!'.) i o deslocamento do l'.-isimo ~tomo de sua posição de equi-

líbrio e lr.e.,t• ,R-") e um tensor de ordem três que caracteriza o aco 

+ 
plamento anharmônico. Em termos dos operadores b e b , usando pa­

s s 
-+ 

ra isto as equações (1.3-6) e (1.3-8) podemos escrever v(R-) na se-

guinte forma 

-+ 
v ( !'.) 

1/2 
w 

q 

+ 
(b +b -q) 

q 
. I 

a 

A(al (!'.) 

w1/2 
a 

(b +b+ l) a -a 

(1.4-2) 

onde o somatório em q refere-se aos modos não-perturbados de fonon 

da banda de energia do cristal hospedeiro, enquanto que o somatório 

em a refere-se aos modos da impureza. Usando-se (1.4-2) em (1.4-1) 

e selecionando apenas os termos que representam o decaimento de um 

modo de impureza em dois modos da rede, obtemos 



h 3/2 
-2- L i\ ra l a l 

.Q,, .Q,' • .e.. " 

a, q, q' 

+ + 
(b b b ,+c,c.) 

a -q -q 
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ii c q 1 (,\', • 1 "A c q' 1 (,I', .. 1 
1/2 

(w w w , l 
a q q 

+ 
<!> LI', ' .1'.' ,Q. " l 

(1.4-3) 

Substituindo-se A (a)(,\',) por (1.3-28) e aproximando os A(q) (,\',) per-

turbados por (1.3-5) (o qual é uma boa aproximação para pontos dis 

tantes da impureza). (1.4-3) pode ser escrita na forma 

1 
N 

R.,a,q,q' 

+ 
( b b' b ' a - q - q 

onde 

F(q,q') 
2M* 

+ 

+ 
+ b b b ,l -a q q 

I 
h 

1 
h I 

+ + :i" i(q+q').t<Q_ 
e 

(1.4-4) 

(1.4-5) 

(1.4-5) 

Aqui E cal representa um vetar de polarização associado a impureza 

+ 
e~ o tensor de força anharm6nica (constantel .. considerando intera-

çao só entre primeiros vizinhos e transformando a soma em f por 

uma representação integral, isto é 

-1 
N 

++ + 
ilq+q' l .R,Q, 

I-=-c __ _ 
9, R ,\', 

-K R,\', 
e a 

(V 

+ 

I 

+ + + 
i(q+q') .R .I'. -K R .I'. 

1 e c a 
V R,\', 

(1.4-6) 
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O Hamiltoniano para o processo envolvendo um modo localizado e dois 

fonons da rede pode ser escrito na forma 

onde 

I 
+ + + v ( q q 'Cl) ( b b b +b b b 

Cl -q -q' -Cl q q' etqq' 

V[q,q' .al 

O[qq 'K ) 
Cl 

- 1 
K = a 

Cl 

F(a=sl 

- 1 
N F[qq')F[a)o[qq'Ka) 

-2 
a 

-+-+ 2 2 
[q+q' I +K . 

/6 (E - 1) 
Cl 

Cl 

(1.4-7al 

[1.4-7b) 

[1.4-7c) 

[1.4-7d) 

[1.4-7el 

A equaçao (1.4-7al representa um processo no qual um 

modo localizado decai em um par de fonons da banda de energia do 

cristal hospedeiro, como também o processo inverso, onde um modo 

de impure~a e criado pela destruição de dois modos de onda de fo-

non [veja Figs. [1,4-1a) e (1.4-1b)). Nestes processos como era de 

se esperar, nao temos conservação de momentum. devido a presença da 

função o(q,q',K l no vértice (1.4-7b) 
Cl 
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·r 

(a) ( b) 

Fig. (3.5-1) Processos envolvendo três modos. (a) Decaimento de um 

modo localizado em um par de fonons da banda de ener-

gia do cristal hospedeiro. (b) um modo localizado e 

criado pela destruição de dois modos de onda de fonon. 

Contudo, vemos que a amplitude máxima de O(q,q'K ) se 
a 

-;. -;. 

verifica para q=-q' traduzindo assim o processo mais provável. No 

estudo de excitação paramétrica de fonons da rede via modos locali 

-;. -;. 

zados, nos limitaremos a este processo (q=-q' ), pelo fato de sendo 

o mais provável, conduzirá a limiares de potência mais baixo. 

Na análise que se segue nas próximas seções, escrevere-

mos o Hamiltoniano total do nosso sistema, considerando só proces -

-;. -;. 
sos nos quais q~-q', na forma 

H 

• z: hf(q) 
q 

+ I 
a C= s l 

+ 
hw b b 

a a a 

+ + + 
{b b b +b b b } 

a -q q a -q q 

+ 

onde hw representa a relação de dispersão dos 
q 

(1.4-8) 

modos de fonons da 

banda de energia do cristal hospedeiro, hw e a energia do modo lo 
a 
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calizado definida por 

1 
w r 1 +s l 

2 m s 
(1,4-9) 

w e a frequência máxima de banda ótica. Finalmente, o vértice do 
m 

termo não-linear apresenta em (1.4-12) e escrito na forma 

f ( q) 
- 1 

h V(q,-q,K ) 
a 

(1,4-10) 

Na seçao seguinte estudaremos de uma maneira geral a condição de 

instabilidade para processos envolvendo três bosons, para depois -

aplicarmos estes resultados ao processo envolvendo um modo locali-

zado e dois fonans. 

1.5 CONDIÇAO DE INSTABILIDADE PARA PROCESSOS ENVOLVENDO TRES MODOS 

Processos de instabilidade paramétrica sao bem conheci 

dos, por exemplo, em trabalhos de ressonância ferromagnética r o a-

mon (1953), Shul (1957)), fÍsica de plasmas (DuBois e Goldman 

(1965)) e ótica não-linear (Blombergen 1965), Orbach (1965) foi o 

primeiro em demonstrar que é possível criar um número muito grande 

de fonons acústicos por instabilidade paramétrica e Sparks e Chow 

(1974) consideraram absorção não-linear de radiação infravermelha 

por excitação paramétrica de fonons. A principal característica des 

te fenômeno é que, se um destes modos é bombeado por um campo ele-

tromagnético bastante forte, verifica-se que, a partir de um certo 

valor crÍtico do campo, o número de fonons diretamente acoplados -

com o modo bombeado crescem causando assim instabilidade. 

Antes de considerarmos o caso específico de três modos 

discutiremos de maneira sumária a teoria geral da instabilidade in 
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troduzida por White e Sparks (1963), Vamos supor que o sistema e 

descrito por um Hamiltoniano de interação H
1

, envolvendo produtos 

de operadores de bosons, as auto-funções de tal sistema 

(1,5-1) 

sendo representadas pelo numero de bosons em cada estado. Os oper~ 

• dores de criação e destruição bk , 
i 

mantos de matriz não nulos 

.(n +1) .. 
ki 

possuem os seguintes ele -

(1,5-2al 

(1,5-2b) 

Segundo a teoria de perturbação dependente do tempo, a probabilida-

de de transição por unidade de tempo (TP) para que o sistema em um 

estado inicial [nk ,nk ... nk >•[k> faça uma transição para um ou-
1 2 i 

tro estado lnk, ~nk., ... nk, >= lk' >é dada por 
1 2 i 

TP(k-+k') 
2Tr 
n 

(1,5,3al 

com a densidade dos estados finais p(E), suposta na forma Lorentzia 

na 

p (E l 
1 

rrh 
(1,5-3bl 

onde nk' e a frequência de relaxação do estado final, Aqui vamos a 

limitar a processos nos quais o estado final e constituido de dois 
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bosons com vetares de anda iguais e opostos. Neste caso, supondo 

que as frequências de relaxação nk são independentes da direção 

dos vetares de onda, podemos então e~crever a frequência de relaxa 

çao do estado final na forma 

n +n .. 
k -k 

(1.5-4) 

Em geral, o Hamiltoniano de interação HI produz transi 

çoes entre os vários estados do sistema, mudando assim o número de 

ocupaçao destes estados. Em particular, estaremos interessados na 

parte de HI a qual produz transições entre o modo inicialmente ex-

citado (modo localizado) e os modos que tornam-se instáveis ( fo-

nons da rede). Denotando o número de ocupação do modo inicial (mo-

do bombeado) por n , podemos então escrever para a taxa de energia 
o 

que é transferida para os modos eventualmente instáveis, 

hw (dno) ~~n hw {TP(n ~~n +n )-TP(n ~n -~n l} 
o dt o o o o o o o o 

t r a ns 

(1.5-5) 

A variação no numero ,de ocupaçao, ~n 
o ' depende da ordem do proces-

so. Assim, por exemplo, em qualquer processo de primeira ordem (ao 

qual limitaremos nossas considerações) teremos ~n ~1. Por outro la 
o 

do, se a relaxação de um modo k potencialmente instável pode ser 

descrita pela frequência de relaxação nk' então podemos escrever -

para a taxa de energia que deixa este modo 

dn 

hwl dt k J (1.5-6) 

r e 1 ax 

onde 
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e o numero de ocupação dos modos k em equilÍbrio térmico, 

A condição fÍsica para se estabelecer um critério ge-

ral de instabilidade, é que a instabilidade ocorre quando o número 

de quanta no modo k exigido para manter o equilÍbrio (igualdade das 

equações (1.5-5) e (1.5-6)) se torna infinito, Desde que estejamos 

sempre no mais' baixo limiar, tomaremos o valor máximo da probabil~ 

da de de transição ( 1. 5-3) o qual ocorre para wk •wk,. 

Vamos agora considerar o caso particular de processos 

envolvendo três modos. O Hamiltoniano do sistema, incluindo a pa~te 

te responsável pela transição entre o modo bombeado (denotado pe-

lo Índice o) e os modos k e -k será escrito na forma 

H + hw b+b 
o c u 

+ I ~ -1 + "" ' + 
[Ílf[k}C [C +TifiklC C C l 

~ k -k o k -k 
k (I D) 

(1.5-7) 

onde f(k) representa o acoplamento entre os modos envolvidos no 

processo. 

Usando o segundo termo de (1,5-7) como Hamiltoniano de 

interação, teremos para as elementos da matriz não nulas~ que en -

tram no cálculo das probabilidades de transição em (1,5-2) 

<(n +1)(n -1J(n -1) IH !n n n > 
o k -k I'ok-k 

<(n -1J(n +1)(n k+1) IH ln n n > 
o k - I o k -k 

h f ( k) 
1/2 

(n+1)nn I 
o k -k 

(1,5-Bal 

1/2 
hf(klln (n +1)(n +1) 

o k -k 

(1.5-Bbl 

Usando agora estes elementos de matrizes podemos obter a taxa de 

energia que é transferida do modo bombeado para os modos k e -k, 

eventualmente instáveis. 
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{[n +1)n n -
o k -k 

- n (n +1l(n +1]} 
o k -k 

(1.5-9) 

Por outro lado, a taxa de energia que deixa o par modas k, -k par 

processas de relaxação sara 

- hw ( 2T") k l{ ( n - n ) + ( n - n ) } 
k k k -k -k 

(1.5-10) 

r e la x 

Da igualdade das equaçoes (1.5-9) e (1.5-10) podemos obter a numera 

de quanta na modo k exigido para manter o equilÍbrio, na forma 

nk 
r n -J 
J n c n 
1 c o 

nk (1.5-11) 

onde 

2 
Tlk 

n 
jf(k) 12 c 

( 1 • 5 - 1 1 b ) 

Ao estabelecermos as Eqs. (1.5-11) usamos a conservação da energia 

w
0 

= 2wk e a desigualdade 1 ~ nk, n_k ~ n
0 

válida em instantes an­

tes de acorrer a instabilidade, Podemos agora aplicar a condição fi-

sica que define a instabilidade, discutida anteriormente. Portanto, 

instabilidade acorra quando n = n • Assim, a número crítica de ma-
c a 

dos bombeadas não-lineares é dado par 

cri t 
n 

o 
(1,5-12) 

Na seçaa seguinte usaremos este resultada na estuda de excitação p~ 

ramétrica de fanons, via modos localizadas. 
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1.6 EXCITAÇAD PARAM~TRICA DE FONONS VIA MODOS LOCALIZADOS 

Os processos de instabilidade paramétrica produzidos -

por absorção de radiação infravermelha foram estudados teoricamen-

te por Levinson (1973), Sparks e Chow (1974) e observados em expe-

riências de luminescência por Colles e Giordmaine (1971), A descri 

çao fÍsica de instabilidade paramétrica de dois fonons é a seguin-

te: 

Consideremos o processo de dois fonons onde um foton 

e destruído, um fonon fundamental (modo ético transversal com ve-

tor de onda k = O) é criado, depois destruido, e outros dois fo-

nons são criados, ver figura ( 1. 6-1) 

Este processo é diretamente análogo ao processo de 

ressonância subsidiária de Shul (1957) descoberta em conexão com -

experiências de ressonância ferromagnética (Oamon (1953)), Bloen-

bergen e Wang (1954). O fonon fundamental corresponde ao magnon de 

precessão uniforme 
+ 

(com k=O) e o par de fonons correspondem ao par 

de magnons criados. 

Nosso principal bbjetivo nesta seçao sara propor um 

novo mecanismo capaz, em principio, de excitar pares de fonons com 

~ 

]ql rnuitc elevado. Como vimos anteriormente, a interação anharmõnica 

com impurezas pode induzir transiçÕes entre modos de impureza e m~ 

dos de fonon da rede, Usando esta interação podemos então estudar 
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a instabilidade de fonons apos a aplicação de radiação eletromagn~ 

tica na região infra-vermelha, a qual poderá ser fornecida por uma 

fonte de laser, Alguns fotons absorvidos pelo cristal a partir de 

um certo numero crítico ncrit. 
o 

será imediatamente convertido em 

pares de fonons, através do aniquilamento de um modo localizado. 

Nestas condições, a probabilidade para existirem processos diretos 

(decaimento de modos localizados em pares de fononsl excede a pro-

-+ 
babilidade de relaxação (dos fonons ql fazendo com que a população 

dos fonons paramétricos atinja valores altos, 

O mecanismo aqui proposto para excitar parametricamen-

te fonons via modos localizados tem como base o 

(1,4-8) 

H 

+ + 
b b b } 

s -q q 

+ I 
cd =s l 

hw 
a. 

+ 
b b 

a. a. 
. I 

q 
h f ( q l 

+ 
{b b b 

s -q q 

hamiltoniano 

+ 

(1.6-1) 

obtido de maneira a fornecer limiar (threshold) de potência mais 

baixo, Vamos agora introduzir em (1,6-1) o Hamiltoniano de intera 

ção do campo de fotons, responsável pelo bombeamento dos modos lo 

calizados 

-e 
o 

M'C 
-+ -+ 
A(O).P(O) (1.6-2) 

O potencial vetorial na posição da impureza, pode ser escrito na 

forma 

-+ 
A (O l (1.6-3) 

-+ 
e p(o) o momento da impureza, considerando apenas o modo de tipo 

s, é escrito como 
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p (o) 
,fl,1/2 

-i - (1.6-4) 
' 2 

(o fato de considerar apenas o modo de tipo s e devido a que este 

modo é totalmente simétrico e portanto, como demonstrou Wallis e 

Maradudin (1960), o momento dipolar elétrico e não nulo). 

sao 

Aqui e é a carga da impureza, c a velocidade da 
o 

-*' 
operadoras da criação e destruição de fotons, E 

luz, 

vetar 

da polarização da radiação !1 é a constante da Planck e V é o volu-

me o qual define, ~ara nl fotons incidentes, uma densidade de aner 

gia eletromagnética nll'lw/V. Desta maneira, podamos obter a parte 

de ( 1 .6-2 l responsável pela excitação di reta dos modos localizados 

tipo s, escrita na forma 

H 
f- f 

+ + 
iGl'l(ab -abl 

k s k s 

onde 

G (1.6-6) 

( s ) - -onde A (O) e a amplitude do modo s na posiçao da impureza. 

Finalmente o Hamiltoniano total para o processo de exci 

tação paramétrica de fonons via modos localizados é, 

H 
+ + 

q 
I flw b b q q q 

. I 
cd =s l 

flw b b 
a a a 

. I hf(q) 

q 

+ + + 
{b b b +b b b } 

a -q q a -q q 

+ 

+ + 
+ i Gl'l (a b -a b l 

k s k s 

(1.6-7) 

Usando agora os resultados da seçao 1 .5 vemos que o numero crítico 

cri t 
de modos localizados bombeados n necessário para dar inÍcio ao 

s 
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processo não-linear sara dado por [comparando (1.4-8) e [1.6-1) e 

usando Eq. (1.5-12)) 

crit 
n 

s 
(1.6-8) 

I f r q l I 

para obtermos a ralação entre o numero da fotons incidentes e o 

número de modos localizados bombeados, vamos obter a equação de mo 

vimento para os operadores b[t) escrito como b(t) 
iW t 

C(t) e atra-

vés da ihb[t) lb H lcom H dado em (1.6-7). Temos 

. 
c 

s 
2 11 C +I 

s s m 

i[2w -w lt 
Lf(q)C C 8 q s G 11 

i(w-w lt 
s 

-q q - k 
e 

q 
(1.6-9) 

onde a frequência de relaxação dos modos localiZados 11 foi intro 
s 

duzida fenomenologicamente de maneira usual (w + w +i11 ) . Portan­
s s s 

to, na região linear (f(q) = O) estacionária (C (t) 
s 

+ -

= 0), o número 

de ocupação dos modos localizados n 
s 

= C C e proporcional ao numa 
s s 

+ 
ro de ocupação dos fotons incidentes nk = AkAk, 

n 
s 

2 
[1.6-10) 

Assim, o numero crítico de fotons incidentes necessário para dar 

inÍcio aos processos não-lineares com a condição de ressonância 

w = w 
s 

2w , sera 
q 

n 
k 

211 11 
s 

2 

(1.6-11) 

A amplitude E do campo eletromagnético responsável pa-

la excitação dos modos localizados é da fácil acesso experimental, 
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e pode ser obtida igualando a densidade de energia eletromagnética 

n hw 
a _q __ 

v i. e. 

n hw 
_g_ 

v 

Assim, a amplitude crítica sera 

811 hw v 
211 11 

s g 
G I f ( q) I 

(1,6-12) 

2 

(1.6-13) 

usando a~ora a expressao para f(q) dada em (1,4-10) obtemos 

crit 
11 

q 

211 11 
s g 

G F ( q l 

2 

(1,6-14) 

aqui c 
o 

representa a concentração de impurezas (c 
o 

N 
impl 
N 

O efeito de adicionar mais impurezas foi suposto ser 

aproximadamente aditivo (baixa-concentração). Na próxima seção, com 

objetivo de estimar a ordem de grandeza de potência de uma fonte de 

crit 
de fornecer n • 

q 
laser capaz estimaremos a ordem de grandeza da 

relaxação do modo localizado, usando como mecanismo o decaimento de 

um modo s em dois fonons. 

1.7 ESTIMATIVA DA RELAXAÇAD OE MODOS LOCALIZADOS TIPOs 

Como vimos na seçao anterior para obtermos a potência -

crit de laser capaz de fornecer n sara necessário conhecermos a rela 
q 

xação do modo localizado, Nesta seçao procuraremos obter a ordem de 

grandeza de relaxação de modos localizados tipo s, escolhendo como 
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mecanismo o decaimento do modo s em dois fonons da banda do cristal 

hospedeiro. No cálculo usaremos teoria de perturbação em primeira -

ordem e faremos algumas hipóteses simplificadoras no cálculo das 

integrais envolvidas, {para detalhes do cálculo veja por exemplo 

Akhiezer, Baryakhtar e Poletminskii (1968); Sparks (1964)), 

O Hamiltoniano que fornece o decaimento de um modo loca 

lizado em um par de fonons da banda de energia do cristal hospedei-

ro Eq. (1,4-11a) e 

l: + c. c. (1.7-1) 
aqq' 

Vamos considerar inicialmente a probabilidade de transi 

çao por unidade de tempo (TP), para que o modo localizado decaia em 

dois fonons (veja fig, (1.7-1) o elemento de matriz para este pro-

cesso sera 

Fig. (1.7-1) Decaimento do modo localizado em dois fonons 

<(n -1J(n +1)(n ,+1J1Hrln n n ,> 
a q q a q q 

1/2 
Ín (n +1)(n ,•1ll (V(qq'al + V(q'qall 
. a q q -

(1.7-2) 
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a probabilidade por unidade do tempo pode ser escrita na forma 

TP(m-+nl o (E -E l 
n m 

Portanto, a probabilidade para o decaimento sera 

TP(n -+n -1) 
a a 

2 
2rr r --.:- V(q,q'al+V(q',qalj n (n +1)(n ,•1lo(hw +hw ,-hw l 
u a q q q q a 

(1.7-3) 

(1.7-4) 

Para o processo inverso (veja fig. (1.7-2)), onde um modo localiza 

do é criado pela destruição de dois fonons, temos 

liwq _,_ hw~·, -ftw..._ 
_ _J _____ _ 

Fig. (1.7-2) Criação do modo localizado pela destruição de dois 

fonons 

1/2 
< ( n + 1 ) ( n + 1 ) ( n , -1 J I HI I n n n , >= 

a q q aqq 
I (n +1 ln n ,I IVlqq'a)+V(q'qal I a q q 

e consequentemente 

2 

TP ( n -+n + 1 J 
a a 

2hll IV(qq' )+V(q'q Jl (n +1Jn n ,o(hw +hw ,-hw l 
a a a qq q q a 

(1.7-5) 

(1.7-6) 

a taxa de variação por unidade de tempo, do numero de ocupação dos 
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modos localizados, como consequência dos processos de decaimento e 

de criação, será dada pela diferença 

I 
qq' 

I TP ( n ->n -1 l - TP ( n ->n + 1 l I 
a. a. a. a. 

a qual pode ser escrita na forma 

onde 

Ld{ n} 

dn 
a. 

dt 

1 21! \ 
211 L 

qq' 

2 
IV(qq'a.l+V(q'qa.) I 

( n + 1 ln n ] c5 (hw +hw -hw l 
a. q q' q q' a. 

[ n (n +1)(n +1)-
a. q q' 

(1,7-7) 

(1,7-Bal 

(1,7-9) 

a quantidade Ld{n} e denominada da "integral da colisão" e facil -

manta se verifica que (usando conservação de energia) 

o (1,7-10) 

onde n a o numero da ocupaçao em equilÍbrio térmico dado por 

n 
q 

-1 

f e xp r Shw l - 1] 
q 

(1,7-11) 

1 o fator 2 em (1.7-9) leva em conta o fato de que a troca q ~ q' nao 

conduz a estados finais diferentes. Supondo que 

diferente de seu valor da equilÍbrio 

n 
q 

n + on 
q q 

on ~ n 
q q 

n 
q 

não seja muita 

(1.7-12) 
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podemos obter, através da expansao de Ld{n} em termos de ónk a fre 

quincia de relaxaçio dos modos localizados devido ao processo de 

decaimento em dois fonons 

1 
T 

a 

dld{n} 

d ón i I 
qq. 

X o(hw +hw ,-hw) 
q q a 

2 
IV(qq'al+V(q'qall Cnq+nq,+1l x 

(1.7-13) 

usando (1.7-11) e a conservaçao de energia, podemos escrever 

( n +n + 1 ) 1 
q q' 2 

sen h c.2. Shw l 
2 a 

h r.2.shw J 
1 

sen sen h C;;Shwq, 2 q 

w 
a 

hw w , 
q q 

k T ~ hw 
8 q,q' 

usando agora o vértice (1.4-7bl, podemos escrever 

T 
5 

= 

2 

_1_3o_o_rr_k...::6:o..T_I F,---C a_=_s _l 1_<1>_2 -;. I 
M*

2 
N qq' 

2 
o Cqq'al 

2 
Cw w , l 

q q 

o Cw +w -w J 
q q' a 

(1.7-14) 

(1.7-15) 

transformando o somat6rio em integral de maneira usual, temos 

1 
T 

s 

1300 1T 

I (1,7-16) 
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2 
cr (qq'a)o(w +w ,-w l 

q q a (1.7-17) 

e V é o volume da célula unitária. A integral de cima foi estima­
c 

da supondo uma relação de dispersão linear w • aq para o decaimen 
q 

to em dois fonons acústicos. 

1.8 CDNCLUSOES 

Neste capítulo, efeitos não lineares envolvendo modos 

localizados de vibração associados a impurezas isotÓpicas, foram -

analisados teoricamente. Com o mecanismo aqui proposto é possível 

excitar pares de fonon com vetar de onda elevado (o que é uma limi 

tação nos outros processos) como vimos na seção 1.4. no processo 

de decaimento de um modo localizado em um par de fonons (o qual e 

responsável pelo mecanismo proposto) apenas a energia deve ser con 

servada. Como a energia dos fonons localizados aparece acima do to 

po da banda dos fonons Óticos, vemos por conservaçao de energia 

que, o par de fonons criado no processo está prÓximo do fim da zo-

na de Brilloui~. Isto sugere imediatamente que, o presente proces-

so pode ser usado para medir a vida média dos fonons nesta região 

( k 
8 -1 

10 cm l. Infelizmente até o presente não temos informações 

suficientes sobre impurezas onde nossa teoria poderia ser aplicada. 

Contudo, usando a estimativa feita na seçao anterior poderemos an-

tecipar a ordem de grandeza para diferentes temperaturas da potên-

cia de uma fonte de laser capaz de fornecer o número crítico de fo 

tons necessário para dar inÍcio aos processos não lineares. Para 

obter esta ordem de grandeza para diferentes temperaturas vamos 
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usar valores tÍpicos para os parãmetros presentes na Eq. (1.6~13) 

considerando a frequência da moda localizado como w 
s 

= 3 32 10 13 

~ 1 
seg 

(} ( K ) 
s 

F(a=sl 

.5052, 

= 6.48.10 11 ~ 112 gr 
~ 1 

G - 87 .42/V seg 

F ( q l 

e c 
o 

1.210~24/N g3/2 
r 

1:'.:: os quais sao 

2 2 
cm /seg 

válidos ~ 

para NaC~. Usando estes valores obtemos para a potência critica ~ 

da fonte de laser os seguintes valores mostrados na seguinte tabe 

la para diferentes temperaturas. 

T=300°K' T=80°K T=20°K 

~ 1 
n (seg l 1.05.10 s 

5 
2.78.10 

14 
7.10

13 

~ 1 1 o 1 o 2.66.10
10 7 n (seg l 6.66.10 

q 

watts 
4.3.10

11 7 6 
I 

cm2 
2.16.10 8. 6. 1 o 

c 

Da tabela anterior vemos portanto que para baixas tem-

peraturas a intensidade critica 
6 7 2 

(10 -10 watts/cm l está dentro 

da capacidade de fontes de laser de metanol (Izatt, Bean e Caudle 

(1975)). A dificuldade de se realizar a experiência aqui sugerida 

é a de se excitar diretamente os modos localizados, ou seja, sin -

cronizar a ressonância dos modos localizados com as frequências 

dos lasers existentes. 

Finalmente e interessante ressaltar que, embora nossos 

resultados tenham sido desenvolvidos para cristais com estrutura -

cÚbica simples, e de se esperar que as características qualitati -

tivas dos efeitos aqui introduzidos não dependam criticamente da 

estrutura do cristal, e portanto a ordem de grandeza dos resulta -

dos obtidos não sejam muito diferentes para outros tipos de estru-

tura cÚbica. Considerando o argumento anterior podemos calcular a 
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ordem de grandeza da intensidade critica para o cristal de estrutu-

ra cúbica CaF
2 

contendo H como impureza, onde os modos localizados 

tem sido investigado experimentalmente (Vasconcellos ( 1978) l, Na se 

guinte tabela as intensidades críticas para diferentes temperaturas 

são mostradas: 

T=300°K T=80°K T=20°K 

-1 5,84,10 13 
1,55,10

13 
3,89,10

12 
11 (seg l 

s 

-1 1 o 11 2,66,10
10 9 

n (seg ) 6,66,10 
q 

I (watts) 7,48,10 12 
3,72.10

10 8 
c 2 

1.47,10 
cm 

vemos portanto que as intensidades criticas estão dentro da capaci-

dade das fontes de laser de co2. 



CAPfTULO II 

FREQU~NCIA DE RELAXAÇAD POR PROCESSOS DE MUITOS FONONS 
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2.1 Ilil'!CDUÇAIJ 

A absorção de radiação eletromagnética pelas vibrações 

da rede em cristais anarmônicos tem sido estudada extensivamente tan 

to teoricamente como experimentalmente por muitos anos. Em todos os 

estudos feitos até agora a frequência da radiação eletromagnética é 

aproximadamente igual a frequência de reststrahl (máxima frequência 

da banda Ótica com vetar de onda q=Dl. de tal maneira que a princi­

pal contribuição para o coeficiente de absorção é devido a processo 

de dois fonons (Born e Huang (1954)). com o advento de lasers de al 

ta potencia despertou-se o interesse em estudar o comportamento do 

coeficiente de absorção dependente da frequência e da temperatura 

para frequências mais altas que a frequência máxima do cristal, mas 

ainda pequenas comparadas com a energia do gap eletronico. 

Absorção em altas frequências é devido ao fato que a 

largura de linha da frequência mãxima do cristal aumenta ou diminui 

com a temperatura. Neste intervalo de frequência a principal contr! 

buição para o coeficiente de absorção em cristais puros vem de mui­

tos fonons. onde o número de fonons presente pode ser muito grande. 

experimentalmente tem sido observado que o coeficiente de absorção 

para altas frequências varia exponencialmente com a 

(Uetsch (1973)). isto é 

3 Cw l -Aw Be 

frequência 

(2.1-1) 

para cristais ionicos como por exemplo Lif. Naf, NaCl, KCl, KBr 

quais 

podem ser usados como janelas em lasers de alta potencia. Na Eq. 

(2.1-1), B e A são constantes características do cristal particu -

lar. Para NaCl a temperatura ambiente, por exemplo, 3 Cwl decresce 
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quase de uma forma exponencial com a frequência como é mostrado na 

fig. (2.1-1) por outro lado Harrington e Hass (1973) mostraram ex-

perimBntalmente que o coeficiente da temperatura para altas tempe~ 

raturas, comparada com a temperatura de Debye 8
0

, varia aproxima-

damente como 
n-2 T para processos de muitos fonons c n é o numero to 

tal de fonons envolvidos no processo) 

I 

10'1 

J 
NüCI 

w
1 
~164 cm··l 

i 
I 

I 
!J v 

102 

' \ ~ 
~ 1 <i5. 

I -

10-4 --- .L ____ l ______ ___L ____ ------L..._ ___ L_____ _____ J ---·- __ .L-----

1 '2345678 

Yig. 2.1-1 Coeticiente de 

absorção dependente da 

frequência para NaCl 

Modelos teóricos tanto clássicos como quânticos~ usando 

diferentes suposiçÕes ou aproximações para potenciais interatõmicos 

e curvas de dispersão de fonons tem sido desenvolvidos para explicar 

a dependencia do coeficiente de absorção da frequência e da tempera-

tura (Mills e Maradudin (1973), Maradudin a Mills (1973), Sparks e 

Sharn (19721, (1973al, (1973b), (19741 McGill, Hellwarth, Mangir e 

Winston ( 1973), Bendow, Ying e Yukon ( 1973), Rosenstock (1973), 

Nanjoshi e Mitra (1973), Billord, Gervais e Piriou (1976) J Todos os 

autores supõem dois possíveis mecanismos de absorção~ isto é? acopl~ 

menta anarmonico de fonons com o moda fundamental ''reststrahlen " 

(mecanismo anarmônico) ou/e o acoplamento direto de fonons com a ra-

diação via momentos dipolares elétricos de ordem superior (mecanis-

mo de Lax-Burstein). O primeiro mecanismo foi considerado como pred~ 
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minante em cristais polares, embora nao exista uma resposta sati~ 

fatória para este problema (Mills e Maradudin (1974), Bendow, 
• 

Ying e Yukon ( 1974) e Sparks ( 1974)). Em todos os modelos teóri -

cos que existem na literatura o coeficiente de absorção ,-JEpt_:rHjer·,-i,:e 

da frequência e da temperatura para processos a muitos fonons, e 

calculado considerando o processo no qual o foton e absorvido pe-

lo cristal, através da excitação virtual do modo fundamental 

''reststrahl'' o qual finalmente emite n fonons; ou seja, a radia-

ção eletromagnética, cuja frequência e alta, cria um fonon funda-

mental cujo tempo de relaxação é determinado pela soma de 

os possíveis processos de decaimento em modos normais das 

ç~es da rede. (Veja fig. 2.1-2) 

A/'\./\.._ f o t o n 

____ fonon 

' I 

' 

3 

to dos 

vibra-

Fig. 2.1-2- Processo multifÔnico para o cálculo do coeficiente 

de absorção (Sparks e Sham (1973)) 

Neste capítulo nosso principal objetivo é estudar o 

comportamento do coeficiente de absorção ótico dependente da tem-

peratura para processos multi-fonons confluentes assim como e 

ilustrado na fig. 2.1- 3. 
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l 

Fig. 2.1-3 - Processo multifônico confluente 

Este tipo de processo, considerado desprezível em tra 

balhos anteriores (Sparks e Sham (1973)), se espera que seja do-

minante ou pelo menos não desprezível em altas temperaturas (pro-

cessos destes tipos já se mostrou que é dominante em relaxação an 

tiferromagnética de magnons em altas temperaturas, Rezende e 

White ( 1976) l, já que neste limite o número de ocupação de fonons 

é grande e fisicamente, o processo confluente tem um caráter mais 

caótico que o processo de decaimento (Splitingl. 

2.2 !:DEFICIENTE DE ABSDRÇ~O 

A radiação eletromagnética quando incide sobre um 

cristal iÔnico isolante faz com que o mesmo seja perturbado devi-

do a excitação do momento dipolar pelo campo elétrico oscilante.O 

coeficiente de absorção está relacionado a parte imaginária da 

constante dielétrica per 

6 r w l w E:"(wl 

11 (wl c 
(2.2-1) 

onde c e a velocidade da luz n(w) e o Índice de refração depende~ 
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te da frequ~ncia e E'' e a parte imagin~ria da constante diel~tri-

ca a qual representa a resposta linear do momento dipolar (Wallis 

e Maradudin (1962)), 

Nesta seção nosso principal objetivo é calcular a con 

tribuição das vibrações da rede para a constante dielétrica, com 

particular ênfase em cristais iônicos com dois átomos por c~ lula 

unitária. A constante diel~trica E(w) e definida pelas seguintes 

equaçoes. 

E(W) 1+4TI X(W) ( 2 , 2 - 2 a l 

P xCwl E (2.2-2b) 

onde a polarização P é o momento dipolar por unidade de volume 

produzido pelo campo macroscópico E e xCwl e a susceptibilidade -

elétrica. Em geral xCwl e E(wl sao tensores complexos de segunda 

ordem. 

Para cristais com simetria cúbica eles sao escalares. 

Em cristais iônicos duas contribuiçÕes dominantes para a canstan-

te dielétrica podem ser consideradas: uma parte eletrônica e uma 

parte iónica. A parte eletrônica é proveniente da deformação da 

nuve eletrônica em redor do núcleo, e a parte 1Ônica é devida aos 

deslocamentos dos ions. Nestes casos, existem frequências resso -

nantes associadas com a polarização eletrônica (W 
uv 

frequência -

no ultravioleta) e com a polarização iônica (wir frequência no 

infravermelho); na vizinhança dessas frequências E(w) cresce rapl 

damente e é aproximadamente independente da frequência fora deste 

intervalo. O valor de E(w) no limite de baixas frequências w~ 
ir 

será denotado por 

campos que variam 

E • o 
e pode ser medido usando campos estáticos ou 

lentamente, Como~JV~ w
1

r existe um intervalo de 
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frequência no infravermelho onde E(w) e aproximadamente constante; 

este valor será designado por €
00

• 

As Únicas vibrações que contribuem a constante dielé-

-+-
trica sao aquelas para as quais o vetar de onda é nulo (q = 0), A 

figura (2.2-1) mostra a relação de dispersão da radiação e letra-

magnética superposta a relação de dispersão de uma cadeia linear 

diatômica. 

Ondas da rede e ondas eletromagnéticas podem intera -

gir somente quando os vetares de onda e as frequências sejam 

iguais, como a ordem de grandeza da máxima frequência da rede e 

o valor do vetar de onda no ponto de intersecção -

( q = k =•v I c l e aproximadamente igual a 300 

- -+-

- 1 
cm o qual é desprezf 

vel comparado com a variaçao de q desde o centro da zona de 

Brillouin até a borde da zona 
8 - 1 

('V 10 cm ) . Portanto o cumprimen-

to de onda da radiação é muito grande comparado com a distância in 

teriÔnica. As condiçÕes anteriores correspondem a conservaçao de 

energia e momento. 

' t-1 rc=wlk 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

' ' 
o"-------

q, ' 

(2,2,3a) 

( 2 • 2 • 3b ) 

Fig. [2.2-1)- Curvas de dispersão para ondas da rede (linha con­

tfnual e ondas eletromagnéticas (dashed line). 
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Adotando um modelo semi-clássico, a energia de intera 

-+ 
çao pode 

-+ -+ 
ser escrita na seguinte forma -M.E, onde M é o momento -

dipolar do cristal. Para um cristal anarmónico, o momento dipolar 

pode ser expandido em potências dos deslocamentos iónicos (Born e 

Huang (1954)). Cowley (1963), Keating e Rupprecht (1965) mostra -

ram que o termo linear nos deslocamentos iônicos é dominante so-

bre os termos não-lineares, especialmente em halogenetos alcali -

nos. Nesta secção os termos não-lineares não serão considerados.O 

momento dipolar na aproximação linear pode ser escrita como 

' 1-+ z I e u ( 9-K ) 
K 

(2.2-4) 

onde "e" á a carga eletrõnica e Z sao inteiros positivos ou neg~ 
K 

-+ 
tivos U(9,Kl representa o deslocamento do átomo K da posição de 

equilÍbrio na célula 9,. Considerando especificamente um cristal 

com dois ions por cálula unitária, com cargas ± Ze, e expandindo 

U(9-Kl em coordenadas normais 

-+ 
U ( 9-K) 

-+ 
qj 

-+ 
-+ [-+") iq. e(K qJ e 

(MN)1/2 
K 

CR r" ll 
Q 

-+ 
qj 

(2.2-5) 

-+ -+ I-+ onde e(K;qjl e o vetar de polarização do átomo K, R ( 9, l o veto r 

da célula ~ e M a massa do K-ésimo átomo, 
K 

de posição a p o 1 a ri z a-

ção pode ser escrita na forma 

-+ z l-+ -+ -+ -+ 1 iq.Rl9-l -+ M e I Q 
e(+,qjl e(-,qj) 

(2.2-6) p V7N /M + 
-

/M-
e v 

X-,qj 
qj 

onde v e o volume do cristal. Fazendo-se a somatória em 9, encon -

-+ P", tramas que so os modos com q = o contribuem a isto e 
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_ ~(-,ojll 
,IM-

(2.2-7) 

Para modos óticos de cumprimento de onda grande, os deslocamentos 

podem ser escritos como 

-+ 
U ( .Q, K) 

-+ 
U CKl L: 

(2.2-8) 

j 

os quais sao independentes de .Q,, nestes modos todos os átomos nu-

ma rede de Bravais vibram em sentido oposto aos átomos de outra 

rede de Bravais. Substituindo a Eq. (2,2-8) em Eq. (2.2-7) a pol~ 

rização é dada por 

Ze N 
-+ 
p 

-+ -+ ( u - u (2.2-9) 
+ v 

-+ 
onde U representam os deslocamentos dos {ons do modo ótico 

± 
para 

Voltando para a situação apresentada na Fig. (2,2-1), 

parece ser que as vibrações da rede e as ondas eletromagnéticas -

devem ser tratadas independentemente, contudo isto n~o ~ certo~ma 

vez que as equações que descrevem as vibrações iônicas tem que ser 

resolvidas simultâneamente com as equações de Maxwell. Dessa for-

ma, quando combinamos modos óticos e a radiação obtemos curvas 

de di"persão, diferente as da fig. (2.2-1), Este problema é estu-

dado na seguinte sub-seção. 

~ bem conhecido que as vibrações acústicas de cumpri-

menta de onda grande são idênticas com ondas elásticas, e podem -

ser descritas por equações macroscópicas. 

" ' ' 
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Ca mesma forma a teoria para as vibrações óticas com 

+ 
q=O foi estudada por Huang [1951), 

O ponto de partida do tratamento de Huang consiste num 

par de equaçoes para o campo elétrico macroscÓpico E e o desloca -

menta relativo dos dois íons na c~lula unit~ria. A equaçoa de movi 

menta e a polarização sao escritas na forma 

onde 

m = MM /[M +M 
r + - + 

e a massa reduzida dos íons e V 
a 

(2.2-10) 

[2.2-11) 

e o volume da 

célula unitária. Os b's são coeficientes escalares os quais serão 

calculadas mais adiante. 

Se considerarmos soluções periÓdicas da forma 
-iwt 

e ,a 

constante dielétrica para qualquer frequência w pode ser calcula 

da de (2.2-10), substituindo 

+ E E 
o 

+ + 
w w 

o 

+ + 
p p 

o 

em [2.2-10) obtemos 

- iwt 
e 

b2 
2 \+ 

2) E 
b +W 

1 

[2.2-12) 

[2.2-13) 
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e comparando com a Eq. [2.2-2a,b), a constante dielétrica pode ser 

escrita na seguinte forma: 

E: [ wl 1 + 4 1Tb 3 -
4 b

2 
1T 2 

2 
b + w 

1 

[2.2-14) 

Os b's podem ser obtidos considerando as equaçoes [2.2-10) simultâ-

neamente com a equação de eletrostática (para cristais eletricamen-

te neutros) 

I! • õ o [2.2-15) 

usando o valor de P de Eq. [2.2-10) em [2.2-15), encontramos que: 

v • E [2.2-16) 

A solução para E pode ser obtida da seguinte forma: 

Seja Wt e W~ as partes soleinoidal e irrotacional de W, isto e 

-+ w 

onde: 

-+ 
1/•W 

-+ 
1/•W 

t 

~ 

-+ 
+ w 

~ 

o [soleinoidall 

o [irrotacional) 

então [2.2-16) pode ser escrita como 

-+ 
I! • E 

[2.2-17) 

[2.2-18) 

[2.2-19) 
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uma solução Óbvia para E e 

+ 
E (2.2-20) 

Esta solução de fato e Única. A Eq. (2.2-20) nos diz que unicamente 

os modos longitudinais Óticos 
+ 

com q=O, 

cos. Substituindo (2.2-20) em (2.2-10) 

podem gerar campos elétri-

+ 
e escrevendo W como soma 

(2.2-21) 

+ 
como Wt sao independentes, podemos igualar a parte solenoidal 

em ambas as partes de (2.2-21) separadamente: 

+ + 2+ 
wt b1Wt wfwt 

2 
(2.2-22) 

+ 
(b1 

4TT b. 

1+4TT~ 3 J 
+ 

wt wt 

onde wf representa a frequência do modo Ótico transversal. (chama-

do também de fundamental) 

A constante dielétrica (2.2-14) pode ser escrita na 

forma: 

E (w l 1+4TTb + 
3 

4TT b; 

2 2 
wf-w 

(2.2-23) 

onde as constar1tes est~o relacionadas a quantidades que podem ser 

medidas da seguinte maneira. Para w ~ O obtemos a constante dielé-

trica estática 

E 
o 

1 + 41Tb + 
3 

(2. 2-24) 
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e para altas frequências 

(2.2-25) 

a qual e válida para w ~ wf mas muito menor que a energia das tran­

siçÕes eletrõnicas. Portanto a Eq. (2.2-23) pode ser expressa como: 

E( wl E + (2.2-26) 
00 

A Eq. (2.2-26), embora simples, oferece uma explicação 

do comportamento geral da dispersão infravermelha para baixas 

( w <{ w ) e a l tas ( w ~· W ) f r e quê n c i as , Mas tal fórmula e i nade q u ada 
f f 

para explicar o comportamento experimental da refletividade e a for 

te absorção infravermelha na vizinhança da frequência wf, devido a 

que E(W) e real. 

A relação de dispersão (2.2-26) foi obtida a partir das 

equaçoes fenomenolÓgicas de movimento (2.2-10) as quais representam 

equaç6es de oscilador harmônico simples, e como consequência descr~ 

vem ondas da rede independentes. Em cristais reais, essas ondas são 

acopladas considerando termos anarmônicos, os quais são importantes 

para explicar a forte absorção infravermelho. 

Uma fÓrmula de dispersão mais real~sta pode ser obtida 

introduzindo um termo de amortecimento nas equações de movimento 

(2.2-10) o qual representa uma força oposta ao movimento e propor -

cional a velocidade. 

Com essas considerações a equaçao (2.2-10) e escrita co 

mo: 

+ 
w (2.2-27) 



- 68 -

+ + 
introduzindo as soluções periÓdicas ( W, E) 

+ -+ -iwt 
(W ,E l e obtemos: 

o o 

... 
p (2.2-28) 

Comparando a Eq. (2.2-28) com a Eq. (2.2-~3), nota-se que o termo 

de amortecimento a mais é equivalente a substituir o coeficiente b
1 

por b 1 +il'w, portanto a fórmula de 'dispersão, Eq. (2, 2-26), pode ser 

escrita da seguinte maneira: 

E ( W) E + 
00 

2 
(E -E )W 

o 00 o 
2 2 . r w -w -1w 
f 

E' (W) + iE" (W) 

(2.2-29) 

a qual agora considera absorção usando a Eq, (2.2-1) o coeficiente 

de absorção é escrito na forma 

s ( w) 

2 
(E -E )W 

o 00 f 

Cll(W) 

( 2 . 2 - 3 o ) 

Comentou-se anteriormente que para explicar satisfato -

riamente os res~ltados experimentais de refletividade e absorção de 

luz na região infravermelha foi necessário introduzir termos anarmô 

nicas na equação de movimento (2.2-10), Quânticamente, isto signif~ 

ca, considerar os termos anarmônicos na expansao da energia poten 

cial do cristal, os quais sao os responsáveis pela largura de 

da linha de absorção para w=wf. Em princípio, a frequência de rela­

xação r, deve ser calculada usando probabilidades de transição de-

pendentes do tempo. E interessante notar, que no limite de altas 

- · rw 2 ~ wf2 r 2 J • · t d b - - i l frequenc1as ~ o coeflclen e e a sorçao e propore ona a 

frequência de relaxação, e é neste limite onde nós estamos interes-

sados em calcular a frequência de relaxação para processos de mui-



tos fonons, usando o Hamiltoniano anarmônico envolvendo n fonons. 

2.3 fR~çUENCIA DE RELAXAÇ~D 

Nosso principal interesse nesta secçao, e calcular as 

frequências de relaxação fn(w) para processos de muitos fonons, as-

sim como ~ ilustrado na figura (2.1-3), onde se espera que este 

processo seja importante para altas temperaturas. 

O Hamiltoniano anarmónico que descreve o espalhamento -

de n fonons pode ser escrito na seguinte forma (Born e Huang (1954), 

Cowley ( 1963)) 

H 
n 

n -+ 
V(Q1,Q2''"C) )L\( L q,)An ... An 

n i=1 l ~1 ~n 

(2.3-1) 

representa o acoplamento entre os modos envolvi-
n 

dos no processo, 6( L 
i=1 

conservaçao de momento 

AQ F~b 

e a delta de Kronecber representanto a 

e AQ. definido na forma: 
l 

+ 
(2.3-2) a-+ + A -+ 

qb -q b 

onde a~b 
+ 

e a-+ 
qb 

sao os operadores de destruição e criação de fonon 

respectivamente. O cálculo da frequência de relaxação de um dado -

-+ 
modo q, pode ser derivado fazendo-se uso da probabilidade por uni-

dade de tempo TP, de que o sistema originalmente num estado i>' so 

fra uma transição para um outro estado final jf>, ou seja: 

TP 
2

'IT [<f[ H [ i>[ 2 6 (hw.-hw l 
11 n l f 

(2.3-3) 

Em geral o Hamiltoniano (2.3-1) produz transiçÕes en-

tre os vários estados do sistema, mudando assim o numero de ocupa-
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çao destes estados. Em particular, estaremos interessados na parte 

L 

de H , a qual produz transiçÕes para o número de fonons par 
n 

(Fig. 

2.1-3). Para este processo os estados inicial e final podem ser 

escritos na seguinte forma: 

jn
1
-1,n

2
-1, .•. ,n -1,n +1 ..... ,n +1> (2,3-4) 

~ ~+1 n 
2 2 

onde 

A variação no numero de ocupaçao n 1 , usando (2.3-2) e 

escrita como: 

{TP(n +n -1)-TP(n +n +1)} 
1 1 1 1 

(2,3-5) 

onde TP(n
1
+n

1
-1l representa a probabilidade por unidade de 

do processo da Fig. (2,1-3), isto é 

TP(n +n -1) 
1 1 

2
1T
2

j<n
1
-1,n

2
-1, ... ,n'1 n +1, ... n +1jH jn

1
, ... ,n >j

2
o(wl 

tempo 

h !::_ , .::!.+ 1 n n n 

2 2 (2.3-6) 

onde 

o (w l - ••• -w l 
n 

(2.3-7) 

e TP (n
1 

+ n
1

+1) representa a probabilidade por unidade de tempo 
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de ocorrer o processo inverso usando o fato de que os operadores de 

criação e destruição possuem os seguintes não-nulos ele-

mentos de matriz 

<n
1

. 
1

+1 ... n la+ ln
1 
... n > 

n n o1 n 

< n 1 ... n1 -1, nn I a
0 

1. I n 1 .. 
1 

• n > 
n 

[ J 1 I 2 
ni+1 

a equaçao [2.2-6) pode ser escrita na seguinte forma: 

3 
n, 

dn 
211 

2' 2 
1 I I vnl { n

1
n

2 
.. ;n [f1 +1) ... tn +1 ]-

dt h2 ~-1 n n n 
2 02· · · 0n 2 2 

onde V 
n 

número de elementos de matriz diferentes e não-nulas. 

[2.3-8) 

[2.3-9) 

O procedimento para obtermos a frequência de relaxação 

para processos multi-fonons e escrevermos (2.3-9) na forma de equa-

ção de relaxação, isto é: 

- r [n -n- ) 
n 1 1· 

[2.3-10) 

onde r n e a frequência de relaxação do processo e n
1 

e o numero de 

ocupaçao em equilÍbrio térmico do modo q
1

. 

Um procedimentn padrão para reduzir a Eq. [2.3-9) em 

[2.3-10) [Sparks [1964)) consiste em supor, que o número de ocupa-

ção TI. [ioF1) não mude de valor em equilÍbrio térmico n. durante o 
1 1 

processo de relaxação. Esta suposição, e de fato, tacitamente inclui 

da na definição de frequência de relaxação. Frequência de relaxação, 
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implica que uma partícula tem um numero de ocupaçao maior comparado 

com o valor em equilÍbrio térmico e esta partícula relaxa por inte-

raçoes com as outras partículas que estão em equilÍbrio térmico.Com 

esta suposição e usando conservaçao de energia e fácil verificarmos 

que a frequência de relaxação é dada por: 

onde 

f3 = 

td k) 
+ 

• - q ) 
n 

A - FREQUENCIA DE RElAXAÇAO PARA PROCESSO OE 4 FONONS 

(2.3-11) 

A solução analítica da Eq. (2.3-11) quando o numero de 

fonons e grande, e em geral muito difícil. Contudo podemos obter 

resultados muito bons, considerando aproximações para o coeficiente 

de acoplamento V e para as relações de dispersão de fonon. Um pro­
n 

blema análogo foi estudado por Sparks e Sham (1973) ao tratar o coe 

ficiente de absorção à muito fonons, considerando que um fonon vir-

tual de frequência Wf relaxa em n fonons, todos eles com a mesma fre 

quência W para a qual a densidade de estados é maior. As aproxima­
g 

ções usadas neste trabalho, são análogas as usadas na trabalho de 

relaxação de multimagnons antiferromagnéticos, feito por Rezende e 

White (1976). 
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As seguintes aproximações serao usadas para calcular r4: 

a) As somas na Eq. (2.2-12) serão transformadas em integrais no es-

-+ 
paço q da maneira usual 

I ... 
( 21T ) 3 

(2.3-12) 

q 

b) Para as relações de dispersão de fonons usaremos o modelo de 

Oebye generalizando definido por: 

w ... 
q 

Sq (2.3-13) 

,• 

onde S representa uma velocidade promedio de fonons (Bendow (1973), 

McGill et al (1973)). 

A aproximação linear (2.3-13) nos permite simplificar a 

função 6 (W l de conservação de energia~ fazendo-se w =w onde w 
1 m m e 

a máxima frequência da rama ótica, 
. ~ + - + + + 
1sto e q

1
=D entao q

4
=q

2
-q

3 
Usan 

do as aproximações (a) e (bl a função Ô(w) pode ser escrita na se-

guinte forma: 

(2.3-14) 

onde 8
23 

e o ângulo 
... ... 

e a condição q
2 

# q
3 

vem da conser-

vaçao de energia. A integral sobre q
4 

foi feita usando a delta de 

-+ 
Kronecher 6(Kl; as integrais em 8 2 .~ 2 e ~ 3 são facilmente calcula -

das, a integral sobre 8 3 é calculada considerando a seguinte 

priedade da função delta: 

pro-

ô(x-x l 
o 

f ' (X ) 
o 

(2.3-15) 
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onde x e uma raiz da função f(x ], 
o o 

c] Sparks e Sham (1972] calcularam um coeficiente de acoplamento me 

dia para cristais polares considerando um potencial iÔnico, for-

mado por um potencial coulombiano e um potencial repulsivo entre 

ions vizinhos da forma: 

<P (r l (2.3-16] 

onde a e a distância de equilÍbrio entre ions mais próximos. A inte 

ração coulombiana foi considerada so para determinar as constantes 

C ep na Eq. (2.3-16]. 

Usando a condição de equilíbrio e o valor do módulo v~ 

lumétrico B (bulk Modulus], a constante C pode ser escrita na for-

ma: 

2 2 1/P · 
C =3Ba p e /(1-2Pl (2.3-17l 

e 

p o. 1 para Na C l 

O coeficiente de acoplamento anarmónico o~tido por 

Sparks e Sham usando as condiçÕes acima pode ser escrito na segui~ 

te forma: 

v 
n+1 

h 2v1/2( ssh~n/2 
mwa m<Wa 

r m g 

(2.3-18] 

onde N e o numero de células unitárias M< e a massa mais leve (mas 

sa do ion sódio para NaCll e w e a frequência para a qual a densi­
g 

dade de estados de fonon é maior. 
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Usando as aproximações (a), (b) e (c), a frequência de 

relaxação para o processo de 4 fonons do modo q
1 

O pode ser escri 

to na forma: 

r4 Bhw
2 

(e -1 ) 

(2.3-19) 

onde qmax sera definido mais adiante. 

~ interessante notar que a dependência na temperatura 

da frequência de relaxação está totalmente contida nas funções exp~ 

nenciais. Esta dependência pode ser estudada considerando duas apr~ 

ximaçoes limites: alta temperatura, a qual é válida no intervalo on 

de hwq ~ k
6

T e baixas temperaturas a qual é válida para T ~ 6
0

• 

e podemos 

r4 

onde 

(6
0 

temperatura de Debyel 

Fazendo-se a mudança de variáveis: 

X 

escrever a 

12B1T
3sllí7

4
l 
2 

h 2s (21T)6 

Eq. ( 2 • 2 - 2 o ) na forma: 

Bhw 
m 

(e -1 l 
k T 5 

B 
ns I4 (T) 

( Sh w +X- y l y d y 
m 

( e y- 1 l ( e Sh wm + x y- 1 l 

(2.3-20) 

(2. 3-21) 

(2.3-22) 

no limite de baixas temperaturas todos os fonons est~o dentro da 
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esfera de Debye de rádio qD Portanto o vetar de onda máxima que p~ 

dem atingir os fonons seria o vetar de onda de Debye e o limite 

x = 8D/T pode ser extendido ao infinito. Neste limite a max Eq. 

[2.3-22) é escrita na forma: 

X 
dy [2.3-23) 

portanto, a frequência de relaxaçao [2.3-22) para o processo de 4 

fonons para baixas temperaturas e proporcional a T4 . Aqui também 

foi considerado que Bhw >> x,y devido a que w e a frequência máxi 
m m 

ma do cristal. 

Quando a temperatura aumenta a população dos estados -

de fonon de maior energia também aumenta. Como consequência o lim! 

te superior da integral em X limitq o aumento total de população de 

fonons com a temperatura. Para ~alcular a integral [2.3-22) supomos 

que K T > hw e expandindo as exponenciais obtemos para [2,3-22): 
B q 

1 2 
2 xmax [2.3-24) 

Donde para altas temperaturas a ,frequência de relaxação para o pro­

cesso de 4 fonons é proporcional a T2 Na sub-seção seguinte discu-

tiremos a frequência de relaxação para processos envolvendo n[Parl 

fonons. 

B - FREQUêNCIA DE RELAÇÃO PARA PROCESSOS DE ORDEM SUPERIOR 

Para calcular a frequência de relaxação do modo funda -

mental (~ 1 =0)~ para o processo de n-fonons, usaremos as aproximaç6es 

da seçãa anterior, isto é: 

[a) A scma sobre os vetares de onda serao substituídas por integrais 

+ 
no espaço q: 
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+ 

( 2'TT ) 3 Jq
2

dq d(cosB )d ~ 
m m m m 

(2.3-25) 

Das n somas sobre os vetares de onda, unicamente ficam 

n-2 integrais sobre q • e e ~ 
m m m 

já que a soma em um deles e feita 

usando a função delta de conservação de momento e q
1 

o. 

b) Para simplificarmos os cálculos vamos supor uma aproximação li-

near para a relação de dispersão e supor que todos os vetares -

+ 
de onda qi Ci=2, ... n-2) são colineares, Com esta aproximação a 

função delta de conservaçao de energia pode ser escrita na se-

guinte forma: 

. 1_,_ _,_ I o(w +W +.,,+w -w +1- ... -w )=o(w +Sq +.,,+Sq -sq - ... -s q-q l 
m 1 ~ ~ n m 1 ~ ~+ 1 n-1 

2 2 2 2 (2.3-26) 

onde 

+ + 
.. +q -q -

~ ..c!.+ 1 
2 2 

{ 2 2 = q +q -2qq 
n-1 n-1 

(2.3-27) 

e n- 1 e o 
- -+ -+ .. 
angulo entre q e qn_ 1 

c) Aproximando o coeficiente de acoplamento V por Q 
n n 

(Eq.(2.2-19ll a 

frequência de relaxação para processos de n fonons pode ser es-

crita na forma: 

Shw 

n 
A I (T) Ck

8
T/hs) 3 n-? (e m-1) 

n n 
r 

onde 

A = 
n 

n, 
2' 

3 
( 2 'TT 1 n-1 

(2.3-28) 

(2.3-29) 
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j
x 

max 

dx2 .. • O 

x + •• ,+x /2 
2 n 

x2 
dx 

n-1 n-1 

e Shw +x
2
+,. ,+x -x ••• x 

m !:: ~+ 1 n 
2 2 

oh +x +, •• -x P'•Wm 2 n-1 
1 xxn_ 1 e -

x2 dx 
!2.+ 1 ~+ 1 
2 2 

(2.3-30) 

(2.3-31) 

e as x' sao definidos como: 

onde 

x' 

J X, X < 

= l xma x 

X 
max 

X ~ X 
max 

X 
max 

hq s/ k
8

T 
max 

(2.3-32) 

Obtida a expressao para a frequência de relaxação pode-

mos analisar sua dependência na temperatura para baixas 

r as neste 

I ( T l 
n 

limite 

- Shw 
Shw e m 

m 

temperatu-

(2.3-33) 

e a frequência de relaxação depende da temperatura na forma: 

r c T 1 
n 

3n-B 
- T (2.3-34) 

No limite de alta temperatura os vetares de onda dos 

fonons antes do espalhamento tem um valor aproximado ao vetar de 

onda no limite da zona de Brillouin k28 . Analogamente os fonons 
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apos o espalhamento o vetor de onda e aproximadamente igual a k
26 

exceto um deles com k=o. Neste caso o limite superior na Eq. (2. 3-30) 

e X 
max 

Portanto 

I ( T J r2- x2 Jn-3 
2 max 

(2.3-35) 
n 

como X -1/T a dependência da frequência de relaxação com a temp_e 
max 

ratura pode ser escrita na forma: 

r 
n 

n-2 
T (2.3-36) 

Esta mesma dependência da frequência de relaxação para 

altas e baixas temperaturas foi também obtida por Rezende e White 

ao estudar relação em antiferromagnetos por processos de muitos 

magnons. 

Na tabela (2.3-1) mostramos os valores numéricos para 

processos a n-fonons confluentes comparados com o processo de 

Spliting considerados por Sparks e Sham (1973) no limite de altas 

temperaturas, note-se que neste limite o processo a n-fonons con -

fluentes é comparável com o processo de Spliting, pelo menos até 

oito fonons. 

;: . 4 - CCNCLUSLlES 

Neste capítulo, a frequência de relaxação para proces-

sos multifÔnicos confluentes dependente da temperatura em c ris-

tais cúbicos isolantes da forma NaCl, foi analisada teoricamente 

Na seção 2.2 o coeficiente de absorção foi obtido calculando a 

parte imaginária da constante dielétrica usando um modelo semiclás 

sico. No limite de altas frequências a contribuição para o coefi -
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ciente de absorção é devido a processos a n-fonons e proporcional a 

frequência de relaxação. Na seção 2.3 a frequência de relaxação pa­

ra ,processos a n-fonons confluentes os quais foram considerados des 

nrezíveis em trabalhos anteriores, é analisada como função da temp~ 

ratura usando um Hamiltoniano anarm6nico e a probabilidade de tran­

sição por unidade de tempo. As aproximações e técnicas matemáticas 

empregadas sao análogas as usadas por Rezende e White (1873) no 

cálculo da frequência de relaxação devidos a processos de muitos 

magnons em antiferromagnetos. 

Na tabela 2.3-1 mostra-se a frequência da relaxaçãoobt~ 

da por nossa teoria para o espalhamento de n-fonons em altas tempe­

raturas comparada com a frequência de relaxação para o processo de 

decaimento de um fonon em n-fonons também em altas temperaturas pa­

ra NaCl. Nesta tabela nota-se qu~ o processo confluente, como espe­

ravamos~ nao e desprezível pelo menos até oito fonons. 

A tabela 2.3-2 mostra os valores dos parãmetros tfpicos 

para NaCl. 
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Tabela 2. 3-1 

N9 Fonons fn(T,wl f'n(T,wl 

4 6.47.10
6

T
2 

4.85.10
6

T
2 

6 1.42.1D-
2

T
4 

l.54.10
6

T
2 

8 1.14.1D- 11 T 6 
2.5.16

11
T

6 

fn(T,wl frequ~ncia de relaxação para espalhamento de n fonons 

r' (T,wl frequência de relaxação para o processo de decaimento 
n 

Tabela 2.3-2 

Valores tipicos para NaCl 
11 2 

6=2.4.4.10 dy/cm 

-23 
M =2.3.10 gr 

r 
14 -1 

w=1.77.10 seg (frequência do laser de co
2

J 

-23 
M<=3.82.10 gr 

13 -1 
wa =2.10 seg 

c 

a= 2.82Â 
-23 

M> = 5. 89. 1 O gr 

13 -1 
w =3,85.10 seg 

q 
13 -1 

wf=3.09.10 seg 



CAPITULO III 

ESPALHAMENTO DE UMA PART!CULA DE LANDAU NA PRESENÇA 

DE UM CAMPO OE LASER 
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3,1 HHROOUÇÃD 

O efeito de campos magnéticos no comportamento de sist~ 

mas fÍsicos, ª importante para um grande numero de problemas em as-

trofísica, fÍsica de plasmas e fÍsica do estado sÓlido. Em particu-

lar~ a estrutura da matéria na presença de campos magnéticos fortes 

foi exaustivamente estudada por vários autores (Cohen et al [1970), 

Brandi et al [1976), Kadomtsev [1970), Melo et al [1970), Rau et al 

[1976)). Mais recentemente Brandi e outros [1978al estudaram como o 

-+ 
espalhamento de uma partícula carregada por um potencial V[r) seria 

afetado pela presença de um campo magnético d,c, forte e homogêneo, 

Embora o formalismo desenvolvido por Brandi et al [1978a) 

foi explicitamente aplicado somente para o caso de espalhamento de-

vida a um potencial coulombiano, sua extensão para o espalhamento 

por um átomo de hidrogênio foi posteriormente desenvolvida 

[Brandi [1979)). 

Paralelamente ao interesse do comportamento da matéria 

sob campos magnéticos fortes, existe também grande interesse no co~ 

portamento da matéria sob campos intensos de radiaç~o eletromagnét! 

ca (Seely e Harris [1973), Luzzi e Miranda [1978), Blashkar et al 

[1977), Bhakar e Chaudhury [1974), Brandi et al [1978b)l.Com o adven 

to de lasers intensas submilimétricos é possível obtermos a condi -

ção de ressonância ciclotrônica [Lax e Coh [1973), Seely [1974),,Li 

ma et al [1979)), na qual a frequência do laser é igual a frequên-

cia ciclotrônica do elétron. Consequentemente, é importante também 

considerarmos como é que mudam as propriedades fÍsicas dos sistemas 

na presença simultânea de um campo magnético forte e um campo inten 

so de laser. 

Nosso principal objetivo neste capítulo e estender o 

formalismo de Brandi et al [1978a), considerando o espalhamento de 
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uma partícula carregada por um potencial coulombiano na presença si 

mult~nea de um campo magn~tico forte, e um campo eletromagn~tico in 

tenso de laser. O método matemático aqui empregado, e análogo ao 

usado por Drandi et al (1978a) no problema de espalhamento por um 

potencial V[r) na presença de um campo magnético forte. O campo do 

laser será tratado como uma onda eletromagnética plana na aproxim~ 

çao dipolar. 

Na seçao 3.2 deste capítulo a amplitude de probabilid~ 

de para transiçÕes entre diferentes níveis de Landau com absorção 

ou e~issão de jv\ fÓtons será calculada usando a técnica da função 

Green,Na seção 3,3 estudaremos as amplitudes de transição para o 

caso particular de um potencial coulombiano e na seçao 3.4 discuti 

remos os principais resultados e faremos as conclusões dos resulta 

dos obtidos. 

3. 2 FORMULAÇAO 

Nesta seçao nosso principal objetivo e calcularmos a 

amplitude de transição para o espalhamento de uma partícula carre-

gada na presença simultânea de um campo magnético homogêneo e um 

campo intenso de laser. Este Último será tratado na aproximação di 

polar, isto e vamos considerar que o comprimento de onda da radia-

ção é ~uito maior que as dimensões lineares do nosso sistema. 

Consideremos o campo magnético na direção do eixo +Z. 

Desprezando-se a dependência espacial do campo de laser (aproxima-

ção dipolar), o vetar potencial do laser e o campo magnético exter 

no podem ser escritos na seguinte forma: 

-+ -+ 
A[r,tl 

-+ 
A [ t l 

1 -+ -+ 
+ - [Bxrl 

2 
[3.2-1) 
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+ 
A ( t) 

CE: 
o 

w 
(x coswt + y se nw t l 

+ + 
onde B e o campo magnético externo~ e A(t), representa o campo do 

laser ou seja uma onda plana polarizada circularmente propagando-se 

paralela ao eixo Z. A equação de Schrodinger dependente do tempo 

para nosso problema de espalhamento de uma partícula carregada de 

massa m é escrito como; 

• + 
ihp[r,tl 

onde 

H 1 (+ - p + 
2m 

+ 
Hl/i(r,t) 

e 
2c 

+ + 
(Bxr) 

( 3 . 2 - 2 ) 

+ 
V (r) 

aqui "e"é a carga da partícula e c a velocidade da luz. Supondo -se 

- + que o potencial de interaçao V(r) vai a zero para valores 

l+r I des de a equaçao de Schrodinger assintótica pode ser 

da seguinte maneira: 

• + 
ih<!>(r,tl 1 

2m 
...... 8 -r -r 

(P + -(Bxr) 
2c 

+ 

gran-

escrita 

( 3 . 2 - 3 ) 

As soluções da Eq. (3.2-3) podem ser obtidas a partir 

das soluções ~'- da equação de Schrodinger de uma partícula car-
~ns 

regada em um campo magnético uniforme (veja Landau e Lifshitz 

(1958)). As soluções ~ são chamadas funções de onda de Landau, 
kns 

e a maneira de obtermos as soluções de (3.2-3) é fazermos uso de 

uma transformação unitária, isto e (Seely (1974), Miranda (1977)): 

+ 
<I> (r, t l 

+ 
U ~ (r,t) 

kns 
( 3 . 2 - 4 ) 



onde 

U(r,tl 

e 

w c 

a1 
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e 
i a 

1 
x/h i a 

2 
y /h i b P /h i b p /l'l i n ( t J !h 

1 X 2 y 
e e e e 

eB 
me 

e E 
o coswt 2(w-w l 

c 

-e E 
o 

2mw(w-w J 
c 

senwt 

a2 

e E 
o 

J senwt 
2(W-W c 

e E 
---,---'

0'-----,-c o s w t 
2mw (w-w l c 

(3,2-5] 

( 3 . 2 - 6 J 

Fisicamente a transformação (3.2-4] representa uma translaç~o esp~ 

cial nas coordenadas x e y e uma translação nas coordenadas de mo-

menta x e y, segundo a qual mudamos de uma representação dependen-

te do campo do laser (~J para uma representação independente do 

campo do laser (~J. Considerando-se o Hamiltoniano completo (3.2-2] 

e fazendo-se uma transformação canônica usando o operador unitá -

rio U, a dependência do campo do laser do primeiro termo de H e 

transferida para o termo que descreve o potencial de interação, is 

to e: 

onde 

H _,_ R 

H 
o 

(3,2-7] 

1 rp + e 
2;;\ 2C 

_,_ _,_) 2 
Bxr (3,2-8] 
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define o Hamiltoniano de Landau (Landau e Lifshitz (1958)). Nesta no 

va representação. a equação de Schrodinger dependente do tempo para 

nosso problema de espalhamento pode ser escrita na forma: 

onde 

(3.2-9) sao 

onde 

(3.2-9) 

Quando 1;1 + oo, V(;) + O e as soluções assintóticas de 

+ 
as bem conhecidas funções de Landau, ~ (r,tl 

kns 

2m 

~k (r,tl ns 

ikz 
e 

l2iT 

+ 
p X x + Yy 

+ 
X ( p l 

ns 

2 
yp 

1/2 
(.r) 

1T 

X ( p) 
ns 

ei(n-sl<P1 (I;) 
ns 

y mw /2h 
c 

n o 1 1 1 2 1 o o o 

(3.2-10) 

( 3 • 2 - 1 1 a l 

(3.2-11b) 

( 3 • 2 - 1 1 c ) 



I (i; ) 
ns 

s : 
n! 

n : 
s ! 
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s < n 

, s > n 

(3.2-11d) 

Aqui s = 0,1,2, ••. ,L (x) representa o polinômio associado de Laguerre 
m 

(Gradshteyn e Ryzhik (1965)), n e o número quântico principal e 

(n-sl e o numero quântico azimutal. O número s tem a interpretação 

geométrica da distância do centro da Órbita de Landau a origem. 

Para resolvermos o problema do espalhamento e assim cal 

cular a amplitude de probabilidade, faremos uso da função de Green 

retardada. A função de Green é obtida da seguinte forma: considere-

mos a equação de onda 

H\j! 

A função de onda estacionária 

\j! (r J e 
n 

-i E t/h 
n 

(3.2-12) 

(3.2-13) 

e solução da Eq. (3.2-12) sim \j! (r) e eigefunção de H, isto e 
n 

-+ 
H\j! (r J 

n 
E \j! (-;;) 

n n 
(3.2-14) 

Como os \j! (r) formam um conjunto completo de funções ortonormais, a 
n 

função de onda \j!(r,tl para um tempo inicial t', pode ser exp~ndida 

como: 



onde 

\jJ(r,t'J 

c 
n 

I c n 
n 

+ 
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\jJ (r l e 
n 

-iE t'/h 
n 

\jJ(r,t')e 
i E t' /h 

n 

substituindo (3.2-16) em (3.2-15) obtemos 

+ - i E ( t - t ' ) /h 

(3.2-15) 

(3.2-16) 

\jJ(r,tl +, l n 3 \jJ*(r' \jJ (r) e \)J(r',t')d r' 
n n 

(3.2-17) 

J 
+ + 3+ 

K (r' , t ' , r, t l \jJ (r ' , t' l d r' (3.2-17) 

onde o Kernel K e def~nido como 

-i E ( t- t ' l ;h 
\ ~ + n 
L l)J*(r')\)J (r) e 

n n 
(3.2-18) 

n 

Definamos agora a função de Green retardada ou propagador da segui~ 

te forma 

+ + + + 
G(r,t,r' ,t') = -i8(t-t' JK(r,tJr' ,t' )/h 

onde 

1 t > o 

e c t l (3.2-19) 

o t < o 

~fácil verificar que o operador (3.2-19) assim defini-

do satisfaz a equaçao 
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+ + 
-o(r-r 0 lo(t-t 0 l (3.2-20) 

Este Último resultado e muito útil na teoria de espalh~ 

menta, já que o conhecimento da função de Green nos permite calcu -

lar a solução da equação de Schrodinger. Para entendermos isto con-

sideremos a equação de Schrodinger com um potencial de interaçeo 8~ 

pendente do tempo H. (t), a equação de Schrodinger pode ser escrita 
l 

na forma 

+ 
-H

1 
(t) 1jl(r,tl (3.2-21) 

Se ~(r.t) e solução da equaçao homogênea 

o ( 3 • 2 - 2 2 ) 

a solução de (3.2-21) pode ser escrita como 

+ 
1jl(r,t) 

+ 
~(r,tl Jc(r;t;r 0 t 0 lH

1 
(to l1jJ(r 0 t' )d

3
r 0 dt 0 

(3.2-23) 

onde G(rt;r 0 t 0
) e a função de Green que satisfaz a equaçao (3.2-20), 

e é fácil verificar que (3.2-23) satisfaz a equação (3.2-21). 

Voltando para nosso problema a função de Green para o 

problema de espalhamento pode ser escrita na forma (para t > to) 

+ + 
G(t;r 0 t 0 

00 

i \' 
- 2Tih L 

n',s'=O 

(z-z 0
) 

- i E k 0 n o ( t- t o ) !h 
e 

X~ r 5 
(p o ) * 

(3.2-24) 
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de tal maneira que a solução para o problema de espalhamento associa 

da com a Eq. ( 3. 2-9 J está dada por 

\j!k ns 
o 

<j> k n S - J d 
3
;' d t 'G (;, t; i, t' ) V (X' - b 

1 
, y' - b

2 
, Z' ) * 

o 

+ 

+ 
1jJ (r' , t ' J 

k ns 
o 

00 

i I " <P + 
k ns 2TI1i 

o n' ~s'=O 
r dk' 

_00 

ik' (z-z') * -r' 
e xn • s. (p ) * 

+ 
= X I I (p) 

n s 

-iE , , (t-t' ]/h 
V(x'-b

1
,y•-b

2
,z• )e' k n ,1)! (r't'] 

k n s 
o 

(3.2-25) 

onde <Pk (r,tl representa a função de onda da partícula incidente 
ns 

o 
de momento P 

z 
hk no n-ésimo nível de Landau. 

o 

As integrações sobre t' e k' em Eq. (3.2-25) podem ser 

resolvidas quando os fatores que s~o periÓdicos no tempo sao expa'n-

didos em séries de Fourier (Bahakar e Choudhury (1974), Brandi et 

al (1978b)). 

+ 
R ( t l 

+ + 
i q. R ( t J 

e 

b eE /mW(W-W ) 
o c 

+ + I V eiq.r' 
q + 

q 

+ + 
-iq.R(tl 

e 

il'-wt -il'-wetq 
e e 

(3.2-26a) 

( 3. 2-2 6b) 

+ 
ex p ( E,_ t ' /GJ1)J k [ l' ' , t ' J 

1', n ns 
· + leijWt' \j!J [r' 
k ns 

o o o j=-00 
(3.2-26c) 
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Na equaçao (3.2-26b) J~Cq 1 bl é a função de Bessel de or 

dem ~e b e o parãmetro de campo. Substituindo-se (3.2-26) em (3.2-25) 

e integrando-se em t' ek'~ lj!k (r,t) 
0 

ns 
pode ser escrito na forma: 

onde 

o 

+ + 
lj!k (r,t) 

0 
ns 

<Pk (r,tl 
0 

ns 
im \' 

+ n L 

n' , s ' 

k (v ) 

c) 

+ + 
i q . r ' -i ~o. q i k (V l ( z- z ' ) * 

e e 8 xn's' 
+ + 
(P'lX, ,(PJ 

n s 

k 11 + 
o 

1 I 2 
{(n-n')W -vw}l 

c 

Donde podemos escrever 

onde 

+ 
l/!,, (r,tl 

r-.
0

ns 

k , k (V) 
f o 

ns;n's' 

-~C!. 

* 8 

k , k (V ) 

I 
o + 

n's'V 
f <P k (V ln ' s ' (r' t l 
ns;n's' 

+ 
qJ 

3-+ i r' I 
+ + 

d r'V J (q ble q. * 
q ~ 1 

q e-ik(Vlz'x* CP' l 
n's' 

v-~ + 
lj!k (r') 

ns 
a 

(3.2-27) 

(3.2-28) 

(3.2-29) 

(3.2-30) 

Aqui 
k ,k(V) 

f o 
ns;n's' 

é definida como a amplitude de transição do estado ini 

cial (k ns) para o estado final (k(V)n's' l com absorção (V < O) ou 
o 

emissão (V > O l de I V I fotons. 
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Para resolvermos a amplitude de transição vamos fazer 

us9 da aproximação de Borni esta aproximação é válida no limite de 

v-Jl + 
Neste limite lj!k (r' l pode ser escrita 

ons 
altas energias. 

Eq. (3.2-26c)) na forma: 

i 
2rr /w 

_0:)_ dt 
21T 

o 

, i 21T /w 
_0:)_ dt 
21T 

o 

-i(v-Jllwt 
e 

) 

+ 
(r' ,tl 

ns 

-i(v-Jllwt + + 
e " (r') =6 "k (r') 

"'k ns ' v "' s o x, , on 

(usando a 

(3.2-31) 

Consequentemente, substituindo a Eq. (3.2-31) na Eq. 

(3.2-30) a amplitude de espalhamento na aproximação de Born para 

transiç~o de um elétron com momento hk no n-ésimo nivel ~e Landau . o 

para o n'-ésimo nível de Landau como momento hk(V), com a absorção 

(V < O) ou emissao (V > O) de lvl fótons, pode ser escrita na for-

ma: 

k , k (V ) 
f o 

n, n' 

e 

+ + 
iq.r' 

im 
E 

S 1 5 I ::::0 

-iva 
I v J .c q b l e q * 

q v 1 
q 

-iq (V)z' 

e 
0 

X* n' s' 
+ + 
(p'lX (p' 

ns 
( 3 . 2 - 3 2 l 

onde q (V l = k (V)- k é o momento transferido na direção do campo mag-
o o 

nético. Na Eq. (3.2-32) nós incluimos a soma em s e s' devido a que 

"' .. · 1\ 
j 

cada nível de Landau S 
n 

(n+2lhw está associado com um conjunto de 
2 c 

eigefunções de número quântico principal n. 

3. 3 ESPALHAMENTO POR UM POTENCIAL COULOMBIAND 

Nesta seçao nosso principal objetivo e analisar a ampl~ 
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tude de transição Eq. (3.2-33) quando o potencial de interação e 

+ 2 
um potencial coulombiano, V(r) = Ze /r. Transformando na Eq. (3.2-32) 

+ 
a soma em q por uma integral, obtemos: 

k ,k(V) 
f o 

8 

n~n' 

_,_ _,_ 
iq p' 1 . 

8 

i(q -q Cvllz' 
z o 

00 

j 3+ 
d q I 

s.,s'=O 

_,_ _,_ 
x*, ,Cp'l x. ,Cp'l 

n s n s 

+00 

_,_ + \' 
Expandindo-se exp(iq 1 .pl como L 

jl=-00 

(3.3-1) 

-i)l(cx-cx l 
JJlCq

1
ple q onde a 

+ + 
diferença (cx-cxql e o ângulo formado entre q

1 
e p, e fazendo-se as 

integrações em (3.2-32) sobre Z', 

k ,k(V) 
f o 

n , n ' 

00 

I 
s>.s'=O 

Jv(q1bl 

2 2 
q1 +qo cvJ 

q ~ aea , 
z - q 

obtemos 

(3.3-2) 

+ 
Nesta Última integral se substituiu a expressao X CP l ns 

pela Eq. (3.2-11c). A integração .em~ pode ser feita substituindo-se 

Eq. (3.2.11d) e usando-se a seguinte relação (Gradshteyn e Ryshik -

(1965)) 

-x 
e 

(3.3-3) 
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Usando a Eq. (3.3-3) obtemos a seguinte relação para a 

amplitude de transição 

k k (v l 
f o 

00 

L n, n' 
s~s'=O 

o 
n'-s' ,n-s+v n!s'! 

s! n: 1/2 

-x (n-s+s' -n' l/2 ..,., 

!
00 . 

n'+s 
.(-1) 6(n-sl 6(s'-n') 

0 

dx 
e x J (8• xl 

v 
x+x (v l 

o 

(3. 3-4) 

onde x 
o 

q 
2 r v 1 /4 • 8 = 2y 

112 
b e e 

0 
k ,k(vl 

e a função definida na Eq. 

(3.2-19). - o A expressao f n, n mostra que a amplitude de transição 

é um função monótona decrescente do momento transferido, e depende 

do campo eletromagnético (p) e do número de fotons absorvidos ou 

emitidos durante o processo de espalhamento. Note que para o caso on 

de não está presente a radiação do laser (b=O), o argumento da fun-

ção de Bessel é nulo. Neste caso J (0) e diferente de zero unicamen 
v 

te para v=O e portanto a Eq. (3.3-4) se reduz a expressão obtida por 

Brandi et al (1979) referente ao espalhamento de um elétron por um 

potencial coulombiano na presença de um campo magnético forte. 

No que segue vamos limitar nosso estudo ao problema da 

excitação de níveis de Landau (n'>n) supondo, para maior clareza, 

que o estado inicial corresponde ao mínimo nível de Landau (n=O). 

Nestas condiçÕes e fazendo uso das funções 8 e o em (3.3-4) obtemos 

para n=O a condição s=O, n'-s' =V. Como s' > n', a condição 

n ' - s ' = V é vá 1 ida som ente par a V < O , isto é V = -À onde À = 1 , 2, 3 .. .... 

Ou seja, a excitação de níveis de Landau (n'>O) no processo de esp~ 

lhamento de uma partícula carregada, na presença de um campo de la-

se r é possível som ente com a absorção [V < O ) de ! V I f Ó tons ~ como 
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deveríamos esperar. Neste cas~ a amplitude de espalhamento corres -

pondente pode ser escrita na forma 

k mk(-À) 
f

0
, (i3,xl 

o,n o 

= dx 

. z 2 lm e 
2 

h k (-v l 

-x ,\/2 
e x 
x+x ( À l !

00 

o o 

n'! 

(n'+,\J: 

n' +.A 
L , (X) 

n 

(3.3-5) 

(3.3-6) 

Como estamos interessados no comportamento ressonante 

da amplitude de espalhamento (3.3-5) o conhecimento analítico da ex 

pressão A , , (13, X ) não é essencial. Claramente a Eq. (3. 2-6) pode 
n ,A o 

ser resolvida usando a representação em séries das funções Bessel 

e de Laguerre e integrando-se termo a t~rmo. 

Nesta seçao nos discutiremos os resultados obtidos para 

o espalhamento de uma partícula carregada na presença simultânea de 

um campo de laser e um campo magnético uniforme por um potencial co~ 

lombiano. Especificamente só analisaremos o comportamento ressonan-

te de tais efeitos na excitação de níveis de Landau para a qual a 

amplitude de transição é dada por Eq. (3.3-5). 

Começaremos observando que o momento final da partícula 

k(-,\), dado pel~ Eq. (3.2-28) pode ser escrito na forma 

onde 

k (- À) 

k 
o 

-1/2 
r1 

1/2 
[r+Àr-n'[ 

1 
(3.4-1) 
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o c 

e 

- 97 -

r w/w 
c 

(3.4-1) 

~ claro de (3.3-6) que, analogamente ao caso quanao s~ 

mente o campo magnético está presente (Brandi et al (1978a)), a am-

plitude de espalhamento é inversamente proporcional ao vetar de on-

da final da partícula. Como resultado, a Eq. (3.3-5) mostra um com-

portamento ressonante quando k(-À)=O. Quando o campo de laser nao 

est~ presente ocorrem ressonancias para n':r
1

. Em nosso 
( ;Ji) 0 
caso porem 

k(-À)=O para 

n' (3.4-2) 

O significado_desta resson~ncia é claro.Tal resson~ncia 

consiste da excitação do nível de Landau devido a transferência da 

energia Translacional da partícula e a absorção simultânea de À fo-

tons. 

Seja n o nível de Landau atingido em tal transição des 
c 

de o estado inicial n=D~ isto e: n 
c 

Suponhamos também que r* 1 (o caso r=1 sera considera-

do mais adiante). A Eq. (3.4-1 l claramente indica que tais ressonan 

cias podem agora ocorrer quando r
1 

< nc, tais ressonâncias nao ocor 

rem quando temos presente somente campo magnético. Ou seja devido a 

presença do campo do laser, existem outras alternativas pa~a excita 

ção de níveis de Landau. 

Outro comportamento interessante de (3.3-5) e (3.3-6) e 

a presença de máximos da amplitude de excitação quando o parâmetro 

X 
o 

o qual aparece no integrando de (3.3-6), 

X 
o 

2 
{ 1/2 [ À. ·11/2} r - r + r-n 

1 1 

X é dado por: 
o 

(3.4-3) 



Por outro lado~ 

n' 

ou 
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X "Ü requer que 
o 

À r (3.4-4) 

Porém de (3.4-1) e (3.4-3) se tem que X "Ü se k(-À)"k . 
o o 

A consequência imediata disto é que se X =O a energia translacio -
o 

nal inicial é final da partícula deve ser conservada. 

Em outras palavras, os máximos na amplitude de excita-

çao correspondem aos processos onde a energia de excitação e prove-

niente da radiação do laser (absorção de À fotonsl. De fato, como 

k(-À)"k somente a primeira raiz de (3.4-4) tem significado físico. 
o 

A segunda raiz (n'"Àr+2r 
1 

representa um processo onde a conserva -

çao de energia e violada. Aqui a primeira raiz (n'=Àr; r~1) descre-

ve um processo onde o potencial de interação não participa do espa-

lhamento. 

Suponhamos agora que para certos valores de energia in-

cidente da partícula da frequência do laser e do campo magnético,r
1 

seja inteiro. Neste caso~ dois tipos de processos n'=Àr+r 
1 

e 

n'' = Àr podem existir (sempre que Àr seja inteiro) com absorção de 

À" (nc-r
1
l/r fotons. Como consequência os níveis de Landau nc-r

1 

serão seletivamente populados. Como as frequ~ncias ciclotr6nica e 

do laser e a energia incidente da partícula sao independentemente 

controláveis, é possível portanto obtermos experimentalmente valo -

res dos parâmetros r
1 

e r. 

Finalmente consideremos o caso quando temos a condição 

de ressonância ciclotrônica. isto é para r=1. Note-se que 8 nas 
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eqs. (3.3-6], pode ser escrito na forma s"lr2lr-11 onde 

. 2 2; 2 - ' EL"e s
0 

2mw e a energia da part1cula no campo do laser. 

~ 2"EL/hw c! qq 
-·.r 

Quando r "1 

B é infinitamente grande, e como consequência a função de Bessel e 

infinitamente pequena exceto para quando À é igual ao argumento. Is 

to implica que quando a ressonância ciclotrônica é atingida (r"1l a 

amplitude de espalhamento para excitação de nível de Landau é muito 

pequena exceto quando o número (Àl de fotons absorvido durante o pr~ 

cesso de transição é muito grande, isto é À-SP1. Ou seja, na resso-

nância ciclotrônica excitação de níveis de Landau é essencialmen-

te dominada por processos de muitos fotons. Nestas condições (r=1 e 

À>1). Vemos que os níveis de Landau excitados são aqueles para os 

quais n'-À~1. Isto e, quando a ressonância ciclotrônica ocorre a 

excitação de níveis de Landau (n'>1l vem de processos de excitação 

a passos (0+1+2+ ... ], o qual nao depende das características do po-

tencial de espalhamento. 

3.5 CONCLUSÕES 

Neste capítulo nos consideramos o espalhamento de parti 

culas carregadas na presença simultânea de um campo magnético uni -

forme d.c. e um campo de laser circularmente polarizado propagando-se 

paralelo ao campo magnético. Estudamos~ em particular~ a excitação 

de níveis de Landau no caso de eQpalhamento por um potencial coulo~ 

biano na aproximação de altas energias. Enfase especial foi dado a 

investigação de efeitos ressonantes na amplitude de espalhamento. 

Mostramos que a amplitude de excitação pode ter diferentes tipos de 

ressonâncias. Existem processos de ressonância associados com a ener 

gia translacional da partícula e absorção de À fotons (n'=Àr+r
1

l na 

excitação de niveis de Landau. Existem também ressonâncias para 

quando n'=Àr, as quais resultam do acoplamento direto do campo do 



1 o o -

laser e o oscilador de Landau. Neste caso a excitação nao depende -

dOs detalhes do centro de espalhamento (Energia translacional ini-

cial e final da partícula são as mesmas). Discutimos ainda o caso-

em que a frequência do laser é igual a frequência ciclotrônica.Nes-

te caso mostramos que os processos são dominados pelo mecanismo de 

excitação de níveis de Landau altos (n'?1] devido a absorção de 

muitos fotons. 

Finalmente ~ importante fazermos notar que a estrutura 

da amplitude de transição para excitação de níveis de Landau depen-

de fortemente da geometria do campo do laser. Ferrante (1979] calcu 

lou a amplitude de transição para o espalhamento de uma partícula 

+ 
carregada por um potencial V(r] na presença de um campo magnético e 

um campo de laser polarizado na direção do campo magn~tico (eixo 

Z]. Devido a esta geometria o resultado de acoplamento direto entre 

o campo do laser e o oscilador de Landau~ o qual descreve a resso -

nância ciclotrônica (w=w J. nao aparecem. 
c 
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