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Sumario

Investigamos a possibilidade e algumas conseqliéncias dinimicas de se preparar um sistema
radiagiio-matéria (um 4tomo de Rydberg de dois nfveis ¢ um modo do campo eletromagnético
quantizade) em um estado quintico correlacionado (emaranhado) antes de permitir que estes
dois sistemas interajam diretamente através da interagdo de Jaynes-Cummings.

Esta ‘pré-correlagio’ é realizada manipulando os subsistemas de interesse com o auxilio de
outros 4tomos e campos, em montagens utilizando as técnicas experimentais atuais de eletrod-
indmica quantica de cavidades.

Usando estes esquemas, somos capazes de gerar uma classe de estados emaranhados do sis-
tema dtomo-campo que jamais se descorrelacionam sob a agio da interacdo Jaynes-Cummings
ressonante -e que portanto ndo podem ser gerados diretamente a partir das condigdes iniciais
fatordveis usuais. Introduzindo um conjunto apropriado de coordenadas com base nos autoes-
tados ‘vestidos’, investigamos a evolugdo dindmica da inversao de populagio atémica a partir
destas condigdes iniciais correlacionadas. Verificamos a ocorréncia de ressurgimentos e colapsos
suprimidos (‘trapping’ de populagio ), 08 quais sdo explicados pelo uso de uma aproximacio de
fase estaciondria. A expressio aproximada permite compreender o ‘trapping’ como uma man-
ifestagﬁo do ‘caréter vestido’ médio de cada componente do estado inicial. Esta interpretacao
explica um fendmeno semelhante que ocorre em uma classe bem-conhecida de estados iniciais

fatordveis.
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Abstract

&

We investigate the feasibility and dynamical consequences of preparing a radiation-matter sys-
tem (a two-level Rydberg atom and a quantized electromagnetic mode) in a correlated (entan-
gled) quantum state, before allowing these two subsystems to interact directly via the Jaynes-
Cummings interaction.

This ‘pre-correlation’ is achieved by manipulating the subsystems of interest using other
atoms and fields in experimental setups using present-day cavity QED techniques. Using these
schemes, we are able to generate a class of entangled atom-field states which are never decor-
related by the resonant Jaynes-Cummings interaction, and thus cannot be directly generated
from the ususl factorized initial conditions.

Introducing a suitable set of coordinates based on the ‘dressed’ eigenstates, we investigate
the dynamical evolution of the atomic population inversion starting from these entangled initial
conditions. We find the occurrence of suppressed collapses and revivals, or ‘population trap-
ping’ , which are explained by the use of a stationary-phase approximation. The approximate
expression allows us to understand the population trapping as a manifestation of the average
‘dressedness’ of each component of the initial state. This interpretation explains a similar trap-
ping phenomenon previously known to happen in a well-known class of uncorrelated initial

conditions.
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Introducao

De todas as caracterfsticas pouco intuitivas da mecéinica quéntica, talvez a mais estranha e
esquiva seja o emarenhamento de sistemas quanticos. Este conceito, primeiro definido por
Schradinger em 1935 em um célebre artigo® [1], diz respeito ao seguinte problema: suponhamos
que I'y, Iz, ... sejam sisternas fisicos, e que I seja o ‘sistema conjunto’ formado pela reunio de
todos eles (por exemplo, podemos pensar em uma cadeia de spins, ou os 4tomos de um sélido).
Entdo dade um estado |¥) bem-determinado de I'; o que se pode dizer sobre cada subsistema
'y, T, .7

Em um mundo descrito pelas leis da ffsica cldssica, determinar o estado de I' ou os de suas
partes constituintes seriam tarefas equivalentes. Mas em um mundo quéntico o todo, muitas
vezfs, pode ser de fato maior do que as partes. Como observou Schrédinger, para a maioria
dos estados de I', ndo faz sentido atribuir estados especificos a seus subsistemas {a ndo ser na
forma de um ensemble estatistico, ou “mistura” de diversos estados possfveis)., Reciprocamente,
fornecer os estados (mesmo que “mistos”) de I't,Ts...em geral nédo ¢ suficiente para determinar
o estado de I'.

As conseqiéncias destes fatos desconcertantes tém sido debatidas desde entio, e ainda néo
foram totalmente compreendidas. Um exemplo é a existéncia de correlagbes entre medidas re-
alizadas em gistemas emaranhados mas separados espacialmente., Proposto num {(igualmente
célebre) artigo de Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) {2}, este problema e suas implicagbes
filoséficas t8m sido objeto de discussio por geragdes de fisicos [3]. Para EPR, a previsio de tais
correlagdes ndo-locais era inéceité.vel, portanto uma evidéncia da incompleteza da mecinica

quéntica; para explicé-las, seus seguidores, como Bohm [4], propuseram a existéncia de graus

!‘Emaranhamento’ (em inglés entanglement) &€ uma tradugao aproximada da expressio alema ( Verschrinkung)
usada por Schrodinger. '

xiit



de liberdade nao diretamente acessfveis A experigéncia comum, as chamadas ‘varidveis ocultas’.
Enquanto isso, outros pesquisadores, a comegar por Bohr [5], preferitam aceitar 6 emaran-
hamento e a ndo-localidade como um fato, procurando adaptar a sua visao de mundo a essa
nova realidade.

Devido & falta de evidéncia experimental capaz de decidir a cjuest,':io, durante muitos anos
o debate & respeito ficou restrito 4 esfera da filosofia e das “éxperiénciés pensadas” (gedanken-
experiments). Entdo, em meados dos anos 60, J.S. Bell demonstrou qﬁe pelo menos algumas
das posiges envolvidas poderiam ser testadas experimentalmente observando-se a violagio ou
nio de determinadas desigualdades [6]. Desde entdo, uma grande quantidade de trabalhos tém
sido dedicados a desenvolver e refinar tais testes fundamentais da teoria (v. (7] e referéncias),
e a realizd-los experimentalmente em diversos sistemas quanticos concretos (p. ex., [8, 9]). De
um modo geral, os resultados desses testes tém sido compativeis com as previsdes da mecanica
quéntica, indicando que o fendmeno de emaranhamento quintico realmente existe, niao sendo o
produto de uma falha ou incompleteza na teoria.

Em parte por este motivo, nos tltimos anos o interesse no emaranhamento tem gradual-
mente mudado de foco. Ao invés de procurar testar a validade da teoria, atualmente se busca
explorar mais profundamente as propriedades do emaranhamento em si (por exemplo, ainda
nao existe uma compreensio satisfatéria do emaranhamento de estados envolvendo mais de
dois subsistemas [10]). Simultaneamente, um grande interesse tem surgido nas suas possiveis
aplicacbes, como criptografia quantica [11], “teleportagao” [12] e computagio quéntica [13).

A razdo principal para esta mudanga de foco, porém, ¢ o avango das técnicas experimentais.
A partir de meados dos anos 80 tornou-se possfvel pela primeira vez manipular o estado de
sistemas quénticos individuais (e ndo mais apenas o de ensembles de muitos sisternas). Também
passou-se a se poder controlar diretamente a interagdo entre dois ou mais de tais sistemas. Isto
abriu assim a possibilidade de se criar um emaranhamento controlado entre eles, e explorar
experimentaimente as suas conseqliéncias nao-triviais. -

Uma das 4reas aonde estes avancos t&8m sido particularmente notdveis é a eletrodinidmica
quintica de cavidades [14]. Neste caso, os “sistemas individuais” passiveis de manipulacio sdo
de dois tipos: de um lado, o campo eletromagnético quantizado confinado em uma cavidade

ressonante; de outro, a excitagio eletrdnica de um ou mais 4tomos ou fons. Uma experiéncia



tipica [15] consiste no seguinte cendrio: um feixe de dtomos preparados em um determinado
estado de Rydberg |¥), (estado com um elétron muito excitado [16]) é enviado através de
uma cavidade de microondas também preparada em um estado inicial especifico |¥},. O esta-
do |¥) 4. do sistema dtomo-campo é assim inicialmente ndo-emaranhado, sendo representado

formalmente pelo produto tensorial:

[T} a0 = [¥) 4 @[ ¥)¢ (0.1)

Ao entrarem em contato, 4tomo e campo interagem. Isto implica que os estados fatordveis
como ¥}, deixam em geral de ser estacionarios, e o sistema com-pdsto evolui até um estado
emaranhado. Em limites apropriados, a interacio pode ser escrita na forma de um Hamiltoniano
de Jaynes-Cummings {17, 18], onde o 4tomo se reduz a um sistema de dois nfveis e 0 campo a um
tinico modo ressonante (i.e., a um oscilador harménico). Este modelo & solivel analiticamente,
de forma que & possivel controlar com precisdo a criagio de emaranhamento entre os dois
subsistemas [19, 20}. Finalmente, ap6s o fim da interagéo o estado atdémico é medido, inferindo-
se daf a dindmica do sistema.

Nesse exemplo, bem como na maior parte da literatura, o emaranhamento entre os dois
subsistemas é geradq exclusivamente pela sua interagdo direta. Mas pbdemos levar esta idéia
um passo adiante, e perguntar: e se 0 4tomo j4 estiver emaranhado com o campo antes de
atravessar a cavidade (portanto sem que os dois sistemas tenham interagido)? Ser4 isto possfvel?
E caso for, quais as conseqiiéncias para a evolugdo do sistema durante a interagdo? Estas sao
as questdes que abordaremos neste trabalho.

A primeira vista a idéia soa talvez estranha. Afinal, é evidente que ndo é possivel se criar
correlagées entre subsistemas I'y, Iz, ... de um sistema composto I' sem a existéncia de alguma
interacao entre eles. Se o Hamiltoniano total de I' for a soma de termos que agem é.penas em
I'1, I'z,... individualmente, e se todas as medidas feitas sobre I'" forem de observdveis também
pertencentes a apenas um dos subsistemas, entdo um estado inicialmente escrito como um
produto {0.1) manterd esta forma indefinidamente.

No entanto, ndo é impossivel emaranhar dois subsistemas I'y, ' isolados entre si: basta por

exemplo que cada um deles interaja independentemente com um mesmo, terceiro subsistema



“auxiliar” (Cx). Um cxemplo disto ocorre no fenémeno de superradiancia [21], em que dois on
mais 4tomos neutros interagem simultaneamente com um mesmo modo quantizado de radiagio
(mas néo entre si). E o estabelecimento de correlagdes entre os 4tomos, mesmo na auséncia de
interagdo direta entre eles, o fator responsédvel pela amplificaciio da emissido de radiagio que
caracteriza este fendmeno.

Nos casos que nos interessardo, I') e 'z representario um étomo e um modo do campo em
uma cavidade, enquanto que 'y serd uma combinagido de outros 4tomos e cavidades. Em geral,
o estado qué resulta das interagdes entre estes subsistemas ndo serd fatordvel como em (0.1},
de modo que nenhum deles terd um estado préprio bem-definido. Nosso problema inicial serd
entdo mostrar como manipular o estado global |i,5x) {(sem nunca interagir I'; e I'z) de tal

forma. que, ao final do processo, I'x esteja desemaranhado dos outros subsistemas:

[%12%) pinat = P12} ® ltbx) (0.2)

mas também de forma que [1/,4} nédo seja fatordvel. Chamaremos os estados preparados desta
forma de ‘pré-correlacionados’.

Veremos que tais estados sdo muitas vezes distintos daqueles que podem ser gerados por in-
teragao direta. Desta forma, representam condigoes iniciais genuinamente novas para a interagio
Jaynes-Cummings. A sua evolugdo oferece assim uma perspectiva nova sobre as propriedades

desse modelo. .

A tese estd organizada da seguinte forma:

No primeiro capftulo, introduzimos ferramentas formais e conceituais necessdrias para uma
melhor compreensdo do emaranhamento de dois sistemas quénticos, como operadores densidade
reduzidos, decompasigio de Schmidt, entropia de von Neumann e outros.

Em seguida, fazemos uma revisio do modelo de Jaynes-Cummings para a interagdo de um
dtomo de dois nfveis com um modo do campo eletromagnético. Comecamos por uma dedugio
do modelo a partir de ‘primeiros principios’, passando em seguida a um estudo de suas sclugdes
nos limites tanto de ressonéncia exata como de relativa dessintonia entre 4tomo e campo.
Seguimos analisando em maior detalhe comportamentos dinAmicos t{picos nestes limites, como

‘colapsos e ressurgimentos’ da inversao atémica (no caso ressonante), e ‘defasamento’ do campo

xvi



(no limite dispersivo). Concluimos com uma visdo geral das ferramentas e aparelhos utilizados
na investigagdo experimental do MJC em eletrodinimica quéntica de cavidades.

No terceiro capitulo, mostramos como utilizar este aparato para preparar es!;ados pré-
correlacionados de um sistema dtomo-campo, permitindo em seguida a ini;era(;s'io direta entre
o8 dois subsistemas. Elaboramos dois esquemas distintos para isto, um dos quais depende da
realizagido de medidas e outro completamente unitério.

Finalmente, investigamos a dinAmica da evolugéo de propriedades atémicas no MJC a partir
de estados iniciais pré-correlacionados. Para isto, introduzimos um sistemas de coordenadas
baseado nos autoestados emaranhados do modelo (*coordenadas vestidas’). Com o seu anxflio,
identificamos uma. classe de estados pré-correlacionados {preparaveis pelos métodos do capitulo
anterior) que nunca 830 desemaranhados pela interagdo Jaynes-Cummings ressonante. Assim,
garantimos que sua evolugio temporal ¢ distinta daquelas a partir decondigbes iniciais fa-
tordveis; iguahuehte, nao podem ser preparados simplesmerite por interagdo direta a partir de
tais condigbes. Analisamos o padréo de ‘colapsos e ressurgimentos’ na inversiio atdémica a partir
destes estados iniciais, mostrando sua dependéncia com respeito as ‘coordenadas vestidas’.

Concluimos com um resumo e breve discusso dos resultados, seguidos de um apéndice com

detalhes dos métodos usados para 2 andlise dos ‘colapsos e ressurgimentos’.
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Capitulo 1

Sistemas Quéanticos Correlacionados

Neste prirneiro capftulo, introduzimos conceitos flsicos e formais 1iteis para a descrigio de um
sistema quéntico I' formado por dois ou mais subsistemas I'y...I'y. O objetive primordial ¢
fornecer meios de quantificar as correlagdes nao-triviais entre estes subsistemas permitidas pcln.‘
mecénica quantica. Em caprtulos posteriores, esses meios serdo aplicados ao sistema composto
dtomo-campo descrito pelo modelo de Jaynes-Cummings.

Iniciamos com uma discussio qualitativa da nogao de emaranhamento, que tem um pa-
pel central em todo cste trabalho. Para precisar melhor o conceito, recapitulamos os pontos
principais do formalismo geral dos operadores densidade, e em sepguida introduziimos owlras
ferramentas formais importantes, como os operadores densidade reduzidos e a decomposigan de
Schmidt. Essas ferramentas sao enbao utilizadas para wma andlise gquantitativa das correlagons
entre sistemas quanticos, baseada em conceitos oriundos da teoria da informagio, como entropia

e entropia relatival.

1.1 Sistemas e Subsistemas

A maioria dos sistemas ffsicos encontrados na Natureza é extremamente complexo, com nma
quantidade enorme de graus de liberdade discretos e contfnuos. De acordo com a mecénica

quéntica, os estados destes sistemas sio descritos de mancira completa pelos elementos. de um

L Apresentactes mais extensas desses diversos tépicos podem ser encontradas nas referéncias [22, 23, 24, 25.
26, 27|



espago de Hilbert H formado por fungdes complexas de todos esses graus de liberdade.

Esta descrigéo formal trata todos os graus de liberdade de maneira equivalente. Na pritica,
porém, é quase sempre mais conveniente agrupé-los em subconjuntos, cada um associado a um
subsistema (formalmente, escrevemos H como o produto tensorial Hy @ ... ® H,, de cspagos
de Hilbert, e associamos a estes os subsistemas I'y,..., T, [28]). Um exemplo simples, porém
tipico, ¢ fornecido pclb dtomo de hidrogénio: o seu espago de Hilbert completo ¢ constitnido
pelo produto de um espago para a varidvel de posicio relativa das cargas, um para a de spin
eletronico ¢ outro para a de spin nuclear?,

A justificativa para essa divisao ¢ apenas a sun conveniéncia, empirica ou tedrica: em niitos
casos, ¢ experimentalmente possfvel manipular alguns desses graus de liberdade sem afetar os
outros, ou entio isolar alguns deles e tratd-los como sistemas fisicos em si tesmos (por excplo,
ionizando o elétron, podemos considerar somente as varidveis eletronicas). De fato, ¢ esta a
razdo por que dizemos que o dtomo de hidrogénio ‘é constitufde’ de um préton mais nm elétron.
Em outros casos ainda, a divisao & uma mancira de visualizar melhor a fisica do problema (por
exemplo, os modos de fonons de uma rede cristalina sdo mais dteis do que as enordenadas dos
sitios).

E claro que a mesma ambigilidade quanto & cscolha dos subsistemas tunbém ocorre na
mecanica cléssica. E bem sabido que qualquer translormacio candnica das varidveis deixa
invariante as equagdes de Hamilton; assim, um mesmo sistema cldssico pode ser descrito por
vérias combinagdes distintas de pardémetros, € o que é visto como um ‘subsistema’ em um
conjunto de coordenadas pode nao ter este cardter usando outro. Um exemplo familiar sao as
coordenadas normais de um sistema de osciladores, que sio definidas como combinagées das

coordenadas de virios osciladores diferentces.

1.1.1 Emaranhavmento de Subsistemas

Existe entretanto uma diferenga crucial entre as descrigdes cldssica e quéntica. No primeiro caso,
scja qual for o conjunto de coordenadas usado, o sistema ¢ completamente descrito atribuindo-se
um valor para cada uma delas. Os valores de qualguer ontro conjunto ficam entio simmltanea-

mente determinadoes, bastando se aplicar a transformagio candnica apropriada.

‘Pelo menos para o8 fins de fisica atomica.



No easo qudntico, as coisas ndo sdo tao simples. Para ver por que, suponhamos cue I' seja
um sistenia composto de dois subsistemas I'y e I'y (por exemplo wn dtomo € um modo do caunpo

cletromagnético). Entdo, se |u}, o fv), sio estados de I'y ¢ 'y, o produto

I‘f’)m:'“)l@’v)z (1.1}

descreve um estado de I' no qual ambos os subsistemas tém também um estado beni-definido (¢
o andlogo quantico da situagin cldssica descrita acima). Assim, diclos observiveis A = A o1,
¢ By = [; ® By pertencentes respectivamente a I'y e Ty, o8 seus valores esperados satisfazem
sempre

(A ® L) (1®B2) = (A ® By) (1.2)

O significado fisico desta igualdade surge se lembrarmos que a probabilidade de ohtencio

de um resultado especffico A; para a medida de um observdvel O & dada por
p{A) = (IL; (0)) (1.3)

onde II; {O) & o projetor sobre o autoespago de O associado ao autovalor X; [28]. A cq.
(1.2) inplica entdo: ) ,

p (o) p{b;) = plas, b;). . (1.4)

Assifn, se Aje B; forem medidos simultancamente, o valor encontrado para A @ esiatistica-
mente independente do que é medido para B;. Qutro modo de deserever isto ¢ dizer que ‘nio
ha correlagoes’ entre os dois subsistemas. Fisicamente, este tipo de estado [atordvel representa
bem cntao uma situagaoc cm que os subsistemas tenham sido preparedos de forma independente,

De um modo geral, porém, os estados de [’ ndo tém a forma simples (1.1): devido ao
principio de superposigéo, se {|Ju),} ¢ {|v;),} sdo bases ortonormais para Hj ¢ Hy, entdo um

estado arbitrario em H pode ser expandido em termos da base produto {|m)l ® |15}, }:

[T)yp =D s s ® [v5), (1.5)
i



Nestes casos, ndo ¢ dificil ver que cm geral

(A1 ® L) (I;8B3) # (A; @ B2) (1.6)

e portanto

pla)p(b;) # playby). (L.7)

Vemos entac que as propricdades de I'| ¢ 'z deixam de ser independentes: ndo é mais possfvel
atribuir um valor exato para o estado individual de cada subsistema -mesmo conhecendo-se o
estado global com precisao arbitrariamente grande. Torna-se incorreto assim imaginar ¢ue esse
estado global pode ser determinado atribuindo a cada subsistema propriedades individuais e
independentes; estas n&o dao conta das correlagdes estatfsticas implicadas pela eq.(1.7). Em
outras palavras, os subsistemas deizam de ter uma identidade propria bem-definida.

Este fenomene, o emaranhamento, ¢ assim de cardter puramente quintico: nada semelhante
pode existir na ffsica cldssica, na qual se um sistema tem um estado bem-determinado, to-
das as grandezas - inclusive aquelas pertencentes a subsistemas de sistemas compostos - tém
valores bem-definidos em todos os instantes. Para compreendé-lo melhor, necessitaremos de
ferramentas formais e conceituais que permitam precisar melhor o sent sentido; este & o objetivo |

do restante deste capftulo,

1.1.2 O Formalismo de Operadores Densidade

Antes de mais nada, vamos recapitular os principais pontos do chamado “formalismo ce oper-
adores densidade”, Segundo a interpretacio mais comnmente aceita da mecénica quantica (28],
mesmo a descricao mais completa possivel de um sistema, dada por um ‘veton: de estado’ em
um espago de Hilbert complexo H, nio permite em geral prever com exatidio o resultado das
medidas que podem ser realizadas sobre cle. Apenas os resultados possiveis destas medidas,
as probabilidades de obtengdo de cada um deles, sio bem-determinados. E comum referir-se
a csta propriedadé fundamental como o cardter “essencialmente probabilistico™ da mecanica
quintica. '

Entretanto, mesmo esta descrigio probabilistica podo ser insuficiente em casos onde o

préprio conhecimento dispoiuvel sobre o estado do sistema & incompleto. Podem ocorrer siti-



agoes em qne nao sabemos determinar o estado espeeffico em que o sistema se encontra, mas
apenas as probabilidades py...p. de cle se encontrar em qualquer um de um conjunto de estados
ortonormais possiveis |4} ... Ji,,} . Um excrmiplo tipico se da quando tudo o que sabemos sobre
um sistemna & que ele estd em equilibrio térmico a uma determinada temperatura T neste caso,
podemos dizer apenas que o sistema deve estar em um dos seus autoestados de encrgia |E,),

com probabilidade dada pela distribuicdao de Boltzmann

P(E;}) o exp (—-f—;—,) {1.8) .

Em casos como cste podemos entao dizer que além da “incerteza quéntica’ intrfnseca temos
ainda uma ‘ignorancia clissica’ sobre o estado, andloga Aquela existente na mecnica estatistica
classica..

Precisamos levar ambas cm conta na liora de fazer previsoes sobre o resultado de medidas
sobre o sistema. Para isso, ¢ necessdrio uma contrapartida quantica para a densidade de prob-
abilidade usada nos cnsembles estatfsticos classicos: o operedor densidade {23, 24, 29, 25]. A
forma deste operador surge naturalmente se exigimos que, dado gualquer observivel O, o scu
valor esperado deve ser a média dos valores esperados em cada um dos cstados ortonormais

possfveis hbj> , ponderada pelas probabilidades p; de cada um (por hipétese, ). p; = 1):
(0) =" p; (b;] O ;) (1.9)
3

Levando em conta a ortonormalidade dos cstados possfveis, esta relaciao pode ser reescrita na

forma

(0) = ij (4 Z ) (Wl ) O |9;) = ZPJ (| O l%) (#; | ) = Tr Z?’j |4, (v,| O
5 x I

)

Tr (pO)

onde

p = ;) (¥l (1.11)
j

¢ entio chamado de ‘o operador densidade’ para o sistema.

=4

(1.10)



Como O ¢ arbitrdrio, qualguer informagio disponfvel sobre o sistema pode ser obtida a partir
de p usando a oq. {(1.10). (BEm particular, se {A} forem os antovalores e O, a probabilidade

de se maodir o valor A; @

P(A) = (IL;) = Tr (pIL,) (1.12)

onde IT; é o projetor sobre o autoespacgo correspondente a A;). Por este motivo, & nsual referir-se
a pcomo o ‘cstado do sistema’.

N&o ¢ dificil demonstrar as seguintes propriedades de p :

p ¢ Hermitiano (p - pf) (1.13a)
Tr(p) =1 (1.13h)
p ¢ positivo-definido, i.e., dado qualquer estado ), (3| |9} > 0 (1.13¢)

Reciprocamente, qualquer operador emn H com essas trés propriedades pode ser oxpandido
) |

na forma (1.11), com autovetores ortonormais{ |¢j>} e com autovalores p; satisfazendo

pi =2 07 (1.14a)

Yoy o= | L)
;

Portanto, um operador assim pede ser visto como um operador densidade. O seu sentido fisico-
¢ dado de maneira precisa pelos valores esperados (1.10).

E evidente que este formalismo inclui conio uin easo particular a sitagio em que o estado
do sistema. ¢ de fato completamente bem-determinado. Neste caso, a expansdo (1.11) se reduz

a um tnico t;'.-:rmo, e p ¢ representado simplesmente pclo operador de projecao
p=[¥){¥[, ' (1.15)

equivalente ao ket |¥). Dizemos entio que o estado do sistema & ‘puro’. Caso contrdrio (se

existir mais de um estado possivel), dizemos que ele ¢ ‘misto’, ou que o operador densidade



representa uma ‘mistura cstatfstica’. Pode-se mostrar que
pepuos p=pe Tr(p?) =1 (1.16)

Finalmente, escrevemos a. equa.gﬁb que descreve a dindmica {evolugdo temporal) do operador

densidade de um sistema quantico Hamiltoniano [23]:

ihSp(1) = H(1) p(t) — p (D HL(2) = [H, p] 1 (1.17)

Esta equagao, conhecida como & equagdo de von Neumann, pode ser obtida diretamente a partir
da equagdo de Schrédinger (vélida para o caso especial de estados puros), apenas assumindo a
linearidade (i.e., que a evolugdo de uma mistura de dois estados seja igual & (mesma) mistura
das suas cvolugdes). Essencialmente, é a versdo quéntica da equagao de Liouville vilida para a
densidade de probabilidade dos ensembles estatfsticos cldssicos [30].

A sua solugdo pode ser escrita formalmente em termos do operador de evolugao unitdrio

U(e):

p(t)=U(t)p(0) U () (1.18)
onde U (1) satisfaz
ih%U () =H@)U{#). (1.19)

1.1.3 Tragos Parciais e Operadores Densidade Reduzidos

Frisamos acima que dois sisternas quénticos emaranhados deixam na verdade de poder ser
considerados individualmente, no sentido de que suas propriedades conjuntas nao podem ser
atribufdas apenas as propriedades individuais dc um e de outro. No entanto, é geralmente o caso
de que, experimentalmente, somente observiveis referentes a estas propriedades individuais sio
acessfveis & medida direta. Isto ocorre particularmente quando os subsistemas emaranhados
formam um par do ‘tipo EPR’, espacialmente separado. Nesse sentido, coﬁtim:a sendo 1itil ter
um meio de se referir ao estado de cada subsistema individualmente. Isto pode ser realizado
- através dos chamados ‘operadores densidade reduzidos’, que vemos a segnir.’

Antes de definirmos estes operadores, porém, precisamos introduzir o conceito de ‘trago



patcial’, uma opetagao que gencraliza o trago usual de wmn operador linear para o caso de op-

eradores que atuam em um espago produto da forma H = H; @ H,:

Definigao (Trago Parcial): Seja A um operador linear qualquer em H = H; ® H, e
{lus);}, {lvk),} bases ortonormais para H; e Hy. Entdo, o trago parcial sobre Hy de A ¢ dado

por:

Trp A = Z (Trp A)ij [#ts)y (sl
if

onde (Trz A),; = > ({wil; @ (vly) A (), ® lwe)y) (1.20)
k
(o trago parcial sobre H; ¢ definido analogamente®),
Portanto, o trago parcial de um operador em H; ® Hy ¢ um novoe operador, agindo em Hj on

H; conforme o caso. Este operador possui diversas propriedades interessantes, em particular

(28]:

¢ Se A ¢ um operador linear qualquer em H = H; ® Hy, ¢ O; um operador lincar que sd
age em H;, entiio?

Tr(AOy) = Tty ((Trz A) O)) (1.21)

Este resultado assume um sentido fisico importante quando A ¢ o prdprio operador densi-
dade do sistema composto I'. Como o valor esperado de um observével é dado por (1.10) | entao
neste caso ele nos diz que ftodos os valores esperados de observdveis referenies apenas e um
dos subsistemas podem ser calculados a partir do tragce parcial do operador densidade sobre o
outro subsistema. Em outras palavras, se sé estamos intercssados nas propriedades do subsis-

tema I'y, entdo nao precisamos conhecer o operador densidade inteiro, mas apenas o operador

*Pode-se mostrar facilmente «que csta definicio, assim come a do traco nsual, & independente das hasos
escolhidas, '

*Temos aqui alguns Jigeiros abusos de linguagem: em primeiro lugar, operadores em H; @ Hz da forma O @1
sdo identificados com o8 seus tragos parciais O (que agem em H;). Em adigio, quando aplicado a um operador
de H; ® Hz, o simbolo Tt significa “tomar o trago parcial com respeito a Hy”; porém, o mesmo simbolo aplicado
a um operador s6 de H; ¢ interpretado como o trago usual {numérico} deste operador.



densidade reduzido de I'y, definido por

pr=Trap (1.22)

Como p,; e sua contrapartida p, sintetizam todas as informagoes referentes apenas a I'y ¢
I’y (respectivamente), podemos interprets-los efetivamente como os ‘estados’ destes subsistemas
(08 seus ‘estados reduzidos’, como se diz). De fato, ndo ¢ diffcil demonstrar que eles satisfazem
a todas as propriedades (1.13a — c¢) necessérias a um operador densidade. E importante porém

chamar a atencéio para os seguintes pontos desta interpretacgao:

1. O conhecimento apenas dos estados reduzidos ndo permite reconstruir o estado original
p : cxistem muitos operadores densidade que compartilham os mesmos dois opcradores
densidade reduzidos. (G claro que, dados gy e p, , 0 mais simples deles é o estado fatordivel

P =p, ® p,, mas cxistem oubtros (ue nao L6m osta forma simples).

2. Em geral, os operadores densidade reduzidos serdo mistos, mesmeo quando o estado do
sistema global I' ¢ puroe. Em outras palavras, embora possamos ter nominalmente um
conhecimento completo de I', somos obrigades a admitir uma certa ignoréncia quanto
a condigdo dos seus subsistemas ') ¢ 'z, Este ¢ o prego ¢ne pagamos por coutinnar
tratando Iy e I's como ‘sistemas flsicos’ com identidade prépria, quando na verdade esta

identidade é borrada pelo emaranhamento.

Mesmo assim, pode-se perguntar: como pode surgir ‘ignorincia’ em uma situagio em que
temos conhecimento completo? Na verdacde, apesar de serem descritos matematicamente de
forma idéntica, existem diferencas conceituais sutis entre os operadores densidade ‘reduzidos’ ¢
aqueles que introduzimos na segdo 1.1.2 para descrever uma incertez# estatistica. Esta distingao
traz problemas na hora de quantificar a correlagao entre os subsistemas. Retornaremos a
este problema na seq¢io 1.2.2, apés termos introduzido mais algumas ferramentas conceituais

necessarias.



1.1.4 Estados Relativos e a Decomposi¢io de Schmidt

Vimos acima que se {[ux),} e {|v;),} sdo bases ortonormais para os espagos de estados dos sub-
sistemas T’y e 'y, entdo um estado puro arbitrario para o sistema composto pode ser expandido

em termos da base produto {}ux), ® lv;),}, na forma geral:
)1, = chj frr}) ® lvg), - (1.23)
kj

Esta expansao pode sempre ser reescrita de forma a ressaltar os cstados de base de um dos

subsistcmas (por exemplo I'y) :

W)y =D lur)y @ { D cnilvidy | =D D lewil® | lu)y @ Ired, (1.24)
. 7

k k i

Nesta tdltima expressao,
225 Cki [v5)g
P
225 lexs|

& o chamado ‘estado relativo’ (normalizado} de |ug), [31). O seu significado ¢ imediato: se

Y (1.25)

medirmos um observivel O de T'; cujos autovetores (ndo degenerados) sejam os elementos
da base {Jux),}, entdo para cada resultado encontrado o sistema I'y serd projetado no estado
relativo |rg), correspondente.

Evidentemente, para cada escolha de base em T'y a expansdo (1.24) de [¥),, serd distinta,
e mudardo também os estados relativos correspondentes. De um modo geral, estes ndo serdo
ortogonais ehtre si, dc forma que o conjunto {|ri),} nio serd o conjunto de autovetores de um
operador Hermitiano de Hg. Assim, nédo é possivel em geral interpretar a projegio de I's sobre
ir&}, devido & medida de Oy como significando a medida simultanea de algum observivel Oj.

Entretanto, existe um resultado matemdtico simples e elegante, provado originalmente por
E. Schmidt em 1907 [32, 23, 27], segundo o qual, dado o estado puro composto |¥}),, , ¢ sempre
possfvel encontrar uma basc especial de I'y de forma que os seus estados relativos formem
também uma, basc ortonormal de T'g:

Teorema 1.1 (Decomposigio de Schmidt)®: Dado qualquer vetor |¥),, em um espago

"Demonstracdes em [27, 33].
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produto tensorial H) @ Ha, existem bases ortonormais{jeug),} cin H) e {|1J,,-)2} cmn My (Chases

de Schmidt’), tais que [¥},, pode ser decomposto na forma
)y = D Mk liikdy @ [Tk), (1.26)
k

onde 3, |Aki? = 1; o.somatdério se estende até a dimensdo do menor dos subespagos H, e H;

(caso haja um menor).

A decomposigdo de Schmidt permite visualizar com maior clareza a natureza do emaran-
hamento expresso em um estado (puro) de um sistema composto. Na expansio (1.26) .cada
~ estado |ii), de T'z & o cstado relativo ao clemento |fi;}, da base de Schmidt de Ty, ¢ vice-versa.
Assim, se U ¢ V3 forem observdveis de I’y e 'y diagonais nas respectivas bascs de Schmidt (e
nao dégenera.dos), a medida do valor de um implica imediatamente no conhecimento do valor
do outro. Estes pares de ‘obscrviveis de Schmidt’ caracterizam entao da mancira mais eficiente
possivel o emaranhamento de |¥),, (podemos dizer que cles sdo mazimamente corrclacionados
[22))

A obtengio das bases de Schmidt para um dado estado pode ser vista algebricamente como
a diegonalizagio simulldnen dos seus operadores densidade reduzidos. De fato, notanios gne
cada uma das bases de Schmidt diagonaliza o operador densidade reduzido do sabsistema

correspondente:

pro= > Il ity (i) (1.27a)
k

P2 = Yl [Bk)y (B, (1.27b)
k

Estas expressoes permitem distinguir alguns fatos importantes, vilidos para estados puros em
geral: em primeirollugar, 0s espectros de ambos os oper&ddrés densidade reduzidos sio idénticos.
Assim, qualquer fungio do estado que sé dependa deste espectro, (como a entropia, que veremos
na préxima segdo) tem o mesmo valor em ambos os subsistemas. A partir deste fato, e lembrando
ainda que a soma na decomposicio se estende até a dimensiao do menor dos snbespacos, vemos

também que se dois sistemas de dimensées desigquais estio emaranhados, o nmimero de cstados
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do sistema maior efetivamente envolvidos nio pode passar de dimensdo do sistema menor.
Assim, um sistema de muitos, ou mesmo infinitos, niveis interagindo com ontro de dois niveis
também ocupa, no miximo, dois estados ortonormais em gualquer instante.

Qutro resultado, de certa forma reciproco a estes, ¢ o seguinte: dado qualquer estado p,
~ do menor dos subsistemas (digamos, I';), sempre podemos encontrar um estado puro |f) de T
tal que gy = Try (J3) (19| . Para isto, basta escrever p, na forma diagonal (1.27a} (o que sempre
pode ser feito}, e entédo, escolhendo uma base ortornormal qualquer em I'y, escrever nm estado
na forma chchmidté( 1.26) ¢. Uma. conseqiiéncia 1til destc fato é: dado um estado p arbitrario
de qualquer cspago de Hilbert I, sempre podemos encontrar um outro eSpar;o de Tilbert H e
um estado puro |1p) em H® H' tais que p = Trey (|9} (3f]) -

Finalmente, frisamos que uma decomposicdo como a de Schmidt nao existe em geral para
estados mistos. Isto pode ser compreendido facilmente considerando que os diversos autoestados
de um operador densidade misto terdo em geral cada wm bases de Schinidt diferentes. Por
este motivo, também nao & possfvel estender a decomposigﬁo para o caso em que hd trés on
mais subsistemas I';...I',,, mesmo se o estado global for puro. Podemos & claro encontrar nma
decomposicio rcagfupando os subsistemas em dois conjuntos f"l a f'g, {por exemplo f‘l = I
e[y = I'; ®...8 1), e obtendo uma base de Schmidt om cada um desses dois. Porém, como
vimos acima, os estados reditzidos de Ty e g seriio em geral mistos, de modo que néio podermos

redividi-los em novos subconjuntos ¢ continuar ¢ processo.

1.2 Correlagao e Entropia

Caracterizamos acima o emaranhamento de dois subsistemas como uma perda das suas iden-
tidades individuais em favor de suas propriedades conjuntas. Qutra forma de dizer isto ¢ que
um estado global da forma (1.5) contém mais informeagdo do que a que pode ser obtida apenas
olhando (medindo) cada subsistema separadamente. A informagao ‘adicional’ estd contida nas

propriedades conjuntas, ou correlacdes, dos subsistemas, as quais 30 assim tao fisicamente reais

"Reparamos que o mesmo procedimento nio pode em geral ser feito com o subsistema major, visto que o
mimero de vetores de base necessdrios para escrever o estado composto na forma de Schmidg seria maior do que
a dimensio do ouiro subsistema.
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quanto as varidveis individuais familiares da fisica cldssica’.
Nesta se¢do, procuramos quantificar de forma precisa essas idéias de informagao e correlacio

contidas em um estado, fornecendo medidas diretas do emaranhamento de dois subsistemas.

1.2.1 Informacgdo e Eﬁtropia

O conceito-chave da t.cnnbdinihnica ¢ fisica estatfstica [30] ¢ a entropia: ¢ cla que mede a
‘quantidade de desordem’ de um sistema, e ¢ em termos do seu crescimento que se exprime a
fundamental chuﬁda Lei. Aqui também faremos uso central de um conceito que chamaremos
de ‘entropia’, definide de maneira essencialmente idéntica a desses casos faJrliliarcs. Entretan-
' to, o ponto de vista que utilizaremos estard mais préximo daquele proveniente da Teorie da
Informagdo [34], na qual entropia significa nio ‘quantidade de desordem’, maé ‘quantidade de
falta de informagéo’.

Definigdo (Entropia de von Neumann): Dado 1um operador densidade p, a sua entropia

de von Neumann [23] (ou simplemente entropia) é dada por
S{p)=—-Trphp ' {1.28)

Esta quantidade mede a incerteza quanto ao priprio estado do sistema. Isto pode ser visto

lembrando que todo operador densidade pode ser diagonalizado na forma (1.11), e portanto:
S(p) =~ pilnp; (1.29)
b

E facil ver que esta quantidade vale zero se e 56 se o estado for puro®; ainda, caso a dimensao do
sistema seja finita (= N), S (p) assume o seu valor méximo (= In V) apenas na condigio de m#x-

ima ignorancia (p = fql }. A entropia fornece portanto uma medida direta da purezae do estado

"Evidentemente, em fisica cldssica também pode haver correlaghes estatfsticas entre as propriedades de dois
sistemas, mas apenas. quando a descricio destes viltimos & incompleta {(dada por distribuiciies de probabili-
dade). Neste caso, as correlagdes refletem apenas a ignorfncia do observador, podendo variar de acordo com o
conhecimento deste idltimo. Neste sentido, elas nao possuem coxisténcia objetiva.

*Consideramos aqui 0-ln0 = 0 (pode-se mostrar facilmente que li_tga:lnx = 0), de modo que 5(¥3 & sempre

bem-definida.
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p’. Vale ressaltar que ela ndo & um obscrvivel, mas uma funcio do estado (especificamonte,
uma fungao dos autovalores do estado).

Além dessas propriedades aparentes, a definicdo acima implica em diversas outras, sendo
algumas. peculiates e outras decididamente nio-triviais!”. Citamos abaixo duas que serdo iiteis

neste trabalho:

e (Conservagde Temporal: Se a evolugdo do sistema for unitdria (i.e., descrita pela eq.
{(1.18)), os autovalores do operador densidade ndo se alteram; assim, a entropin de von

Neumann se mantém constante:

S(p(t) = —TrU () p(O)UN(H)InU () p(0) U’ (t)
= —TTU A0 U () U ) (np @)U ()

= —Tep(0)Inp(0) = S(p(0) (1.31)

Este resultado é talvez um pouco surpreendente (dado que em geral se espera que a entropia
aumente), mas 6 facil de ser compreendido quando se v& que processos Hamiltonianos sic sempre
microscopicamente reversfveis. O mesmo nao ocorre porém com a entropia de subsistemas: a
sua evolucgio temporal é em geral nﬁo—Hamiltoniaﬁa, e sua enbropia ird entdo poder variar com

o tempo.

s Converidade (vide [22, 26]'1): Se o estado p for escrito como uma soma conveza de outros

operadores densidade (g = 3, Mip;,onde A; > 0 ey, Ay = 1), entdo:

S(p) =Y AS(p) (1.32)

*Existem outras medidas de pureza, como a quantidade
' f=1-Tv'V® - (1.30)

que também se anulam em estados puros e assumem o valor maximo na condicho de mdxima ignordncia.
A entropia ¢ a unica destas que possui ainda outras propriedades importantes, como subeditividade [26]
(v. secio 1.2.2). ,

¥ Uma colegiio exaustiva de propriedades desta e de outras ‘entropias’ & apresentada no artigo de revisan de
Wehrl [26]

'Wehrl (e a maioria dos autorest) chama esta propricdade de concavidade. Aparentemente, hd uma inversian
nas definigdes usadas para fungdes concavas e convexas.
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O significado ffsico desta propriedade é claro [35]: construir um enscmble ostatfstico a
partir da soma convexa de outros significa perder informagéo, pois dado um clemento do

ensemble conjunto j& nao somos capazes de dizer de qual dos ensembles originais ele veio.

Também & conveniente introduzir o conceito de entropia relativa [36]:
Deﬁhi§50 (Entropia Relativa): Se p e o sio dois operadores densidade quaisquer, entio

definimos quie a entropia de o relativa a p &
S(e|lp)=Trp(lnp—Ine)=—-Trplne — S(p) {1.33)

Pode-se mostrar (v. apéndice A) que S(o|p) = 0, com igualdade se ¢ s6 se p = o. Esta

quantidade pode ser vista assim como uma espécie de ‘distdncia’ entre cstes operadores!?.

1.2.2 Correlagdés entre Dois Subsistemas

Armados com o conceito de entropia como medida de falta de informagio, abordaremos agora
a questio de como quantificar a correlagio entre dois sistemas emaranhados. Para realizar isso,
partimos da idéia intuitiva de correlagio: se dois sistemas estao correlacionados, entio é possivel
obter informagdo sobre um deles medindo observiveis do outre; ainda, esperamos que quanto
maior for a correlagio, maior deve ser a quantidade desta informagao ‘miitua’ disponfvel. Por
outro lado, precisamos também levar em consideragao que nem toda a informagao disponivel
em um cstado global diz respeito as correlagoes entre os subsistemas: parte dela se refere apenas
as propriedades individuais de cada um. O nosso problema consiste portanto no segninte: dado
um estado do sistema composto, como distinguir a ‘informagio mmitua’ nele contida daquela
que s6 diz respeito a eada subsistema? '

Como vimos na segao 1.1.1, esta informacdo mnitua se manifesta experimentalmente nas
correlagbes cstatisticas entre os valores medidos de pares de observdveis (um de cada subsis-
tema). Entretanto, assim como a incerteza a respeito do valor de um observavel particular nao
reflete a impureza total de um estado (pois depende apenas de parte do operador densidade),

as correlagdes entre um par especffico de observiveis jamais sdo capazes de refletir toda a cor-

2gsta ‘distancia’ ndo deve ser entendida no sentido geométrico, visto que ela ndo obedece a propriedades
basicas, como por exemplo comutatividade: Em geral, S(o Y3 # S{(¥40 ).
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relagio entre os dois subsistemas. Para isto, é necessdrio introduzir um fndice de correlacao
independente de observdveis, de modo andlogo & entropia de von Neumann.

Para ver como isto pode ser feito, vamos primeiro examinar as relagdes entre a entropia de
um sistema comp@sto e as entropias de seus subsistemas (ou ‘entropias reduzidas’). No caso-
de haver apenas dois subsistemas, estas relagdes sdo sintctizadas pela chamada desigualdade de
Araki-Lieb [37] (demonstragio em [22, 26])

Teorema 1.3 (desigualdade de Araki-Lieb {37]}: Se p ¢ o operador densidade de um
sistema composto de dois subsistemas, e p;, g, 540 0s operadores reduzidos desses subsistemas,
entao:

1S (p1) = S(p)l < S(p) < S(p1) + S(p2) (1.34)

Este resultado merece ser examinado ein algum detalhe: em primeiro lugar, é possivel
mostrar gue, a igual:ladc no lado direito desta expressio ocorre se e s6 se p = p; @D py. A
interpretacéo desta propriedade da entropia, conhecida como aditividade [26) ¢ simples: em um
estado fatordvel nio existem quaisquer correlagoes entre os subsistemas; assim, as incertezas
sobre cada um dos seus cstados (reduzidos) sdo independentes, e portanto a incerteza total
deve ser a sua soma. Notamos que, em termodinimica e fisica estatfstica de equilibrio, esta
propriedade ‘extensiva; da entropia é em geral assumida como vilida, baseado na idcia de que os
sistemas em questdo estdo em equilfbrio térmico com uma energia de interagdo muito pequena.

Aqui, porém ela em geral ndo serd vilida, visto que os cstados normalmente nao serio
fatordveis. Ao invés disso, vale a desighaldade no lade direito de (1.34}, conhecida como a pro-
pricdade de subaditividade da entropia. Podemos interpretd-la do seguinte modo: a incerteza
{ou ‘falta de informagéo’) no estado total deve sor menor do. que a soma das incertezas indi-
viduais de cada subsistema, visto que, além das informagdes referentes a cstos subsistemas, o
estado total contém também a informagio ‘mitua’ referente as correlagdes entre eles.

Comparando as propricdades de aditividade e subaditividade, vemos que a quantidade de
correlagdo entre os dois sistemas pode ser definida tomando-sc a diferenca entre a informagio
contida no estado composto p e aqucla contida na sua ‘parte fatordvel’ p; ® pg :

Definigio (Indice de Correlagio ‘de von Neumann®): Dado um sistema composto de

16



dois subsistemas, definimos o Indice de Correlagédo entre 0s subsistemas como
In=S(p)+ S(p2) —S(p) (1.35)

Naturalmente, esta definigio se justifica devido as suas consegiiéncias serem intuitivamente
satisfatérias. Para comegar, a subaditividade implica que este fndice & sempre positivo, e a
aditividade que ele se anula se e s6 se o estade for faiordvel {como seria desejdavel). Outro

modo de ver isto & notando que [26]:

S(p1)+S5(p2) —S(P) =S (P ®palp) 20 (1.36)

O indice de correlagao é assim também a entropia relative entre o estado completo e sua parte
fatordvel - portanto neste sentido mede o ‘quao longe’ o estado estd de ser fatordvel.

Podemos obter outras propriedades destc fndice examinando o lado esquerdo da desigual-
dade de Araki-Lieb: notamos que, se o estado for puro (§{p) = 0}, entao S(p,) = S (p3) (o que
confere com o resultado obtido anteriormente (eq. 1.27a), usando a decomposi¢ao de Schmidt).

Neste caso, portanto,®

In (puro) = 28 (py) = 25 (py) (1.37)

e o indice se torna essencialmente a entropia reduzida dos subsistemas. Em qualquer outro

caso, o lado esquerdo da desigualdade de Araki-Lieb implica:
In < 2min(S{py),5(p2)) - (1.38)

Agora, vimos anteriormente (segdo 1.1.4) que, se I'y é o menor dos dois subsistemas, entao dado
qualquer opera.dor. densidade p; sempre é. possfvel encontrar um estado piuro global p’ tal que
p; = Trep’. Como 25{p,) = 2min (S (p;),S (p3)}, vemos entdo das expressdes acima cue,
dado qualquer est.:::do misto p para o sisteina composto, sempre podemos encontrar um estado
puro p' com fndic;e de correlagao maior, ou pelo menos igual. Neste sentido, os estados puros
sdo em geral maisg correlacionados que os mistos. Em particular, o estado mais correlacionado
posstvel é um estado puro em que S(p,) assume sew valor mdzimo [38)].

Podemos ligar este 1iltimo fato ao seguinte outro: um estado reduzido sd pode ser puro se o
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estado global for fatordvel. Isto pode ser visto fazendo S(p;) = 0 na doesigualdade de Acaki-Lich,
e vendo que nesse caso Iy = 0. Chegamos assim a outra constatacio importante: a criagdo dc
correlagdes enire subsistemas necessariamente implica no surgimento de ignordncia quanto aos

seus estados individuais.

Correlagiao versus Emaranhamento

- Apesar de possuir estas propriedades intuitivamente agraddveis, o indice de correlacio (1.35)
deve ser interpretado com alguma cautela. Recordamos que no caso de um estadoe global puro
(S{p) = 0) o sistema est4 em principio completamente detérminado, -de modo que qualquer
indefini¢do quanto aos subsistemas se deve apenas ao emaranhamento entre eles. Neste caso,
In representa claramente uma medida deste emaranhamento, ji que & proporcional & entropia
reduzida. |

Quando passarﬁos a admitir alguma ignorfincia quanto ao estado completo (S (p) > 0), as
coigar deixiun do H:CI' tio ﬁi.mpins: agrora, parte da indefinigio quanto aos estacdos reduzidos se
deve & prépria ignorancia sobre o estado global, nada tendo a ver com correlagdes quénticas,

Para ilustrar o problema, consideremos por exemplo o seguinte caso extremo:

p o= 2 (W @), @l + ), (7], @18, (#],) (1.308)
{ p1 = 4 (19) W, + W), (W],)

1 {16)2 (&l + |97, (¢'],)

= (1.390)

onde (¥ 9') = (4| QS") =0

Neste caso g é nao fatordvel, p, e p, sao mistos, mas ndo podemos dizer que os subsistemas
estdo emnaranhados. A situacédo é .exatamente a mesma de um cara-ou-coroa: se umn dos subsis-
temas (lados da moeda) est4 no estado ‘linha’ (cai virado para cima), o outro necessariamente
esta 'no estado ‘seml iinha.’ {cal virado para baixo). E evidente assim que esta correlagio (dita
‘cldssica’} nada tem a ver com emaranhamento, refletindo apenas a ignorancia sobre o sistema
como um todo.

Apesar disto, o Indice de correlagio & positivo:

In{(p)=2In2—-1u2=In2>0 {1.40)
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Desta forma, concluimos que nao podemos sempre interpretar Iy (p) como uma medida de
emaranhamento. De fato, o problema de como distinguir as partes ‘classica’ e ‘quantica’ da
correlagfio no caso de estados mistos em geral ainda estd em aberto [10] .

Para garantir entio que o fndice Iy mega apenas correlagdes genuinamente quinticas, va-
mos nos ater de agora em diante aos estados puros dos sistemas globais que estudaremos,
Desta forma, usaremos de forma equivalente as expressdes ‘ndo-fatordvel’, ‘correlacionado’ e

‘emaranhado’ para nos referir a tais estados.
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Capitulo 2

Atomoé e Cavidades: o Modelo de

Jaynes-Cummings

Introduzimos agora o chamado ‘modelo de Jaynes-Cummings’ (MJC) {17, 18], o qual serd o
cendrio para o restante deste trabalho. Este modelo é o mais simples usado para descrever a
interagho entre o campo eletromagnético e a matéria (4tomos) de uma forma completamente
quantica (i.c., quantizando ndo apenas os dtomos, mas também o campo). Nele, o ‘campo’ é
descrito por uﬁ: tinico modo normal; ainda, apenas uma transi¢do atdémica (ressonante ou quase-
ressonante com este modo) & levada em consideragdo, efetivamente reduzindo o dtomo a um
sistema de dois niveis. Assim, no fundo 0 MJC descreve praticamente o exemplo mais simples
de dois sistemas quénticos distintos interagindo: um oscilador harménico (campo) acoplado a
um sistema de dois niveis (4tomo). _

Apesar desta aparente simplicidade conceitual, este modelo se revela extremamente rico
e interessante: em primeiro lugar, dentro de aproximacgdes convenientes ele é um caso raro
de um modelo quantico sohivel analiticamente. Mesmo assim, suas solugdes séo de modo
geral ndo-triviais, apresentando uma série de comportamentos a principio pouco intuitivos, mas
muito elucidativos da intimidade da relagao entre a radiagdo e matéria. Em segundo lugar (e
talvez mais importante), apesar da idealizacio do modelo, suas previsges podem ser dirctamente
testadas pela ezperﬁénoid {v. scgio 2.4). Por cstes motivos, o MJIC ¢ o cendrio ideal para o

estudo do emaranhamento de dois sistemas quanticos.
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21 O Han;ﬁltoniano de Jaynes-Cummings

Vamos comegar dando 1ma indicagiio de como se deriva o Hamiltoniano de interagio do MJC.
Dado que este desenvolvimento encontra-se bem descrito em diversos livros-texto (e.g., {39, 40]
(ver também {41]}), tentarcmos evitar uma deducio excessivamente detalhada, concentrando-

nos nas idéias principais.

2.1.1 O Campo Eletromagnético Quantizado no Vacuo

Antes de mais nada, recordamos como o campo eletromagnético no védcuo é quantizado. E pos-
sfvel mostrar {(e.g., [28, 42]) que, escolhendo coordenadas apropriadas, as equagdes de Maxwell
(cldssicas) podem ser reescritas (no gauge de Coulomb) como uma colegiio de osciladores har-
ménicos livres ¢ desacoplados {(0os chamados ‘modos normais’ do campo). Quantizando esses
osciladores da maneira canénica, 0 campo eletromagnético quintico pode ser descrito (de forma

segundo-quantizada) através de um operador para o potencial vetor:

() = 30\ 2 [amdon (1) + A () (2.1)

Nessa. expressao, Ap, (7) d4 a distribuigio espacial (normalizada) do m-ésimo modo normal, wyy,

a sua freqiiéncia e éi,!n,éi.m sdo os correspondentes operadores de criagio e aniquilagao (bosoni-

cos)!'2. A partir do potencial vetor, podemos obter os operadores dos campos elétrico ¢ mag-

nético

B = [a,,,E (*F)+a' B (F)] (2.2a)

2
A = 3 [amfn (9 +al A (9] (2:20)

‘A () € um vetor, nao um operador. O conjunto {/Tm (1"')} forma 11ma base ortonormal para as funcées

vetoriais definidas na regiio de quantizacio (de volume V). O operador vetorial A () age no espaco de Hilbert
formado pele produto direto dos espacos de cada modo no ponto 7. E bom frisar que para cade ponto ¥ do
espago real existem espacos de Hilbert e operadores de campo independentes.

2Por simplicidade, evitamos denotar explicitamente a polarizacio e a diregio de propagacio e cada modo,
agrupando todas as propriedades que distinguem os modos no iinico fndice m.
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onde

~ cAhw,, o
B = mq/zivﬂ,qm(ﬂ (2.30)

- 2mwczh -
(@) = 4|2tV x A (1) (2.3)

A energia contida no campo ¢ escrita da forma

Vo e 2 3 1
Hmmpo=;8—w’/v (B2 (7) +H (-F))dr=; alam + 5 | B, (2.4)
Portanto, ela é dada pela soma dos operadores mimeros de excita¢do N, = al.a, de cada
um dos modos, vezes o correspondente quantum de energia fw,, (e acrescido da encrgia de
ponto-zero Lfwm,). |

Os autocstados de energia do campo sio entio aqueles da forma produto direto

[= a3
%) = (R) brm) (2.5)

m=1
em que o modo 1 tem n; excitagdes, o modo 2 tem ny ¢ assim por diante (cstados de Fock).
(A sua energia, dada pela (2.4) & 32, (nin + 3) P ). Associamos estas excitagdes com o
nimero de fétons em cada modo®. Um estado geral do campo pode entéo ser descrito por uma

superposigio da forma:

W= > . (X Inm) (2.6)
y,12,.....=0 m=1

Vimos que a cada modo corresponde uma unidade de energia (Aw,,}. Os valores permitidos
para wy, sdo determinados pela geometria da situagio: no caso do espago livre, por exemplo.
todos 0s modos sao permitidos, e as suas energias formam um conténuo. Esta situacio pode
ser radicalmente modificada se introduzirmos condigdes de contorno sobre os moclos, ttilizando
por exemplo superficics condutoras (ende idealmente o campo deve se anular). Na presenqa de

tais ‘cavidades™, a quantidade de modos acessfveis pode ser reduzida a um conjunto discreto.

YPortanto, o operador de criacao al, cria um féton no modo m, ¢ o operador de aniquilacio a, tealiza o
oposto.
1E usual denotar-se superficins condutoras por ‘cavidades’, independente do fato de elas englobarem ou nin
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com energias fuv,, bem separadas. Como vemos a seguir, csta discretizagio afeta de forma

fundamental a interagio do campo eletromagnético com atomos neutros.

2.1.2 A Interagio entre o Campo Eletromagnético e um Atomo Neutro na

Aproximagao de Dipolo

Suponhamos agora que o campo esteja em contato com um dtomo neutro. Na auséncia do
campo, este dtomo & descrito por seu préprio Hamiltoniano eletronico Hyyome, com niveis de
energia discretos {15;)°. Ao considerar a interagio entre dtomo e campo, vamos nos restringir
entac a modos com [reqiiéncias nos faixas ética e de microondas, que sao da mesma ordem de
freqiiéncias de tra.hsigéio entre esses nfveis atomicos, e também correspondem a comprimentos de
onda grandes o suficiente para possibilitar a construgao de cavidades ressonantes de tamanho
apropriado (v. segio 2.4.2). Mcsmo para 0s campos 6ticos, esses comprimentos de onda, na
faixa de 0.54m, sio muito maiores do que as dimensdes atdmicas tipicas (da ordem de 1A ).
Assim, para a interagio dtomo-campo s6 interessard o valor de A () na posi¢io ) do centro
de massa atémicd. Pelo mesmo motivo o dtomo assume, do ponto de vista do campo, um
cardter puntual, siguificando qne os detalhes da sua distribuigao interna de carga (dada por
uma expansao emzmomentos multipolares) podem ser desprezados. Podemos considerar apenas
o primeiro termo ndo-nulo desta expansdo: como ndo L4 carga excedente (o dtomo é neutro),
em primeira aproximagio o seu cardter é de um dipolo puniual.

A energia de iﬁterax;ﬁo do dtomo com o campo pode ser entio modelada a partir da fSrinula

cléssica para um dipolo g em um campo externo
Hip = —ii - E () (2.7)

(onde agora

A=y aR: (2.8)

6 o operador momento dipolo atdmico?). Isto leva entio a um Hamiltoniano total para o sistema

algum volume de espago.[14]
“Estamos interessados apenas nos estados ligados.
% A soma & feita sobre todas as cargas do sistema atGmico
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Atomo-campo da forma
H = Hiiomo + Hmmpo + Hine = Ho + Hje . (29)

onde Heampo ¢ Hin; siio dados pelas (2.4) ¢ (2.7) € Hgomo ¢ suposto conthecido.”,

Qualquer que seja a forma exata de Haiomn, cm geral ele comuta com o operador de paridade
(Hitomo (7) = Hapomo (—7)); assim, como o momento de dipolo ji tem paridade negativa (pois @
proporcional a operadores de posicao), os seus elementos de matriz diagonais na base de energia

se anulam:
Fu = @WlBl) =0 : (2.10}

Portanto, usando (2.2a), a energia de interagdo pode ser escrita na formas:

Howe = =D 3 (B - B (70)) (W0 (95]) ® 2m + hc] (2.11)

m i
O problema completo descrito por esta interagio é virtualmente impossivel de ser resolvi-
do analiticamente de forma exata. Todavia, uma simplificagao considerével pode ser feita se
notarmos, usando teoria de perturbagio, que as transigdes com probabilidade significativa de
ocorrer seriio aquelas que ligam estados degencrados do Hamiltoniano sem interagio Hy. Sendo
assim, cada estado atémico {1);) 86 € acoplado significativamente aos modos do campo que sejam

ressonantes ou quase-ressonantcs com transicoes |1;) « |} (de freqiléncia wy;) :

Hin =3 3 [£ @ —wig) (g - B () 1) (5| @ 3m +hc]  (2.12)
m ikj :
L]
onde f (wm — wi;)é proximo de uma fungio 4.
Mesmo com esta aproximagio, o problema continua nio sendo solivel analiticamente se

houver um contfnuo de modos do campo com freqiidncias em torno de cada wi;. Como foi

mostrado hd muito tempo por Weisskopf e Wigner usando métodos perturbativos [43], neste

"Esta indicagio um tanto ad hoc da forma do Hamiltoniano geral de interagio pode ser substanciada através
de uma deduciic de ‘primeiros principios’, i.e., partinde do Lagrangeanc completo do sistema dtomo-campo,
obtendo os momentos canfnicos & la Dirac, ete. [42). A dedugio envolve uma série de pontos bastante delicados,
mas & possivel reobter uma interagiio da forma (2.7) em primeira ordem.
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caso para tempos suficientemente longos o dtomo sofre o chamado decaimento espontineo:
mesmo na presenga do vicuo do campo a populagdo do nivel atdmico superior de cada transicao
decai exponencialmente. Ao mesmo tempo, 0s modos do campo com freqiiéucias Wrn 52 W;j $HO
populados (com um pico de intensidade no modo exatamente ressonante e nwma largura de

* .
freqiiéncias inversamente proporcional ao tempo de decaimento).

A situagio muda radicalmente quando os modos acessfveis sao discratizados, por exemplo
pela introdugao de superficies condutoras ideais [44]: sc a separagio cntre as energias desses
modos for suficientemente grande, cada transigio atomica. [1;) < |¢J-) estard proxima da
ressondrncia com no méximo um deles®. Suponhamos assim que um determinado par de niveis
atdmicos Je} e |g) tenha uma [reqliéncia de transi¢io quase-ressonante com a de algum modo
permitido, e também que as outras transicoes desses nfveis permitidas pelas regras de sclecio
estejam todas longe da ressonancia. Se o dtomo for preparado com populagio néo-desprezfvel
apenas nesse par df,; nfveis, entdo somente o modo correspondente sera excitado. Podemos cutio
desprezar todos os demais niveis e modos, e descrever o sistema dtomo-campo simplesmente

como um sistema de dois niveis acoplado a um oscilador harménico!

A forma do acoplamento pode ser obtida de (2.12) eliminando-se os somatdérios”:
Hou = hA (0% +07) (a+al) (2.13)

onde

= |e) {gl; 07 = |g) {e] . | (2.14)

sa0 os operadores de ‘levantamento’ e ‘abaixamento’ atdmicos e

A = —fiey - E (7o) = =iy - E* (7o) = — (el /i |9} - E (7) (2.15)

Na realidade, toda superficie condutors apresenta alguma dissipacio, o que keva a uma ‘Jargura finita de linha®
{pelos mesmos motivos daquela que ocorre no decaimento espontinec) [45, 46). Em outras palavras, &o invés de
uma freqiiéneia ressonante idealmente discreta para cada modo, existe sempre na prética um intervalo poguenn
e contfnuo de freqi@ncias acessfveis ao redor do valor ideal}. Para que este intervalo possa ser desprezacdo, e
0s modos considerados como essencialmente monocromaticos, & necessdrio que a sua largura seja extremamente
pequena com relagio & freqiiéncia do modo. Isto impde grandes dificuldades experimentais para a construcio de
cavidades aonde os efeitos ressonantes possam ser observados (v. secio 2.4). ]

"Também climinamos o Mmdice m das quantidades referentes ac campo, pois a partir de agora s6 estaremos
preccupados com um iinico mado.



¢ a constante de acoplamento!”.

Desta expressio e de (2.Ja), podemos ver assim que a in-
tensidade do acoplamento depende do momento de dipolo entre os dois niveis, do volume da
cavidade e da distribuigio espacial do modo no ponto onde o d4tomo se localiza.

O Hamiltoniano completo do sistema & dado pela eq. (2.9):
' 1 1 + - i
MJC=§ﬁwaaz+aahwc+h/\(a' +o )(a+a) (2.16}

Aqui, we ¢ a freqiiéncia de fransicio atdomica ¢ w, a fregiiéncia do modo quase-resonante
{wa = we). O zero de encrgia [oi escolhido de forma a eliminar a energia de ponto-zero do modo,
e também de forma a quc os niveis atdmicos relevantes tenham encrgias simétricas (= 3w, ).

O Hamiltoniano atémico Hyom, na base {[e),|g)} fica assim

1 1
Haitomo = 5fwa (|} (el — |g) {g]) = Shiwa ) (2.17)
2 .2 0 -1
portanto proporcional & matriz de Pauli o, nesta base. A partir de agora, nos referiremos a |e)
e |g)} como os nfvdis ‘excitado’ e ‘fundamental’ do dtomo, respectivamente.

Estc ¢ o chamado ‘Hamiltoniano de Jaynes-Cummings’, na sua forma completa [17].

2.1.3 Interpretagao e a Aproximagao de ‘Onda Girante’

Apesar da forma simples atingida para o Hamiltoniano (2.16), ele ainda ¢é insatisfatério tanto
do ponto de vista pritico (no scntido de que & ainda insolivel de forma exata) como tambén:
do da consisténcia com as hipéteses que j& fizemos.

Para compreender por que, vamos examinar o sentido [isico dos termos presentes na inter-

* ¢ o~ podem ser interpre-

agio (2.13). Notamos inicialmente que os operadores atémicos o
tados de maneira semclhante aos operadores de criagio ¢ aniguilagio para o campo: da sita
definigio (2.14) , vemos que a aplicagio de o+ ao estado atémico fundamental leva ao excitado
(6~ = (o*)! realiza a agfio inversa)!!.

Podemos ver entio que existem dois tipos distintos de termos em (2.13). Aqueles de forma

"Note que, como temos apenas um maodo em um ponto do espago, podemos sempre escollier F (7) de forma
que ) possa ser tomado real,
11 Bstes operadores atdmicos sio mais apropriadamente interpretados como operadores de criagio e aniguilagio
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o*aco~al t6m o efcito de excitar um dos sistemas a0 mesmo tempo em que destroem uma
excitagdo do outro; representam assim processos em (e o dbomo absorve um (Glon e se excita,
ou entdo emite urﬁ foton ¢ se desexcita. Por outro lado, aqucles de forma e*al ¢ o~ a respecti-
vamente criam e destréem uma excitagio em ambos os sistemas, representando assim processos
em que o dtomo se excita emitindo um féton, ou se desexcita absorvendo um féton!

Como estamos assumindo que o modo do campo e a transicio atémica em questiao sao
quasc-ressotiantes, os termos do primeiro tipo (‘ressonantes’, ou ‘girantes’) ligam niveis que sio
aproximadamente degenerados de acordo com a parte ‘ndo-interagente’ do Hamiltoniano (Hg).
O mesmo nio ocorre com 0s termos do segundo tipo, (‘ndo ressonantes’, ou ‘contra-girantes’)
os quais ligam estados que, em Hy, tém uma diferenga de energia i {we + we) > h{ws —we) .

Agora, como }4 vimos acima, se o acoplamento for suficientemente fraco esperamos que
estes termos ligando estados ndo ressonantes fornegam wma contribuigio pequena com respeito
4 dos ressonantes. De fato, para mantermos a consisténcia com as aproximagdes que ja fizernos
(quando eliminamos termos possivelmente menos nao-ressonantes do que os que temos agora)
vemnos quc ¢ necessdrio climinar a parte nao-ressonante de (2.13).

Outra maneira de argumentar pela validade desta aproximagao € passando o Hamiltoniano
(2.16) para a representagio de interagio. Neste caso, é possivel mostrar [47] que, na nova forma
do Haniiltoniano, os termos ‘girantes’ diao origemn a contribuicdes lentamente oscilantes com
o tempo {com freqiidncia w, — w, ~ ), enquanto 0s termos ‘contra-girantes’ oscilam com a
freqiiéncia wq + we (portanto muito mais rapidamente). Assimn, os seus efeitos devern em média
interferir dmtfutivamentc, ndo contribuindo significativamente para a evolugio.

A partir de agora, e em todo o restante deste trabalbo, vamos nos restringir apenas aos
termos girantes (realizando a chamada eprozimagdo de onda girante). Assim, o Hamiltoniano

gue nos interessard para o sistema dtomo-campo é:

Hp o = %ﬁwﬂaz + alahw, + kA (cr+a + a*-a‘) (2.18)

fermidnicos, visto que satisfazetn relagoes de enticomutacio da forma

{a"’,a_ }=1
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Uma discussiio mais detallhada dos efeitos dos termos contra-girantes, incluindo condigoes
mais espedificas em que eles podem (ou ndo} scr desprezados pode ser encontrada em [41] e

referéncias 14 citadas.

2.2 Solucao do MIJC na Aproximacao de Onda Girante

Apédsa rea:liza(;&o de todas essas aproximagoes, o M.JC se torna soliivel de maneira exata, Como
o Hamilt.oﬁiano (2.18) nédo ¢é fatordvel em um produto de operadores do campo ¢ do é.tomo,
j& podemos esperar que os seus estados estaciondrios tamb(afn néo sejam escritos nesta forma
simples: teremos assim autoestados emaranhados.

Podemos ainda notar que, na auséncia dos termos contra-girantes, vale a lei de conservacio:
[Nez$HMJ’C] =0 (219)

onde

il

| =3

1
N, o, + a1a+§ =oto™ +ala. (2.20)

Notando q_l,ie oto~ & diagonal na base {Je},|g}}, com autovalores 1 e 0 respectivamente,
podemos ver que o operador Ng; mede o ‘mimero de excitagies’ do sistema, definido como o
nimero de fétons no campo, mais 1 (0} se o 4tomo estd no estado excitado (fandamental). A.
lei (?7) exprime assim rigorosamente a idéia de que, para cada féton destrufdo no campo, o
dtomo deve ser excitado, e vice-versal?,

Assim, ¢ fécil ver que cada estado fatordavel da formé
e} ® |n) = |e n) (2.21)

!
sé ¢ acoplado ao correspondente |g n + 1} ; desta forma, Haryo pode ser diagonalizado sepa-
radamente em cada um dos subespacos H,. (2-dimensionais) gerados por estes dois vstados. A

iinica excegdo & o estado fundamental |g,0), em que nio ha nenhwina excitagio no sistema.

215 importante notar que, no contrdrio de Nz, ndo hd em geral a conservaciao da ‘energia’ dada pelos termos
niic interagentes de Myuc (Ho = Hiwomo + Heampo = —ﬁw.,a, + a'ahw.,) Esta quantia 86 comuta com o
hamiltoniano no caso de haver ressondncin exata (wq = w,} quanclo ela se reduz essencialmente & um miiltiplo
dt.‘, Ngz-
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Estc estado ndo se acopla assiin a nenlmm outro, e é ele préprio nm autocestado de Has e, cle
energia — 3w, (o dnico autoestado fatoravel)13!
O processo de diagonalizagao forncce em cada H,, os seguintes antoestados (v. por exemplo

, [39, 47)):

|n+) = sin{en)|e n) + cos(e) [g n + 1) (2.22a)
[n—) = cos(e,)le n) —sin(e,)|g n+ 1) (2.221)
onde (&, € [0,3]) :
cos(e,) = Bn = (2.23a)
V(-6 +02 -
sin(e,) = L - (2.23h)
\/(An - 6)2 + Q?t
-,
= tan(2e,) = (2.23¢)
e
O = 2AVn+1 (2.24n)
8 = w, —w, {2.24h)

A, = F/8+02 (2.24c)

As cnergias correspondentes sio:

&

r
Eny = (n + %) huw, £ %A,. _ (2.25)

Vamos agora analisar o significado fisico desta solugio: vemos primeiro gue, de fato, os
autocstados |nd) sdo cm geral emaranhados. Neste caso, como vimos no capitulo 1, nio

podemos mais atribuir um estado (puro) bem-definido para o dtomo ou para o campo. Por

""Caso mantivéssemos os tormos contra-girantes, esta diagonalizacio simples j4 niao ocorreria, visto que o
Hamiltoniano tamhém descreva processos em que o dtomo se excita emitindo ame féton - o que evidenteinente
nio conserva o mimero de excitacoes!
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este motivo, ¢ costume se referir a eles como representando um dtomo ‘vestido’ pelo campo
(sdo conhecidos entdo como ‘estados vestidos’). E bom lembrar que, juntamente com o estado
fundamental |g 0) , os estados vestidos formam uma base completa para o espago de Hilbert do
sistema Atomo-canpo.

Para cada valor de n > 0, a decomposigao dos ostados vestidos em termos da base fatorivel
{le n),|g n + 1}} depende, (via o Angulo €,} do parametro §, que mede a diferenga, on dessin-
lonia, entre as fr(;,qtléllcias do dtomo ¢ do campo. Para compreender o significado das diversas
quantidades acima, convém examinar alguns casos-limite de § fisicamente relevantes (¢ gue

serdio particularmente importantes nos proximos capltulos).

2.2.1 Limite Ressonante

Em primeiro lugar, vamos ver o que ocorre quando dtomo e campo estio emn ressondncia cxnta

(6 = 0). Temos imediatamente de (2.22a, b)) que:

k) = )£ g n+1)) (2.26)

1
—=(len
7
Portanto, neste caso os cstados vestidos tém pesos ignais em cada nm dos elementos da base
fatordvel {|e n},|g n+ 1)} de H,. O operador densidade reduzido atémico representa assim o

estado de total ignoréncia:

P a7 = Tloamps (In£) (nX]) = (2.27)

Lo I X100
B

Isto significa que estes estados 830 mazimaemente correlacionados, no sentido de que o indice

de correlacdo de von Neumann'! (eq. 1.35) assume o scu maior valor poss{vel:
Iy (jnk)) = 23,&0”", =212 = Iy max- (2.28)

(Lembramos que quando um sistema coniposto ¢ formado por dois subsistemas de tamanhos

desiguais, ¢ a dimensio do menor (e determina o valor maximo da correlagio). Observamnos

M Medido acqui pela entropia reduzida, j4 qite temoes um ostado paeo.
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ainda que, como os estados vestidos sdo autoestados, entfio se o sistema dtomo-campo for
descrito por um deles esta condigao de méxima correlacio se mantém durante toda a evolugio
temporal,

Vamos examinar agora a energia (2.25). Se § = 0 (" w, = we = w), temos:

1 h
Eng = (n + 5) hoo 560 = (n + %) hw £ BAVT F 1 (2.29)

Caso nio hionvesse interagao entre o dtomo e o campo, os estados fatordveis {|e ») ,|g n + 1) }
seriam autoestados degenerados do Hamiltoniano

1 _
. Hp = Ehwcr, + alalw (2.30)

com energia (n + %) fw. Portanto, o efeito da interagio de Jaynes-Cummings pode ser visto
como um levantamento dessas degenerescéncias, introduzindo uma separagao de 2hidvn + 1 =
KQ2,, entre os nfveis contidos em cada subespaco H,,'%. Obtemos assim uma interpretagiio para a
freqiiéncia 2, (a qual, por razdes histéricas, ¢ conhecida como a ‘freqiiéncia de Rabi’ (v. segio
2.4.3)). Vale notar que cste efeito ¢ andlogo A separagio que ocorre entre as freqiténcias dos
modos normais de um sistema formade por dois osciladores idénticos acoplados (cldssicos on
quénticos) [28].

Qutro modo de ver isto & observando o efcito dindmico desta separagio entrc os nfveis:
suponhamos que o sistema dtomo-campo seja preparado com o dtomo no estado excitado,
e o campo com um nimero. n de fétons (estado e n)). Caso ndo houvesse interagio, nada
aconteceria: cste cstado j4 seria um autoestado. Na presenca do Hamiltoniano do MJC, porém,
ele & acoplado com |g n + 1) . Expandindo |e ) na base (2.26) de autoestados e considerando

as energias (2.29); veros que a evolugio temporal a partir deste estado ¢ dada por'®:

W)y = —%e“(“"’i)“t (exp (-»i”;") ) + exp (1923{) |n—-))

1% Notamos que a saparacio entre o niveis eresee coiny/m.

150 partir deste ponto, e no restante deste trabalho, vamos assumir que a constante de acoplamento A &
positiva, o que implica 2, > 0. Evidentemente, todos o8 resultados podem ser adaptados imediatamente para o
outro caso. :
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= oDt (s () o) — sin (B )ty m 1) @2:31)

Portanto,. neste caso o estado oscila periodicamente entre e n) e |[gn+ 1), com freqitéueia
2, (note que quando %‘1 = 7 o estado retorna A condigio inicial |¢ n) a menos de wma fase).
Podemeos enxergar isso como uma troca de energia periddica entre o 4tomo e o campo, novamente
semelhante A que ocorre entre dois osciladores harménicos réssonantes!?.

Q cardter qudntico desta troca fica bem t:arél.cterizado notando gue, por nm lado, as freqiién-
cias de Rabi disponfveis sao discretas - uma conseqliéncia direta da granularidade do campo
quantizado, o qual s6 pode conter mimeros inteiros de excitagio. Por outro lado, podemos
ver também que a oscilagao porsiste mesmo no caso de um campo inicialmente no estade de
vdcuo. Neste caso, o sistema como um todo tem uma nica eﬁcitagﬁo ({Nez) = 1), e oscila entre
le 0) e |g 1) com freqiiéncia £2p = 2X (vemos assim que a constante de acoplamento A forneen
a freqiiéncia de Rabi ‘do vicuo’; todas as oulras [reqiiéncias de Rabi sao rmillt.ipln.c;, etn, geral
irracionais, desta fundamental). Em comparagio, nenhuma oscilagio ocorre no caso do atomo
estar também inicialmente no seu estado fundamental: como, vimos, o estado [g 0) ¢ um estado

estaciondrio!®

Evolugiao Temporal na Representagio de Interagao

A evolugio temporal de um cstado puro |¢) arbitrdrio pode ser cscrita de forma mais conveniente
passando da representacio de Sclirddinger para a representag¢do de interagdo 28], realizando a

seguinte transformagao unitaria sobre os estados ¢ operadores:

A - Ap (t) = exp (%Hot) Aexp (:hEHot) _(2.32&1)

W)) —_ l‘!f) (t))ﬂf = exp (%Hgt) WJ) (232]3}

I7E facil ver da eq. (2.25) que, quando deixamos a condiciio de resson&ncia, 08 papéis de 0, passam a ser
desempenhados por &An, que ¢ conhecida entdo como a ‘freqiidncia de Rabi generalizada’.

!%Esta ltima caracterfstica ndo persistiria se inclufssemos os termos contra-girantes, visto que naquele caso
seria possivel um dtomo simultanesmente emitir nm fton e se oxcitar - portanto, o estado |g 0) deixaria de ser
estaciondrio.
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Em particular, nesta representagio, o Hamiltoniano do MJC tem a forma

Hps (t) = exp (%Hgt) (Ho + H) oxp (%Hot) =l (a’+aexp (i6t) +o~at cxp(—-iét))
: (2.33)
Notamos que, para dessintonia nula (6 = 0), Hyyy & snvariante pela mudanga e represen-
tagac (i.e., Ho ¢ uma constante do movimento). Neste caso, os antovetores de Hyyp sio (a

menos de nma fase dependente do terpo) os mesmos estados vestidos da rep. de Schirislinger:

|t} (1) = g i(nt g )t |72k) (2.34)
mas agora com CICrgias:
i = ignn = +hivn + 1 {2.35)

(o estado |g,0);, passa a ter energia zero).

Desta forma, dado um estado puro geral para o sistema dtomo-campo, escrito na forma
[ (0)) = c-119,0) + ) s [nt) (2.36)
n=0
a sua evolugdo temporal na representagao de interagio sera:
o=
[ (D)) sy = c-119,0) gy + D Cns oxp (FiMVR F 1) [nt) (2.37)
n={0 .

Alternativamente, se expandirmos |t (0)) em termos dos estados fatordveis

W (0)) = c1lg,0) + Z”’u le,n) + by |g.n + 1) : (2.38}

n={}

a evolugio pode ser escrita:

- .
Wty = c-119,0) 5 + Z [tn cos (AL 4+ 1) — dbu sin (Mtv/n+ 1)) e, 20) gy +

n=l)

+ 3 [bucos (Ay/nF 1) —iansin (Atva +1)] jg,n + 1) (2.39)
n=0
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As freqtiéncias dos diversos termos sdo proporcionais a 4/n, portanto cm geral ndn sdo
comensurdvets (a razio cuntre duas freqitducias de Rabi, 1/;#—-( ot geral ume miinero irra-

cional'?). Por csta razdo, a evolugio temporal serd nio-periédica para a maioria das condicoes

iniciadis.

2.2.2 Limite Dispersivo

Além da condigao de ressonfnecia, ¢ interessante examinar também o limite oposto, e gune
o 4tomo e o campo cstiio relativamente longe da ressondncia [48]. Essencialmente, vamos
considerar o limite em que § 3 £, para todos os valores de n relevantes em nm determinado
estado. Este limite deve ser tomado com cuidado (nao podemos simplesmente fazer § — o)
pois, para nos mantermos consistentes com as hipdteses feitas durante a derivagio do modelo,
6 ndo pode se afastar muito de zero cin comparagdo com as freqiiéncias da ordem de w, e we.
A discussao a seguir assumird, portanto, que 08 cstados e os acoplamentos em qiestao sejanl
tais que

min (wa,we) > 6> N = 22vn + 1 ' (2.40)

Como veremos na se¢ao 2.4 adiante, essas condigbes podem ser bemn satisfeitas ua prética.

A medida em que a dessintonia aumenta, csperamos que haja uma dificuldade crescente
para dtomo e campo interagirem de forma construtiva. Intuitivamente, se um desses sistomas
tem freqiiéncia natural de evolugio muito maior que a do outro, & de se esperar gque guaisquer
efeitos de interagio scjam na média destrufdos (‘avernged out’} ao longo das muitas oscilagoes
do sistema, ‘mais rdpido’. Para ver o que ocorre no nosso caso, vamos considerar & > {1, na
expressio (2.24c) para A, :

02 o 15|92 | 181 ol
~ - 'n 2.41
An |5|(1 62+O(64)) |6|+626+ QO(&’) (2.41)

Considerando entio apenas os dois primeiros termos desta expressao temos, de (2.25) :

5, o~ 1619

19Existem & claro casos particulares em que duas freqtidncias sén comensurdveis. Isto ocorre quando »’ + 1 e
n + 1 forem ambos quadrados perfeitos.
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_ 1 h 6] BA? (n + 1)
= ('n. + —2-) huwe £ 2 |we — we] £ IR S (2.42)
Portanto: se § > 0 (ws > w)
2 (n
Bos o (n+ 0 hoe & By 4 A2+ 1) (2.43a)
1 2 é
esed <0 (we>wg):
1 h A
Bony =~ (ﬂ. + 0) Fuwe F Elwa + _‘“'(‘"}'-*-—U (24‘31))

Observamos ainda como os autoestados sdo afctados: substituindo (2.41)em (2.23¢,b)

temos, para 6 > (¢ :
2, n 2
cos{e,) = a1 = Q— (1 +0 (%)) (2.44a)

(2.44b)

Podemos ver que as primeiras corregoes sobre os autoestados sao de ordem bem menor do
que aquelas sobre as energias {como se esperaria considerando-se que, quando é & grande,
a interacao deve se comportar como nma perturbagio). Tomando entao os antoestados em

ordem zero, temos, para § >» 22, cos (e,) = 0, sin (g,) = 1, ¢ portanto

Int) = jen) {2.45a)
jn=) = —|gn+1) - (2.45h)

De forma semelhante, pode-se mostrar que, para § < 0, temos em ordern zero::

|n+} = |gn+1) (2.46a)
|ln—) = |en) (2.46b)

Assim, no limite dispersivo os autoestados do sistema voltam a ser estados fatordveis, Para



Entropia reduzida dos estados vestidos
para diferentes dessintonias

In2

0,6

0,4

S=-Tr{ p,Inp,)

02

0,0 4

Figura™2-1: Entropia reduzida dos estados vestidos {nt}

se ter uma idéia da preciséo das aproximagdes envolvidas, podemos tragar a entropia redugida
dos estados vestidos com respeito & razdo i%' (v. fig. 2-1). Podemos ver que, para I?-le = 10,
temos S (jnk))} = 0.02, 0 que corresponde aos valores 0.99853 e 0.0542 para os coeficientes de
|nt) na base {le »),|lg n+ 1)} . Portanto, mesmo para estes valores os estados reduzidos sio

praticamente puros (e assim, como vimos no cap. 1, o estado global é praticamente fatorével).

Neste limite, a interagéio de Jaynes-Cummings age portanto como uma perturbagio, se resu-
mindo a deslocar oe nfveis de energia dos estados estaciondrios do Hamiltoniano sem interagéo.
Notando as correspondéncias (2.45a,b) e (2.46a,b), e comparando com as expressdes (2.43a, b}

para a energia, podemos ver que, para qualquer sinal de &, estes deslocamentos sio dados
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p01'2" .

BAZ (4 1)

Een) — (e )y + g (247)
E(lgn)) — E(lgm)y- n’:” (2.47b)

onde as energias ‘nao perturbadas’ sdo
Elen))y = nhw+ g‘-"a (2.48a)
E(lgn))y = nhw~ gwa (2.48b)

E interessante notar que, para cada dupla {|¢ n), |¢g n)}, os deslocamentos se dio sempre em
sentidos opostoes: se § > 0, os estados se afastam, e se § < 0 se aproximam. Em outras palavras,
podemos dizer que a presenga de n f6tons na cavidade desloca a freqiiéncia de transicio atomica

de uma quantidade:
A (2n 4 1)

Awey (n} = F;

(2.49)
Essas propriedades podem ser resumidas escrevendo um Hamiltoniano de interagio efelivo,
védlido neste limite :

¢ ¢ .
Hifl =25 [le) (el @ aal - |g) (sl @ a'a (2.50)

Fica claro entiao que, ao contririo do limite ressonante visto acima, neste caso nao ocorrem
trocas de excitagio entre o atomo e o campo {podemos ver que nio apenas o mimero total de
excitagoes N & conservado, como também o mimero ata de fotons do campo e o ‘niimero de
excitagdo’ atémico ¢to~ comutam scparadamente com H;ﬁc) Assim, H;ﬁc conmnta conl
a parte nao-interagente (Hp) do Hamiltoniano total (2.9); isto significa entdo que, a exemplo
do Hamiltoniano (2.33) na ressondncia, o Hamiltoniano cfctivo (2.50) mantém a sua forma na
representagdo de inleragado.

Os deslocamentos (2.49) também pode ser visto do ponto de vista oposto: se considerarmos

M Notamos que esta regra inclui corretamente o estado fundamental [ 0}, o qual nin sofre qualguer desloea-
mento devido & interagan.
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dois nfveis, como [g n) e |g n + 1) que diferem pela adigio de um f6ton no campo, a sua diferenca
de energia, dada por (2.47a) ¢
M2

AE(lg n +1},|g n)) = hw, — = (2.51)

Podemos interpretar que o féton ‘extra’ de |¢ n + 1) carrega a energia ki (w,, - i‘;-) ; assim, deste

ponto de vista & a presenca do dtome que desloca a freqiiéncia ressonante da comidade de nma
quantidade igual a %ﬁ 21 E possfvel fornecer uma interpretagio fisica interessante para estes
resultados fazendo uma analogia com a teoria classica de dielétricos em cavidades [14]: deste
ponto de vista, o 4tomo pode ser considerado como um meio material dispersivo, cuja presenga

na cavidade desloca as freqiiéncias da radiagao.

2.3 Condigoes Iniciais e Evolugao Temporal

Uma das atragdes do MJC é a sua rica variedade de comportamentos dindmicos. De acordo

com as condicdes iniciais do sistema dtomo-campo e com o grau de dessintonia entre os dois
£ . ~ . - .

subsistemas, diferengas marcantes podem surgir na evolugdo dos diversos observaveis. Nesta

segio, procuramos dar uma idéia desta riqueza através de alguns exemplos relevantoes

2.3.1 Ohbservaveis atobmicos

Nas montagens experimentais envolvendo d4tomos e cavidades (v. secio 2.4), em geral os ob-
serviveis atémicos sio os mais dirctamente mensurdveis. Assim, neste trabalho vamos nos
restringir ao estudo da dinamica destas propriedades, nio abordando outros aspectos impor-
tantes do MJC, como a evolugio da estatistica de fétons do campo, das correlagoes entre ob-
serviveis do dtomo edo campo, e assim por diante (referéncias de estudos destes temas podem
ser encontradas em [18)).

Na verdade, como o espaco de estados atéroico sé tem duas dimensoes, nao existem muaitos

observdveis atémicos independentes. De fato, o operador densidade reduzido pode ser repre-

H'Em inglés, este fendmeno ¢ denominado ‘cavity frequency pulling’,
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sentado na base {|e},jg)} por wina mabriz 2 x 2

Poe (1) Peg (1)

(2.52)
Peg (1) 2y (1) ’

pa(t) =

com apenas {rés varidves reais independentes: Re (peg) , Im (pey) € fee {como Trp =1, p,, =
1 — pge). Assim, os valores médios de apenas trés observéveis sio suﬁ(:ientes para determinar
pa(t).

Uma escolha conveniente para esses trés sio os operadores de Pauli ox, oy, o5. Os primeiros

dois determinam os termos ndo diagonais de p4 (t), € o Gltimo os diagonais:

{ex} = 2Re(p,) , {oy) =2Im(p,) | (2.53a}
{o2)

il

Pee ~ Pgg = 2Pce — 1 | (2.53b}

A interpretacao fisica destes operadores pode ser obtida sem dificuldade: os primeiros dois
8o proporcionais as partes real ¢ imagindria do momento de dipolo atémico neste subespaco,
como pode ser visto sc lembrarmos que este operador ndo possui termos diagonais (eq. 2.10}. O
terceiro mede a s'ni_lersﬁo de populagdo ou seja, a diferenca entre as probabilidades do stomo cstar
no estado excitado e no fundamental. Na seqiiducia deste trabalho, vamos estar preocnpados
basicamentc com este vltimo observivel, cuja evolugio temporal descreve a mancira como o
campo cxcita e desexcita o dtomo ao longoe da sua interagio.

Atencgio: de agora em diante, salvo méncao explicita do contrdrio, todos os

observdveis e estados estardo na representacio de interacéo.

2.3.2 Colapsos e Ressurgimentos na Evolugao Ressonante da Inversao Atémi-

ca

A evolugao temporal da inverséo no caso de ressondncia entre dtomo e campo (§ = 0) pode ser

‘obtida a partir da solugio geral (2.39) para a evolugiio do estado inicial (2.38):

(o) () = 2 i |a.,, cos (Atv/n +1) — ibnsin (Atvn + 1)|2 -1 (2.54a)

n={}
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™o
= ]::_||2 + Z ([m"|2 - |b,,,|2) COR (2)\1\/'”, -+ 'I) -+

n=0
+2Im (aby) sin (2Atv/n + 1) (2.54h)
onde usamos a normalizagio
¢ D lan? 4 bal? = 1 Jeaf? (2.55)
n=0

Em particular, se no instante inicial o dtomo estd completamente excitado (b, = 0):

[ (t=0)) = le}x @ ¥)e (2.56)

ou completamente desexcitado (a,, = 0):

(=0 =loa® o (257)

(i.c., inversio inicial maxima, em moédulo), ¢ adnmitindo ainda por simplicidade ¢_; = 0, entao

a série acima se reduz a

s =)
(g2) (1) = £ > _ P(n)cos (2A/n ¥ 1t) (2.58)
=0}
onde P (n) = |{n [))* & a distribuigdo inicial de fétons para o campo.

Assim, nestes casos & esta distribuigao que determina as caracterfsticas dinfnicas da inver-
sao. Por exemplo, no caso do campo estar inicialmente em um estado de mimero (P (n) = d,un)s
a evolugdo se torna periddica, com a freqiiéncia de Rabi §2,, correspondente.

Como foi primeiro notado por Cummings [49], no caso de uma distribuicdo P (n) abrangendo
muitos valores diferentes de n a situagio muda radicalmente. Os termos que evoluem de acordo
com as varias freqiiéncias de Rabi interferem entre si, com o resultado de que a inversio cai
rapidamente a zero (on ‘colapsa’). .

Contudo, desde que a distribuigao I (72) ndo seja muite larga, este colapso nao é permanente.
De fato, foi apontado por Eberly ef al. [50, 51] que existirdo instantes em que os termos

mais importantes da distribuicio entram om fase; nestas horas, ocorre um ‘ressurgimento’ ha
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Figura™2-2: ‘Colapso’ e ‘ressurgimentos’ na inversdo atomica para um &tomo inicialmente ex-
citado e um campo iniclamente em um estado coerente com |a] = 5. (Figura retirada de {52])

inversao. Assumindo que P(n) tenha um pico simples em n = i >» 1, os instantes {; em que
ocorrem estes eventos podem ser estimados considerando-se que a diferenca de fase entre as

contribuicbes com n ao redor de # seja um muiltiplo de 27 :

At

2km ~ 2XVR = AR~ e 2.59
2km /7
= iy o~ /\‘/E (2.599)

Um exemplo tipico e importante (fig. 2-2) ocorre quando o estado inicial do campo & um

estado coerente?? |a), com distribuicdo de fétons Poissoniana

@ = exp(-lof) = (2.602)

n=0

32 Estes estados bem-conhecidos do campo quantizado possuein uma grande quantidade de propriedades im-
portantes {vide e.g. [40]). Por exempio, sdo oe estados que melhor descrevem um campo de radiagio cldssica.
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2n
44
~ P(n)=exp(—lol?) 2" n o’ (2.60b)

Podemos ver claramente na figura que, apés uma oscilagio inicial rapidamente amortecida,
a inversiio aparenta estar dormente, apenas para ressurgir em torno do instante ¢; o2 31271 ~
107rA~" (em concordancia com (2.59a))?%. De fato, estendendo o grifico para tempos mais longos
[51], pode-se mostrar que ocorre uma seqiténcia de colapsos .e ressurgimentos nos instantes
multiplos de i), sendo cada ressurgimento subseqliente mais amortecido e mais largo do que o
anterior. Esta seqiléncia subsiste até que, para ¢ suficientemente grande, deixa de haver uma
separagio bem-definida entre ressurgimentos consecutivos, e a interfertncia entre eles destréi o
padrao. |

Substituindo (2.60b) em (2.58) , obtém-se a expressdo em série que descreve esta evolugio:

00 n
«

{og) (t) = £exp (—~ |a|2) ZO %_ cos (2Av/n + 1t) (2.61)
Devido as freqliéncias de Rabi serem proporcionais a /1, nao se conhece uma férmula explicita
para este somatério; entretanto, expressoes aproximadas podem ser obtidas usando métodos
assint6ticos. Narozhny et al. {51] forneceram uma aproximagio vélida para este caso particular;
posteriormente, Fleischhauer e Schleich ([53}], v. também [39]) obtiveram pelo método de fases
estaciondrias uma férmula mais geral para a evolugio da inversio, vilida quando o estado inicial
¢ da forma |g} , ® ¥}

o0
M2 At N2 oo
t o~ - P = _ ) -
oz (1)) Z (n 4k27r2) vk cos (2k7r 4)

k=—oc0
k#0

_% P(0) - /0 ” dnp (n) cgs (2xtv/n) (2.62)

O primeiro termo desta expressio {0 somatério em %) descreve a estrutura dos ressurgi-
mentos na inversdo. Para ver isto, notamos que a dependéncia temporal de cada elemento do

somatério & governada por trés fatores independentes: (i} uma fungdo cossenoidal rapidamente

" Eata previsio tedrica foi recentemente demonstrada experimentalmente {15], fornecendo assim evidéncia
direta para a discretizagio do campo eletromagnético quantizado.
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oscilante, (ii) uma amplitude linear em ¢ {portanto lentamente varidvel), que decresce & medida
em que k aumenta, e (iii) um envelope dependente do formato da distribuicdo de fétons® P (n),

centrado no instante £ correspondente ao ponto médio fi de P (n):

2kw+/m
b, = 2KmV/n (2.63)
A
e com largura no tempo dependente da variancia o = 1/(n — 7)? de P(n) :
4n2k?  2%kn o
At = vrememm D e—— .
T, A VA (2.64)

Assim, se a distribui¢io P(n) for suficientemente estreita, os primeiros termos do somatério
estardo separados no tempo (& + Aty < txy1), e cada um d4 origem a um ressurgimento
isolado, com centro aproximadamente no instante t; (o que confere com a estimativa (2.5%a).
Isto indica que a estrutura de colapsos/ressurgimentos na inversdo est4 presente em uma larga
classe de estados iniciais do campo, néc apenas os coerentes.

A medida em que k cresce, os ressurgimentos correspondentes tém amplitude amortecida
pela dependéncia com k~%? em (2.62) ; simultaneamente, de acordo com (2.64), sua largura
cresce com k. Assim, para k suficientemente grande (k 2 ), ressurgimentos consecutivos ficam
superpostos, e a estrutura de colapsos/ressurgimentos deixa de ser visfvel. Se P(n) for muito
largo, pode ocorrer de nem o primeiro ressurgimento ser bem caracterizado,

Quanto aos outros termos em (2.62): o segundo, constante no tempo, representa metade
da contribuicdo da componente em |g,0) do estado; a outra metade estd embutida no dltimo
termo, o qual é a ‘versao continua’ do somatério (2.58). Assim como naquele caso discreto, a
interferéncia destrutiva das wvirias funges cos (2At\/n) implica que este termo assume valores
relevantes apenas préxime de ¢ = 0, caindo a zero rapidamente. Entretanto, como aqui temos
um contfnuo de freqfiéncias, ndo hd a ocorréncia de um ‘refasamento’ em um tempo posteiror;

assim, este termo & o que descreve o colapso inicial do estado [53].

2 Maig especificamente P(n) representa aqui uma ‘versdo continua’ da distribuigio (discreta) de fétons do
campo. Assim, no caso por exemplo de um estado coerente jo} com a suficientemente grande, podemos substituir
a distribuicio Poissoniana por uma Gaussiana.
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Figura™2-3: ‘Colapso’ e ‘ressurgimentos’ na inversfo para um dtomo inicialmente excitado e o
campo em uma Superposicéo 715 (|o} + |~a}) de dois estados coerentes com || = 5. (Figura
retirada de [52])

Generalizagoes

A expressao (2.62) ndo é vilida para um estado inicial arbitrdrio. Ao longo da sua dedugao
(v. [53] e apéndice A) & necessédrio assumir que o envelope P(n) seja suficientemente suave em

comparagio com a fase
exp (iSk (n, t}) = exp (inkn — iXt/n) (2.65)

Esse resultado ndo pode assim ser usado diretamente para descrever situagdes em que a dis-
tribuigéo inicial P(n) tem fortes oscilagdes de um valor de n para o seguinte. Um exemplo onde
isto acontece é quando o estado inicial do campo & uma superposigdo de dois estados coerentes

com amplitudes 180° fora de fase [52, 54]:

laper}e = Nalladg +[-alg] (2.66a)
Iafmpnr>c = N_{le}e — |—é')c] (2.66b)



onde os fatores de normalizacéo sdo:

1 1
Ny = ~ — para |o] 23 (2.67)
\/2 (12 el) V2

Estes estados séo geralmente conhecidos como estados tipo ‘gato de Schrodinger™® (gatos ‘par’

e ‘fmpar’, respectivamente). Da expansdo (2.60a), vemos que as suas distribuicdes de fétons
contém respectivamente apenas as componentes pares ¢ impares da distribuicdo Poissoniana de

um estado coerente:

lapar) = VZexp (~al’) Zj-if+_"—, 27 (268

n=0

. 2
lompar) = VZexp (- Ial)ﬂZ_; m

Podemos ver na figura { fig. 2 — 3) que se o sistema dtomo-campo & preparado no estado

2n + 1) (2.68b)

[ (t = 0)) = le) 4 ® |apar); (2.69a)

entdo também h4d colapsos e ressurgimentos na evolugdo temporal da inversio, porém com o
dobro da fregliéncia do caso de um campo inicialmente coerente. Isto pode ser compreendido
intuitivamente, nos moldes da estimativa (2.59a) acima, se netarmos que a diferenga entre cada

par de freqtlenciés de Rabi consecutivas presentes nesses estados é agora:

0 que leva a ressufgimentos nos instantes
ty o FTVIR (2.71)

A

(metade dos tempos correspondentes em (2.59a) para 0s mesmos valores de k).

Também & possfvel descrever este comportamento através de uma expressio aproximada

B0 motivo desta alusdo ao famoso Gedankenexperiment de Schrisdinger [1] € que, vistos como estados de um
oscilador harménico, (2.66a e b} representam superposigdes de pacotes de onda ‘espacialmente separados’ [28].
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como (2.62), desde que se leve em conta desde o infcio que apenas os termos de ‘n’ par estdo
presentes na série (2.58). Neste caso, como mostramos no apéndice A, se a distribuicio de
fotons P(2n) como fungdo de n for suave, é possfvel realizar um desenvolvimento semelhante

ao de Fleischhauer e Schleich, obtendo para o k-ésimo ressurgimento:

A2 At A%2 7
(oz (1)) =~ z:P(m_k22 )ﬂﬁcm(izk +1rk—z)+

k=—o0
k+#0
+~;—P(O)oos(2)tt) + /0' * dnP (2n) cos (2Xtv/Zn + 1) (2.72)

(Novamente, nessas expressoes & distribuigao discreta P(2n} deve ser substitufda por uma ‘ver-
sio contfnua’ apropriada). Podemos ver que, neste caso, cada termo do somatério esté centrado
em torno de

- km/27 + 1

Ly o X (2.73)

essencialmente concordando com a estimativa (2.71) . Os valores fmpares de k déo origem por-
tanto aos ressurgimentos ‘extras’ presentes na figura 2-3, enquanto que os valores pares geram
aqueles nas mesmas posi¢tes dos da figura 2-2. |

Nos exemplos acima assumimos sempre que o dtomo inicia a interagdo completamente ex-
citado ou desexcitado. No entanto, foi mostrado por Zaheer e Zubairy (ZZ) 55} que, se a sua
condi¢ao inicial for uma superposigdo destes dois estados, os ressurgimentos podem ser dra-
maticamente alterados, chegando a ser quase totalmente suprimidos (‘irapping’ atémico). Isto

pode visto na fig. (2 —4) para o caso do estado inicial

b (t = 0)) = % (le)a + 1) 4) ® la)g (2.74)

Mais geralmente, ZZ mostraram (numericamente) que, para um estado inicial

122 (07,8)) = (can (M) e+ sin (1) 9} ) @l (2.75)

a supressdo dos ressurgimentos depende criticamente da diferenca de fuse v, — £ (onde vq &

a fase de ), sendo méxima para v, — & = 0 (como na figura) e nula para v, — £ = 7. Este
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Figura™2-4: ‘Colapso’ ¢ ‘ressurgimentos’ na inversao para o dtomo inicialmente em uma su-
perposicio 715 (le} + lg)) dos estados excitado e fundamental, e 0 campo inicialmente ent um
estado coerente |a) com [a) = 5 (Figura retirada de [52]).

comportamento nio foi explicado de maneira satisfatoria, sendo asribufdo a wina assim chanada
“interferéncia entre o dipolo atdmico e o modo da cavidade”.

No capitulo 4 forneceremos uma explicagdo, com base em uma generalizagio apropriada
do método de Fleischhaucr e Séhleidl [53]. Veremos que o essencial para a supressio ot nao
dos ressurgimentos nestes estados é a importincia relativa entre os estados vestidos |[n+) para
~valores de n préximos a fi. Este ponto de vista ser4 1itil para compreender fendmenos semelhaites

que ocorrem devido a outras formas de coeréncia inicial {(nio necessariamente apenas atdmica)?,

H Nota adicionada. na versao final: Apds a finalizicio deste trabatho, descobrimos a existéncia de dois trabalhos
de Cirac e Sdnchez-Soto [56, 57] em que esta questan também foi abordads. A sua conclusio {de que o “trapping’
exato se deve A existéncia de umna diferenca de fase bem-doterminada entre 0 campo e o dipolo atémien) fornees
uma imagen [fsica interessanta para este fendmeno, a qual & do Ito vilida no caso dos estavdos . Botretanto, ela
nio & capas de explicar a forma detalhiada do “trapping’ guando este néin & perfeito, e simplesments nio se aplica
aos casos quie abordaremos adiante, nos guais atomo ¢ campo ostario emaranhados.
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2.3.3 Defasamento Dispersivo de Estados Coerentes

No limite dispersivo, a interagao efetiva (2.50) leva a evolugdes temporais completamente difer-
entes dacquelas geradas pela interag@o ressonante (2.18) . Em particular, conio nio hi troca de
excitacio entre o campo e o dtomo, nio ocorrem os colapsos ¢ ressurgimentos na inversio vistos
actma (de fato, é Ficil ver que neste caso a inversio ¢ uma constante do movimento!).

Ao invés disso, hd um defasamento de cada componente [e,n) ou |g,n) de acordn com a
intensidade (niimero de fétons do campo). Isto pode ser visto calculando diretamente o operador

de evolugio para o sistema a partir do Hamiltoniano (2.50) :

eff.
eff  _ itHyrse } _
Uisc = ©xXp ( 5 =

—ix?t %
= |e} {e| ® exp ( A aa‘) + |9} {g| R exp (-l—\a——afa)
- iX%t
= |e) {e| ® exp ( ta) + |9} (9] ® exp ( ; a1a) (2.76a)
Assim, um estado inicial da forma
(ale) +blg)) ® In) )

evolui para

exp (Pt\zt) (a,exp (M) {e} + bexp ( :5\2,=) i) ) & |n) (2.78)

Notamos que, se o dtomo cstiver inicialmente no estado cxcitado ou fundamental, a interagio
nao emaranha os dois sistemas. Por exemplo, se o cainpo iniciar a interagio em nm estado

cocrente [, com expansao (2.60a) , o estado evolui da forma :

l7) ® 1wy — |g) @exp (%at )IO’)

- oo () £y o () -

n=>0
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12
= |g)® |aexp (%{)) | C(2.79)

Neste caso o campo permanece em um estado coerente; o efeito da interagao dispersiva ¢ apenas

defasar a sua amplitude o (notamos que esta defasagem independe de a).
Por outro lado, se o estado inicial atémico for uma superposicao de |e) e |g), cada nma
dessas componentes dé origem a um defasamento diferente no campo, levandoe A criagiio de

um estado emaranhado. Por exemplo, se o campo estiver inicialmente em um estado coerente,

e exp (_i‘;\%)> + |g) @ |vexp ($)>)

(2.80)

entao:

ICRLERE (o0 () 1@

2.4 O Aparato Experimental

Quando o MJC foi primeiro sugerido {por Jaynes, em 1963 [17]) como um modelo quantico
elementar para a interagio radiagio matéria, ele foi considerado pouco realista para os padroes
experimentais da época, devido 4 dificuldade de se preparar um sistema dtomo-campo sufi-
cientemente bem i;solado. Desde meados dos anos 80, porém, avangos espetaculares tanto nas
técnicas de preparagio e manipulagio de dtomos individuais [68, 59] como nas de contengan de
modos quantizados do campo em cavidadces ressonantes [60] tornaram possivel uma realizacao
experimental bastante ficl do MJC (14]. Uma montagem tipica envolve um feixe de dtomos de
dois nfveis (dtomos de Rydberg circulares) scndo enviados através de uma cavidade ressonante
(aonde interagem com o campo de acordo com o MJC}, e em seguida sendo detectados em
um de seus estados de energia. No presente estado-da-arte, essas experiéncias permitem acesso
direto as conseqiiéncias peculiares do emaranhamento qnéntico?” {62, 63].

Nesta seco, descrevemos os componentes fundamentais dessas experiéncias, baseando-nos

no trabalho do grupo de S. Haroche em Paris. Para maiores detalhes, ver [14, 48} e referéncias

¥ Mais recentemente ainda, tem surgido a possibilidade de simular uma interagio tipe Jaynes-Cummings ns-
ande um fon confinado em uma armadilha eletromagnética [61]. Neste caso, o ‘oscilador harménico’ do MJIC
representa ndo um modo do campo quantizado, mas a prdpria oscilagio mecdnica do fon no potencial da ar-
madilha. E possivel acoplar esta oscilagio com os niveis internos ¢o fon nsando pulsos de laser, levando a nma
interacao que pode ser feita aproximadamente ignal & do MJC.
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14 contidas.

2.4.1 Atomos de Rydberg

Atomos de Rydberg [16, 64, 65} siio dtomos, em geral de elementos alcalinos, nos quais um dos
elétrons se encontra excitado para um nivel com nidmero guintico principal n extremamente
elevado (um wvalor tfpico é n = 50). Devido 4 blindagem do micleo pelos demais elétrons, (gue
fortnam nma camada fechada no case dos alcalinos), podemos tratd-lo na pratica como um
estado hiclrogenéide muito excitado.

A presenga do elétron “desgarrado” torna os dtomos de Rydberg ferramentas ideais para o

interagdo com campos eletromagnéticos, por diversos motivos:

e Devido ao seu raio orbital médio scr extremamente grande (da ordem de n? vezes o rajo
do estado finamental },0s dtomos de Rydberg possuem um momento de dipolo médio
{fI) igualmente elevado, possibilitando uma forte interagio com o campo elétrico via o

Hamiltoniano (2.7).

* A scparagao entre os nfveis de energia atdmicos cai aproximadamente como n™? ; para
os estados de Rydberg, as transicocs para estados vizinlios tém freqiidncas da ordem de
dezenas de GHz., correspondendo a comprimentos de onda na faixa de alguns milfmetros
a centimetros. LEstas dimensdes possibilitam a construgao de cavidades metilicas resso-

nantes com estas transicocs.

¢ Os tempos de decaimento espontanco (tempos de vida) desses Atomos sdo extremamente’
longos, chegando a 10~! — 10725 no caso de 4tomos de Rydberg circulares ( com momento
a.ngula.r.méximo I = n — 1). Estes intervalos sio muito maiores do que a escala de tempo
tipica em que ocorrem as experiéncias (da ordem de 107%s). Assim, para todos os efeitos
os atomos de Rydberg podem ser considerados estdwvets. Isto implica Hnalmente que
se dois cstados de Rydberg vizinhos |e} € |g) forém aéoplados pela interagio com um
campo externo préximo da ressonancia, entdo podemos considers-los efetivamente como

formando um sistema de dois nfveis.

¢ Como sdo muito excitados, os dtomos de Rydberg sdo facilmente ionizados, permitindo a

sua detecglo por ionizagio (v. abaixo).
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A maior diﬁcﬁldade para a utiliza¢io de dtomos de Rydberg é a sna preperagido. Para as
experiéncias enwﬂvendo a interagao com o campo cm cavidades, & preciso gerar wm {eixe de
dtomos de Rydbérg preparades em estados especificos, com velocidades e tempo de emissiao
controlados.

A excitagdo atémica é realizada por uma complexa seqiiéncia de pulsos {59], capazes de
produzir uin estado atémico >05% puro nos niveis circulares fe) on |g) . Nas experiéncias o
grupo de Paris, utiliza-se em geral uma transigao entre dois estados hiperfinos do rubfdio com
n = 51 e 50, e com freqiiéncia de transicao wa./27 = 51.1 GHz. Este processo € pulsade, con
uma janela de tempo de 2us durante a qual um dtomo é produzido com certa probabilidade
(a proba.biﬁda.de de que mais de um atomo sejn produzido de uma vez pode ser tornada de-
sprezivel). Finalmente, estes dtomos (que possuem inicialmente uma distribuicdo térmica de
velocidades), podem ser colimados em um feixe e selecionados de acordo com a velocidade de-
sejada (por exemplo, por cleito Doppler) A precisdo € de +0.4m/s para velocidades tipicas da
ordem de al_guma;s dezenas a algumas centenas de m/s [63}. O rcsultado & que, em qualqguer

instante, a posicdo de cada dtomo emitido é conhecida com uma precisdo de *1'mm.

2.4.2 Cavidades Ressonantes Supercondutoras

As ‘cavidades’ utilizadas pelo grupo de Paris sio “abertas”, formadas por dois espelhos coneavos
de nidbio, em uma configuragao tipo Fabry-Perot [14, 15]. O campo eletromagnético entre cles @
assim quantizado em uma diregio cspecifica. Os espelhos podem ser resfriados a menos de 1K,
de modo a torna-los supercondutores (methorando a refletividade) ¢ também a evitar a presenga
de f6tons térmicos indesejados. A separagio entre eles ¢ de poﬁcos centimetros, permitindo a
presenga de modos na faixa de microondas (escolhidos naturalmente com freqiiéncias préximas
da ressonfncia com a transi¢do de 51G Hz dos d4tomos de Rydberg). Para os modos tipicamente
utilizados, ¢ a transicGes atémicas mencionarlas acima, a constante de acoplamento & A/2# o
25k H 2. | -

Na realidade, éﬁte ¢ um acoplamento efetivo, visto que as amplitudes

Em (?")| das compo-
nentes do campo quantizado entre os espellios nao sao uniformes, possuindo wn mdximo em
um ponto central e decaindo a zero no exterior. Isto implica que a constante de acoplamento

A (2.15) varia 4 medida em que o dtomo atravessa a cavidade, levando assim a uma interagio
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dtomo-campo dependenie do tempo.
Hig = A(1) (a‘+a + O'_ai) (2.81)

Em principio, esta dependéncia modificaria os autoestados do modelo de Jaynes-Cummings,
introduzindo transigdes entre os estados vestidos. Na pratica, porém [14], a velocidade atémica
é suficientemente baixa e a variagao espacial na amplitude do modo suficientemente lenta para
que se possa aplicar o teorema adighdtico da mecdnica quintica [66] em ordem zero. Isto
significa que os autoestados do Hamiltoniano dependente do tempo continuam sendo os mesmos
estados vestidos, mas com energias E,j (1) (e correspondentes freqilencias de Rabi 2, (1))
variando continuamente de acordo com a posigdo do dtomo na cavidade. Deste modo, nao
h4 uma transicio abrupta quando o 4tomo penetra na cavidade. O resultado é que, embora
rigorosamente o estado do sistema dtomo-campo nao evolua de acorde com o Hamiltoniano
(2.18), em qualguer instante dado é possfvel encontrar uma constante dé acoplamento ‘efetiva’
que levaria ao mésmo estado (a qual depende da forma detalhada da distribui¢io espacial do
modo). Por simplicidade, portanto, podemos ignorar esta variagado temporal, descrevendo o
sistema com o MIJC usual, sem alterar a ffsica do problema.

_Apli(:a.ndo nma pequena voltagem entre os espellios da cavidade, & possfvel alterar (por
efeito Stark) a se paragéo dos niveis de enefgia de um dtomo no seu interior. Deste modo, pode-
se modificar a dessintonia 6 = w, — w, entre os dois sistemas, desde a ressonfincia (& = 0) ate
um valor tao graﬁdé que o Hamiltoniano dispersivo (2.50) possa ser desprezado, efetivamente
‘desligando’ a intéra(;ﬁo. Esta alteracao pode ser feita em um intervalo muito curto, inclusive
enguanto o dtomo estd ‘em voo’. Como a posigio deste tltimo é conliecida em cada instante
(v. acima), é possfvel entdo controlar de maneira precisa o tempo de interacio entre os dois
sistemas?®. '

A preparagio direta do campo na cavidade é uma tarefa simples, se comparada a dos
estados atémicos, porém limitada a alguns estados especificos. O mais simples de ser preparado
é naturalmente um campo térmico, com um espectro de corpo negro. As temperaturas acessiveis

neste tipo de cavidade porém néo sdo muito grandes, devido 4 necessidade de manter os espelhos

&

M Naturalmente, o tempo mdzimo de interacio entre ambos ainda é determinado pela velocidade do dtomo o
o comprimento da cavidade.



supercondutores. Qutro estado que pode ser gerado com facilidade é um estado corrente: isto
pode ser feito acoplando a cavidade (via uma guia de onda) ao campo produzido por uma fonte
clissica de radiagao (wna corrente oscilante) ressonante com a [reqitdncia da cavidade [40].
Variando o tempo de interagio e amplitude do campo cldssico, é possivel escollier a ammplitude
a do estado coerente |e) gerado.

O muaior problema enfrentado para a utilizagio dessas cavidades ¢ a dissipagdo do campo
devido as imperfeigdes dos cspelhos. Esta dissipagio ¢ medida pelo chamacdo ‘fator de qualidade’
(ou fator Q), essencialmente o prodnto ontre a freqiténcia w, de ressondncia da cavidade pelo
tempo de decaimento tfpico para um féton do campo. .As cavidades atualmente em utilizagio
pelo grupo de Paris tém fatores Q da ordem de 10~ — 1078 [67, 63], 0 que para w,/2r ~ 50GHz
significa tempos de decaimento médio para um féton da ordem de 10~%s — 10~3s, longos ©
bastante para se Iobservar o ‘colapso’ e ‘ressurgimento’ da inversio atomica [67]. Cavidaces

ainda melhores (Q = 109 ~ 10'") poderao ser utilizadas em um futuro proximo[62)%*

2.4.3 Zonas de Ramsey e Defasadores Atoémicos

Além de preparar os dtomos de Rydberg em estados |e} e g}, também & possivel manipular
seus estados diretamente fazendo-os interagir com campos eletromagnéticos cm sititagoes onde
estes podem sor descritos de forma cldssica.

Por exemplo: sc o dtomo atravessa uma cavidade cldssica (de baixo ator Q), contendo nm
campo monocromdtico ressonante com a transi¢do atomica, a interagao dipolar resulttante pode
ser descrita por um Hamiltoniano anslogo ao (2.7), apcnas substituindo o campo gquantizada por
um campo cldssico. Este ¢ um problema cldssico da mecénica quantica (primeiro estudado por
L1. Rabi no contexto de ressonincia magnética nuclear [68]), cuja solugio pode ser encontrada
em virios livros-textc; (c.g., [47)). Mostra-se que ele 6 matematicamente idéntico a diagonalizar

cada componente 2 x 2 do Hamiltoniano do MJC. O operador de evolugio resultante {que age

M Qutros grupos [60] j& produziram cavidacdes com fatores ) desta ordem, as quais porém ndo sdo do tipo
aberto,



apenas 1o espago de ostados aldomico) pode ser eserito e termo da base{le) | [g)} na formea

cos (1) €™ " sin (§2¢)

U((t) = ‘
—e*sin () cos ()

onde Q (a ‘freqliéncia de Rabi’ original) depende da intensidade do campo e do momento de
dipolo atémico, e ¢ da fase do campo.

O papel dessas regides, conhecidas como ‘zonas de Ramsey’ [60] & portanto ‘rodar’ o cs-
tado atomico no espago de Hilbert, superpondo as companentes |e} e |q) Um ‘quarto de
volta’ (em que um dtomo inicalmentc no estado |e} ¢ deixado em uma superposicao da for-
ma :}5 (le} + 7% |g}}) é conhecido como um ‘pulso 3’ (por razdes 6bvias), e uma ‘meia-volta’
(le} = e |g); |g) — —e* |e) como um ‘pulso 7.

As zonas de Ramsey ‘rodam’ o estado atémico, mas nio mndam a fase relative entro as
suas componentes. Para rcalizar isto, basta utilizar uma regiiio com canpos estiticos fracos;
neste caso, através dos cfeitos Stark ou Zeeman, os nfveis atomicos |e} e |g) sin deslocados
de quantidades diferentes, quebrando a sua degencrescéncia. Assim, as fascs oxp (—iw,7) ¢
exp (—iw,7)adquiridas pelas componentes do estado atdmico apds este passar 1um tempo 7 sob
a a(;é.o do campo serdo diferentes. Chamamos entio estas regioes de defasadores atémicos.

Combinando as zonas de Ramsey ¢ os defasadorcé, & possivel efetuar qualquer manipulacio

desejada (i.c., qualquer operagio do grupo SU(2) ) sobre o vetor de estado atomico.

2.4.4 Detectores por Ionizagio Seletiva

Devido A fragilidade do campo no inferior da cavidade, os observdveis atéomicos sdo os mais
diretamente accss(veis a medida. Especificamente, aproveitando o fato de que o elétron exterior
dos dtomos de Rydberg & muito fracamente ligadoe, a energia (ou inversio) atémica pode sor
medida por z‘om‘zagﬁo scleliva. Isto 6 feito passando o dtomo através de (unas placas, cutre
as quais hd uma v_oltagem suficientemente intensa para ionizd-lo se estiver no cstado excitado
|e} , mas ndo o bastante se ostiver no cstado |g) . Idealmente portanto, a detecgio de um sinal
correponde & medida do primeciro cstado, e a auséncia de detecgio & do segundo! (Lembramos
que, em principio, conhece-se coin precisao a posigao do dtomo em cada instante, de modo que

¢ posivel saber se ele passou on nio pelo detoctor),



Na pritica, porém, os detectores nao sio muito eficientes, fornecendo um sinal em apenas
40% dos 4tomos ionizados [62, 63]. Deste modo, é conveniente haver um segundo detector, este
sim capaz de ionizar um dtomo no estado |g) ; neste caso, se nenhum dos detectores registrar o
dtomo, a experiéncia deve ser refeita. Mesmo quando um sinal é detectado, existe ainda nma
chance de cerca de 10% de ocorrer uma leitura incorreta, o que traz problemnas para experiéncias
em que os procedimentos a serem scguidos dependem do valor desta medida.

Notamos finalmente que, apesar de estes detectores medirem dirctamente a inversao, tam-
bém & poss{vel usé-los para obter o valor das outras grandezas atdmicas. Para isto, basta ‘rodar’
o estado atdmico de forma conhecida (usando as zonas de Ramsey}, antes de detectd-lo. Nao ¢
diffcil mostrar que, apés uma rotagio adequada, a medigao de {o,) (inversdo) pode ser usada -

para determinar, por exemplo, o valor de {&,) ou {&y) no estado original.



Capitulo 3

Preparagio de Estados
Pré-Correlacionados do Sistema

Atomo- Campo

Neste capitulo, vamos investigar algumas possibilidacles préticas de se preparar um estado
correlacionado de nm dtomo de dois nfveis com um modo de uma cavidade, sem que cstes dois
sistemas tenham interagido diretamente {cstados ‘pré-correlacionados’). A interacio dtomo-
campo deve poder ocorrer apenas apds a geragao do estado, de forma a permitir a observacio
da evolugao do sistema conjunto a partir de condigbes iniciais nio-fatordveis. Como veremos no
préximo capitulo, cstes estados serdo muitas vezes diferentes daqueles que poderiam ser obtidos
simplesmente por interagao direta a partir de um estado ndo-correlacionado.

De um modo geral, as estratégias experimentais sugeridas aqui para a preparacio destes
estados envolvem a introdugao de um sistema auxiliar que serve de ‘intermedidrio’ entre dtomo
€ campo, interagindo com aimbos em secqildncia. A idéia central que exploramos ¢ primeiro usar
cstas interagdes para cmaranhar o sistema auxiliar com tanto o dtomo como o campo, ¢ cm
seguida desemaranhd-lo, dcixando porém sdAtomo ¢ campo correlacionados. Os esquemas que
sugerimos para isto sdo baseados nas experiéncias descritas na se¢io (2.4) envolvendo dtoinos
de Rydberg em cavidades ressonantcs supercondutoras.

Deve-se mencionar que existe ainda a possibilidade de qite correlagées iniciais enkre Atomo
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e campo também possam ser criadas através de cfeitos nao-adiabdticos no momento de entrada
do dtomo na cavidade [70]. Entretanto, a existéncia destes efeitos depende dirctamente da
geometria da cavidade e do modo do campo utilizados. Como discutimos anteriormente, as
cavidades do grupo de Paris sao projetadas para evitar a ocorréncia de efeitos nio-adiabdticos:

por este motivo, ndo consideraremos tais casos aqui.

3.1 Interagao e Correlacao

Como mencionamos na Introducio, um dos aspectos intrigantes da mecanica quintica é o fato de
que interagdo gera corrclagdo. Em outras palavras, dados dois sistemas quéanticos inicialmente
preparados de forma independente (portanto descritos por um estado fatordvel), uma interacao
entre eles ird em geral emaranhé-los, destruindo a sua identidade individual. Esta propriedade
estd no coragao da evolugdo dindmica de sistemas compostos, e exprime apenas o simples fato
de que os autoestados dos Hamiltonianos de interagio destes sistemas nao sdo em geral estados
fatordveis.

Aqui estaremos interessados em gerar correlagio entre dois sistemas I'y e "2 semn a existéncia
de interagdo direta cntre eles, através da intermediagio de um sistema auxiliar 'y (vide eq.
(0.2)). Espccificamente, nas aplicagtes que consideraremos adiante 'y e T'p representario um
a&tomo ¢ um modo do campo em uma cavidade {ou vice-versa), enquanto 'y serd em peral
uma combinagio de outros dtomos e cavidades. Vamos desprezar a agdo da dissipagio (i.e.,
tanto o decaimento atdmico quanto as perdas nas cavidades), de modo que o sistema global
I't ® I'; ® 'y serd considerado fechado. Assumiremos ainda que podemos descrevé-lo sempre
por um estado puro. Entdo, sc conseguirinos manipular cstes sistemas como descrito acima,
obteremos como desejado um estado pré-correlacionado para o sistema dtomo-campo, sem que
haja correlagdes rt._esiduais com o sistema auxiliar I'y .

E importante ﬁrisar esta separagao do sistemna auxiliar. Como foi comentado na segao 1.2.2,
s6 & possivel qualiﬁcar como inteiramente guéinticas as correlagGes entre I'y e I'2 se ¢ estado
it12) do subsistema composto I'y @ I'y for pure. Por sua vez, isto 56 pode ocorrer se o estado
global |¥12x) finat éde I'' @ T2 ® I'x for fatordvel como em (0.2) . Ainda, assiunindo que neste:

instante 'y deixa de interagir com os outros subsistemas, entao o seu estado derixa de ser



relevante para a evolugio subseqiicnte dos demais.

3.1.1 Interagido Sequencial e Correlagdes Nao-Locais

O processo esbogado acima estd intimamente relacionado com o conceito de nao-localidade na
mecinica quéntica [6}, )4 que a maneira mais simples de evitar que I’y e I'; interajam é separando
espacialmente estes subsistemas. O estabelecimento de um estado como (0.2) significa entio a
criagﬁo de correlagdes “nao-locais” entre I'y e T's.

Para que isto ocorra, o subsistema auxiliar I'y tem de poder interagir com os outros dois,
distantes um do outro. O meio mais simples de realizar isto é através de uma interagio sequen-
cial: comegando com um estado fatordvel do tipo (1.1), T'x {ou uma de suas partes) interage

primeiro com, por exemplo, I'y, obtendo

1) ® () ® Bbx) X b x) ® [2) (3.1)

(onde [¢, x) € um estado correlacionado de I'y e I'x). Em seguida, I'y interage com a mesma,
ou outra, parte de 'y, de forma a ‘desemaranhar’ este subsistema dos outros dois {0s quais

devem por sua vez se tornar correlacionados):

x) @ i) " @ ix) (3.2)

Este processo pode ser visto como a criagao de um par de sistemas emaranhados ndo-localmente
do ‘tipo EPR’ [2] (no caso, T'; e T'3). Entretanto, ao contrério das sitnagbes usuais envolvendo-
tais pares, em que os dois sistemas primeiro interagem, estabelecendo uma correlagio, e sé cutio
s80 separacdos espacialmente, aqui a separagio é feita desde o'infcio, e a correlagio ‘transmitida’

de um ao outro pelo subsistema auxiliar I'x.

Um exemplo: Campos Nio-Locais de Microondas Para ilustrar estas idéias de mina
forma mais concreta, podemos utilizar uma proposta de Davidovich et al [71, 72] para a con-

strugao de estados nao-locais do campo de microondas em duas cavidades!. Gomo este exemplo

! Para uma discussio de cada um dos componentes da montagem, vide seciio 2.4 e referéncias 14 contidas.



Figura™3-1: Esquema de montagem para a geragio de campos uao-locais de microondas (reti-
rado de [72]). C; ¢ Cy sio cavidades de alto QQ, Ry sao zonas de Ramsey o § @& wina fonie,
eldssica e microondas acoplada as cavidacdes, mas de freqiidéncia wg = w, + A nio ressonante
com clas. :

é de certa forma um protétipo para as aplicagoes que nos interessarao adiante, vale a pena
descrevi-lo em algum detalhe.

Consideremos a montagem indicada na lig.(3 — 1) : C| e Gy sio cavidadaes e alto €}, resso-
nantes na freqiiéucia we; I3 (_3 sdo zonas de Ramsey o S ¢ uma fonte cldssica de microondas
acoplada as cavidades, mas de freqiiéncia wg = w, + & nao ressonante com clas. Devido a esta
nio-ressondncia, o campo gerado por S, apesar de acoplado as cavidades, ndo é capaz de injetar
fétons nelas.

Através deste aparato envia-se um atoino de Rydberg {A), que interage com as zonas de
Ramsey e as duas ca.:.ridadcs, e & posteriormente detoctado nos ionizadores Dy, ¢ Do, O dtomo
é preparado em uma superposicao de dois niveis [¢) e |¢): o ecstado |e) ¢ escollido de modo
a possuir uma transi¢do para um estado mais excitado [ (fg.(3 — 2)), com freqiiéncia wy =
we 4 & (ndo ressonante com a cavidade). Como vimos na se¢do 2.2.2, se a dessintonia & {or
suficicntementc grande, o 4tomo interagird dispersivamente com as cavidades, sem trocar fotons

(portanto sem alterar o seu estado). Lembramos ainda (v. eq. {2.51)) que nesta situacao a
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Figura™3-2: Esquema de nfveis para a geragao de estados néo locais de microondas na montagem
da fig. 3-1 (retirado de [72]). Os estados |e) e |i) sdo acoplados dispersivamente pelo campo;
j4 o estado |g} ndo & afetado (dessintonia muito elevada). Um campo externo é injetado na
cavidade se A = —-‘};— (na figura, o valorde § = wp —w, 6 <0) .

freqliéncia ressonante da cavidade & efetivamente alterada, visto que a diferenga de energia entre
os autoestados |e) @ [n) e |e) @ [n + 1) passa a ser Alw, — -’?) (‘frequency pulling’)?.

Se escolhermos & tal que 1\;- = —A, entio a presenga do dtomo excitado em uma das cavi-
dades faz com que esta se torne ressonante com a fonte externa S; quando iste ocorre, S passa
a poder injetar campo na cavidade. Assim, se a cavidade for preparada inicialmente no estado
de vdcuo |0),a passagem do dtomo no estado |e) leva o campo no seu interior a um estado
coerente |a}, de amplitude a proporcional ac tempo de interagdo ting [40)].

Por sua vez, o estado |g) é escolhido de modo que todas as transigGes possiveis a partir dele
tenham freqtiéncias muito diferentes de w, ; assim, um &tomo neste estado praticamente ndo
interage com o campo quando passa pela.é cavidades.

Vemos assim que a evolugao do sistema dtomo-campo € condicional ao estado atémico inicial

INotar que, no presente exemplo, |e} & o nivel inferior da transicio atdmica em questio.
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{73); o dtomo se comporta como uma ‘chave’, enjo estado ‘liga’ on nio um campo coerente
na cavidade. I} preciso lembrar, porém, que esta chave & gqudntica: preparando-a em uma
superposicao de |e) e |g}, como acima, campo e d4tomo sao deixados em um estado emaranhado

entre ‘ligado’ e ‘desligado’:
._._.1 1 T r -
72 (le) 4 + |94} ® [O)g, — 7 (le)a® ladg, + 194 ®{0)c,) - (8.3)

O nosso objetivo serd explorar esta evolugdo condicional de modo a criar um estado emaran-

hado do sistema global ARC,®C; de forma

|¢A12>ﬁnal = |¢)A @ (la’)l |0)2 + |0)1 |0‘)2) y (3.4)

onde as duas cavidades ostdo emaranhadas entre si, mas ndo com o atomo. Deste modo, o
campo seri delxado em um estado nao-localmente correlacionado, realizando efetivamente a
situagao dlSClltlda no comego desta se¢iio (o8 subsistemas 'y, T e Tx de I4 correspondem aqui
respectivamente as dyas cavidades e ao 4tomo A).

Para chegar a este resultado, tcmos de implementar o processo descrito pelas eqgs. (3.1) ¢

(3.2). Isto é feito através dos seguintes passos:

1. As cavida.cleg sao inicialmente resfriadas até temperaturas préximas de zero K, deixando-
as no est.adc? de vdcuno: |¢;) = |ihy) = |0). O dtomo A é preparado inicialmente em um
determinado nfvel de Rydberg |e}, € entiio enviado através da montagem (com veloci-

. dade selecionada); cruzando a primeira zona de Ramsey (R;)} (ressonante com a tran-’

sicao |e) — |g)) ele sofre um pulso 5 que o deixa em uma superposigéo de |e) com |g)

(1x) = 5 (1) +1a0)).

2. Ao atravesar Cy,ocorte a evolugio condicional de dtomo e cavidade descrita acima. O

estado global sofre entdo a evolugao:

AHC’l

I¢A12)e=0‘"‘\/—(le)"‘lﬂ))@m)l@lmg \}i(k)@lﬂ)l+IQ)®I0)1)®|0)2 (3.5)

(rcalizando assim a eq. (3.1) )
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3. Assim que deixa a primeira cavidade, o dtomo sofre. uma nova rotacio, dessa vez nm
pulso 7 na zona de Ramsey Rz, que inverte os estados |e€) e g} (fe} — |g), lg) — —|e)).
O estado se torna entao
1 g
% A12) = 75 (l9) ® o), - le} @ [0);) ® |0), (3.6)
Passando a seguir pela cavidade Cy,ocorre uma nova cvolugao condicional. A menos de
fases que podem ser corrigidas trivialmente com um defasador atdémico em Rz o estado
resultante &

o W) = % (19} @ [}, ® [0} — |e) ® [0, ® J)) (3.7)

4. Neste ponto, ainda nio realizamos a eq. (3.2), visto que o dtomo continua emaranhado
com as duas cavidades. Para contornar isto, primeiro rodamos o estado atémico uma

dltima vez, aplicando um novo pulso § na zona de Ramsey Ry :

[¥a12) — % (lo} ® (|a)1 ® |0)2 - |U)1 ® |a)2) —le} ® (|0)1 ® |05)2 + |a)1 ® |D)2)) (3.8)

Finalmente, o estado atémico é medido nos detetores de ionizagao D, e D,. Assim, o

cstado das duas cavidadoes colapsa para

% |;> ® (ja}; @ |0}, £ [0} ® |cx),) (3.9)

{onde o sinal depende do valor medide para o estado atémico, e a normalizacao assume

la) > 1).

Realiza-se assim a segunda parte da interagio seqiiencial (eq. (3.2)), cumprindo o objetivo:
construir um estado emaranhado nao-local para o subsistema formado pelas duas cavidades
{sem que estas tenham intcragido diretamente); por sua vez, o agente responsgvel pela criagao
desta correlagio (o d4tomo) termina em um estado bem-determinado, desemaranhado dos outros

dois sistemas.
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3.1.2 Colapsos Indiretos e Cruzamentos de Trajetorias

O ponto crucial l;ar_a a criagao de estados pré-correlacionados pelo processo de interagio so-
quencial descrito acima ¢ o “desemaranhamento” do sistema auxiliar I'x descrito pela eq. (3.2).
No exemplo que acabamos de ver, oste feito ¢ realizado pela medida dircta de Ty (o dtomo),
que colapsa a sua fungéo de onda para um estado especffico (je) ou |g}). Devido 4 correlacio
existente entre o sistema auxiliar ¢ os demais (I'y e I'z), esta medida tambéni colapsa o estado
reduzido de I'; ® 'z para o ‘estado relativo’ correspondente ao valor medido para o observivel
deT'x :

medindo o;
—

Yo cilox 1)y, loj) x 1%5) 15 - (3.10)
i=1

(Nol exemplo, o valor + do sinal no estado final (3.9) depende do valor medido para a energia
do dtomo).

De um modo geral, portanto, podemos eriar estados pré-correlacionados de T'y @ Ty medindes
um observivel de 'x para o qual os estados relativos %), sejam correlacionados. Como vimos
no cap. 1, embora esta agdo ‘colapse’ o estado reduzido de I') ® I'z ndo podemos em geral
interprets-la como uma medida de algum observivel deste subsistema (visto que os estados
relativos |¥;},, nio serdo em geral ortogonais). Nos referiremos assim a este processo como um
‘colapso indireto’ de I' ® 'y .

Apesar de perfeitammente adequado em principio, este método possui também algumas limi-
tagoes. Em primeiro lugar, como o resultado da medida sobre I'x € intrinsicamente imprevisivel,
& impossfvel saber quael cstado de I'y ® 'y scrd gerado em uma dada realizacdo experimental
(um problema que pode ser contornado preparando e realizando a medida diversas vezes até
obter o valor descjado). Ainda, nos sistemas em que estamos interessados, envolvendo dtomos
e cavidades, somente os dtomos sdo mensurdveis diretamente; assim, 0 método de ‘colapsos
indiretos’ s6 serd util nos casos em que Iy @ I'y estiver correlacionado com um sistema I'x
constitufdo apenas de um ou mais dtomos. Finalmente, depéﬁdemos da eficiéncia do detetor
usado para medir Ix (no caso, os ionizadores atémicos).

E interessante se perguntar entio se um desemaranhamento semelhante de I'y nio poderia

“Neste ponto o exemplo acima ¢ nm caso especial, pois na eq. {3.8) os estardos [}, ® |0), £ {0), & |},
associados a |e) e [g) sdo ortogonais.
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ser realizado com uma evolugio completamente unitdrie do sistema conjunto I'1 @ 'y @ Tx
(portanto sem envolver medidas). A resposta & sim, mas antes de fornecer exemplos concretos
vamos olhar com mais detalhe o que significaria wm processo desse tipo.

Para simplificar, suponhamos inicialmente que temos apenas dois sistemas interagentes I'y

e Iy, inicialmente descorrelacionados:

|4 (0)>2x = |‘f’)2 ® 'E)x (3.11)

mas com um detalhe: ndo sabemos quem ¢ [£), (apenas que pode ser qualquer combinagio
3 " 3 LY H i 4 g L I a
lincar de um subconjunto ortonormal {|x;) , }j=1 de ostados de T x).
A interagdo entre os dois sistemas ird correlacions-los, destruindo a forma fatorivel acima.
Imaginemos poréim que queremos garantir que o estado conjunto |3 (£:))4 5 seja novamente fatorivel em

algum instante t.:

[ (0))ax 5 [ (E)ax = ¢, ® € (3.12)

mas onde agora o estado de |£’) x € especificado ezatamente (ja |¢-’)2 pode ser qualquer coisa).
Como fazer isto? E necesssrio que, dado qualquer elemento x5} € {l25} x };;1 , & evolugao
leve a:

|8)y ® L3} = |8}, ® €Y (3.13)

Em geral, isto parece ser uma tarefa dificil de realizar. Nao apenas a evolugdo unitdria a
partir de todos os estados |¢)é ® |z;}  tem de levar ao mesmo tempo a um estado fatordvel,
como a parte de ['x deste estado precisa ser a mesma para todos! No entanto, como veremos
adiante, existem situagbes especfficas onde, escolhendo ‘a dedo’ t.a.nt.c; |#); como o conjinto
{lif)X};‘l:l ,poder;los realizar isto.

Daqui em diante, nos referiremos a um cvento deste tipo como um cruzamento de trajetdrias
[74} no espago de Hilbert do sistema 'y 1. De fato, se acompanharmos a evolucio do estado
reduzido de T x, entdo no instante t, em que se realiza a eq. (3.12) todas as trajetorias iniciadas
em estados gerados por {|z;) };;1 devem se cruzar em um mesmo ponto |£')X, independen-

temente dos seus pontos de origem.

1Na verdade eapago de Liouville, visto que o estado reduzido de Sy serd em geral uma mistura.
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Os cruzamentos de trajetérias sio ferramentas bésicas para a manipulagio de subsistemas
emaranhados. Por-exemplo, podemos ver a sua utilidade para a preparagio de ostados pré-
correlacionados. Suponhamos que, ao iniciar a interagiio com I'z, o sistema I'x ja tenha in-
teragido e se correlacionado coin um terceiro sistema (I'y), de forma que no lugar da condigio

inicial (3.11) tenhamos :

[ (@) 12x = 16)2 ® 1) ix = )2 ® D a5 |v;), ®izs)x (3.14)

=1

Neste caso, a evolugio (3.13) leva no instante t, ao estado

[ (tc))ax = Z“J‘ I¢;)2® |‘Yj>1 ® |§’)X (3.15)
j=1

Reparamos assim que, devido ao cruzamento de trajetérias, T x assume um estado puro, bem-
definido, mesmo estando anteriormente emaranhado com outro sistema Ty [74, 75]. De [ato, csta
correlagao com I'y é completamente ‘transferida’ para I'e |, realizando assim o emaranhamento

“néo-local” entre esses sistemas (comparar com a eq. (3.2)).

Comentdrio: Iui sugerido [74] que tal comportainento poderia ser explorado comeo um
método seguro de geragao de um estado puro para o sistema [y, ‘fltrando’ e transferindo
para I's qualquer correlagao que I'x pudesse estar carregando com outros sistemas (assim como
qualquer incerteza cldssica sobre o seu estado}. Para os nossos propdésitos, porém, o importante
ndo serd o estado final do sistema auxiliar, mas justamicnte o processo de transferéncia. I'x
age apenas como um ‘mensageiro’ levando a correlagdo com I'y até I'y; uma vez cumprida esta

fungao ele deixa de ser importante.

Cruzamento de trajetérias atdomicas e da cavidade

Podemos implementar diretamente estas idéias nos casos em que Iy e I'x 880 umn dtomo ¢ uma
cavidade (ou vice-versa), utilizando a interacdo Jayncs-Cummings ressonante:

Cruzamento atdémico Suponhamos que uma cavidade esteja preparada no estado de vicno
|0}. Se enviamos através dela uin 4tomo ressonante preparado no estado je} ,entdo a evolugio
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do sistema coijunto, dado pela eq. (2.39) é:
le) & J0) % cos (At) e} ® [0) — isin (M) Jg) @ [1) (3.16)

Por outro lado, se 0 Atomo for preparado no estado |g), nada acontece (pois na represent aciao

de intcracio o estado |g) ® [0) & um antoestado de encrgia zero).
! .
g} @ 10) = l9) ® [0) (3.17)
Assim, sc o tempo de voo atdmico na cavidade for escolliido tal que
1N7 ,
cos{A) =0 (=t = (n + §) T inteiro), (3.18)

o estado aldmico final serd |g), independente do sew csiado inicial:

(e11e) + c219) ©10) U {0y @ (e 10) — iy 1)) (3.19)

Realiza-se assim nesse instantc um cruzamento das trajetérias atdmicas.

Cruzamento da cavidade O esquema complementar, que realiza um cruzamento de tra-
jetérias na cavidade, 6 igualmente simples: neste caso é o d4tomo que deve ser preparado em um
estado especffico (|g)), enquanto a cavidade pode estar em qualquer superposicio dos estados
de 0 e 1 fétons. No primeiro destes dois, nada ocorre durante a interagio (eq.3.17). No segundo,

o sistema evolui segundo a eq. {2.39):
l9) ® 1) 5 cos (At) lg) ® 1) — isin (Af) |} @ [0) (3.20)

Desta forma, novamente quando t = (n + 3} § ocorre o cruzamento: neste instante a cavidacde

esta necessariamente 1o estado de vdcuo, independente do seu estado inicial,

l9) ® (c1 {1} + <0 [0)) =3 {rolg) — ic1[e)) @ |0) (3.21)
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(essencialmente, isto corresponde A inversio do processo anterior).

Estes esquemas, sugeridos por Phoenix e Barnett [76] ¢, independentemente, por Cirac e
Zoller [77], s3o os mcios mais simples de se realizar cruzamentos de trajetorias atdmicas ou
na cavidade. Sao também bastante praticos, j4 que nao ¢ tio diffcil produzir experimental-
mente um estado muito préximo do védcuo, bastando resfriar a cavidade até uma temperatura
suficientementc baixa. De fato, recentemente anunciou-se a primeira realizacio experimental
destes processos [62], na qual o estado superposto de um dtomo foi ‘trapsferido’ para nma
cavidade (eq. 3.19) ¢ em seguida ‘repassado’ para um segundo dtomo (eq. 3.21). Neste caso
a cavidade funciona como nma ‘memdéria’ quintica, guardando temporariamente informagio
que ¢ transferida de um dtomo para o oibro. A mesma téenica foi tarnbém sugerida para nso
em aplicagdes como o ‘teleporte’ de estados quinticos (78], a implementagao de ‘portas logicas’
fundamentais em computagio quintica [73] on a realizagio, nsando pares ou triplas de dtomos
correlacionados, de experiéncias para testar a ndo-localidade quantica [76, 77, 63).

Vale mencionar que esquemas semelhantes de ‘cruzamento’ podem em principio ser realiza-
dos usando outros estados do campo, como por exemplo estados coerentes de grande amplitude

(74).

3.2 Meétodos de Preparagao de Estados Pré-Correlacionados do

sistema Atomo-Campo

Utilizando as idéias introduzidas acima, vamos agora propor alguns esquemas concretos que
permitiriam em princfpio a criacdo de mmn estado pré-correlacionado de um dtomo ¢ utna cavi-
dade. Lembramos que o objctivo iltimo dessa preparagio é observar a evolugio ressonante
do sistema :it.om()!‘—can'lpo a partir de cstacdos iniciais ndo-usuais. Sendo assim, tais esquemas
devem néo apena.s:s possibilitar a preparacio destes estados, como também permitir que, uma
vez criados, o dtomq possa cm seguida interagiv com a cavidade. Adiantamos desde j& gue
cada um desses métodos tem suas préprias vantagens e desvantagens; certamente, nenhum ¢

‘“universal’, no sentido de permitir a criagdo de um estado inicial arbitrdrio.

Dado cntéo que os subsistemas I'; e I'; que queremos pré-correlacionar sao um dtomo (A)
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Figura™3-3: Esquema de montagem experimental para a criagdo de estados pré-correlacionados
do sistema dtomo-campo usando o método I.

e um modo do campo (C) (ou vice-versa), a primeira questio & o que podemos usar como o
sistema auxiliar ['x? No exemplo da ‘chave quéntica’ (secio 3.1.1), I'; e I'; eram sistemas do
mesmo tipo (ambos cavidades), de modo que um sé dtomo era suficiente para o papel (pois &
capaz de interagir tanto com I'y como com I'y). Agora, porém, I'x terd de ser mais complexo;
para poder interagir _rta.nto com A como com C, precisamos de pelo menos um 4tomo e uma
cavidade auxiliares. .Senclo assim, os métodos de realizar as equagdes (3.1) e (3.2) também

ficarao mais complicados.

3.2.1 Método 1

O primeiro método que propomos utiliza a montagem indicada na figura (3 —~ 3) . Os diversos
componentes ilustrados sio aqueles introduzidos na segio 2.4: C e C sdo duas cavidades de
alto Q, F uma fonte capaz de injetar um campo coerente em C, CP uma “caixa-preta” capaz
de preparar 4tomos de Rydberg circulares e D.,D; os detetores por ionizagaoc. Ri_2 sao regides
onde o estado de um dtomo pode ser manipulado, e que podem consistir, dependendo do caso,

de zonas de Ramsey e¢/ou defasadores atémicos.
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Necessitamos ;ainda de dois dtomos A e A, emitidos em seqiiéncia. {Assnmimos ¢qne tanto
os seus instantes de emissdo como as suas velocidades sio bem-controlados). (} primeiro dtomo
(A) e a primeira cavidade (C) constituirio o ‘sistema auxiliar’ I'x, enquanto os outros dos
seriao preparados em um estado pré-correlacionado.

Antes de fornecermos exemplos especfficos do tipo de estado que pode ser gerado com esta
montagem, vamoé enumerar os passos que utilizamos neste esquema, independentemente de

cada caso particular:

1. (Preparac3o inicial): A cavidade ‘auxiliar’ C deve ser inicialmente preparada no ostado de
vécuo {0), e os dtomos A e A emitidos respectivamente nos estados [e) e |g). A condicao

inicial da cavidade ‘alvo’ C variard de acordo com o estado que desejamos construir.

2. A atravessa C, estabelecendo um estado correlacionado para o sistema auxiliar 'y =

AgC. :
3. Opcionalmente, A sofre ainda manipulagdes adicionais em R;.

Como a cavidade auxiliar estd inicialmente no vicuo, o estado do subsistema I x produzido

apos cstes passos terd a forma geral

o) s @ 10)s + el 1 ® )¢ (3.22)

4. Antes de A atingir a cavidade C, o segundo stomo (A, preparado no estado |g)) atravessa
a cavidade aukiliar C, sintonizado de forma que a interagdo eutre estes subsistemas seja
ressonante. O tempo de interagio deve ser escolliido de modo a realizar um cruzamento
de trajetérias na cavidade (eq. (3.21)); assim, a correlagio de C com o stomo anxiliar &

transferida para A, levando ao seguinte estado para o sistema A ® A C:

(colgda ® o) 4 —ic1le) 4 ® 1) 5) ® 10)¢ (3.23)

Produzimos assim um estado nio-localmente emaranhado dos dtomos A ¢ A enquanto
ambos ainda estdo em véo (realizando com isso a eq. (3.1)). Por sua vez, a cavidade
auxiliar C é deixada no estado de vacuo, desemaranhada dos outros subsistemas, deixando

portanto de ter importéncia para a evolicao subseqilente.
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5. Seguindo seu voo, A interage com C, criando um estado eimaranhado para o sistenta
AR C ® A (Como antes, a dessintonia entre A o C deve ser escolliida conlovnme o
estado final que se descja atingir). Este estado pode ainda ser modificado manipnlando-se

novamente o estado de A na salda da cavidade (regiso Ry).

6. Finalmente, A & medido nos detetores D, e Dg. Como vimos na secdo 3.1.2 acima, esta
medida colapsa ‘indiretamentc’ o estado do subsistema A® C sobre um dos ‘cstados rola-
tivos’ aos autoestados de energia de A. Tendo escolhido adequadamente as manipulagbes

anteriores, estes estados relativos serdo estados emaranhados de A e C.

Deste modo, recaliza-se a segunda parte da interagio scqilencial (eq. (3.2)), cumprindo o
objetivo de construir um estado correlacionado de um dtomo (A} e uma cavidade (C) sem que
em nenhum momento estes sistemas tenham interagido diretamente. Como, no momento da
medida de A, o dtomo A ainda estd em voo em diregio a C, podemos em seguida ohservar
diretamente a evolugao do sistema A ® C interagindo ressonantemente a partir destes estados
iniciais inusitados.”

Podemos ilustrar estas idéias gerais com dois exemplos concretos:

- Exemplo 3.1: estados vestidos

Mostramos inicialmente qﬁc, desde que seja possivel preparar um estado de mimero |m) na
cavidade (o que experimentalmente cstd longe de ser ficil, mas que em principio é possivel
[80]), entdo podemos usar a seqfiéncia acima para gerar um estado vestido para o sistema
ARC.

Neste caso, a.cavi'dade auxiliar C deve ser sintonizada de modo que a sua interagio com
o dtomo A seja ressonante. O tempo de interagio cntre A e C deve ser escolhido de forma a

produzir o estado:

j—i (1) 4 ® 100 — ilg) 1 ® 1)) (3.24)

Adicionando uma fase de ¢ na componente |g) ; do dtomo auxiliar (usando um defasador em

Dependendo do intarvalo entre a emisséo dos dois dtomos, e das suas respectivas velocidades, & possfvel que
a interaciio de A ¢ C se dé antes de A cruzar Rz e ser medido nos doetetores, Neste caso, tenwos uma realizagio
concrota de um chamado ezperimento de escolha reterdada (*delayed-choice experiment’) [79).
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R;), o estado do sistema auxiliar 'y assume entdo a forma:

"\% (ley ; ® 0+l 4 ® 1)) (3.25)

Enviando em seguida o dtomo A através de C, realizando o cruzamento de trajetorias (3.23),

produzimos o seguintc estado emaranhado para os dois dtomos®:

% (9 aley s +ile)4lg) 4} ®[0)g (3.26)

Enquanto isso, seguindo seu vdo, o 4tomo A interage {(também de forma ressonante) com a
cavidade C, a qual precisa ter sido preparada no estado de nimero jm}). Entao, de acordo com

a equagao (2.39) o estado global cvolui para:

B 92 ® (cos (95“5) le} 5 Im) o — tsin (%ﬂi) lg} 4|+ 1)(_;) +

(3.27)
V2 \ 4 le} 4 ® (cos (Fpd) |g) 4 Imye — isin (Bp8) je) sl — 1))
_ 1 (cos (ﬁg‘i) l9) 4 |m) e + sin (Q-gk‘—) le)ylm — 1)) ®le) 4+ (3.28)

o

VZ\ i (cos (Bpt) o) 4 m) e — sin (%) 1g) 4 Im + 1)) ® |9} 5

Medindo o dtomo auxiliar na safda da cavidade C, o estado conjunto do sistema atomo-

campo A-C sofre entdo um ‘colapso indireto’, sendo projctado sobre um dos cstados

Qnt .t
oS (—%L) 19) 4 bin) o + sin (—%) fe)qlm—1e (3.29)
ol
.t 4
cos (Tm) e} 4 [m) e — sin (QmT) lg} 4 |+ 1) (3.30)
dependendo do resultado da medida. Podemos ver que, escollicndo o tempo de interagao entre
A ¢ C tal que
P A — (3.31)

20, 4Avm+1

produzimos respectivamente os estados vestidos |m — 1, +} 4o ou [m—}) 4 (eq. 2.26), antocsta-

SO defasador deve ser desligado apos a passagem de A, de forma a nio afetar o dtomo A,
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dos da interagao fessouautn entre A ¢ C. Desta forma, quando em seguida o Atomo A penetrar
na cavidade C e ainboﬁ interagirem ressonantemente, o seu cstado conjunto ndo sofrerd qualyuer
evolugdo dindmica.

E importante perceber que esta situagio jamais pode ocorrer em uina evolugio ressonante do
sistema A®C a partir de condigdes iniciais fatordveis - simplesmente pelo fato de que, a nio ser
no caso do estado fundamental |g 0} , nenhuma dessas condigdes corresponde a um autoestado!
J4 podemos ver entdo que a criagdo de estados pré-correlacionados permite a realizacio de

comportamentos dindmicos dificeis de serem realizados de outra forma.

Exemplo 3.2: o ‘gato par-impar?’

Outros estados pré-correlacionados que podem ser gerados com este esquema sdo aqueles da

seguinte forma:;

6P1 (@) = (costm )@ (L) s sin ey o (125122 2)) e

08 quais vamos batizar de ‘gatos par-fmpar’. Aqui, |@) representa um estado coerente para o

modo da cavidade, enquanto as combinagses

—— 1 - ay

lapar) = 7 (la} + |—a) (3.33a)
—_— 1 Epr

Iaimpar) = -\/-E (l“) _ |—Ct')) (3.33b)

sdo os estados tipo ‘gato de Schrodinger ’ par e fmpar que vimos na segéo 2.3 (daf o nome de
IGPI (a7, €))7

As propriedades destes estados serdo discutidas em mais detalhe na segio 4.2.4; entre elas,.
podemos adiantar o fato de que eles também em geral ndo podem ser ‘gerados apenas pela
evolugho Jaynes-Cummings ressonante a partir de condigoes-iniciais fatordveis.

Para gerd-los usando o método discutido acima, podemos usar a mesma montagem o
exemplo anterior, com o acréscimo de uma segunda zona de Ramsey na regiao Rz. Outrn

diferenca é que, desta vez, a cavidade C deve ser preparada inicialmente em um estado cocrente

? Admitimos que esta denominagéo & talvez mal-escolhida, dado que este estado niio reprosenta algo gque possa
ser considerado uma “superposicio macroscopica”
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o) n - O estado inicial para o sistema A ® C® A®C, antes de qualguer interacio entre estes
subsistemas, ¢ dado portanto por

le) 4 @10} ® [9) 4 ® [¥)¢ (3.34)
Seguimos entao novamente a seqiiéncia de passos (3 — 6);

1. O dtomo anxiliar A interage ressonantemente com C durante nm tempo 6y, prodagindo

uin estadae einaranhado para o sibsistema Uy = A C:
€08 (/\ﬁl) IC),:I @ ]0)(:1 — ¢8in ()ﬁf.l) [(})A 6y |1>("; (3.35)

2. Na saida da cavidade anxiliar (regidgo R;), podemos introduzir uma fase relativa do
oxp (—i€) na componente |e} ; de A (usando nm defasador). Podenios fazer ainda com

quc A atravesse em seguida uma zona de Ramsey, calibrada para fornecer mm ‘pulso 5':
(3.36)

Combinando cstas manipulagdes, produzimos assim o segninte estado emaranhado para Uy -

1 le) 1 @ (oxp (1€) cos (At1) [0) s + dsin (Aty) [1)a) + (3.37)
V2L 4197 ® (exp (i€) cos (M) [0) s — i sin (A1) (1))
3. Em seqiiéncia, o dtomo A atravessa C realizando o cruzamento de trajetarias (3.21) .

A cavidade auxiliar ¢ assim descrnaranhada dos dois dtomos, deixando estes no estacdo

cmaranhado;

1 (cos (M) exp (€) |g) o + sin (Afy) [e) 4) @ [e) 4 +
V2 4 (cos (M) exp (i€) [g) 4 — sin (M) [¢) 1) @ 1g) 4

(3.38)

4. No passo segninte, o aAtomo anxiliar A interage com a cavidade C. Ao contrdrio do tltimo

exemplo, desta vez precisamos que cssa intoragio scja dispersiva, com wna dessintonia 8
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entre as freqiéncias da transicao |e) ; — [g) ; e do campo®. Neste caso, a interagio dtomo-
campo & descrita pelo Hamiltoniano efetivo (2.50}, o que implica no seguinte operador de

evolugio para o sistema A C® A :

1 2 2
14® |[le) (e| 4 ® exp (—z'-'-\g-t aa') + lg) {gl ; @ exp (7%15 a‘a) (%.39)
| C

(&
I A2 A2
exp | —i—t )|e){e|; ®exp{ —i~tala] +
] 6 c

/\2
+19) (gl ® exp (z’—t afa)
; o

Ui

= 4 ® (3.40)

Temos assim uma evelugdo condicional para a cavidade C: dependendo do estado atémico
ser |g); ou |e) 5, C sofre a evolugdo descrita por exp (i%zt a*a) ou exp (#i-";t afa) .
Lembramos que, se a cavidade for preparads inicialmente em um estado coerente |r) e,

isto corresponde a defasagens opostas da amplitude coerente (v. eq. 2.79} :

aexp (:hi—’-\;t )>C (3.41)

Escolhendo assim um estado coerente inicial | —ia} e nm tempo de interagao ty = o

2
estado (3.38) evolui para:

/\2
exp (:i:i?t afa) |} =

0,50y = L [ (O o )lo)s = sin (A1) e) ) @15)5 @ fk - (.42)
AT VR i(cos (y) exp (i€) |g) 4 + sin (A1) [e) ) ® e 4 @ |—a)

Notamos que, clevido a condigdo (2.40}, o intervalo necessario para gerar a defasagem de

7 entre as duas componentes do campo ¢ muito maior do que o tempo de um pulso de
Rabi:

&
2X

oull o
U
ek

> 1 | (3.43)

Assim, o tempo necessario para a interagio dispersiva determina a velocidade mdxima com

que o dtomo A pode atravessar a montagem. Reparamos ainda que, como as companentes
()2 :

|9) i®la) o e le) ;®|a) ¢ evoluem com fases opostas (+i%-t ), este tempo & a metade do que

seria se usdssemos um esquema de nfveis envolvendo um nfvel auxiliar (como no exemplo

*Nio seré conveniente agui utilizar o ‘nivel adicional’ que introduzimos no cxemplo 3.1 acima (v. adinnte).
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- da secio 3.1.1). Portanto, a velocidade mdxima permitida é dobrada. Isto é importante
quando se leva em conta que, nwn experimento real, a velocidade dos dtomos determina o

tempo de agno da dissipagio para o aunbicnte, o guead desajanio gue sej o menor possivel,
-~ .

Apds deixar C, o dtomo auxiliar A é manipulado na regiio Ry : eliminando-se a fase

relativa. de —i existente na expressio (3.42), e submetendo-¢ ainda a um novo pulso 3

2
em uma zonéa de Ramsey, o estado conjunto |\IJ A /iC) evolui para:
1 (cos (At1) exp (—i€) [g) 4 — sin (Aa) [e) 0} ® |y ® (19) 5 — &) 4) 44)
2\ +(cos (A1) exp (i) g) 4 + sin (A1) e) ) ® | =) © (I9) 5 + Ie) )
cos (uen)exp (=i€) lha @ (e + =)o) = |
1 ~sin (A1) ) ® (jo) ~ |-a)c) 2.45)
2 cos (Aty) exp (=) 19) , ® (la) ¢ = |-a)e) - ®le);

—sin (Ath) e}, ® _(.Ia)c + |-a)¢)

¥

. le} i
colapsamos (de forma ‘indireta’) o estado de AC para

Finalmente, medindo A nos cstados (cada resultado tem igual probabilidade},

1 { cos (A1) exp(—i€) |g) 4 @ (|ade F |—adg) — .
Y 4 - — 3.46
Wac =5 —sin (A1) e}, ® (la)e £ |—a)¢) (340

respectivamente. Redefinindo os 4ngulos tais que
cos (A1) — sin (), —sin (At;} — cos (7y) (3.47)

vemos que, se A for medido no estado |9} 4 » entdo |¥) 4~ € 0 ‘gato par-fmpar’ (3.32); no

caso contririo, é o correspondente ‘gato fmpa.r-pa,_r’.'J

Ressaltamos que este esquema permite em principio preparar estados do tipo GPI com

qualguer combinagdo dos parAmetros (e,~,£). Deste modo, deixando em seguida o dtomo A

interagir com a cavidade C e medindo-o nos ionizadores, & possivel verificar como a evolucgao

9E f4cil ver ainda que, ajustando a fasc exp (ip)de forma apropriada, sempre podemos escolher v € [0, %] .
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Figura™3-4: Esquema experimental para a preparacio de estados pré-correlacionados do sistema
A ® C usando o método 11

destes sistemas depende dos valores especificos destes par&metros.

3.2.2 Meétodo II (Revezamento Unitério)

No esquema discutido acima, o que fizemos essencialmente foi primeiro construir um estado
emaranhado de dois 4tomos, ¢ em seguida transferir a correlagdo de um deles com o outro para
uma cavidade. Agora, procuramos realizar o processo complementar: primeiro construimos um
estado emaranhado de duas cavidades, uma das quais em seguida transfere sua correlagio com a
outra para um 4tomo. Como nio é possivel (a0 menos com as técnicas atualmente disponfveis)
desemaranhar uma cavidade através de uma medida direta do campo, procuramos realizar este
processo de forma complelamente unitdria.

A idéia & primeiro criar um emaranhamento entre a cavidade “alvo” C e um dtomo auxiliar
(eq. 3.1), e em seguida transferir ou ‘revezar’ este emaranhamento para outros sistemas auxil-
iares, usando os cruzamentos de trajetéria unit4rios descritos na secdo 3.1.2. Cada subsistema
auxiliar envolvido recebe a correlagao com C e em seguida a transfere para o sistema seguinte,
desemaranhando-se no processo (como se entregasse um bastdo em uma corrida de revezamen-
tol}. Este ‘revezamento’ segue até que a correlagio com C chega até um dtomo em condicdes
de cruzar a cavidade (eq. (3.2)).

Vamos descrever com mais detalhes um processo deste tipo, usando agora a montagem
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da Bgura (3 — 4) (Como se pode ver, desta vez necessitamos néo de uma mas de duas fontes

atémicas independentes, localizadas em extremidades opostas da montagem).

Para construir o estado-pré-correlacionado de A e C, segnimos cntao a seguinte seqgiidneia

de passos:

[=]

. Um dtomo auxiliar A, emitido da fonte F no estado |g) 4» € manipulade na regiio R; de

forma a prepags-lo em uma combinagéo apropriada de |g) 5 e e} ;. -

. A interage com a cavidade C, cstabelecendo um estado correlacionado para o sistema

auxiliar A ® C. Assim como nos exemplos anteriores, a dessintonia é = w; — w. deve ser

escolhida da forma mais conveniente emn cada caso.

. Opcionalmente, A sofre ainda manipulagdes adicionais em Rz, produzindo um estado da

forma geral

[¥ea) =cile) 4 @ W1)c + colg) ; ® ol (3.48)

onde os [1;) sdo normalizados, mas ndo necessariamente ortogonais (i.e. [e) ; ¢ |g) ; ndo

precisam ser em geral uma base de Schmidt para f\)

. O stomo auxiliar interage ressonantemente com uma cavidade auxiliar C, inicialmente

preparada no estado de vdcuo. O tempo de interagio ¢ escolhido de modo a realizar um
cruzamento 'de trajetorias atbmico como na eq. (3.19); deste modo, A transfere toda a
sua correlagdo com C para a cavidade C, saindo no estado puro |g) i (¢ nao afctando a

evolugdo subsegiiente do resto do sistema)

[¥ai) ®10)a — l9) 4 ® (—icy 1)o@ [1)e + colp) e @ [0)a) (3.49)

Notamos neste ponto que, assim como no exemplo da segdo 3.1.1, este método também
leva 4 crisgiio de um estado nao-localmente correlacionado de duas cavidades (C e C). Ao

contrério daquele caso, porém, aqui uma das cavidades (C) tem no méaximo um f[6ton.

. Um segundo dtomo A & preparado no estado |g) , e enviado em sentido contririo ao de A,

passando primeiro pela cavidade C e em seguida continuando em diregio a C (v. fig.3-4).

O dtomo interage ressonantemente com C, com tempo de interagho escolhido de modo
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que ele ‘apanthe’ a correlagio desta cavidade com C através do ernzamento das trajetariag

da cavidade (eq. 3.21):

R i®10)a ® (—c1|¥1)e ® le) 4 + o [Phode: ® [9) 4) (3.50)

Estabelece-se assim um estado emaranhado de A ¢ C, que podem interagir em seguida.
Antes que isto ocorra, pode ser conveniente realizar ainda manipnlagées individuais sobre
A (em Rz) e G o que awnenta o wimero de estados que podem ser gerados usando este

método.

Exemplo 3.3: novamente o ‘gato par-fmpar’

Néo ¢ diffcil gerar um ‘gato par-fmpar’ (3.32) também por este método. Injcialmente o dtomo

auxiliar deve ser manipulado em R de modoe a assumir o estado

75 (92~ 194) (351)

Por sua vez, a cavidade C deve ser preparada em um estado cocrente [—ia) .

Assim como no csquema anterior, a interagio entre A ¢ C deve ser dispersiva {descrita por
3.39), e rcalizada durantc o tempo tz = %% necessario para gerar a diferenga de fase de 7 ans
amplitudes cocrentes dos estados do campo relativos a e} ; ¢ |9} ;. O resultado ¢ o estado

emaranhado do sistoma 4 ® C dado por

5 (=il6) 4 81 -)s = 19) 1 ®10)) (352

Na safda da cavidade C (regido Ry), podemos submeter A a um pulso § em uma zona de

Ramscy (cq. 3.36) c ainda climinar a fase —i , modificando os estados relativos de [e) 5 o |g) 5 ¢

“\;—5 [l 4@ (I—a) + |0)e) + |9 4 ® (1—e)e — ) )] (3.53)

Ap6s o cruzamento de trajetorias atdmico na cavidade C, o dtomo A & desemaranhado, sendo

deixado no cstado fundamental, e produzimos entio (v. eq. 3.49) o segninte estado emaranhado
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para, as duas cavidades:

% (-l +iale) @M+ (Im)e = |-a)c) @ 0)¢] (3.54)

Finalmente, o 4tomo A realiza um cruzamento de trajetérias na cavidade C, apanhando a

correlagao com C:

T}T‘—Z (oo + o) ®le) 4 + (o) — |- ) ® ig) 4l {(3.55)

e produzindo assim o estado tipo GPL g

E necessario apontar que, embora este esquema seja interessante tcoricamente (por demon-
strar que ¢ em principio possfvel pré-correlacionar nm dtomo e uma cavidade usando apenas
manipulagbes unitdrias), experimentalmente ele ndo é muito vidvel. O problema principal ¢
que o tempo durante o qual o campo na cavidade C tem de scr sustentado sem que ocorram
perdas para o ambiente é muito mais longo do que no caso anterior, pois agora hd um intervalo
considerdvel entre a passagem dos dois dtomos. Outra dificuldade seria ainda que ambos os
lados da montagem teriam de conter ao mesmo tempo tanto os fornos de oude sdo cmitidos os
feixes atomicos como as placas de ionizagao para medi-los. Desta forma, consideramaos que astoe

segundo método deve ser tomado por ora apenas como uma curiosidade tedrica.
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Capitulo 4

Uma Classe de Estados

Correlacionados no MJC

Vimos no capftulo anterior que é possfvel em principio manipular o sistema dtomo-campo de
forma a preparar um cstado em que o dtomo ji esteja correlacionado com o campo antes
de penetrar na cavidade. Isto viola a suposicio habitualmente feita de que os dois sistemas
iniciam sua interacdo a partir de um estado fatordvel As questdes que queremos investigar

neste capftulo séo entao:

1. Sera que tais estados ‘pré-correlacionados’ podem também ser gerados a partir de condigies

iniciais fatordveis, simplesmente evoluindo-as temporalmente?

2. Caso a resposta seja ndo, serd que a evolugdo dindmica da inversdo atémica a partir de
tais condicGes iniciais correlacionadas pode apresentar caracterfsticas distintas daquelas

que sdo obtidas a partir de condigdes iniciais fatordveis?

4.1 Densidade de Estados Fatordveis no Espaco de Hilbert

A primeira vista, estas questdes podem parecer triviais. Afinal, o préprio fato de haver uma in-
teragio entre os dois sistemas implica que um estado inicialmente fatordvel deve imediatamente
evoluir de modo a se tornar correlacionado. Poder-se-ia itnaginar assim que, dado um estado

nio-fatordvel, seria sempre possfvel ‘recuar no tempo’ o suficiente até encontrar nm estado orig-
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inalmente sem correlagdes. Nesse caso, qualquer estado inicial nao-fatordvel que pudéssemos

preparar seria apenas a evolugdo natural de uma condigéo .inicial sem correlagdes, e portanto

poderfamos nos r;astringir a estas semn prejufzo para a riqueza da dindmica do problema.
Entretanto, é;fécil ver que esta conjectura nao pode ser verdadeira em geral: basta notar

que os autoestados do MJC, os estados vestidos

Jnd) = e,nyx|g,n+1)), {1.1)

1
7 (!
nio sao fatoré,veis: (e & claro que & impossfvel obter um autoestado a partir da evolugao de um
outro estado, devido & equagdo de Schridinger ser de primeira ordem no tempo). Temos assim
um contra-exemplo explfcito. |

Nao é dificil encontrar outros céta.dos correlacionados com a mesma propriedade de nao
serem o resultado da evolugdo de estados fatordveis. De fato, podemos argumentar que isto
deve ser verdade para a grende maioria dos estados possiveis para o sistema dtomo-campo.

E possfvel mostrar isto (sem pretensoes de rigor) comparando a dimensio do conjunto
formado pelos estados fatordveis mais suas evolugdes temporais com a do espago de Hilbert
completo (contendo todos os estados possiveis). Consideremos primeiro o subeslpa,go Hy gerado
por {|g,0),le,0}, s g, NY, |e, N)}. Hy & gerado por 2(NV + 1) estados ortonormais, portanto

sua dimensao real &
dim(Hy)=2(2N +2)—-2=4N+2=2(2N + 1) (1.2)

{pois para cada estado temos uma amplitude complexa {duas dimensdes reais), mas precisamos
descontar duas dimensdes devido s condicbes de normalizagio e fase global arbitraria).

Por outro lado, os estados fatordveis contidos em My séio da forma

N .
(acle) +aglg)) @ (Z B ln)) (4.3)
n=0

Podemos imaginar este conjunto como uma superficie Fy dentro de Hy. Para vermos a sua
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dimensdo, podemos reescrever a condi¢do acima na forma:
N

anle) ®[n) + b, |g) ® |n
By = g; g} & ) (4.4)

onde an = k-bn, k=cte € ;N lanl* + |m|* = ;a0 € R
Temos assim 2(N + 1) estados com 2 (N)+2 condigdes de vinculo; a dimensiio de Fy é portanto
dim (Fy) = 2(2(N +1)) = 2(N) —2=2(N + 1) (4.5)

Podemos ver entao que, no limite de N arbitrariamente grande:

dim(Fy) (N +1)
dim(Hy) (2N +1)

—

1 \
2 (4.6}
Assim, os estados fatordveis represcitam uma, fatia’ muito fina do conjunto de todos os estados
(cada vez mais fina quando N — co)!
 Este fato nio se modifica mesmo se considerarmos também aqueles estados que podem ser
obtidos a partir de Fyy por evolugiio temporal (para o futuro ou o passado): para cada condigao
inicial fatordvel |¥g) podemos imaginatr a sia evolugao temporal como uma curva |¥ (¢)) no
espaco de Hilbert dos estados possfveis do sistema, que passa por {¥g) em t=0. Assim, a adigao
desses estados a Fy apenas acrescenta (grosso modo) nma dimensio a mais ao conjunto, o (ue
nio altera o comportamento assintético da razao (4.6) acima no limite de N grande.!
Podemos concluir entdio que a maior parte do espago de Hilbert & inacessfvel a partir de
condicdes iniciais fatordveis. Em outras palavras, embora a dindmica leve & criagao de estados
correlacionados, estes representam apenas uma fragio fnfima do total de estados do sistema
conjunto. Ressa,ltz:a.mos que isto é verdade independentemente da din&mica especifica ohedecida
pelo sistema (embora naturalmente cada caso particular d4 acesso a regides distintas do espago

de Hilbert).

! Ao leitor eventualmente desconfortdivel com a falta de rigor destas afimacoes (as quais negligenciam a pos-
sibilidade de evolugdes temporais ‘tipo Peano’, densas em um conjunto de estados com dimenséo >1 no limite
t — oo}, lembramos que, na pritica, estaremos intcressados sempre apenas em evolugbes durante um tempo
finito.
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4.2 Limites para a entropia no MJC

O argumento acima permite concluir gue existem estados que nunca se descorrelacionam, porént
n&o fornece um critério para diferencid-los daqueles que podem de fato ser produzidos pela
evolugéo dos fatordveis. Uma maneira de fazer isso é observando a evolugo da entropia reduzida

atdmica:

Sa=-Tr(pslupy) (4.7)

Vimos no Capftulo 1 que, quando o estado global dtomo-campo & puro, esta (iantidade fornece
uma medida quantitativa de o quanto o estado & correlacionado. Assim, o valor minimo as-
sumido por 84 durante tode a curva de evolugao que passa por um determinado estado fornece
uma medida quantitativa de o quanto este estado estd préximo de fatorar - eventualinente.

Em outras palavras, dado um estado inicial (correlacionado) arbitrdrio |¥g), se for possfvel
determinar um lirﬁité inferior (lower bound) Smin > 0 para toda a evolugio de S4, isto assegura
que |¥p) nunca evoluir4 para um estado fatoravel; a0 mesmo tempo, garante que nunca poderia
ter evolufdo a pa.ftir de um.

Para realizar isto, precisamos encontrar cstados para os quais geja simples determinar pro-
priedades globais da evolugdo da entropia reduzida, como Sp,. Uma pista sdo os préprios
estados vestidos: lembramos que sua entropia reduzida & mdrima (= In 2) ; ainda, como eles sio
autoestados, esse valor ¢ constante no tempo. Assim, neste sentido estes estados estao o mais

distante possivel daqueles que eventualmente fatoram.

Exemplo 4.1: evolugio temporal em um subespago 2-dimensional

I interessantc ver como o limite S se comporta em uma situagdo simples, na qual os esta-
dos iniciais sdo formados apenas pelas combinagoes lineares dos dois estados vestidos |n+) e
jn—) (on, cquivalentemente, dos estados fatordveis |, n) ¢ lg, 7 + 1)). Temos neste caso viim sabe-
spago 2-dimensional fechado pela cvolugao temporal -i.e., o sistema dtomo-campo ¢ reduziclo a
um ‘sistema de dois niveis’ efetivo.

Assim como om todo sistema quintico de dois nfveis, qualquer estado pertencente a este
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subespago pode ser escrito na forma genérica

) = oo () ) + oxp (i) in () - (48)

onde os angulos #,, € [0,7] e ¢,, € [0, 27} podem ser vistos como coordenadas esféricas (on ‘de
Bloch’)?: Em termos desta representagio, os estados vestidos |n+) e [n—) se encontram nos

pdlos da esfera (#,, = 0 ¢ 1) ¢ 0s cstados fatordveis

le,n} = % (ln+} + In=)) — 8, = %,d)ﬂ =0 (4.9a}

lg,n+1) = ) — |[n=)) =8, = %,qbn = (4.9b)

7
V2
no cquador (fig. 4-1).

De acorde com a evolugao temporal do MJC ressonante, dada pela eq. (2.37}, um estado

inicial da forma (4.8) cvohii para
*

@) = (exp (_7%) cos (%2) [n+) + exp (—id)n + z-Q;*) sin (%’1) |n—))

= cos (%’3) [n+) + exp (=i (#,, ~ Qnt)) sin (%ﬂ) |n—) (4.10)

onde desprezamos um fator de fase global. Esta evolugio pode ser descrita de forma mais

simples em termos das coordenadas de Bloch:

6, = cle. (4.11a)

() = ¢,(0) - Qnt (4.11b)

Na representacao geométrica da fig. 4-1, isto corresponde a rotagoes peridicas an redor do eixo
‘z’, com freqiiéncia angular constante e ignal A frequéncia de Rabi £2,,.

Vemos assim que o uso destas coordenadas sintetiza e simplifica a descrigio das evolngoes

?Esta bem-conhecida identificacio do espago de estados de um sistema de dois niveis com uma esfera & rle
uso comum em Gtica quintica, onde é em geral denominada uma ‘representacio em esfera de Bloch' {40]. E bom
ressaliar que o uso que dela fazemos aqui ¢ diferente daquele mais comum, no qual o *sistema de dois niveis’
se refere aos dois niveis atdmicos |e) ¢ Ig} . Lembramos ainda que a descricio pode ser estendida também para
misturas estatfsticas (que preenchem o intcrior da casca esférica).
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n + >

(Bl'l': cte. , ¢n(t)= ¢n(o)" Q,t )

Figura™4-1: Represeéhtagao em coordenadas esféricas ‘tipo Bloch’ da evolugio temporal no
subespaco gerado por [n+} e |n—).

temporais possiveis neste subespago: essencialmente, a cada paralelo da esfera {ou valor de 8,,)
corresponde uma curva de evolugao distinta. Em particular, a evolugao ao longo do equador
(8 = §) oscila entre os estados fatoraveis je,n) e |g,n + 1} , e pode ser interpretada fisicamente
como uma, ‘troca de f6ton’ periédica entre o dtomo e o campo?®.

A medida em que aumentamos a latitude, porém, csta interpretagdo ndo pode mais ser
sustentada, visto que em nenhum momento 4tomo ou campo tém estados puros préprios. De
fato, podemos notar qQue |e,n) ¢ |g,n+ 1) sdo os wnicos estados fatordveis em toda a osfera,
de modo que para 011trt;as valores de @,, o estado nunca chega a fatorar durante a evoliugio.

Quanto maior a latitude, maior o ‘cardter vestido® do cstado, e ‘mais distante’ estard ele de

*Notamos que outras parametrizacoes semelhantes 4 (4.8) poderiam ser realizadas, apenas mudando-se vs es-
tados utilizados como base. Por cxemplo, se utilizdssemos como base |e, n} e |g,n + 1}, obterfamos novos Angulos
8., ¢.., calculados com respeito a um cixo na esfera de Bloch inclinado de 90°. A vantagem da parametrizacio em
termos dos estados vestidos ¢ justamente a simplicidade da descrigio (4.11a, b} da evolugio temporal no MIC.
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fatorar eventualmente; o limite, evidentemente, se da nos proprios polos, que correspondem
aos autoestados maximamente correlacionados. Ressaltamos que este carater de um estado ser
‘mais ou menos propenso a fatorar’ &€ determinado por uma quantidade (6,,) conservada durante
a evolugéo.
Estas observaéées podem ser quantificadas através da introdugao de um limite inferior Spin
t

para a entropia reduzida atomica. Para isto, calculamos inicialmente o operador reduzido

atdmico na base {le) ,|g)} em termos das coordenadas de Bloch:

p(t):—:-l- 1 + sin (,,) cos (¢, (t)) o
AT T2 0 d-si () cos(da6)

i

(4.12)

Notamos que, como os estados at.omlces em questa.o estao assomados com estados ortogonais -
do campo (numeros dlstmtos de fétons) pA (t) & sempre dla.gonahyével nesta base (ie., a
polarlzagao atomnca é ldonhcamentc mxla ncslses esta,dos) Dcxte modo, 08 sens mnmv,xlmvs (e
a entropla atomlca assocmda) podem ser Obtlaﬂs du%tgmeﬂte do aelemento de matmz Pec (1), O
qual oscxla penodmamente entre 3 (I — sin (0,,)) e 3 L( 1 +sin (0 ). Lombrando que a entropia
atébmica 1 ‘

SA(t) = =pee )0 (P (1)) = (1 = pee (D) In (1 = e (£) (4.13)

é uma funcdo conveza de p,, (t) (v. segdo 1.2.1), com valor méximo = In (2) em p,, = 1, entéo
o seu valor mfnimo durante a evolugio temporal ocorre quando p,. (t) assume os valores-limite

acima.

S‘min = lim. 1nf (SA) = '—'——— (1 — stn(()n)) n (; (1 =sin (9,,)))

-3 (1 + sin (6,)) In (-2— (1 +sin (On))) (4.14)

Obtemos assim para cada, valor de #,, um limite inferior para a entropia atomica, vilido para
toda a evolugdo temporal, o qual vai desde zero (se 8, = §) até In2 (se 6, = 0 ou m) (fig. 4-2).
Dado um estado arbitririo da forma (4.8), este valor fornece entdo uma medida quantitativa

do quao préximo de fatorar ele chega.
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Estado inicial cos( 9 /2}|n=5 +> +sen(8./2) [n=5 - >

8

g GB=

g

El 0.1 n
0.3 =
05 =

1 2 3 4 5
* At

Figura™4-2: Evolugio temporal da entropia reduzida atdmica para estados iniciais pertencentes
ao subespago Hs,variando-se o peso relativo dos estados vestidos [n = 54).
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4.2,.1 Coordenadas ‘Vestidas’ para o modelo de Jaynes-Cummings

Embeora instrutivo, este exemplo ¢ limitado pelo fato de que, no subespmio em questao, o
dindmica é sempre periddica, pois 56 existe uma freqiiéncia de Rabi envolvida. Ainda, os vinicos
estados maximamente correlacionados sio o8 estados vestidos, nos quais essencialmente nao
h4 evolugio. E razosvel entdo procurar outros estados também com Sy, > 0 a partir de
combinagoes dos estados vestidos pertencentes a subespaqos distintos.

Para isto, vamos generalizar o ponto de vista ‘geométrico’ introduzide acima de modo a
aplicd-lo para um estado |¥) arbitririo do sistema dtomo-campo. Queremos expandi-lo em
termos da base completa de estados vestidos, de forma a obter coordenadas com as mesmas
propriedades dos dngulos introduzidos acima (i.e., que descrevam a evolugdo temporal de forma
simples, e que sejam também adequadas para descrever Syin)-

Podemos entdo escrever um estadoe arbitrdrio na forma

W) = w_yg,0) + ) _ wn exp(ixa) ¥n) © (4.15)

n=0

onde

; 1)
lh,) = [(:()H (%“) [ + e~ sin (%) |n—)] (4.16a)
wa € [0,1]:0, €0,7); Xy &y, € [0,27] (4.16h)

com a condigdo de normalizagdo

3 wl=1 (4.17

& n=—1
Chamamos esses parimetros de ‘coordenadas vestidas'. Através deles, podemos fornecer uma
descrigao alternativa para o MJC.

Notamos inicialinente que para cada wvalor de n > 0 é possfvel agora imaginar uma casca
esférica independente ‘tipo Bloch’ andloga 4 do exemplo acima, correspondendo aoc sistema de
dois nfveis gerado pelos cstados vestidos |[n+} e parametrizada pelas coordenadas angulares
esféricas Oy e ¢, . Dosta vez, os pontos sobre cada esfera indicam as contribuigdes |¢,) de
cada um desses subespagos 2-dimensionais para o estado global {¥). Como antes, os pdlos

(6, = 0,n) correspondem aos estados [nt), e os pontos no equador (8, = §) aos estados de

38



n= : 03

n=2

n=

Figura”4-3:- Coordenadas ‘vestidas Um estado quéntico arbitrdrio é ceterminado pela
atribuigio, para c¢ada valor de n > 0, de um ponto com coordenadas polares w,, X, e, para
cada um desses, de um outro ponto com coordenadas esféricas &, ¢,,.

forma :}5 (In+) +e7*n |n—)) entre os quais estdo o3 estados fatordveis |e,n) e |g,n + 1) (4, =
0,7). Podemos dizer entdo que as coordenadas &, ¢ ¢, determinam a importancia ¢ a fasc
relativas entre |n-+) e [n—) no estado global |¥}.

Além dessas coordenadas esféricas, temos ainda dois conjuntos adicionais de parametros,
Wn € X qué correspondem ao peso e & fase relativa da componente |1,{;ﬂ)' na composicao de |¥).
No caso particular em que ) ¢ fatordvel, com o dtomo em um dos estados |g) ou |e}, entao
w? se reduz 3 distribuigio de fétons P (n) = |{n|¥)| 2.

Podemos visualisar essas coordenadas geometricamente ds seguinte mancira (v. g 4-3):
para cada valor de n, imaginamos w, ¢ X, respectivamente como a parte radial e angular de
coordenadas polares, determinando um ponto sobre um disco de raio 1 (valor maximo de wy,).
Para cade ponto desses discos podemos imaginar cntdo uma casca esférica unitdria, cujos poutos

sio parametrizados por 8, e ¢,,.
Observagoes
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1. Embora 1til, esta representagio pictérica ndo é completamente rigorosa. A razio é que
ela ndo leva em conta a condigdo de vinculo (4.17) entre os pesos wy; na verdade, os raios
dos discos acima dependem todos uns dos outros. Isto nao serd4 um problema, visto que,

como veremos adiante, cstes pesos se mantém constantes durante a evolugio temporal.

2. A fase global do estado (4.15) foi escolhida de modo que a componente constante no tempo
(i.e., proporcional a |g, 0}) seja real: esta escolha detcrmina a origem para todos os dngulos
X,.- Muitas vezes, porém, nio estaremos interessados nesta componente (w._; = {1}; neste

caso, podenios impor yg = 0 para definir uma fase global bem-determinada para o estado.

Evolugao Temporal

Da equagao de evolugdo temporal (2.37) , segue que o estado (4.15) evolui da forma:

() = w90+ Z:mneix" [cos (92 ) e 50t In+) +ez 2l gy ( ) |n-(t}l]18)

n=0

oo
n=0

» {cos (%) o) + ettt i (%) |n—>] (4.19)

Em termos das coordenadas vestidas, a evolugidce pode ser representada entao como :

wn(t) = wa(0) =cle. - (4.20a)
0.(t) = 0.(0)=cte. (4.20b)
Xn(t) = xn(ﬂ)—%ﬂnt (4.20¢)
o () = ¢, (0) — Qi (4.20¢)

onde lembramos que §2, valem (v. secio 2.2):

=2Avn+1 (4.21)
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As coordenadas w,, ¢ 0, sio portanio constantes do movitmento.  Isto naluralmente IRRIEE

reflete o fato de que os estados vestidos sdo autoestados, ja que

. 011
Wy, COS (E)

A
U, 85111 (?)

Podemos ainda encontrar mais um conjunto de constantes notando que

|(m + ]2 (1)) (4.22)

i

[{r — |2 (1)) (4.23)

2 (Xn (t) - Xn (0)) = _Qﬂt = ¢n (f) - ¢n (0)
= 2X (8) — &, (1) = 2%, (0) — ¢, (0} = cle. (4.24)

Redefinindo
)"(ﬂ (f) = 2Xn (f) - QSH (t) ] (425)

temos entao que esta nova coordenada tambdém & nma constante do movimento!. A evolugio

do estado pode entao ser reescrita :

(o)
igo 8“ ;. . Tt
| (¢)) = w-1g,0) + anei{x"”’n{‘” [cos (5—) |n4+) + o #n () i) (%) |n—)] {4.26)

n=0

onde

an (t) = an (0) - Qnt (427)

€ Wn, I, Xn 580 constantes.Vemos assim que a evolugdo dindmica de qualquer estado assume

uma forma bastante simples quando descrita em termos dessas coordenadas, como desejdvamos.”

Podemos pensar nessa evolugdo como o movimento de um ponto no espago de configuragio
parametrizado peias coordenadas. Evidentemente, nfo é possivel visualizar esse espago como
um todo, mas & sempre possfvel decompor o movimento nas coordenadas vestidas usando a
imagem geométrica introduzida acima (fig. 4-4). Assim, a evolugéo (4.18) pode ser imaginada

da seguinte maneira: para cada n > 0}, o ponto (wn, X,,) em coordenadas polares gira no sentido

1A existéncia desta nova constante reflete o Fato de que & intoracio do MJC quichra a degemereseanaia de cada
par {le,n},|g, 7+ 1}} de fonma siméirice.
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-1 = = $.(0)- Q.8 )

- Figura™4-4: Imagem geométrica da evolugio temporal no MJC em termos de ‘coordenadas
vestidas’ '
hordrio com velocidade angular constante 3, enquanto o ponto (6s,4,) em coordenadas
esféricas gira ao redor do eixo vertical (£), também ne sentido horério, com velocidade angular
constante {l,.Tanto o raio w,, para as coordenadas polares, como a altura cos (6,), no’caso
das coordenadas esféricas, se mantém constantes. A terceira constante se manifesta através da
manuten¢do da diferenga de fase 2x,, (t) —~ ¢, (¢) entre os dois movimentos giratérios.
Obtemos desta maneira uma imagem ‘mecénica’ para o MJC, composta de infinitas rodas
em movimento, cada uma com a sua freqtiéncia de rotagdo. Esta multiplicidade de freqiéncias
€ responsdvel pela complexidade da evolugéo, permitindo a existéncia de fendmenos como os

colapsos e ressurgimentos discutidos na segdo 2.3.

4.2.2 Operador Densidade Reduzido Atémico

Uma vez obtida a evolugdo do estado completo do sistema dtomo-campo em termos das coorde-

nadas vestidas, podemos calcular a partir dele o operador reduzido atdmico. Reescrevendo os
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estados vestidos em termos da base produto {|e,n},|g,n)}, a expressio (4.26) acima sc torna

o =]
)+ \L@ 3 et Gt hal®)
n=0

6 ; )
.._n. _"‘6“(!) 1 _ﬂ-
x[(cos(2)+e 51n(2))|e,n)—l~
9” —igh (;) . gn
+ | cos o ) e sin = lg,n+ 1) (4.28)

O operador densidade reduzido atdomico na base {|e}, g} } lica entio:

@) = wo1lg,0

Pec () Peg (1)

palt) = (4.29)
Peg (8} Pgq (1)
onde
Pee (t) = % (1-w?,)+ % Zwﬁ sin (8,) cos (¢, (t)) {4.30a)
n=0
Pgg (8) = % (1+ ‘wil) - %Zwi sin (#,) cos (¢, (1)) =1 - p,. {4.30D)

n=()

- e f? . Iy
Peg (t) = 11;\/1;065(*“"""’"“)] (cos (-22) + e~ giy, (En)) +

1 iee o 0 ; 0
+§ Z 1Unwn+lci(xrl+ 1 _x"+d’n(£}_¢n+l(r’)) ((:US (%‘H) + e—"'ﬁnvl- l{"’) Sin (HT“) ) ®
n=0

X (cos (%) — "M gin (%)) ‘ , {1.30¢)

Ao contrdrio do que ocorre com o estado completo do sistema, a evolugio do estacdo reduzido

atdmico nao & necessariamente descrita de maneira simples usando estas coordenacas. Assim,
geralmente nao & uma tarefa simples determinar um limite inferior para a entropia reduzida da

maneira feita no exemplo anterior.
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4.2.3 Limites para a entropia de estados despolarizados

Existem entretanto situagées particulares onde isto pode ser feito com facilidade: por exemplo,

basta garantir que o dtomo estcja sempre despolarizado, isto é:

Peg () =0 (4.3i)

Assim como no exemplo 4.1 acima, neste caso a entropia atémica S§4 () passa a depender

apenas do elemento de matriz g, (), ou equivalentemente, da inversio de populagéo:

e
(03 (1)) = 2pe () — 1 = —w?; + Y w]sin (6n) cos (¢ (1)) (4.32)
n=0 '
(v. secdo 2.3.1) ). Mais especificamente, quanto menor for a inversdo (em mddulo), maior serd
a entropia, e portanto o emaranhamento entre os dois sistemas. Assim, nestes casos o problema
de determinar S, se reduz ao de encontrar limites para a inversio.
Que tipo de estado satisfaz A propriedade (4.31)7 Observando a expressiao (4.30c) para

Peg (t) , podemos ver que uma condiciio suficiente & os pesos w, satisfazerem
Wptiny, = 0,¥n > —1 (4.33)

Na verdade, esta condigao é também necessdria: levando em conta (4.20d) e (4.21) podemos

ver que o n—ésimo termo da série evolui com as fregiiéncias

v = AVn+1+n) {4.34a)
ev, = A(Vn+1-n) (4.34b)

Nio é dificil mosﬁra.r que estas freqiiéncias sdo sempre incomensurdveis entre si para valores
distintos de n, o que mostra que o tinico modo de anular todos os termos de g, () em todos
os instantes é satiéfa.zendo (4.33).

O sentido ffsico desta condigio é simples: essencialmente, ela fixa uma correspondéncia entre
cada nimero de fétons do campo e um valor especffico (e ou g) para a excitagio atdomica. Em

outras palavras, se um estado [¥) tem amplitude ndo-nula em uma determinada componente
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le,n} (o que implica wy, # 0), o contririo deve valer para as componentes em |g,n) e [e,n % 1)
(e vice-versa). Como conseqiiéncia disto, nesses estados os valores médios tanto da polarizacio
atoémica (v. eqs (2.55&, b)) quanto dos operadores campo elétrico e magnético (proporcionais a
(a+ at) e (a— aT))5 sao iguais a zero. Estas propriedades continuam valendo durante toda a
evolugio a partir da condigio inicial |¥) .

A maneira mais simples de satisfazer a estas condigoes ¢ quando {¥) é da forma

|¥) = cos(y)]e), ® [par)e + sin () exp(i€) |g) 4 ® |fmpar),. (4.35a)
(& w1 =0, ¥n > 0)
ou |¥) = cos(y)le), @ |fmpar); + sin (v} exp(i€) [g) 4 @ |par) ., (4.35D)

(& wyn =0, Vn > 0)

onde |par) o [fnparye tém amplitudes apenas para a presenga de wimeros pares o fmpares
de fotons, respectivamente. Nostes casos, os estados atomicos |e) 4 ou |g) 4 fincionam como
‘etiquetas’ quinticas para a paridade do estado do campo;. nsando a nomenclatura do cap. 1,
podemos dizer que a inversao atdmica o, e a paridade do campo sio obscrviveis de Schmiclt
de |¥).

Etn casos como cstes, torna-se simples calcular um limite inferior para a entropia reduzida

atomica. Por exemplo, se o estado for da forma “par-fmpar” (4.35a) ,entdo

1

Poe(8) = 5|14 wh,sin(020) cos (dzn (1) (4.36)
= (02 (1) = ) wh,sin (Oan) cos (¢2 (£)) (4.37)

o que implica no limite superior para o mddulo da inversao:
l(oe () <D whasin (@) = M (4.38)
TE

Notamos que este limite ¢ dado cssencialmente pelo ‘cardier vestido’ médio de todas as esferas

"Rigorosamente, o3 campos clétrico ¢ magnético na representacio de interaciio ailo proporcionais respectiva-
mente a aexp{—iwt) + al exp(+iwt), o que nio altera esta observacio,
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de Bloch, ponderadas pelos pesos w3, correspondentcs.
Assim, a exemplo do que fzemos anteriormente, podemos obtor nm limite Syin calenlancdo

o valor da entropia {4.13) correspondente a este limite.
B 1 1 1
Smin=—§(1—M)ln ﬁ(l—M) —§(I+M)'ln §(1+M'} (4.39)

E importante ressaltar (e, a0 contririo do que ocorre no exemplo 4.1 acima, neste caso Syin
¢ apenas um limite inferior para o valor de S4 (1), ndo sendo necessariamente atingido durante
a evolugéo a partir do estado em questio. Para que efetivamente Sy (£) = Sy, ¢ preciso que
todos 0s angulos ¢y, (t) satisfacam simultancamente cos (@, (1)) = 1 ou cos (¢y, (¢)) = ~1.
De\fido & incomensurabilidade das vérias freqliéncias de Rabi, wm acontecimento deste tipo é
extremamente raro. Na prética, o valor mfnimo de Sj (f) tenderad a ser atingido quando os

2

angulos ¢, (t) correspondentes aos pesos w3, mais importantes estiverem o mais préximos

destes valores extremos.

4.2.4 Evolugao da inversao atOmica em uma classe de estados correlaciona-

dos do MJC

No capftulo 3, introduziimos nma classe de ostados nio-fatordveis qne batizamos de estados tipo

‘gato-par-fmpar’:
IGPI (a,7,€)) = cos(7) |e) ® [atpar) + 5in (7) €7 |g) @ |otimpar) (4.40)

e mostramos como poderiam ser gerados experimentalmente. Lembrando que |0par) € |0mpar)
possuem respectivamente apenas as componentes |n) de n par e fmpar (egs. 3.33a,b), vemos
que 08 GPIs sio da forma ‘despolarizada’ (4.35a) discutida acima. Assim, a evolugdo de sua
inversdo atomica reflete a forma como 4tomo e campo se emaranham ao longo do tempo.

No restante deste capftulo, analisaremos como se comporta esta evolugdo de acordo com os
pardmetros a,,£ destes estados. Veremos que, escolhendo-os adequadamente, & possfvel obter
desde estados com Sinin = 0 até outros com Spin = In2 . Quanto mais préximo deste linite,
mais amortecidas serdo as oscilagbes no valor da inverséo; assim, para valores apropriados de

«, v, & o8 estados tipo GPI apresenta.rio ‘trapping’ de populagéo.
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A forma detalbada deste ‘trapping” seri obtida atravis de nima generalizaciio aproprindas

do método de Fleischhaner e Schlcich jntroduzido no capitulo 2. Mostraremos que, de inodo

yoral, as oscilagies na inversio dependen ndo da distribmicio inicial de [Stons do canmo., 1mas
) _ v I

da de coordenadas vestidas. O mesmo mecanismoe permitird também explicar a existéncia de

‘trapping’ nos estados {2.75) introduzidos por Zalicer ¢ Zubairy.

Coordenadas vestidas para os estados tipo GPI

Antes de mais nada, precisamos calenlar as coordenadas vestidas dos estads tipe GPI ein ternios

dos parametros £,7 ¢ o = |nfe

m%u (ev,v,8) =

tan 927:. ((Y, BE £) —
' 2

sin (027:. (U:a ¥ E)) =

COS g, (v,77,8) =
SN Py, (”? "€ =

Xon ((",'Y-,E) =

— a0

2Jof" el p 20 ol sin? (n
“anr Dl (2n + 1) cos () + Jov]“ sin ('})} (4.41a)
V20 + Teos (7) — ae™% sin ()] (Azn. - Bg,,_) 3 (A1)
- - . 3
|\/2n + Lcos (7) + ve* sin (’7)| Az, + I3,
Ay, = (21 + D cos? () + lo* sin? (~
onle 2 ( ) )+l ™) (4.41c¢)
By = Von + Lsin (2) laf cos (v, — £)
As - B2

=R 4.41d

A?.‘n. ( [ }
|(2‘”, + 1) cos? (7) — |of? 20 gin? (4)

. 7 (44’['}

(21 + 1) cos? () + || sin? ()

(2n + 1) cos? () — |ov]? sin? () (4.410)
|(2n + 1) cos? (1) — |e]? e2(ra=8) sin? ()

2+ Lsin (27) |o] sin (rg —

I L (23) ol v & it
|(2n + 1) cos? () — |a|” eZi(va=E) gin? ()
21, + (4.411)

+ tan™? (

fee] sin () sin (1 — &) ) (4.41i)
VZF Tcos (7) + lafsin () cos (v — €))

"Por simplicidade, usamos valores aproximados para as coordenadas, validos na condiciio de que os Fatores de
normalizacAo para |wper) @ [rimpar} podem ser tomados ignais a -‘7'5 (e, o 2 3){v. eq. 2.67)
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Termos pares ¢ [mpares da

Distribuig8o Poissoniana distribuicso Poissoniana

P{n) = &§*25'
of 0,08 ‘-- pur{")=é”25h
0,08 * {2n)!
0.08] ) .
o 0.04 .
- o -
0.06/ o . 0,024 . .
. ° 0,004 R “tavrar
.04/ [ i 0 5 10 15 20 25
n
0.08 L] +
- * . "o Pny=€°25m
0,02 ° ° 0.06 © @ne 1!
L L
B o .04 ° -
- o
0,00 oA i 0,02 b =
o 10 20 3'0 40 50 0,00t bonann® "2onuaan
n B 5 10 15 2 25
n

. - . . N . s . 2 (_1:2“
Figura™4-5: Termos pares ¢ {mpares da distribuigao de Poisson exp (— |l ) Lrlil_ (la| = 9).

Vamos olhar mais de perto as quantidades conservadas ws,,, #2,,, as quais sdo particularmente
importantes para os cidlculos posteriores:

Os ‘pesos’ wi, interpolam entre as distribuigoes de nimero de [Stons das componentos
|par) € {tmpar) e JGPT {v,7,£)}, as quais sfo lormadas respectivamente pelos termos pares

¢ fmpares de uma distribuicao de Poisson:

in
(2] = 205p (- lof?) L (4.422)
9 2 |a|4n+2
(20 + 1] Cprpar)? = 2cxp(—lal)m (4.42b)

Para os valores de |o| que estamos considerando (|a| 2 3) essas duas distribuigoes (vis-
tas como fungdes de n) se tornam muito semelhantes (fig. 4-5) . Deste modo, a distribuigao
(4.41a)de w2, & praticamente independente de v ; essencialmente, sua forma é semethante a de

uma, Poissoniana ‘esticada’, com o dobro da altura ¢ a metade da largura em n (fig. 4 — 6).
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[w>=cos( y)le a,,>+e “sen(1ig o, 0>

0.20 {lal=5, independentede v_e & )
] .
Miximo am n =12
.18
k2l
&
® —s—1y=0
| —— = x /4
ﬂgi. 0.10 - Te =
—o—1=04 =
0,05 |
0.00
L) L) L) T L] L] L]
L ] 10 15 .1 -] k]
. n

Figura™4-6: Distribui¢io de pesos w2, para os estados tipo ‘gato par-fmpar’ com |a| = 5

O pico desta distribuigio se encontra no inteiro ny,.x mais préximo de:

2 2 _
jof? _, lof? =1
2 2

(4.43)

Assim, as componentes [49,) de |GPI (o,7,¢)) com valores de 2n em torno de 2nmax serdo
aquelas com a maior influéncia nas diversas propriedades deste estado. Isto implica que as
respectivas freqtiéncias de Rabi €lon regerdo a sua evolugdo temporal, determinando os pontos
de ocorréncia de colapsos e ressurgimentos.

Em contrapartida, a distribuigéo (4.41b) de sin (f,,.) depende decisivamente dos parAmetros
especfficos do estado |GPI (a,7,£)). Considerando n como uma varidvel contfnua em (4.41b) e
derivando, pode-se mostrar que esta distribuigdo possui um tinico mfnimo, localizado no inteiro

Nmin Mais préximo de

% (]a|2 tan® () — 1) (4.44)

Dado |a, o valor de ny;, varia assim desde zero’ até F00 4 medida em que variamos o peso

"Quando tan® (7) — 0, Amin se torna negativo, fazendo com que o valor minimo de sin (f2,) se encontre em
n=10
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¥>= cos( y)le a,,>+sen( Vg o>

(a=5)
1.0 y=af10
y=2xi3
08 '
5 y=04 x
<o 0.8
St
|
‘» 04
0.2
y=045 n
0.0

' ' T 1000 200 300 400 500 600
. n
ponto de pico dos pesos w,," (n=12)

Figura™4-7: Distribuigéio de sin (f2,) para um estado GPI com diferenga de fase |vo — £| = 0,
de acordo com o peso relativo entre as partes par e fmpar

v (fig 4-7). Substituindo (4.44) em (4.416), obtemos que o valor m{nimo correspondente para
sin (0g,) &:

sin (fan_,,) ~ sin (jve — €]) (4.45)

Lembrando que os &ngulos &2, medem o ‘cardter vestido’ das componentes |15, } correspon-

dentes, vemos assim o significado fisico da ‘diferenca de fase' v, —§: seu valor fornece o ‘cardter

vestido’ da componente [t4,, nin) mais ‘vestida’ de todas (fig. 4-8).

Limites de entropia para os estados tipo GPI

As figuras acima mostram que, para os GPls, em geral sin(f2,) < 1. As eqs. (4.38) e
(4.39) implicam assim que em geral estes estados nunca se descorrelacionam ao longo de sua
evolugdo (Smin (a,7,£) > 0) . Mostrameos a seguir que, escolhendo adequadamente os parimet-

ros {a,7,§), podémos otimizar esse emaranhamento, chegando até a estados com Sy, = In2,
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[#>=1/5912) (le 0> + 19 @, >)

1.0
0.8 ] \/
— ]
& ]
far) 4
- 064 lal=5
c ]
= 4
0.4 ] —_—v_-§ =x/2
——v_-E| =n/4d
02 ] v, -§| =0
Y I O —
0 12 50 100 150

Figura~4-8: Distribuicio de sin (f2,) para um GPI com pesos iguais para as partes par e fmpar
(v =%). O ponto de mfnimo indica a componente de maior ‘cardter vestido’, o qual depende
da diferenga de fase |v, — §|.

com supressdo méxima da inversio.

De fato, o limite superior M para ¢ médulo da inverséo (eq. (4.38)) vale neste caso:

M (a, 1,€) = Z lo (2““+~—1I; (2n + 1) cos? () — a?sin® (7) e"‘“‘f' (4.46)
Mesmo sem fornecer uma expressio fechada para esta soma, podemos minimiz4-la notando que
ela. depende dos produtos wi, -sin (§2,) . Desta forma, precisamos apenas que as componentes de
maior peso wi, na soma (aqueles com n &~ Nyay) 5€jam 0 mais ‘vestidas’ possfvel (sin (f2,,) 2 0).

Para isto, basta que o ponto de mdxime de w2, (i.e., Nmax) coincida com o de ménimo de
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Il{J = cos( y)le u'par> + Sen( 7)'9 almpar >

0.8 -
n - y=exild
0.8
—_ y=nl3
ap
-
B 04
£ y=01 n,04 n
2] 4

o rr e e et
0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00
v, -&| (unidadesde =)

Figura™4-9: Limite inferior para a evolugéo da entropia S 4 (t) a partir de estados tipo GPI com
|a| = 5. {Os pontos ressaltados correspondem as evolugdes temporais na figura 4-10 ).

sin (f2,) (i-e.,7min) , @ ainda que este valor mfnimo seja =~ 0:

{ Mmin (921':) = Nmax (w%n)

4.47
sin (fgy,,,) =0 (147)

Substitindo (4.44), (4.43)e (4.45) nesta condigéo, obtemos que os estados tipe GPI que

maximizam Smin 580 aqueles em que

{ tan(y)x1—yx 5 (4.48)

|Ua—'5|=0

102



Por exemplo, para

Pt (a=57="2.6=0)) =S lle) 8 (o = 5) + la = ~5)) +9) & (Joe = 5) - | = —5))

2
_ (1.49)
obtemos numericamente de (4.39) e (4.46) Sy, = 0.69005 , quase igual ao valor méximo possfvel
(In2 =~ 0.69315). Este estado permanece assim na pritica maximamente correlacionado durante

toda a sua evolucao temporal. A figura 4 — 9 resume a dependéncia de Sy, com 0s parmetros

de [GPI (a,7,£)).

Evolucao temporal e ‘trapping’ de populagao

Evolugao da entropia atdmica

Estado inlclal [r>= (1/8Grt(2)) ( j0o,,> *+ (G, > )

0.3 a=5 exp (0.4%)

S(t) 1] 10 20 310 40 50

0.2 «=5 exp {0.17)

0 10 20 30 40 50
At

Figura™4-10: Evolugdo da entropia reduzida atémica para dois estados iniciais do tipo GPI (séo
aqueles assinalados na figura 4-9)

Os limites calculados acima fornecem uma estimativa do grau de ‘trapping’ em cada caso,
mas nada dizem sobre os detalhes especificos da evolugdo temporal da inversao efou entropia

reduzida. Como ¢ ilustrado nas figs. (4 — 10) e (4 — 11}, esta consisilird em geral dc nma
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10. ressurgimento na inverséo
5.0+ ['¥ (t=0)> = |GPla = S exp(iv ) , vy = n/4,E=0 >
n,s-f
o.s-f
o.4-f
o.z-f

0,0

0.2

v -E=x/2
2)v -E=n/10
v -E=0

04

Inversdo atdmica (< o, >)

064

-0,8

1.0 1 r 1 v T v T T T v T ¥ 1
10 12 14 %6 18 20 22

Figura™4-11: Inibigao do 1° ressurgimento na inversao de alguns estados iniciais tipo GPIL.
Notar a varia¢ao na forma do envelope 3 medida em que vy —§ — 0.
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estrutura de colapsos o ressiegimentos, de amplitnde mais on menos suprimida de acordo conn
Smin-

A expressao exata para este comportamento pode ser obtida substituindo-se as coordenadas
vestidas (4.41a — 4.41g) do estado inicial na eq. (4.32) para a inversao. Usando ainda (4.27),

obtemos entao:

{2) (1)

]

i w3, sin {Ba,) cos (g, (£)) = {4.50)

=0
2af'" etol® | [(2n+ 1) cos? (7) ~ [af? sin? (3)] cos pnt+

B Zn: (2n+ 1)) + [\/211. + 1sin (27) jar| sin (va — £)] sin Qgnt

onde g, = 2)/2n + 1.
Assim como nos exemplos vistos no cap. 2 (v. segdo 2.3), a dependéncia das freqiiéncias de
Rabi (5, com +/n impede que esta séric seja soinada de forma exata. Entretanto, uma expressiao

aproximada pode ser calculada usando nma generaliza¢io do métado de Fleischhaner ¢ Schleich

[53] valida para estados iqiciais nao necessariamcntg das formas I;g“: ® |ty (v. apéndice A,
eq. A.30).
00 , '
{oz (1)) ~ z (/\—{_,) [E(?n) cos (d)z,, (0) £ % + 7k — %)] T FwhFwd+ 7o
kk-—-;%o "T%z ' =T
N (4.52)
onde

wf + wi (t)

/oo dnE (2n) cos (¢, (0) — 2Aty/2n + 1) (4.53a)
0

2B (0) c0s (49 (0) — 23) (4.53D)

Tn (t)

¢ F(2n) é uma ‘versio contfnua’ de By, = w3, sin(#2,) (uma fungio éontinua que interpola
entre os valores de FEj, nos pontos de n inteiro).

Para o caso especffico dos GPIs, temos, de (4.41a,d) que

Egn (0, 7,6) = wi,sin(02.) = (4.54)
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[¥> = cos(y) e «,,> + &' *seny) lg o, >

0,18 —0.18
fa| = 5 :

0,16 - 0,18
(4] [ico=e] -

e 0,14 4014
™ —0—(\2—‘)“’2 —m‘_?‘o L

e '—'—(V_-H=m'4 ey Bl x

c 0.12+ ——(v,-8)=0  —e—y=026x 1012

? 010 0,10
(4] = b .

™ olos- 0.08
z ] )

0,06 4 0,06

0,04 0,04

0,02 0,02

olm" g Um
0 5 10 15 20 25 30 0 § 10 15 20 25

n

Figura™4-12: Variagio da distribuicio Bz, = w3, sin{f2,) de acordo com o0s parfmetros do
estado |GPI (,7,£)} '

ali? e—lal? .
2ol e |(2|n+ ] l(2n+ 1) cos? (y) — |af? == sin? () (4.55)
= /PE(n)+ P} (n) +2P; (n) - Pa(n) - cos 2 (v — §) (4.56)
onde
a&n '
() = 2ep (- lof?) s o0t ()  (asma)
© P = —lal? .ﬂ?:z_ in?
2(n) = 2exp( jal ) (2n+1)!sm {7) (4.57b)

No limite em que Ja| 3 1 (que é de qualquer maneira necessdrio para a validade da aproximagio,

v. Apendice A), podemos substituir estas distribuigbes ‘quase-Poissonianas’ por aproximagdes
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Gaussianas adequadas:

2.cos? (6) - (2n - |a|2)2
~ CoS
Pi(n) ~ ——= 4.5
1 () V2ol P 2 |af? (4.582)
2
2
- 25,1“2 (9) - (2?1 +1- |Ct'} )
Py(n) =~ > 4.581
2 () V27 ol P 2|al? (4:58b)
deste modo, podemos tomar:
E(2n) = \/ Pl (n)+ P2(n) + 2P, (n) P2 (n) - cos 2 (v — £) (4.59)

Como antes, cada termo do somatério em & na expressio (4.52) assume valores # 0 cm uma

regido limitada, com centro no instante ty correspondente ao ponto médio 27 de E (2n).
Tk '
te = T\/2ﬁ +1 (4.60)

¢ largura dcpendente da varidncia de E(2n). Assim, se esta distribuigao for suﬁ(:ielltcmmltvl
estreita em 7, cada termo do somatério d& origem a um r_essurgimellto: isolado. A exemplo
do que ocorre com os estados da forma (2.69a), esses ressurgimentos ocorrem com o dobro da
freqiiéncia daqueles no caso de estados iniciais |e) ® o) {(como pode ser visto comparando as
figuras 4-11e 77 ).

H4 uma diferepga, porém: no caso dos GPIs o ‘envélopc’ desses ressurgimentos ndoe é dado
pela distribuigao inicial de fotons do campo (como ocorre naqueles cases), mas pela forma de
E (2n) como fungio de n. Como mencionamos anteriormente, esta distribuigae mede o ‘cariter
vestido’ de cada C(;mponente |9y} , ponderado pelo seu peso no estado global |{GPT (a,~,£)) :
quanto maior for I (2n), mais importantc e menos ‘vestida’ tenderd a ser a componente |iy,,).

Esta distribuicio ¢ muito sensfvel A va.ria.x;&o dos parametros do estado |{GPI (o,7,£)},
como ¢ ilustrado na figura (4 — 12). Em particular, no limite (4.48), em que a componente
[$2,,} mais importante do estado (o pouto de pico de w3,) ¢ um estado vestido ( sin (#2, min) —

0), a distribuicdo E (2n) do estado é quase totalmente suprimida, com uma depressio (ou
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10. ressurgimento na inversio
¥ (1=0)>=|GPI{ a=101l y= =/, £ =0)>
Exato

1.0 -
0.8 4
0.8
0.4
0.2
0.0
-0.2
-0.4 3
0.8 4
- -0.8

Inversdio Atdmica (< ¢, >)

+1.0 -

4

Figura™4-13: Primeiro ‘ressurgimento’ na inversdo para um estado inicial tipo GPI de acordo
com a série exata (4.51) e a aproximacio (4.52) para o caso de mfnimo ‘trapping’
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. 10. ressurgimento na inversao

: n.mq v =0)>={GPI{ a=10, y= x/4, L =) >
0.02 S

0.01

Exato

ot
g2
!

001 - RS

Inverséo Atdmica (< o, >)

Figura™4-14: Primeiro ‘ressurgimento’ na inversao para um estado inicial tipo GPI de acordo
com a série exata (4.51) e a aproximacdo (4.52) para o caso de maximo ‘trapping’. Notar a
depressdo central no envelope de ressurgimento, causada pela existéncia de uma componente
maximamente correlacionada.
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‘kink’) no ponto contral . = #hyax = Pmin onde pico e vale se encontram.  Noste caso, os
ressurgimentos descritos pela série {4.52) refletem este cnvelope, sendo achatados (médximo
‘trapping’ de populagao) e com uma depressado no centro. Estas caracterfsticas sao claramente
ilustradas nas ﬁguras 4-13 e 4-14, demonstrando a eficicia do método de aproximacgido para a
compreensdo do fenémeno de ‘trapping’ nesta classe de estados pré-correlacionados.

A mesma andlise em termos de coordenadas vestidas pode ser utilizada para explicar a
ocorréncia de ‘trapping’ também em casos onde as condiges inicias sdo fatordveis, como por
exemplo os estados com ‘coeréncia atomica’ estudados por Zaheer e Zubairy (v. segio 2.3). De

fato, um simples cdlculo mostra que as coordenadas vestidas wy,, 0, ¢,, para o estado

122 (0, 7,8)) = (cos (1) e)4 + e sin (1)19) 1) ® o) (461)

tém a mesma forma daquelas do
IGPI (a,7,€)) = cos (7) |¢) ® japar) + 5in (v) ¢ |g) @ |ttmpar) (4.62)

(441a — 4.41g) , porém para todos os valores de n (ndo s6 os pares). Desta forma, a expressao
para a evolugio de populagao naquele caso pode ser aproximada de forma. inteiramente andloga &
eq. (4.52), apenas usando a eq. (A.26) no lugar da (A.30) e fazendo as corregdes apropriadas. O
resultado sio ressurgimentos suprimidos com o mesmo perfil daqueles estudados neste capftulo
(compare as figuras 2-4 e 4-11), apenas ocorrendo com o dobro da freqtiéncia.

Assim, a:pesar! destes estados serem fatoraveis com6 um todo, o fdto de suas componentes
[,) em cada subgspag:o gerado por |nt) ndo serem fatordveis implica na ocorréncia de ‘.t,rap-‘
ping'. Naturalmente, como estes estados nao sio da forma despolarizada (4.31), neste caso a
supressio na inversio nao est4 ligada diretamente & maximizagio da correlacio entre dtomo e

campo.
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Conclusoes

Neste trabalho demonstramos a possibilidade de se emaranhar um 4tomo de dois nfveis ¢ o
Campo em uma c_avida.de sem a necessidade de interagdo direta entre estes dois sistemas, e
investigamos alguinas conseqiiéncias de se permitir uma interagao apds a criagio desta ‘pré-
correlagao’.

Em primeiro lugar, exploramos maneiras de produzir ‘cruzamentos de trajetéria’ em subsis-
temas de um siste}na de dtomos e cavidades, usando tanto a transferéncia unitdria de coeréncia
como a projegio ndo-unitiria através de medidas atdmicas. Desta forma, pudemos desenvolver
esquemas experimentais utilizando as técnicas atuais de eletrodindmica quéntica de cavidades,
capazes em principio de gerar uma variedade de estados pré-correlacionados de um dtomo e
uma cavidade.

Para melhor compreender as propriedades destes estados, introeduzimos um conjunto de co-
ordenadas ‘vestidas’ apropriadas para se estudar o MJC do ponto de vista dos seus autoestados

nao-fatoraveis. Com seu auxflio, pudemos

1. encontrar limites superiores (em mddulo) para a evolugao temporal da inversio atdémica

a partir de um estado inicial arbitrdrio

2. identificar uma. classe de estados com dtomos permanentemente despolarizados, nos quais

o campo se emaranha e desemaranha com o dtomo na mesma medida em gue o excita.

Combinando estas caracteristicas, fomos capazes de encontrar estados com limites inferi-
ores maiores do que zero para a evolugao de suas entropias reduzidas, e que portanto jamais
sa0 descorrelacionados pela evolugao Jaynes-Cummings ressonante. Desta forma, ndo podem

ser produzidos a partir de condigoces iniciais fatordveis por interagiio dircta. Apesar disto, en-
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contramos uma (la.ssc destes cstados (os ‘gatos par-fimpar’) que podem ser gerados usando os
métodos cxperimentais propostos.

Investigiumos s caracterfsticas da evolugdo dinmica da inversio atdmica a partir desta
classe de estados iniciais. Mostramos que em geral ocotre ‘trapping’ da populagdo atomica, e
que para uma escolha apropriada dos pardmetros destes estados, este ‘trapping’ pode ser quase
total (a inversdo .quase ndo deixa o valor zero). Devido A ligagdo entre inversédo e entropia
nestes estaclos, isto significa que cles permanecem praticamente maximamente correlacionados
a0 longo de toda a sua evolugio. i

Para compreender melhor a maneira como se dao os colapsos e ressurgimentos nesses e enl
outros estados, desenvolvemos uma generalizagdo do método de fases estaciondrias de Fleis-
chhauer e Schleich também baseada nas ‘coordenadas vestidas’. Através dela, identificamos a
origem do ‘trapping’ no modelo de Jaynes-Cummings como sendo o elevado ‘cardter vestido’
médic das componentes do estado (i.e, dividindo-o em suas componentes em cada subespago
invariante, aquelas de maior peso séo préximas de estados vestidos). Mais especificamente,
mostramos que mesmo os detalhes finos do formato dos ressurgimentos é governado por essa
distribuigio do cardter vestido das componentes. .

Estas caracterfsticas nfio sdo porém uma conseqfiéncia do estado ser ‘pré-correlacionado’,
pois Moslraines gue 1A .(:]%l.'-i.‘i(! de efados ftoriveis -Htjfl'tf t.mpj)il}g por molivos inteiratnoente
andlogos. Assim, concluimos que o emaranhamento das componentes de um estado em cada
subespago invariante pode ter conseqiléncias dindmicas importantes, independentemente do

estado como um todo ser ou nao emaranhado.
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Apéndice A

Expressoes aproximadas para os
ressurgimentos na inversao de

populacao

Neste apéndice, calculamos expressoes aproximadas para 0s ressurgimentos na inversao atémica,
vilidas para algumas classes de estados iniciais puros do sistema atomo-campo. Este desen-
volvimento generaliza o método apresentado por Fleischhauer e Schleich em {33], o qual assume
um estado inicial fatordvel da forma |g) , @ [¥) .. O resultado por eles obtido para o k—ésimo

ressurgimento é:

A2 bY; M2 ¢
(O'Z (t)) =P (ﬂ. = 411_2":2) v 2}";3 CcoOs8 (m - Z) (Al)

onde P(n) ¢ a distribui¢do de fétons para. |1} .

No caso de estados iniciais mais gerais, veremos aqui que a forma dos envelopes dos ressurg-
imentos depende hé.o da distribuigdao de f6tons do estado, mas da distribugao de coordenadas
vestidas

E, = w2sin (8,) - (A.2)

Mostramos no capitulo 4 que a inversao, escrita em termos das coordenadas vestidas, tem
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a forma:

(072 (#)) = ~w_1 + D Eycos (¢, (t)) (A.3)
n=0
onde

Esta expresséio pode ser reoscrita usainlo a formula de soma de Poisson (v. Courant ¢ Hilbert

[81], pag 76 )

[ea)

(o7 () = D wk(t)+70(t) (A.5)
k=—no
onde
we(t) = / ~ dnE (n) cos (6, (0) — Qt) 27kn (A.6a)
J0
T0(t) = E(0)cos(dg(0) — 2At) —w_y (A.6b)

e onde E (n) & qualquer fungdo ‘razodvel’ (continua, diferencidvel, etc) que interpole entre os
valores de E,, nos pontos em que n & inteiro.
Notando que a soma cm & em (A.5) se estende a o0, de modo que a expressao ¢ invariante
por k — —k, & possivel substituir (A.6a) por:
O
we{t) = / dnE (n) cos (¢, (0) — 25k (n, t)) = (A7)
o -
= / dnE (n) cos (¢, (0)) cos (25 (n, 1)) + [ dnsin {¢,, (0))sin (25 (n, )] A.8)
0 - o

= Re /oo dnE; (n)exp (2iSk (n,t)) + Im /-oo dnkEy (n) exp (2iSk (n,t)) {A.9)
Jo Jo

onde definimos

Sp(n,t) = wkn—Ayn+1 (A.10a)
Ey(n) = E(n)cos{d,(0) (A.10b)
Ex(n) = E(w)sin (g, (0) (A.10c)
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Desta forma, a inversao pode se reescrita (de forma exaie) como

{(oz(t))= D wp(t)+wilt)+7o(t) (A.11)
k=—-oo
ondé
wi(t) = Re /oo dnE; {n)exp (24 (n,t)) (A.12a)
Jo
wi(t) = Im /m dn By (n) exp (2iS (n, ) (A.12b)
0

Agora, assumindo que os envelopes By (1) e E; (n) sdo suficientemente suaves se compara-

dos &s fungSes oscilantes cos (25 (n,t)),sin (25; (n, 1)), podemos aplicar o método de fases

5 (n— nk)z}l}-lfiﬂ)

wi(t) = Bi(n=m)Re {exp (2iSk (n = m)) /Dmdnexp [z' %2“;
(n— nkJQH.wb)

estaciondrias, aproximando as cquagdes acima por

2 . e . 6281.;
wi(t) = Fa(n=rng)Im{exp(2iS(n= nk))/o dnexp |1 B2

7S
onde ng ¢ o ponto em que %% =0:

on

A2

m (A.14)

ne+ 1=

obs: estas expresdes nao valem para k = 0, visto que neste caso a fase é sempre estaciondria

(=0).

Substituindo em {A.10a) ,obtemos:

2242
Sk (ﬂ- = nk) = - ('ﬂ'k + m’) (A.I.n.))
%5 k3 - .
Hn=ry




=

Agora, a integral em (A.13a,b) pode ser escrita em termo das integrais de Fresnel [82]

Cz) = \/g‘/:dy(:os(yz)dy
S(x) = \/g'/nxdysin(yg)dy

Para F > 0, por exemplo,

(A.17a)

(A.17b)

/omdncxp (z’F(n = ”k)z) = \/_ [C(r —o00)+C (\/_ﬂ.k) +1 (S(:: - 00) + 8§ (\/Fnk))J

A forma assintética das integrais de Fresnel para @ — oo [82] ¢

T o)
s = 4/ E=0(3)

Clz) ~

Assumindo /| F|ny > 1 e tomando a ordem zero destas expressoes temos entao:

OO0
/ dnexp (iF(n — ?Ek)2) o % (1 +4) (vilido p/ F > 0)
Jo
Similarmente, para F < 0

./ﬂw dnexp ('z'F (n— nk)z) 3 |F| (1-72)

Usando {A.16) e (A.14) ,a condigio /}F|ne. > 1, fica:

Mo 2 (VR + Vo ik + 41r2k.2)
on &« 2 (\/?r |&] — v/2m k| + 41r2k2)

para k = 1, por exemplo, precisamos At > 17.07

(A.18)

{A.19a)

(A.19b)

(A.20)

(A.21)

(A.22a)
(A.22D)

Substituindo as expressoes assintGticas (4.20), (A.21)em (A.13¢, b}, obtemos para k 2 ()

wi(t) ~ B (n=mn) {cos (2Sk| ) Fsin (ZSkInzm)]
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W (D), = Ey(n=ng) \/5“; [cos ( 2sk|,,=n*) 4 sin (2sk|,,=m)] (A.23D)

Assim, usando (A.16)c (A.11}, a inversdo pode ser escrita:

) oo A\ By (n =) [cos (23,:[,1:“&) F sin (QSk |n=,,_k)] +
{oz () = Z (Zﬂ'k% ) [ E (n = ng) [cos (QS’Gln:nk) + sin (2.5';;]“:,,*)]

k=—o0

]+w},+w§+ro
k#0

(A.24)
{onde o sinal superior(inferior) vale para os termos com & > 0(< 0) ). Substituindo finalmente

o valor (A.15) de Sk} :

=T}

252
— /\t E1+E2|n=ﬂ. cos 2ﬂk+ijf :I: y
oz (1) = ( k“) [( J .( ,k) +wh +wh+ 7o
kf;?f 2rki + (El — E2|n=“k) sin (21rk + m)

A (108 (60 () + st (B (O, ) e (555 ) +
- X ( :%) Bz, [ + (cus (o (0)) — sin (¢, (U))'n=n'k) sin ()}:"f:) J !

+wé +wd + 70 (A.25)
Finalmente, como
(cos (x) + sin (z)) cos (y) £ (cos (x) — sin (x)) cos (y) = V2 cos (3; +y— %)

entdo a expressdo aproximada para a inversao é:

st 5 () ioen (0425 )]

N2 — g2z oW+ To

kf # K} T 42k
(A.26)
onde
wh +uwd(ty = /m dnE (n)cos (¢, (0} — 2Atv/n + 1) (A.27a)
Jo
To(t) = -;—E (0) cos (P {0) — 2Xt) — w_, (A.27h)

(onde o sinal superior(inferior) vale para os termos com & > 0 (< 0) )
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Quando o estado inicial ¢ da forma |g) 4, ® |4} , entao
60 (0) = 7, E(n) - P(n+1) (A.28)

(onde P(n) é a distribuicdo de {6tons de |$) ), de modo que recupera-se o resultado (A1) {eq.
(2.8) de [53])

BEsta cxpressao ¢ vilida desde que:

a) As distribuigdes de w? sin (0,,) cos (¢, (0)) ¢ w2 sin (8,,) sin {@,, (0)) variem lentamente con

n se comparadas com cos S (n,1) = cos(mhn — Aty/m + 1).

b) O valor de ¢ obedega s condigoes (A.22a,b) . Isto implica que, para o k—ésimo termo do
somatério acima descrever bem o k—ésimo ressurgimento, E (n) deve assumir seus valores

mais importantes na regido onde

4 (3mk + 4n2k? + 2nky/3 ¥ 4xk)
4(3mk + dn TEVEH AT L4+ 2 AT IR (A.29)

n+l> 122 ok

Assim, a aproximagao deve ser boa para estados iniciais com 10 f6tons ou mais eni média

no campo. (De modo gue o termo em E(0) geralmente pode ser ignorado).

A.1 Variagao para estados apenas com componentes w, de n

par

No caso de estados tipo ‘par-fmpar’, em que a distribuigio das coordenadas vestidas u, sé possui
os termos pares (2,41 = 0), a condicio de suavidade de E (n) como fungao de n ¢ violada.
No entanto, um desenvolvimento semelhante pode ser realizado se reescrevermos a eq. (A.3),
considerando apenas o8 termos de ‘n’ par. Neste caso, se a ‘versao contmua’ das distribuicoes

., 511 {82,,) €08 (o, (0)) © w2, sin (A2,,) sin (g, {0)) como fungdo de n forem suficientomente

suaves, ¢ possfvel novamente aplicar o método de fase estaciondria, chegando no final a

(o2 (1)) ~ i (’“’g) [E(2n)t‘os (¢2n(0)i&i-|; k__)]

ke—oco k2 2n= 2
k#0 n2k

(A.30)
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onde w}, + wd ¢ 7o continnam dados por {A.27a,b) ,apenas fazendo 1 — 2n.

Em particular, sc o cstado inicial for da forma fatoravel |e} , ® () , com
2n [¥)ol’ = P(2n) (A.31)

entao

@2, (0) - 0, E(2n) - P(2n) : (A.32)

— [ At 2242 222 ™
(Gz(t)) o z ( kg)P(zﬂ—m—l)COS(ﬂ:m'{-ﬂk—z)+

k=—oo K2

E#0

+%P (0) cos (2At) + / dnP (2n)cos (2Mv/2n + 1) (A.33)
Jo

Assim como acima, & possivel mostrar que as aproximagoes realizacdas durante a dedugio im-
plicam quc cstas cxpressoes 86 sao confidveis quando E(2n) assume seus maiores valores cin

2n 2 10. {de forma que o termo em E(0) pode ser ignorado).
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