
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
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ORIENTADOR: Dr. Prof. Orlando Luis Goulart Peres
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3.6 Cinemática do DIS para νl +N → l +H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.7 Funções de estrutura nuclear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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A.1 Variáveis cinemáticas para a detecção de um neutrino . . . . . . . . . . . . . . . . 96
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C.2.1 Limites cinemáticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
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anti-múons esperado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

6.5 Nossos resultados para o número de múons mais anti-múons em SK para a região
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Resumo

Neste trabalho obtemos de forma independente a descriçãoo da distribuição angular dos even-

tos de neutrinos atmosféricos vistos pelo detector Super-Kamiokande tanto para as regiões de

sub-GeV como multi-GeV. Para tal, estudamos de forma detalhada a seção de choque neutrino-

nucleon para processos de espalhamento via corrente carregada para todo o intervalo de energia

pelo qual o fluxo de neutrinos atmosféricos se estende. Integramos então o produto do fluxo de

neutrinos atmosféricos pela seção de choque de deteção dos neutrinos e pela probabilidade de

oscilação padrão de neutrinos atmosféricose obtemos a distribuição angular de eventos em Super-

Kamiokande. Através de análise de X 2 obtivemos uma região permitida para os parâmetros de

oscilação padrão de neutrinos atmosféricos, a diferença quadrática de massas, e o ângulo de mis-

tura, sen2(2θ23), compat́ıvel com a existente na literatura. Como um teste para oscilação não

padrão introduzimos o modelo de neutrinos com massa variável(MaVaN’s), no qual a massa dos

neutrinos depende da densidade do meio. Tal efeito é obtido ao incluir um acoplamento do tipo

Yukawa entre os neutrinos e um campo escalar neutro cuja concentração depende da densidade do

meio. Estudamos como a inclusão deste efeito altera a probabilidade de oscilação Pνµ→νµ e, conse-

quentemente, a descrição dos dados de Super-Kamiokande. Obtemos um limite para o parâmetro

αMaV aN responsável pela intensidade deste novo efeito, sendo que soluções cuja intensidade do

efeito de MaVaN é de 40% ou maior, em comparação com a intensidade da oscilação padrção são

exclúıdas com 90% de ńıvel de confiança.
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Abstract

In this work we obtain in a independent way the description of the angular distribution of at-

mospheric neutrino events as seen by the Super-Kamiokande collaboration for the events in the

sub-GeV and multi-GeV range. As a first step in this description, we study the neutrino-nucleon

charged current cross section for the hole energy range of the experiment, and obtain the number

of neutrino events as a function of energy and zenith angle. Including neutrino oscillations in the

picture allows us to describe the data from the Super-Kamiokande experiment. We obtain the

allowed region for the oscillation parameters ∆m2
23 and sin2(2θ23) in reasonable agreement with

the result found in the literature. As a test for a non-standard oscillation mechanism we introduce

the concept of MaVaN (Mass Varying Neutrinos), derived from the coupling of the neutrinos with

a neutral scalar who has its concentration depending of local matter density. The neutrino oscilla-

tion probability so changes from the standard oscillation with consequences for the allowed region

of oscillation parameters. The parameter αmavan describes the relative weight of usual oscillation

terms and the MaVaN terms, being αMaV aN = 1 when the two terms are equal. We have found

that αMaV aN should be smaller then 0,4 at 90 % C.L.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A f́ısica de neutrinos começa em 1930, quando W. Pauli [1] propõe a existência de uma nova

part́ıcula para dar conta da energia que estava faltando no decaimento β. Esta nova part́ıcula

foi por ele chamada de nêutron. Sua idéia era que a massa dessa nova part́ıcula fosse da mesma

ordem da massa do elétron. Posteriormente, esta part́ıcula foi rebatizada por E. Fermi [2] como

neutrino (pequeno nêutron em italiano) ao incluir o neutrino na descrição do decaimento beta.

Não havia, no entanto, qualquer razão para que a massa dos neutrinos fosse diferente de zero.

Sabemos que um dos principais processos que o ocorrem no interiror do Sol é a fusão de quatro

núcleos de hidrogênio em um átomo de hélio acompanhado da emissão de dois pósitrons e dois

neutrinos eletrônicos. Em 1964 Raymond Davis Jr. leva a cabo um experimento capaz de contar

quantos átomos de cloro em C2Cl4 são convertidos em argônio (37Ar) devido a interações desses

neutrinos [3]. Os primeiros resultados deste experimento foram anunciados em 1968, e apenas

aproximadamente um terço dos neutrinos esperados foram detectados. Este número de neutrinos

emitidos pelo Sol em diferentes energias foi calculado por John N. Bachall∗ através de simulação

computacional [4]. A discrepância entre o valor esperado e medido neste caso deu origem ao

chamado Problema do Neutrino Solar.

Em 1969, Bruno Pontecorvo e Vladimir Gribov [5], [6] , inspirados pela oscilação entre káons

neutros, propõem que os neutrinos de sabor, aqueles produzidos juntamente com os léptons car-

regados, não são auto-estados da Hamiltoniana de evolução temporal, mas sim descritos por uma

combinação linear destes auto-estados, que seriam, portanto, os auto-estados de massa. Sendo os

auto-estados de sabor uma combinação linear ou mistura dos auto-estados de massa, a evolução

∗Texto extráıdo de Solving the Mistery of the Missing Neutrinos, de J. N. Bahcall. [4]
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temporal de um auto-estado de sabor pode levar a outra combinação dos auto-estados de massa.

O efeito pode ser descrito como a oscilação de sabores de neutrinos, e esta só é posśıvel graças à

diferença entre os auto-valores de massa dos neutrinos.

De fato, no dia 18 de Junho de 2001 a colaboração (SNO) [7] anuncia a solução do Problema

do Neutrino Solar ao medir não apenas os neutrinos eletrônicos mas todos os neutrinos que inter-

agem no detector vindos do Sol. Somando em sabores o número de neutrinos medidos, tem-se a

concordância entre as predições teóricas e os valores observados. Este fato corrobora a existência

do mecanismo de oscilação de sabores de neutrinos induzida por massa, e implica, portanto, que

não apenas os neutrinos devem ter massa, como também que os auto-valores de massa devem ser

não degenerados.

De fato, este déficit entre o número de neutrinos previsto e esperado existe não apenas em neu-

trinos vindos do Sol. O detector Super-Kamiokande (SK) [8] é capaz de medir com grande precisão

tanto neutrinos vindos do Sol, confirmando o Problema do neutrino solar e sua solução através do

mecanismo de oscilação, mas também neutrinos produzidos nas interações de raios cósmicos com a

atmosfera da Terra, os chamados neutrinos atmosféricos, para os quais também havia discrepância

entre o número de neutrinos esperado e medido. Neste caso, contudo, ao contrário do que acontece

com neutrinos solares, o número de neutrinos eletrônicos medido concorda com o esperado. O

déficit de neutrinos atmosféricos se faz presente majoritariamente quando comparamos o número

de neutrinos muônicos produzidos pelas colisões de raios cósmicos com a atmosfera da Terra com

seu valor esperado. Também nesse caso o mecanismo de oscilação de neutrinos induzido por massa

ajuda a resolver esta tensão entre teoria e dados experimentais. Embora uma pequena fração dos

neutrinos do múon se convertam para eletrônicos, na grande maioria dos casos a oscilação de neu-

trinos atmosféricos se dá entre neutrinos do múon se convertendo em neutrinos do tau, os quais

não são detectados em SK devido à grande energia necessária para gerar a massa de um tau.

No modelo padrão das part́ıculas elementares os neutrinos foram inclúıdos como part́ıculas de

massa zero, mas sabemos hoje dos experimentos de oscialção que os neutrinos devem ter massa.

Desta forma o modelo padrão precisa ser revisto e alguma extensão incluindo nova f́ısica poderia

ser a responsável pela geração da massa dos neutrinos.

Uma proposta de extensão do modelo padrão é o modelo de Neutrinos comMassa Variável(MaVaN),

o qual supõe que a massa dos neutrinos é devida à interação dos neutrinos com algum campo es-

calar neutro [9]. Este modelo surgiu na cosmologia [10], onde um campo escalar neutro surge como
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proposta para explicar a variação dinâmica da densidade de energia escura. Este campo poderia

se acoplar com os neutrinos e como consequência deste acoplamento a massa dos neutrinos se

torna variável. Como consequência na cosmologia, valor das massas dos neutrinos nos instantes

imediatamente subsequentes ao Big-Bang influencia o padrão de grandes estruturas tais como

galáxias e aglomerados de galáxias que vemos hoje, e resultados de investigações a esse respeito

podem ser encontrados em [12], [13], [14].

Neste trabalho nos perguntamos como as alterações na probabilidade de oscilação devidas ao

mecanismo MaVaN alteram a descrição dos dados de SK para a distribuição zenital de eventos

de neutrinos atmosféricos. Para tal, supomos um modelo fenomenológico para a dependência da

massa dos neutrinos com a densidade bariônica da matéria terrestre. Estudos a esse respeito

já foram realizados pela própria colaboração Super-Kamiokande [15] para o casa espećıfico da

interação dos neutrinos com o campo escalar ser diagonal na base de massa dos neutrinos. Em

nosso trabalho estudamos o caso no qual a interação dos neutrinos com o campo escalar é não-

diagonal na base dos neutrinos de massa.

O efeito de incluir o mecanismo MaVaN na descrição dos neutrinos atmosféricos pode alterar

significativamente a probabilidade de oscilação, e, consequentemente o número de neutrinos es-

perado no detector. Podemos analisar os dados de SK com as hipóteses de ausência de oscilação

de sabores, presença de oscilação padrão e presença de oscilação modificada pelo modelo MaVaN

e, obter limites para os parâmetros tanto de oscilação padrão, para o ângulo de mistura e para

a diferença quadrática de massas, (sen22θ23,∆m2
32), como para o parâmetro αMaV aN responsável

pela intensidade da interação entre o neutrino e a matéria não diagonal na base de massa dos

neutrinos.

No caṕıtulo 2 abordamos os neutrinos atmosféricos, suas fontes, sua intensidade, sua de-

pendência com energia e as principais incertezas com relação a intensidade do fluxo de neutrinos,

distribuição energética e perfil zenital. No caṕıtulo 3 descrevemos a seção de choque neutrino-

nucleon, tanto a cinemática quanto a dinâmica dos diferentes processos que ocorrem na vasta

faixa de energia pela qual o fluxo de neutrinos atmosféricos se estende. O mecanismo de oscilação

padrão de neutrinos é tratado no caṕıtulo 4. No caṕıtulo 5 definimos a função resposta do detector

Super-Kamiokande, e mostramos como podemos obter o número total de eventos no detector e sua

dependência energética. Já no caṕıtulo 6 introduzimos a distribuição angular de eventos em SK,

descrevemos os passos intermediários do processo de cálculo e mostramos nossos resultados para
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esta que é o nosso observável de interesse. Introduzimos no caṕıtulo 7 um modelo fenomenológico

para neutrinos com massa variável e estudamos as consequências no mecanismo de oscilação de

neutrinos atmosféricos. Finalmente, no caṕıtulo 8 fazemos a análise dos dados da distribuição

angular de eventos de neutrinos atmosféricos em SK, tanto na ausência de oscilações de neutri-

nos, como na presença do mecanismo de oscilação padrão e do mecanismo MaVaN. Encontramos

uma região permitida para os parâmetros de oscilação padrão e limites para exclusão do modelo

MaVaN em neutrinos atmosféricos.
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Caṕıtulo 2

Neutrinos atmosféricos

Neutrinos atmosféricos são provenientes das colisões de raios cósmicos (RC’s) com um núcleo de

nitrogênio ou oxigênio presentes na atmosfera terrestre, dando ińıcio a uma série de reações e

decaimentos responsáveis pela produção de uma enorme quantidade de part́ıculas. Esta estru-

tura é conhecida como chuveiro atmosférico de part́ıculas. Inicialmente são produzidos hádrons,

part́ıculas que se caracterizam por interagirem via força nuclear forte além da força nuclear fraca

e força eletromagnética, e que na sua maioria são instáveis, tendo ṕıons, (π0, π±), como produto

final de seus decaimentos. Salientamos que na atmosfera são produzidos tanto neutrinos quanto

anti-neutrinos, porém, os detectores de neutrinos atmosféricos que tomamos como referência, tais

como o Super-Kamiokande (SK)[8], não são capazes de distinguir a carga do lépton carregado

produzido, e sendo assim, não há como distinguirmos entre neutrinos e anti-neutrinos. Deixamos

sempre impĺıcito quando nos referimos a neutrinos que também são produzidos anti-neutrinos, e

ambos são levados em conta. Ṕıons carregados apresentam como modo principal de decaimento a

reação π± → µ± + νµ(ν̄µ), (99, 98%) [16]. Por sua vez, múons decaem principalmente através de

µ± → e±+νe(ν̄e)+νµ(ν̄µ), (≈ 100%), e por isso esperari-se-ia que a soma do número de neutrinos

mais antineutrinos muônicos, (νµ + ν̄µ), medidos fosse o dobro da soma do número de neutrinos

mais antineutrinos eletrônicos, (νe + ν̄e), medidos. Definimos R como sendo a razão entre o fluxo

de neutrinos muônicos, φ(νµ + ν̄µ), e o número de neutrinos eletrônicos, φ(νe + ν̄e), medidos [17],

ou seja,

R =
φ(νµ+ν̄µ)

φ(νe+ν̄e)
≈ 2 . (2.1)
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Esta quantidade apresenta dependência com a energia dos neutrinos, uma vez que múons com

energia da ordem de alguns GeV ou superior podem alcançar o solo antes de decair, suprimindo

a produção de neutrinos eletrônicos, e sendo assim, esperamos um aumento em R com o aumento

da energia. Na Fig. (2.1) estão representados o raio cósmico primário incidente na atmosfera, os

ṕıons carregados gerados no estágio final da evolução da cascata hadrônica, e seus decaimentos

em múons e neutrinos.

Figura 2.1: Representação esquemática de uma posśıvel configuração para um chuveiro de RC na

atmosfera mostrando as principais fases de sua evolução e o detector SK[8], retirada da referência

[18].

Káons carregados, K±, apresentam massa igual a mK = 493, 7 MeV, que é aproximadamente

três vezes maior que a massa de ṕıons carregados, mπ = 139, 4 MeV, o que sugere que sua produção

ocorra de forma significativa apenas em chuveiros muito energéticos, os quais são mais raros. Sendo

assim, a contribuição dos neutrinos oriundos do modo principal de decaimento K± → µ±+νµ(ν̄µ),

(63, 43%) só será importante para a região de maior energia do espectro dos neutrinos atmosféricos.
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Figura 2.2: Comparação do fluxo de neutrinos atmosféricos e solares. Todas as linhas cheias

referem-se ao fluxo de neutrinos solares, enquanto que o fluxo de neutrinos atmosféricos está

representado pela linha tracejada [29].

Na Fig. (2.2) mostramos uma comparação do fluxo e do intervalo de energia dos neutrinos

atmosféricos e neutrinos solares. Trataremos nesta tese de eventos de neutrinos atmosféricos com

energia entre 0,1 GeV e 100 GeV, uma vez que estes são os neutrinos que dão origem a léptons

carregados nos intervalos de energia de sub-GeV e multi-GeV em SK.

Como neutrinos interagem apenas por interação fraca, seu caminho médio de interação é da

ordem de 1040 cm para as energias t́ıpicas com as quais estes são produzidos na atmosfera terrestre,

da ordem de GeV. Isso se deve ao fato de que a baixas energias, a seção de choque neutrino-nucleon,

σν−N , é da ordem de 10−38 cm2, [20]. No Caṕıtulo 3 trataremos a seção de choque neutrino-nucleon

detalhadamente. Aqui nos basta saber que no intervalo de energia que estamos interessados ela
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apresenta crescimento linear com a energia do neutrino incidente,

σν−N ≈
(

Eν

GeV

)

cm2; σν−N (Eν = 1, 0 GeV ) ≈ 10−38 cm2. (2.2)

Sendo assim, um detector tal como o SK é senśıvel não apenas aos neutrinos produzidos em regiões

atmosféricas acima deste, mas a todos os neutrinos produzidos na atmosfera terrestre na direção

de SK, conforme ilustrado na Fig. (2.3).

Ainda, a seção de choque da ordem de 10−38 cm2 implica em uma probabilidade da mesma

ordem de grandeza para a ocorrência da reação de detecção dos neutrinos,

νl (ν̄l) + x → x∗ + l (l̄) , (2.3)

onde l refere-se a um lépton carregado e νl ao neutrino associado a este lépton. Esta é a razão

pela qual detectores de neutrinos atmosféricos que funcionam através deste processo, tais como

SK, precisam conter dezenas de quilotoneladas de água. A seção de choque deve ser compensada

pelo número de nucleons no detector.

Como os neutrinos que são produzidos diretamente acima do detector se propagam vertical-

mente para baixo até o atingirem, estes são chamados down-going neutrinos, da mesma forma que

os neutrinos que são produzidos em uma região diametralmente oposta ao detector e atravessam

toda a Terra antes de o atingirem, apresentam trajetória verticalmente para cima quando vistos do

mesmo, e por isso são chamados de up-going neutrinos. Definimos o ângulo zenital do neutrino,

θzν , como o ângulo em relação à direção normal ao detector, e dessa forma cosθzν = 1 corre-

sponde a neutrinos que chegam ao SK com trajetórias verticalmente para baixo, e cosθzν = −1

corresponde a neutrinos com trajetórias verticalmente para cima.

Supomos em nosso trabalho que os neutrinos atmosféricos são todos produzidos a uma altitude

média de 15 km, muito embora saibamos que a região atmosférica onde ocorre a maior parte dos

decaimentos dos ṕıons e múons que produzem estes neutrinos se estenda por uma faixa que vai

desde 10 km até 30 km de altitude [21]. Em função de cosθz, a distância percorrida por um neutrino

produzido na atmosfera terrestre até atingir SK é dada pela Eq. (2.4), cuja solução mostramos na

Fig. (2.4). Destacamos por Atm a distância percorrida apenas na atmosfera, por T a distância

percorrida na Terra e por T +Atm a distância total percorrida. Esta apresenta como casos limites

a distância mı́nima percorrida igual a RT+Atm = RT +15 km e RT = 6371 é o raio da Terra. Para

neutrinos com θzν = 0o, a distância máxima percorrida é da da pelo diâmetro terrestre mais a
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Figura 2.3: Esquemas de neutrinos produzidos na atmosfera atingindo detector de várias direções.

[8], [19] .

distância percorrida na atmosfera antes de adentrar a Terra, 2RT + 15 km. Também destacamos

que a distância máxima percorrida na atmosfera é de aproximadamente 437, 4 km, para o caso

em que o neutrino incide a θzν = 90o. A relação para a distância total percorrida em função do

ângulo zenital escreve-se

d = −RT cos(θzν) +
√

cos2(θzν)R2
T +R2

Atm + 2RtRAtm , (2.4)

e a distância percorrida somente dentro da Terra é dada por

dT = −2RT cos(θZ) . (2.5)
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2.1 O fluxo de neutrinos atmosféricos

O fluxo de neutrinos atmosféricos pode ser obtido através de uma convolução do fluxo de RC’s

primários com uma produção de Y neutrinos por primário . Nesse sentido, podemos escrever o

fluxo de neutrinos do tipo i, φi, através de

φi = φp ⊗ Rp ⊗ Yp→νi +
∑

A

φA ⊗RA ⊗ YA→νi , (2.6)

onde φp (φA) é o fluxo de prótons (nucleos) primários e Rp (RA) representa a barreira imposta pelo

campo geomagnético aos prótons (núcleos atômicos) primários respectivamente. Yp→νi(YA→νi) rep-

resenta o número de neutrinos produzidos em chuveiro iniciado por um próton (núcleo) primário.

Sendo assim, o fluxo de neutrinos atmosféricos depende diretamente do fluxo de RC’s primários.

A seguir, ressaltamos algumas caracteŕısticas interessantes do fluxo de RC’s primários que são

transmitidas ao fluxo de neutrinos atmosféricos.
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2.2 Caracteŕısticas do fluxo de neutrinos e de RC’s primários

Os resultados experimentais mais recentes de [75] para o fluxo de RC’s primários confirmam que

este fluxo é dependente da energia do raio cósmico primário. Segundo [21], para energias inferiores

a 100 GeV, este fluxo pode ser ajustado por

φ(Ek) = K ×
(

Ek + b exp[−c
√

Ek]
)−α

, (2.7)

onde α , K, b, c são parâmetros de ajuste e Ek é a energia do RC primário. Especificamente, α é o

parâmetro que informa a dependência energética da redução no fluxo de RC’s. Dos experimentos

[75] sabemos que a dependência energética da Eq.(2.7) pode ser ajustada aos dados de RC’s

fazendo α ≈ 2 para energias de até 100 GeV. Contudo, o fluxo de neutrinos atmosféricos não

obedece esta relação com a energia. Em analogia à Eq.(2.7), a dependência energética do fluxo

de neutrinos atmosféricos pode ser modelada fazendo α ≈ 3.5. Ou seja, o fluxo de neutrinos cai

mais rapidamente com a energia do que o fluxo de raios cósmicos primários que o originou, sendo

estatisticamente significativo até energias em torno de 10 GeV. O fluxo de neutrinos está centrado

em valores de energia bem menores, da ordem de 1 GeV. Uma razão para isso é que, para energias

elevadas, múons alcançam o solo antes de decair.

Também é importante salientar os efeitos do ciclo de atividade solar sobre o fluxo de raios

cósmicos primários de baixas energias, tipicamente da ordem de 10 GeV, e, conseqüentemente, so-

bre o fluxo de neutrinos a baixas energias. Tanto a emissão luminosa como a emissão das part́ıculas

obedecem a este ciclo de atividade, o qual apresenta um peŕıodo de aproximadamente onze anos.

Part́ıculas carregadas emitidas pelo Sol formam o vento solar, e, ao interagirem com o campo

magnético terrestre, podem ficar presas nos chamados cinturões de Van-Allen. Essa concentração

de part́ıculas carregadas funciona como uma blindagem que impede que raios cósmicos atinjam a

atmosfera e dessa forma não é formado o chuveiro de part́ıculas secundárias. Temos então uma

modulação fluxo de neutrinos atmosféricos devida a atividade solar.

2.3 Simulação do fluxo de neutrinos atmosféricos

O fluxo de neutrinos atmosféricos apresenta forte dependência na energia do neutrino, Eν , e no

ângulo zenital, θzν . Mesmo hoje, modelar exatamente qual é o fluxo de neutrinos atmosféricos

ainda é um problema em aberto, muito embora grandes progressos tenham sido obtidos através

11



de simulações computacionais [21]. Estas recentemente experimentaram avanços significativos

na busca da descrição dos dados experimentais quando passaram a tratar as interações dos RC’s

primários e decaimentos de seus produtos responsáveis pelo produção de neutrinos, ṕıons e múons,

tridimensionalmente. O fluxo de neutrinos obtido através de simulações em três dimensões difere

do fluxo obtido em uma dimensão principalmente para baixas energias e próximo à linha do

horizonte.

Em uma simulação unidimensional, a direção de propagação de múons é considerada a mesma

da direção de propagação dos ṕıons que lhes deram origem. Já em três dimensões este v́ınculo é

removido. Como os ṕıons produzidos na atmosfera são os produtos do decaimento dos hádrons

produzidos nas colisões dos RC’s primários e das part́ıculas secundárias, os fluxos de neutrinos

atmosféricos apresentam forte dependência com a evolução dinâmica da cascata hadrônica.

Para obter o fluxo de neutrinos no detector SK, procedemos a interpolação e posterior inte-

gração das tabelas fornecidas por [45] em relação ao ângulo azimutal dos neutrinos incidentes.

Estes são os mesmos fluxos de neutrinos usados pela colaboração SK.

Nas Figs (2.5-2.6) mostramos os resultados de [45] para o perfil do fluxo zenital tanto para

neutrinos como para antineutrinos eletrônicos e muônicos em SK. Podemos verificar a dependência

do fluxo de neutrinos atmosféricos com relação a θzν . A diferença entre cada uma das figuras está

nos valores inicial e final do intervalo de energia dos neutrinos.

Como caracteŕıstica geral, ao aumentarmos o intervalo de energia dos neutrinos, devido à lei

de potência seguida pelo espectro dos neutrinos atmosféricos, Eq. (2.7), percebemos uma redução

no fluxo integrado. Esta redução pode ser diretamente verificada ao compararmos fluxos para

intervalos de energias diferentes.

Além da dependência com a energia do neutrino, o fluxo de neutrinos atmosféricos apresenta

uma dependência com o ângulo zenital do neutrino, quantificado por cosθzν . Vemos claramente

que ocorre um aumento no fluxo para valores de |cosθzν| próximos a zero. Este aumento, conhecido

como aumento horizontal, o qual descresce com o aumento da energia do neutrino.

A dependência com a energia do fluxo de neutrinos atmosféricos que chegam ao detector

SK pode ser verificada na Fig. (2.7), na qual os fluxos interpolados são integrados tanto na

componente azimutal como na zenital. Além disso, mostramos os resultados multiplicados pelo

quadrado da energia do neutrino, assim como é feito na referência [21]. Isso é devido ao fato de

que o fluxo de neutrinos atmosféricos apresenta uma dependência de lei de potência, Φν ≈ E−2,5
ν ,
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e portanto, graficamos E2
ν × Φν quando queremos mostrar o comportamento dos fluxos de

neutrinos atmosféricos para grandes intervalos de energia. Uma vez que reproduzimos exatamente

esses fluxos, temos certeza de que estamos utilizando os mesmos fluxos usados pela colaboração

Super-Kamiokande [8] de forma correta como entrada de nosso código.

2.4 O detector Super-Kamiokande

Aqui vamos descrever o principal experimento para a detecção dos neutrinos atmosféricos, o de-

tector Super-Kamiokande [8]. Este experimento tem seu funcionamento baseado na radiação

Cherenckov emitida pelo léptons carregados produzidos em seu interior pela interação dos neu-

trinos. A radiação Cherenckov foi descoberta foi descoberta por 1934 por P. Cherenckov [25], e

ocorre quando uma part́ıcula carregada se propaga em um meio material com velocidade maior

do que a velocidade da luz neste meio. A velocidade da luz na água, v, é, aproximadamente

v =
c

ηH2O
=

3× 108m/s

1, 33
≈ 2, 26× 108m/s. (2.8)

Quando uma part́ıcula carregada se propaga na água com velocidade maior do que v, ocorre

a emissão de um cone de radiação similar a onda de choque que ocorre quando um objeto rompe

a barreira da velocidade do som, e dessa forma, é posśıvel se detectar os neutrinos atmosféricos

através do cone de radiação Cherenckov produzido quando estes neutrinos interagem com o de-

tector produzindo létons carregados em seu interior.

O detector SK consiste de um tanque de 50 kt de água localizado no interior de uma caverna

aproximadamente 1000m abaixo da superf́ıcie. O volume definido pelas 22,5 kt mais internas do

detector é chamado de volume fiducial e está envolto por um cilindro contendo 11146 células foto-

multiplicadoras senśıveis aos fótos provenientes dos cones de radiação Cherenckov. Estas células

tem 50 cm de diâmetro e foram desenvolvidas pela Hamamatsu Photonics Corporation especial-

mente para SK [8]. Existem outras 1885 céclulas fotomultiplicadoras com 20 cm de diâmetro

voltadas para a parte externa do tanque, coletando a radiação devida a part́ıculas carregadas

produzidas fora do detector, principalmente múons e elétrons de raios cósmicos. Dessa forma é

posśıvel determinar quais cones de radiação são devidos unicamente a interação de neutrinos.

13



 0

 500

 1000

 1500

 2000

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

In
e
g
ra

c
a
o
 d

e
 φ

ν
(m

-2
s

-1
s
r-1

G
e
V

) 

cθν

Integracao em Eν, φν; 0.1 < Eν < 0.3 (GeV) 

νµ
νe 

Anti-νµ 
Anti-νe

Figura 2.5: Fluxos em SK de (anti)neutrinos muônicos e eletrônicos em função do ângulo zenital
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do neutrino para o intervalo de energia 0, 3 < Eν < 1 GeV retirados da referência [21].
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Caṕıtulo 3

A seção de choque neutrino-nucleon

1 Conforme visto no caṕıtulo 2, o fluxo de neutrinos atmosféricos se estende por três ordens de

grandeza em energia. Estamos interessados no intervalo de 0,1 GeV até 100 GeV. Sabemos que

processos diferentes de interação do neutrino ocorrem a diferentes energias, e todos eles precisam

ser levados em conta.

A baixas energias, para Eν da ordem de algumas centenas de MeV’s, o processo predominante

é o espalhamento quasi-elástico, ao passo que a altas energias, para Eν da ordem de alguns GeV’s

ou mais, o processo dominante é o espalhamento profundamente inelástico (DIS). Além disso, a

energias intermediárias, Eν ≈ 1 GeV ocorre a produção ressonante de ṕıons. Vamos estudar cada

um destes processos separadamente.

3.1 Seção de Choque Quasi-elástica

Iniciamos o estudo da seção de choque neutrino-nucleon analisando duas reações espećıficas do

tipo decaimento beta inverso (inverse beta decay), ou seja, o espalhamento quasi-elástico de um

antineutrino eletrônico com um próton originando um pósitron e um nêutron, e o espalhamento

de um neutrino eletrônico com um nêutron originando um próton e um elétron. descrevemo-os

como

ν̄e(pν) + p(pp) → e+(pe) + n(pn) , νe(pν) + n(pn) → e−(pe) + p(pp), (3.1)

onde pi é o momentum da part́ıcula i, com i = {e, ν̄e, p, n}, referindo-se ao pósitron, anti-neutrino

eletrônico, próton e nêutron respectivamente. Inicialmente dividiremos o cálculo em uma parte

devida à cinemática do processo, e outra devida à dinâmica, onde entram os efeitos de interação
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propriamente ditos. Todos os efeitos dinâmicos, ou seja devidos à natureza da interação, estão con-

tidos na amplitude de probabilidade para o processo em questão, M. Em uma reação envolvendo

dois corpos, sempre podemos definir variáveis cinemáticas que sejam invariantes frente a uma

transformação de Lorentz, as chamadas variáveis de Mandelstam, {s, t, u}. Aqui s é o quadrado

da soma dos quadrimomenta iniciais, t é o quadrado da diferença entre os quadrimomenta iniciais

e finais das part́ıculas mais semelhantes, e u é o quadrado da diferença entre os momenta iniciais

e finais dos outros 2 estados. Estamos interessados em duas reações diferentes, a detecção de um

neutrino e de um antineutrino. Ambos os processos são representados na Fig 3.1.

W±

e−

pn

νe

W±

e+

np

ν̄e

Figura 3.1: Representação em primeira ordem em diagramas de Feynman para a reação de detecção

via corrente carregada, a qual se dá através da troca de um bóson vetorial W±, para um neutrino

(esquerda), e para um antineutrino (direita). Cada uma destas reações necessita de descrição

cinemática própria, então vamos sempre identificá-las.

No apêndice (A) mostramos em detalhe a cinemática da seção de choque quasi-elástica.

3.2 Dinâmica da seção de choque

A amplitude de probabilidade M para a reação do decaimento beta inverso, para um neutrino

incidente, pode ser escrita como,

M(ν) = ūeγ
a(1− γ5)uνe . ūp

(

f1γa + g1γaγ5 + if2σab
qb

2M
+ g2

qa
M

γ5

)

un , (3.2)

e para um anti-neutrino incidente,

M(ν̄) = v̄eγ
a(1− γ5)vνe . ūn

(

f1γa + g1γaγ5 + if2σab
qb

2M
+ g2

qa
M

γ5

)

up , (3.3)
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tal como feito em [27]. Aqui mn, mp são, respectivamente, a massa do nêutron e do próton, e q é

a diferença entre o quadrimomento do neutrino e do lépton carregado produzido.

3.2.1 Fatores de forma nucleares

Uma vez que prótons e nêutrons não são part́ıculas elementares, precisamos descrevê-los através de

seu conteúdo de quarks e glúons. Como ainda hoje não existe uma descrição exata das interações

fortes, uma vez que esta possui caráter não perturbativo, o que podemos fazer é parametrizar

nossa ignorância sobre a estrutura dos hádrons em termos de quarks e glúons através de funções

de estrutura, fi, gi. As funções f1, f2 são os fatores de forma dipolares vetoriais (respeitam a

simetria de paridade), ambas funções do 4-momentum transferido, ou seja, da variável t ≡ q2,

e podem ser então determinados experimentalmente, através de medidas da seção de choque

elétron-próton, dσep(θ,q2)
dΩ

, comparadas com as previsões teóricas para esta seção de choque obtida

assumindo-se os núcleos como pontuais,

dσ

dΩ
=

(

dσ

dΩ

)

pontual

|fi(q)|2 . (3.4)

Explicitamente estas funções podem ser expressas por [36],

{f1, f2} =
{1− (1 + ξ)t/4M2, ξ}

(1− t/4M2)(1− t/MV )2
. (3.5)

onde g1(0) = −1, 27, M2
V = 0, 71GeV 2 M2

A ≈ 1 GeV2 e ξ = κp − κn = 3, 706 é a diferença entre os

momentos magnéticos anômalos do próton e do nêutron em unidades do magneton nuclear. g1 e

g2 são fatores de forma dipolares axiais,

g1 =
g1(0)

(1− t/MA)2
, (3.6)

g2 =
2M2g1
m2

π − t
. (3.7)

Supomos que Im{fi} = Im{gi} = 0.
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3.2.2 Forma da amplitude de probabilidade para ν̄

Podemos escrever a amplitude de probabilidade para o espalhamento elástico em função destes

fatores de forma como sendo

Σs|M(ν̄)|2 = +(s− u)2 × 2

{

4(|g1|2 + |f1|2)− t
|f2|2
M2

}

− (s− u)× 2
{

16g1(f1 + f2) + 4m2
e

[

−|f2|2 − (f1f2 + g1g2)
]}

+ (t−m2
e)× 2

[

4|f1|2(4M2 + t+m2
e) + [4|g1|2(−4M2 + t+m2

e)

+ |f2|2(t2/M2 + 4t+ 4m2
e) + 4m2

e|g2|2/M2 + 8f1f2(2t+m2
e) + 16m2

eg1g2
]

+ −∆2 × 2
[

(4|f1|2 + t|f2|2/M2)(4M2 + t−m2
e) + 4|g1|2(4M2 − t+m2

e)

+ 4m2
e|g2|2(t−m2

e)/M
2 + 8f1f2(2t−m2

e) + 16m2
eg1g2

]

− 2× 32m2
eM∆g1(f1 + f2) .

(3.8)

O cálculo detalhado desta expressão é mostrado no Apêndice A. Esta é a Eq. (5) da Ref [27] mul-

tiplicada por 24. Este fator vem dos estados da estrutura de polarização das part́ıculas envolvidas.

Estamos trabalhando na aproximação em que o nêutron e o próton se comportam como part́ıculas

fundamentais, muito embora não sejam, e usando as funções de estrutura nuclear, (fi, gi), para

descrever a parte dos constitúıntes dos nucleons, e sendo assim, vamos supor auto-estados do

operador helicidade H∗ para o nêutron e para o próton. Fazendo a média sobre os estados iniciais

temos um fator 1
2
associado a cada part́ıcula envolvida.

Quando fazemos o limite em que a massa do nêutron é igual à do próton, ∆ = 0, obtemos a

Eq. (3.22) da Ref. [36]. A amplitude de espalhamento para um neutrino pode ser obtida através

da Eq. (3.8) fazendo pν ↔ pe, mn ↔ mp e (s− u) → −(s− u). Para neutrinos de outros sabores,

νµ, ντ , a amplitude é obtida substituindo me → mµ, e me → mτ , respectivamente.

3.3 Gráficos da seção de choque quasi-elástica

Neste ponto mostramos nossos resultados para a seção de choque obtidos através da substituição

da Eq. (A.31) na Eq. (3.8) e integrando numericamente. Para tal utilizamos métodos de Monte

Carlo, especificamente a sub-rotina de integração VEGAS [37]. Na Fig. (3.3) são mostradas as

seções de choque que obtivemos, tanto para um neutrino como para um anti-neutrino incidente,

∗H = p.S = 1

2
pidiag(σi, σi)
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Figura 3.2: Na linha (tracejada)cheia mostramos nossos resultados para a seção de choque para

um (anti)neutrino eletrônico incidente em função da energia (ν̄e + p → n + e+) νe + n → p + e−.

Os pontos referem-se aos resultados mostrados na Ref[27]. Podemos observar que na região de

baixa energia aqui mostrada, a seção de choque é aproximadamente linear com a energia do

(anti)neutrino incidente.

em função da energia do (anti)neutrino incidente, para o intervalo de energia entre 0 e 200 GeV.

As pequenas flutuações são devidas ao compromisso entre precisão e velocidade de processamento

que adotamos. Além disso, neste gráfico inclúımos correções radiativas [27]

dσ(Eν , Ee) → dσ(Eν , Ee)
[

1 +
α

π

(

6, 00 +
3

2
log

mp

2Ee

+ 1, 2(
me

Ee

)1.5
)]

, (3.9)

onde α é a constante de estrutura fina.
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3.4 Correções nucleares

Até agora falamos de interação neutrino-nucleon, porém na prática os detectores são formados por

átomos mais pesados que hidrogênio, na maioria dos casos água ou ligas à base de ferro (56Fe).

Seria inocência pensar que a seção de choque de um neutrino com um núcleo atômico com N

nêutrons e Z prótons fosse igual à seção de choque neutrino-nucleon corrigida apenas pelo fator de

normalização N
A
, onde A = N+Z é o número de massa, e Z é o número atômico. A implementação

de correções nucleares pode ser um processo tão sofisticado quanto quisermos, mas no fundo sempre

será uma aproximação dependente do modelo nuclear escolhido. No caso de espalhamento quasi-

elástico, o núcleo atômico é descrito como se fosse uma coleção de nucleons quase-livres, de tal

forma que podemos ignorar efeitos de muitos corpos, termos fora da camada de massa, etc [36].

Nesse caso os efeitos nucleares mais importantes são o do nucleon alvo dentro do núcleo atômico, o

movimento de Fermi, o Prinćıpio de exclusão de Pauli, e re-espalhamento e reabsorção

dos hádrons envolvidos. No espalhamento quasi-elástico ocorre a produção de estados finais

tais como νN → µNπ, o que dificulta em muito a interpretação dos experimentos, uma vez que

as massas do múon e do ṕıon têm a mesma ordem de grandeza. Segundo [36], o movimento de

Fermi tem como consequência o alargamento do pico da seção de choque elástica. Para maiores

detalhes veja [31, 32, 42].

Inicialmente então nos preocuparemos em implementar os efeitos devidos ao prinćıpio de Pauli,

uma vez que este é comumente tido na literatura como o efeito nuclear mais importante [36], [41].

Ao se modelar o núcleo atômico por um gás de Fermi relativ́ıstico [38], vemos que espalhamento

elástico é permitido apenas se o momentum de recuo do nucleon estiver fora da esfera de Fermi

formada pelos núcleons do núcleon inicial. Segundo [33] podemos levar em conta esse efeito

escrevendo a seção de choque por nêutron como sendo a seção de choque para o nêutron livre

multiplicada por um fator de correção

1−N−1D , (3.10)

onde N é o número de nêutrons, e D é dado por

D = Z (2x < u− v);

=
1

2
A

{

1− 3x

4
(u2 + v2) +

x3

3
− 3

32x
(u2 − v2) 2

}

(u− v < x < u+ v);

= 0 (x > u+ v); (3.11)
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onde

x =
|q|
2kf

, u =
(

2N

A

)1/3

, v =
(

2Z

A

)1/3

, (3.12)

kf é o momentum de Fermi e |q| =
√

(q2 +m2
l )/4M

2 − q2, ml é a massa do lépton carregado

produzido e M é a massa do nucleon. Para o caso de antineutrinos incidindo sobre prótons, basta

fazer N ↔ Z.

Lembramos que o limiar de produção de múons é obtido através da substituição me → mµ na

Eq. (A.12),

Emin
µ = 113, 03MeV . (3.13)

Acima deste valor de energia para o neutrino incidente devemos levar em conta as diferenças de

massas devidas à massa do elétron e do múon. Como esperado, a única diferença na seção de

choque destes dois léptons é devido a sua massa, e sendo assim, para energias ainda maiores, a

contribuição da energia de repouso do lépton produzido tende a se tornar despreźıvel em com-

paração com sua energia cinética, de tal forma que ambas as curvas de seção de choque para

produção de elétrons e múons coincidem, tal qual mostrado na Fig. (3.3).

3.5 Espalhamento profundamente inelástico

O espalhamento quasi-elástico é o processo dominante para a detecção de neutrinos a baixas

energias. Contudo, se a energia do neutrino for superior ao limiar de produção dos dos hádrons do

estado final, o núcleon alvo pode ser fragmentado, produzindo uma grande quantidade de hádrons

no estado final. A este processo é dado o nome de espalhamento profundamente inelástico, o qual

é descrito para correntes neutras (N.C.) e carregadas (C.C.) respectivamente por

νl(ν̄l)(K1) +N(p1) → νl(ν̄l)(k2) +H(p2) N.C. (3.14)

νl(ν̄l)(K1) +N(p1) → l−(l+)(k2) +H(p2) C.C. (3.15)

onde N é um nucleon, l = {e, µ, τ} e H é o estado hadrônico final.

Mantendo as massas de todos os léptons carregados presentes na interação diferentes de zero,

a seção de choque para o DIS é dada por [41]

dσ

dxdy
=

G2
FM

π
Eν

{

y

(

xy +
m2

l

2EνM

)

F1 +

(

1− y − Mxy

2Eν
− m2

l

4E2
ν

)

F2
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Figura 3.3: Linhas: Nossos resultados para o cálculo da seção de choque elástica dividida pela

energia do neutrino para (anti)neutrino muônico dividida por sua energia levando em conta as

correções devidas ao Prinćıpio de Pauli para o caso do átomo de ferro, 56Fe. Para o caso de

neutrinos muônicos, estes resultados são comparados com os obtidos nas referências [39] e [40],

indicados por lipari e G.G. . Como (anti)neutrinos vão interagir somente com (prótons)nêutrons

do núcleo de ferro, e sendo assim, o fator ( Z
Z+N

) N
Z+N

é necessário para normalizar a seção de

choque para cada nucleon.
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Figura 3.4: Representação em ńıvel de árvore do espalhamento profundamente inelástico. Para

o processo que estamos interessados l representa um (anti)neutrino interagindo com um nucleon

qualquer N dando origem a um (pósitron)elétron representado por l′ mais um uma gama de

part́ıculas hadrônicas representadas por H .

±
(

xy
(

1− y

2

)

− y
m2

l

4MEν

)

F3 +

(

xy
m2

l

2MEν

+
m4

l

4M2E2
ν

)

F4

− m2
l

2MEν
F5

}

(3.16)

Onde x é a variável de Bjorken e y informa qual fração da energia do neutrino incidente é levada

pelo lépton carregado produzido no estado final. Ambas são adimensionais e definidas usualmente

por

y =
Eν − Elep

Eν

; x =
Q2

2M(Eν − Elep)
, (3.17)

então, podemos escrever a energia do estado hadrônico produzido como

Elep = Eν(1− y) ; onde xy =
Q2

2MEν
. (3.18)

A seguir mostramos detalhes da cinemática envolvida.

3.6 Cinemática do DIS para νl +N → l +H

A separação do cálculo da seção de choque do neutrino nos processos elástico, inelástico e troca

de ṕıons não se dá por acaso. Enquanto no espalhamento elástico o estado hadrônico final é
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perfeitamente conhecido, no sentido de que, embora não possamos determinar experimentalmente

sua energia e momento, sabemos que o espalhamento elástico de um (anti) neutrino por um

(proton)nêutron só pode ter como produto um (anti)elétron e um (nêutron) próton. Nesse caso a

massa do estado hadrônico final é perfeitamente conhecida. Por outro lado, quando a energia do

neutrino incidente é suficientemente grande ocorre a fragmentação do alvo, gerando um espectro

cont́ınuo de hádrons no estado final. Esta situação difere muito do caso elástico, pois não há

maneira de se determinar a priori qual a massa deste novo estado hadrônico.

Por outro lado, ao fazer os cálculos percebemos facilmente a grande dependência da seção

de choque com relação ao espaço de fase permitido para a reação. Ocorre que o espaço de fase

depende exclusivamente da cinemática do processo e, por consequência, das massas das part́ıculas

envolvidas. Para um maior detalhamento destes cálculos veja o apêndice C. A seguir mostraremos

como obtivemos os limites no ângulo de emissão do lépton carregado produzido e de sua energia,

a qual passa a ser escrita em função do ângulo de espalhamento, θ∗, e da massa do estado final

W . Uma forma interessante de obtermos estes limites cinemáticos é através da analogia com o

espaço de fase do decaimento em três corpos, tal como feito na referência [46].

Estamos interessados na cinemática da reação

νl +N → l +H (3.19)

onde um neutrino interage com um núcleon dando origem a um lépton carregado e um novo estado

hadrônico, com quadri-momenta respectivamente dados por pν , pl, pN , e pH , e energias Eν , El,

EN , e EH . Podemos então definir produtos entre os quadri-momenta, que são invariantes pela

transformada de Lorentz. Normalmente são usadas as variáveis de Mandelstam [28], as quais são

definidas por

s = (pν+pN )
2 = (pe+pH)

2; t = (pν−pe)
2 = (pN−pH)

2; u = (pν−pN )
2 = (pe−pH)

2 (3.20)

Dada a variável t de Mandelstam para o processo, Eq. (C.3),

t = (pν − pl)
2 = (pN − pH)

2

= (pν − pl)
2 = m2

l − 2Eν(El − plcosθνl) = m2
N +m2

H
− 2mNEHLAB

, (3.21)

e lembrando que em SLAB a energia do estado hadrônico final pode ser escrita como

EH = Eν +mN − El, (3.22)
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podemos obter uma relação para o ângulo de emissão do lépton carregado no sistema do labo-

ratório, cos(θνe) com relação ao ângulo zenital de chegada do neutrino ao detector dada por

cosθνe =
m2

p +m2
H −m2

l + 2(EνEl −mNEH)

2pνpl

=
2[(Eν +mN )El −mNEν)]−m2

N +m2
H −m2

l

2pνpl

=
2[(Eν +mN )El]− s+m2

H −m2
l

2pνpl
(3.23)

Este resultado é importante porque, como discutiremos em detalhe no Cap. 5, nesta tese esta-

mos interessados na distribuição angular dos léptons carregados produzidos em SK pelos neutrinos

atmosféricos. Nesse sentido, os eventos em SK são divididos em intervalos segundo o ângulo zen-

ital dos léptons carregados produzidos. Uma vez sabendo os limites inicial e final para o cosseno

do ângulo zenital dos léptons carregados produzidos, cosθl, podemos através do ângulo de es-

palhamento que acabamos de calcular, cosθνe. Apenas dessa forma é posśıvel determinar limites

sobre qual energia o lépton carregado produzido no detector precisa ter para estar contido no bin

zenital em questão, se ele foi produzido por um neutrino que incide no detector com determinada

energia Eν , e ângulos zenital e azimutal (θν , φν). Para isso agora calculamos o momento do lépton

produzido no detector em função de cosθνe.

Escrevemos então a energia do neutrino no sistema do laboratório, EνLAB
, em função de s como

EνLAB
=

s−m2
N

2mN
, (3.24)

Por outro lado no sistema de centro de momento, a energia do lépton carregado emitido, E∗
l , pode

ser escrita em função de s como

E∗
l =

s+m2
N −W 2

2mN
, (3.25)

Podemos então encontrar da Eq. (3.23) pl como sendo

cosθe =
El(Eν +mN )−

√
sE∗

l

pνpl
; El = (E2

l +m2
l )

1/2

(p2l +m2
l )

1/2 =
cosθlpνpl +

√
sE∗

l

Eν +mN

p2l +m2
l =

cos2θlp
2
νp

2
l + sE2

l + 2
√
sE∗

l pνplcosθl
E2

ν +m2
N + 2mNEν

, (3.26)
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expandindo e agrupando em função de pl temos

m2
l (E

2
ν +m2

N + 2mNEν)− sE∗2
l = p2l (p

2
νcos

2θl − (E2
ν +m2

N + 2mNEν)) + 2
√
sE∗

l pνplcosθlpl

m2
l (...)− sE∗2

l = p2l (p
2
νcos

2θl − (...)) + 2
√
sE∗

l pνplcosθlpl. (3.27)

Resolvendo a equação de segunda ordem, e escrevendo (...) = (Eν +mN)
2,

pl =
−2

√
sE∗

l pνcosθl ±
√

4sE∗2
l p2νcos

2θc − 4(p2νcos
2θl − (...))(−m2

l (...) + sE∗2
l )

2(p2νcos
2θl − (...))

=

√
sE∗

l pνcosθl ∓
√

sE∗2
l p2νcos

2θc − (p2νcos
2θl − (...))(−m2

l (...) + sE∗2
l )

−p2νcos
2θl + (...)

=

√
sE∗

l pνcosθl ∓ (Eν +mp)
√

m2
l p

2
νcos

2θl − sE∗2
l − (Eν +mp)2m

2
l

(Eν +mN )2 − p2νcos
2θl

. (3.28)

Nesse processo o radicando foi simplificado da seguinte forma

... = sE∗2
l p2νcos

2θl − (m2
l (Eν +mN)

2p2νcos
2θl + sE∗2

l p2νcos
2θl)

+ ((Eν +mN )
2)2m2

l − (Eν +mN)
2sE∗2

l

= (Eν +mN)
2(m2

l p
2
νcos

2θl −m2
l (Eν +mN )

2 − sE∗2
l ). (3.29)

onde o termo contido no segundo parênteses fica

(...) = m2
l p

2
νcos

2θl −E2
νm

2
l + 2mNEνm

2
l −m2

Nm
2
l − sE∗2

l

= −m2
l p

2
νsen

2θl +m2
l (p

2
ν −E2

ν + 2mNEν +m2
N )− sE∗2

l

= sp∗2l −m2
l p

2
νsen

2θl , (3.30)

e identificamos s = (p2ν −E2
ν + 2mNEν +m2

N ). Agora precisamos eliminar uma das duas soluções

da Eq. (3.28). Para tal faremos considerações f́ısicas a respeito dos quadri-vetores. Sabemos que

pl deve ser real, e sendo assim o termo
√
... implica em restrições sobre θl

senθl ≤
√
sp∗l

mlpν
. (3.31)

Ou seja, caso se cumpra a condição
√
sp∗l ≥ mlpν , (3.32)

não temos restrição sobre θl. Substituindo agora

p∗l =
mlv

∗
l

√

1− v∗2l
; pν =

mνvν
√

1− v2ν
, (3.33)
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na Eq. (3.32)encontramos simplesmente que para o intervalo angular ser máximo, 0 ≤ θl ≤ π a

seguinte condição deve ser verificada

v∗l ≥ vν . (3.34)

Uma vez estabelecido na Eq. (3.28) que ... > 0 e fazendo θl = 0, vemos que o numerador desta

equação se reduz simplesmente a
√
s(E∗

l pν ± Eνp
∗
l ). Para que o numerador da Eq. (3.28) seja

negativo a condição E∗
l pν < Eνp

∗
l deve ser verificada. Substituindo v∗l =

p∗
l

E∗

l

, e vν = pν
Eν

nesta

inequação, encontramos v∗l ≥ vν . Como partimos dessa hipótese, a solução com sinal negativo

deve ser exclúıda pois, mesmo no caso onde cosθl = 1, 0 o numerador da Eq. (3.28) se torna

negativo caso esta condição sobre as velocidades se cumpra.

Por outro lado, se v∗l < vν , temos uma condição limite para θl

sen2θl ≤
sp∗2l
m2

l p
2
ν

. (3.35)

Reescrevendo esta condição em termos das velocidades obtemos

sen2θl ≤
v∗2l − v∗l vν
v2ν − v∗l vν

≤ 1 , (3.36)

pois agora assumimos v∗l < vν . Esta condição pode ser reescrita como

senθl ≤
√
sp∗l

mlpν
≤ 1 . (3.37)

Como assumimos v∗l < vν , a condição para o numerador da Eq. (3.28) ser maior do que zero pode

ser expressa por

√
sE∗

l

vν
1− v2ν

cosθl ≥ ±mlEν

√

√

√

√

v∗2l
1− v∗2l

− v2ν
1− v2ν

sen2θl (3.38)

Dessa forma, resolvendo a Eq. (3.23) para pl obtemos o momento do lépton carregado produzido

em função da energia do neutrino incidente e do ângulo de espalhamento.

pl =
2[(Eν +mN )El]− s+W 2 −m2

l

2pνcosθνe

=
(Eν +mN)El +

√
sE∗

l

pνcosθνe
(3.39)

Esta informação nos permitirá encontrar a distribuição zenital de eventos em SK.
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3.7 Funções de estrutura nuclear

Devido ao caráter não perturbativo da interação forte, a descrição do alvo nuclear em termos de

seus constituintes fundamentais, quarks e glúons, é um processo ainda não perfeitamente enten-

dido. O que faremos será usar o que de melhor existe na literatura, mas lembramos aqui que

ainda são um tema em aberto. Trata-se de parametrizações das densidades de cada tipo de párton

através de experimentos. Em vez de citar aqui todos eles, por razões práticas, vamos citar apenas

as referências que usamos, [43] e o PDG [16].

Podemos dizer que as funções Fi da Eq. (3.16) são funções das densidades de pártons (quarks e

glúons) contidas no interior do nucleon alvo. Seguindo a referência [41], escrevemos estas funções

em leading order (LO) e com duas gerações apenas (quatro quarks) como

2xF1 = F2

F4 = 0

xF5 = F2

F2(νp) = 2x[d+ s+ ū+ c̄]

F2(ν̄p) = 2x[u+ c+ d̄+ s̄]

F2(νn) = 2x[u+ s+ d̄+ c̄]

F2(ν̄n) = 2x[d+ c+ ū+ s̄]

xF3(νp) = 2x[d+ s− ū− c̄]

xF3(ν̄p) = 2x[u+ c− d̄− s̄]

xF3(νn) = 2x[u+ s− d̄− c̄]

xF3(ν̄n) = 2x[d+ c− ū− s̄]

(3.40)

Onde as densidades de pártons, u, d, c, s foram obtidas usando a parametrização [43]. Na

Figura (3.7) mostramos estas densidades tal qual obtivemos da parametrização, em função da

variável de Bjorken, x, para o caso de −t = Q2 = 10 GeV. Estas densidades também dependem

fortemente de Q2, contudo diferentes grupos de pesquisa obtêm resultados ligeiramente diferentes

para esta evolução. Estas variações podem, sim, afetar, ainda que fracamente, os nossos resultados.
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Figura 3.5: Densidades de pártons que obtivemos utilizando a parametrização [43] multiplicadas

pela variável de Bjorken x a fim de reproduzir os resultados publicados no Particle Data Book

[16]. Os sub-́ındices v, s distinguem a contribuição dos quarks u e d de valência e de mar respec-

tivamente.

Efetuamos nossos cálculos também com a parametrização GRV [16]. Não encontramos mudanças

significativas na seção de choque usando esta parametrização da seção de choque obtida usando

a parametrização CTEQ5 [43]. Na Fig. (3.7) reproduzimos os resultados contidos em [16] para as

densidades partônicas.

Neste ponto vale lembrar a região cinemática que estamos interessados. Como discutido exten-

sivamente em [45], os fluxos de neutrinos atmosféricos decaem exponencialmente com a energia,

se extendendo pelo intervalo de 100 MeV até algumas dezenas de GeV, e nessa região cinemática

as densidades partônicas são bem comportadas.

3.8 Produção de Ṕıons

Como vimos no caṕıtulo anterior, a reação de detecção dos neutrinos atmosféricos pode ter seu

estado final modificado caso o neutrino incidente apresente energia suficientemente alta, gerando

novos estados hadrônicos além do alvo inicial. No cálculo da seção de choque DIS fizemos um

corte na massa invariante do estado final, W 2 ≥ 1, 4 GeV2. Este valor vem da massa de repouso
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da ressonância ∆, M∆ = 1, 232 GeV. Passamos agora a tratar de modo especial a região do

espaço de fase que apresenta W 2 ≤ 1, 4 GeV2. Nessa região a seção de choque de produção

de ṕıons é considerável quando comparada com a seção de choque total. Sendo a massa do ṕıon

mπ = 139, 57 MeV próxima a massa do múon, mµ = 105, 65 MeV, detectores de radiação Cerenkov

tal qual Super-Kamiokande têm dificuldade de distinguir entre ṕıons e múons. Desconsiderar

este fato poderia alterar consideravelmente o número de eventos esperados em SK nesta região

cinemática. A própria colaboração apresenta seus resultados divididos sempre em dois grupos

distintos: Eventos ditos single-ring, quando apenas um cone de radiação Cerenkov é visto no

detector, e eventos multi-ring, quando dois ou mais cones foram identificados. Neste trabalho

estamos interessados em eventos do tipo single-ring.

Um dos processos que precisamos levar em conta é a produção do estado hadrônico in-

termediário no qual estão presentes as ressonâncias bariônicas ∆ (uuu, uud, udd, ddd). A

mais leve dessas ressonâncias apresenta massa de M∆ = 1, 232 GeV e decaimento no canal

∆ → N + π(≈ 100%) enquanto a seguinte ressonância Delta apresenta M∆′ = 1, 600 GeV e

decaimentos nos canais ∆′ → N + π (10− 25%) e ∆′ → N + π + π (25− 90%) [16]. A produção

destas part́ıculas pode se dar tanto via corrente carregada

νl +N → l +∆ → l + π +N ′, (3.41)

como via corrente neutra

νl +N → ν +∆ → ν + π +N ′, (3.42)

Existe ainda a possibilidade do neutrino incidente produzir múltiplos ṕıons via corrente neutra,

ν +N → ν +N ′ +mπ; m ≥ 1, (3.43)

e via corrente carregada

ν +N → l +N ′ +mπ; m ≥ 1. (3.44)

Agora que já especificamos as principais reações que produzem ṕıons, chamamos a atenção para

o fato de que um cálculo microscópico de todas as seções de choque deve levar em conta algumas

suposições sobre o modelo hadrônico em questão. Não iremos neste trabalho nos aprofundar nesse

tópico e discutir as vantagens e incertezas de cada um deles. Sendo assim seguiremos simplesmente

o procedimento usado na literatura, que é basicamente usar o modelo que ajusta os dados vindos

dos detectores de câmaras de bolhas[65]. Da análise destes dados é que resulta o limiar W 2 = 1, 4
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GeV2 para a produção de múltiplos ṕıons enquanto abaixo desse valor predomina a produção da

ressonância ∆(1232), uma vez que segundo [64] a massa invariante do estado hadrônico final para

a produção de múltiplos ṕıons se distribui principalmente acima deste valor.

Além disso a produção de múltiplos ṕıons na região W 2 ≥ 1, 4 GeV2 implica em correções no

DIS, uma vez que estes ṕıons poderiam ser contados como múons no detector SK. A forma de se

fazer essa correção segue os mesmos critérios que a correção da seçãode choque de produção da

ressonância ∆ para W 2 ≤ 1, 4GeV 2, que é basicamente aplicar os cortes que ajustam os dados

das câmaras de bolhas.

O cálculo preciso da seção de choque para a produção de ṕıons em cada um destes canais

é devido a Fogli e Nardulli [66]. Uma vez determinada a distribuição da massa invariante W 2

para o estado final π+N , a distribuição em Q2 pode ser fenomenologicamente obtida, supondo o

escalonamento de Bjorken [28] e usando as funções de estrutura F2 e F3. Sendo assim, podemos

escrever a seção de choque para produção de ṕıons em termos das mesmas variáveis usadas para

a definição da seção de choque DIS,

d2σν(ν̄)+N→l(l̄)+π+N ′

dxdy
=

G2MEν

π
×
{

(1− y +
y2

2
)F2(x)± y(1− y

2
)xF3(x)

}

. (3.45)

Aqui a variável de Bjorken x é escrita como

x =
Q2

2M(Eν − El) +M2
, (3.46)

e os fatores de forma nucleares F2 e F3 são determinados fenomenologicamente, através dos dados

de Gargamelle [44].

3.9 Resultados para a seção de choque

Uma vez calculadas as seções de choque para espalhamento elástico, DIS e produção de ṕıons,

mostramos agora nossos resultados para a integração da seção de choque total para neutrinos

e antineutrinos, eletrônicos e muônicos. Na Fig.(3.6) mostramos a seção de choque total para

neutrinos eletrônicos, juntamente com a contribuição de cada um dos processos acima citados.

Já na Fig. (3.7) mostramos nossos resultados para a seção de choque total para antineutrinos

eletrônicos. Comparando estes dois gráficos acima citados podemos ver claramente a redução de

aproximadamente 1/3 na seção de choque para anti-neutrinos eletrônicos em comparação com a

seção de choque para neutrinos eletrônicos.
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Mostramos na Fig. (3.8) nossos resultados para a seção de choque para neutrinos muônicos

juntamente com a as contribuições de cada processo, e na Fig. (3.9) mostramos a seção de choque

para anti-neutrinos muônicos. De forma geral, podemos dizer que nossos resultados estão de

acordo com o que encontramos na literatura para a seção de choque de neutrinos. Nosso objetivo

até aqui foi reproduzir estas seções de choque da forma mais precisa posśıvel, levando em conta as

correções mais importantes existentes na literatura. Longe de querer esgotar o assunto, simples-

mente buscamos obter um ńıvel de precisão suficientemente alto para podermos investigar efeitos

secundários ao mecanismo de oscilação padrão em neutrinos atmosféricos. Existem, é claro, fontes

de incertezas impĺıcitas em nossos resultados, as quais discutiremos brevemente a seguir.

Dentre as principais fontes de incertezas em nossos resultados está o desconhecimento sobre a

estrutura nuclear dos alvos, parametrizada através dos fatores de forma F1, F2, G1 e G2 envolvidos

cada processo, bem como os termos de massa axial (MA) e vetorial (MV ). Para o espalhamento

elástico, uma fonte de incerteza está nas correções devidas à interação do lépton carregado pro-

duzido com o meio nuclear. Outra fonte é o desconhecimento do valor para a massa axial, MA. O

valor obtido por experimentos atuais, tal como os resultados preliminares da colaboração Minerva

[30], difere significativamente dos resultados anteriores [67].

No caso DIS, usamos a função CTEQ5 [43] como padrão para as densidades de quarks no

interior do nucleon, e dessa forma as incertezas e hipóteses presentes nesse modelo também estão

presentes em nossos cálculos. Nesse ponto cabe a nós quantificarmos essas incertezas. Na Tabela

3.1, tal como feito em [67], relacionamos as diferentes seções de choque presentes na detecção de

neutrinos atmosféricos com as incertezas associadas a cada uma delas, bem como o intervalo de

energia no qual o processo em questão é relevante.
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Figura 3.6: Seção de choque total para neutrinos eletrônicos dividida pela energia do neutrino

incidente, juntamente com as contribuições individuais dos processos espalhamento elástico, DIS

e produção de ṕıons.
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Figura 3.7: Seção de choque total para antineutrinos eletrônicos dividida pela energia do neutrino

incidente, juntamente com ascontribuições individuais dos processos espalhamento elástico, DIS e

produção de ṕıons.
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Figura 3.8: Seção de choque total para neutrinos muônicos dividida pela energia do neutrino

incidente, juntamente com as contribuições individuais dos processos espalhamento elástico, DIS

e produção de ṕıons.
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Figura 3.9: Seção de choque total para antineutrinos muônicos dividida pela energia do neutrino

incidente, juntamente com as contribuições individuais dos processos espalhamento elástico, DIS

e produção de ṕıons.

37



Tabela 3.1: As várias seções de choque dos neutrinos atmosféricos e suas incertezas.

Eν σ Alvo Incerteza (%) Origem da incerteza Ref.

< 100 MeV Elástica Próton 3 Φν [68]

< 100 MeV Elástica Pr[oton 1,4 Φν [69]

≈ 10 MeV Elástica Dêuteron 1 Modelo Nuclear [70]

≈ 100 MeV Elástica Dêuteron 10 Modelo Nuclear [70]

≈ 100 MeV Elástica Dêuteron 20 - 30 Não Concordância Experimental [71]

≈ 100 MeV Elástica 12C 10 - 20 Não Concordância Experimental [72]

≈ 1 GeV Elástica 12C 20 - 30 MA e efeitos nucleares [73]

≈ 1 GeV 1π Nêutron 25 - 40 MA e efeitos nucleares [74]

≈ 100 GeV DIS Nêutron 2 Modelo Hadrônico [16]
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Caṕıtulo 4

Oscilação de sabores induzida por

diferença de massa

4.1 Oscilação no vácuo

Iniciaremos nossa discussão sobre oscilação de sabores pelo caso mais simples: neutrino se

propagando em um meio material com densidade tão baixa que podemos descrever sua propagação

sem levar em conta nenhum tipo de efeito de interação do neutrino com a matéria, ou seja, tudo

acontece como se o neutrino estivesse no vácuo. Esta simplificação é aplicada com sucesso para

neutrinos se propagando pela atmosfera terrestre e para neutrinos que deixam o Sol e viajam até

a Terra, por exemplo.

Sabemos da Mecânica Quântica que dada a base de auto-estados de massa {|νi >: ν1, ν2, ν3 }
que diagonaliza a Hamiltoniana de massas para os neutrinos,

H|νi >= E|νi > , (4.1)

nesta base a evolução dos auto-estados de um operador que não comuta com a hamiltoniana de

massas, tal como os auto-estados da hamiltoniana da interação fraca, ou seja, os auto-estados de

sabor, {|να >: νe,νµ,ντ} associados aos léptons carregados e, µ e τ , respectivamente, devem ser

descritos como uma combinação linear (mistura) dos auto-estados de massa, tal que,

|να >=
3
∑

i=1

Uαi|νi > . (4.2)
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Sendo assim, a propagação de um auto estado de sabor pode ser entendida como a propagação

de uma combinação linear de auto-estados de massas. Supondo agora que os neutrinos tenham

massa e que o espectro de auto-estados de massa seja não degenerado, auto-estados de massa

diferentes se propagarão com momnetos de fase diferentes, o que causa a interferência entre as

funções de onda associadas aos diferentes auto-estados de massa que formam o auto estado de

sabor. Esta interferência é capaz de alterar a combinação dos auto-estados de massa, fazendo

com que a probabilidade de medirmos um auto estado de sabor β ortonormal ao estado α na

base de sabor seja não nula. A este efeito dá-se o nome de oscilação de sabores de neutrinos, e o

modelo que o descreve foi proposto para o setor de neutrinos por Bruno Pontecorvo em 1957 [5],

em analogia com o fenômeno no setor de káons [50] neutros.

Na Eq .(4.2), U é a matriz de mistura para o setor de neutrinos introduzida por Maki, Nakagawa

e Sakata em 1962 [49] para três gerações. A parametrização mais comum é a adotada pelo Particle

Data Group [16], obtida através de rotações consecutivas, U = U23U13U12, ou explicitamente,

U =













1 0 0

0 c23 s23

0 −s23 c23

























c13 0 s13e
−iφ

0 1 0

s13e
−iφ 0 c13

























c12 s12 0

−s12 c12 0

0 0 1













. (4.3)

Aqui θij é o ângulo de mistura entre os auto-estados de massa i e j. Da mesma forma temos

que cij = cosθij e sij = senθij . totalizando três ângulos de mistura e uma fase fase φ é responsável

pela violação CP para o setor leptônico, e para facilitar os cálculos será considerada como sendo

zero. A primeira matriz refere-se à oscilação νµ ↔ ντ , a segunda à oscilação νl ↔ ντ e o terceiro

à νl ↔ νµ.

Para se obter a evolução temporal de να, no vácuo, aplicamos a equação de Schrödinger ao

auto estado νi

H|νi, t0 >= i
d

dt
|νi, t0 > . (4.4)

Estamos descrevendo auto-estados no vácuo, e sendo assim o Hamiltoniano não contém nenhum

termo associado à energia potencial, apenas termos referentes à energia cinética. A solução da

Eq .(4.4) é,
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|νi, t0; ti >= e−i(Eit−p.L)|νi, t0 >, (4.5)

onde

e−iHt eip.L, (4.6)

são os operadores de evolução temporal e translação espacial, respectivamente.

Como os neutrinos são part́ıculas relativ́ısticas, pode-se assumir sem maiores prejúızos que, em

unidades naturais, onde h = c = 1, podemos escrever L ≈ t. Dessa forma podemos escrever,

|νi, L >= e−i(Ei−p.L)|νi > . (4.7)

Mas para part́ıculas relativ́ısticas temos que

E =
√

p2i +m2
i = p2i





√

√

√

√1 +
m2

i

p2i



 ≈ pi +
m2

i

2pi
. (4.8)

Sendo E ≈ p a energia média dos auto-estados de massa que compõem o auto estado de sabor.

Sendo assim, podemos escrever,

|νi, L > ≈ e
−i

(

m2
i

2pi

)

L

|νi > ≈ e
−i

(

m2
i

2E

)

L

|νi > . (4.9)

Dessa forma,

|να, L >=
3
∑

i=1

U∗
αi|νi, L > ≈

n
∑

i=1

U∗
αi e

−i

(

m2
i

2E

)

L

|νi > . (4.10)

Substituindo a Eq. (4.2) na Eq. (4.9),

|να, L > ≈
∑

β

3
∑

i=1

U∗
αi e

−i

(

m2
i

2E

)

L

Uβi|νβ > (4.11)

Usaremos a definição de [28] da matriz S como sendo a matriz das amplitudes de probabilidade

de transição de um estado de sabor α(L) para outro estado de sabor β,
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Sαβ =< β|α(L) > . (4.12)

Dessa forma, a probabilidade de um dado neutrino de sabor inicial α apresentar sabor β após

ter se propagado por uma distância L é dada por,

Pνβ→να ≡ Pβ→α = |Sβα|2 = |< να|νβ, L >|2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

n
∑

i=1

U∗
αjUβi e

i

(

m2
i

2E

)

L

δij

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

. (4.13)

Ou seja, se CP é conservada, U é Hermitiana, o que implica que os elementos de U devem ser

reais, e dessa forma,

Pβ→α =
n
∑

j=k=1

U2
βkU

2
αk

+
n
∑

j 6=k

UβkUαkUβjUαj

− 2
n
∑

j 6=k

UβkUαkUβjUαjsen
2

(

∆m2
jk

4E
L

)

. (4.14)

Quando é feita a conversão da massa para eV h̄ = h
2π

= 6,64.10−34

2π
J.s = 6, 6.10−16eV.s. Logo,

h̄c = 1, 978.10−7eV.m , onde ∆m2
jk = m2

k −m2
j é dado em eV2, L em km e E em GeV, podemos

escrever,

(

∆m2
jk(kg)

4E(J)
L(m)

)

≈ 1, 27
∆m2

jk(eV
2)L(km)

E(GeV)
, (4.15)

e sendo assim,

Pβ→α =
n
∑

j=k=1

U2
βkU

2
αk +

n
∑

j 6=k

UβjUαkUβkUαj

− 2
n
∑

j 6=k

UβjUαkUβkUαjsen
2

(

1, 27
∆m2

jk(eV
2)L(km)

E(GeV)

)

. (4.16)

Ou seja, a probabilidade de oscilação de sabor νβ → να apresenta um comportamento os-

cilatório. Vamos definir o chamado comprimento de oscilação como sendo a distância para que o
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argumento da oscilação seja igual a 2π,

Losc
jk =

2π

ω
=

4πE

∆m2
jk

(km) (4.17)

Isto reflete o fato de que a oscilação é induzida pela diferença dos quadrados das massas, uma

vez que se esta última fosse zero, não haveria oscilação.

Usualmente caracteriza-se cada experimento pela distância da fonte ao detector, L, e pelo

espectro de energia do neutrino, Eν .

4.1.1 Oscilação de sabores em duas gerações de neutrinos

Como vimos no caṕıtulo 2, para o caso dos neutrinos atmosféricos, os dados obtidos pelos de-

tectores indicam uma redução de até 50% no fluxo de neutrinos muônicos quando comparados

com a teoria padrão, enquanto que o fluxo de neutrinos eletrônicos permanece aproximadamente

constante. Sendo assim, em primeira aproximação a oscilação se dá entre νµ → ντ . Pode-se

então descrever o fenômeno de oscilação para neutrinos atmosféricos utilizando oscilação em dois

sabores, a qual é um caso particular mais simples do modelo.

Os auto-estados de sabor νµ e ντ são descritos como combinação linear dos auto-estados de

massa ν1, ν2. Podemos escrever a Eq. (4.2) como







νµ

ντ





 =







cosθ senθ

−senθ cosθ













ν2

ν3





 , (4.18)

onde θ é o ângulo de mistura e a matriz de mistura com dois sabores, U2×2, pode ser escrita como,

U =







cosθ senθ

−senθ cosθ





 . (4.19)

Aplicando-se a equação de Schrödinger para se obter a evolução temporal do estado

i
d

dt







νµ

ντ





 = UHU †







νµ

ντ





 , (4.20)
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onde na base de auto-estados de massa, o Hamiltomiano é diagonal, e pode ser escrito em termos

dos seus auto-valores de energia, Ei. Como desejamos aplicar este formalismo de oscilação em dois

sabores ao problema do neutrino atmosférico, trataremos da evolução temporal dos auto-estados

de massa 2 e 3,

H =







E2 0

0 E3





 . (4.21)

Desenvolvendo a Eq .(4.20), obtemos

i
d

dt







νµ

ντ





 =







cosθ senθ

−senθ cosθ













E2 0

0 E3













cosθ −senθ

senθ cosθ













νµ

ντ







=







E2cos
2θ + E3sen

2θ 1
2
(E3 − E2)sen(2θ)

1
2
(E3 − E2)sen(2θ) E3cos

2θ + E2sen
2θ













νµ

ντ





 . (4.22)

Ou seja, comparando as Eq. (4.20 , 4.22)

UHU † =







E2cos
2θ + E3sen

2θ 1
2
(E3 −E2)sen(2θ)

1
2
(E3 −E2)sen(2θ) E3cos

2θ + E2sen
2θ





 . (4.23)

Em um problema de duas espécies de neutrinos é útil fazer uso das matrizes de Pauli, σ1 e σ3,

definidas em [28]. Em termos destas matrizes, o Hamiltoniano pode ser escrito como:

H̄ = UHU † =
(E2 + E3)I

2
+

E2 − E3

2
(σ1sen2θ − σ3cos2θ) (4.24)

Novamente usando L ≈ t, a evolução temporal de um auto estado de sabor é dada, em termos

dos dois sabores que compõem a base, (νµ ντ ), como,

|νµ;L >= e−iH̄L|νµ;L = 0 >= e
(E2−E3)

2
(σ1sen2θ−σ3cos2θ)L|νµ, ;L = 0 > (4.25)

e,

|ντ ;L >= e−iH̄t|ντ ;L = 0 >= e
(E2−E3)

2
(σ1sen2θ−σ3cos2θ)L|ντ ;L = 0 > (4.26)
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Ou seja, a probabilidade de oscilação pode ser escrita como:

Pτ→µ(L,E) = Pµ→τ (L,E) = |< ντ |νµ(L) >|2 =
∣

∣

∣

∣

−isen2θsen
(

∆E

2
L
)

< ντ |νµ >
∣

∣

∣

∣

2

= sen22θsen2
(

∆E

2
L
)

(4.27)

Sendo o neutrino uma part́ıcula relativ́ıstica, podemos agora através da Eq. (4.8), e supondo

que p2 ≈ p3 ≈ E, escrever a Eq .(4.27) como,

Pµ→τ (L,E) = sen22θsen2

(

∆m2
32

4E
L

)

. (4.28)

Figura 4.1: Comparação entre a Eq. (4.28), linha cheia, e os dados de SK, pontos, para o fluxo de

neutrinos muônicos retirada da referência [76].

Lembramos que a Eq .(4.28) foi obtida quando usamos apenas dois sabores e descreve os

efeitos do mecanismo dominante na oscilação de neutrinos atmosféricos, a propagação de νµ e ντ

sem efeitos de matéria. Sendo assim, os efeitos descritos por ela são devido apenas à diferença

quadrática de massas entre os auto-estados, a energia e a distância percorrida. A Fig. (4.1) mostra

o comportamento da Eq .(4.28) em comparação com os dados de neutrinos atmosféricos.
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O primeiro mı́nimo da oscilação de neutrinos atmosféricos se dá quando estes percorrem a

distância L ≈ 400 km, o que implica em neutrinos chegando a SK vindos horizontalmente, e

como consequência, pequenas variações angulares resultam em grande variação da distância per-

corrida pelos neutrinos. Como consequência da limitação em resolução angular e de energia vinda

da cinemática da reação de detecção, o primeiro mı́nimo da oscilação não pode ser verificado.

Podemos apenas observar os efeitos da oscilação atingindo o valor médio, < sen2
(

∆m2
32

4E
L
)

>= 1
2
.
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Caṕıtulo 5

Resposta do detector Super-Kamiokande

Como desejamos analisar os dados do detector Super-Kamiokande, precisamos ter claro o tipo de

evento que o experimento mede e em quais intervalos estes eventos são divididos.

Como sabemos, na reação de detecção dos neutrinos em SK, conhecida como decaimento beta

inverso, um (anti)neutrino interage com a água no interior do detector produzindo um ou mais

léptons carregados. Estes léptons são emitidos com velocidade maior do que a velocidade da luz

na água, e por conta disso, um cone de radiação Cerenkov é emitido. Dessa forma é posśıvel contar

o número de léptons produzidos no detector, e a partir dáı, determinar o número de neutrinos que

interagiram. A colaboração SK classifica estes eventos segundo alguns critérios.

Segundo a fração de energia depositada no volume fiducial do detector, os eventos são divididos

entre totalmente contidos, nos quais todo o cone de Cerenkov está contido no volume fiducial do

detector e parcialmente contidos, nos quais o vértice do cone de radiação está contido no interior

do volume fiducial, mas não todo o cone. Dessa forma parte da energia escapa ao detector. Ainda

temos os eventos classificados como Up Going Muons nos quais múons que são produzidos nas

interações de neutrinos com a rocha que circunda o detector se propagam até o interior do mesmo.

Outro critério para classificação dos eventos é segundo o número de cones de radiação identi-

ficados no detector. Conforme a seção 3.8, sendo a massa do ṕıon mπ = 139, 57 MeV próxima à

massa do múon, mµ = 105, 65 MeV, detectores de radiação Cerenkov tal qual Super-Kamiokande

têm dificuldade de distinguir entre ṕıons e múons. Desconsiderar este fato poderia alterar con-

sideravelmente o número de eventos esperados em SK, tanto que a própria colaboração apresenta

seus resultados divididos sempre em dois grupos distintos. Nos eventos ditos single-ring apenas

um cone de radiação Cerenkov é visto no detector, enquanto nos eventos multi-ring dois ou mais

47



cones são identificados. Em nossas análises estaremos interessados apenas em eventos do tipo

single-ring.

Além da divisão do eventos segundo o número de cones de radiação produzidos no detector, a

colaboração SK também divide os eventos com relação à energia que o lépton carregado produzido

deposita no detector. Os eventos são divididos nos intervalos de Sub-GeV e Multi-GeV, e Upward-

Going muon.

Para eventos do tipo Sub-GeV a energia do lépton carregado, elétron(múon), produzido na

reação de deteção deve estar contida no intervalo

0, 1(0, 2)GeV ≤ El ≤ 1, 2GeV . (5.1)

Já para eventos classificados como Multi-GeV a energia do lépton carregado produzido deve estar

no intervalo

1, 2GeV < El ≤ 10, 0GeV . (5.2)

Para o intervalo de

10, 0GeV < El ≤ 100, 0GeV (5.3)

o que ocorre é a produção dos Upward-Going muons.

Pois bem, a resposta do detector, RSK , nos diz qual é o valor mais provável e a forma da

distribuição em energia dos neutrino atmosféricos que geram os eventos nesses três intervalos de

energia.

Nosso procedimento para reproduzir os resultados da literatura para esta RSK foi calcular

numericamente a integração da seção de choque total do neutrino-nucleon, σνTOT
, multiplicada

pelo fluxo de neutrinos atmosféricos, ΦνAtm
. Esta integração deve ser feita com relação aos ângulos

zenital, θν , e azimutal do neutrino incidente, φνA, e a energia do lépton carregado produzido, além

da variável x de Bjorken.

RSK =
∫ 1

0
dx
∫ 1

−1
dcos(θν)

∫ 2π

0
dφνA

∫ ElMAX

ElMIN

dEl
dσνT (Eν , El, x)

dEνdEldx
⊗ ΦνATM

(Eν , θνZ , φνA) (5.4)

Como usamos a seção de choque diferencial total, a qual obtivemos através da soma das seções

de choque quasi-elástica, profundamente inelástica e de produção de ṕıons, precisamos descrever

as moléculas de H2O presentes no detector em função dos nucleons presentes. Devemos distinguir

entre prótons e nêutrons, uma vez que reações diferentes ocorrem em cada caso. Para espalhamento
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elástico temos

νl + n → n + l−

ν̄l + p → n + l+ (5.5)

Para espalhamento inelástico ambos neutrinos e anti-neutrinos interagem com prótons e nêutrons

ν(ν̄) +Ni → l−(l+) +X , i = N,P (5.6)

onde X refere-se ao estado final hadrônico produzido. Para a produção de ṕıons as reações levadas

em conta são as que constam no caṕıtulo dedicado à seção de choque para a produção de ṕıons.

A fim de reproduzir os valores correntes na literatura padrão [45] escrevemos a resposta de SK

como

RSK =
dN

dlnEν

= Eν
dN

dEν

. (5.7)

Lembramos que os fluxos de neutrinos atmosféricos são fornecidos em unidades de

[m−2s−1sr−1GeV −2] , e que a seção de choque total neutrino-nucleon tal qual calculamos anteri-

ormente está em unidades de [10−38cm2].

Forneceremos nossos resultados em unidades de quilotoneladas-ano. Nas 22, 5 kt contidas no

volume fiducial de SK estão presentes ≈ 1, 83 × 109 mols de água ou ≈ 1, 1 × 1033 moléculas de

água. Isso implica em ≈ 1, 9673 × 1034 nucleons em SK. Adotamos (1ano=3,1536 107 s). Nesse

caso, levando em conta as reações acima, Eqs. (5.4-5.7), a resposta do detector pode ser escrita

como

RSK(kt; y)
−1 =

0, 01963

GeV 2

∫ 1

0
dx
∫ 1

−1
dcos(θνA)

∫ 2π

0
dφνZ

∫ ElMAX

ElMIN

dEl {Φνl(Eν , θνZ , φνA)

⊗ {8σνEL
(Eν , El, x;NO) + 18(σνπ(Eν , El, x;N) + σνDIS

(Eν , El, x;N))}

+ {Φν̄l(Eν , θνZ , φνA)⊗ {8σν̄EL
(Eν , El, x;PO) + 2σν̄EL

(Eν , El, x;PH)

+ 18(σν̄π(Eν , El, x;N) + σν̄DIS
(Eν , El, x;N))}} . (5.8)

Aqui P (N) indica um próton(nêutron) como alvo, enquanto que se os sub́ındices H(O), quando

presentes, indicam o núcleo atômico ao qual o núcleon pertence.

Nossos resultados para a resposta de SK para neutrinos eletrônicos e muônicos são comparados

com os da literatura padrão na Fig. (5.1). Analisando este resultado vemos que a função resposta

é diferente para eventos de sub-GeV e multi-GeV, o que implica que estamos testando diferentes
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intervalos de energia. Dessa forma, ao separar os eventos do detector SK em dois intervalos

distintos de energia, e sabendo como se dá a distribuição em energia dos neutrinos atmosféricos no

detector, podemos investigar como os efeitos de oscilação de neutrinos se manifestam em diferentes

energias.

5.1 Número de eventos

Passamos agora ao cálculo do número de eventos em Super-Kamiokande. Para o cáculo do

número total de eventos simplesmente integramos a Eq. (5.8) com relação à energia do neutrino

eletrônico (muônico) incidente no intervalo de 0, 1(0, 2) < Eν < 100 GeV, para um peŕıodo de

25, 5 quilotoneladas-ano. Na Tabela (5.1) mostramos nossos resultados juntamente com os obtidos

nas referências ([39],[8]) para a região de sub-GeV, ou seja 0, 1(0, 2) < Ee(µ) < 1, 33 GeV para

eventos do tipo eletrônico (muônico). Comparando os resultados da colaboração SK(Simulação

via Monte Carlo) para o número de neutrinos esperados com os que obtivemos independentemente

nesta tese de doutorado, percebemos a concordância entre estes valores. Isto nos permite afirmar

que conseguimos neste trabalho descrever o número de eventos de neutrinos esperados em SK.

Tabela 5.1: Os valores tomados das diferentes referências foram normalizados para 25,5

quilotoneladas-ano de SK. A incerteza estat́ıstica pode ser estimada como 10% do valor obtido

para o número de eventos.

REF Lipa(MC) SK(DATA) SK(MC) Esta tese ISHI(MC)

e-like 689 1110 806 820 877,0

µ-like 1050 1017 1317 1307 1308,6

R(µ
e
) 1,50 1,60 1,63 1,59 1,5

5.2 Dependência energética do número de eventos em SK

Integrando a Eq. (5.8) em intervalos do momento do lépton carregado produzido obtemos a dis-

tribuição energética do número de eventos em SK. Dessa forma, mostramos na Fig. (5.2) o número

de léptons carregados (elétrons e múons) produzidos em SK em função do momento do lépton
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carregado produzido.

Vemos que o número de eventos em SK é maior para energias de algumas centenas de MeV

e diminui rapidamente com o aumento da energia do lépton carregado. Esta caracteŕıstica se

verifica tanto para eventos do tipo eletrônico como muônico. Ressaltamos que nos dois casos estão

somadas as contribuições de neutrinos e anti-neutrinos.

O observável de interesse em SK para experimentos de oscilação de neutrinos é a distribuição

angular de eventos, e não a distribuição em energia. Mesmo assim, reproduzir de forma indepen-

dente este resultado nos permitiu entender o funcionamento do detector.

Nos próximos caṕıtulos descreveremos o nossos cálculos para a distribuição angular de eventos

em SK.
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Figura 5.1: Comparamos nossos resultados para a resposta do detector SK para eventos do tipo

eletrônico e muônico com os obtidos por [75] para eventos do tipo muônico. Dividimos os dados

em Sub-GeV e Multi-GeV e somamos as contribuições devidas a neutrinos e anti-neutrinos.
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Figura 5.2: Dependência energética do número de eventos em SK em função do momento do

lépton carregado produzido na reação de deteção. Nossos resultados são mostrados juntamente

com os da referência ([40]).
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Caṕıtulo 6

Distribuição angular de eventos em

Super-Kamiokande

Passamos agora a olhar para a distribuição de eventos em SK com relação ao ângulo zenital do

lépton carregado produzido. Este é o nosso observável de interesse, pois é através da análise da

distribuição angular de eventos em Super-Kamiokande que é posśıvel determinar os parâmetros de

oscilação atmosféricos, ângulo de mistura e diferença quadrática de massas, (θ32,∆m2
32). Nosso ob-

jetivo inicial é reproduzir os resultados obtidos pela colaboração SK para a distribuição no ângulo

zenital do número de neutrinos do tipo muônico esperados em seu detector, tanto na ausência

quanto na presença do fenômeno de oscilação de neutrinos em duas gerações. Uma vez feito isso,

poderemos testar hipóteses sobre a existência de fenômenos outros que não a oscilação padrão

de neutrinos utilisando para isso os dados de SK para neutrinos atmosféricos. Especificamente,

neste trabalho usaremos a distribuição zenital dos eventos de neutrinos atmosféricos para testar

as alterações no comportamento das oscilações de neutrinos devidas ao mecanismo de neutrinos

de massa variável.
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Nesse ponto vamos recapitular o que fizemos até aqui, e dessa forma entender porque tais

aspectos são tão relevantes na descrição do número de eventos em SK.

Primeiramente, através da interpolação e posterior integração numérica das tabelas de fluxos

de neutrinos atmosféricos fornecidas por [21], nos certificamos que estamos usando como entrada

em nossos cálculos os mesmos fluxos de neutrinos que a colaboração SK. Estes fluxos dependem

da energia do neutrino incidente, e de seus ângulos de chegada no detector, tanto com relação à

direção zenital quanto azimutal.

Agora precisamos ressaltar o método de detecção usado por Super-Kamiokande, o qual é

senśıvel aos fótons devidos à radiação Cherenkov produzida pelos léptons carregados (elétrons ou

múons) produzidos no interior do detector quando um neutrino interage com o mesmo. Sendo

assim, estritamente falando, Super-Kamiokande não detecta neutrinos, mas sim os léptons car-

regados produzidos nas interações dos neutrinos com o detector. Ou seja, a distribuição angular

dos eventos em SK, que é o nosso observável de estudo neste trabalho, contém a informação sobre

a direção na qual os elétrons e múons foram produzidos no detector. Precisamos então relacionar

as coordenadas zenital e azimutal dos neutrinos atmosféricos que chegam ao detector SK com a

direção dos léptons carregados que estes neutrinos produzem ao interagirem no detector.

A forma como fizemos isso foi calcular toda a cinemática relativ́ıstica da reação de detecção

dos neutrinos, definindo os invariantes de Lorentz, e através deles, determinamos o espaço de fase

posśıvel para a energia dos léptons carregados produzidos no detector. É importante esclarecer

aqui o fato de que, ao contrário do comumente feito na literatura padrão quando se descreve o

espalhamento lépton-nucleon, nós mantivemos a massa de todos os léptons carregados diferente

de zero. Não fizemos portanto nenhuma aproximação∗ . Se por um lado este fato torna os cálculos

cinemáticos significativamente laboriosos, também permite estender nossos cálculos a situações

em que as energias envolvidas sejam da mesma ordem da massa do lépton carregado produzido.

∗Agradecemos ao professor M. Menon pela ajuda nesta parte do trabalho.
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Como SK é senśıvel aos léptons carregados produzidos pelos neutrinos, (e, µ), devemos calcular

a distribuição de eventos em função das variáveis do lépton produzido no detector. Para tal,

inicialmente decompomos o momento do neutrino incidente e do lépton carregado com relação às

coordenadas retangulares no referencial do detector:

pν,x = senθνcosφνpν , pν,y = senθνsenφνpν , pν,z = cosθνpν ,

pl,x = senθlcosφlpl, pl,y = senθlsenφlpl, pl,z = cosθlpl . (6.1)

onde pν é o momentum do neutrino, θν é o ângulo zenital do neutrino com relação a direção

vertical no detector SK, e φν o ângulo azimutal. Da mesma forma, θl é o ângulo zenital do lépton

carregado e φl o ângulo azimutal.

A forma mais geral de se relacionar a direção do momentum do neutrino inicial, no sistema

do detector, com a direção do lépton carregado produzido é através de rotações em função dos

ângulos que definem à direção do lépton carregado produzido com relação a direção do neutrino

incidente, respectivamente, o ângulo zenital (θ∗), e azimutal, (φ∗). A direção do neutrino incidente

é especificada pelo ângulo zenital (θν), e azimutal, (φν).

pl = Rz(φ∗)Rx(θ∗)pν , (6.2)

onde as matrizes de rotação são dadas por

Rz(φ∗) =















cφ∗ sφ∗ 0

−sφ∗ cφ∗ 0

0 0 1















Rx(θ∗) =















1 0 0

0 cθ∗ sθ∗

0 −sθ∗ cθ∗















. (6.3)

Estas equações relacionam o cosseno do ângulo de espalhamento do lépton carregado, cθ∗ com os

cossenos dos ângulos zenital do neutrino incidente no referencial do detector, cθν , com o cosseno

do ângulo zenital do lépton carregado visto pelo detector, cθl, e com o ângulo azimutal do neutrino

incidente no referencial do detector, φν . Dessa forma conseguimos obter um sistema de equações

para as coordenadas do lépton carregado produzido em função das coordenadas do neutrino inci-

dente (no referencial de SK) e do ângulo de espalhamento:

cθl = cθ∗cθν − sθ∗sθνsφν

sθlsφl = sφ∗cθνcφν + cφ∗cθ∗sθνsφν + cφ∗sθ∗cθν

sθlcφl = cφ∗cθνcφν + sφ∗cθ∗sθνsφν + sφ∗sθ∗cθν . (6.4)
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Substituindo sθ∗ =
√
1− c2θ∗ na primeira equação e resolvendo para cθ∗ obtemos

cθ∗ =
cθlcθν ± |sθν ||sφν|

√
c2θν + s2θνs2φν − c2θl

c2θν + s2θνs2φν

(6.5)

e para sθ∗

sθ∗ =
−cθlsθνsφν ± |cθν |

√
c2θν + s2θνs2φν − c2θl

c2θν + s2θνs2φν

. (6.6)

Podemos agora relacionar a energia do lépton carregado e mudar a integração em
∫

dEl →
∫

dcos(θl). Isto deve ser feito, uma vez que nosso observável é a distribuição angular dos léptons

carregados produzidos em SK. Para isso calculamos o jacobiano da transformação levando em conta

a variação da energia com o ângulo de espalhamento, e a variação do ângulo de espalhamento com

relação ao ângulo de emissão do lépton carregado:

dEl

dcos(θl)
=

dEl

dcos(θ∗)

dcos(θ∗)

dcos(θl)
(6.7)

Da Eq. (6.5) podemos escrever

dcos(θ∗)

dcos(θl)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cθν +
sθνcφν√

cθ2ν−cθlsθ2νcφ
2
ν

1− sθ2νsφ
2
ν

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (6.8)

Para a primeira parte da transformação,
dEl

dcosθl
, lembramos que a relação entre energia do

lépton carregado emitido e o ângulo de emissão tem forma funcional diferente para cada um dos

processos de espalhamento envolvidos.

Uma vez que a energia do lépton carregado produzido deixa de ser uma variável cinemática

independente, no caso do espalhamento elástico ela passa a ser completamente determinada pela

energia do neutrino e pelos ângulos de integração

El(el) =
(Eν − δ)(1 + ǫ) + ǫ

√

(Eν − δ)2 −m2
l [(1 + ǫ)2 − (ǫcosθ∗)2]cosθ∗

(1 + ǫ)2 − (ǫcosθ∗)2
, (6.9)

onde δ = 1
2mp

(m2
n −m2

p −m2
e), ǫ =

Eν

mp
. Esta é a mesma definição da energia do lépton carregado

produzido na reação que hav́ıamos definido no cálculo da seção de choque elástica. Contudo, agora

o ângulo de espalhamento é determinado pela condição de que o lépton produzido esteja dentro

do bin angular em questão, Eq. (6.5), ou seja, a posição zenital do lépton carregado produzido

nos diz qual deve ser o ângulo de espalhamento, e a cinemática relativ́ıstica determina para este

ângulo qual deve ser a energia do lépton carregado produzido por um neutrino que interagiu via

espalhamento elástico com o detector.
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Na Fig. (6.1) mostramos o intervalo de energia permitido para múons produzidos via espal-

hamento elástico em função da energia do neutrino. A energia permitida para múons produzidos

via espalhamento elástico deve sempre estar entre os limites inferior e superior, E1 e E2. Assim

mostramos também a energia do neutrino incidente, estes limites, e a energia do múon para três

valores do ângulo de espalhamento elástico, cθ∗ = −1, 0, 1.

 0.1

 1

 0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

Eν(GEV)

Energia permitida para o lepton pelo espalhamento elastico, El(GeV)

Eν
E1
E2

cθ*=-1
cθ*=0
cθ*=1

Figura 6.1: Limites na energia do múon produzido via espalhamento elástico em função da energia

do neutrino incidente, E1, E2, juntamente com valores da energia do múon para diferentes valores

do cosseno do ângulo de espalhamento, cos(θ∗).

Desejamos agora determinar os limites na energia do lépton carregado produzido em função da

energia do neutrino incidente e do cosseno do ângulo de espalhamento para neutrinos interagindo

via espalhamento profundamente inelástico. Conforme já mencionado no cálculo da seção de

choque inelástica, ganhamos agora uma nova variável de integração, pois a massa do estado

hadrônico final não é mais conhecida a priori. Ainda assim, como integramos com relação à

variável x, podemos escrever da relação entre x e Q2

x =
Q2

2Mp(Eν − El)
, Q2 = 2EνEl(1− cosθ∗) (6.10)

uma expressão para a energia do lépton carregado produzido via espalhamento inelástico na qual

as variáveis independentes são x, Eν , θ∗.

El(DIS) =
MpxEν

2Eνsen(
θ∗
2
) +Mpx

(6.11)
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Na Fig.(6.2) mostramos os valores permitidos para a energia do múon produzido via DIS como

função da energia do neutrino e do ângulo de espalhamento.

Finalmente, para o caso da produção de ṕıons, supomos a massa invariante do estado hadrônico

como sendo W 2 = 1, 44 GeV 2. Nesse caso temos

El(π) =
s− 1, 44(GeV 2)

2(Eνsin2( θ∗
2
) +Mp)

(6.12)

Sabemos que o limiar para a produção de ṕıons é de 0, 3 GeV, e sendo a variável de Mandelstam

s = m2
p + 2mpEν garantimos que El(π) ≥ 0. Na Fig. (6.3) mostramos a região permitida para a

produção de múons vindos da produção de ṕıons com relação ao ângulo de espalhamento.

Figura 6.2: Mostramos para o caso do espalhamento profundamente inelástico, a energia permitida

para o múon é dada pela escala de cores em função é de cθ∗ e Eν . Para a energia do muon produzido

ser próxima a do neutrino incidente ele precisa ser espalhado com ângulo próximo de zero. Quanto

maior o ângulo de espalhamento, menor a razão Eµ

Eνµ
.

Como consequência de termos três diferentes formas funcionais para a energia do lépton car-

regado, a relação dEl

dcos(θ∗)
é diferente para cada um dos processos, elástico, inelástico e produção

de ṕıons. Ambos são levados em conta na transformação de variáveis El → cos(θ∗).
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Figura 6.3: A figura mostra a energia permitida para o múon vindo da produção de ṕıon, em

função de cθ∗ e Eν . Para a energia do múon ser próxima à do neutrino ele precisa ser espalhado

com ângulo próximo de zero. Quanto maior o ângulo de espalhamento, menor a razão Eµ

Eνµ
.

6.1 Ingredientes necessários para o cálculo da distribuição

angular de eventos em SK

Apenas após termos realisado estes cálculos de cinemática relativ́ıstica é que pudemos entender o

quão incerta é a direção de emissão dos léptons carregados com relação à direção dos neutrinos

incidentes para os valores de energias t́ıpicos de neutrinos atmosféricos. Especificamente, quanto

menor for a razão entre as energias do lépton carregado e do neutrino incidente, El

Eνl

, maior pode ser

o ângulo de espalhamento, θ∗. Mostramos anteriormente nas Figs. (6.2, 6.3 ) que esta incerteza

pode chegar a valores próximos a θ∗ ≈ 600, mas tende a diminuir com o aumento da energia

do neutrino incidente. Dessa forma, a descrição da distribuição angular de eventos em SK não

trivial. Quando limitamos em intervalos o ângulo zenital dos léptons carregados produzidos não

limitamos exatamente o mesmo intervalo de ângulo zenital para os neutrinos incidentes. A relação

entre essas duas distribuições angulares se dá através da cinemática da reação de detecção, a qual

depende fortemente das energias envolvidas no processo. Sendo assim a relação entre estas duas

distribuições angulares se torna não trivial, e mais, é diferente para cada valor posśıvel para o par
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de energias (Eν , El).

Além do cuidado que tomamos com relação à cinemática, também fizemos um estudo detal-

hado da dinâmica da seção de choque para a reação de detecção dos neutrinos. Procedemos um

estudo sistemático desta seção de choque, a qual é composta por três contribuições principais,

espalhamento quasi-elástico, espalhamento profundamente inelástico e produção de ṕıons.

Para o espalhamento elástico lembramos que em nossos cálculos, assim como feito em [27],† e

por nós reproduzido, mantivemos a diferença entre a massa do nêutron e do próton diferente de

zero.

Também precisamos lembrar que a dinâmica da seção de choque para os processos DIS e

produção de ṕıons não nos permite saber exatamente qual é a quantidade de energia do neu-

trino incidente que foi usada na geração das massas dos hádrons presentes no estado final, W , e

ganhamos então mais uma variável para a descrição da interação, ou seja, quando calculamos a

seção de choque para DIS e produção de ṕıons, ganhamos mais uma variável de integração. Além

disso, quando escrevemos a amplitude de probabilidade para o caso do espalhamento profunda-

mente inelástico Eq. (3.16), levamos em conta todas as massas dos léptons carregados presentes

na reação. Novamente, isto valida nossos resultados para casos em que a energia do neutrino

incidente seja da ordem da massa do lépton carregado produzido.

†Agradecemos ao professor F. Vissani por sua ajuda nesta parte do trabalho.
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Como resultado disso tudo, a descrição da distribuição angular do número de eventos em SK

por quilotoneladas-ano precisa ser dada através de uma integral em cinco dimensões. São elas

a energia do neutrino incidente, Eν , seus ângulos zenital e azimutal, θν e φν , a variável x de

Bjorken, e o ângulo zenital de emissão do lépton carregado produzido, θl, cujos limites variam

entre (cθl0 , cθlf ).

N(kt; y)−1 =
0.01963

GeV 2

∫ Eνf

Eν0

dEν

∫ 1

0
dx
∫ 1

−1
dcos(θν)

∫ 2π

0
dφν

∫ cθlf

cθl0

dcθl {Φνl(Eν , θν , φν)

⊗ {8σνEL
(Eν , El, x;NO) + 18(σνπ(Eν , El, x;N) + σνDIS

(Eν , El, x;N))}

+ {Φν̄l(Eν , θν , φν)⊗ {8σν̄EL
(Eν , El, x;PO) + 2σν̄EL

(Eν , El, x;PH)

+ 18(σν̄π(Eν , El, x;N) + σν̄DIS
(Eν , El, x;N))}} . (6.13)

Aqui divisão entre os intervalos é feita variando os limites de integração em cθl0 , e cθlf .

6.2 Nossos resultados para a distribuição angular de even-

tos em SK

Como feito usualmente na literatura, separamos os eventos em duas regiões segundo a energia do

lépton carregado produzido, sub-GeV(0, 1 GeV ≤ El ≤ 1, 2 GeV) e multi-GeV (1, 2 GeV < El ≤
100, 0 GeV).

Nossos resultados são comparáveis com os dados de SK [78] para o número de eventos esperado

sem a presença do mecanismo de oscilação padrão para neutrinos eletrônicos e muônicos, tanto na

região de sub-GeV como multi-GeV. Lembramos que a probabilidade de sobrevivência de neutrinos

do tipo muônico é dada por

Pµµ = 1− sen2(2θ23)sen
2

(

1, 27∆m2
32L(km)

E(GeV)

)

, (6.14)

onde θ23 é o ângulo de mistura e ∆m2
23 é a diferença entre o quadrado dos auto-valores de massa

m3 e m2. L é a distância percorrida pelos neutrinos e E sua energia. Incluindo este mecanismo na

propagação dos neutrinos atmosféricos, nossos resultados concordam com a distribuição angular de

eventos em SK. A Fig. (6.4) mostra nossos resultados para a região de Sub-GeV para a distribuição

angular do número de eventos do tipo muônico, com e sem a presença do mecanismo de oscilação

em dois sabores de neutrinos, comparado com os dados de SK [8]. Já na Fig. (6.5) mostramos os
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nossos resultados para a região de Multi-GeV para a distribuição angular do número de eventos

do tipo muônico, com e sem a presença do mecanismo de oscilação em dois sabores de neutrinos,

comparado com os dados de SK [8]. Podemos afirmar que, em ambos os gráficos acima citados,

existe boa concordância entre nossos cálculos e os dados de SK.

Na Fig. (6.5) vemos que na região de cosθZ ≥ 0, as curvas com ∆m2
32 = 5.0 10−5 eV2 ou

∆m2
32 = 2.3 10−3 eV2 concordam entre si e com os pontos experimentais, pois nessa região a

distância percorrida pelos neutrinos que chegam ao detector ainda é pequena para que os efeitos

do mecanismo de oscilação sejam percebidos.

No outro extremo, para cosθl → −1 existe uma redução de praticamente 50% no número de

eventos quando comparamos as mesmas curvas. Lembrando que o comprimento de oscilação para

os neutrinos atmosféricos é de Losci ≈ 500 km, esta redução no número de neutrinos se deve ao

fato de que nesta região de cosθl → −1 e o caminho percorrido pelos neutrinos que chegam ao

detector é praticamente L = 2RTerra ≈ 12000 km, e sendo assim, os neutrinos já oscilaram tantas

vezes que o efeito ĺıquido é dado pelo valor médio da função seno quadrado. Por causa disso, estes

intervalos não são senśıveis a diferentes valores de ∆m2
32 ≈ 10−3 eV2, pois para todos os casos,

o mecanismo de oscilação faz com que ocorram tantas oscilações que o efeito ĺıquido nesta região

será a redução pelo valor médio da função seno quadrado presente na Eq. (6.14).

Nas regiões onde cosθZ → ±1 não podemos distinguir entre soluções com diferentes valores

de ∆m2
32 ≈ 10−3 eV2. A sensibilidade ao parâmetro ∆m2

32 vem da região próxima a cosθZ → 0

. Nesta região diferentes valores de ∆m2
32 farão com que o valor médio da função seno quadrado

seja atingido com diferentes distâncias percorridas pelos neutrinos, e dessa forma, o ajuste dos

dados nos permite apontar não apenas que o mecanismo de oscilação é necessário mas também

qual é o melhor valor para os parâmetros de oscilação.
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Figura 6.4: Nossos resultados para o número de múons mais anti-múons em SK para a região de

Sub-GeV são comparados com os resultados da própria colaboração SK. Tanto em nossos resul-

tados como nos da colaboração SK são usados como entrada os fluxos calculados por Honda[21].

Podemos ver que dentro da margem de erro nossos resultados reproduzem os dados obtidos por

SK para o número de múons mais anti-múons esperado.
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Figura 6.5: Nossos resultados para o número de múons mais anti-múons em SK para a região

de Multi-GeV comparado com os dados da colaboração SK. Em ambos os casos são usados como

entrada os fluxos calculados por Honda [21].
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Caṕıtulo 7

Neutrinos com massa variável, MaVaN’s

Através da observação de supernovas IA sabemos que o universo está em expansão acelerada

[79],[80], [81] ∗. Quando olhamos para supernovas muito distantes, percebemos que elas estão se

afastando de nós. Quanto mais distante a estrela, maior é a velocidade com que ela se afasta, tanto

de um observador na Terra como das outras estrelas. Desta forma, para descrever um universo no

qual todos os pontos estão se afastando entre si é preciso que este universo esteja em expansão.

O efeito de expansão pode ser obtido se adicionarmos ao conteúdo do universo um flúıdo

homogêneo com densidade de energia ρλ = λc4

8πG [82], a chamada energia escura. Este flúıdo

apresenta pressão negativa e faz com que o universo como um todo se expanda de forma acelerada.

É um fato marcante que 73% do universo deve estar sob a forma de energia escura .

Uma forma de acomodar a expansão acelerada do universo na Teoria da Relatividade Geral de

A. Einstein é incluir a chamada constante cosmológica que é responsável pela expansão acelerada

do universo. Uma possibilidade seria atribuir este à densidade de energia do vácuo, constante,

de tal forma que a pressão p e a densidade ρ estão relacionadas pela equação de estado p = −ρ.

Contudo existe uma grande discrepância entre os valores teóricos e os exigidos pelos experimen-

tos cosmológicos, [83],[85],[86], e dessa forma outras explicações para o setor de energia escura

passaram a ser buscadas.

Existe hoje na literatura uma quantidade enorme de modelos teóricos que se destinam, de

alguma forma, a explicar a expansão acelerada do universo. Dentre todas essas possibilidades,

uma forma interessante de se obter a pressão negativa necessária à expansão do universo é através

da inclusão de um campo escalar responsável pela variação do valor esperado da energia do vácuo.

∗Trabalho agraciado com o Prêmio Nobel de F́ısica em 2011.
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Como a energia escura deve estar uniformemente distribúıda em todo o espaço, sua densi-

dade é constante em todos os pontos e também em todos os instantes. A chamada coincidência

cósmica se refere ao fato de que, hoje, a densidade de energia da matéria bariônica tem aprox-

imadamente o mesmo valor da densidade da energia escura. Faz sentido pensar em um efeito

dinâmico relacionando estas duas escalas. A inclusão de um campo escalar permite então criar

um mecanismo responsável por esta relação entre as densidades de neutrinos e da energia escura

através do acoplamento neutrino-escalar. Neste modelo o escalar faz o papel de energia escura e

o acoplamento com os neutrinos torna a massa dos neutrinos dependente da densidade do meio.

Assim temos neutrinos cuja massa é variável (MaVaN’s) [10], [87], [56], [55].

O formalismo MaVaN’s leva em conta uma interação não padrão entre o neutrino e um campo

escalar neutro que pode acoplar os neutrinos tanto com a matéria bariônica quanto com os chama-

dos neutrinos de fundo, o análogo em neutrinos para a radiação cósmica de fundo. Este acopla-

mento pode ter consequências importantes em cosmologia sendo portanto objeto de estudos at-

ualmente tal qual relatado em [58] [88].

Um sinal estatisticamente favorável à existência de tal acoplamento implicará invariavelmente

em um futuro estudo detalhado deste modelo no formalismo de teoria quântica de campos. Neste

trabalho, todavia, nos limitamos inicialmente a uma investigação fenomenológica.

7.1 Formalismo MaVaN

Nós adotamos o formalismo usado por [58] para qualquer lagrangeano para neutrinos do tipo

de Dirac. Como segue na própria referência, um Lagrangeano similar pode ser constrúıdo para

neutrinos do tipo de Majorana. Nesse modelo inclúımos no Lagrangeano do Modelo Padrão das

part́ıculas elementares mais um campo escalar leve (φ) de massa mS o qual acopla muito fraca-

mente com os neutrinos νi e com os campos fermiônicos f = e, n, p. A forma de tal Lagrangeano

é dada então por

L = Σiν̄i(i∂/−m0
i )νi + Σf f̄(i∂/ −m0

i )f

+
1

2
[φ(∂/2 −m2

S)φ] + Σijλ
ν
ij ν̄iνjφ+ Σpqλ

f f̄pfqφ (7.1)

onde m0
i são as massas dos neutrinos no vácuo devidas aos neutrinos de fundo já mencionados

anteriormente. λν
ij e λf

ij são, respectivamente, os acoplamentos de Yukawa neutrino-escalar e
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férmion-escalar. Nesse meio os neutrinos adquirem massas dadas por

mij(r) = m0
i δij −Mij(r)

Mij(r) =
λν
ij

m2
S



Σfλ
fnf(r) + Σaλ

ν
aa

∫

d3k

(2π)3
Maa

√

k2 +M2
aa

fa(r, k)





(7.2)

Aqui nf (r) é a densidade de número para o férmion f e fa(r, k) são os números de ocupação para

ν + ν̄ com momento k acima dos neutrinos de fundo e r é o ponto aonde o neutrino se encontra..

Se o escalar φ puder ser o acceleron [11], ele contribui para a massa do neutrino com um potencial

efetivo que varia como função da densidade de neutrinos,

λν =
∂mν

∂φ
|<φ>. (7.3)

Aqui < φ > é o valor esperado no vácuo para o campo escalar φ. Este campo pode ser o acceleron,

cujos acoplamentos com a matéria viśıvel podem ser limitados via gravitação quântica, sendo

parametrizados por [61]

λf = λ′f mf

MPL
< 10−21, (7.4)

onde MPL é massa de Planck, MPL =
√

h̄c
G

≈ 1, 22 × 1019 GeV/c2, e especifica a escala na qual

os efeitos de gravidade quântica se tornam importantes. Aqui G = 6, 67 × 10−11 N(m/kg)2 é a

constante gravitacional.

Caso as massas dos neutrinos, no vácuo, sejam hierarquizadas, 0 = m0
1 < m0

2 < m0
3, então

tal como feito em [62, 63], podemos negligenciar a prinćıpio a contribuição devida aos neutrinos

de fundo, e escrever a dependência com a a matéria bariônica devida a esta interação efetiva não

padrão, a qual ocorre paralelamente ao efeito MSW [84], como

Mij(r) =
λν
ij

m2
S

Σfλ
fnf(r). (7.5)

Na oscilação padrão a evolução de três neutrinos depende de duas diferenças de massas e três

ângulos de mistura. Em três sabores de neutrinos, portanto, a evolução temporal padrão dos

neutrinos atmosféricos pode ser dada por i d
dt
|Ψ >= H|Ψ >, onde,

H =

(

UM2U †

2E
+ V

)

, M2 =















0 0 0

0 ∆m2
21 0

0 0 ∆m2
31















. (7.6)
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∆m2
21 = ∆m2

⊙ << ∆m2
32 = ∆m2

atm e parametrizamos a matriz de mistura, U , da seguinte

forma

U =















1 0 0

0 c23 s23

0 −s23 c23





























c13 0 s13e
−iφ

01 0

−s13e
−iφ 0 c13





























c12 s12 0

−s12 c12 0

0 0 1















onde as sub-matrizes de U fazem referência aos diferentes ângulos de mistura. θij se refere à

oscilação entre os auto-estados de massa νi e νj .

A modificação devida a MaVaN’s é a introdução de um termo dependente da densidade em cada

elemento da matriz de massas. Usualmente, na literatura de MaVaN’s, efeitos devidos aos termos

não diagonais na Eq. (7.5) são negligenciados, e buscam-se apenas mudanças nos auto-estados

de massa devidas à variação na densidade do meio, sem alterar a mistura entre os neutrinos. É

precisamente neste ponto que nosso modelo difere, pois levamos em conta termos não diagonais

na matriz de mistura na base de massa. Isso significa que não estamos restringindo que a nova

interação responsável pelo acoplamento do neutrino com o campo escalar seja diagonal na base de

massa dos neutrinos. Podemos gerar a massa dos termos não diagonais multiplicando a diferença

quadrática de massas atmosférica, ∆m2
32, por um parâmetro de acoplamento αi o qual descreve a

intensidade da interação e uma função da densidade. Além disso, a fim de suavizar os efeitos das

variações abruptas da densidade sentida pelos neutrinos ao cruzar a Terra, usaremos a definição

da dependência efetiva da massa dos neutrinos com a densidade terrestre adotada em [58] a qual

faz uso da função tanh( ρl
ρ0
). Sendo assim para os termos não diagonais da matriz de massa temos

∆m2
MaV aN → αi ∆m2

32 × tanh

(

ρl
ρ0

)

, (7.7)

onde ρl é a densidade eletrônica que o neutrino sente ao se propagar através da Terra e ρ0

é a densidade eletrônica no centro da Terra.Os valores da densidade terrestre que usamos são

fornecidos por [77]. O perfil de densidade eletrônica é mostrado na Fig. (7.1). Vemos que para

neutrinos que cruzam apenas a crostra terrestre, cosθ → 0, o valor da densidade atravessado

pelo neutrino é da ordem de 1/3 do valor do valor da densidade atravessado por neutrinos que se

propagam através da região do centro da Terra, cosθ → −1. Esperamos portanto que os efeitos

de MaVaN sejam intensificados para neutrinos que atravessam o centro da Terra.
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Figura 7.1: Perfil de densidade eletrônica terrestre em função do ângulo zenital e da razão entre

a distância percorrida no interior da Terra e o raio terrestre.

7.2 Probabilidade de oscilação na base de massa

Para obter a evolução temporal dos neutrinos, supomos inicialmente o desacoplamento entre a

escala solar e a atmosférica, [23], nos concentrando na transição |νµ〉 → |ντ 〉. Ou seja, estamos

resolvendo um sistema de dimensão 2. Como dito anteriormente, não exclúımos termos não

diagonais na base de massa. Dessa forma, obtemos para a evolução temporal do neutrino nessa

base

i
d

dt







ν2(t)

ν3(t)





 ≡ δ







(α1f(ρ))
2 (α3f(ρ))

2

(α3f(ρ))
2 (1 + α2f(ρ))

2













ν2(0)

ν3(0)





 , (7.8)

onde f(ρ) é uma função da densidade bariônica do meio em que o neutrino se propaga, e o conjunto

de parâmetros [αi] se refere aos acoplamentos da interação não padrão do neutrino com a matéria

bariônica. Primeiramente, resolvemos o caso simplificado de α3 = 0. Podemos neste caso escrever

a probabilidade de conversão P(νµ→νµ) como

P(νµ→νµ) = cos2(b3t) + sen2(b3t) cos
2(2θ23)

= 1− sen2(2θ23)sen
2(b3t) , (7.9)
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onde

b3 =
δ

2
(a1 − a2) =

1

2

∆m2
32

2E

[

(α1f(ρ))
2 − (1 + α2f(ρ))

2
]

. (7.10)

Para o caso α1 = α2 = 0 e t = L recuperamos o caso padrão para oscilação do neutrino atmosférico,

P(νµ→νµ) = 1− sen2(2θ23)sen
2

[

∆m2
32

4E
L

]

. (7.11)

No apêndice (D) descrevemos em detalhes o procedimento de cálculo.

7.3 Caso α3 6= 0:

O caso mais geral posśıvel para a evolução dos neutrinos segundo o formalismo MaVaN em duas

gerações de neutrinos é dado pela Eq. (7.8). Contudo a própria colaboração Super-Kamiokande

já realizou a análise para o caso α3 = 0. Dessa forma, em nosso trabalho estudamos o caso não

diagonal, pois não existe, a priori, nenhuma indicação de que a interação não padrão responsável

pelo mecanismo MaVaN deva ser diagonal na base de massa dos neutrinos. Para isso fazemos

α1 = α2 = 0, e mantemos o termo a12 = a21 = (α3f(ρ))
2onde α3 = αMAVAN . Isso nos leva a

seguinte equação de evolução:

i
d

dt







νµ(t)

ντ (t)





 =
∆m2

32

2Eν







cθ23 −sθ23

sθ23 cθ23













0 (α3f(ρ))
2

(α3f(ρ))
2 1













cθ23 sθ23

−sθ23 cθ23













νµ(0)

ντ (0)





 ,(7.12)

onde f(ρ)2 = αi tanh
(

ρl
ρ0

)

, cθ23 representa cosθ23 e sθ23 representa senθ23.

Dada a forma como esta equação de evolução foi escrita, vemos que para o caso α3 = 0, o

problema se reduz ao mecanismo de oscilação padrão em duas gerações de neutrinos, e para o

caso α3 = 1, 0 temos que o efeito MaVaN tem a mesma intensidade que o mecanismo de oscilação

padrão. Para mostrar como o formalismo de neutrinos MaVaN’s altera a probabilidade de oscilação

dos neutrinos atmosféricos mostramos na Fig. (7.2) nossos resultados para a evolução numérica

da probabilidade dada pela Eq. (7.12) para diferentes valores do parâmetro α3 e energia fixa em

Eν = 250 MeV.

De forma geral, podemos dizer que a inclusão do mecanismo MaVaN altera tanto a fase quanto

a amplitude de oscilação dos neutrinos atmosféricos. Conforme pode ser visto quando analisamos

as curvas mostradas na Fig. (7.2), as alterações são mais intensas quanto maior for o valor do
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parâmetro α3 e quanto mais próximo de -1 for o valor de cosθν , pois nesse caso maior é a densidade

de matéria que o neutrino atravessa.

Especificamente falando, o efeito MaVaN atua reduzindo a probabilidade de oscilção Pνµ→ντ .

Nesse sentido, quanto maior for o valor do parâmetro αMaV aN , maior será a redução do efeito

de oscilação, aumentando dessa forma a probabilidade de sobrevivência dos (anti) neutrinos

muônicos. Como consequência do mecanismo MaVaN, a intensidade deste efeito depende da

densidade bariônica da matéria que os neutrinos atravessam. Sendo assim ocorrre maior redução

dos efeitos de oscilação dos neutrinos muônicos para valores de cosθν → −1. Como consequência,

de modo geral a inclusão do mecanismo MaVaN aumenta o número de neutrinos esperados em SK

quando comparado ao número de neutrinos esperados quando usamos o mecanismo de oscilação

padrão.

A pergunta agora é como essas alterações na probabilidade de oscilação de neutrinos at-

mosféricos modifica a nossa descrição dos dados de SK. Porém antes disso, achamos conveniente

explicitar alguns detalhes de um procedimento de cálculo que nos permita escrever a evolução

temporal dos neutrinos atmosféricos de forma anaĺıtica com relação ao ângulo de mistura θ23.

7.4 Caso α3 6= 0: Diagonalização via Rotação

Novamente deixamos os detalhes dos cálculos para o apêndice E e mencionamos apenas as prin-

cipais passagens para a obtenção da probabilidade de oscilação. Aqui podemos diagonalizar H

através da rotação |νi〉 = U ′|Ψi〉 obtendo dessa forma

H ′′ = U ′HU ′†

=







A cos2(η) + C sin2(η) + 2B sin(η) cos(η) (C −A) sin(η)cos(η) +B cos(2η)

(C −A) sin(η)cos(η) +B cos(2η) A sin2(η) + C cos2(η) − 2B sin(η) cos(η)







(7.13)

Ou seja, para diagonalizar o sistema, temos que

tan(2η) =
2(α3f(ρ))

2

(α1f(ρ))2 − (1− α2f(ρ))2
. (7.14)

Como definimos a rotação, temos que os auto-estados dos neutrinos de massa estão relacionados

com os auto-estados que diagonalizam H por

|ν1〉 = cos(η)|Ψ1〉+ sin(η)|Ψ2〉
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|ν2〉 = − sin(η)|Ψ1〉+ cos(η)|Ψ2〉 . (7.15)

Na base |Ψ〉, a matriz H ′′ é diagonal, e, por causa disso, podemos escrever

|Ψi, t〉 = e−iE′′

i t|Ψi, 0〉 . (7.16)

Logo, para a amplitude de probabilidade de conversão temos

〈ν2|ν1, t〉 = cos(η) sin(η)[e−iE′′

2 t − e−iE′′

1 t] . (7.17)

Então a probabilidade de oscilação na base de massa fica

P(ν1→ν2) = 2 cos2(η) sin2(η){1− cos[(E ′′
2 − E ′′

1 )t]} . (7.18)

Aqui os auto-valores de energia E ′′
i (na base {|Ψi〉} que diagonaliza H ′′) podem ser escritos como

E ′′
1 = A cos2(η) + C sin2(η) + 2B sin(η) cos(η)

E ′′
2 = A sin2(η) + C cos2(η)− 2B sin(η) cos(η) , (7.19)

ou seja, a diferença E ′′
2 − E ′′

1 pode ser escrita como

E ′′
2 −E ′′

1 = −A cos(2η) + C cos(2η)− 2B sin(2η)

= (C −A) cos(2η)− 2B sin(2η) . (7.20)

Para o caso de α1 = α2 = α3 = 0 temos

tan(2η) = 0 → sin(2η) = 0 → cos(2η) = 1 . (7.21)

Nesse caso,

E ′′
2 − E ′′

1 = C(α2 = 0)−A(α1 = 0) = δ . (7.22)

Ainda assim, se α1 = α2 = α3 = 0, sin2(η) = 0 e desse modo P(ν1→ν2) = 0.

7.5 Cálculo de Pνµ→νµ

Uma vez conhecida a evolução temporal dos auto-estados de massa do neutrino, podemos agora

calcular a probabilidade de sobrevivência para um auto estado de sabor, Pνµ→νµ = |〈νµ|νµ, t〉|2.
Podemos relacionar os neutrinos de sabor com os neutrinos de massa através de







νµ

ντ





 =







cos(θ23) sin(θ23)

− sin(θ23) cos(θ23)













ν1

ν2





 , (7.23)
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ou seja,

|νµ〉 = cos(θ)|ν1〉+ sin(θ)|ν2〉 , (7.24)

onde a evolução temporal dos auto-estados de massa é dada pela Eq. (7.15). Desta forma para a

amplitude de probabilidade de sobrevivência do neutrino muônico temos

〈νµ|νµ, t〉 =
[

cos2(θ) sin2(η) + sin2(θ) cos2(η) + 2 sin(θ) cos(θ) cos(η) sin(η)
] (

e−iE′′

2 t − e−iE′′

1 t
)

+ e−iE′′

1 t (7.25)

Escrevendo agora

B′ = 1− A′ , (7.26)

onde

A′ =
1

2
[1− cos(2θ) cos(2η) + sin(2θ) sin(2η)]2 , (7.27)

a probabilidade de sobrevivência do neutrino muônico é dada por

Pνµ→νµ =
∣

∣

∣B′e−iE′′

1 t + A′e−iE′′

2 t
∣

∣

∣

2

= 1 + 2A′(A′ − 1)
{

sin2
[

1

2
(E ′′

2 − E ′′
1 )t
]}

. (7.28)

Da Eq. (7.14) vemos que

tan(2η) =
2(α3f(ρ))

2

(α1f(ρ))2 − (1− α2f(ρ))2
. (7.29)

Usando relações trigonométricas podemos escrever

cos(2η) =
(A− C)

√

(A− C)2 + (2B)2

sin(2η) =
2B

√

(A− C)2 + (2B)2
. (7.30)

7.5.1 Casos especiais: α1 = α2 = α3 = 0

Novamente, se α3 = 0, temos sin(2η) = 0, e cos(2η) = 1. Ou seja, sin(η) = 0, e cos(η) = ±1.

Nesse caso, segundo a Eq .(7.27), temos

A′ =
[

cos2(θ) sin2(η) + sin2(θ) cos2(η) + 2 sin(θ) cos(θ) cos(η) sin(η)
]

;

A′ = sin2(θ). (7.31)
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Figura 7.2: Na figura temos a probabilidade de sobrevivência P (νµ → νµ) em função do ângulo

zenital para o caso padrão comparada com o valor obtido quando fazemos α3 = 0.8 e α3 = 1.5.

A curva tracejada mostra o caso com α3 = 0, que é o caso de oscilação padrão. A energia do

neutrino foi mantida fixa em 250 MeV, sin(2θ) = 1, 0 e ∆m2
32 = 0, 003 eV2.
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Nesse caso,

Pνµ→νµ = 1 + 2A′(A′ − 1){1− cos[(E ′′
2 −E ′′

1 )t]}

= 1− sin2(2θ23)

{

sin2

[

1

2

∆m2
32

2Eν
L

]}

(7.32)

Para implementar numericamente a evolução temporal do neutrino dada pela Eq. (7.12) fizemos

uso do fato de que podemos descrever a dependência no ângulo de mistura atmosférico padrão, θ23,

de forma anaĺıtica, evitando assim mais uma integração numérica. Isso é posśıvel quando evolúımos

numericamente as amplitudes de probabilidade e então, uma vez de posse dessas amplitudes de

probabilidade de conversão na base de massa evolúıdas no tempo, podemos obter a probabilidade

de conversão Pµµ na base de sabor .

Pµ→µ = AA∗

[

1

2
(1 + cos(2θ23))

]2

+ CC∗

[

1

2
(1− cos(2θ23))

]2

+ (4BB∗ + AC∗ + CA∗)
1

4
sin2(2θ23)(AB

∗ +BA∗)
[

1

2
(1 + cos(2θ23))

]

sin(2θ23)

+ (BC∗ + CB∗) sin(2θ23)
[

1

2
(1− cos(2θ23))

]

(7.33)

Dessa forma, fatoramos a probabilidade de oscilação dos neutrinos atmosféricos em cinco ter-

mos, cada um deles dependente de forma diferente de θ23. No apêndice F mostramos detalhes

desse cálculo.

No próximo caṕıtulo estudaremos como a inclusão destes efeitos altera o ajuste dos dados de

de neutrinos atmosféricos em Super-Kamiokande.

76



Caṕıtulo 8

Análise de dados: Teste de X 2

Aqui descreveremos nosso método para analisar os dados de SK. Em geral, podemos usar diferentes

métodos para tratar os dados. Escolhemos fazer uma análise de X 2. Comparamos o resultado que

obtivemos para o número de eventos em SK, utilizando oscilação padrão. Utilizamos o método do

X 2 descrito a seguir.

X 2(α) = Σ10
i=1

(

Ndata
i − αN teo

i

σi

)2

+
(α− 1)2

σ2
α

(8.1)

Na Eq. (8.1) a função X 2(α) contém o parâmetro α que se refere à normalização dos dados,

além diferença quadrática de massas, ∆m2
32, N

data
i são os dados de SK, N teo

i são os nossos pontos

obtidos via integração do fluxo de neutrinos multiplicado pela seção de choque e probabilidade de

oscilação padrão. σi se refere ao erro do ponto i informado pela colaboração SK, e σα é a incerteza

na normalização total do número de eventos, suposta por nós como de 30%. Este valor se refere à

diferença nos resultados para o fluxo de neutrinos atmosféricos fornecidos pelos diferentes modelos

dispońıveis. O ı́ndice i se refere ao intervalo angular, e estamos utilizando 10 intervalos para a

análise.

Derivando a Eq. (8.1)em relação a α encontramos o valor de αmin,

αmin =
Σi

(

Ndata
i Nteo

ij

σ2
i

)

+ 1
σ2
α

Σi

(

Nteo
ij

σi

)2

+ 1
σ2
α

. (8.2)

Podemos agora construir a dependência no ângulo de mistura atmosférico. Para tal escrevemos

a dependência no número de eventos em função de sen2(2θ23). Para isso, escrevemos o número

de eventos de neutrinos obtido levando em conta o mecanismo de oscialação de sabores, N teo
i

como sendo o número de eventos de neutrinos obtido sem o mecanismo de oscilação, N teo
i,NOsc, mais
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a dependência em sin2(2θ23) multiplicada pela diferença entre N teo
i,NOsc e o número de neutrinos

obtido levando em conta o mecanismo de oscilação no caso de sin2(2θ23) = 1, N teo
i,Osc.

N teo
i = N teo

i,NOsc + sin2(2θ23)[N
teo
i,Osc −N teo

i,NOsc] (8.3)

Dessa forma, encontramos αmin fazendo

dX 2[∆m2
32, sin

2(2θ23)]

dα
= 0 , (8.4)

o que nos leva a

αmin =

=
ΣN
i=1

Ndata
i

σ2
i

N theo
i,NOsc +ΣN

i=1
Ndata

i

σ2
i

sin2(2θ23)[N
theo
i,Osc −N theo

i,NOsc] +
1
σ2
α

ΣN
i=1

(Ntheo
i,NOsc

)2

σ2
i

+ΣN
i=1(sin

2(2θ23))2
[Ntheo

i,Osc
−Ntheo

i,NOsc
]2

σ2
i

+ 2ΣN
i=1sin

2(2θ23)
Ntheo

i,NOsc

σ2
i

[N theo
i,Osc −N theo

i,NOsc] +
1
σ2
α

.

(8.5)

Substituindo este valor na Eq. (8.1) podemos obter a função X 2 em função dos parâmetros de

oscilação. Na Fig. (8.1) mostramos nosso resultado para ∆X 2 ≡ X 2 − X 2
min em função de ∆m2

32

para o caso de sen2(2θ23) = 1, levando em conta eventos do tipo eletrônico e neutrino muônico

para as regiões de sub-GeV e multi-GeV.

8.1 Análise de oscilações usuais usando X 2

Na Fig. (8.2) mostramos nosso resultado para a região permitida para os parâmetros atmosféricos

∆m2
32 e sen2(2θ23) para diferentes valores de ńıvel de confiança. Para o caso de dois parâmetros

livres, estes são obtidos fazendo ∆X 2 = 2, 3, ∆X 2 = 4, 61, e ∆X 2 = 5, 3, que se referem as regiões

permitidas de 68%, 90%, e 99% de ńıvel de confiança. Para obter este gráfico, assumimos máxima

correlação entre os histogramas quando levamos em consideração os eventos do tipo eletrônico e

muônico de SK para as duas regiões de energia, sub-GeV e multi-GeV, e os comparamos com nossos

resultados para o número de eventos em SK utilizando o modelo padrão de oscilação de neutrinos.

O ponto de melhor ajuste é para o conjunto de pontos (∆m2
32, sin

2(2θ23)) = (0, 0027eV 2; 1, 0), o

que está em acordo com as análises da colaboração SK para a oscilação padrão [89].
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8.2 Análise de X 2 MaVaN’s em SK

Como sabemos, o mecanismo de oscilação de neutrinos [47] explica a Anomalia do neutrino at-

mosférico, nome dado ao déficit no número de eventos de neutrinos muônicos medido no detector

Super-Kamiokande quando comparado com as previsões vindas de raios cósmicos. No mecan-

ismo de oscilação, a conversão de sabores de neutrinos é devida à diferença na propagação de

auto-estados de neutrinos com massa diferente, e por isso surge a necessidade de que os neutrinos

tenham massa.

A própria colaboração Super-Kamiokande, já realizou análises nos dados de neutrinos at-

mosféricos buscando efeitos devidos ao mecanismo de massa variável [57], [15]. Nestas análises

foi feita a redução a um problema de oscilação de apenas dois sabores de neutrinos, νµ → ντ e o

resultado confrontado com os dados de Super-Kamiokande. Nesse caso simples, um neutrino do

tipo muônico tem a probabilidade de conversão para um neutrino do tipo tauônico dada por

Pµτ = 1− Pµµ = |< ντ |νµ; t >|2

= sin22θsin2

(

1, 27
∆m2

jk(eV
2)L(km)

E(GeV)

)

Pee = 1− Peµ = 1; (8.6)

Existem ainda outras publicações, tal qual [15], nas quais esta aproximação em dois sabores

também é feita. Podemos interpretar ambos os resultados como se não houvesse necessidade da

massa dos neutrinos depender da densidade bariônica do meio no qual o neutrino se propaga para

descrever os dados de SK I. Nesse trabalho os autores usaram o modelo de oscilação simplificado

ao caso de duas gerações de neutrinos, e incluiram tal dependência com a matéria da forma:

∆m2
32 → ∆m2

32 ×
(

ρl
ρ0

)n

(8.7)

Aqui ρl é a densidade bariônica local e ρ0 é o seu valor padrão para o centro da Terra, e n é um

parâmetro do modelo a ser determinado pela análise dos dados.

Uma caracteŕıstica comum às análises de MaVaN’s em neutrinos atmosféricos já existentes é

o fato de que o ângulo de mistura entre os neutrinos foi mantido constante, apenas o parâmetro

associado à diferença de massa entre os auto xestados foi dado como dependente da densidade

local, como pode ser verificado na Eq. (8.7).
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A fim de verificar se os efeitos de neutrinos com massa variável são necessários para a descrição

dos neutrinos atmosféricos, realizamos o mesmo tipo de análise de X 2 dado pela Eq. (8.1), sub-

stituindo a probabilidade de oscilação de neutrinos dada pelo modelo padrão pela probabilidade

MaVaN dada pela evolução temporal da Eq. (7.12) para diferentes valores de α3. Dessa forma,

portanto, a probabilidade de oscilação passa a depender não mais de dois parâmetros, mas sim de

três:

Pνµ→νµ(∆m2
32, sin

2(2θ)) −→ Pνµ→νµ(∆m2
32, sin

2(2θ), α3) . (8.8)

Dessa forma, agora o número de eventos preditos pela teoria também passa a depender destes três

parâmetros,

N teo
i = N teo

i (∆m2
32, sin

2(2θ23), α3) . (8.9)

Uma vez que obtivemos a descrição do número de eventos preditos pela inclusão do efeito MaVaN

na evolução dos neutrinos atmosféricos, podemos escrever a função X 2 dependente agora de três

parâmetros,

X 2 = X 2(∆m2
32, sin

2(2θ23), α3)

= Σn
i=1

(

Ndata
i − αN teo

i (∆m2
32, sin

2(2θ23), α3)

σi

)2

+
(α− 1)2

σ2
α

. (8.10)

Fazendo uso apenas dos dados de neutrinos muônico, inicialmente mantivemos fixo sin2(2θ23) =

1, 0 e mostramos na Fig. (8.3) nossos resultados para o X 2 em função de ∆m2
32 para α3=0, 0,5 e

1,0. Podemos dizer que a solução com α3 = 1, 0 foi completamente exclúıda pelos dados. Para o

caso de α3 = 0, 5 a solução é desfavorecida pelos dados. Mais do que isso, ao estender a análise

para o intervalo 0, 0 ≤ αMaV aN ≤ 1, 0 podemos encontrar qual é o melhor valor para o parâmetro

αMaV aN .

Na Fig. (8.4) podemos ver esta dependência de X 2 com o parâmetro αMaV aN para alguns

valores de ∆m2
32 próximos ao ponto de melhor ajuste, ∆m2

32 = 3× 10−3 eV2.

A principal caracteŕıstica a ser ressaltada é que para valores de αMaV aN próximos de zero, a

descrição dos dados não é significativamente alterada, quando comparada com o caso αMaV aN = 0

. Esta situação permanece até valores de αMaV aN ≈ 0, 25. Nesse caso, o efeito da interação não

padrão tem intensidade igual a 25% da intensidade do efeito da oscilação padrão de neutrinos.

Para αMaV aN > 0, 25 vemos que a descrição dos dados fica pior, e para valores de αMaV aN > 0, 4

a solução já está exclúıda com mais de 90% de confiança.
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Mostraremos agora nossos resultados para a análise dos eventos do tipo neutrino muônico

na presença do mecanismo Mavan. Na Fig. (8.5) mostramos como o ajuste dos dados se altera

com relação ao parâmetro αMaV aN para alguns valores de ∆m2
32 até uma ordem de grandeza

menor do que o valor de melhor ajuste. Podemos ver claramente que o fato de incluir o efeito

MaVaN com pequena intensidade, αMaV aN < 0, 25 , não favorece valores do parâmetro ∆m2
32

que são desfavorecidas pelo ajuste feito usando o mecanismo de oscilação padrão. Além disso, ao

aumentar a intensidade do efeito MaVaN, as soluções que já eram desfavorecidas pela oscilação

padrão se tornam ainda mais desfavorecidas.

Finalmente, na Fig. (8.6) mostramos nosso resultado para a região permitida a 90% no espaço

dos parâmetros de αMaV aN e ∆m2
32. Podemos concluir que, independentemente do valor do

parâmetro ∆m2
32, para valores de αMaV aN > 0, 4 a solução de MaVaN está exclúıda com 90%

de confiança.

Para valores do parâmetro ∆m2
32 próximos ao valor de melhor ajuste obtido pela análise da

oscilação padrão, valores de αMaV aN < 0, 4 ainda são permitidos. Contudo, estas soluções em

nada melhoram a descrição dos dados experimentais.

Dessa forma podemos concluir que a solução MaVaN para neutrinos atmosféricos está descar-

tada para uma grande região do espaço de parâmetros e, na região na qual esta solução ainda é

permitida pelos dados, ela não melhora o ajuste.
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Caṕıtulo 9

Conclusões

Neste trabalho fizemos uma análise de neutrino atmosféricos. Para tal, desenvolvemos um estudo

da seção de choque neutrino-nucleon, descrevendo todas as caracteŕısticas da interação de neu-

trinos para energias intermediárias, de 0,1 GeV até 100 GeV. Estudamos eventos de neutrinos

atmosféricos em Super-Kamiokande, como estes eventos se comportam com relação à energia dos

neutrinos incidentes, e que tipo de informação está dispońıvel para a fenomenologia de neutrinos

atmosféricos.

Ainda sobre os eventos de neutrinos atmosféricos no detector Super-Kamiokande, nossos estu-

dos nos permitiram entender porque o observável de interesse é a distribuição zenital dos eventos

de neutrino e a razão porquê esta distribuição é afetada pelas oscilações de neutrinos. Podemos

generalizar nosso formalismo para outros experimentos além de SK.

Dessa forma, um ponto central neste trabalho é o fato de que obtivemos de forma independente,

a função resposta para o detector SK. Isto nos possibilitou entender que neutrinos com energia da

ordem 0,1 -5 GeV são a parte central dos eventos estudados por SK. Analisamos oscilações para

estes eventos, e obtivemos a sensibilidade dos parâmetros de oscilação, ∆m2
32 e sen2(2θ23).

Mais do que isso, conseguimos descrever a distribuição zenital de eventos do tipo eletrônico

e muônico em SK, tanto para as regiões de Sub-GeV como Multi-GeV. Esta foi sem dúvida a

parte mas trabalhosa de toda a tese, mas nos permitiu encontrar uma região aceitável para os

parâmetros de oscilação padrão de neutrinos atmosféricos , ∆m2
32 e sin2(2θ23).

Introduzimos,então, na descrição da evolução dos neutrinos atmosféricos o mecanismo de neu-

trinos com massa variável, MaVaN’s, como um novo mecanismo em que a massa do neutrino é

afetada pela densidade do meio. Em nosso trabalho, supomos que este fenômeno é consequência
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de uma interação não padrão entre os neutrinos e a matéria bariônica usual.

Em nosso modelo fenomenológico, o fato de introduzirmos um termo não-diagonal na matriz

de massa dos neutrinos leva a modificações na evolução temporal dos neutrinos, possibilitando

agora oscilações entre auto-estados de massa. Essa interação não-padrão, não-diagonal na base de

massa dos neutrinos cria a possibilidade de oscilação entre os auto-estados de massa.

Ao incluirmos em nosso modelo a mistura entre neutrinos, obtivemos uma nova descrição da

evolução temporal dos neutrinos de sabor, ou seja, um novo hamiltoniano de evolução dos neutrinos

o qual contempla o mecanismo de oscilação padrão acrescido desta nova interação não-diagonal

na base de massa dos neutrinos.

Implementamos computacionalmente a evolução temporal dos neutrinos atmosféricos segundo

este modelo fenomenológico e estudamos como esta probabilidade de oscilação se comporta.

A partir dáı analisamos os dados de SK, usando a hipótese de MaVaN e obtemos limites para

os parâmetros de MaVaN. Encontramos que valores do parâmetro αMaV aN > 0, 4 são exclúıdos

com 90% de confiança.

Independentemente de quais são os valores dos parâmetros de oscilação, a inclusão do modelo de

MaVaN’s sempre torna pior o ajuste dos dados. Mostramos aqui os resultados para sen2θ23 = 1, 0,

que é o ponto de melhor ajuste para a oscilação padrão.

Contudo, se lembrarmos que o efeito de incluir MaVaN’s na descrição dos neutrinos at-

mosféricos é reduzir a oscilação νµ → ντ , e sabendo que valores de sen22θ23 < 1, 0 causam

exatamente o mesmo tipo de redução no efeito de oscilação, conclúımos que o limite por nós

obtido é o mais conservador posśıvel. Para todos os outros valores permitidos para o ângulo

de mistura, sen22θ23 = 1, 0, podemos esperar limites de exclusão ainda mais severos sobre o

parâmetro αMaV aN .

Estes resultados serão submetidos para publicação.
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Apêndice A

Variáveis cinemáticas para a detecção de

um antineutrino incidindo em um

nêutron (ν̄ + p → e+ + n)

Para reação de detecção de um antineutrino, temos,

s = (pν̄ + pp)
2 = (pe+ + pn)

2 ,

t = (pe+ − pν̄)
2 = (pn − pp)

2 = q2 ,

u = (pn − pν̄)
2 = (pp − pe+)

2 . (A.1)

Aqui definimos a variável q como sendo o momentum transferido na reação,

q ≡ pν̄ − pe+ = pn − pp , (A.2)

e está relacionado com a variável t de Mandelstam, t = q2. Desejamos escrever a seção de choque

em termos de s e u e para isso definimos as seguintes variáveis de momento,

pl ≡ pν̄ + pl , ph ≡ pn + pp , (A.3)
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as quais estão relacionadas com as variáveis de Mandelstam da seguinte maneira ∗,

q.pl = (pν̄ − pe+)α(pν̄ + pl)
α = p2ν̄ − p2l = m2

ν̄ −m2
l = −m2

l (A.4)

q.ph = (pn − pp)α(pn + pp)
α = p2n − p2p = m2

n −m2
p = 2M∆ (A.5)

onde M e ∆ são definidos respectivamente por

M =
mn +mp

2
≈ 938, 9 MeV . (A.6)

∆ = mn −mp ≈ 1, 293 MeV . (A.7)

Dadas agora as Eqs .(A.2, A.3), podemos escrever

pν =
1

2
(pl + q) , pl =

1

2
(pl − q) , pn =

1

2
(ph + q) , pp =

1

2
(ph − q) . (A.8)

Substituindo estas relações na Eq .(A.1) temos para as variáveis s, e u

s =
1

4
(pl + ph)

2 , u =
1

4
(pl − ph)

2 , (A.9)

de tal forma que

s− u = pl.ph . (A.10)

Obtemos então as seguintes relações entre as variáveis de momentum:

pn.pp =
1

4
(p2h − q2) =

m2
n +m2

p − t

2
,

pn.q =
1

2
(ph.q + q2) =

m2
n −m2

p + t

2
,

pp.q =
1

2
(ph.q − q2) =

m2
n −m2

p − t

2
,

pn.pl =
1

4
(ph.pl − ph.q + pl.q − q2) =

s−m2
n −m2

e

2
,

pn.pν =
1

4
(ph.pl + ph.q + pl.q + q2) =

m2
n − u

2
,

pp.pl =
1

4
(ph.pl − ph.q − pl.q + q2) =

s+ t−m2
n

2
,

∗Lembramos que trabalhamos com dois sistemas de coordenadas distintos, o sistema do laboratório, SLAB e

o sistema de centro de momentum, SCM , o qual se move com velocidade ~v = vz~k em relação ao SLAB. Quando

trabalharmos com o sistema de centro de momento, devemos definir a 4-velocidade ηµ de uma part́ıcula como a

derivada de sua 4-posição xµ em relação ao tempo próprio, τ , e o 4-momentum pCM
µ = mηµ. Como ηµη

µ = c2 = 1,

temos que pCM
µ p

µ
CM = m2, ou seja E2 − ~p2 = m2, onde m é a massa dessa part́ıcula.

91



pp.pν =
1

4
(ph.pl + ph.q − pl.q − q2) =

s−m2
p

2
,

pν .pl =
1

4
(p2l − q2) =

m2
e − t

2
,

pν .q =
1

2
(pl.q + q2) =

t−m2
e

2
,

pe.q =
1

2
(pl.q − q2) =

−t−m2
e

2
. (A.11)

A.0.1 Cinemática no sistema de repouso do próton, SLAB

No sistema de repouso do próton, ou seja, SLAB, temos que ~pp = 0, e dessa forma, calculando o

invariante pµi piµ = pµfpfµ podemos escrever a energia mı́nima do antineutrino para que ocorra a

reação como,

(pν̄ + pp)
2 = (pe+pn)

2

p2ν̄ + p2p + 2pν̄ .pp = p2e+ + p2n + 2pe+ .pn

m2
ν̄ +m2

p + 2(Eν̄ , ~pν̄)
α(Ep, ~pp)α = m2

e+ +m2
n + 2(Ee+ , ~pe+)

α(En, ~pn)α

Eν

√

p2p +m2
p − ~pν̄ .~pp =

m2
n +m2

l −m2
p +

√

p2n +m2
n

√

p2e+ +m2
e − ~pe+ .~pn

2

Eν min =
(mn +ml)

2 −m2
p

2mp

= 1, 806MeV , (A.12)

onde o lado direito da equação foi calculado para que os produtos da reação sejam emitidos em

repouso no referencial do centro de momento, indicando assim a energia mı́nima do antineutrino

necessária para a reação ocorrer [35]. Nesse caso o lépton carregado será emitido exatamente na

mesma direção do neutrino incidente, ou seja cosθl = 1. Para a variável s temos agora que no

SLAB,

s = m2
p + 2(EνEp − ~pν̄ .~pp) = m2

p + 2Eνmp = m2
n +m2

e + 2(Ee+En − pe+pncosφlab) , (A.13)

onde φlab é o ângulo entre os momentos do pósitron e o nêutron emitidos.

A energia total no sistema do laboratório é

ESLAB
= Eν +mp. (A.14)

Para a variável u

u = m2
p +m2

e − 2Ee+mp = m2
n − 2Eν̄(En − pncosθ

′
lab) . (A.15)
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onde θ′lab é o ângulo entre os momentos do antineutrino incidente e o nêutron emitido. Temos

então para a diferença s− u,

s− u = 2mp(Eν̄ + Ee+)−m2
e , (A.16)

e usando s+ t+ u = m2
ν̄ +m2

n +m2
p +m2

e+ , temos para t

t = m2
n −m2

p − 2mp(Eν̄ −Ee+) . (A.17)

De outra forma,

(pn − pp) = t = m2
n +m2

p − 2mpEn = m2
e − 2Eν̄(Ee+ − pe+cosθlab) . (A.18)

onde θlab é o ângulo entre os momentos do antineutrino incidente e do pósitron emitido.

Agora, através das Eqs. (A.17,A.18), podemos escrever,

Ee =
Eν − δ + ǫpecosθlab

1 + ǫ
, (A.19)

onde δ = 1
2mp

(m2
n−m2

p−m2
e) = 1, 2907MeV, ǫ = Eν

mp
, pe =

√

E2
e −m2

e , k = (1 + ǫ)2 − (ǫcosθlab)
2,

e Rad =
√

(Eν − δ)2 −m2
ek. Obtemos então

E2
ek + 2(1 + ǫ)(δ −Eν)Ee + (Eν − δ)2 +m2

eǫ
2cos2θlab = 0 . (A.20)

Resolvendo para Ee obtemos

Ee =
(Eν − δ)(1 + ǫ) + ǫ Rad cosθ

k
, (A.21)

A função k apresenta apenas ráızes negativas e sendo assim é bem comportada para todas as

energias permitidas para o neutrino incidente.

Para o caso do neutrino incidir exatamente com a energia mı́nima Eq. (A.12), e com cosθl = 1,

Eνmin
− δ =

1

mp
(m2

e +mnme) = 0, 5153MeV ; k =
m2

n +m2
e

m2
p

= 1, 00279 . (A.22)

1 + ǫ = 1, 00925 ; Rad =
√

0, 51532 − 0, 510992 × 1, 00279 = 0, 06MeV . (A.23)

Dessa forma e energia mı́nima portada pelo lépton carregado emitido é,

El(Eνmin
) =

0, 5153MeV × 1, 00925 + 1, 806× 0, 06MeV

1, 00279
= 0, 627MeV . (A.24)
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Resolvendo a Eq. (A.20) para Eν podemos escrever a energia do neutrino em função da energia

do lépton carregado produzido e de seu ângulo com relação à direção do neutrino incidente como

Eν =
−(δ + Ee)(1 + Ee/mp)±

√
rad

k′
, (A.25)

onde k′ = 1
mp

cos2θl(E
2
e − m2

e) − ( Ee

mp
+ 1). Assim como k, a função k′ apresenta apenas ráızes

negativas e sendo assim é bem comportada para todas as energias permitidas para Ee, Eq .(A.26).

Essa inversão de função é necessária para a integração numérica da seção de choque em função da

energia do lépton produzido.

El =
−mp ∓

√

m2
p − sin2θl(cos2θlm2

e +m2
p)

sin2θl
. (A.26)

Ainda temos que

rad02 =
1

m2
p

(δ + Ee)
2cos2θl(E

2
e −m2

e) (A.27)

Podemos escrever o ângulo de emissão do lépton carregado com relação ao neutrino como sendo,

cosθl =

√

√

√

√

E2
e (1 + ǫ)2 + 2(1 + ǫ)(δ − Eν)Ee + (Eν − δ)2

ǫ2(E2
e −m2

e)
(A.28)

Através da Eq. (A.18) podemos escrever a seção de choque no referencial SLAB em função da

energia do antineutrino incidente como

dσ

dEe+
=

dσ

dt

dt

dEe+
= 2mp

dσ

dt
, (A.29)

sendo que em função da variável t, a seção de choque já somada nas polarizações finais e feita a

média sobre as polarizações iniciais, é dada dada por

dσ

dt
=

G2
F cos

2θC
4π(s−m2

p)
2
|M2| (A.30)

onde GF = 1, 1637 10−5 GeV −2 é a constante de Fermi, cosθC = 0, 9746 é o ângulo de Cabibbo, e

|M|2 é a amplitude de probabilidade de ocorrência da reação. Dáı então

dσ(Eν̄ , Ee+)

dEe+
=

mpG
2
F cos

2θC
2π(s−m2

p)
2
|M2|. (A.31)
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A.0.2 Cinemática no sistema de centro de momento, SCM

Através da variável s podemos obter a energia no sistema centro de momenta como sendo

s = (Eν̄ + Ep)
2 − (~pν̄ + ~pp)

2 = E2
ν̄ − p2ν̄ + E2

p − p2p + 2(Eν̄Ep − pν̄ppcosθ)

= m2
p + 2EνEp(1− βν̄βpcosθ) , (A.32)

onde ~βi = ~pi/Ei. Ou seja, a energia total sendo dada por
√
s = E∗, no referencial do centro de

momentum nos leva a

E∗ =
√

m2
p + 2EνEp(1− βν̄βpcosθ). (A.33)

Podemos ainda escrever para a variável t

t = m2
l − 2(ECM

e+ ECM
ν̄ − ~pCM

e+ .~pCM
ν̄ ) = m2

l − 2ECM
ν̄ (ECM

e+ − pCM
e+ cosθCM) (A.34)

onde θCM é o ângulo entre os momenta do antineutrino incidente e pósitron emitido, no referencial

do centro de momenta. Dada a simetria axial em torno do eixo da colisão(colinear ao momentum

do antineutrino incidente), temos como limites 0 ≤ θCM ≤ π. Como as variáveis de Mandelstam

são invariantes por ”boosts”, temos que tSLAB
= tSCM

. Dáı obtemos os limites cinemáticos para a

energia do pósitron emitido, visto do referencial SLAB.

m2
l − 2ECM

ν̄ (ECM
e+ ± pCM

e+ ) = m2
n −m2

p − 2mp(Eν̄ − Ee+) , (A.35)

ou

Ee+(min,max) = Eν̄ − δ − 1

mp

ECM
ν̄ (ECM

e+ ± pCM
e+ ) , (A.36)

onde

δ =
m2

n −m2
p −m2

e

2mp

, (A.37)

ECM
ν̄ =

s−m2
p

2
√
s

=
Eν̄√
1 + 2ǫ

, ECM
e+ =

s−m2
n +m2

l

2
√
s

=
Eν̄ − δ√
1 + 2ǫ

, (A.38)

pCM
e+ =

√

[s− (mn −ml)2][s− (mn +ml)2]

2
√
s

, (A.39)

onde fizemos uso da Eq. (A.13).

É usual na literatura se usar a aproximação na qual os nucleons estão sempre em repouso,

∆
Eν

→ 0, que implica em

Ee = Eν −∆ (A.40)
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Como vemos,para baixas energias, Eν ≈ MeV, a aproximação deixa de ser boa, e dessa forma se

torna interessante substituir a Eq. (A.40) pela energia média do neutrino,

〈Ee〉 ≈
Emax −Emin

2
= Eν − δ − ECM

ν ECM
e

mp
. (A.41)

Esta aproximação pode ser usada para qualquer regime de energia.

A.1 Variáveis cinemáticas para a detecção de um neutrino

Tendo em vista que um neutrino interage com um nêutron e não com um próton, como era o caso

para um antineutrino, apresentamos a seguir as variáveis cinemáticas que se modificam para este

caso.

s = (pν + pn)
2 = (pe− + pp)

2 ,

t = (pe− − pν)
2 = (pp − pn)

2 = q2 ,

u = (pp − pν)
2 = (pn − pe−)

2 , (A.42)

onde a variável q é dada por,

q ≡ pν − pe− = pp − pn . (A.43)

Substituindo a Eq. (A.3) obtemos para o caso de um neutrino,

q.pl = (pν − pe+)α(pν + pl)
α = p2ν − p2l = m2

ν −m2
l = −m2

l (A.44)

q.ph = (pp − pn)α(pn + pp)
α = p2p − p2n = m2

p −m2
n = −2M∆ , (A.45)

e obtemos agora através das Eqs .(A.3, A.43),

pν =
1

2
(pl + q) , pl =

1

2
(pl − q) , pp =

1

2
(ph + q) , pn =

1

2
(ph − q) . (A.46)

pn.pp =
1

4
(p2h − q2) =

m2
n +m2

p − t

2
,

pp.q =
1

2
(ph.q + q2) =

m2
p −m2

n + t

2
,

pn.q =
1

2
(ph.q − q2) =

m2
p −m2

n − t

2
,

pp.pl =
1

4
(ph.pl − ph.q + pl.q − q2) =

s−m2
p −m2

e

2
,
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pn.pl =
1

4
(ph.pl − ph.q − pl.q + q2) =

s+ t−m2
p

2
,

pp.pν =
1

4
(ph.pl + ph.q + pl.q + q2) =

m2
p − u

2
,

pn.pν =
1

4
(ph.pl + ph.q − pl.q − q2) =

s−m2
n

2
,

pν .pl =
1

4
(p2l − q2) =

m2
e − t

2
,

pν .q =
1

2
(pl.q + q2) =

t−m2
e

2
,

pe.q =
1

2
(pl.q − q2) =

−t−m2
e

2
. (A.47)

Para as demais considerações cinemáticas que são mostradas para o caso de um antineutrino,

as equações devem apresentar a mesma forma para o caso de um neutrino, quando trocamos

mn ↔ mp e pn ↔ pp.
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Apêndice B

Desenvolvimento algébrico da dinâmica

da seção de choque

A amplitude de probabilidade M pode ser escrita como

M(ν) = ūeγ
a(1− γ5)uνe . ūp

(

f1γa + g1γaγ5 + if2σab
qb

2M
+ g2

qa
M

γ5

)

un . (B.1)

Como estamos interessados no módulo quadrado da amplitude, temos para a parte conjugada

de M(ν):

(ūνlγ
aul)

∗ = u†
l (γ

a)†ū†
νl
= u†

lγ
0(γ0)†(γa)†γ0uνl = u†

lγ
0γauνl = ūlγ

auνl (B.2)

(−ūνlγ
aγ5ul)

∗ = −u†
lγ5(γ

a)†ū†
νl
= −u†

lγ5γ
0(γ0)†(γa)†γ0uνl = u†

lγ
0γ5γ

auνl = ūlγ5γ
auνl (B.3)

(ūpf1γaun)
∗ = u†

nγ
†
af

∗
1 ū

†
p = u†

nγ0(γ0)
†(γa)

†γ0f
∗
1up = ūnγaf

∗
1up (B.4)

(ūpg1γaγ5un)
∗ = u†

nγ5γ
†
ag

∗
1ū

†
p = u†

nγ5γ0(γ0)
†(γa)

†γ0g
∗
1up = u†

nγ5γ0γag
∗
1up = −ūnγ5γag

∗
1up (B.5)

(ūpif2σab
qb

2M
un)

∗ = u†
n

(

−if ∗
2

2M

)

(qb)†σ†
abγ0up

= u†
n

(

−if ∗
2

2M

)

γ0(γ0)
†(qb)†

(−i

4

)

(γaγb − γbγa)
†γ0up

= u†
n

(

−if ∗
2

2M

)

γ0(γ0)
†(qb)†

(−i

4

)

γ0(γ
†
0γ

†
bγ0γ

†
0γ

†
a − γ†

0γ
†
aγ0γ

†
0γ

†
b)γ0up

= u†
n

(

−if ∗
2

2M

)

γ0(γ0)
†(qb)†

(−i

4

)

γ0(γbγa − γaγb)up

= ūn

(

−if ∗
2

2M

)

qb
(

i

4

)

(γaγb − γbγa)up

= −ūn

(

if ∗
2

2M

)

qbσabup (B.6)
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(ūpg2
qa

M
γ5un)

∗ = u†
nγ5g

∗
2

(qa)†

M
u†
p = u†

nγ5g
∗
2γ0(γ0)

† (q
a)†

M
γ0up

= −u†
nγ0γ5

g∗2q
a

M
up = −ūnγ5

g∗2q
a

M
up (B.7)

Sendo assim, para o módulo quadrado da amplitude de probabilidade, temos:

|M(ν)|2 = M∗(ν)M(ν) = [ūνlγ
a(1− γ5)ul][ūνlγ

a(1− γ5)ul]
∗

×
[

ūp

(

f1γa + g1γaγ5 + if2σab
qb

2M
+ g2

qa
M

γ5

)

un

]

×
[

ūp

(

f1γa + g1γaγ5 + if2σab
qb

2M
+ g2

qa
M

γ5

)

un

]∗

= [v̄νlγ
a(1− γ5)vl][ūl(1 + γ5)γ

auνl]

×
[

ūp

(

f1γa + g1γaγ5 + if2σab
qb

2M
+ g2

qa
M

γ5

)

un

]

×
[

ūn

(

f ∗
1γc − g∗1γ5γc − if ∗

2

qdσcd

2M
− g∗2

γ5qc
M

)

up

]

. (B.8)

B.0.1 Somas em spins

Uma vez que os experimentos não são senśıveis aos estados de polarização dos férmions envolvidos,

neste ponto podemos efetuar a média sobre as posśıveis polarizações dos estados iniciais e somas

sobre as posśıveis polarizações dos estados finais,

Σs = [ūaΓ1ub] [ūaΓ2ub]
∗ = Tr

[

Γ1(γ
bpb +mbc)Γ̄2(γ

apa +mac)
]

, (B.9)

onde, para a corrente leptônica

(jl)
a = ūνlγ

a(1− γ5)ul, (B.10)

e identificamos as matrizes:

Γ1 = γa(1− γ5), e (B.11)

Γ2 = γc(1− γ5) −→ Γ̄2 = γ0(γc(1− γ5))†γ0 = (1 + γ5)γc . (B.12)

B.0.2 Cálculo da corrente leptônica

Dessa forma a soma em spin para a corrente leptônica é dada por,

Σs|jl|2 = Tr[γa(1− γ5)(γαpeα +mlc)(1 + γ5)γc(γβpνβ)] . (B.13)
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Nesse caso temos quatro traços não nulos, apenas dois traços distintos,

2× peαpνβTr[γ
aγαγcγβ] = 8(paνp

c
l − gacpν .pl + pal p

c
ν) , (B.14)

2×−peαpνβTr[γ
aγαγcγβγ5] = +8ipeαpνβǫ

aαcβ , (B.15)

e a soma em spin para a corrente leptônica tem a forma,

Lac = Σs|jl|2 = 8
(

pal p
c
ν + paνp

c
l − gacpl.pν + ipeαpνβǫ

aαcβ
)

. (B.16)

Chamamos a atenção para o fato da corrente leptônica não depender explicitamente da massa

do lépton carregado produzido, no caso um elétron.

Passamos agora ao cálculo da corrente hadrônica,

(JH)a = ūn

(

f1γa + g1γaγ5 + if2σab
qb

2M
+ g2

qa
M

γ5

)

up. (B.17)

Para isso escrevemos as seguintes matrizes,

Γ3 = f1γa + g1γaγ5 + if2σab
qb

2M
+ g2

qa
M

γ5, (B.18)

Γ4 = f1γc + g1γcγ5 + if2σcd
qd

2M
+ g2

qc
M

γ5. (B.19)

Podemos agora escrever,

[ūnΓ4up]
∗ = u†

pΓ
†
4γ

0un = u†
pγ

0γ0Γ†
4γ

0un = ūpΓ̄4un, (B.20)

onde

Γ̄4 = γ0Γ†
4γ

0 = γ0

(

f1γc + g1γcγ5 + if2σcd
qd

2M
+ g2

qc
M

γ5

)†

γ0

= f ∗
1γc − g∗1γ5γc − if ∗

2σcd
qd

2M
− g∗2

γ5qc
M

, (B.21)

e a soma em spin para a corrente hadrônica fica:

Σs(JH)a = Tr[Γ3(γ
αpnα +mnc)Γ̄4(γ

βppβ +mpc)] . (B.22)

100



B.0.3 Cálculo dos traços para a corrente hadrônica

Substitúımos agora as Eqs. (B.18, B.21) na Eq. (B.22), e procedemos o cálculo de 2×4×2×4 = 64

traços de matrizes γ de Dirac. Destes 42 são nulos por apresentar número ı́mpar de matrizes γ.

Os 22 traços não nulos∗ são mostrados a seguir, bem como dois traços que são nulos por razões

de simetria.

Tr01 : → f1f
∗
1 p

α
np

β
pTr[γaγαγcγβ] = 4|f1|2pαnpβp (gaαgcβ − gacgαβ + gaβgαc)

= 4|f1|2(pnappc − gacpn.pp + ppapnc) . (B.23)

Tr02 : → −f1g
∗
1p

α
np

β
pTr[γaγαγ5γcγβ] = 4if1g

∗
1p

α
np

β
pǫaαcβ . (B.24)

Tr03 : → −if1f
∗
2 p

α
n

qd

2M
mpcTr[γaγασcd] =

mpc

2
f1f

∗
2

qd

2M
pαn(Tr[γaγαγcγd]− Tr[γaγαγdγc])

= 2mpcf1f
∗
2

1

M
(qapnc − gacpn.q) . (B.25)

Tr04 : → f1f
∗
1mnmpc

2Tr[γaγc] = 4mnmpc
2|f1|2gac . (B.26)

Tr05 : → −imncf1f
∗
2

qd

2M
pβpTr[γaσcdγβ] =

mnc

2
f1f

∗
2

qd

2M
pβp (Tr[γaγcγdγβ]− Tr[γaγdγcγβ])

= 2mncf1f
∗
2

1

M
(gacpp.q − qappc) . (B.27)

Tr06 : → g1f
∗
1 p

α
np

β
pTr[γaγ5γαγcγβ] = 4ig1f

∗
1 p

α
np

β
pǫaαcβ . (B.28)

Tr07 : → −g1g
∗
1p

α
np

β
pTr[γaγ5γαγ5γcγβ] = 4|g1|2(pnappc − gacpn.pp + ppapnc) . (B.29)

Tr08 : → −impcg1f
∗
2

qd

2M
pαnTr[γaγ5γασcd] =

mpc

2
g1f

∗
2

qd

2M
pαn(Tr[γaγ5γαγcγd]− Tr[γaγ5γαγdγc])

= 2impcg1f
∗
2

qd

M
pαnǫaαcd . (B.30)

∗Relações úteis ao cálculo destes traços podem ser encontradas por exemplo em [28], ou [34].
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Tr09 : → −mpcg1g
∗
2

qc
M

pαnTr[γaγ5γαγ5] = 4mpcg1g
∗
2

1

M
qcpna . (B.31)

Tr10 : → −mnmpc
2g1g

∗
1Tr[γaγ5γ5γc] = −4mnmpc

2|g1|2gac . (B.32)

Tr11 : → −imncg1f
∗
2

qd

2M
pβpTr[γaγ5σcdγβ] =

mnc

2
g1f

∗
2

qd

2M
pβp (Tr[γaγ5γcγdγβ]− Tr[γaγ5γdγcγβ])

= 2imncg1f
∗
2

qd

M
pβpǫacdβ . (B.33)

Tr12 : → −mncg1g
∗
2

qc

M
pβpTr[γaγ5γ5γβ] = −4mncg1g

∗
2

1

M
ppaqc (B.34)

Tr13 : → impcf2f
∗
1

qb

2M
pαnTr[σabγαγc] = −mpc

f2f
∗
1

2

qb

2M
pαn(Tr[γaγbγαγc]− Tr[γbγaγαγc])

= −2mpcf2f
∗
1

1

M
(gacpn.q − pnaqc) . (B.35)

Tr14 : → −impcf2g
∗
1

qb

2M
pαnTr[σabγαγ5γc] =

mpc

2
f2g

∗
1

qb

2M
pαn(Tr[γaγbγαγ5γc]− Tr[γbγaγαγ5γc])

= 2impcf2g
∗
1

qb

M
pαnǫabαc . (B.36)

Tr15 : → |f2|2
qb

2M

qd

2M
pαnp

β
pTr[σabγασcdγβ] = −|f2|2

4

qb

2M

qd

2M
pαnp

β
p (Tr[γaγbγαγcγdγβ]

− Tr[γaγbγαγdγcγβ]− Tr[γbγaγαγcγdγβ]

+ Tr[γbγaγαγdγcγβ])

= −|f2|2
4

qb

2M

qd

2M
pαnp

β
p4(Tr[γaγbγαγcγdγβ]

− gcdTr[γaγbγαγβ]− gbaTr[γαγcγdγβ] + 4gabgcdgαβ)

(B.37)

onde usamos a relação de anti-comutação entre as matrizes γ,

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2gµν . (B.38)
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O traço de 6 matrizes γ é dado por,

Tr[γaγbγαγcγdγβ] = 2gabTr[γαγcγdγβ]− 2gaαTr[γbγcγdγβ] + 2gacTr[γbγαγdγβ]

− 2gadTr[γbγαγcγβ] + 2gaβTr[γbγαγcγd]− Tr[γaγbγαγcγdγβ] , (B.39)

ou seja,

Tr[γaγbγαγcγdγβ] = gabTr[γαγcγdγβ]− gaαTr[γbγcγdγβ] + gacTr[γbγαγdγβ]

− gadTr[γbγαγcγβ] + gaβTr[γbγαγcγd] (B.40)

Agora podemos substituir a Eq .(B.40) na Eq .(B.37), juntamente com os traços de 4 matrizes

γ, obtendo para este traço de 6 matrizes gamma de Dirac,

|f2|2
qb

2M

qd

2M
pαnp

β
p × Tr[σabγασcdγβ] =

|f2|2
4

qb

2M

qd

2M
pαnp

β
p4(Tr[γaγbγαγcγdγβ]

− gdcTr[γaγbγαγβ]− gbaTr[γαγcγdγβ] + 4gabgcdgαβ)

= −|f2|2
qb

2M

qd

2M
pαnp

β
p (gabTr[γαγcγdγβ]− gaαTr[γbγcγdγβ]

+ gacTr[γbγαγdγβ]− gadTr[γbγαγcγβ] + gaβTr[γbγαγcγd]

− gcdTr[γaγbγαγβ]− gbaTr[γαγcγdγβ] + 4gabgcdgαβ)

= −|f2|2
M2

qbqdpαnp
β
p (gac(gbαgdβ − gbdgαβ + gbβgαd)

− gaα(gbcgdβ − gbdgcβ + gbβgcd)− gad(gbαgcβ − gbcgαβ + gbβgαc)

+ gaβ(gbαgcd − gbcgαd + gbdgαc)− gcd(gabgαβ − gaαgbβ + gaβgbα)

+ gabgcdgαβ)

=
|f2|2
M2

(pn.q(ppaqc + qappc) + pp.q(pnaqc + qapnc)

− gac(2 pn.q pp.q − q2pn.pp)− pn.ppqaqc − q2(pnappc + ppapnc)
)

.

(B.41)

Tr16 : → − if2g
∗
2

qb

2M

qc
M

pαnp
β
pTr[σabγαγ5γβ] =

f2g
∗
2

2

qb

2M

qc
M

pαnp
β
p (Tr[γaγbγαγ5γβ]− Tr[γbγaγαγ5γβ])

= 2if2g
∗
2

qb

M

qc
M

pαnp
β
pǫabαβ = if2g

∗
2

qb

M

qc
M

ǫabαβ(p
α
h + qα)(pβh − qβ)

= 2if2g
∗
2

qb

M

qc
M

ǫabαβ(p
α
hp

β
h − qαqβ − pβhq

α + pαhq
β) = 0 , (B.42)
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onde usamos a Eq. (A.8) e o fato que produtos entre partes simétricas e anti-simétricas é zero.

Tr17 : → imncf2f
∗
1

qb

2M
pβpTr[σabγcγβ] = −mnc

2
f2f

∗
1

qb

2M
pβp (Tr[γaγbγcγβ]− Tr[γbγaγcγβ])

= −2mncf2f
∗
1

1

M
(ppaqc − gacpp.q) . (B.43)

Tr18 : → −imncf2g
∗
1

qb

2M
pβpTr[σabγ5γcγβ] = +

mnc

2
f2g

∗
1

qb

2M
pβp (Tr[γaγbγ5γcγβ]− Tr[γbγaγ5γcγβ])

= −2imncf2g
∗
1

qb

M
pβp ǫabcβ . (B.44)

Tr19 : → −i2mnmpc
2f2f

∗
2

qb

2M

qd

2M
Tr[σabσcd] = −mnmpc

2

4
|f2|2

qb

2M

qd

2M
Tr[(γaγb − γbγa)×

× (γcγd − γdγc)]

= −mnmpc
2

4
|f2|2

qb

2M

qd

2M
(Tr[γaγbγcγd]

− Tr[γaγbγdγc]− Tr[γbγaγcγd] + Tr[γbγaγdγc])

= mnmpc
2 |f2|2
M2

(gacq
2 − qaqc) . (B.45)

Tr20 : → −mpcg2g
∗
1

qa
M

pαnTr[γ5γαγ5γc] = +4mpcg2g
∗
1

qa
M

pnc . (B.46)

Tr21 : → − ig2f
∗
2

qa
M

qd

2M
pαnp

β
pTr[γ5γασcdγβ] =

g2f
∗
2

2

qa
M

qd

2M
pαnp

β
p (Tr[γ5γαγcγdγβ]− Tr[γ5γαγdγcγβ]

= 2ig2f
∗
2

qa
M

qd

M
pαnp

β
pǫαcdβ = 2ig2f

∗
2

qa
M

qd

M
ǫαcdβ(p

α
h + qα)(pβh − qβ)

= 2ig2f
∗
2

qa
M

qd

M
ǫαcdβ(p

α
hp

β
h − qαqβ − pβhq

α + pαhq
β) = 0 , (B.47)

onde usamos a Eq. (A.8) e o fato que produtos entre partes simétricas e anti-simétricas é zero.

Tr22 : → −g2g
∗
2

qa
M

qc
M

pαnp
β
pTr[γ5γαγ5γβ] = +4|g2|2

qa
M

qc
M

pn.pp . (B.48)

Tr23 : → −mncg2g
∗
1

qa
M

pβpTr[γ5γ5γcγβ] = −4mncg2g
∗
1

qa
M

ppc . (B.49)
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Tr24 : → −mnmpc
2g2g

∗
2

qa
M

qc
M

Tr[γ5γ5] = −4mnmpc
2|g2|2

1

M2
qaqc . (B.50)
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B.0.4 Forma expĺıcita da corrente hadrônica

Substituindo estes 22 traços, Eqs. (B.23-B.36,B.41-B.50), na Eq. (B.22), obtemos para a soma em

spins para a corrente hadrônica,

Σs(JH)ac =
[

−4
[(

|f1|2 + |g1|2
)

pn.pp +
(

|g1|2 − |f1|2
)

mnmpc
2
]

+
2c

M
(f1f

∗
2 + f2f

∗
1 ) (mnpp.q −mppn.q)

− |f2|2
M2

[

2pn.q pp.q − (pn.pp +mnmpc
2)q2

]

]

× gac

+

[(

|4g2|2
M2

− |f2|2
M2

)

pn.pp −
(

|f2|2
M2

+
|4g2|2
M2

)

mnmpc
2

]

× qaqc

+

[

4(|f1|2 + |g1|2)−
|f2|2
M2

q2
]

× (pnappc + ppapnc)

+
|f2|2
M2

[pp.q × (pnaqc + qapnc) + pn.q × (ppaqc + qappc)]

+
2mpc

M
{qapnc(f1f ∗

2 + 2g2g
∗
1) + 2pnaqc(f2f

∗
1 + 2g1g

∗
2)}

− 2mnc

M
{qappc(2g2g∗1 + f1f

∗
2 ) + 2ppaqc(2g1g

∗
2 + f2f

∗
1 )}

+ i

[

−4 (g1f
∗
1 + f1g

∗
1) p

α
np

β
pǫαβac +

2cqb

M
(mnp

α
p +mpp

α
n) (g1f

∗
2 + f2g

∗
1) ǫbαac

]

=
[

−4
[(

|f1|2 + |g1|2
)

pn.pp +
(

|g1|2 − |f1|2
)

mnmpc
2
]

+
2c

M
Re {f1f ∗

2 } (mnpp.q −mppn.q)

− |f2|2
M2

[

2pn.q pp.q − (pn.pp +mnmpc
2)q2

]

]

× gac

+

[(

|4g2|2
M2

− |f2|2
M2

)

pn.pp −
(

|f2|2
M2

+
|4g2|2
M2

)

mnmpc
2

]

× qaqc

+

[

4(|f1|2 + |g1|2)−
|f2|2
M2

q2
]

× (pnappc + ppapnc)

+
|f2|2
M2

[pp.q × (pnaqc + qapnc) + pn.q × (ppaqc + qappc)]

+
mpc

M
{2qapnc(f1f ∗

2 + 2g2g
∗
1) + 2pnaqc(f2f

∗
1 + 2g1g

∗
2)}

− mnc

M
{2qappc(2g2g∗1 + f1f

∗
2 ) + 2ppaqc(2g1g

∗
2 + f2f

∗
1 )}

+ i

[

−8Re {g1f ∗
1} pαnpβpǫαβac +

4cqb

M
(mnp

α
p +mpp

α
n)Re {g1f ∗

2} ǫbαac
]

. (B.51)

O próximo passo a ser dado é fazer a contração entre as correntes leptônica e hadrônica, levando

em consideração as simetrias presentes.
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Σs|M(ν)|2 = 8 [pal p
c
ν + paνp

c
l − gacpl.pν ]sim ×

{[

−4
[(

|f1|2 + |g1|2
)

pn.pp +
(

|g1|2 − |f1|2
)

mnmpc
2
]

+
2c

M
Re {f1f ∗

2} (mnpp.q −mppn.q)−
|f2|2
M2

[

2pn.q pp.q − (pn.pp +mnmpc
2)q2

]

]

× gac

+

[(

|4g2|2
M2

− |f2|2
M2

)

pn.pp −
(

|f2|2
M2

+
|4g2|2
M2

)

mnmpc
2

]

× qaqc

+

[

4(|f1|2 + |g1|2)−
|f2|2
M2

q2
]

× (pnappc + ppapnc)

+
|f2|2
M2

[pp.q × (pnaqc + qapnc) + pn.q × (ppaqc + qappc)]

+
mpc

M
{2qapnc(f1f ∗

2 + 2g2g
∗
1) + 2pnaqc(f2f

∗
1 + 2g1g

∗
2)}

− mnc

M
{2qappc(2g2g∗1 + f1f

∗
2 ) + 2ppaqc(2g1g

∗
2 + f2f

∗
1 )}

}

sim

+ 8ipel.pνmǫ
alcm × i

{

−8Re {g1f ∗
1} pαnpβpǫαβac +

4cqb

M
(mnp

α
p +mpp

α
n)

× Re {g1f ∗
2 } ǫbαac}anti−sim . (B.52)

Aqui usamos o fato de que, frente à troca de ı́ndices, a → c, c → a, o produto de componentes

simétricas com anti-simétricas é zero. Explicitamente temos:

B.0.5 Contração das correntes leptônica e hadrônica

*Para as partes simétricas,

8 {pal pcν + paνp
c
l − gacpl.pν}sim × gac = 8(2pl.pν − 4pl.pν) = −16pl.pν (B.53)

8 {pal pcν + paνp
c
l − gacpl.pν}sim × qaqc = 8(2pl.q pν .q − q2pl.pν) (B.54)

8 {pal pcν + paνp
c
l − gacpl.pν}sim × (pnappc + ppapnc) = 16(pl.pn pν .pp + pν .pn pl.pp − pn.pp pl.pν) ;(B.55)

8 {pal pcν + paνp
c
l − gacpl.pν}sim × (pnaqc + qapnc) = 16(pl.pn pν .q + pν .pn pl.q − pn.q pl.pν) ;(B.56)

8 {pal pcν + paνp
c
l − gacpl.pν}sim × (ppaqc + qappc) = 16(pl.pp pν .q + pν .pp pl.q − pp.q pl.pν) ; (B.57)
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8[pal p
c
ν + paνp

c
l − gacpl.pν ]×

{

mpc

M
{2qapnc(f1f ∗

2 + 2g2g
∗
1) + 2pnaqc(f2f

∗
1 + 2g1g

∗
2)}

− mnc

M
{2qappc(2g2g∗1 + f1f

∗
2 ) + 2ppaqc(2g1g

∗
2 + f2f

∗
1 )}

}

= 16
mpc

M
[f1f

∗
2 + f2f

∗
1 + 2g1g

∗
2 + 2g2g

∗
1))]× (pl.q pν .pn + pl.pn pν .q − q.pn pl.pν)

− 16
mnc

M
[2(g1g

∗
2 + g2g

∗
1) + f1f

∗
2 + f2f

∗
1 ]× (pl.q pν .pp + pl.pp pν .q − q.pp pl.pν)

= 16
mpc

M
[Re{f1 f ∗2 }+ 2Re{g2g∗1}]× (pl.q pν .pn + pl.pn pν .q − q.pn pl.pν)

− 16
mnc

M
[2Re{g2g∗1}+ Re{f1f ∗

2}]× (pl.q pν .pp + pl.pp pν .q − q.pp pl.pν)

= 32 [Re{f1 f ∗2 }+ 2Re{g2g∗1}]
(

mpc

M
(pl.q pν .pn + pl.pn pν .q − q.pn pl.pν)

− mnc

M
(pl.q pν .pp + pl.pp pν .q − q.pp pl.pν)

)

(B.58)

*Para as partes anti-simétricas,

8ipelpνmǫ
alcm × −8iRe{g1f ∗

1}pαnpβpǫαβac = 128Re{g1f ∗
1}(pn.pν pp.pl − pn.pl pp.pν) ; (B.59)

8ipelpνmǫ
alcm × −4i

cqb

M
Re{g1f ∗

2}(mnp
α
p +mpp

α
n)ǫabcα

=
64c

M
Re{g1f ∗

2 } [mn(pl.q pν .pp − pl.pp pν .q)

+ mp(pl.q pν .pn − pl.pn pν .q)] (B.60)

Como o produto de partes simétricas e antisimétricas deve ser nulo, temos de forma expĺıcita†.

†

ipelpνmǫalcm ×
{mpc

M
{qapnc(f1f∗

2
+ 4g2g

∗
1
) + pnaqc(f2f

∗
1
+ 4g1g

∗
2
)}

− mnc

M
{qappc(4g2g∗1 + f1f

∗
2
) + ppaqc(4g1g

∗
2
+ f2f

∗
1
)}
}

= i(pLl
− ql)(pLm

+ qm)ǫalcm ×
{mpc

M
{qa(phc + qc)(f1f

∗
2
+ 4g2g

∗
1
)

+ (pha + qa)qc(f2f
∗
1
+ 4g1g

∗
2
)} − mnc

M
{qa(phc − qc)(4g2g

∗
1
+ f1f

∗
2
)

+ (pha − qa)qc(4g1g
∗
2
+ f2f

∗
1
)}}

= i(pLl
qm − qlpLm

)ǫalcm ×
{mpc

M
{qaphc(f1f∗

2
+ 4g2g

∗
1
)

+ phaqc(f2f
∗
1
+ 4g1g

∗
2
)} − mnc

M
{qaphc(4g2g∗1 + f1f

∗
2
)

+ phaqc(4g1g
∗
2
+ f2f

∗
1
)}} = 0 , (B.61)

onde usamos a Eq .(A.8). O termo se anula devido à multiplicação de partes simétricas e anti-simétricas com

relação aos ı́ndices a, c, l,m.
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Σs|M(ν)|2 = 64
[(

|f1|2 + |g1|2
)

pn.pp pl.pν +
(

|g1|2 − |f1|2
)

mnmpc
2pl.pν

]

+
32c

M
Re {f1f ∗

2 } (mppn.q pl.pν −mnpp.q pl.pν)

+
16|f2|2
M2

[

2pn.q pp.q pl.pν − (pn.pp pl.pν +mnmpc
2 pl.pν)q

2
]

+ 8

(

|4g2|2
M2

− |f2|2
M2

)

(2pl.q pν .q pn.pp − q2pl.pν pn.pp)

− 8

(

|f2|2
M2

+
|4g2|2
M2

)

mnmpc
2(2pl.q pν .q − q2pl.pν)

+ 16

[

4(|f1|2 + |g1|2)−
|f2|2
M2

q2
]

(pl.pn pν .pp + pν .pn pl.pp − pn.pp pl.pν)

+
16|f2|2
M2

[pl.pn pν .q pp.q + pν .pn pl.q pp.q − pn.q pl.pν pp.q

+ pl.pp pν .q pn.q + pν .pp pl.q pn.q − pp.q pl.pν pn.q]

+ 32 [Re{f1 f ∗2 }+ 2Re{g2g∗1}]
(

mpc

M
(pl.q pν .pn + pl.pn pν .q − q.pn pl.pν)

− mnc

M
(pl.q pν .pp + pl.pp pν .q − q.pp pl.pν)

)

+ 128Re{g1f ∗
1 }(pn.pν pp.pl − pn.pl pp.pν)

+
64c

M
Re{g1f ∗

2 } [mn(pl.q pν .pp − pl.pp pν .q) +mp(pl.q pν .pn − pl.pn pν .q)] ;

=
4|f2|2
M2

[−4pl.q q.pν pn.pp − 4pl.q ql.pνmpmn + 4pl.q q.pn pν .pp + 4pl.q q.pp pν .pn

+ 2pl.pν q2 pn.pp − 2pl.pν q2mpmn − 4pl.pn q2 pν .pp + 4pl.pn q.pν q.pp

− 4pl.ppq
2pν .pn + 4pl.ppq.pν ql.pn

]

+
32|g2|2
M2

[

2pl.q ql.pν pn.pp − 2pl.q q.pνmpmn − pl.pν q2 pn.pp + pl.pν q2mpmn

]

+ 64|f1|2 [−pl.pνmpmn + pl.pnpν .pp + pl.pp pν .pn]

+ 64|g1|2 [pl.pνmpmn + pl.pnpν .pp + pl.pp pν .pn]

+ 128f1g1 [pl.pppν .pn − pl.pn pν .pp]

+
64g1g2
M

[−pl.pp ql.pνmn + pl.q pν .pnmp − pl.q pν .ppmn − pl.pν q.pnmp

+ pl.pν ql.ppmn + pl.pn q.pνmp]

+
32f1f2
M

[+pl.q pν .pnmp − pl.q pν .ppmn + pl.pνql.pnmp − pl.pνql.ppmn

+ pl.pnql.pνmp − pl.ppql.pνmn]

+
64g1f2
M

[pl.q pν .pnmp + pl.q pν .ppmn − pl.pn q.pνmp − pl.pp ql.pνmn] , (B.62)
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onde substitúımos os resultados das Eqs. (B.53-B.61) na Eq. (B.52).

Tal como feito em [27], é útil escrever a estrutura polinomial de Σs|M(ν̄)|2, Eq. (B.52) re-

spectivamente, em função da Eq. (A.11). Dessa forma obtemos a amplitude de probabilidade de

espalhamento elástico de um antineutrino, Eq. (5) da referência [27],

Σs|M(ν̄)|2 = +(s− u)2 × 2

{

4(|g1|2 + |f1|2)− t
|f2|2
M2

}

− (s− u)× 2

{

−4m2
e

|f2|2
M

∆− 4m2
e

g1g2
M

∆− 4m2
e

f1f2
M

∆− 16tg1(f2 + f1)

}

− 32|g1|2M2∆2 − 32|f1|2M2∆2 − 32m2
eg1f2mn∆− 32m2

eg1f2mp∆

− 32m2
eg1g2mn∆+ 32m2

eg1g2mp∆+ 32m2
e|g1|2mpmn + 16m2

ef1f2mn∆

− 16m2
ef1f2mp∆− 64m2

ef1g1M∆ − 32m2
e|f1|2mpmn − 2m4

e

|f2|2
M2

m2
n

− 4m4
e

|f2|2
M2

mpmn − 2m4
e

|f2|2
M2

m2
p + 8m4

e

|g2|2
M2

m2
n − 16m4

e

|g2|2
M2

mpmn

+ 8m4
e

|g2|2
M2

m2
p − 16m4

e

g1g2
M

mn − 16m4
e

g1g2
M

mp − 8m4
e|g1|2

− 8m4
e

f1f2
M

mn − 8m4
e

f1f2
M

mp − 8m4
e|f1|2 − 8t|f2|2∆2 − 32t|g1|2mpmn

− 32tf1f2mn∆+ 32tf1f2mp∆+ 32t|f1|2mpmn + 2tm2
e

|f2|2
M2

m2
n

− 4tm2
e

|f2|2
M2

mpmn + 2tm2
e

|f2|2
M2

m2
p − 8tm2

e

|g2|2
M2

m2
n + 16tm2

e

|g2|2
M2

mpmn

− 8tm2
e

|g2|2
M2

m2
p + 16tm2

e

g1g2
M

mn + 16tm2
e

g1g2
M

mp − 8tm2
e

f1f2
M

mn

− 8tm2
e

f1f2
M

mp − 8tm4
e

|g2|2
M−2

+ 8t2
|f2|2
M2

mpmn + 8t2|g1|2

+ 16t2
f1f2
M

mn + 16t2
f1f2
M

mp + 8t2|f1|2 − 2t2m2
e

|f2|2
M2

+ 8t2m2
e

|g2|2
M2

+ 2t3
|f2|2
M2

;

(B.63)
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Apêndice C

Cinemática do DIS

C.1 Cinemática no referencial do laboratório (~pp = ~0)

Sabemos que existe um v́ınculo sobre a soma das variáveis de Mandelstan [28]:

s+ t+ u = Σimi , (C.1)

onde mi é a massa de cada uma das part́ıculas presentes na reação e estamos assumindo nesse

caso mν = 0. Para o caso do DIS as variáveis de Mandelstam têm a forma

s = (pν + pp)
2 = (pl + pX)

2

s = m2
p + 2Eν(Ep − ppcosφνp) = m2

l +m2
X + 2(ElEX − plpXcosηeX)

s = m2
p + 2mpEνLAB

; (Slab) (C.2)

e para t,

t = (pν − pl)
2 = (pp − pX)

2

t = m2
l − 2Eν(El − plcosθνe) = m2

p +m2
X
− 2(EpEX

− pppX
cosηpX )

t = m2
p +m2

X
− 2mpEXLAB

(Slab) (C.3)

u = (pν − pn)
2 = (pl − pp)

2

u = m2
n − 2Eν(En − pncosθνn) = m2

p +m2
l − 2(EpEl − ppplcosηpe) (C.4)
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Aqui ηij é o ângulo formado entre as part́ıculas i e j. Na notação usual para a cinemática do

DIS, a massa do estado hadrônico final é identificada por W em vez de m
X
. Vamos seguir esta

notação, bem como as definições usuais para esta grandeza,

W 2 = (pp + q)2 = m2
p + q2 + 2pαp qα = m2

p + q2 + 2mpν onde

mpν ≡ pαp qα = Ep(Eν −El)− ~pp.~pν + ~pp.~pl

ν ≡ Eν
LAB

− Ee
LAB

(Slab) ; (C.5)

No sistema SLAB, ν é a energia transferida do neutrino para o sistema hadrônico, sendo que a

energia total este sistema é E
X
= ν +mp. Substituindo EXlab

em W 2 temos

W 2 = m2
p + (m2

p +W 2 − 2mpEXLAB
) + 2mpν ou

E
XLAB

= mp + ν = mp + Eν
LAB

− Ee
LAB

(Slab) (C.6)

C.2 O referencial do centro de massa (~pp,cm + ~pνcm = ~0)

Nesse caso a variável s tem a forma

s = (pν,CM + pp,CM)2 = (pe,CM + pX,CM)2

= (EνCM + EpCM)2 (C.7)

e para t,

t = (pνCM
− peCM

)2 = (ppCM
− pXCM

)2

t = m2
l − 2(EνCM

EeCM
− pνCM

peCM
cosθνeCM

) (C.8)

Neste referencial temos que s = (pνCM
+ ppCM

)2 = (EνCM
+ EpCM

)2, que é a energia total no

referencial do centro de massa, ou seja E =
√
s. Escrevendo agora

EpCM
=
√

m2
p + p2pCM

=
√

m2
p + E2

νCM
−m2

ν (C.9)

Ou seja

EνCM
+ EpCM

= EνCM
+
√

m2
p + E2

νCM
−m2

ν =
√
s (C.10)
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Encontramos como solução

EνCM
=

s+m2
ν −m2

p

2
√
s

=
s−m2

p

2
√
s

, (C.11)

Onde fizemos mν = 0. Também temos que s = (peCM
+ pXCM

)2 = (EeCM
+ EXCM

)2. Fazendo

o mesmo procedimento encontramos que

EeCM
=

s+m2
l −W 2

2
√
s

(C.12)

Como temos que ~p2 = E2 −m2, podemos escrever

~pνCM
=

√

(s− (mp +mν)2)(s− (mp −mν)2)

2
√
s

=
s−m2

p

2
√
s

(C.13)

e

~peCM
=

√

(s− (W +ml)2)(s− (W −ml)2)

2
√
s

(C.14)

Sendo assim, temos para t

t = m2
l − 2(EνCM

EeCM
− pνCM

peCM
cosθνeCM

)

= m2
l −

1

2s

{

s2 + s(me −m2
p −W 2)−m2

p(m
2
l +W 2)

+ (s−m2
p)
√

s2 +W 4 +m2
l − 2(W 2m2

l + s(W 2 +m2
l ))cosθνeCM

}

(C.15)

Para o caso de ml = mν = 0, t tem simplesmente a forma

t(ml = mν = 0) = −
(

s+
m2

pW
2

s
− (W 2 +m2

p)

)(

1 + cosθνeCM

2

)

(C.16)

Ainda neste referencial podemos escrever o invariante W 2 como sendo

W 2 = s+m2
l − 2

√
sEeCM

. (C.17)

ou da definição da variável s

W 2 = s−m2
l − 2(EeCM

EXCM
− peCM

pXCM
). (C.18)

Se aproximarmos ml = 0

W 2 = s− 2peCM
(EXCM

− pXCM
). (C.19)

Ainda, no caso limite de ~pecm = ~0, temos que W 2 = s, que é o valor máximo permitido. Sendo

assim m2
p ≤ W 2 ≤ s.
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C.2.1 Limites cinemáticos

Sabemos que no referencial do centro de massa a energia máxima permitida para o elétron é obtida

quando a energia convertida em massa do jato hadrônico for a menor posśıvel, ou seja, no caso

em que W = mp. A energia mı́nima no referencial de centro de momentum é obtida para o caso

no qual o momento do elétron é zero neste referencial. Sendo assim podemos escrever os limites

cinemáticos como

0 ≤ θνeCM
≤ π; ml ≤ EeCM

≤
s+m2

l −m2
p

2
√
s

(C.20)

Aplicando os limites em θνeCM
temos para t:

t(θνeCM
= 0, π) = m2

l − 2EνCM
(EeCM

− |~peCM
|cosθνeCM

)

= m2
l −

2(s−m2
p)

2
√
s







s+m2
l −W 2

2
√
s

∓
√

(s− (W +ml)2)(s− (W −ml)2)

2
√
s







= m2
l −

(s−m2
p)

2s

{

s +m2
l −W 2 ∓

√

(s− (W +ml)2)(s− (W −ml)2)
}

(C.21)

Para o limite inferior na energia do elétron ejetado temos

t(θνeCM
= 0, π;EeCM

= ml) = m2
l − 2EνCM

(EeCM
− |~peCM

|cosθνeCM
)

= m2
l −

(s−m2
p)√

s
ml

= m2
l +

(

m2
p√
s
−
√
s

)

ml

(C.22)

Sabemos que t ≤ 0. Para tal, substituindo a Eq. (C.2), temos que EνCM
> ml, o que nos mostra

que podemos aplicar este resultado para todas as energias acima do limiar da reação. Vemos

facilmente que se a massa do lépton produzido, um elétron no caso, for desconsiderada, obtemos

automaticamente t = 0 como limite superior. Para o caso do limite superior na energia do elétron

emitido, temos

t (θνeCM
= 0, π;EeCM

=
s +m2

l −m2
p

2
√
s

)

= m2
l − 2EνCM

(EeCM
− |~peCM

|cosθνeCM
)

= m2
l −

2(s−m2
p)

2
√
s







s +m2
l −m2

p

2
√
s

∓
√

(s− (mp +ml)2)(s− (mp −ml)2)

2
√
s
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= m2
l −

(s−m2
p)

2s

{

s+m2
l −m2

p ∓
√

(s− (mp +ml)2)(s− (mp −ml)2)
}

(C.23)

Novamente se fizermos o limite usual de que ml = 0, a Eq. (C.23) se reduz a

t

(

θνeCM
= 0, π;EeCM

=
s+m2

l −m2
p

2
√
s

;ml = 0

)

= −(s−m2
p)

2

2s
{1∓ 1} (C.24)

neste caso limite em que a energia do elétron é máxima, temos que a variável t apresenta de-

pendência em θνcm dada simplesmente por

t

(

π;EeCM
=

s +m2
l −m2

p

2
√
s

;ml = 0

)

= −(s−m2
p)

2

2s
{1∓ cosθνCM

} (C.25)

Além disso podemos dizer que, na aproximação de ml = 0, para quaisquer valores de energia do

elétron t está limitada ao intervalo

−(s−m2
p)

2

s
≤ t ≤ 0 (C.26)

Esta equação foi obtida ao se fazer o limite no qual a energia carregada pelo elétron é máxima.

Caso mantivermos a massa do sistema hadrônico como sendo W , a Eq. (C.26) tem a forma

−(s−m2
p)(s−W 2)

s
≤ t ≤ 0 (C.27)

ou escrevendo W em função de t

−(s−m2
p)(s−W 2)

s
≤ t

−(s−W 2) ≤ st

(s−m2
p)

W 2 ≤ s(s−m2
p + t)

(s−m2
p)

(C.28)

Ou seja, para um valor fixo de t, obtemos os limites para a variável W 2

mp ≤ W 2 ≤ s(s−m2
p + t)

(s−m2
p)

(C.29)

Dada a Eq.(C.5) podemos escrever

ν =
W 2 − t−m2

p

2mp
(C.30)

Aplicando os limites obtidos para W 2, se a variável Q2 = −t for fixada e estiver contida no

intervalo 0 ≤ Q2 ≤ (s−m2
p)/s obtemos os limites para ν

ν(W = mp) =
Q2

2mp
(C.31)
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ν

(

W 2 =
s(s−m2

p + t)

(s−m2
p)

)

=
(s−m2

p)
2 −Q2m2

p

2mp(s−m2
p)

(C.32)

Nesse caso, para agora ν fixo, obtemos que

0 ≤ Q2 ≤ 2mpν (C.33)

Substituindo estes limites em Q2 nas Eqs. (C.31, C.32) temos os limites em ν

0 ≤ ν ≤ s−m2
p

2mp
= Eν(ml = 0) (C.34)

Substituindo finalmente esses limites em Q2 e ν, Eqs. (C.33,C.34) respectivamente, nas Eqs. (3.17),

e lembrando que temos o caso especial onde ν(Q2 = 0;W = mp) = 0, obtemos

x(Q2 = 0) = 0 ; W 2 > m2
p

x(Q2 = 2mpν) = 1 ; W 2 = m2
p (C.35)

y(ν = 0) = 0

y(ν = Eν) = 1

(C.36)

C.3 Limites cinemáticos em SCM quando ml 6= 0

Passamos agora ao cálculo dos limites cinemáticos quando a massa do lépton carregado produzido

for levada em conta. Faremos os cálculos para um elétron, mas estes permanecem válidos para o

caso de múons e taus, desde que alteremos o valor da massa do lépton produzido. Basicamente

vamos recalcular as Eqs. (C.23 - C.36) agora com ml 6= 0.

Quando fazemos {θνeCM
= 0, π}, a Eq. (C.21) pode ser escrita como

ǫ = (2s−m2
l )W

2 −W 4 =

(

±1∓ W 2

s

)

√

(s− (W +ml)2)(s− (W −ml)2) (C.37)

onde

ǫ =
2s(t−m2

l ) + s2 +m2
l s−m2

ps−m2
pm

2
l

s−m2
p

(C.38)
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Elevando os dois lados da Eq. (C.37) ao quadrado, eliminamos a raiz e encontramos

W 2 ±
√

(s− (W −ml)2)(s− (W +ml)2) = ǫ

s2 +m4
l +W 4 − 2sW 2 − 2sm2

l + 2m2
lW

2 = ǫ2 +W 4 − 2W 2ǫ (C.39)

Resolvendo para W , temos

W 2 =
s2 +m4

l − 2sm2
l − ǫ2

2(s−m2
l − ǫ)

(C.40)

Substituindo ǫ, encontramos após alguma álgebra a solução para W 2 como sendo

W 2 =
m2

lm
2
p(m

2
l +m2

p − s− t) + (s+ t−m2
l −m2

p)st

m2
lm

2
p −m2

l s +m2
pt+ st

(C.41)

O denominador da Eq. (C.41) só é nulo se s = m2
p, condição que não é permitida pela cinemática.

No limite de ml = 0 recuperamos a Eq. (C.28)

W 2 =
(s+ t−m2

p)s

s−m2 − p
(C.42)

A Eq. (C.29) modificada para levar em conta a massa do lépton carregado tem agora a forma

m2
p ≤ W 2 ≤ s2 +m4

l − 2sm2
l − ǫ2

2(s−m2
l − ǫ)

(C.43)

O intervalo no qual a variável Q2 = −t deve agora estar contida depende da massa do lépton,

Q2
min ≤ Q2 ≤ Q2

max

Q2
min =

(s−m2
p)

2s

{

s+m2
l −m2

p −
√

(s− (mp +ml)2)(s− (mp −ml)2)
}

Q2
MAX =

(s−m2
p)

2s

{

s+m2
l −m2

p +
√

(s− (mp +ml)2)(s− (mp −ml)2)
}

(C.44)

Aplicamos agora o limite superior em W 2 dado pela Eq. (C.43) na Eq. (C.30), obteremos o

limite generalizado para ν

ν(W 2 = W 2
sup) =

st(s− 2m2
p) +m2

p(m
4
l + t2 +m2

pt− 2m2
l t)

2mp(m2
lm

2
p −m2

l s−m2
pt+ st)

=
(s− 2m2

p)
2 +m2

pt+m2
pm

2
l (

m2
l

t
− 2)

2mp(s−m2
p)(1−

m2
l

t
)

(C.45)

Se acaso fizermos t = 0 nessa equação obteremos

EνCM
− EeCM

= νsup(Q
2 = 0) = − m2

lm
2
p

s−m2
p

< 0. (C.46)

que está claramente fora do espaço f́ısico permitido para El. A Eq. (C.45b) nos mostra isso de

forma ainda mais clara, pois o termo
(

m2
l

t

)

implica em t 6= 0
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Apêndice D

Probabilidade na base de massa

Desejamos escrever o Hamiltoniano na forma

H = Ib0 + σ3b3 =







b0 + b3 0

0 b0 − b3





 = δ







(α1f(ρ))
2 0

0 (1 + α2f(ρ))
2





 (D.1)

Ou seja







b0 + b3 0

0 b0 − b3





 = δ







a1 0

0 a2





 (D.2)

Isso implica em

δa1 = b0 + b3 (D.3)

δa2 = b0 − b3 , (D.4)

cuja solução é

b0 =
δ

2
(a1 + a2) =

1

2

∆m2
32

2E

[

(α1f(ρ))
2 + (1 + α2f(ρ))

2
]

(D.5)

b3 =
δ

2
(a1 − a2) =

1

2

∆m2
32

2E

[

(α1f(ρ))
2 − (1 + α2f(ρ))

2
]

(D.6)

A solução para a Eq(D.1) é: U = cos(b3t)I + i sin(b3t)σ3, em forma matricial,

U(t) =







cos(b3t) + i sin(b3t) 0

0 cos(b3t)− i sin(b3t)





 (D.7)
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então






ν1(t)

ν2(t)





 =







cos(b3t) + i sin(b3t) 0

0 cos(b3t)− i sin(b3t)













ν1(0)

ν2(0)





 . (D.8)

Substituindo a solução encontrada na Eq. (D.6), temos para os elementos (M11) e (M22) da matriz

de evolução

M(11,22) = cos(b3t)± i sin(b3t)

= cos

[(

1

2

∆m2
32

2E

[

(α1f(ρ))
2 + (1 + α2f(ρ))

2
]

)

t

]

± i sin

[(

1

2

∆m2
32

2E

[

(α1f(ρ))
2 + (1 + α2f(ρ))

2
]

)

t

]

(D.9)

D.1 Probabilidade

No caso em que α3 = 0, ou seja, a matriz de evolução na base de sabores é diagonal, temos a

probabilidade de sobrevivência do auto estado |ν1〉 dada por

Pν1→ν1 = |〈ν1||ν1(t)〉|2 = | cos(b3t) + i sin(b3t)|2 = [cos(b3t) + i sin(b3t)][cos(b3t)− i sin(b3t)]

= cos(b3t) cos(b3t)− i cos(b3t) sin(b3t) + i sin(b3t) cos(b3t)− (i)2 sin(b3t) sin(b3t)

= cos2(b3t) + sin2(b3t) = 1. (D.10)

D.1.1 Cálculo de Pνµ→νµ:

Quando transformamos a Eq. (D.8) na base de sabor temos,







νµ(t)

ντ (t)





 =







cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)





×

×







cos(b3t) + i sin(b3t) 0

0 cos(b3t)− i sin(b3t)













cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)













νµ(0)

ντ (0)







(D.11)

Fazendo as multiplicações necessárias temos,






νµ(t)

ντ (t)





 =







cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)





×
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×







[cos(b3t) + i sin(b3t)] cos(θ) −[cos(b3t) + i sin(b3t)] sin(θ)

(cos(b3t)− i sin(b3t)) sin(θ) (cos(b3t)− i sin(b3t)) cos(θ)













νµ(0)

ντ (0)







= M ′′







νµ(0)

ντ(0)







(D.12)

E finalmente para a matriz M ′′ podemos escrever

M ′′ =







cos(b3t) + i sin(b3t)(cos
2(θ)− sin2(θ)) −2i sin(b3t) cos(θ) sin(θ)

−2i sin(b3t) sin(θ) cos(θ) cos(b3t)− i sin(b3t)(cos
2(θ)− sin2(θ))







=







cos(b3t) + i sin(b3t) cos(2θ) −i sin(b3t) sin(2θ)

−i sin(b3t) sin(2θ) cos(b3t)− i sin(b3t) cos(2θ)







(D.13)

Em termos das matrizes de Pauli:

M ′′ = cos(b3t)I + i sin(b3t) cos(2θ)σ3 − i sin(b3t) sin(2θ)σ1 (D.14)

Dessa forma, partindo da condição inicial







νµ(0)

ντ (0)





 =







1

0







(D.15)

a probabilidade de conversão P(νµ→νµ) é dada por

P(νµ→νµ) = | cos(b3t) + i sin(b3t) cos(2θ)|2

= [cos(b3t) + i sin(b3t) cos(2θ)][cos(b3t)− i sin(b3t) cos(2θ)]

= cos2(b3t)− i sin(b3t) cos(b3t) cos(2θ) + i sin(b3t) cos(b3t) cos(2θ) + sin2(b3t) cos
2(2θ)

= cos2(b3t) + sin2(b3t) cos
2(2θ) . (D.16)

Finalmente, podemos escrever a probabilidade de conversão P(νµ→νµ) como

P(νµ→νµ) = cos2(b3t) + sin2(b3t) cos
2(2θ)

= 1− sin2(b3t) sin
2(2θ), (D.17)
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onde

b3 =
δ

2
(a1 − a2) =

1

2

∆m2
32

2E

[

(α1f(ρ))
2 − (1 + α2f(ρ))

2
]

, (D.18)

e então para o caso α1 = α2 = 0 e t = L teremos

P(νµ→νµ) = 1− sin2

[

∆m2
32

4E
L

]

sin2(2θ) . (D.19)
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Apêndice E

Diagonalização para o caso α3 6= 0:

Podemos diagonalizar H através da rotação |νi〉 = U ′|Ψi〉

H ′′ = U ′HU ′† =







cos(η) sin(η)

− sin(η) cos(η)













A B

B C













cos(η) − sin(η)

sin(η) cos(η)







=







A cos2(η) + C sin2(η) + 2B sin(η) cos(η) (C −A) sin(η)cos(η) +B cos(2η)

(C −A) sin(η)cos(η) +B cos(2η) A sin2(η) + C cos2(η) − 2B sin(η) cos(η)







(E.1)

Para diagonalizar a matriz de evolução basta fazer

(C − A)

2
sin(2η) + B cos(2η) = 0 (E.2)

Ou seja, para diagonalizar o sistema temos que

tan(2η) =
2B

A− C
(E.3)

Especificamente temos,

tan(2η) =
2(α3f(ρ))

2

(α1f(ρ))2 − (1− α2f(ρ))2
(E.4)

Como definimos a rotação, temos que os auto-estados dos neutrinos de massa estão relacionados

com os auto-estados que diagonalizam H por

|ν1〉 = cos(η)|Ψ1〉+ sin(η)|Ψ2〉

|ν2〉 = − sin(η)|Ψ1〉+ cos(η)|Ψ2〉

. (E.5)
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Na base |Ψ〉, a matriz H ′′ é diagonal, e por causa disso podemos escrever

|Ψi, t〉 = e−iE′′

i t|Ψi, 0〉 (E.6)

Logo, para a amplitude de probabilidade de conversão temos

〈ν2|ν1, t〉 = [− sin∗(η)〈Ψ1|+ cos∗(η)〈Ψ2|]⊗ [cos(η)|Ψ1, t〉+ sin(η)|Ψ2, t〉]

= [− sin∗(η)〈Ψ1|+ cos∗(η)〈Ψ2|]⊗
[

cos(η)e−iE′′

1 t|Ψi, 0〉+ sin(η)e−iE′′

2 t|Ψ2, 0〉
]

= − sin∗(η) cos(η)e−iE′′

1 t + cos∗(η) sin(η)e−iE′′

2 t

= cos(η) sin(η)[e−iE′′

2 t − e−iE′′

1 t] (E.7)

Então a probabilidade de oscilação na base de massa fica

P(ν1→ν2) = |〈ν2|ν1, t〉|2 =
∣

∣

∣cos(η) sin(η)[e−iE′′

2 t − e−iE′′

1 t]
∣

∣

∣

2

= cos∗(η) sin∗(η) cos(η) sin(η)[(e−iE′′

2 t)∗ − (e−iE′′

1 t)∗][e−iE′′

2 t − e−iE′′

1 t]

= cos2(η) sin2(η)
{

[eiE
′′

2 t − eiE
′′

1 t][e−iE′′

2 t − e−iE′′

1 t]
}

= cos2(η) sin2(η)
{

[e−iE′′

2 teiE
′′

2 t − e−iE′′

2 teiE
′′

1 t − e−iE′′

1 teiE
′′

2 t + e−iE′′

1 teiE
′′

1 t]
}

= cos2(η) sin2(η)
{

1− (ei(E
′′

2 −E′′

1 )t + e−i(E′′

2 −E′′

1 )t) + 1
}

= 2 cos2(η) sin2(η){1− cos[(E ′′
2 −E ′′

1 )t]} . (E.8)

Aqui os auto-valores de energia E ′′
i (na base {|Ψi〉} que diagonaliza H ′′) podem ser escritos como

E ′′
1 = A cos2(η) + C sin2(η) + 2B sin(η) cos(η)

E ′′
2 = A sin2(η) + C cos2(η)− 2B sin(η) cos(η) , (E.9)

ou seja, a diferença E ′′
2 − E ′′

1 pode ser escrita como

E ′′
2 −E ′′

1 = −A cos(2η) + C cos(2η)− 2B sin(2η)

= (C −A) cos(2η)− 2B sin(2η) . (E.10)

Para o caso de α1 = α2 = α3 = 0 temos

tan(2η) = 0 → sin(2η) = 0 → cos(2η) = 1 . (E.11)

Nesse caso,

E ′′
2 − E ′′

1 = C(α2 = 0)−A(α1 = 0) = δ . (E.12)

Ainda assim, se α1 = α2 = α3 = 0, sin2(η) = 0 e desse modo P(ν1,ν2) = 0.
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E.1 Cálculo de Pνµ→νµ

Uma vez conhecida a evolução temporal dos auto-estados de massa do neutrino, podemos agora

calcular a probabilidade de sobrevivência para um auto estado de sabor, Pνµ→νµ = |〈νµ|νµ, t〉|2.
Podemos relacionar os neutrinos de sabor com os neutrinos de massa através de







νµ

ντ





 =







cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)













ν1

ν2





 , (E.13)

ou seja,

|νµ〉 = cos(θ)|ν1〉+ sin(θ)|ν2〉 , (E.14)

onde a evolução temporal dos auto-estados de massa é dada pela Eq. (E.5). Dessa forma para a

amplitude de probabilidade de sobrevivência do neutrino muônico temos

〈νµ|νµ, t〉 = [cos∗(θ)〈ν1|+ sin∗(θ)〈ν2|]⊗ [cos(θ)|ν1, t〉+ sin(θ)|ν2, t〉]

= {cos∗(θ)[cos∗(η)〈Ψ1|+ sin∗(η)〈Ψ2|] + sin∗(θ)[− sin∗(η)〈Ψ1|+ cos∗(η)〈Ψ2|]} ⊗

⊗ {cos(θ)[cos(η)|Ψ1, t〉+ sin(η)|Ψ2, t〉] + sin∗(θ)[− sin(η)|Ψ1, t〉+ cos(η)|Ψ2, t〉]}

= {cos∗(θ)[cos∗(η)〈Ψ1|+ sin∗(η)〈Ψ2|] + sin∗(θ)[− sin∗(η)〈Ψ1|+ cos∗(η)〈Ψ2|]} ⊗

⊗ {cos(θ)[cos(η)e−iE′′

1 t|Ψ1, 0〉 + sin(η)e−iE′′

2 t|Ψ2, 0〉] + sin(θ)[− sin(η)e−iE′′

1 t|Ψ1, 0〉

+ cos(η)e−iE′′

2 t|Ψ2, 0〉]}

=
[

cos2(θ) cos2(η) − 2 cos(θ) sin(θ) cos(η) sin(η) + sin2(θ) sin2(η)
]

e−iE′′

1 t

+
[

cos2(θ) sin2(η) + 2 sin(θ) cos(θ) cos(η) sin(η) + sin2(θ) cos2(η)
]

e−iE′′

2 t

(E.15)

Expandindo cos2(η) = 1− sin2(η), e sin2(η) = 1− cos2(η) na Eq. (E.15) temos

〈νµ|νµ, t〉 =
[

1− cos2(θ) sin2(η)− 2 cos(θ) sin(θ) cos(η) sin(η)− sin2(θ) cos2(η)
]

e−iE′′

1 t

+
[

cos2(θ) sin2(η) + 2 sin(θ) cos(θ) cos(η) sin(η) + sin2(θ) cos2(η)
]

e−iE′′

2 t

=
[

cos2(θ) sin2(η) + sin2(θ) cos2(η) + 2 sin(θ) cos(θ) cos(η) sin(η)
] (

e−iE′′

2 t − e−iE′′

1 t
)

+ e−iE′′

1 t (E.16)

Nesse caso, escrevendo

B′ = 1− A′ (E.17)
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onde

A′ =
[

cos2(θ) sin2(η) + sin2(θ) cos2(η) + 2 sin(θ) cos(θ) cos(η) sin(η)
]

= [cos(θ) sin(η) + sin(θ) cos(η)]2

=
1

2
[1− cos(2θ) cos(2η) + sin(2θ) sin(2η)]2 . (E.18)

A probabilidade de sobrevivência do neutrino muônico é dada por

Pνµ→νµ =
∣

∣

∣B′e−iE′′

1 t + A′e−iE′′

2 t
∣

∣

∣

2

=
[

B′e−iE′′

1 t + A′e−iE′′

2 t
]

⊗
[

B′e+iE′′

1 t + A′e+iE′′

2 t
]

= A′2 +B′2 + A′B′(e+i(E′′

2 −E′′

1 )t + e−i(E′′

2 −E′′

1 )t)

= A′2 +B′2 + 2A′B′ cos[(E ′′
2 − E ′′

1 )t]

= 1 + 2A′(A′ − 1)− 2A′(A′ − 1) cos[(E ′′
2 −E ′′

1 )t]

= 1 + 2A′(A′ − 1){1− cos[(E ′′
2 − E ′′

1 )t]} (E.19)

= 1 + 2A′(A′ − 1)
{

sin2
[

1

2
(E ′′

2 −E ′′
1 )t
]}

. (E.20)

Da Eq. (E.4) vemos que

tan(2η) =
2(α3f(ρ))

2

(α1f(ρ))2 − (1− α2f(ρ))2
.

(E.21)

Usando relações trigonométricas podemos escrever

cos(2η) =
(A− C)

√

(A− C)2 + (2B)2

sin(2η) =
2B

√

(A− C)2 + (2B)2
.

(E.22)
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Apêndice F

Teste da função Pµµ

Usando cálculo numérico obtemos a evolução dos auto-estados de massa, para qualquer caso,

inclusive o caso padrão. Sabemos que a evolução dos auto-estados de massa para a oscilação

padrão é dada por







ν1(t)

ν2(t)





 =







1 0

0 e−iδt













ν1

ν2





 (F.1)

Podemos então escrever a evolução dos auto-estados de sabor como







νµ(t)

ντ (t)





 =







cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)













1 0

0 e−iδt













cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)













νµ

ντ







=







cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)













cos(θ) − sin(θ)

sin(θ)e−iδt cos(θ)e−iδt













νµ

ντ







=







cos2(θ) + sin2(θ)e−iδt − sin(θ) cos(θ) + sin(θ) cos(θ)e−iδt

− sin(θ) cos(θ) + sin(θ) cos(θ)e−iδt sin2(θ) + cos2(θ)e−iδt













νµ

ντ







(F.2)

Neste caso temos que

Pµµ =
∣

∣

∣cos2(θ) + sin2(θ)e−iδt
∣

∣

∣

2

= [cos2(θ) + sin2(θ)e−iδt][cos2(θ) + sin2(θ)e+iδt]

= cos4(θ) + sin4(θ) + cos2(θ) sin2(θ)[e+iδt + e−iδt]

= cos4(θ) + sin4(θ) + cos2(θ) sin2(θ)2 cos(δt)
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= cos4(θ) + sin4(θ) +
1

2
sin2(2θ) cos(δt)

= 1− 1

2
sin2(2θ) +

1

2
sin2(2θ) cos(δt)

= 1− 1

2
sin2(2θ)[1− cos(δt)]

= 1− sin2(2θ) sin2

(

δ

2
t

)

= 1− sin2(2θ) sin2

(

∆m2
32

4E
L

)

(F.3)

e

Pµτ =
∣

∣

∣sin(θ) cos(θ)[e−iδt − 1]
∣

∣

∣

2

=
[

sin(θ) cos(θ)[e−iδt − 1]
] [

sin(θ) cos(θ)[e+iδt − 1]
]

= (sin(θ) cos(θ))2[e−iδt − 1][e+iδt − 1]

=
1

4
sin2(2θ)[e−iδt − 1][e+iδt − 1]

=
1

2
sin2(2θ)

[

1− cos

(

∆m2
32

2E
L

)]

= sin2(2θ) sin2

(

∆m2
32

4E
L

)

.

(F.4)

Para o caso geral temos então







ν1(t)

ν2(t)





 =







A B

B C













ν1

ν2





 (F.5)

Podemos então escrever a evolução dos auto-estados de sabor como

(

νµ(t)

ντ (t)

)

=

(

cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)

)(

A B

B C

)(

cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

)(

νµ

ντ

)

=

(

cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)

)(

A cos(θ) + B sin(θ) −A sin(θ) + B cos(θ)

B cos(θ) + C sin(θ) −B sin(θ) + C cos(θ)

)(

νµ

ντ

)

=

(

A cos2(θ) + 2B cos(θ) sin(θ) + C sin2(θ) −A cos(θ) sin(θ) + B cos2(θ) − B sin2(θ) + C sin(θ) cos(θ)

−A sin(θ) cos(θ) − B sin2(θ) + B cos2(θ) + C cos(θ) sin(θ) A sin2(θ) − 2B sin(θ) cos(θ) + C cos2(θ)

)

×

(

νµ

ντ

)

(F.6)
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Sendo assim,

Pµµ =
∣

∣

∣A cos2(θ) + 2B cos(θ) sin(θ) + C sin2(θ)
∣

∣

∣

2

=
[

A cos2(θ) + 2B cos(θ) sin(θ) + C sin2(θ)
]

×
[

A∗ cos2(θ) + 2B∗ cos(θ) sin(θ) + C∗ sin2(θ)
]

= AA∗ cos4(θ) + 4BB∗ cos2(θ) sin2(θ) + CC∗ sin4(θ) + 2AB∗ cos3(θ) sin(θ) + AC∗ cos2(θ) sin2(θ)

+ 2BA∗ cos3(θ) sin(θ) + 2BC∗ cos(θ) sin3(θ) + CA∗ sin2(θ) cos2(θ) + 2CB∗ sin3(θ) cos(θ)

= AA∗ cos4(θ) + CC∗ sin4(θ) + (4BB∗ + AC∗ + CA∗) cos2(θ) sin2(θ)

+ 2(AB∗ +BA∗) cos3(θ) sin(θ) + 2(BC∗ + CB∗) cos(θ) sin3(θ)

= AA∗ cos4(θ) + CC∗ sin4(θ) + (4BB∗ + AC∗ + CA∗)
1

4
sin2(2θ)

+ (AB∗ +BA∗) cos2(θ) sin(2θ) + (BC∗ + CB∗) sin(2θ) sin2(θ)

= AA∗

[

1

2
(1 + cos(2θ))

]2

+ CC∗

[

1

2
(1− cos(2θ))

]2

+ (4BB∗ + AC∗ + CA∗)
1

4
sin2(2θ)

+ (AB∗ +BA∗)
[

1

2
(1 + cos(2θ))

]

sin(2θ) + (BC∗ + CB∗) sin(2θ)
[

1

2
(1− cos(2θ))

]

=
1

4
[2− sin2(2θ)](AA∗ + CC∗) + 2 cos(2θ)(AA∗ − CC∗) + (4BB∗ + AC∗ + CA∗)

1

4
sin2(2θ)

+ (AB∗ +BA∗) cos2(θ) sin(2θ) + (BC∗ + CB∗) sin(2θ) sin2(θ)

(F.7)

Como feito anteriormente, sabemos que para o caso padrão, os elementos da matriz M evolúıdos

no tempo são

A = A∗ = 1

B = B∗ = 0

C = e−iδt

C∗ = e+iδt

(F.8)
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Sendo assim, para a Eq. (F.7) temos

Pµµ = cos4(θ) + CC∗ sin4(θ) + (C∗ + C)
1

4
sin2(2θ)

= cos4(θ) + e−iδte+iδt sin4(θ) + (e+iδt + e−iδt)
1

4
sin2(2θ)

= cos4(θ) + sin4(θ) +
1

2
cos(δt) sin2(2θ)

= 1− sin2(2θ) sin2

(

∆m2
32

4E
L

)

. (F.9)

Para o caso geral, na Eq. (F.4)

Pν1ν1(t > t0) = |A|2 = AA∗ = [Re{A} + iIm{A}] [Re{A} − iIm{A}] = Re2{A}+ Im2{A}

= Y 2(1) + Y 2(2), (F.10)

Pν1ν2(t > t0) = |B|2 = BB∗ = [Re{B} + iIm{B}] [Re{B} − iIm{B}] = Re2{B}+ Im2{B}

= Y 2(3) + Y 2(4), (F.11)

Pν2ν2(t > t0) = |C|2 = CC∗ = [Re{C}+ iIm{C}] [Re{C} − iIm{C}] = Re2{C}+ Im2{C}

= Y 2(5) + Y 2(6), (F.12)

onde usamos que

A = Re{A}+ iIm{A} = Y (1) + iY (2)

A∗ = Re{A} − iIm{A} = Y (1)− iY (2)

B = Re{B}+ iIm{B} = Y (3) + iY (4)

B∗ = Re{B} − iIm{B} = Y (3)− iY (4)

C = Re{C}+ iIm{C} = Y (5) + iY (6)

C∗ = Re{C} − iIm{C} = Y (5)− iY (6), (F.13)

e dessa forma, os produtos cruzados das amplitudes que aparecem na probabilidade são

AC∗ + CA∗ = 2[Y (1)Y (5) + Y (2)Y (6)]

AB∗ +BA∗ = 2[Y (1)Y (3) + Y (2)Y (4)]

BC∗ + CB∗ = 2[Y (3)Y (5) + Y (4)Y (6)]

(F.14)
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Pµµ = AA∗

[

1

2
(1 + cos(2θ))

]2

+ CC∗

[

1

2
(1− cos(2θ))

]2

+ (4BB∗ + AC∗ + CA∗)
1

4
sin2(2θ)

+ (AB∗ +BA∗)
[

1

2
(1 + cos(2θ))

]

sin(2θ) + (BC∗ + CB∗) sin(2θ)
[

1

2
(1− cos(2θ))

]

= [Y 2(1) + Y 2(2)]
[

1

2
(1 + cos(2θ))

]2

+ [Y 2(5) + Y 2(6)]
[

1

2
(1− cos(2θ))

]2

+ {4[Y 2(3) + Y 2(4)] + 2[Y (1)Y (5) + Y (2)Y (6)]}1
4
sin2(2θ)

+ 2[Y (1)Y (3) + Y (2)Y (4)]
[

1

2
(1 + cos(2θ))

]

sin(2θ)

+ 2[Y (3)Y (5) + Y (4)Y (6)] sin(2θ)
[

1

2
(1− cos(2θ))

]

. (F.15)

Substituindo as Eqs .(F.8,F.14), temos

Pµµ = 1× 1
[

1

2
(1 + cos(2θ))

]2

+ 1
[

1

2
(1− cos(2θ))

]2

+ (1× C∗ + C × 1)
1

4
sin2(2θ)

=
1

4

{

1 + 2 cos(2θ) + cos2(2θ) + 1− 2 cos(2θ) + cos2(2θ) + (C∗ + C) sin2(2θ)
}

=
1

4

{

2 + 2 cos2(2θ) + (C∗ + C) sin2(2θ)
}

=
1

4

{

2 + 2− 2 sin2(2θ) + (C∗ + C) sin2(2θ)
}

=
1

4

{

4 + sin2(2θ)[(C∗ + C)− 2]
}

=
1

4

{

4 + sin2(2θ)[Y (5) + Y (6)− 2]
}

(F.16)

Para o teste mais simples faço sin2(2θ) = 1 e dessa forma

Pµµ = 1 +
1

4
[Y (5) + Y (6)− 2]

(F.17)
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[3] R. Davis, dispońıvel em http://www.bnl.gov/bnlweb/raydavis/research.htm
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