NS
Y
UNICAMP Marcelo Zimbres Silva

Procurando por assinaturas do campo magnético
cosmico com wavelets

Campinas
2014



i



)
e

uUNICAMP

Universidade Estadual de Campinas
Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Marcelo Zimbres Silva

Procurando por assinaturas do campo magnético
cosmico com wavelets

Tese apresentada ao Instituto de
Fisica Gleb Wataghin da Universidade
Estadual de Campinas como parte dos

requisitos exigidos para obtencdo do

titulo de Doutor em Ciéncias.

rientador: Ernesto Kemp

Este exemplar corresponde & versdo final
de tese defendida pelo aluno Marcelo Zimbres

Silva e orientada pelo Professor Ernesto Kemp.

Campinas
2014

iil



Ficha catalografica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Fisica Gleb Wataghin
Valkiria Succi Vicente - CRB 8/5398

Silva, Marcelo Zimbres, 1980-
Si38p Procurando por assinaturas do campo magnético cosmico com wavelets /
Marcelo Zimbres Silva. — Campinas, SP : [s.n.], 2014.

Orientador: Ernesto Kemp.

Tese (doutorado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de Fisica
Gleb Wataghin.

1. Wavelets esféricos. 2. Multipletos. 3. Campos magnéticos césmicos. |. Kemp,
Ernesto,1965-. Il. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Fisica Gleb
Wataghin. Ill. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: Looking for signatures of the cosmic magnetic field using wavelets
Palavras-chave em inglés:

Spherical wavelets

Multiplets

Cosmic magnetic fields

Area de concentracio: Fisica
Titulacao: Doutor em Ciéncias
Banca examinadora:

Ernesto Kemp [Orientador]

Ivone Freire da Mota e Albuquerque
Edivaldo Moura Santos

Carola Dobrigkeit Chinellato

Orlando Luis Goulart Peres

Data de defesa: 29-08-2014
Programa de Pés-Graduacao: Fisica



O T s G Vet UNICAMP

MEMBROS DA COMISSAO JULGADORA DA TESE DE DOUTORADO DE MARCELO
ZIMBRES SILVA — RA 015308 APRESENTADA E APROVADA AO INSTITUTO DE
FISICA “GLEB WATAGHIN", DA UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS, EM

29/08/72014.
COMISSAO JULGADORA:

Prof. Dr. Ernesto Kemp - Orientador do Candidato
DRCC/IFGW/UNICAMP

Toea Vot W Wugguasqo

Profa. Dra. Ivone Freire da Mota e Albbuqukrque - IFFJUSP

Prof. Dr. Edivaldo Moura Santos — IF/JUSP

_—Profa. Dra. CarWeit Chinellatg’— DRCC/IFGW/UNICAMP

Prof. Dr. Orla‘;yb Luis Goulart Peres — DRCC/IFGW/UNICAMP



vi



Abstract

Due to the action of the intervening cosmic magnetic fields, the trajectories
of ultra-high energy cosmic rays (UHECRs) can be deflected in such a way
as to create clustered energy-ordered filamentary structures in the arrival di-
rections of these particles, the so-called multiplets. In this work we propose a
new method based on the spherical wavelet transform to identify multiplets
in sky maps containing arrival directions of UHECRs. The method is illustra-
ted in simulations with a multiplet embedded in isotropic backgrounds with
different numbers of events, and on data from the Pierre Auger Observatory.
The efficiency of the algorithm is assessed through the calculation of Type I

and II errors.
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Resumo

Devido a agao do campo magnético cosmico, trajetorias de raios cosmicos
provenientes de uma mesma fonte podem ser defletidas e dar origem a estru-
turas filamentares cujos eventos sao ordenados de acordo com suas energias,
os multipletos. Nesse trabalho, propomos um novo método para identificacao
de multipletos, baseado no uso de uma classe de fun¢oes definidas sobre a
esfera, chamadas de wavelets esféricos.

Para testar o método aplicamos a analise em dados simulados. Primeira-
mente usamos um fundo isotrépico, onde um multipleto pode ocorrer apenas
ao acaso. Posteriormente fazemos a anélise colocando um multipleto em uma
posicao aleatoria no mesmo fundo isotrépico. Com isso calculamos erros de
tipo I e II. O método também é aplicado em dados obtidos pelo Observatorio

Pierre Auger para eventos com energia £ > 15 x 10'® eV.
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Capitulo 1

Ralos cOosmicos

Those who learn and do not teach
are thieves.
DESCONHECIDO

Le défault unique de tous les ouvrages
c’est d’étre trop longs.
VAUVENARGUES

O CONCEITO de raios cosmicos é abstrato para os que se deparam com
ele pela primeira vez, mas nao mais para os fisicos, que os estudam desde
sua descoberta pelo cientista Victor Hess no comego do século XX [1]. Os
avancos em técnicas de deteccao feitos em mais de cem anos de pesquisa ativa,
possibilitaram experimentos como Agasa [2, 3|, Hires [6] ¢ o Observatorio
Pierre Auger [7]. Esses experimentos contribuiram de forma decisiva para
o aumento da amostragem. Dessa forma, previsoes tedricas puderam ser
testadas e consequentemente os modelos fisicos sofreram melhorias.

Apesar de tudo isso, ainda nao somos capazes de responder algumas das
perguntas mais fundamentais, principalmente quando essas se referem a raios
cosmicos com energias ultra altas, ou, nos termos usados pelos fisicos, Ultra

High FEnergy Cosmic Rays (UHECRs) [5]. Essa nomenclatura se justifica



quando olhamos para o espectro de energia dos raios césmicos. A energias
de aproximadamente 100 MeV, ja é possivel detectar raios cosmicos, que
nesse caso se originam no Sol. No outro extremo do espectro estao energias
que podem superar 10'® eV = 1 EeV. Enquanto que na regidao de baixas
energias o fluxo de raios cosmicos é alto o suficiente para permitir estudos
com alta acurécia, na regiao de energias ultra altas, i.e. da ordem de EeV, os
fluxos medidos na Terra sao extremamente baixos, por exemplo, nessa faixa
de energia, apenas uma particula é esperada por quildometro quadrado por

ano.

O baixo fluxo de UHECRs dificulta muito sua detecgao, se tivermos a
esperanca de detectar uma quantidade modesta de particulas diariamente,
nossos detectores terao que monitorar areas muito grandes. Por exemplo,
para termos uma média de uma particula detectada por dia, precisamos de

uma area de de 365 km?.

O baixo fluxo nao é a tunica dificuldade encontrada pelos cientistas que
projetam observatorios de UHECRs. Os raios cosmicos interagem com as
primeiras camadas da atmosfera gerando particulas carregadas, como pions
por exemplo. Sua identificacao na superficie da Terra é possivel apenas por
deteccao de efeitos indiretos, como ionizacao e a formagao de chuveiros atmos-
féricos [11]. Para energias da ordem de GeV, os chuveiros nio sio intensos o
suficiente para serem medidos na superficie da Terra e por isso, os detectores
devem ser instalados em regioes altas, seja por meio de baloes atmosféricos
ou satélites. Apenas para particulas com energia da ordem de 10' eV, as
particulas secundérias que compoem o chuveiro atmosférico sao numerosas o
suficiente para serem detectadas na superficie. O chuveiro produzido nessa

faixa de energia pode cobrir alguns quilometros quadrados.

Nesse trabalho focaremos no estudo de um fen6meno fisico, associado
aos raios cosmicos, que acreditamos estar presente nos dados, ainda que de
forma fraca, os multipletos [12]. Multipletos sdao alinhamentos de eventos,

provenientes de uma mesma fonte, que devido & acdo do campo magnético
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Figura 1.1: Mapa de eventos dos dados do Observatorio Pierre Auger para
faixas de energia diferentes. Na figura da direita podemos ver que o nimero
de particulas cai drasticamente conforme a energia cresce. As unidade de
energia usada na figura é EeV.

que permeia o espaco, sofrem deflexao e portanto se alinham. Essas deflexdes
s6 sao possiveis para raios cosmicos que tenham carga elétrica diferente de
zero, uma vez que particulas neutras como os néutrons e fétons nao sao
defletidas. Dessa forma, a composicao dos raios cosmicos tem consequéncias

diretas na formacao de multipletos.

As informacgoes mais importantes do ponto de vista fisico, que os experi-
mentos nos fornecem sobre um raio césmico sao: sua direcao de chegada e a
energia estimada da particula. Com esses dados e adicionalmente usando o
instante em que elas nos alcancam, devemos ser capazes de descobrir de onde
ela veio. O problema em um primeiro momento parece simples, pois bastaria
olhar na mesma direcao para ver se existe algum objeto astrondmico que
pudesse emitir as particulas em nossa direcao. As particulas que detectamos
sdo em sua maijor parte carregadas [14], o que significa que suas trajetorias
nao seriam linhas retas, caso elas sofram a acdo de algum campo magné-

tico. Concluimos assim que precisamos de outra forma de inferir a posicao



da fonte. Além disso é possivel que o objeto astronémico que esteja emitindo
as particulas nao esteja catalogado. Nesse sentido detectar um alinhamento
de eventos pode fornecer muita informacgao sobre a possivel localizacao da
fonte.

Como estamos lidando com campos magnéticos muito fracos e com ener-
gias muito altas, apesar da grande distancia das fontes, esperamos deflexoes
angulares pequenas, onde o angulo de deflexdo ¢ sofrido pela particula, é
proporcional ao inverso da energia £ da particula i.e. § o< 1/E [15].

Portanto, se formos capazes de identificar um conjunto de eventos como
pertencentes a um multipleto serd possivel em principio reconstruir a posicao
da fonte que os emitiu. A reconstrucao da direcao da fonte, por sua vez, é
dependente do modelo de campo magnético adotado. Uma vez que tenhamos
as coordenadas da fonte, poderemos comparar nossos mapas de raios cosmicos
com catalogos.

O problema se reduz portanto a como identificar os multipletos, tendo
em vista que estarao imersos em um fundo de eventos, que poderé ser con-
siderado ruido. No momento em que escrevo, o niimero de eventos coletados
pelo Observatorio Pierre Auger, cujas energias sao maiores que 15 EeV, é
de aproximadamente 4200 eventos. Como esperamos algo em torno de 10 -
20 eventos para um multipleto [12], temos que a fragao entre os eventos no
multipleto e os eventos no fundo é algo da ordem de 1072.

A figura 1.2 ilustra o alinhamento de eventos de um multipleto no plano
tangente a uma esfera e a figura 1.3 mostra o zoom desse plano tangente,

com alguns detalhes que serao importantes ao longo desse trabalho.

1.1 Propagacao

DEVIDO AO fato de ainda nao conhecermos a composicao dos raios cosmicos
a altas energias, temos dificuldades em falar sobre sua propagacao, princi-

palmente no que diz respeito a sua interagao com campos presentes ao longo
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Figura 1.2: Ilustragao de um multipleto na esfera celeste.
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Figura 1.3: Angulos de Euler que definem a posicio e orientacio do multi-
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de sua trajetoria.

E conveniente dividir o problema em duas partes, o dominio classico e
o quantico. No dominio classico, temos apenas dois campos a considerar, o
campo gravitacional, descrito pelas equacoes da relatividade geral e o campo
eletromagnético, descrito pelas equagoes de Maxwell. A interacao de um raio
cOsmico com o campo gravitacional é importante provavelmente apenas nas
regioes onde exista um grande aciimulo de massa, como buracos negros, ao

redor de estrelas de néutrons e no centro da galaxia.

O efeito de lentes gravitacionais pode ser importante na localizacao das
fontes, principalmente quando as particulas forem fétons, que por nao terem
carga elétrica, nao podem ser defletidos por um campo magnético e mesmo
assim podem dar origem a multipletos. No entanto nao consideraremos esse

tipo de interagao nesse trabalho.

A interagao de uma particula carregada com o campo elétrico e magnético,
dada pela forca de Lorentz
dp — e(E + 7 x B), (1.1)
dt
é de longe a interacao classica mais importante dos raios césmicos. Na for-
mula acima e denota a carga elétrica da particula, p' seu momento linear, v
sua velocidade e E e B os campos elétricos e magnéticos, respectivamente.
Como o campo magnético nao pode mudar a energia de uma particula pon-
tual carregada, é provavelmente o campo elétrico o grande responsavel pela
aceleracao das particulas. J4 nos meios inter e extragalacticos, a densidade
de carga ¢é proxima de zero, e portanto a interagao mais importante é devida

ao campo magnético, que deflete a trajetoria da particula.

Ja do ponto de vista quantico temos varias interacoes possiveis, sendo a
mais importante delas a interagao com os fétons da Radiacao Cosmoldgica

de Fundo, que da origem ao efeito GZK.



1.2 Espectro e composicao

MEDIR A composicao da particula priméaria é considerado um dos maiores
desafios em fisica de raios cosmicos. Como a particula primaria (nome dado
a0 raio cosmico que origina o chuveiro atmosférico) nao é observada direta-
mente, a composi¢ao deve ser inferida a partir dos produtos da colisao da
particula primaria com a atmosfera.

A composicao varia muito com faixa de energia observada. A energias da
ordem de 100 MeV o0s raios coésmicos tém origem unicamente solar, ja que o
vento solar é capaz de repelir particulas com energias dessa ordem, originarias
de outras fontes. A energias mais altas, o espectro é muito bem descrito por
leis de poténcia, ou seja, o espectro de energia é proporcional a £~7, com
valores de 7 que dependem da faixa de energia. A energias da ordem de
E ~ 1071 EeV temos o joelho, chamado knee na literatura internacional.
Nessa regiao de energia, o fluxo de particulas por area, tempo, angulo solido e
energia, sofre uma mudanca de v = 2.7 para 3.0. Acima do joelho o espectro
tem uma nova mudanca no indice para v = 3.3, a uma energia de £ =
4 x 10'" EeV, que é chamado de segundo joelho. Evidéncias experimentais
indicam que existe uma mudanca na composicao, passando protons para
ntcleos pesados nessas energias. A ultima mudanca que podemos detectar
no indice 7, ocorre a uma energia de £ ~ 5 x 10*® EeV, onde o indice muda
para v = 2.8.

Acredita-se que nessa faixa do espectro a maior contribuic¢ao para o fluxo

venha de raios cosmicos extragalacticos.

1.3 Experimentos em raios co6smicos

Devido ao espectro tao amplo dos raios coésmicos, as técnicas de deteccao
variam muito. No caso de UHECRs, como mencionado na introducao, a
particula primaria dificilmente podera ser detectada, ja que o fluxo de raios

coésmicos nessa faixa de energia é baixissimo e as particulas primarias podem
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ser detectadas apenas indiretamente.

Dois do experimentos mais importantes em raios co6smicos sao:

HiRes. Hires é a sigla para High Resolution Fly’s Eye. O experimento
operou no deserto do estado do Utah nos EUA de maio de 1997 a abril de
2006 e consistia de dois conjuntos de telescopios de luz fluorescente chamados
de Hires I e Hires II. Hires I consistia de um anel de 22 telescopios e podia
detectar feixes de luz fluorescente, com elevacao entre 3 e 17 graus. Hires
IT consistia de dois conjuntos de telescopios e podia observar elevacoes mais
altas, entre 3 - 31 graus. A luz fluorescente ¢ emitida por &tomos de nitrogénio
excitados pela ionizagao das particulas no chuveiro atmosférico, formado pela
colisdao da particula primaria com a atmosfera.

E atribuida ao Hires a primeira observacio do efeito GZK [4].

Pierre Auger. O Observatorio Pierre Auger é atualmente o maior expe-
rimento relacionado a fisica de raios cosmicos. Planejado inicialmente para
operar nos dois hemisférios, apenas a parte sul, localizada em Pampa Ama-
rilla na provincia de Mendoza, Argentina, estd pronta e operante. Seu foco
estd na deteccao de particulas com energias ultra altas i.e. da ordem de EeV
e acima. O experimento usa uma técnica mista de deteccao que usa tanto
detectores de luz Cherenkov, quanto detectores de fluorescéncia. Seus 1600
detectores Cherenkov estio distribuidos em uma area de 3000 km?. Cada
um dos detectores contém 12.000 litros de agua super-pura e cada um possui
trés fotomultiplicadoras responséveis por detectar a luz Cherenkov.

Os 27 detectores de fluorescéncia sao operados apenas em noites claras,
quando é possivel fotografar as interacoes causadas pela particula primaria

com as primeiras camadas da atmosfera.

1.4 Multipletos

No capitulo 4 veremos os desafios que a busca de multipletos apresenta, assim

como um algoritmo desenvolvido nesse trabalho. No entanto, antes disso é



Figura 1.4: Um dos detectors de superficie do Observatorio Pierre Auger.

importante revisar os trabalhos mais importante ja desenvolvidos sobre o
assunto.

Aparentemente, a primeira proposicao formal de um método para identi-
ficagao de multipletos foi feita por Pierre Billoir em uma publicagao restrita
aos membros da Colaboracao Pierre Auger com titulo Searching for Threa-
dlike Multiplets. A principal contribuicao desse trabalho esté na proposicao
de observaveis que podem ser usados para identificar um multipleto.

A definicao de multipletos, proposta pelo autor, em suas proprias palavras
é a seguinte

A threadlike multiplet may be defined as a set of three or more points,

each one defined by a unit vector m;, in a structure which:

e is small: that is, for any pair, 1;-1n; > cos,, in: here we take cos,, in =

9



0.98, which corresponds to an angular distance A = 0.2 rad (~ 11

degrees);

e has a "length” significantly larger than its “width”; ...

Com essas defini¢oes, o trabalho segue com a definicao de quatro ob-
servaveis. O primeiro deles é a area de poligonos formados pelos eventos
pertencentes ao multipleto. Segundo o autor, a area formada pelos eventos
pertencentes a multipletos devera ser menor que a area formada por eventos
pertencentes a um fundo isotropico.

O segundo observavel proposto sao os pardmetros de forma, que definem
o comprimento L e a largura W de um multipleto como as raizes quadradas
dos autovalores do tensor de inércia. O tensor de inércia é calculado no plano
tangente onde o multipleto esta localizado.

Com essa definicao, pode-se comparar as distribuicoes de L e W com as
distribuicoes calculadas a partir de fundos isotropicos, e a partir dai, obter a
significancia do resultado.

O terceiro observavel proposto, que também foi usado nesse trabalho, ¢ a
correlacao entre o angulo de deflexdo do multipleto e a energia da particula.
No caso em que os angulos de deflexao ¢ das particulas causados pelo campo
magnético sao pequenos, podemos demonstrar que eles sao proporcionais ao
inverso da energia da particula, portanto o grafico 6 x 1/E deve ser uma
linha reta. A correlagao mede o quao proximo um conjunto de pontos esté
de uma linha reta.

O quarto e tltimo observavel proposto na GAP Note (nota interna da
colaboragao) é o nimero de eventos em tiras, onde cada tira pode ser pensada
como um retangulo tangente a esfera em um dado ponto P. Como multipletos
sao acumulos de eventos ao longo de estruturas lineares, deveria haver tiras
cujo numero de eventos difere consideravelmente do caso isotrépico.

Apos aplicar a anélise proposta aos dados do Observatorio Pierre Auger,
seu trabalho é concluido sem encontrar evidéncias da presenca de multipletos

nos dados.
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Outro trabalho importante sobre multipletos foi publicado oficialmente
pela colaboragao Pierre Auger [10]. Esse trabalho nao tem como foco prin-
cipal a metodologia de identificacao de multipletos. O texto abaixo retirado

do artigo é o tinico trecho que descreve o algoritmo usado.

We hence consider for every event above 45 EeV the qua-
druplets that it forms with the events within a circle of 15° ha-
ving energies above 25 EeV and with a correlation coefficient
C(u,1/E) > 0.8. The precise values of these culs are not crucial
as long as they allow one to safely include the larger multiplets of
interest. For each of these candidates we then extend the search
including all the events above 20 EeV with an angular distance to
the highest energy one smaller than 20° and at a distance smaller
than 3W e from the quadruplet axis. This allows us to find the
correlated multiplets satisfying the cuts in Wi,ee and Chin in a
very efficient way, as it is desirable to be able to perform a large

number of simulations.

E interessante notar que em nenhum desses trabalhos é feita uma propo-
sicao clara de como localizar a posicao e a orientacao de um multipleto no

céu. Apenas observaveis sao propostos.
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Capitulo 2
Preliminares matematicas

Science is what we understand well
enough to explain to a computer.

Art is everything else we do.

DONALD KNUTH

Este trabalho tem como principal objetivo propor um algoritmo para
busca de multipletos em mapas de eventos de raios césmicos. O principal
diferencial em relacao a outros trabalhos esta no uso de wavelets esféricos.
Wavelets esféricos sao funcoes com dominio em S?, ou seja, funcoes do tipo
f:S8? = R, que obedecem a alguns critérios, como, por exemplo, ter média
zero e formar uma base completa. Para que o leitor se sinta confortavel com
0s conceitos que serao expostos nos proximos capitulos, faremos uma revisao
da matematica envolvida.

Normalmente lidamos com analise de dados em uma dimensao, como, por
exemplo, séries temporais, e também em duas dimensoes, como imagens em
geral. Mas alguns experimentos como Pierre Auger [7], CoBE [8] e WMAP
[9], coletam dados em todas as dire¢oes e portanto as imagens formadas ndo
estao mais definidas no plano, mas sim na superficie de uma esfera.

A necessidade de processar dados com essa caracteristica, nao se limita a
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fisica e pode ser encontrada em diferentes areas de estudo como, por exemplo,
visao computacional e quimica quantica. O tratamento desses dados apre-

senta novos desafios e demanda um tratamento matemaéatico mais complexo.

Felizmente, boa parte do que precisamos rever, como funcoes definidas
no grupo SO(3) (o grupo de rotagoes em trés dimensoes), é usado extensiva-
mente por fisicos em varias areas, como, por exemplo, no estudo do momento

angular em mecanica classica e quantica.

Gostarfamos de enfatizar que o tratamento matematico feito aqui expoe
apenas o necessario para que se possa entender a analise de funcoes sobre a

esfera e em especial, a anélise de wavelets.

2.1 O grupo SO(3)

USAREMOS SO(3) para denotar o grupo de rotagbes em trés dimensoes, que
normalmente é representado por matrizes 3 x 3. Func¢oes definidas em SO(3)
tém uma expansao de Fourier andloga a de funcoes definidas no circulo. O
estudo desse grupo ¢ importante aqui pois, como veremos adiante, a repre-

sentagao de wavelets de um sinal é uma fun¢ao definida em SO(3).

Angulos de Euler. Podemos representar qualquer rotacio de um corpo
rigido através de trés rotacoes individuais. A parametrizagao dessas rotagoes
individuais é feita em geral pelos angulos de Euler, que denotamos nesse tra-
balho por «a, § e 7. Adotaremos a convencao zyz, ou seja, primeiro fazemos
a rotagao de um angulo v em torno do eixo z, depois uma rotagao de um an-
gulo B em torno do novo eixo § (obtido apos a primeira rotagao) e finalmente
um rota¢ao de um angulo a em torno do novo eixo 2 (obtido apos a segunda

rotacdo). A representagdo das matrizes de rotacdo com a parametrizagdo
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mencionada acima é dada por

cosa —sina 0 cosf 0 —sing
u(a) = | sina cosa 0 e a(p) = 0 1 0 . (2.1)
0 0 1 sing 0 cospf

onde 0 < a<2me (< B < 7w O produto das matrizes de rotacao nos da a

forma final da rotacao completa que denotamos por g

9 =9g(a, B,7) = u(a)a(B)u(y). (2.2)

A parametrizagao das rotacoes em SO(3) através dos angulos de Euler é
muito conveniente pois permite que usemos a notagao f(«,[,7) para nos

referir a uma funcao f que toma valores em SO(3).

2.2 Anailise de Fourier em SO(3)

Com a parametrizagdo do grupo SO(3) definida na ultima se¢dao, podemos

expressar o produto interno de duas funcoes f e h € SO(3) como

(f 1) = / da / sin B / F (@, 8, 7)h(e, Bor)dry, (2.3)

onde h( ,3,7) denota o conjugado complexo de h(a, 3, 7).

Qualquer funcdo definida em SO(3) pode ser expandida em termos das
funcoes D de Wigner, denotadas da forma D
base em SO(3)

mn( 757’7)7 que formam uma

00 l l
=22 D fon Dl 8.7). (2:4)
=0 m=—In=-I
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Essas fungoes satisfazem a relacao de ortogonalidade

872

D! —
< 2+ 1

mn? Dl/ > 511’5mm/5nn’7 (25)

e podem ser decompostas da seguinte forma

Dy, B,7y) = e, (B)e ™™, (2.6)

onde as fungoes d., () sdo chamadas de small Wigner-d functions na lite-
ratura internacional. Falaremos mais sobre elas no apéndice A.1. Os coefi-
cientes de Fourier da fun¢do f(a, 3,7) podem ser obtidos de maneira usual

com produtos internos entre os elementos da base e a funcao f

o= Al py, (2.7)

72

_ 2;;1/ da/ blnﬁdﬁ/ fla, 8,7)DL, (v, B,7)dy

Uma implementacao computacional das integrais acima exige uma discreti-

zacao da integral. Falaremos sobre isso nas segoes seguintes.

Harmonicos esféricos. Podemos também associar um operador A(g) para
cada g € SO(3), que age em fungoes f : S? — R quadraticamente integraveis,

ou seja

Ag)f(w) = flg~ w), (2.8)

onde w € S? ou usando coordenadas esféricas convencionais w = (6, ), onde
0 ¢é a coordenada zenital e ¢ azimutal. Os espagos invariantes diante dessa
transformacao tém como base os harmonicos esféricos Y;”". Portanto podemos

escrever

Alg Z Y (w)DL (2.9)

n=-—I
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e usando explicitamente as coordenadas 6 e

f(ea 30) = Z Z almynlz(ev (P)? (2‘10)

=0 m=—

onde a;,, sao chamados de multipolos de f.

,
i

T
M

W

Wit

et
R

W

S

Figura 2.1: Harmonicos esféricos para um mesmo [ = 6 e valores diferentes
de m =4, 5, 6, respectivamente.

2.3 Integracao

PARA CALCULAR o produto de fung¢oes em SO(3) precisamos discretizar a
integral (2.3), ou seja, transformar a integral em uma somatoria finita, para
isso precisamos escolher a malha onde vamos amostrar as variaveis «, 5, 7. A
maneira como fazemos essa discretizacao tem implicacoes muito importantes
na andalise de dados. Trataremos melhor esse assunto na se¢ao 2.5. Apods

uma discretizacao da equacao 2.3 a forma geral da somatoéria é dada por

S w(e) () DL, (@), (2.11)

zeX

onde X denota a malha onde amostramos a func¢ao e w(x) é uma fungao peso.

Para garantir que a somatoria acima compute precisamente a transformada
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de Fourier de f(x), precisamos impor que f(z) tenha limite de banda B,

onde a definicao de limite de banda é dada por:

Definicao 1.

Uma fungao f continua em SO(3) tem limite de banda B, se
=0 YV 1>B (2.12)

Como estamos usando os angulos de Euler para parametrizar as rotacoes,

denotamos a malha na forma

XB = [u(ajl)a(ﬁk)u«yjé) com 0 S j17 j27 k< 23]7 (213)
onde 9 (2k +1)
mJ m(2k +
G == 55 O 1B (2.14)

Se impusermos que os pesos wg(k) satisfacam a equagao

2B-1
Z wp (k)P (cos Br) = dom ¥V 0<m < 2B, (2.15)

k=0

podemos provar o seguinte teorema |19

Teorema 1. Suponha que f € L*(SO(3)) é uma fungio com limite de banda
B, entao para todo | < B temos

2B—12B—-12B—
Z Z Z Oéjl,6k7fyj2)ij’;n<a]’17Bk7ij2)7 (2‘16)
k=0

J1=0 j2=0

onde 0s pesos tém a expressao exata

sm( 25 + 1)(2k + )47TB> (2.17)
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com 0 < k < 2B.

2.4 Correlagao em S?

Suponhamos que com os dados coletados de um experimento possamos for-
mar um imagem, que, por sua vez, é definida pela funcido f(0,¢). Cha-
maremos f de sinal. Esse sinal pode ser formado a partir das direcoes de
incidéncia de raios cosmicos na Terra, por exemplo. Suponhamos também
que saibamos da existéncia, mas nao da localizacao, de um multipleto imerso

no sinal, ou seja f = fundo + multipleto.

Se conhecemos o sinal h(6, ¢) que descreve o multipleto, podemos procura-
lo no sinal correlacionando todas as possiveis rotacoes de h com f e selecionar
a que produz uma maior correlagao. Portanto precisamos de uma maneira

de correlacionar f e h.

Matematicamente o que precisamos fazer é correlacionar f e h da forma

a,5.7) / £(6, 0)A (@, B 7)h(B, p)d(cos 6)deo, (2.18)

e pegar os valores o, 8 e 7 para os quais C' é um méaximo local. Essa
abordagem no entanto demanda muito tempo computacional se impusermos
um limite de banda B aos nossos sinais, a complexidade computacional de
(2.18) & O(B®). Essa complexidade pode ser reduzida para O(B*) se fizermos
os calculos no espaco harmonico. Para isso precisamos da decomposicao de

Fourier de f e h, que é dada por

o
o

l l
f(0 > amYh(0,9) e h(0 Z b Y (0, 0). (2.19)

l

Il
=)

m=—1 l

Il
=)

Usando a notacao (2.2) para economizar espago e substituindo as equagoes
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acima em (2.18), podemos escrever a correlacdo da forma

l/

B-1
(9 D bewVii(w) |do,
V=0 m/=—1'

= Z Z Z Z Ay / LA (g)YDE,. (2.20)

=0 m/=-1"

Clg) = / [Zialel

=0 m=—1

Nesse ponto, podemos remover uma soma, notando que a integral so é dife-

rente de zero para o caso [ = [’. Dessa forma ficamos com

l

> b [ ViA@Y (221)
S2

—lm/=—1

Lembrando agora que a rotacao de um harmonico esférico de grau [ pode
ser expressa como uma combinacao linear de harmonicos esféricos de mesmo

grau, como dado pela equacao (2.9), temos a simplifica¢ao

l l
Clg) = Z Z Aimby / Zyk (9)dw,
=0 m=—Im/=-1 k=—I1
B-1 1 l
- Xy ¥ > i Pl [ VT (222
=0 m=—Im/'=—lk=-1

A integral (2.22) s6 é diferente de zero para o caso k = m, portanto temos

finalmente

o

33 b s) (2:23)

l

Il
=)

Usando as relagoes de simetria dos coeficientes aj,, e das fungdes D! . po-

20



demos escrever a equagao acima da forma

-1 l
l

Clg)=>_ > @mbwD.,(9). (2.24)

=0 m,n=-1

Substituindo a equacao 2.6 na equagao acima ficamos com

B-1 l
Clo) =32 Y b ™ (B)e ™ (225)

=0 mn=-1

A forma da equagao (2.25) é especialmente adequada ao calculo da correlagao
quando a malha escolhida tem as coordenadas « e § amostradas em pontos
equidistantes, permitindo assim o uso da transformada rapida de Fourier.
Se a coordenada [ também puder ser amostrada em intervalos de mesmo
tamanho, podemos estender o uso da transformada répida de Fourier aos trés
angulos de Euler. Substituindo a expansiao de Fourier das fungoes d., (),

dada pela equagao A.9 em (2.25) temos

B-1 l
C(a’ 6’ 7) - Z Z almaBinnuei(ima+wﬁ+mwv (226)

=0 m,nu=-I

que foi a forma usada para implementacao do nosso algoritmo de busca por

multipletos.

2.5 Tesselacao em S?

Quando trabalhamos com funcoes definidas na esfera, somos obrigados a es-
colher uma malha na superficie da esfera (i.e. os pontos onde as fungoes
serdo amostradas). Esse problema ¢ trivial em anéalise de imagens no plano,
que, por nao ter curvatura, permite o uso de uma malha cujos pixeis te-
nham &reas iguais. Quando tentamos estender o uso de malhas com pixeis

de mesma area para a esfera, enfrentamos um problema. A complexidade
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computacional introduzida pode inviabilizar o calculo de integrais na esfera
e assim seu uso em um grande nimero de simulagoes.

Em geral, a viabilidade computacional esta associada ao uso do algoritmo
FFT no célculo das integrais. Por exemplo, a malha definida em (2.14)
permite o uso de FFT por usar intervalos constantes das coordenadas «, (5 e
~v. Quando a malha nao tem essa propriedade, temos que desistir do uso de
FFT e usar relacoes de recorréncia que, em geral, sao mais lentas.

Vejamos algumas das malhas mais usadas.

Healpix. A divisao proposta pelos autores do software Healpix, que significa
Hierarchical Equal Area isoLatitude Pixelization nao é exata, mas pode ser
muito precisa conforme aumentamos o nimero de pixeis. Sua caracteristica
mais desejavel ¢ que os pixeis, apesar de terem formas diferentes uns dos
outros, tém a mesma &area. Essa caracteristica é muito importante por dois
motivos. O primeiro é que a todo experimento esta associada uma resolucao
angular. No caso do Observatério Pierre Auger por exemplo, para energias
maiores que 5 EeV podemos considerar que a resolucao angular é menor que
1°. Isso quer dizer que se pudermos fazer todos os pixeis com aproximada-
mente este tamanho, teremos um melhor aproveitamento de nossa divisao.
Além disso, uma vez que os pixeis tém areas iguais, qualquer ruido que seja
uniforme ao longo da superficie, contribui igualmente para todos os pixeis,
fato que nao ocorreria se as areas nao fossem iguais.

Apesar de conceitualmente ser mais facil tratar os dados usando uma
divisdo em areas iguais, seu beneficio real nao estd claro, ji que nenhum
experimento tem uma exposicao igual em todas as diregoes, sendo necessé-
rio atribuir pesos diferentes a pixeis com exposicoes diferentes. No caso do
Observatorio Pierre Auger, os detectores estdao expostos apenas a metade do
céu.

A divisao Healpix apresenta um desafio computacional pois ela nao possui
uma divisao igualmente espacada da coordenada 6, que impossibilita o uso

da transformada de Fourier para calcular as integrais. O uso de relacoes de
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recorréncia deve ser feito para cada ponto amostrado da coordenada 6.

Figura 2.2: Tesselacao Healpix para diferentes niimeros de Pixel.

Projegao cilindrica equidistante (ECP). A proje¢ao ECP é a mais sim-
ples de todas do ponto de vista computacional. Nessa tesselacao temos tanto
em 6 quanto em ¢ divisoes equidistantes. O que permite o calculo das inte-
grais via FFT. Além disso, é muito facil diminuir a resolucao de um mapa
combinando pixeis vizinhos, procedimento que é a base das divisoes do tipo
19loo.

O grande problema dessa tesselacao é que os pixeis que estao perto dos
polos sao distorcidos e se tornam muito pequenos, chegando ao ponto de se-
rem possivelmente menores que a propria resolucao angular do experimento.
Isso significa que, em uma andlise de dados, esses pixeis serao praticamente

dominados por ruido ou nao conterao nenhum evento.

Divisao do tipo iglu. Divisoes do tipo iglu oferecem tanto pixeis de areas
iguais quanto transformadas rapidas na esfera, mas requerem uma técnica
relativamente sofisticada para agrupar pixeis de mesma latitude Por exemplo,
partindo da tesselacao ECP, podemos agrupar pixeis de tal forma que a area

deles nao varie conforme nos aproximamos do zénite.
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Figura 2.3: Tesselacao ECP (Equidistant cylindrical projection)

(a) (b)
Figura 2.4: Tesselacao do tipo ¢gloo.
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Capitulo 3
Wavelets esféricos

Everything should be made as simple as
possible, but not simpler.
ALBERT EINSTEIN

People often choose something new because

they don’t know ils weaknesses yet.
B. STROUSTRUP

A ANALISE WAVELETS é um assunto novo em comparacao com a bem es-
tabelecida anélise de Fourier e encontra sua utilidade quando o carater global
de senos e cossenos deixa de ser a forma ideal de decompor um sinal. Isso
ocorre, por exemplo, quando estudamos transicoes abruptas, em que a de-
composicao em senos e cossenos precisa de um ntmero grande de coeficientes
para descrever o sinal com precisao.

Quando analisamos um sinal, seja ele uma série temporal ou uma ima-
gem, por exemplo, podemos pensar em duas maneiras de tratar o problema.
Primeiramente podemos trabalhar diretamente com os valores dos pixeis,
como no caso de uma imagem. Apesar de termos acesso a toda a informa-
¢ao contida no sinal dessa forma, ela se torna inadequada quando queremos

informacoes mais gerais; por exemplo, em uma série temporal o valor de um

25



pixel nos di informacao para apenas um determinado instante de tempo.
No outro extremo, podemos decompor o sinal em fung¢oes conhecidas, como
senos e cossenos, que tém valores diferentes de zero em todo o dominio de
analise e portanto fornecem informacoes globais i.e. quais as frequéncias mais
importantes contidas no sinal.

Muitas vezes no entanto, nenhuma dessas formas é a ideal. No caso em
que temos uma regiao de descontinuidade, a analise de Fourier é inadequada
pois precisa de muitos coeficientes para descrever as caracteristicas impor-
tantes da descontinuidade i.e. sua localizagao, por exemplo. Nesse caso pre-
cisamos de uma decomposicao mista, que nao seja nem tao localizada quanto
a analise pixel a pixel, nem tao global quanto a analise de Fourier. Aqui surge
a utilidade da andlise de wavelets, através da qual conseguimos concentrar
as informacoes relevantes de um sinal em alguns poucos coeficientes.

Nesse trabalho desenvolvemos um algoritmo baseado em wavelets esféricos
para a deteccao de estruturas filamentares que se formam em mapas de raios
cosmicos. Esse capitulo serd usado para dar detalhes e exemplos de wavelets.
No proximo capitulo, falaremos sobre o algoritmo que usamos para identificar

essas estruturas filamentares, chamadas de multipletos.

3.1 Introducao

NO CAPITULO 2 vimos que, da mesma forma que uma série temporal pode ser
decomposta em uma série de senos e cossenos, uma funcao f : S? — R, pode
ser decomposta em uma soma de harmonicos esféricos, que sao denotados por
Y (0, ), como mostrado na equagio (2.10). Os coeficientes a;,,, da expansio
sao chamados de multipolos ou simplesmente, coeficientes de Fourier de f.
No formalismo que adotamos para a anélise de wavelets, os coeficientes ag,,

sao fatorados da seguinte forma
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com/eNe|m|<I.

Nesse formalismo expansoes (ver adiante) sdo aplicadas apenas ao kernel
k(l), mantendo os coeficientes Sj,,, chamados de coeficientes de direcionabi-
lidade, intactos.

Os coeficientes S;,,, por sua vez, controlam a capacidade dos wavelets de
encontrar direcoes de sinais na esfera. Eles satisfazem as mesmas relacoes de

simetria que os coeficientes a;,,. Adicionalmente impoe-se o vinculo

> S =1, (3.2)

que garante a normalizacao dos wavelets.

A expansao dos wavelets por um parametro de escala a € (1, 00) é definida

na forma

(fa)lm = k(al)slrm (33)

Para uma funcdo com limite de banda B como definido em (2.12) vemos que
a estara contido no intervalo a € [0, B], uma vez que fora desse intervalo
fim = 0.

Nas se¢oes seguintes vamos mostrar a definicdo do kernel k(I) e dos coe-

ficientes S, usados nesse trabalho.

3.2 O kernel k(I)

O KERNEL introduzido na equacao (3.3) é obtido primeiramente de um ker-
nel continuo através de integracoes por fatias do parametro de escala a. O
primeiro passo para calcula-lo se baseia no céalculo da fungao de escala ®(k)

a partir da equacao

&mzﬁm@kwx (3.4)

a
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onde K (al) é o kernel continuo definido por

1
) = exp (—1_—1%) se t(l) € (—1,1) (35)
0 set(l) ¢ (—1,1)

onde a funcdo ¢(l) é dada por

al — B
t(l) =2——= — 1. 3.6
0 =2"5p (36)
No caso do kernel discreto k(l) assumimos que o parametro de escala a
tem a forma a = 2/ com j € N onde j passa a ser nosso parametro de escala
discreta. A maior escala possivel serd denotada por J, assim 0 < j < J.

Com isso, os valores de k(1) na escala j podem ser definidos, e segue
k(1) = ®*(2791) — ®*(1). (3.7)

Na figura 3.1 vemos um exemplo de expansao de um wavelet. Nesse
exemplo mantivemos J = 5 e variamos j entre 3, 4 e 5. Podemos ver que o
tamanho angular do wavelet aumenta com a escala. A sensibilidade de um
wavelet em identificar um sinal é maior no caso em que o sinal e o wavelet

tem aproximadamente o mesmo tamanho angular.

Figura 3.1: Exemplo da expansao de um wavelet com parametros J = 5,
N =3 e j=3,4,5 respectivamente.
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Tabela 3.1: Primeira coluna: escala j. Segunda coluna: suporte do wave-
let. Terceira coluna: Tamanho angular em graus. Quarta coluna: precisao
angular maxima nas variaveis angulares.

J | Suporte Tamanho angular Precisao
0 | (256, 128) (0.7,1.4) 0.7
1] (256,64) (0.7,2.8) 0.7
2| (128,32) (1.4,5.6) 1.4
3| (64,16) (2.8,11.3) 2.8
41 (32,8) (5.6,22.5) 5.6
5| (16,4) (11.3,45.0) 11.3
6 (8,2) (22.5,90.0) 22.5
7 (4,1) (45.0,180.0) 45.0
8 (2,1) (90.0, 180.0) 90.0

Suporte harmoénico compacto. A ideia de suporte harmonico compacto
é muito importante para o processamento do sinal. Dizemos que uma funcao

f tem o suporte harmonico compacto no intervalo [ € (o~ !B, B), se
fin=0 ¥V I,m com [¢ (a'B,B). (3.8)

Dessa forma, para obter uma funcao f com o suporte compacto, basta esco-
Thermos um kernel K (1) que também tenha o suporte compacto nesse mesmo
intervalo. Na figura 3.2 podemos ver o suporte dos wavelets definidos na

secao 3.2.

3.3 Coeficientes 9),,

A definicao dos coeficientes S, é de fundamental importancia para este
trabalho. Os coeficientes a;, resultantes da decomposicao de um sinal em
harménicos esféricos tém em geral valores diferentes de zero sempre que [ < B
e |m| <[, onde B é o limite de banda do sinal, acima do qual todos os co-

eficientes tém valor zero. Para viabilizar computacionalmente o calculo da
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Suporte do kernel
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Figura 3.2: Suporte do kernel para varias escalas j e J = 8.

correlacdo (2.24) temos que diminuir a precisdo do sinal. Para isso é neces-
sario introduzir o conceito de direcionabilidade, que esté ligado a capacidade
de um wavelet encontrar orientacoes de estruturas na esfera.

Definimos uma fungao g(w) € L*(S?) como direcionavel, se qualquer ro-
tacao dela em torno de si mesma pode ser escrita como uma combinacao

linear de um nimero finito M de funcoes base g;

M-1

few) =) Ei(Q)gi(w). (3.9)

1=0

As fungoes k;(¢) com 0 < ( < 7 sao fungoes peso. A definigdo acima
implica um limite de banda azimutal para o sinal, que pode ser expresso da
forma

gm =0 V I,m com |m|>N. (3.10)

Em outras palavras, nao precisamos considerar todas as rotacoes possiveis

no calculo da correlagdo, e basta que sejam feitos apenas para N rotagoes.
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Os wavelets que estamos usando sao direcionaveis e tém sua forma dada

por
1/2
1 (N0
Slm = nNﬁ(N,m) [W (’Y(N’;)m s (311)
com
1 se N par
NN = ) (3.12)
1 se N impar
e

0 se N+ m par
BNm) = , (3.13)
1 se N 4+ m impar.

Y(N,l) = min (N —-1,1- %DNH) . (3.14)

Na figura abaixo vemos o significado fisico da direcionalidade. A funcao

mais a direita é a soma das duas fungoes a sua esquerda.

=]

Figura 3.3: Controle de direcionabilidade. A func¢ao mais a direita ¢ a soma
das duas funcgoes a sua esquerda

Analogamente ao que fizemos na figura 3.1, podemos manter .J e a escala

J constantes e variar apenas o parametro N. Por exemplo, se pretendemos
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Figura 3.4: Exemplo do controle da direcionabilidade de um wavelet a partir
do parametro N. Usamos J =8, j =2 e N = 1,3,127. O wavelet mos-
trado na figura (¢) também foi usado em nossos algoritmos para encontrar
multipletos. Os eixos usam unidades de graus.

identificar estruturas como fontes pontuais, que tém simetria em torno de um
eixo, podemos escolher N = 1, pois nao ha direcoes preferidas nesse caso.
Ja no caso de uma estrutura filamentar, gostariamos de ter a maior precisao
possivel, que nesse caso ¢ dada por N = 2777+, Nesse trabalho por exemplo,
usamos (J, 7, N) = (8,1,127) na busca por multipletos uma vez que N = 127
¢ o maior valor possivel de N para j =1e J =8.

Se o tempo computacional for muito alto para um dado N podemos esco-
lher valores menores, perdendo um pouco de precisao, mas sem a necessidade
de mudar a escala por exemplo.

Na figura 3.4, vemos um exemplo em que N assume os valores 1, 3 e 127

comJ=8ej=2

3.4 Reconstrucao do sinal

Até agora, vimos como obter a representacao de wavelets de um sinal (6, ¢),
dado pela equagao (2.26). Em muitas situagoes, no entanto, precisamos fa-
zer o caminho inverso, ou seja, dada a representacao do sinal f no espaco de
wavelets, denotado por C'(«, 3, 7), queremos recuperar f. Esse procedimento

tem aplicacoes importantes em tratamento de sinais, pois permite que ope-

32



racoes como filtragem do sinal e tratamentos estatistico, sejam aplicadas no
espaco de wavelets, onde certas caracteristicas do sinal sao mais evidentes.
Denotando os multipolos do sinal f por a;, e os multipolos do wavelet

por (7)., onde j representa a escala do wavelet, temos

J n=l

20+ 1 - -
A1, = 00100m oo + Z Z (b])lm(f])inn? (3.15)

872

=0 n=—1

onde os coeficientes (7). sdo dados pela equagao (2.16). Uma vez que os
coeficientes a;,,, tenham sido obtidos, uma simples transformada em harmo-

nicos esféricos, dada pela equagdo (2.10), pode recuperar o sinal f.
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Capitulo 4
Procurando por multipletos

What we have to learn to do we learn by doing.
— ARISTOTLE, Ethica Nicomachea II (c. 325 B.C.)

NESTE CAPITULO mostramos com detalhes o algoritmo desenvolvido para
a busca de multipletos nos dados do Observatério Pierre Auger. A busca por
multipletos é um tépico muito ativo na Colaboracao Pierre Auger devido a
sua importancia no estudo de fontes de raios cosmicos. Como o Observatorio
Pierre Auger estd contribuindo de forma decisiva para a amostragem na
regiao de altas energias, surge pela primeira vez a possibilidade clara de
identificagao de fontes com estatistica significativa.

O ntmero de trabalhos relacionados a identificacao de multipletos ainda é
muito discreto quando comparado & maioria dos temas relacionados a fisica
de raios cosmicos. Por exemplo, oficialmente a Colaboracao Pierre Auger
tem apenas um trabalho |7| publicado sobre o tema; os artigos em forma de
Gap Notes, que sao Notas Internas privadas aos membros da Colaboracao,
fornecem outro meio para comunicacao sobre o assunto. Até o momento onde
escrevo apenas 10 Gap Notes foram publicadas sobre o tema. Fora do Obser-
vatério Pierre Auger, o autor dessa tese encontrou apenas um outro artigo

que trata do problema [16]. Dessa forma, vemos que apesar da identificagao
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de multipletos ter consequéncias fisicas muito importantes, existem poucos
cientistas trabalhando no problema.

Na secao 1.4 vimos a definicao de multipletos e uma revisao dos trabalhos
mais importantes, que tratam de sua identificacdo. Nesse capitulo apresen-
tamos os detalhes do algoritmo desenvolvido. Mas antes disso veremos com

mais detalhes os desafios que enfrentaremos.

4.1 Busca por forca bruta

Qual o algoritmo mais simples que podemos imaginar para procurar multiple-
tos em um conjunto de dados? Se os critérios que caracterizam um conjunto
de eventos como um multipleto estiverem bem definidos, como, por exemplo,
o alinhamento dos eventos e sua ordenacao energética, tudo que temos a fazer
é testar todas<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>