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Resumo

Investigamos algumas propriedades de amplitudes de espalhamento em teorias de
“gauge” na aproximagdo de arvore. Uma breve introducdo do carater cldssico da
teoria e a descontinuidade de Dam-Veltman sdo apresentadas. Tratamos especifi-
camente das amplitudes do espalhamento glion-glion e graviton-graviton e das
propriedades de invariancia de “gauge”. Para a obtencdo das regras de Feynman e
célculo das amplitudes foram elaborados algoritmos de computacao simbdlica.
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Abstract

We investigate some properties of scattering amplitudes in gauge theories, in tree
approximation. A brief introduction about classical aspects and the Dam-Veltman
discontinuity are discussed. We treat specifically the gluon-gluon and graviton-
graviton scattering amplitudes and its properties of gauge invariance. To obtain the
Feynman rules and amplitude calculation, we make some algorithms in computer
algebra.
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Introducao

Neste trabalho estamos interessados em estudar as propriedades das interacdes
entre campos de “gauge”, incluindo campos vetoriais (foétons) e tensoriais (gravi-
tons). O ponto de vista que tomamos € da Teoria Quantica de Campos, utilizando
uma aproximacgado semi-cldssica. Nesse esquema iremos verificar principalmente
as propriedades de invariincia de “gauge” e fatorizagdo de amplitudes de espalha-
mento graviton-graviton e glion-gldon.

Classicamente os estados fundamentais de uma onda plana gravitacional sdo
fornecidos pelas solu¢des da equac@o de Einstein, para a qual, apds tomarmos a
aproximacdo de campo fraco:

g =1+ RgH, (M

7z

onde 7* é a métrica de Minkowski, k> = 327G, sendo G a constante de New-
ton, € ¢,,, 0 campo do graviton, obteremos estas solu¢des, impondo que o tensor
de energia-momentum gravitacional seja nulo. Em nosso esquema de quantiza-
¢do utilizaremos esta aproximacao, substituindo (1) na densidade lagrangeana de
Einstein-Hilbert, para depois quantizarmos via integrais de trajetdria (para tanto,
devemos também introduzir um termo de fixacdo de “gauge”; a introdugdo dos
fantasmas de Faddeev-Popov ndo serdo necessdria na aproximacgao de arvore).

Observamos que devido a expansao em poténcias, derivadas dessa aproxima-
¢do, obteremos infinitos tipos de acoplamentos. Essa nao-linearidade torna os
célculos bastante tediosos. Assim empregamos computagdo simbdlica extensiva-
mente.

Como as solugdes para equacdo de onda dependem do tensor energia-momentum
de qualquer particula, podemos supor que o graviton acopla com qualquer fonte
desta, ou seja, qualquer campo de matéria ou radiacao, inclusive o proprio gravi-
ton. Nesse ponto a analogia com as teorias de “gauge” ndo-abelianas € inevitd-
vel. Os campos de Yang-Mills conservam corrente e carregam cor, apresentando
também um cardter auto-interagente. Similarmente os campos gravitacionais car-



regam energia-momentum. Assim esta analogia serd explorada ao longo de nosso
trabalho.

O projeto de quantizagdo da gravidade tem ainda sido perseguido por muitos
pesquisadores nas ultimas décadas, com a mais promissora das teorias, em nos-
sa época, sendo a das supercordas. Entretanto mesmo nesta teoria verificamos
a existéncia de particulas sem massa e de spin 2, identificadas prontamente co-
mo o graviton. Seria interessante comparar os progressos da teoria em pesquisa
com a gravitagdo quantica, desenvolvida neste trabalho, como explorado por San-
nan [San86], por exemplo, o qual comparou o espalhamento graviton-graviton, de
modo semelhante ao efetuado aqui, porém em um caso particularizado, e com-
parou com a amplitude fornecida pela teoria de cordas. Logo, vemos aplicagcdes
interessantes da gravidade quantica ainda atualmente.

Uma pergunta que surgiu no decurso do nosso trabalho foi sobre a identifica-
¢do de particulas de spin 2, massivas, com o graviton, motivados por publicacdes
recentes ([Neu02],[CGO1],[Gru01],[FS02], por exemplo). O trabalho de Veltman
e van Dam [VD70] e Zakharov [Zak70], mostrado nesta dissertacdo, vai além da
questdo, mostrando a incompatibilidade de uma teoria com massa finita com os
dados observados, mostrando ainda que o caso de massa finita tendendo a zero
ndo se reduz ao caso ndo-massivo. Novamente a analogia entre a teoria da gra-
vitacdo e a teoria de Yang-Mills serd explorada, pois esta também apresenta esta
“descontinuidade”, porém em nivel diferente, como veremos a seguir.

Podemos obter muitas informacdes estudando as propriedades do espalhamen-
to, tanto quanto usando as amplitudes de espalhamento no calculo sistemético de
secoes de choque diferenciais. Nesta tltima linha vale a pena citar o trabalho de
Papini e Valluri [PV51]. Nao serd o nosso caso. Procuramos observar as propri-
edades da amplitude diretamente, em primeiro lugar verificando a invariancia de
“gauge”, frente a transformagdes do tipo:

o' =2t + (). (2)

observando que a acdo deve ser invariante. A partir desta invariancia determina-
mos as identidades de Ward gravitacionais. Para as amplitudes, uma propriedade
interessante € sua fatorizagdo, ou seja, a possibilidade de separar a amplitude de
espalhamento em termos que possuem invariancia local ou global (carga, energia-
momentum, cor, etc..). Ou seja, uma amplitude de espalhamento pode ser decom-
posta em termos do tipo



N

onde os fatores A;, B; e C; satisfazem :

N N N
D A=) Bi=) Ci=0. @
i=1 i=1 i=1

No caso de Yang-Mills obtivemos facilmente esta fatorizacdo, entretanto no
caso gravitacional o uso de computacdo algébrica foi crucial, mas no entanto nao
obtivemos resultados como citado em [CSS95].

Podemos dizer que a sintese do nosso trabalho aqui é analisar os variados
aspectos do espalhamento entre gravitons, na aproximacao semi-classica, fazendo
sempre uma analogia com o caso ndo abeliano.

O trabalho € exposto como segue: no primeiro capitulo identificamos as pro-
priedades da radiacdo gravitacional, e como convite ao capitulo a seguir, tratamos
da “descontinuidade de Dam-Veltmann”. Assim, no capitulo 2, apresentamos as
regras de Feynman da gravitacdo, e sua interacdo com campos vetoriais abelia-
nos, que serdo utilizadas no capitulo 3, para determinacdo da amplitude de espa-
lhamento graviton-graviton. Neste capitulo faremos uma revisdo sobre o espa-
lhamento de glions. Neste capitulo apresentamos também as propriedades gerais
desta amplitude, como invariancia de “gauge”, que se resume na verificacdo das
identidades de Ward, simetria de permutacdo bosonica e fatorizagdo da amplitude.
Reservamos algumas conclusdes ao final e no apéndice apresentamos alguns al-
goritmos empregados na constru¢do destas amplitudes e determinacdo das regras
de Feynman.

Neste trabalho utilizamos o sistema natural de unidades (A = ¢ = 1). Em
nossa notacdo a assinatura é (+ — ——), menos no capitulo 1, onde mantivemo-
nos fiéis ao trabalho [VD70]. Adotaremos a notacdo para derivadas parciais tal
que 9, X° = %% =X ‘;) Como mencionado anteriormente x2> = 327G, onde G é
a constante de Newton.



Capitulo 1

A radiacao gravitacional

Neste capitulo iremos fazer uma revisdo sobre as solu¢des de ondas planas a partir
da equacdo de Einstein. A questdo da descontinuidade entre uma teoria nao mas-
siva e uma teoria com massa nao nula, sera discutida aqui, fazendo uma analogia
entre o caso gravitacional e o caso ndo-abeliano.

1.1 Teoria classica

A partir da lagrangeana de Einstein-Hilbert [Wei72]:

2
L= ?\/ _ggHVR/W, (1.1)

onde g = det(g,,), podemos obter, utilizando as equacdes de Euler-Lagrange, a
equagdo de campo de Einstein:

1
R, — 59/WR = KT, (1.2)

onde T € o tensor de energia-momento , € R*” o tensor de Ricci, como definido
abaixo,
R, = FZW -Ire  —To1r° +T1° 17 (1.3)

Bv,p v op oV pp

onde I, sdo os simbolos de Christoffel:

o gaw
Ts, = BN (9Bwy T w8 — 9oyws ) » (1.4)
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com o escalar de Ricci definido como:
R=g¢"R,,. (1.5)
Faremos uma aproximag¢do de campo fraco,

Juv = M + K/d)/w, (16)

onde 7, € a métrica de Minkowski, e ¢,, 0 campo do graviton. Até a primeira
ordem de k, o valor do tensor de Ricci:

R, ~T T (1.7)

p _
mp.v B,p?

de onde obtemos, substituindo (1.6) na equacdo acima,

1 QO w (64 (64
RHV ~ 5 (77a5 ,utsu - 77[3 ¢/W75W - ¢V,ua - ,u,ua) ; (1.8)
dessa forma o escalar de Ricci torna-se:
R=g" Ry = 0" Ruy = ¢ 00 — 05 (1.9)

Utilizaremos a expressao (1.2) para determinar o valor da equagdo de campo
com a defini¢do n**0,0, = O e teremos

]_ v « v « (67 v
5= 0hus = Bopp + O + 0605 — 0060 + 67,,) = KT, (1.10)

que coincide com a expressao obtida por [Wei72]. E conveniente especializarmo-
nos em um tipo especifico de “gauge”. Analogamente ao “gauge” de Lorentz,
usaremos

1

B = 5Pl (1.11)

e serd conveniente ainda definir uma operagao “barra”, tal que

- 1 o
¢u1/ = ¢uu - §¢anuua (112)

notando ainda que esta operacao é sua propria inversa pois

_ 1_

a 1 —a
Buus = 5 BaMr = S = 5w (65 + B ) = by (1.13)
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pois 52 = —¢%. Assim poderemos escrever a equacdo (1.10) de uma forma mais
compacta, substituindo (1.12) nela, tal que,
e+ (MwPagap = Pavpa — auva) = 26T (1.14)

Observemos que:

1 (s3 14 1 o,V
Puvy = Puvp — §¢a,unu = Puvp — 59250/ =

1 1

= 3% = 3% =0, (1.15)

logo podemos eliminar derivadas semelhantes as do termo acima, eliminando os
trés ultimos termos a esquerda, restando somente

buva = 26T, (1.16)

aplicando a operagdo "barra"nos dois lados da equacao:

1
Z‘V,a = 2K (Tﬂ,, - 5T§m,,> ) (1.17)

Na auséncia de fontes gravitacionais teremos

Puv,a” = 0. (1.18)

As solugdes para esta equacao sao ondas gravitacionais, do tipo

D () = € (k)™ (1.19)

onde €, € o tensor de polarizacdo, uma matriz 4 X 4, a principio com 16 compo-
nentes independentes para serem determinadas . Este tensor deve satisfazer ainda
a condicao de transversalidade,

ke = ek, =0. (1.20)

Como este tensor € simétrico, teremos eV = €”#. Assim ele seria composta por
dez componentes independentes, mas a condicdo de transversalidade (1.20) elimi-
na 4 graus de liberdade, reduzindo esse nimero a seis componentes. Entretanto as
condigdes (1.20), ndo fixam totalmente o “gauge”. Existe uma liberdade residual,
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devido a invariancia sob uma mudanga de coordenadas do tipo z# — z* + £X.
Impondo a condi¢do de trago nulo

et =0, (1.21)

obtemos mais uma condi¢do, o que significa 6 — 1 = 5 graus de liberdade inde-
pendentes. Estes correspondem aos 2 x s + 1 graus de liberdade independentes
de uma particula de spin s = 2. Quando a massa € nula, hd uma liberdade de
“gauge” residual que permite fazer uma transformacdo que elimina mais 3 graus
de liberdade [Wei72]. Assim emergem dois estados de polariza¢do. Logo a helici-
dade € £2. No caso massivo, podemos ter estados de polariza¢do com helicidades
42, +1 ou zero.

E comum associar, no contexto da Teoria Quantica de Campos, a exemplo do
caso eletromagnético, em que o mediador da for¢a eletromagnética sdo os fétons,
as ondas gravitacionais associa-se uma particula mediadora da forca gravitacional,
0 graviton.

Do ponto de vista fenomenoldgico, podemos tentar entender as propriedades
do graviton da seguinte maneira. Como a lei da gravidade de Newton tem longo
alcance, como a lei de Coulomb, deve-se presumir que a for¢a seja mediada por
particulas sem massa, como o grdviton. Sabemos que particulas com spin par
(como o pion) produzem forcas atrativas, o que requer que o spin do graviton seja
0,2, ... Feynman [FMW95] sugeriu que a distin¢do entre o caso de spin 0 e 2
pudesse ser feita com base na atragdo gravitacional entre massas de um gds quente
fosse maior que para um gés frio, isto é, que a energia pudesse ser interpretada
como uma forma de massa gravitacional. Se tivéssemos particulas de spin 0, a
energia de interagfio seria proporcional a 7! = (1 — 02)%, que incorretamente
prediz que uma interacdo entre massas quentes (v 1) € menor que frias (v ), com
0 oposto acontecendo com o spin 2.

Entretanto poderia ser considerada aqui uma teoria na qual a massa m —
0, mas ndo nula como sugerida por Veltman [VD70]. Veremos a seguir que &
encontrada uma diferenca entre uma teoria de massa nula, e uma teoria de massa
pequena. Faremos uma analogia com os campos ndo-abelianos de Yang-Mills e
no caso da gravita¢do, compararemos com resultados experimentais (0 movimento
do periélio de Mercurio e a deflexdo da luz), indicando que a gravitagdo seja uma
teoria de massa rigorosamente nula.
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1.2 Campos de ‘“‘gauge’ massivos e nao massivos

Uma particula de spin 1 massiva é caracterizada pelo seu momento quadridimen-
sional p, e pelo seu vetor de polarizacdo €,(p). Existem 2s + 1 vetores de polari-
zac¢do independentes tal que a soma sobre todas as polariza¢des nos fornece:

3
I =3 el = g + p:lp”. (1.22)

2
=1

Podemos considerar, por exemplo, esta féormula no sistema da particula em
movimento, em que p, = (0,0,0, im)'. Devido a condi¢do de ortogonalidade,
pue” = 0, teremos ¢, tomando valores (1,0, 0,0), (0,1,0,0) e (0,0,1,0). Assim
explicitamente

1000

, 0100

=1 00510 (1.23)
0000

Para particulas de massa zero existem duas polariza¢des independentes (de-
vido a prépria condicdo de ortogonalidade). No sistema de coordenadas onde
somente existe a diregdo z, teremos p, = (0,0, p, ip), com p = |p], e os vetores
de polarizagdo seriam somente (1,0,0,0) e (0,1, 0, 0), sendo assim:

1000

, 0100

=100 0 0 (1.24)
0000

Podemos aplicar uma reflexdo espacial em p,,, tal que seja construido um novo
vetor p, = (0,0, —p, ip), e construir o tensor acima usando:

3

HWEZGZGi:mu—w- (1.25)
im1 pp

Verifica-se ainda a condi¢do de transversalidade, pois multiplicando (1.25)
tanto por p,, quanto por p,, o resultado € nulo.

ladotamos aqui p,, = (p,iE) e a métrica (+ + ++)
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1.3 Campos de Yang-Mills

Queremos agora determinar as regras de Feynman para o caso com massa e nio
massivo. Os vértices de trés e quatro pontos continuam sendo 0s mesmos tanto
para a teoria com massa, quanto para a teoria sem massa.

b B ye

_igfachaﬂ'y(kapv q) - _igfabc[na'y(k - q)ﬂ + nﬂ’y(q - p)a + naﬂ(p - k)'y]

(1.26)
1w,a v,b
P:d AC
iFZl;/c;\ip = ig2[fabefcde (nuAnup - 77u)\77up) + facefbde (nuun)\p - nuAnup) +
+ fadebee(nuAnpu - 77p)\77;w)]a
p+k+qtr=0. (127)
Isto advém do fato de que, dada a acdo de Yang-Mills:
1
L= —ZF[},,F““", (1.28)

a contribuicdo de um termo com massa ndo interfere nos acoplamentos cibicos e

quérticos da teoria.
A forma dos propagadores no “gauge” de Feynman para o caso massivo é

Ty (1.29)

p2 +m? — i€’
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€ para O €aSO Sem massa

Nuv
p? — i€

(1.30)

Consideremos o espalhamento de dois glions, como esquematizado abaixo

O objetivo € agora verificar a unitariedade. A unitariedade da matriz S significa
StS = 1. Como S = 1 + 4T isto significa para a matriz T:

i(T — TN = -T'T (1.31)

N6s devemos considerar o elemento de matriz desta equagdo entre todos esta-
dos possiveis, ou seja, entre <b| e [a>. O produto da direita significa a somatéria
sobre todos os estados intermediarios:

i (<b|Tja>— <b|TMa>) ==Y <b|Tc><c[T|a >, (1.32)

entendendo o lado esquerdo da equacdo como duas vezes a parte imagindria (ve-
rificado para qualquer nimero imagindrio). Para verificar a unitariedade preci-
samos somente computar a parte imagindria deste conjunto de diagramas. Para
isso, substituimos o valor do propagador por iwd(k* + m?)d,,, no caso massi-
vo e imd(k?)d,, (aqui k é o quadrimomento transferido), para o caso sem massa
[Ryd85]. Obviamente o ultimo grafico ndo apresenta contribui¢ao.
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Antes, algumas propriedades seriam interessantes de serem demonstradas.
Utilizando a forma de Fig, e que p + k + g = 0:

pﬁFaﬂv(kapa q) = nav(qz - kz) + kak'y — qaQ~y (1.33)

Seja agora o vetor de polarizagio €,(k), com €.k, = 0.

€appFopy(k, D, q) = —€a(k)qad, (1.34)

no caso em que k? = ¢2. Para o caso k? = p?

€alyFapy(k,p,q) = —€a(k)paps (1.35)

e finalmente se €, € um vetor de polariza¢do tal que €, g, € nulo, obtemos

(@) €aqy Fapy(k,p,q) =0 (1.36)
P =q (1.37)

O requerimento de unitariedade € satisfeito se nds trocarmos 7, pela soma das
polarizagdes, tanto (1.22), como (1.25). Como todas as particulas estdo na camada
de massa, obedecem a condigdo k? = ¢?> = k'> = ¢'2. Desta forma a equacdo
(1.36) se aplica, de modo que o segundo termos da soma das polarizagdes, a parte
que depende do momento e possui o termo de massa embutido, se anula . Isso
torna idénticos os casos de massa nula com o caso de massa pequena.

Consideremos agora o caso com um “loop” fechado. Incluimos neste caso
“ghosts” de Fadeev-Popov, com as seguintes regras de Feynman inclusas:

1
<~ _iigfabc(p - Q)a (138)

(1.39)
€0 propagador sera:
6ab

— @  caso com massa
P2 +m? — ie
a b &~ (1.40)

- 5ab

p? —ie

Ccaso s€m massa
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Com esses dados em maos iremos computar o grafico com um “loop” incluso,
somando a contribui¢do do grafico com “ghosts”, este provido de um fator A, que
serd ajustado de forma a obtermos unitariedade. Os graficos sdo esquematizados
na figura a seguir:

p
/b’_B\; ,
o a
o da
+}\/XWWQA/V\
X *
Gy
\q_—/

Computando a parte imagindria do diagrama a esquerda

—2)\7T2g26a(k)€;, fabcfa’chaﬂ'y(k, D, q)Fa:gw(—k, —Pp, —q)Dggl,wl (1.41)

§(p* + m?)8(q* + m*)ngpmy, caso com massa
Dpgryy =

5(p*)6(a*)nssyy caso sem massa (1.42)

Computando a parte imagindria do diagrama a direita (“‘ghosts”), teremos

5(p* + m?)d(¢® + m?) caso com massa

2)\71-2 26a k abcJa'belal o’ (143)
9 alk) fav fascpor { 6(p*)d(q%) caso sem massa

Agora calculemos o valor do lado direito da (1.32), utilizando a soma sobre as
polarizacdes (1.22) e (1.25). Isto € feito alterando o valor de Dggr.s

5(p* +m?)8(q% +m?) (g + 2L (nyy + 24)  caso com massa

§(p*)d(q?) (nﬂﬁ' - W) (7777' - IW) caso sem massa

(1.44)

Seguindo [Vel76] iremos fazer a diferenca entre as equagdes (1.41) e (1.44) a
fim de podermos determinar o fator A em (1.43), para ambos os casos. Usamos
as equacoes (1.34) e (1.35), o fato que p> = ¢> = k%, p+k + ¢ = 0 em cada
vértice, e ainda, p? = ¢® = 0 para o caso nio massivo. O célculo desta diferenca
nos fornece

—26(p* + m*)d(q*> + m*) caso com massa

—6(p*)6(q%) caso sem massa
(1.45)

27r2926a(k)fabcfa’bcpapa’ {
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Observamos entdo que para satisfazer unitariedade devemos fazer A = —1
para o caso de massa nula e A = —2 para o caso com massa, como demonstrado
em [VD70]. Isso mostra que existe uma diferenca entre a teoria com massa € a
teoria de massa nula que nao pode ser eliminada simplesmente tendendo a massa
a zero. A origem desta diferenca ocorre devido a soma de polarizag¢des, € no caso
de Yang-Mills s6 aparece quando calculamos os graficos em segunda ordem. Ve-
remos no caso gravitacional que esta diferenga ocorrerd logo em primeira ordem
da teoria.

1.4 Campos gravitacionais

A somatodria sobre as polarizacdes, no caso de spin 2 € algebricamente mais com-
plicada. No caso de uma teoria com massa teriamos 2j + 1 = 5 possiveis estados
de polarizagao. Deveriamos encontrar um conjunto de tensores €,,, tal que

> e, (k)es(k) = Muag (1.46)

i=1

satisfazendo ainda simetria na permuta de qualquer par de indice pv <+ a3 como
também p <> v e a <+ 3, 0 que advém do fato de que p,e"” = 0. Ainda, se ef]
devemos ter matrizes de traco nulo. Em um referencial onde p, = (0,0, 0, im),
podemos construir,

/2 0 0 O 1 0 00 010060
NG 0 1/2 0 0 1] 0 -100 111000
3 0 0o -1 0 f°v2 0 0 0O |’v2| 0 0 O 0 |’

0 0 0 O 0 0 00 0 00O
0010 0000
1| 0000 110010
V211000 [’v2l 0100
0 00O 0000

as quais sdo normalizadas a unidade, ( ou seja eﬁweﬁ“’ = 1 ). Podemos ainda

verificar que nesta forma:

S e (k)e k) = {

i=1

(MuaTlvp + MupMve — 2NuwMa)  se v, a, B # 4
de outro modo

O
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Utilizando tensores do tipo An*”+ Bk*kY, construiremos tensores como estes,
tal que a soma sobre polarizagdes torna-se

i i 1
Z Euu(k)eaﬂ(k) = 5 (nuanuﬂ + NusTlva — nuunaﬂ) +
i=1
1 PuPg PuPa PvPa Pulp
+ §<”am2 Jrmﬂm? Jrmﬁmz +nmm2>+
2 (1 pubv )\ (1 PaPp
= | =N — —- - — 1.47
+ 3 (277“ m? ) (2%5 m? (147

Evidentemente o limite de m — 0 em (1.47) nao faz sentido. Entretanto como
visto classicamente no caso sem massa, as componentes de spin sdo apenas +2.
Logo trabalhando com p,, alinhado ao eixo z, tal que p, = (0,0, p, ip), teremos
somente duas polariza¢des possiveis, representadas abaixo:

1 0 00 0100
, 1 lo-100] , 1]1000
w=Bl0o 0 00T 50000
0 0 00 0000

Note que

Z € (k)€ (k) = {

=1

(npanuﬁ + NuBMva — nuunaﬁ) se u, v, a, ﬁ =12
de outro modo

Ol

Podemos ainda do mesmo modo como procedemos com o campo de Yang-
Mills, através de uma inversdo espacial do vetor p,, obter um vetor p,, fazendo a
seguinte substituicao em (1.47):

PuPv + Pubv

_ (1.48)
bp

Nuv — Nuv —
O célculo da soma sobre as polarizacdes se tornard importante na determina-
¢do dos propagadores de Feynman. De fato em analogia ao eletromagnetismo, o
propagador pode ser escrito da forma
I1

vaf
P/u/a,@ - k2‘u_ ie (149)
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Desta forma o propagador para o graviton torna-se:

1 (Mualvs + MusMva = 37w Nas)
Poog = = 3 com massa
wef = k2 +m? — e
1 ally, va T via
Puag = = (el + s My o) sem massa (1.50)

2 k2 — e

O propagador de Feynman relaciona duas correntes, em um processo de es-
palhamento. No contexto da equacgdo (1.17), um processo de espalhamento de
gravitons relacionard tensores de energia-momento, como serd visto a seguir. As-
sumimos que estas quantidades sdo conservadas, ou seja

puT;w =0 (151)

Na préxima se¢do iremos discutir as implica¢des de cada teoria nos resultados
fenomenoldgicos.

1.5 Resultados fenomenoldgicos

Iremos calcular o espalhamento de dois objetos materiais com o intercambio de
um graviton. O diagrama de ordem mais baixa € mostrado na figura 1.1, onde os

\/

Figura 1.1: Espalhamento de objetos materiais através da troca de um grdviton. A linha ondu-

lada representa o foton, e espiralada, o graviton.

dois sistemas tém tensores de energia-momento (transformados de Fourier) T#" e
! . ~ z .
T'*8. A interacdio de um graviton torna-se

T, — LTeTY

p2 +m? — ie

giTﬂy(p)PwaﬁTlaﬁ(_p) = 912n (1.52)
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€ para o caso sem massa
pvrpt - lrpprpv
9 T T;w 5 Tﬂ T

p? —ie

2y '
G*T* (p) PuvepT **(—p) = g (1.53)
Considerando um dos objetos como sendo nado-relativistico, teremos que somente
componentes 44 do tensor T#” sejam ndo nulas, obtemos assim % g2 T*T,, no
caso massivo e 1g°T*T},, para o caso de massa nula. Tomamos o limite de
m — 0 no caso massivo e obtemos, igualando os dois casos
2 3

= "¢ 1.54
Im = 49 (1.54)

Se T'o8 representa a fonte fixa, como o Sol, e 7" € o tensor de energia mo-
mento de um feixe de luz, sabemos que 7#” tem trago nulo, pois se trata do tensor
de energia-momento eletromagnético. Logo em cada caso os elementos com trago
ndo contribuem, restando

TET, 3, THT,

—————— = —g°————"-—  caso com massa
p>+m2—ie 47 p>+m?—ie

95

441
2T T44

5 caso sem massa (1.55)
p? — 1€

ou seja, examinando as equagdes acima observamos que o limite de m — 0, para
0 caso massivo leva a uma deflexdo 3/4 do caso sem massa. Experimentos sdo
favordveis a teoria sem massa.

Outro efeito importante na Relatividade Geral é a precessdo do periélio de
Merctrio. De fato, as consideragdes acima foram tomadas para o caso de aproxi-
macao em primeira ordem de g, o que € suficiente, dadas as distancias envolvidas.
O célculo é feito utilizando a acdo de uma particula livre puntiforme de massa my,
escolhendo um caminho A, parametrizado de forma que

Azt dzv
S+&m:—wm/dmhmj%é%—%/ﬁ%@;ﬂ% (1.56)

onde o tensor de energia-momento €, para a particula puntiforme

w v
THY mo/dT(S(x - z(T))%% (1.57)
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A lagrangeana de Einstein-Hilbert é somado um termo de massa de Pauli-Fierz

—m? (G " — ¢h7) (1.58)

que fornecerd uma equacao de movimento diferente de (1), via equacdes de Euler-
Lagrange. Esse fato serd aproveitado juntamente com a aproximacao

Nuw = Guv + "'/‘7(]5/41/7 (159)

comparando esta equagdo de movimento com a equacdo de Newton para obter a
solu¢do da equacdo diferencial em z, que no limite de m — 0, comparado ao caso
de uma particula sem massa fornece

2

=g 1.60
9m = 39 (1.60)

Isso exclui definitivamente o caso de massa finita pois o valor determinado na
teoria sem massa coincide com 10 por cento de precisdo com o valor medido.



Capitulo 2

Quantizacao na aproximacao de
campo fraco

Neste capitulo iremos deduzir as regras de Feynman na gravitacdo pura, utilizando
agora a representacao de Goldberg. Comecaremos utilizando a lagrangeana classi-
ca de Einstein-Hilbert, associada a aproximagao de campo fraco, utilizando como
esquema de quantizacdo o formalismo de integrais de trajetéria. Estenderemos
ainda este procedimento para determinar as regras de Feynman na lagrangeana de
interacao entre gravitons e fotons.

2.1 A lagrangeana de Einstein-Hilbert

Introduzimos a representacdo de Goldberg

g =~/—g9", (2.1)

somente como uma forma de simplificar os calculos.g € definido como detg,,,
com k2 = 327 G. Fazemos uma aproximacdo de campo fraco:

g =" + ko™ (2.2)

onde n*” € a métrica de Minkowski, ¢*” € o campo do graviton . Para obter a
lagrangeana nesta representacao, substituiremos (2.1) na lagrangeana de Einstein-
Hilbert, explicitada abaixo:

2
L= ? \% _gguVR/w (2.3)
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Nosso objetivo € calcular o valor desta densidade lagrangeana em termos dos
campos ¢*”. Primeiramente calcularemos o valor de g, utilizando a notagdo em
(2.1), e suas derivadas, que serdo uteis no célculo dos simbolos de Christoffel,
onde n € o numero de dimensdes do espaco-tempo:

det " = det (v/—gg") = (—g)7 det g", (2.4)
Utilizando a propriedade
det g"" det g,, = 1, (2.5)
e comparando com (2.4),
g = det g, = (det g") " = (—g) % (det g*)~". (2.6)

Observando as duas extremidades da igualdade acima, podemos concluir que:

= (—det g)7!

(—g)72 =(—det g)7!
—g = (—det §")>n
g = —(—det g")7=n. 2.7)
Como dito anteriormente o cdlculo das derivadas de g se mostrara til no cél-

culo dos simbolos de Christoffel, utilizando esta representacdo, pois como sua
forma depende das derivadas da métrica:

o gaw
Fﬂ'y = 7 (gﬂw,'y + Guy,3 — gﬂ’y,w) ) (28)

~ . 5P .
que na representaciio de Goldberg é g% = \g/—jg, na sua forma contravariante e

98w = 9wV —9, (2.9)

na forma covariante. A derivada parcial do termo acima, nos obriga a calcular a
seguinte quantidade:

Oa(det g)* = A(det g)* 8, (det g),
(2.10)
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e desde que

gw(z+de) = gu(z)+de“0.9, = gug(éf + gmaagwda:“)
det (g (z +dz)) = detg,s(l+ gm@agwdxa)
Oa (det g;w) = gﬁ’yaag'yﬁa (2.11)

uma propriedade vdlida também a quantidade covariante. Teremos:

2 2 2.
0o = —0,(~det§#)r7 = —— (~det §") > [0 (det g")]
— -2 0~
= — (— det g") -2 gf:,ﬂgaﬁ
2
_ % ceBs . 2.12

onde no segundo passo utilizamos a equagdo (2.7) Usaremos
Jo'B'p = _gﬂ,@’gaa’g,o;ﬂa (2.13)

para mantermos os indices de Lorentz sempre covariantes.

Logo as derivadas da métrica, usando (2.12) tornam-se:
-1 -1 -
JBwy — 7(_9) 2 gﬁw&yg + vV =998wy
1

~ “1. 2~
= V= 98p0y — ——9(=9) > 5275 Gpu

- 1
= V=g <gﬁw,'y +

~ ~A5~
. 2.14
U gﬁw) (2.14)
Utilizando as equagdes demonstradas acima iremos escrever as derivadas da
métrica e determinar os simbolos de Christoffel.
Substituindo
~Qow

a 1 ~ L e ~
ng = 79 <_9ﬂw,7 T oo 269y 98w — Guvy,BT

1 - ")\6"' ~ 1 ~ ,.,)\5,.,
~ 5920890y + Gve T 5000098y | - (2.15)

Iremos “levantar” os indices dos termos com derivadas, no final dos calculos (
o0 que sera util futuramente), usando:

gawgﬁw,'y - _gawgpwguﬁgffyu = —f]uggfi”. (216)
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Outra propriedade utilizada sera:

3 Gg, = 85. 2.17)

Conhecendo a forma dos simbolos de Chistoffel iremos determinar o tensor
de Ricci:
R, = Ffm - 1o’ +T° 19 (2.18)

Bvsp wtop T Lovlpp:

Iniciaremos o cdlculo da primeira parcela acima

1 ~  ~pU ~  ~y ~  ~A\U ~ o~
Fﬁp = 5 <_guugfo - gpl/g,up + 5()‘:9;41/9,)(:; + n— 29)\69,)/\164_
o oxs L ~)\65w
— 2.19
t 290 — 59 > ; (2.19)

onde usamos g, g*” = n, onde n € o nimero de dimensdes do espaco-tempo. Ob-
servamos na expressao acima que o antepenultimo e o dltimo termo se cancelam,
assim como o primeiro se cancela com o terceiro, restando:

1 s~y N x5 Y
I, = 3 (—gpug,,f’ +o— 29)\59,”) = 590y (2.20)
Logo, derivando em z,,:
1 - . -
Chw = 5 (@80 — Gxiwd)) - (2.21)

Como queremos manter os indices nas derivadas “levantados”,

r . .
T = 5 (@380 = 95000032730 - (2.22)
Calculando agora o segundo termo
) -1
Mo = & (G35 + 3 — 3 G Goui —

1
- (855257 — 05930 + G™ T GrsGw) |, (2.23)
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e a sua derivada em relagdo a x, sera:

-1 e = o
Ty = 5 [798u0arG 00" + Gudyfy — GvGardiy Gy0 + Gindty — 8l GaGuo 85 +
~pw~ o~ o~ ~afl~ ~pd~ ~ ~\o 1 ~ ~ ~afl~
207 GasIpudnd s 3y — 3" GavGucd sy + —2(2955%9 Py —

=208, + 5% Guvire Gy — Jard™ Gos G Guv Ty — 7 GrsGpvGand T+
+3% GroTuvT )] (2.24)
O terceiro termo do tensor de Ricci é o produto entre
o Tp 1 1
F/M/szp = 2 2 [g)\ug gapga + g)\ug gapga - g g)\ugdug gapgg
. + - : e (2.25)
n — 29)\69apg gll, 29)\69/wgapg g g .
Calculamos agora a quarta parcela, obtendo
g 1 o
ngFup - 4 [g)\o'gapg gﬂ + 2g)\l/gaug)\pgp -
1
200 Gappnd” "I T — — 5 (2075089, +
+ 20000087 5% — 205 008Tupd™ T 527 — 2975 GavGsud T T +
L~ qo A Y 2 L -
+2008G0u 7T — nGrsGasdn 5 — — 29A59aﬂ9ﬁgfﬁ5
2 (87
03090693 Gy )] (2:26)

Assim, reunindo (2.22), (2.24), (2.25) e (2.26), veremos que o tensor de Ricci
torna-se nesta representagao:

1~~~~ao’ ~ ~ ~af}~ ~ o~ ~ ~ ~aflx
Do TapT) 507 — 20u880rFL TN + 2038 — 20arGan 320500 +

n
24 ~\p 24 26 ~\o ~of3
+ 29091 — 29oudrv g, gw + 20009489009 T 9 —

R,

o 1 ~ o~ WP
— 205 Gue 37Ty + 2000 Jand T + j@gmgﬂugf‘,’,”gif +
—2085Garu 3™ T T + 2009w Tray — TroFap @) G (2.27)

Voltemos a densidade lagrangeana

2 ) >
= ? V _gg,u Rul/ = ?9” Rul/; (2.28)
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tal que a lagrangeana sera:

2
L= ?/d%g“”Rw. (2.29)

Assim, usando (2.27) obteremos:

2 N [spvs =  =Aprac ~ ~ ~af~A ~A ~  ~Ao~w
L =5 / A" z[5" GroTapT ol G5 + 26,55 — 4Gard S T + G, — 2000 T 5 +
~ o~ ~pw ~af ~ AT ~ = pWw AT ~ AP O0o 1 ~ WP
+ 2008G0pd™ TL TN = 2007G7 T + 2000 T — m(%gmgf‘;”gﬁ +
20385 5ard* G2L TN + 2nGa6 37 00y — Grpasd™ G2 G50, (2.30)

O segundo e o quinto termos s@o nulos, pois sdo termos de superficie, ou
seja, se anulam nos limites de integracdo. Podemos simplificar a expressao acima,
integrando por partes termos como g** g, f]f;i,, utilizando também (2.13) :

— / AT 7 Gori = 7 Grody — / d"2[Gre Ty 5% — 7™ Gaciprd 7Y ],
(2.31)

onde o primeiro termo se anula nos limites de integracdo. Logo simplificaremos a
expressao com substitui¢des do tipo:

3 9orGops = —raGly G5 + 3 Gas o750 Ty - (232)
Assim, a lagrangeana sera:
L= / Ld"z
= L d"z[Gs,7 GHV OB EAe 9 maBgAp
- 2[{/2 gﬂpga)\g g,u g,p, ga)\g,p g"@
1

~  ~Ap~ ~af~uv

m—tVLRA ], (2.33)
como obtida em [CLM73]. Com esta equagdo e a definicdo do campo do graviton
na aproximacdo de campo fraco, iremos determinar as regras de Feynman para a
gravitagdo pura.
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2.2 Asregras de Feynman na teoria puramente gra-
vitacional

Utilizando a aproximacao de campo fraco:
g =" + koM, (2.34)

podemos escrever a lagrangeana em termos do campo ¢*” do graviton. Obtemos a

inversa do tensor métrico, como definido acima, fazendo uma expansao de Taylor
P T AT U

da funcdo g,, = (g") ' :

gul/ = Myv — ’{quu + f{nguaqsg + O(Iig)' (235)

Podemos entdo expandir a Lagrangeana de Einstein-Hilbert (2.33) em uma
série de poténcias em K

L= KLy, (2.36)
=2

substituindo as equagdes (2.34) e (2.35) em (2.33). Os termos de ordem x, em
(2.33) fornecerdao o vértice de 3 gravitons, e assim por diante, como veremos
quando quantizarmos a teoria.

Utilizando (2.34), (2.35) e (2.33), a parte quadratica da lagrangeana, torna-se:

(&) 1 ax
L) = Papud™™ = 20370 — 50303 (2.37)

A quantizacdo da teoria serd realizada no contexto das integrais de trajetdria,
ou seja, conhecendo a lagrangeana cldssica podemos obter as regras de Feynman,
utilizando o funcional gerador:

7 = / d[g"] expli / (L — %[8@“"]2)&13]. (2.38)

N3ao nos preocupamos em determinar os “ghosts” de Faddeev-Popov, pois ire-
mos trabalhar somente com diagramas de arvore. Note que acima incluimos o
termo de fixacdo de “gauge”, pois o termo quadrético da lagrangeana ndo admite
inversa . No nosso caso iremos trabalhar com o “gauge” de Feynman-De Donder,
em analogia a eletrodinamica, onde o parametro @« = —1. Na aproximag¢do de
campo fraco este termo se reduz a:

1
Lig=———(0,0")°. (2.39)

K2a
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1

7;11//)0 = E(nupnwf + Mo vp)
Tivos = uvTlpo
1
7;31/,00 = ﬁ(nuukpka + npakuku)
1
7;41//)” - ﬁ(n“/’k”k” + Nuokvkp + Mupkpke + Nuokuk,)
1
5 _
Tovpsr = Wkuk,,kpk,,

Tabela 2.1: A base tensorial utilizada

Vale citar que a abordagem de Feynman [FMW95] € mais simples e elegante,
pois parte do principio de que o graviton interage com o tensor energia-momentum
T de outros campos de matéria ou radiacdo. Em nossa abordagem iremos deter-
minar os valores explicitos dos vértices e do propagador, utilizando computagdo
simbodlica extensivamente, como o objetivo de determinar as propriedades da am-
plitude de espalhamento mais claramente.

Seguindo este esquema, inverteremos a equagdo (2.37), somada com o termo
de fixacdo de “gauge” para obter o propagador. Deste ponto em diante o trabalho
computacional realizado foi , dada a equagao(2.37), somada a (2.39), inverter esta
soma, utilizando uma base tensorial covariante e obter o propagador P,

Tivpr % P Luvag (2.40)

pvpo poaB

onde I, € a matriz unitdria. Utilizamos uma base tensorial a mais geral possi-
vel, envolvendo os indices € momentos interagentes, mostrada na tabela 2.1.

Com isso obtemos o propagador da teoria, mostrado na equagdo a seguir, (veja
asecdo B.2):

n _ lnaunﬂu + NuTlav _ lnaﬂnuu
uvapf 2 k% 9 k% )

(2.41)

onde k7 é o quadrimomento do graviton. Os termos de L3y e L(s) produzem os
vértices cubico e quartico de gravitons. Note que, como nas teorias de “gauge”
ndo abelianas, aqui devido ao caréter da lagrangeana como uma série infinita de
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Figura 2.1: Acoplamentos entre gravitons.

poténcias em ¢,,,, teremos acoplamentos entre 0s gravitons, como mostra a figu-
ra2.1l.

Para obter as fungdes de trés e quatro pontos foi necessdrio utilizar um pro-
grama em Maple, aliado a um pacote de manipulacdo tensorial ,HIP [HY92], que
calcula as regras de Feynman para gravitons a partir da lagrangeana de Einstein,
utilizando a defini¢des (1.26) e (2.34). Essas fun¢des sdo mostradas a seguir, res-
pectivamente, a funcdo de trés (2.42) e quatro pontos (2.43).

V/?;Uq pwave p3vs (kl’ k2’ k3) =
% [_4 k2;¢3 k3u2 Nuyps Mvivg — ks - k?» Np1ps Mvivs Tuave +2k;y- k3 Np1va Mvivs T ps
+2 k2 ' k3 Np1pe Mvips Mvevs — 2 k2;41 k3u1 Nz ps Mvovs
—ks - k3 Muipz Morve Musvs + k2u1 k31/1 Nysve Mpsvs
+(simetrizagcdes sobre (py <> v1), (2 <> 1), (U3 <> 1v3)) |
+permutacées de (ky,p1,v1), (k2,p2,v0), (ks,ps,vs) ,

(2.42)
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vﬁﬂh H2V2 U3V3 [L4 44 (kl’ kz’ k3’ k4) =

vy [_2 K3y Favy Musvs Mospe Mpaps + B3y Kavy My s Morvs Mg pua

_k3 ’ k4 Nuips Mvive Muaps Muovs — 4 k3u4 k41/3 Nuips Mvive Mo pa

+2 k3 - Ka Ny vs Morvs Muaps Muopa — K3+ Ka My g Morvs Mpagss Moapa

+2 k3 ’ k4 Nuips Mo pa Muovs Mvapa + k3;42 k41/2 Nuipa Mvipa Musvs

_k3 ' k4 Ny pa Mvrve Muopg Musvs — 2 k?mz k4,,2 Nuips Mvipa TMvspa

+2 k3 ' k4 Nuips Mvive Mpaps Mvspa

+(simetrizagbes sobre (p1 <> v1), (p2 <> v2), (s <> v3), (ta <> pia)) |

+permutacoes de (ky, py,v1), (b, pio,v2), (ks ps,v3), (Ka, g, pta)
(2.43)

2.3 A lagrangeana de interacao eletromagnética

Seguindo 0s mesmos passos feitos anteriormente, iremos determinar as regras de
Feynman a partir da lagrangeana de interacdo eletromagnética, na representa¢do
de Goldberg. Na auséncia de férmions ! temos a seguinte lagrangeana de acopla-
mento com fétons:

1
['em =Vv—4g <_1FuuFaﬁg”a9Vﬁ> ) (244)
com
FH = grAY — 9" A+, (2.45)

Utilizando a representacio (2.1), escrevemos a equagao acima como:

1 1 ~ o =V,
Lem = NeT <—ZFWFagg” g ﬁ) : (2.46)

Queremos escrever a equagdo (2.46) em termos do campo do graviton expli-
citamente. Utilizando a propriedade (2.7), com n = 4, teremos

—g = (—det §™)72 = — det §*; (2.47)

lincluindo férmions a lagrangeana de interagdo tem um termo do tipo e \/—giy?v¥ 1) A,,, onde
v#é o vierbein, que satisfaz as propriedades:
v uv

ab, p _
N Ve Up -

e =

Q
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0 proximo passo € utilizar a expansio devido a aproximacao (2.34), associado ao
fato de que M = exp[TrIn(M)]

g = exp{Tr[In(g"" + x¢"")]}
det g** exp{Tr[In(6S + Ko%)]}- (2.48)

Fazendo expansdes de Taylor das funcdes para valores de x pequenos, ja tra-
balhando na métrica de Minkowski, em que det 7, = —1, teremos:

Y

D=
[NIES

3
~ det m, {exp[Tr(kS — 24507 + 638560 + O(x")]}

Q

3
K 1
det m [exp(rdl — K @565 + 5 d56565 + O(x")] 2

Q

5 1
—(1+ kg% — F93858) 610k + O(x*)) 3
2
~ 1 gqsaa + 3%@@5@ +O(KY). (2.49)

Assim podemos substituir (2.49) na lagrangeana (2.46), obtendo novamente
uma série de poténcias em k:

Loom = £ Lem). (2.50)
=2
Explicitando os dois primeiros termos da expansao, temos
-1
ﬁem(2) = TF/WFHV
—1 1 o\ e B
'Cem(3) = T(niwd)aﬂ + 77aﬂ¢;w - 577uu77aﬂ¢g)F F (2.51)

Agora, com a lagrangeana expressa em termos dos campos do graviton, p*”, e
do féton A%, queremos verificar as regras de Feynman subseqiientes. As equacdes
acima ja serdo suficientes para determinarmos o propagador e o vértice de ordem
mais baixa. O propagador do f6ton é o mesmo da QED, no “gauge de Feynman”:

—amkV
n K v m
R A A A A A A A A AN o

2.52
k2 — e ( )

(2.53)
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Do termos cubico, surge agora um vértice graviton-féton-féton, dado por

1
+ n”(ﬁna))‘kl ' k2 N 577&,3(77)\01{:1]{72 - k;ki)v

que coincide com a expressdo em [CDH74], utilizando a notacdo para o produto
tensorial simétrico A, Bg) = £(A.Bg + AgBa).

Recorremos aos recursos computacionais para escrever um algoritmo, mostra-
do no apéndice E, que automatize o procedimento acima, ou seja, dada a expansao
(2.49) e a forma da representagdo utilizada, obtermos o valor dos vértices da teo-
ria. Estes vértices sdo esquematizados na figura (2.2).

o= X

Figura 2.2: Acoplamentos possiveis entre gravitons e fotons.

Note que devido a forma da lagrangeana, sempre teremos dois fétons se aco-
plando com um ndmero de 1 até N de gravitons.

A Va,B,)\(r(pa kla k2) = UAak(lakZ) - na(ﬂké)ki - nA(ak(lrkg) +

(2.54)



Capitulo 3

A amplitude de espalhamento e suas
propriedades

Neste capitulo iremos estudar algumas propriedades gerais de amplitudes de espa-
lhamento, primeiramente do processo glion-glion, e depois do processo graviton-
graviton. Deduziremos as identidades de Ward, com o intuito de verificar sua in-
variancia de “gauge”. Também iremos investigar a fatoriza¢do das amplitudes de
ambos 0S processos.

3.1 O espalhamento gldon-gliion

Iremos calcular o espalhamento de dois glions considerando a troca de um glion
virtual. A lagrangeana de Yang-Mills é:

Lyw =~ (FL ) + 3Dy — m)y, (1)
onde a é um indice somado sobre todas as matrizes t* geradores do grupo SU(3),
obedecendo a dlgebra de Lie:

[te, $] = i fobese, 3.2)
onde £ sdo constantes de estrutura, obedecendo a identidade de Jacobi:
fae pebe | pdbe geca | gdee peab _ ) (3.3)

Utilizando as regras de Feynman mostradas anteriormente, principalmente os
vértices (1.26) e (1.27), podemos escrever cada uma das contribui¢des a amplitude
de espalhamento, esquematizadas na figura 3.1.
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Figura 3.1: espalhamento glion-glion.

31
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Para o grafico 1:

—iMy = —ig%e et £ FOC (Ml — Tupion) + FO% £ (M np — Nurlp) +
O (0 or — i) |€2nEnn, (3.4)

onde a contribuicdo provém somente de termos de contato. O grafico 2 €, lem-
brando que o0 momento do glion intermedidrio € g:

_iM2 62(1642\{ gfdce[npk(k2 k4)a + n)\a(k4 - q)p + nap(q - k2)>\]} X

Myl a
< I g ks — e el + )+ e — )}
X el e (3.5)

o grafico 3 sera:
_iMS - 62d€42\{ gfdbe[npu(k2 - k3)0’ + nua(kS - q)p + nap(q - k2)y]} X
(& 56 ac

U0k g0 [ (ks — i) + e+ ) + Meu(—q — kAT} %

q
X el esy (3.6)

X

e finalmente o grafico 4;

—iMy = 62d€42{ gfbce[ﬂw\(/ﬂ - ks) + ﬂua(k3 - Q)p + TIUA(Q - k4)1/]} X

Nogle a
< I g Wy — ke + (ke + @)+ (0 — R}
X el e (3.7)

3.2 O espalhamento graviton-graviton

Também iremos estudar o espalhamento de dois gravitons, trocando um graviton
virtual. O procedimento é andlogo ao caso dos bdésons de “gauge”, sem, € claro,
as constantes de estrutura, entretanto com uma maior complexidade algébrica,
devido aos vértices, como explicado no capitulo anterior. Realmente o calculo
simbolico tornou-se essencial para obtencao da amplitude.

Para os cdlculos, utilizamos o fato de que a invariancia de “gauge” gravitacio-
nal permite decompor [CSS95] o tensor de polarizagdao do graviton na multiplica-
¢do de dois vetores de polarizacdo de spin 1,

et = ete”, (3.8)
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Figura 3.2: espalhamento graviton-graviton

que satisfacam a condi¢@o de transversalidade.
O grafico acima € uma representagdo exata do esquema utilizado no programa
para determinar a amplitude de espalhamento, mostrado no apéndice C.

3.3 A invariancia de ‘“‘gauge” em Yang-Mills

As amplitudes, em uma dada ordem na constante de acoplamento, sdo invariantes
sob a transformacao

A% — A%+ 9,A°, (3.9)

onde A® sdo fungdes da posi¢do e do tempo. No espaco de momentos, podemos
escrever:

€, — €, +a’ky, (3.10)

onde a® sdo constantes arbitrdrias. Logo, existe uma forma simples de testar a
invariancia de “gauge” de uma amplitude, em QCD (ou QED); trocando qualquer
vetor de polariza¢do do glion (ou féton) pelo seu correspondente momento (ou
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k#l ( ) =0
H1-pin

Figura 3.3: Invariancia de “gauge” da amplitude de n campos de “gauge”

seja €, — k1) o resultado deve se anular, ou seja

kT, = 0 (3.11)

p1

onde Iy, ..., € a amplitude de n glions fisicos, (condi¢gdes de camada de massa e
transversalidade) como ilustrado na figura 3.3.

E importante notar que a amplitude total M = M; + My + M3 + M,
€ invariante sob transformacgdes de gauge, mas devido ao fato de que as matrizes
geradoras do grupo SU(3) ndo comutam, M3+ M3+ .M, ndo preservam sozinhos
invariancia de “gauge”, somente preservada devido a adi¢do de M, seguindo o
esquema mostrado na figura 3.1.

3.4 Invariancia de ‘“gauge” e identidades de Ward
gravitacionais

Queremos obter as identidades de Ward vélidas para o caso gravitacional. Ba-
sicamente iremos partir da invaridncia da acdo quanto a uma transformacio de
“gauge” do campo do graviton, e deduzi-las a partir deste principio. Para isso
precisamos determinar a variacdo de g”” ao fazer uma transformacgdo de “gauge”
do tipo:

o' = ot + (). (3.12)

onde €”(x) é uma funcdo da posi¢do. Determinando a varia¢do de §*¥ automa-
ticamente ja estaremos determinando a variagdo do campo do graviton em nossa
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representacio, pois ¢*” = %(g’“’ —n). Por definicdo g* = \g/’i, o que implica:

-9
5§ = V=gdg" + (5v/=9)g"
= V=g0g" — 5(~9)*b9g" =

1
= V=909" = 5994509 9"" (3.13)

Utilizamos a propriedade geral dos determinantes, (2.12). Resta-nos entdo
determinar a varia¢do de g frente a transformacao (3.12). Essa transformacao é:

5g" = g™ (") — g™ (2}).

Calculemos entdo a transformagdo de um tensor utilizando a lei de transfor-
magdo de tensores:

NN

ox'* ox'"
_ T opf A
) 3xf’g (%)
= (08 + 0,¢")(0, + 0,€”) 97"
= g" + 0,€"g"” + 0,€"g”" + O(€), (3.14)

1774 (xlk)

onde ignoramos termos de poténcias quadraticas de e. Podemos independente-
mente fazer uma expansdo em torno de z*:

g/MV(x/A) _ gmt/(xA —I—E)‘(.TJ))
= g™ (z") + e (x)org™" (=) + O(€). (3.15)
Observando a equacdo (3.14), como estamos desprezando os termos quadra-

ticos, podemos aproximar ¢'*” &~ ¢" no segundo termo da direita de (3.15), em
primeira ordem em e, substituindo-o por:

e (x)Ong™ (z).
0 que, retornando a defini¢do de d¢g*”, utilizando (3.14) e (3.15), nos fornece:
5g" = 0,€" g"" + 0,€' g7 — e Org". (3.16)

Retornamos a (3.13), especificamente no segundo termo a direita da dltima
igualdade, agora com a forma explicita de §g?, permitindo escrevé-la como:

1 a 12 1 (07 o O (7 v
—50V 99059 Bgm = —ix/—ggag(apeﬂg P+ 0,e%g°" — 0rg™) g

1
= —/=gg" ¢ + §x/—gg“”ga593xg"ﬂ
= —§"0,e" — g™ e 0/~ 9, (3.17)
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onde utilizamos na dltima linha a defini¢io de Goldberg e novamente a proprie-
dade (2.12). Logo a equagdo (3.13) torna-se finalmente:

0G"" = 3" 0pe” + 57 Oy — 5" Dpe” — (29" )V =g + 9" Orv/~ ]
= §"0,€” + §7V Op€ — G 0e” — NG, (3.18)

No entanto estamos interessados em derivar a variagdo do campo do griviton
¢"¥, que pode ser determinada através da aproximagao de campo fraco:

P ="+ R, (3.19)

7z

onde n*” € o tensor métrico de Minkowski, cuja variag@o € nula, ou seja:
14 14 1 ~ v
o — "+ =69 (3.20)
K

Assim introduzimos diretamente (3.19) em (3.18), obtendo, finalmente:

0" = nP0,e” + 17" 0pe! — 0" 0,€” + KPHP0pe” + KP7 Oyt —
—KQ Dpe” — KNP . (3.21)

De posse de (3.21), podemos encontrar as identidades de Ward, a partir da
invariancia da acao cldssica sob transformagdes gerais dos campos:

or
/d4$16(f)/“,(371)m = 0. (322)
uv

Escrevemos a variacdo do campo do griviton, de uma forma mais apropriada,
como sendo

1
06" (@1) = — (1" O + 00" — 11" Ox + 6“0 0 + ¢ 005
—(j)’“’@,\ - (j)f‘)\")q(xl). (323)
O préximo passo € substituir a expressdo acima em (3.22), lembrando que

sempre podemos fazer integragdes por partes de modo que simplificaremos termos
como:

4 or Av _ _/ 4 or Av
/ T O e = dmleﬁ"(éasw(xl)"wn ) G249
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Desprezando os termos de superficies, podemos escrever:

L[ _ 00 e 00 s o,
Tk [3" <5¢>uu(x1)nﬂ g )*3‘*(6%@1)" "”) ‘%(5%@1)"")*

or or or
3o¢ o 1/)\> ) < (6514 ,u)\> -0 < ul/)
(g )+ (it ® ) - (it
or

0 (z1)

Como o parametro € € arbitrario, podemos afirmar que a expressdo dentro do
colchete acima € nula, para que a variagdo da acdo seja zero. Como fizemos no
caso do eletromagnetismo, as identidades de Ward serdo determinadas tomando
derivadas funcionais, em ¢ = 0 e ¢ = 0. Derivando em relagio a ¢**(x), e
impondo que ¢ = 0, toda a dependéncia em ¢ desaparece, obtendo:

¢f&uj| 6)\(931) =0

§°r
0B (71)0Pap(z2)

(nV)\au + nuAaV - n/wak) = 0,

7
K

(3.26)

ou, alternativamente, no espaco de momentos:

% (munky + muoak, — Muky) Thi(ky, ko) = %qu;x(kl)FZZ(kl, k2) =0, (3.27)
onde I';,.45 € a fungdo de dois pontos em ordem drvore.

Ou seja, aplicando o operador acima na func¢do de Green de dois pontos do
graviton, o resultado serd nulo. Esta € a primeira identidade de Ward para o caso
gravitacional. Iremos derivar (3.26) com respeito a ¢,,, para obter a identidade
para a func¢do de trés pontos, no espaco de momentos, como

1

X (k) V07 (ko by, ka) = Ry (1, —ky — k) D% (ky + b ) +
+RY (k1 —ki — le) TP (kg + ks, ko), (3.28)

onde o operador sz > € descrito abaixo:

R%8

(kD) = naba kP + a0k + 6360 pa. (3.29)

e jd inserimos conservacdo de momento nos vértices, k; + ks + k3 = 0. Podemos
generalizar a expressdo (3.28) sempre relacionando uma funcdo de n pontos com

(3.25)



3.4. INVARIANCIA DE “GAUGE” E IDENTIDADES DE WARD GRAVITACIONAIS38

a fun¢do de n-1 pontos:

1
_X’ulyl(kl)Vﬂ1V1H2V2---ﬂnVnn(kl, kz, . ,kn) —
K

RHZVz(kl, —ky — k2)VN1V1,USV3...HnVnn71(kl + ko, k3, - ,kn) +

p1vi

Rﬁsug(kla —ky — kg)vlum/tzuz...unl/nn_l(kl + ks, ko, ky, ,kn) +

V1

Rﬁ;z"j’ln (kl, _kl _ kn)vu1u1uzuz...un_11/n—1nil(kl + kn, k2, k3, - 7kn71)
(3.30)

onde ja utilizamos conservacao de momento em cada vértice. Temos entdo final-
mente uma expressao geral para as identidades de Ward. Os operadores definidos
em (3.27) e (3.29) serdo utilizados no programa do apéndice C para verificar a
invariancia dos vértices. Eles sdo respectivamente chamados de LeftWard e
RightWard.

Analogamente a teoria de Yang-Mills, uma amplitude de espalhamento de n
gravitons, satisfazendo as condi¢des de camada de massa e transversalidade, serd
invariante sob uma transformacgdo de “gauge” como indicada na equagao (3.23).
Isso implica que

X,ull/l;)\F,ulul---unun - O, (331)

ondeI'y ,,...u,.v, € @ amplitude fisica de n gravitons.

3.4.1 Identidade de Ward no acoplamento graviton-foton

A transformacdo de coordenadas (3.12) induz uma mudang¢a no campo do f6-
ton, A%(x), apesar que as varidveis do campo ndo sdo mudadas. Iremos determi-
nar nesta secdo a identidade de Ward vélida para o vértice de ordem mais baixa
no acoplamento de fétons e graviton.

Em um mesmo ponto fisico as quantidades de campo nos dois sistemas de
coordenadas serdo chamadas A%(z) e A'*(2') , respectivamente. A'*(z') é dado
de acordo com sua natureza vetorial, geralmente:

_ox' @
928

A (") AP(z) = (55 + 9pe*) A (). (3.32)

Por outro lado,
9A™ |

AR () =A@+ ) = A (@) + e

(3.33)
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Combinando (3.32) e (3.33) , nds temos a variacio induzida em A%:
JA™ = A'%(z) — A%(z) = 95" AP (z) — A%€. (3.34)

A variacdo da acdo (2.44), com relacdo aos campos do graviton e 0s campos
eletromagnéticos A%, € descrita por:

6T 6T
uv e W n
/<—5¢W6¢ + =204 )d z. (3.35)
Derivando funcionalmente (3.35) com relagdo a A%(z;) e A”(x),
6T S = — 62T 0A%(z) 62T dA*(z)
PG A7 (11)0 AP(s)  0A9(zy)0A%(z) 0AP(zy)  6AP(3y)6AX(x) SAT (1)
(3.36)

Colocando o valor dos campos envolvidos como nulos, obtemos finalmente a iden-
tidade de Ward escrita no espago de momentos como:

X VP (1, k) = AZ\TP7 (ko) + A7 7% (ky), (3.37)

onde I'7® € a fun¢@o de dois pontos do féton. O operador X .\ € 0 mesmo defini-
do em (3.27). A € obtido derivando (3.34) funcionalmente com relagdo ao campo
A° (332 ) .

y 0A®

Aagine” = 515 = (6205 — Nac )€™, (3.38)

onde o ultimo termo foi obtido apds integracdo por partes. No espaco de momen-
tos, temos

Aacr;)\ = 62k0 - nacrk)\ (339)

Similarmente poderiamos derivar (3.35) com respeito a ¢ e A*, por exemplo,
para obter a identidade de Ward da funcdo de trés pontos. Entretanto todas as
parcelas se anulam quando impomos que os valores dos campos sejam nulos.

A 1dentidade (3.37) foi verificada para o vértice obtido no algoritmo do apén-
dice E.
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3.5 Fatorizacao da amplitude

Em um processo envolvendo o espalhamento de quatro (ou V) particulas testes va-
le uma propriedade conhecida na literatura como “lema de Mikaelian” [GHLS81].
Partindo do principio de que a amplitude pode ser decomposta em trés fatores
distintos, A; dependendo da carga (no caso nao abeliano, a cor), uma parte depen-
dente somente da polarizagdo, B;, e outra dos propagadores C;, podemos escrever
a amplitude de espalhamento na forma abaixo:

N
M=) o (3.40)
i=1 !

com a propriedade de que

N N N
Y A=) Bi=) Ci=0. (3.41)
i=1 i=1 i=1

A primeira soma na equagdo acima envolve as constantes de estrutura e anula-se
devido a conservacdo de carga. Matematicamente isso € uma conseqiiéncia das
identidades de Jacobi para as constantes de estrutura. A segunda soma anula-se
devido a conservacdo de energia-momentum, Zf\il p; = 0 e condicdo de trans-
versalidade, k,, - ¢# = 0. A somatéria em C; se anula devido a condi¢@o de camada
de massa e conserva¢do de momento.

Um exemplo do que falamos acima é melhor esclarecido observando o pro-
cesso mostrado na figura 3.4, do espalhamento de trés escalares carregados e um
foton. Explicitamos na tabela 3.1 os fatores obtidos na fatorizacao nete caso.

Diagrama A; B; C;

a Qi pi-e pi-p
b Q2 p2e Dp2°D
C Qs p3-e ps-p

Tabela 3.1: elementos da fatorizacdo

Observe que:

>
2
>

)

LA = ZZ]\L 1 @i =0 conservacdo de carga
1 Bi=—p-e=0  tranversalidade do f6ton
,Ci=—p-p=0 camada de massa.

27 2
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b)

Figura 3.4: Espalhamento de trés escalares carregados e um féton.

No caso ndo abeliano o andlogo da carga € a cor; logo as constantes de estru-
tura permitem de inicio determinar os termos A;. Os termos C; sdo identificados
pelos propagadores. Assim facilmente podemos identificar os termos B;.

O caso gravitacional torna-se mais complicado: ndo obtemos igualdades cor-
respondentes a conservacao de carga de cor. De fato os tinicos termos que sao
visivelmente aparentes sao os termos cinematicos provindos dos propagadores C;.

3.6 Resultados obtidos

3.6.1 Espalhamento glion-glion

O célculo da amplitude de espalhamento glion-glion foi realizado utilizando
o algoritmo mostrado no apéndice A, utilizando computagdo simbdlica, com as
definicdes mostradas na figura 3.5.

Utilizamos a conveng¢do nos algoritmos para calculos de amplitudes em que,
para determinar as contribui¢cdes relativas aos canais de espalhamento s, t e u,
mantivéssemos a “perna” externa correspondente ao indice 4 fixa, enquanto per-
mutamos ciclicamente as “pernas” 1, 2 e 3. Ainda todos os calculos realizados
sdo feitos na camada de massa.

No espalhamento de glions, a simetria bosOnica de permuta € automaticamen-
te satisfeita. A invariancia de “gauge” € satisfeita trocando-se um dos vetores de
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Figura 3.5: Convengdes utilizadas no programa do apéndice A

polarizacdo por seu momento correspondente. O resultado obtido € proporcio-
nal a uma combinacdo de produtos de constantes de estrutura que se anula pela
identidade de Jacobi [veja a Eq. (3.3)].

A fatorizacdo da amplitude foi obtida com sucesso, utilizando este mesmo
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algoritmo, com os seguintes elementos, a saber:

Al — fbcefdce,zél2 — fdbeface,j43 — fbcefdae,
B, = (kl ' k2)77/w77a5 + 2k3k2u77aﬁ - 2k377auk[23 2kﬂ77auk nﬂunau(kl kz)
— 208y Mo (K" + k) + 2K3K 0w — 2k3king, — +2ng, koKD + 2k5K 0,
- (kl ’ k2)nﬂunau - 2kﬂnauk3 - 2kﬂk1 Npv — 2]{:[23]{:;77/11/ - 2nﬂuk2k3
32 = (2k1 . kz)nﬁ;ﬂ?au + ,r]ay/rllgukl . kg —+ 2k3k1 NBp — 2kék2;ﬂ7au 2k377aﬂk2
+ 2k gnauks — 2k k30, + 2k k3 nay + 2k3ngukD + 2k2kIns, + 2mu ki kg
o 2775”kak2 + 2kﬂk177u1/ nanaﬂk -k + nﬂunaukl -k
B; = _(2k1 ’ kz)n;wnaﬁ - nﬁunaukz -k + 2kg"7auk2 + naunﬁukz K — 2k2k377ﬁ/4
— 2 k3kh — 2k3msukd + 2k3kEng, — 2k3K%nag + 2k nasks
+ 2nﬂuk2k2 - 2kﬂk2nau + 2k3naukﬂ + 2kﬂkan/w n/wnaﬂk ) k3
31.2
- 2k“k18nal/
C, = k' ELC, =k -k3Cy =k K
(3.42)

onde fizemos a troca de indices para mantermos iguais a [CSS95], tal que puq, po, 3, fta —
w, o, B, v. Observamos que a soma de A; fornece a identidade de Jacobi (3.3). Co-
mo mencionamos anteriormente, a anulagdo da soma dos B; é uma conseqii€éncia
da conservacdo de momento e da transversalidade (por exemplo, um termo como
k1, foi substituido por —ks, — k3,). Finalmente, a anulacdo da soma dos C; de-
corre da condi¢do de camada de massa e conservacao de momento. Por exemplo,

ki = (—ky — ko —k3)? — —(ky- ko) — (k1 k3) — (ko - k3) = 0 (3.43)

pois na camada de massa, k7 = 0.

3.6.2 Espalhamento graviton-graviton

No caso gravitacional, utilizamos um algoritmo semelhante, mostrado no apén-
dice C. Com a amplitude de espalhamento, verificamos a simetria de permuta,
trocando a posicao das particulas.

A invaridncia de “gauge” pode ser verificada tanto nos vértices cubicos e quar-
ticos, como no propagador utilizando a identidade de Ward. Observada esta iden-
tidade em cada vértice, pretendiamos agora verificar a invariancia da amplitude
de espalhamento em si, e aplicamos o mesmo método de troca de um vetor de
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polarizacdo pelo seu correspondente quadrimomento. Entretanto, nesta represen-
tacdo deveriamos trocar o tensor de polarizagio pelo operador X ,,,, mostrado na
equacao (3.27). Implementando a condi¢d@o de traco nulo, €/ = 0, os fatores que
provém do terceiro termo a esquerda de (3.27) se anulam, do mesmo modo, im-
pondo €,, = €,,, verificamos que os dois primeiros termos tornam-se idénticos, o
que possibilita trocar simplesmente o tensor de polarizagdo por k*, que o resultado
serd nulo, como foi verificado.

Quanto a fatorizagdo, identificamos os termos C};, € s30 0S mesmos que 0 caso
ndo abeliano. Depois separamos a amplitude em uma soma de termos obtidos
um do outro através de permutacdes ciclicas dos indices 1, 2 e 3, cada um com
1382 termos, identificando estes termos como T'otAB;(1,2, 3), onde 1,2,3 sdo os
indices aos quais aplicaremos a permutacgao:

TotABi(1,2,3) | TotAB,(3,1,2) , TotABs(2,3,1)

Mroa = ———1 ks ko ks

(3.44)

Seria possivel separar os termos A; e B; de TotAB;, como afirmado em
[CSS95]? O numero de termos ainda tornava o procedimento de separacdo do
produto proibitivo, entdo tentamos reduzi-los usando o procedimento do Apén-
dice D, que verifica quais os termos podem ser reduzidos ao seu correspondente
através de uma troca de indices, pois o tensor de polarizacdo € simétrico:

€ur = €ups (3.45)

reduzindo a finalmente 625 termos, ainda ndo separdveis na forma de um produto,
em primeira anélise.

Uma nota deve ser feita: quando utilizamos o procedimento descrito, veri-
ficamos que uma parte, constituida de 288 termos, que aparentemente nao era
simétrica. Entretanto a amplitude em si é simétrica, 0 que parecia uma inconsis-
téncia. A razdo para a existéncias destes termos € o fato de que para determinar
Tot AB;, mantivemos o indice 4 intacto, explorando simetrias em 1, 2 e 3, tal que
esta simetria neste indice foi individualmente quebrada nos trés termos TotABi.
De fato a soma destes termos permutando os indices ciclicamente é nula, como
demonstrado no ultimo passo do apéndice D.



Capitulo 4

Conclusao Geral

Ao final deste trabalho, verificamos que estudando a amplitude de espalhamento,
ndo apenas no sentido de obter uma secdo de choque diferencial, e sim explorando
suas propriedades bésicas, podemos obter tantas informacdes sobre este sistema,
quanto no célculo sistematico destas secdes de choque, como explorado em traba-
lhos como [BF96].

No capitulo 1, estudando a questio do limite de massa finita ou nula do gravi-
ton e interpretando esta no contexto de espalhamento entre particulas, verificamos
que a interacdo da matéria com a luz seria menor por um fator 3/4 daquela em
uma teoria com massa finita. Os resultados sdo bastante favordveis a teoria nao-
massiva. Esse fato provém da diferenca numérica na estrutura dos propagadores
(1/2 contra 1/3), o qual leva a uma descontinuidade, usualmente conhecida como
“descontinuidade Dam-Veltman”. No caso de Yang-Mills, a diferenca aparece
quanto aos requerimentos de unitariedade; no caso gravitacional, quando compa-
ramos a teoria com os dados experimentais.

Podemos dizer que, na teoria de Yang-Mills, a descontinuidade aparece em
segunda ordem (ou seja, com graficos incluindo “loops”), enquanto no caso da
gravitacdo este fato ja aparece na primeira ordem da teoria, ndo importando o
limite de massa tendendo a zero: as teorias tanto massivas quanto nao massivas se
tornam distintas.

Vimos ainda que resultados fenomenoldgicos nos levam a rejeitar no caso da
gravitacdo, uma teoria de massa finita, mas ndo nula, apresentando uma precisao
de 10%. Alguns artigos recentemente publicados (por exemplo, [DDLS01]) vém
explorando mais este assunto.

As regras de Feynman deduzidas no Capitulo 2 serviram de base para verifi-
carmos a invariincia de “gauge” utilizando a identidade de Ward, tanto no caso



CAPITULO 4. CONCLUSAO GERAL 46

ndo abeliano, quanto no caso gravitacional , ou a troca do quadrimomento pelo
seu respectivo vetor de polarizacdo, diretamente na amplitude de espalhamento.
Esta dltima , no caso ndo abeliano, forneceu 132 termos distintos; no caso gravi-
tacional, a amplitude griviton-graviton forneceu 3660 termos.

A fim de verificar tanto a veracidade dos resultados, como também proprie-
dades da amplitude, tratamos de, em cada passo, verificar a invariancia de “gau-
ge”, utilizando ou as identidades de Ward nos vértices, ou a troca de €, — k,,
na amplitude total, realmente nos fornecendo um resultado nulo, o que verifica
a invariancia. A propriedade da fatorizacdo, como explicada em [CSS95], foi
determinada para o espalhamento glion-gldon, entretanto para o espalhamento
graviton-graviton nao foi possivel separar os termos A; e B;, explicitamente, uti-
lizando os procedimentos abordados aqui. Em [CSS95], os autores citam que os
termos referentes a fatorizagdo da amplitude graviton-graviton, (gg — gg), obe-
decem a relacgdo:

Agg = —Iﬁ?2Bi
B;
BY = L. 4.1)

onde os termos B; sdo provenientes da fatorizacao da amplitude glion-glion. Ob-
tivemos os termos B;, como mostrado em (3.42). Na gravitacdo conseguimos
determinar as parcelas da soma (3.44), entretanto ndo obtivemos um termo que
pudesse a primeira vista ser fatorado em um produto, muito menos que seja pro-
veniente da fatorizacdo da amplitude glion-glion.

No apéndice E apresentamos um algoritmo que determina as regras de Feyn-
man a partir da lagrangeana envolvendo f6tons e gravitons. O vértice obtido obe-
dece a identidade de Ward eletromagnética e gravitacional.

Os rumos tomados a partir deste trabalho, poderiam ser vérios: poderiamos
trabalhar com amplitudes de espalhamento com outras particulas-teste, como f6-
tons, férmions e escalares ou expressar os vértices da teoria , partindo de um
numero finito de parametros, usando a invariancia de “gauge”, como no caso nao
abeliano [YM54], utilizando como base o trabalho [BF96]. Entretanto ainda es-
peramos que o trabalho venha a contribuir para um maior entendimento das am-
plitudes de espalhamento na abordagem semi-cldssica da gravitacdo, e de suas
propriedades, ou no minimo, das propriedades discutidas neste trabalho.
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Apéndice A

Programa de espalhamento
glion-glion

O programa escrito em Maple, mostrado neste apéndice, calcula simbolica-
mente a amplitude de espalhamento do processo glion-glion, com a transferéncia
de um gldon virtual.

A.1 A amplitude de espalhamento

Necessitamos do pacote de manipulacdo tensorial HIP, carregado ao iniciar:

restart; read ‘HIP.m‘;setaliases|();
setfv(a,b,c,d,x1,x2,x3,x4,x5,x6,kl1,k2,k3,k4);
setindex (ml,m2,m3,m4, alpha,beta, gamma, sigma,delta, rho,
kappa,mu, nu,lambda);

with (combinat,permute) :

Acima iniciamos lendo o pacote de manipulagdo tensorial HIP, definimos os
quadrivetores (que nos passos seguintes serdo utilizados como indices), e também
definimos indices para as contragdes necessarias. O procedimento abaixo ird for-
necer uma funcao antissimétrica nos argumentos a, b, ¢, que servira para definir
as constantes de estrutura da cromodinamica:

fabc := proc(a,b,c)

table (antisymmetric); "[args]; 1if" =0 then RETURN(O0)
elif op(l,")=-1

then RETURN (-'procn

ame’ (op(op(2,")))) else RETURN (’'procname’ (op("))) fi
end:



V V.V V VYV

vV V. V V

A.l1. A AMPLITUDE DE ESPALHAMENTO 51

Definimos o propagador do glion e o vértice ctbico (I € o fator imagindrio) :

propag :=(kl,x1,x2)-—> (x1\&.x2)/(k1\&.k1l);
vert := (x1, x2, x3, k1, k2, k3) -—>

-I*x1\&. x2* (k1-k2)\&. x3;
vert\_3:=unapply(f(a,b,c)*( vert (x1,x2,x3,k2,k1,k3)+
vert (x2,x3,x1,k3,k2,kl)+
vert (x3,x1,x2,k1,k3,k2)),a,b,c,x1,x2,x3,k1,k2,k3);

A fungdo abaixo simplificard a notagdo do produto das constantes de estrutu-
ra:

f4:=unapply(f(a,b,e)*f(c,d,e),a,b,c,d);
f4 = (a,b,c,d) —f(a,be)f(c,d e)

O vertice qudrtico € definido a seguir:

vert\_4:=unapply(-(f4(a,c,b,d)-fd4(a,d,c,b)) *(x1\&.x2)*
(x3\&.x4) —-(fd4(a,b,c,d)-fd(a,d,b,c))* (x1\&.x3) * (x2\&.x4)
- (f4(a,c,d,b)-fd(a,b,c,d)) * (x1\&.x4)* (x3\&.x2), a,b,c,
d,x1,x2,x3,x4);

vert_4 = (a,b,c,d,x1,22, 23,24 ) —
—(f(a,c,e)f(b,d,e)—1f(a,d,e)f(c,be))(zl&. 22) (23 &. 24 )
— (f(a,b,e)f(c,de)—1f(a,d,e)f(bcie)) (21 & 23)(22&. 24)
— (f(a,c,e)f(d,bye) —f(a,bye)f(c,dye))(zl & .24 )(22&. 23)
Verificando a antissimetria das constantes de estrutura:
expand (simplify (subs (f=fabc,vert\_4(a,b,c,d, x1,x2,x3,x4) -

vert\_4(a,c,b,d,x1,x3,x2,x4))));
0

A funcdo A1l definida abaixo consiste dos canais de espalhamento s,t e u
utilizados . Sua contribui¢c@o para a amplitude total serd, mantendo o indice 4 fixo,
permutar ciclicamente os indices de Lorentz 1,2 e 3, o que permite reproduzir a
topologia de todos os diagramas de troca.

Al :=unapply (contract (vert\_3(a,b,e,x1,x2,ml,kl1,k2,-k2-k1)

*propag (k2+kl,ml, m2) *vert\_3(c,d, e, x3, x4,
m2,k3,k4,k2+kl)),a,b,c,d,x1,x2,x3,x4,k1,k2,k3,k4):

A contribui¢do devido ao acoplamento quértico é:
A4 :=unapply (vert\_4(a,b,c,d,x1,x2,x3,x4),a,b,c,d, x1,x2,
x3,x4);
Implementamos aqui algumas condicdes fisicas, como camada de massa e
transversalidade do glion (lembre-se que estamos trabalhando com z; represen-
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tando o vetor de polarizacdo):

ConFis:={seqg(k.i\&.k.i=0,1=1..4),seq(k.i\&.x.1i=0,1=1..4)};

E finalmente a amplitude total é calculada, somando a contribuicao do vér-
tice quartico e as permutagdes ciclicas dos indices de A1, obtendo os canais de
espalhamento s, ¢ e u:

ampl\_gluon:=unapply (subs (ConFis, (Al (al,a2,a3,ad,xl,x2,
x3,x4,k1,k2,k3,k4)+Al (a2,a3,al,a4,x2,x3,x1,x4,k2,k3,kl
,k4)+Al (a3,al,a2,a4,x3,x1,x2,x4,k3,kl,k2,k4))

+A4 (al,a2,a3,a4,x1,x2,x3,x4)),al,x1,kl,a2,x2,k2,a3,x3,
k3,a4,x4,k4) :

A.2 A invariancia de ‘“gauge”

O que faremos a seguir é verificar a simetria bosonica devido a troca de (z1, y1) +
(22, y2), permutando suas posi¢des; construimos para isso uma lista de argumen-
tos:
with (combinat, permute) :
permute ([ [al,x1,kl], [a2,x2,k2],[a3,x3,k3],[a4,x4,k4]]):
ListArgs:=[seq([seg(op(op(i,op(],™))),i=1..4)1,3=1..24)]:
que serd empregada na diferenca abaixo para verificar se obtemos uma amplitude
simétrica
seq(seq(simplify (expand (simplify (subs (k4=-k1l-k2-k3,
subs (f=fabc, ampl\_gluon (op (op (i, ListArgs)))—
ampl\_gluon (op (op (j,ListArgs)))))))),i=j+1..5),3J=1..3);
0,0,0,0,0,0,0,0,0

Implementamos mais uma condicdo fisica, neste caso a conservacdo de mo-
mento associado a condi¢do de camada de massa e transversalidade do glion:
ConFisl:={op(ConFis), kl\&.k2=-(k1l\&.k3)-(k2\&.k3),
k1\&.x4=—(k2\&.x4) - (k3\&.x4) }:
Agora iremos verificar a invariancia de “gauge”, substituindo um dos vetores
de polarizacao pelo seu correspondente quadrimomento:
D3:=factor (simplify (subs (f=fabc, subs (ConFisl, expand
(ampl\_gluon(a, k1,k1,b,x2,k2,c,x3,k3,d, x4, -k1-k2
-k3))))));
D3 := —(fabc(a,b,e)fabe(d, c,e) — fabe(a, ¢, e ) fabe(d, b, e ) + fabe(d, a, e ) fabe( b, ¢, e))
(z2&.24 ) (k1 &.28)+ (22&. 23 ) (k3&. 24 ) —2(k3&. 22) (23 &. 24 )
+2(k2&.28)(22&. 24 ) — (23&. 24 ) (k1 &.22) — (22&.28) (k2 &. 24 ))
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E o resultado obtido ¢é a identidade de Jacobi, ou seja a amplitude neste caso é
nula, e portanto invariante sob transformacdes de “gauge”.

A.3 A fatorizacao da amplitude

Os procedimentos feitos a seguir pretendem determinar os elementos que fa-
torizam a amplitude de espalhamento. De inicio sabemos que as constantes de
estrutura representam os elemento A;, devido a conservagdo de cor no processo,
logo a identidade de Jacobi serd definida:

simplify (op(2,D3));
fabc(a, b, e) fabe(d, c,e) — fabe(a, ¢, e ) fabe(d, b, e ) + fabe(d, a, e ) fabe( b, ¢, e)

Jacobi:=":

Jacobi := fabc(a, b, e ) fabe(d, c,e) — fabe( a, ¢, e ) fabe(d, b, e ) + fabe(d, a, e ) fabe( b, ¢, e)

seql:=a,x1,kl,b,x2,k2,c,x3,k3,d,x4,k4:
ampTot :=unapply (expand (subs (f=fabc, expand (subs (ConFisl,
expand (ampl\_gluon(a,x1,kl,b,x2,k2,c,x3,k3,d,x4,k4))))
)),seql):
Iremos empregar a identidade de Jacobi nos fatores de cor. Entretanto serd
necessdrio utilizar a condi¢ao de conserva¢do de movimento associada a condi¢ao
de que todas as particulas estdo na camada de massa:

mom:=(i,3,1)->k.i\s.k.j=—k.i\s.k.1l-k.j\&.k.1;
mom = (i,5,1) = k.i&. k.j= —(ki& k1) — (k.j& k)

Por exemplo:

mom (2,3,1);

k2 &. k3 = —(k1 &. k2) — (kI &.k3)

ConFis2:={op(ConFis),kl&.k3=-(kl&.k2)-(k2&.k3),kl&.x4=
—(k2&.x4) - (k3&.x4) }:

Utilizando a condi¢do acima, podemos facilmente identificar os fatores B; que
fatorizam a amplitude. De fato, os fatores A; sdo simplesmente as constantes de
cor, e os C; provém dos fatores cinemdticos dos propagadores; o que temos a fazer
¢ extrair seus coeficientes:
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Bl:=-expand(subs (mom(2,3,1),coeff (coeff (expand(subs
(ConFis2, expand(klé&.k2*ampTot (a,x1,k1l,b,x2,k2,c,x3,
k3,d,x4,-k2-k1-k3)))),fabc(a,b,e)), fabc(d,c,e)))):

B2 :=expand (subs (mom(2,3,1),coeff (coeff (expand (subs
(ConFis2,expand(kl&.k3*ampTot (a,x1,kl,b,x2,k2,c,x3,
k3,d,x4,-k1-k2-k3)))),fabc(d,b,e) ), fabc(a,c,e)))):

B3:=-coeff (coeff (expand (subs (ConFis2, expand (k2&.k3*
ampTot (a,x1,k1l,b,x2,k2,c,x3,k3,d,x4,-kl1-k2-k3)))),
fabc(b,c,e)), fabc(d,a,e)) :

Como visto a soma de A; nos fornece a identidade de Jacobi: somando sobre
C; obtemos a identidade cinemdtica implementada acima. A soma sobre B; resulta
em:

expand (B1+B2+B3) :

factor (") ;
((k1& . k8)+ (k1& . k2)+ (k2&.k3))
(—(z8&. 24 ) (21 &.22)— (21 &. 24 )(22&. 23 )+ (21 &. 28 ) (22 &. 24 ))

€ novamente a identidade cinematica, ou seja, o resultado € nulo. Salvamos este
resultado:

save B1l,B2,B3, ‘gluons.m?‘;
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Apéndice B
Regras de Feynman na gravitacao

e Utilizando o procedimento abaixo iremos determinar as regras de Feynman
na representagcdo k"’ = g*¥ —n*¥; primeiramente iremos reiniciar o Maple
e invocar o pacote de manipulacao tensorial:

restart;

read ‘HIP.m‘;

e Definimos todos os vetores e indices:

setindex (ml,nl,m2,n2,m3,n3,m4,n4,m5,n5,m6,n6,m7,n7
,m8,n8,m9%,n9%,1iil,ii2, alpha,beta, mu, nu, rho, sigma

, lambda, delta, gamma, tau) ;
setfv(kl,k2,k3,k4,k5,%k6,k7,k8,k9,x1,y1l,x2,y2,x3,y3,x4
+¥4,%5,y5,21,22,23,24,25,p,9,p1,p2,p3,p4,91,92,Q,uu);

e Neste programa o campo do graviton serd definido como F (mu, nu). O
procedimento abaixo apenas ird defini-lo como um tensor simétrico nos seus
indices de Lorentz

proc (mu, nu)

if [mu,nu] = sort ([mu,nu]) then RETURN (’'procname (args)’)
else RETURN (F (nu, mu) )
fi

end:

e A fim de utilizar um procedimento que automatize a determinagdo das re-
gras de Feynman, serd conveniente antes definirmos as derivadas parciais,
através de um procedimento, como descrito abaixo:
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dp :=

proc (a, x)
local u,v,w;
if has(a,F) or has(a,F1l) or has(a,F2)
or has(a,F3) or has(a,F4)
or has(a,F5) or has(a,Fo6)
or has(a,F7) then
if type(a, ‘+') then map (dp, a, x)
elif type(a, ‘*') then

u := op(l,a); v := a/u; dp(u,x)*v+dp (v, x) *u
elif type(a, ') then
u := op(l,a);
v 1= op(2,a);
a* (dp (v, x) *1n (u) +v/u*dp (u, x))
elif op(0,a) = F then RETURN (' procname (args)’)
elif op(0,a) = dp then
if [op(2,a),x] = sort([op(2,a),x]) then
RETURN (' procname (args) ')
else dp(dp(op(l,a),x),0p(2,a))
fi
else RETURN (' procname (args)’)
fi
else O

fi
end:

e O procedimento abaixo permite determinar as regras de Feynman de uma
lagrangeana puramente gravitacional, escrevendo estas ja no espaco de mo-
mentos; esse procedimento bdsico consiste em derivar funcionalmente a
lagrangeana, e transformar as derivadas parciais em seus respectivos mo-
mentos;

feyn_pure :=

proc (a)
local fdp,fF,i,lfaux,1f1,1£f2,1£f3,1ldpaux
,1dpl, 1dp2, factor,newfat, new, newl;
if type(a, ‘+') then map (feyn_pure, a)
elif type(a, '*") then

if op(0,0p(l,a)) = dp then
1dpl := op(l,op(l,0p(l,a)))
’ op(2,0p(l,op(l,a))),op(2,0p(l,a));
factor := simplify(a/dp(F (1dpl[1],

1dpl1[2]1),1dpl[3])"2);
new := (ldpl[l] &. x1)*(ldpl[2] &. y1l)~*
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(1dpl[3] &. zl1)*(ldpl[l] &. x2)*(1ldpl[2] &. y2)*
(1ldpl[3] &. z2)*factor;
RETURN (new)
elif op(0,0op(l,a)) = F then
1fl1 = op(l,0p(l,a)),op(2,0p(1l,a));
factor := simplify(a/F(1£f1[1],1£f1[2])"2);
new := (1f1[1] &. x1)*(1f1l[2] &. y1)*(1f1[1l] &. y1l)
*(1f1[2] &. y2)*factor;
RETURN (new)

fi

elif type(a, '*') then
fdp := 0;
fF := 0;

for i to nops(a) do

if type(op(i,a),integer)
or type(op(i,a), fraction)
or type(op(i,a),string) then

fF := fF; fdp := fdp
elif op(0,op(i,a)) = F then
1faux := op(l,op(i,a)),op(2,0p(i,a));
if fF = 0 then 1fl := 1lfaux; fF :=1
elif fF = 1 then 1f2 := 1faux; fF := 2
elif fF = 2 then 1£f3 := 1lfaux; fF := 3
fi
elif op(0,op(i,a)) = dp then
ldpaux := op(l,op(l,0op(i,a))),op(2,0p(l,op(i,a))),
op(2,0p(i,a));
if fdp = 0 then 1ldpl := ldpaux;
fdp := 1 elif fdp = 1 then
ldp2 := ldpaux; fdp := 2 fi
elif op(0,0op(i,a)) = '*" then
if op(0,o0p(l,0p(i,a))) = F then
fF := op(2,0p(i,a));
1fl := op(l,0op(l,0p(i,a))),op(2,0p(l,0p(i,a)));
1f2 := 1£f1;
1£f3 = 1f1
elif op(0,op(l,0p(i,a))) = dp then
fdp := 2;
1ldpl := op(l,op(l,op(l,op(i,a)))),
op(2,0p(l,op(l,op(i,a)))),op(2,0p(l,0op(i,a)));
ldp2 := 1ldpl
fi
fi

od;

if fdp = 2 then
if fF = 3 then
factor := simplify(
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a/F(1f1) /F(1£f2) /F(1£3) /dp (F (1dpl[1],
ldp1[2]>,ldp1[3]>/ (F(ldp2[1],1dp2(2]),1dp2[31));
new := —(1f1[1] &. xl) (Lf1[2] &. yl1)~*

(1f2[1] &. x2)*(1f2[2] &. y2)*(1£f3[1] &. x3)*
(1£3[2] &. y3)*(ldp1[ ] &. x4)*(1dpl[2] &. y4)*
(1ldpl[3] &. zl)*(ldp2[l] &. x5)*

(ldp2[2] &. y5)*(1ldp2[3] &. z2)*factor;

RETURN (new)
elif fF = 2 then
factor :=
simplify (a/F(1£f1)/F(1£f2)/dp(F (1dpl[1],1dpl[2]),

1dpl1([3])/dp(F (1dp2[1],1dp2([2]),1dp2[3]));

new := —(1f1[1] &. x1)*(1f1[2] &. yl)*(1f2[1] &. x2)
*(1£2[2] &. y2)*(ldpl[l] &. x3)*

(1dpl[2] &. y3)*(1dpl[3] &. z1l)*(1dp2[1l] &. x4)
*(1dp2[2] &. y4)*(1dp2[3] &. z2)*

factor;
RETURN (new)

elif fF = 1 then
factor :=
simplify(a/F (1f1l) /dp(F (1dpl[1],
1dpl[2]),1dpl[3])/dp(F (1dp2[1], ldp2[2
new := —(1f1[1] &. x1)*(1fl1[2] &. y1)
*(1ldpl[2] &. y2)*(1dpl[3] &. zl)*
(ldp2[1] &. x3)*(1ldp2[2] &. y3)*(1dp2[3] &. z2)*factor;
RETURN (new)

elif fF = 0 then

1),1dp2(31));
*(1dpl[1l] &. x2)

factor := simplify(a/dp(F (1dpl[1],
1dpl1([2]),1dpl[3])/dp(F(1dp2[1],1dp2[2]),1dp2[3]));
new := —(ldpl[l] &. x1)*(1ldpl[2] &. y1)*(1ldpl[3] &. zl)

*(1dp2[1l] &. x2)*(1ldp2[2] &. y2)*
(1dp2[3] &. z2)*factor;
RETURN (new)

fi

elif fdp = 0 then
factor := simplify(a/F(1£fl)/F(1£2));
new := (1f1[1] &. x1)*(1fl1[2] &. y1l)*

(Lf2[1] &. x2)*(1f2[2] &. y2)*factor;
RETURN (new)
fi
fi
end
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B.1 A aproximacao de campo fraco

e Definimos a métrica contravariante, ja fazendo a aproximacdo de campo
fraco

9" =" + ko, (B.1)
gtup:= (ml,nl) -> ml &. nl + KA*F (ml,nl);
gtup := (ml,n1) — (ml &.n1)+ KAF(ml1,nl)
e a métrica covariante, também ja expandida em série de poténcias

gtdw:= (ml,nl,m2,m3) -> ml &. nl - KA*F(ml,nl)+KA"2*F (ml,m2)
*F (m2,nl)-KA"3*F (ml,m2) *F (m2,m3) *F (m3,nl);
gtdw := (m1,n1,m2,m3)— (ml &.n1)— KAF(ml1,nl)

+ KA*F(m1,m2)F(m2,n1) — KA*F(mi1,m2)F(m2,m3)F(m3,nl)

e A lagrangeana abaixo € aquela determinada em (2.33)

lagraT:= unapply (expand (1/2*KA*2*dp (F (m, k), r) *dp (F (1,n),s)

*(gtup (r, s) *gtdw (1, m,m2,m4) *gtdw (k,n, m3,m5) -1/2*gtup (r, s) *

gtdw (m, k, m3,m4) *gtdw(1l,n,m2,m5)-2*s &. k * r &. 1 * gtdw(m,
n,m2,m3))),m,n,r,s,1l,k,m2,m3,m4,m5)

a qual adicionamos um termo de fixagdo de gauge do tipo (9,¢,.,)?,

coeff (expand(lagraT (ml,nl,m2,n2,m3,n3,m4,n4,m5,n5)),KA"2)
-(1/gauge) *dp (F (m1,nl),nl) *dp (F (m1,n2),n2);

—idp(F(ml,n5’),m2)dp(F(m5’,n1),n2)g(m?,n?)g(ml,né’)g(mf)’,nl)
—dp(F(m1,n3),m2)dp(F(m3,n1),n2)g(n2,n3)g(m2,m3)g(mi,nl)
+%dp(F(ml,nS’),m2)dp(F(m5’,n1),n2)g(m?,n2)g(m1,m3)g(n1,n5’)
_dp(F(mi,n1),n1)dp(F(mi,n2),n2)

gauge

e onde gauge é um parametro da teoria.
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B.2 O propagador do graviton

A fung¢do de dois pontos do graviton é determinada utilizando o procedimento
feyn\_pure, e extraindo a parte quadratica em &,

two0O:= unapply (contract (feyn\_pure (contract (- (1/gauge) *
dp (F (ml,nl),nl)*dp(F(ml,n2),n2)+

coeff (expand(lagraT (ml,nl,m2,n2,m3,n3,m4,n4,
m5,n5)),KA"2)))),x1,yl,x2,y2,21,22);

1
two0 :z(xl,yl,x?,y?,zl,z?)—>Z(zl &.22)(22&.y2) (z1 &. yl)

+ (yl &.22) (21 &.22) (y2&.21) —

L (yl&al) (g2 22) (21 &.02)
gauge

(21&.22) (yl &.y2) (21 &.22)

(NN

e E necessdrio neste ponto simetrizarmos em permutas do tipo £ <> yi, T2 <>
Yo € permutas de indices x; <> x5:

twol:= (x1,vyl,x2,y2,z1,2z2) —> twoO(x1l,yl,x2,y2,z1,z2)+
twoO (yl,x1,x2,y2,z1,2z2):

two2:= (x1,vyl,x2,y2,z1,2z2) —> (twol(x1l,v1l,x2,y2,z1,22)+
twol (x1l,y1l,vy2,%x2,21,22))/4:

TwoGraviton:= (x1,yl,x2,y2,z1,2z2) —->two2(x1l,vl,x2,vy2,z1,2z2)
+two2 (x2,y2,x1,yl,z2,2z1):

e como queremos determinar o propagador devemos inverter a fungdo de dois
pontos do graviton. Para isso utilizamos uma base de tensores, simétrica na
troca de (x1,y1) <> (x2,y2) e x1 <> yl1, x2 <+ y2, descritos na tabela (2.1).

CovariantTensors:=(x1,vyl,x2,y2,p)—>[x1&.x2*yl&.y2+yl&.x2*x1&.y2,
x1l&.y1*x26&.v2,
P& .x1*p&.x2*y1&.y2 + pP&.y1*p&.x2*%x1&.y2 +p&.x1*p&.y2*yl&.x2 +
p&.yl*p&.y2*x1&.x2,
P& .x1*p&.yl*p&.x2*p&.vy2,
P&.xX1*p&.y1*x2&.y2+p& . xX2*%p& . y2*x16&.y1];

. o 5
e Com esse tensores construiremos uma combinagdo linear na forma ) ., ¢;7;
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> GenProp:=unapply (sum(op(jj, [seqg(c.i*op (i, CovariantTensors (x1
> ,yl,x2,v2,p)), i=1..5)1), 3Jjj =1..5),x1,v1l,x2,v2,p,cl,c2,c3,
> c4,ch);

GenProp := (z1,yl,22,y2,p,cl,c2,¢3,¢c4,c5) —
cl ((21&.22)(yl & y2)+ (22&.y1) (21 &.y2))
+c2 (2l &.yl)(22&.y2)
+e3((p&.zl) (p&.22) (yl1 &.y2) + (p&.yl ) (p&.22) (21 &.y2)
+(p&.zl ) (p&.y2)(22&.y1 )+ (p&k.yl ) (p&.y2) (2l &.22))
+c4(p&.zl)(p&k.yl)(p&.22) (p&.y2)
+c5((p&.2l)(p&.yl ) (22&. y2 )+ (p&.22) (p&.y2 ) (21 &.yl))

e Assim resta-nos determinar o valor destas constantes c;. Para isso devemos
solucionar a equagao:

GenProp - TwoGraviton = 1 (B.2)

o que significa dizer que GenProp € a inversa de TwoGraviton. O tensor uni-
tario € nada mais, nada menos que duas vezes o primeiro elemento dos tensores
covariantes.O sistema de equagdes a ser resolvido é formado pela contracao desta
diferenca com cada um dos cinco tensores, para assim obter o valor do propaga-
dor:

> solve({seg(contract (subs ({x1l=ml, x2=m2,yl=nl,y2=n2},
> (contract (GenProp (x1l,yl,m2,n2,p,cl,c2,c3,c4,chH)*
> TwoGraviton (m2,n2,x2,vy2,p,-pP))
> - 1/2*%op(1l,CovariantTensors (x1,y1l,x2,y2,p)) )
> * op(ii, CovariantTensors(xl,yl,x2,v2,p)) )), ii=1..5)}
>, {cl,c2,c3,c4,c5});
> GravitonPropagator:=unapply (subs (",GenProp(xl,vyl,x2,vy2,p,cl,c2,
> ¢3,c4,cd)),x1,y1l,x2,y2,p,gauge);
{04 0, el :1 1 ,02:_12+gauge,c5: gauge—i—l,cg:_lgaugequ}
2p&.p 2 pk.p (p&.p)? 2 (p&.p)?
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GravitonPropagator := (z1,yl,z2,y2, p, gauge ) —
1(21&.22)(yl&.y2)+ (22&.yl ) (zl &. y2)
2 p&.p
1 (2+ gauge) (21 &.y1 ) (22&.y2)
2 p&.p
— %(gaugeJrl)((p&.w])(p&.x?)(yl &.y2)
+(p&.yl)(p&.22)(z1 &.y2)+ (p&k.z1) (p&.y2) (22 &. yl )
+(p&.yl)(p&.y2) (21 &.22)) /(p&.p)’
N (gauge +1)((p&.z1 ) (p&.yl ) (22&.y2)+ (p&.22 ) (p&.y2) (21 &.y1))
(p&.p)?

observamos aqui que o propagador € definido com um sinal negativo, o que sera
compensado no célculo da amplitude de espalhamento.

B.3 Os vértices cibicos e quarticos

e A determinacdo dos vértices € mais simples: € necessario apenas coletar os
coeficientes k3, no caso do vertice ctbico:

> threel:= unapply (contract (feyn_pure (contract (coeff (expand(
> lagraT(ml,nl,m2,n2,m3,n3,m4,n4,m5,n5)),KA"3)))),x1,vyl,x2,
> y2,x3,v3,2z1,2z2);

three0 = (z1,yl,22,y2,28,y3,21,22 ) —
1
Z(xl&.z?)(y] &.21)(23&.y38) (22 &.y2)

—%(zl &.22)(yl &.y2) (z1 &.22) (28 &. y3)

—%(xl &.22)(yl &.21) (y2&. y3 ) (22 &.23)
—(y1&.y3)(y2&.22) (21 &.22) (28 &. 21)

+-(21&. y2)(21&.22) (yl & y3) (22 &. 23)

+

(
1
2
%(zl &.22)(y2&.y3 ) (x1 &.22) (28 &. y1 )

e O vértice quértico é obtido analogamente, através do coeficiente x*:
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four0O:= unapply (contract (feyn_pure (contract (coeff (
expand(lagraT (ml,nl,m2,n2,m3,n3,m4,n4,m5,n5)),KA"4)
))),x1,vy1,x2,yv2,x3,y3,x4,v4,21,22):

e Simetrizamos estes vértices, como fizemos com o propagador, afim de obter
as expressoes finais:

with (combinat, permute);

[ permaute |

threel:=(x1,y1l,x2,v2,x3,vy3,22,23)—>

threeO(x1,vy1,x2,y2,x3,y3,22,23)

+threelO(yl,x1,x2,vy2,x3,v3,22,23):

three2:=(x1,y1,x2,vy2,x3,vy3,22,23)—>

threel (x1,vy1,x2,y2,x3,y3,22,23)+

threel (x1,vy1,v2,x2,x3,y3,22,23):

three3:=(x1,vy1l,2z1,x2,v2,22,x3,y3,23)—>

(three2 (x1,v1,x2,v2,x3,y3,22,23)+

three2(x1,y1,x2,y2,vy3,%x3,22,23))/8:

[seq(three3 (seg(op(op(i,op(j,permute([[x1,y1l,z1],
[x2,y2,22], [x3,y3,2z31]1)))),i=1..3)),3=1..6)]:

ThreeGraviton:=unapply (expand (sum(op (jjjj, "), Jjjj=1l..6))

yx1,v1,x2,vy2,x3,y3, zl1,z2,z3):

nops (ThreeGraviton(xl,vyl,x2,v2,x3,y3,2z1,22,23));
78

(x1,yl,x2,y2,x3,y3,x4,v4,23,2z4)—>
x1,v1l,x2,y2,x3,y3,x4,v4,23,2z4)+
fourO(yl,x1,x2,v2,x3,y3,x4,v4,23,2z4):
four2: (x1,yl,x2,y2,x3,y3,x4,v4,23,2z4)—>
fourl(xl,yl,x2,vy2,x3,y3,x4,v4,23,z4)+
fourl(xl,yl,vy2,x2,x3,y3,x4,v4,23,z4):
four3:= (x1,vyl,x2,y2,x3,y3,x4,v4,23,2z4) —>
four2(x1,yl,x2,vy2,x3,y3,x4,v4,23,z4)+
four2(x1l,yl,x2,y2,y3,x3,x4,v4,23,z4):
fourd:= (x1,vy1l,z1,x2,vy2,22,x3,y3,23,x4,vy4,z4) —>
(four3(xl,vyl,x2,vy2,x3,y3,x4,vy4,23,z4)+
four3(xl,yl,x2,vy2,x3,y3,v4,x4,23,2z4))/16:
[seqg(fourd (seq(op (op(i,op (], permute ([ [x1,yl,z1],
[x2,y2,22],[x3,y3,23], [x4,y4,2z4]11)))),
i=1..4)),3=1..24)1:

(
(

FourGraviton:=unapply (expand (sum(op (Jjjjj,"),jjjji=1..24)),x1,vyl,

x2,v2,x3,yv3,x4,v4,21,22,23,24) :
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Apéndice C

Programa de espalhamento
graviton-graviton

O programa aqui calcula a amplitude de espalhamento graviton-griviton, e ini-
cia também a tentativa de fatorizacdo desta amplitude; os procedimentos no inicio
sdo andlogos aqueles utilizados para o cdlculo do espalhamento glion-gldon, en-
tretanto a tentativa de fatorizar esta amplitude nao foi conseguida e serd tentada
ainda no algoritmo mostrado no apéndice C. FeynmanRules.m € o programa
mostrado no apéndice B, cujas funcdes, principalmente propagador e vértices sao
necessdrios de inicio.

C.1 Aplicando as identidades de Ward

Reiniciamos, lendo o pacote de manipulagdo tensorial e definindo quadriveto-
res e indices:

restart; tO:=time(): read ‘HIP.m‘;

read ‘FeynmanRules.m‘; setaliases();
setfv(xl,x2,x3,x4,y1l,v2,v3,v4, k1,k2,k3,k4,K4,2z3);
setindex (ml,nl,n2,m2,m3,n3,m4,n4,alpha, mu, nu, beta,
rho, sigma,delta, lambda, tau, eta) ;

with (combinat,permute) :

b

Primeiramente iremos construir os operadores que irdo servir para verificar-
mos as identidades de Ward de cada um dos vértices, com um atuando do lado
esquerdo e outro atuando do lado direito da equagao:
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LeftWard:= unapply(xl &. alpha*alpha&.z3 * k1l &. yl
+yl &.alpha*alpha&. z3 * k1l &. x1 - x1 &. yl
* k1l &. z3, x1,vy1,z3,k1l);

LeftWard == (z1,y1,28,kl ) = 21428, (k1 &.y1)
+uyl, 28, (k1 &.21)— (21 & yl) (k& 23)

RightWard:=unapply (expand(yl &. z3 * (x2 &. x1 * k1l &. y2
+ x1 &. y2 * k1 &. x2)+ x2 &. x1 * yl &. y2 * k3 &. z3)
yx1,y1,x2,v2,23,k1,k3) ;

RightWard := (z1,yl,22,y2,23,k1,k3) — (yl &. 23 ) (z1 &. 22) (k1 &.y2)
+(yl&.28) (21 &.y2) (k1&. 22)+ (21 &.22)(yl &. y2) (k3 &.23)

A funcdo de dois pontos do graviton € representada abaixo. O parametro gauge
representa a constante de “ gauge”. Este termo, para verificar as identidades de
Ward, serd desnecessdrio, e eliminaremos este colocando gauge=co.

TwoGraviton(ml,nl,x1,y1l,k1,-k1);
1 1 1
—§g(m1,n1)(x1&.y1)(k1 &.k1)+§x1m1 yl,, (k1 &.kl)—§k1m1 zl,; (kI &. yl)

1 z1 1 1&. 41 1 1
1z m1 klng (K1&.y )+§x1n1y1m1(kl&.kl)—§k1n11‘1m1(kl&-yl)

2 gauge

121, k1 k1 &. yl 1 1yl ki k1&.z1
_ L atn ki ( y)——mmy%AM&wm——me"M o)

2 gauge 2 2 gauge

1 1 g1, , ki (kI &. 21
—§Mmmm(m&mm—§ymkmmk&x)

gauge

Veremos se a fung¢do de dois pontos verifica a identidade de Ward

limit (expand (contract (LeftWard(ml,nl,z3,k1)
*TwoGraviton(ml,nl,x1,y1l,k1l,-k1l))),gauge=
infinity);

0

O mesmo € feito para o vértice cubico, mas agora operamos na fungdo de trés
pontos do lado esquerdo e na funcdo de dois pontos do lado direito:

simplify (limit (expand (subs (kl=-k2-k3, (contract (expand(contra
ct (LeftWard(ml,nl, z3,k1l)*ThreeGraviton(ml,nl, x2,vy2,x3,y3,k1l

, k2,k3))+texpand (contract (expand (RightWard (ml1,nl,x2,y2,2z3,kl

, k3) *TwoGraviton(ml,nl,x3,y3,kl+k2,k3)) )+ (contract (expand (
RightWard (ml,nl,x3,y3,2z3,kl,k2)*TwoGraviton(ml,nl, x2,y2,k1+k3
+k2)))))))))),gauge=infinity));
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0

Agora iremos verificar a identidade de Ward que relaciona a fun¢do de quatro
pontos do graviton com a fungdo de trés pontos:

expand (contract (expand (LeftWard(ml,nl, z3,kl)*FourGraviton (ml,

nl,x2,y2,x3,y3,x4,v4,k1,k2,k3,k4)) )):
FourLeft :=expand (subs (kl= -k2-k3-k4,")):

expand (contract (expand (RightWard (ml,nl,x2,y2,2z3,kl,k3+k4)
*ThreeGraviton (ml,nl, x3,v3,x4,y4,k1+k2,k3,k4)+

RightWard (ml,nl,x3,y3, z3,kl1, k2+k4)*ThreeGraviton(ml,nl
yX2,v2,x4,v4,k1+k3,k2,k4) +

RightWard (ml,nl,x4,vy4, z3,kl1, k2+k3)~*

ThreeGraviton (ml,nl,x2,y2,x3,y3,kl+k4,k2,k3)

)) ) :FourRight :=expand (subs (k1= -k2-k3-k4,")):

Fazendo a comparacdo dos dois lados da identidade:

expand (FourLeft+FourRight) ;

C.2 A amplitude de espalhamento

Construiremos agora a amplitude de espalhamento em si, no “gauge” de Feyn-
man =-1. Impondo conservacdo de momento nos vértices

k4:=-kl1-k2-k3:

Como feito no espalhamento de gldons, contruimos a seguir uma fun¢do para
representar os canais de espalhamento s, ¢ e u, simplesmente atuando com permu-
tagdes ciclicas entre os indices e momentos

Al:=unapply (expand (-contract (ThreeGraviton(x1l,yl,x2,vy2,
ml,nl,kl,k2,-k2-kl)*GravitonPropagator (ml,nl,m2,n2,

-k2-k1l,-1) *ThreeGraviton(x4,y4,m2,n2,x3,y3,K4,k2+k1,
k3))),x1,vy1l,x2,y2,x3,y3,x4,v4,k1,k2,k3,K4):

A4 ¢é simplesmente o vértice quértico do acoplamento:

A4 :=unapply (FourGraviton(xl,vyl,x2,v2,x3,y3,x4,v4,k1,k2,
k3,K4),x1,y1,x2,y2,x3,yv3,x4,y4,k1,k2,k3,K4) :

As condigdes fisicas implementadas agora sdo de transversalidade do momen-
to e que as particulas estdo localizados na camada de massa. Observe que até
agora tem sido utilizada a varidvel K4 no lugar de k4 por motivos computacio-
nais:
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ConFis:={K4&.K4=0,seqg(k.i&.k.1i=0,1i=1..4),seqg(k.1i&.x.1i=0,1i=1..4),

seq(k.i&.y.i=0,1i=1..4)}:
Agora a amplitude € construida somando as contribui¢cdes acima e substituindo
as condigoes fisicas

Ampl_Graviton:=unapply (subs (ConFis, (expand (Al (x1,vy1l,x2,vy2,
x3,y3,x4,v4,k1l,k2,k3,K4)+Al (x2,y2,%x3,y3,x1,y1l,x4,
v4,k2,k3,k1,K4)+A1l (x3,vy3,x1,yl,x2,yv2,x4,vy4,k3,k1,
k2,K4)+A4 (x1,vy1,x2,vy2,%x3,y3,x4,v4,k1,k2,k3,K4)))),
x1,yv1l,k1,x2,y2,k2,x3,y3,k3,x4,y4,K4):
Verificamos se a amplitude tem simetria de troca bosonica, permutando indi-
ces:

with (combinat, permute) :
permute ([ [x1,vy1,k1], [x2,v2,k2],[x3,y3,k3],[x4,v4,k4]1]):
ListArgs:=[seq([seg(op(op(i,op(J,"))),i=1..4)1,3=1..4)]:

seq(seq(simplify (subs (kl&.x4=—(k2&.x4)—-(k3&.x4),

subs (kl&.y4=—(k2&.y4) - (k3&.y4),subs (ConFis, subs (kl&.k2=
-(k1&.k3)-(k2&.k3),expand (Ampl_Graviton (op(op (i, ListArgs)

))— Ampl_Graviton (op(op(j,ListArgs))))))))),i=j+1..3),3=1..5);

0,0,0

Incluimos uma nova condi¢ao fisica de que o tensor de polariza¢io do graviton
tem traco nulo:
ConFis2:={seq(k.i&.k.i=0,1i=1..4),seqgq(k.i1&.x.1=0,i=1..4)
,seq(k.i&.y.i=0,1i=1..4),seq(x.i&.y.1=0,1=1..4) }:
test € simplesmente a amplitude mais geral possivel usando estas condi¢des
fisicas
test:=unapply (expand (subs (ConFis2, expand (Ampl_Graviton (x1,

vl,kl,x2,vy2,k2,x3,v3,k3,x4,y4,-k1-k2-k3))))
yx1,vy1,x2,y2,x3,y3,x4,v4) :

Iremos verificar agora se conseguimos construir uma amplitude invariante de
“gauge”, contraindo esta por um momento, que € andlogo a substituir um dos
indices por seu respectivo momento

factor (expand (subs (kl&.y4=-k2&.y4-k3&.y4,kl&.x4=-k2&.x4
-k3&.x4,k1&.k3=-k2&.k3-kl&.k2, expand (subs (ConFis2,
expand (test (kl,yl,x2,v2,x3,v3,x4,v4)))))));

0
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A amplitude de espalhamento possui ao todo uma quantidade de termos dada
por:

> nops(test(x1l,vl,x2,y2,x3,y3,x4,v4));
3660

C.3 Iniciando a fatorizacao

O préximo passo € tentar fatorizar a amplitude obtida. Primeiro iremos lo-
calizar os termos dependentes de momento no denominador e que j4 podem ser
fatorizados facilmente:

> resl:=expand(subs ({kl&.y4=-k2&.y4-k3&.y4,kl&.x4=
> -k2&.x4-k3&.x4},test(x1l,vy1l,x2,v2,x3,y3,x4,v4))):

> res2:=expand(subs ({k2&.y4=-kl&.y4-k3&.y4,k2&.x4=
> -kl&.x4-k3&.x4},test(x1l,vyl,x2,v2,x3,y3,x4,v4))):
Conseguimos entdo construir trés termos com nimeros iguais de operadores,
utilizando as condic¢des de transversalidade e conservacdo de momento adequa-
das:

> ABl:=coeff(resl,1/kl&.k2): nops(");
970

> AB2:=coeff (resl,1/kl&.k3): nops(");
970

> AB3:=coeff (res2,1/k2&.k3): nops(");
970

Logo poderemos construir a amplitude usando permutagdes do operadorAB1.
Mas ainda restam mais termos, extra, que sdo os termos sem denominadores
(termos de contato):

> extra:=expand(resl-(ABl/kl&.k2+AB2/k1&.k3+AB3/k2&.k3)):
nops (") ;

\Y

1894
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extral:=expand(subs ({k2&.y4=-kl&.y4-k3&.v4,k2&.x4=
-kl&.x4-k3&.x4},extra))
nops (") ;

836

extra2:=expand(subs ({kl&.y4=-k2&.y4-k3&.v4,kl&.x4=
-k2&.x4-k3&.x4},extra))
nops (") ;

836

extra3:=expand(subs ({k3&.y4=-k2&.y4-kl&.v4,k3&.x4=
-k2&.x4-kl&.x4},extra))
nops (") ;

836

extral23:=expand (extral/3+extra2/3+extral3/3):
nops (")=ifactor (nops (")) ;

1236 = (2)?(3)(103)

Podemos extrair de extral23, um termo primitivo que através de suas per-
mutagdes ciclicas de momentos e indices, retorna ao original. Estes termos iremos
denominar de part1. Eles sdo obtidos separando os termos de contato em trés
partes obtidas uma da outra por permutagdes ciclicas de (1,2,3)

partl:=unapply (expand(coeff (extral23,kl&.x4)*kl&.x4
+coeff (extral23,kls&.y4) *kls.v4),x1,y1,k1,x2,y2,k2,
x3,v3,k3):
part2:=unapply (expand (coeff (extral23, k2&.x4) *k2&.x4
+coeff (extral23,k2&.y4) *k2&.v4),x1,y1,k1,x2,vy2,k2,
x3,v3,k3):
part3:=unapply (expand (coeff (extral23,k3&.x4) *k3&.x4
+coeff (extral23,k3&.y4) *k3&.v4),x1,y1,k1,x2,y2,k2,
x3,v3,k3):

verificando a simetria destes termos
expand (partl (x2,vy2,k2,x3,y3,k3,x1,y1,kl)
-part2(x1,vyl,k1,x2,y2,k2,x3,y3,k3));
0

expand (partl (x3,vy3,k3,x1,vy1,k1l,x2,y2,k2)
-part3(x1l,vyl,kl,x2,v2,k2,x3,y3,k3));

0
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nops (partl(x1,vyl,kl1,x2,y2,k2,x3,y3,k3));
240

Agora iremos procurar, ainda em extral23, que ndo sejaiguaisa partn,
e analisar sua simetria:

restPart:=expand(extral23-partl (x1,yl,kl,x2,vy2,k2,x3,y3,k3)
-part2(x1,vyl,k1,x2,y2,k2,x3,y3,k3)-part3(x1,yl,kl,x2,vy2,k2,
x3,v3,k3)):

partla:=unapply (expand(coeff (restPart,x1&.x4) *x1&.x4
+coeff (restPart,yl&.x4) *yle.x4),x1,y1,k1,x2,y2,k2,
x3,v3,k3):

part2a:=unapply (expand (coeff (restPart, x2&.x4) *x2&.x4
+coeff (restPart,y2&.x4) *y2&.x4),x1,y1,k1,x2,vy2,k2,
x3,v3,k3):

part3a:=unapply (expand (coeff (restPart, x3&.x4) *x3&.x4
+coeff (restPart,y3&.x4) *y3&.x4),x1,y1,k1,x2,vy2,k2,
x3,v3,k3):

Verificamos que através de permutacdes ciclicas podemos mudar de uma para
outra funcdo
expand (partla (x2,y2,k2,x3,y3,k3,x1,y1l,kl)
-part2a(xl,yl,kl1,x2,y2,k2,x3,y3,k3));
0

expand (partla (x3,y3,k3,x1,vy1l,kl1,x2,y2,k2)
-part3a(xl,yl,kl,x2,y2,k2,x3,y3,k3));

0

Nossa hipétese € de que podemos construir os termos restantes usando somen-
te as funcOes partla, dependentes somente dos indices:
expand (restPart-partla(xl,yl,kl,x2,y2,k2,x3,y3,k3)

-part2a(xl,yl,kl,x2,y2,k2,x3,y3,k3)
-part3a(xl,yl,kl,x2,y2,k2,x3,y3,k3));

0
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E finalmente chegamos a forma que representa os numeradores da fatorizagao,
somando todos os termos fatorizados e permutando-os:
TotABl:=unapply (expand (ABl+kl&.k2*expand (partl (x1,vy1l,kl,x2,

v2,k2,x3,y3,k3) +partla(xl,yl,kl,x2,y2,k2,x3,vy3,k3))),
x1,v1l,k1,x2,y2,k2,x3,y3,k3):
Verificamos agora que TotAB1 (x1,vy1,k1l,x2,vy2,k2,x3,y3,k3) +(per-
mutagdes) reproduz exatamente a amplitude original, test:
expand (subs ({k2&.y4=-k1l&.y4-k36&.v4,k26&.x4=-k1&.x4-k3&.x4},
expand (TotAB1 (x1,yl,k1,x2,y2,k2,x3,y3,k3)/kl&.k2
+TotAB1 (x2,vy2,k2,x3,vy3,k3,x1,y1l,kl)/k2&.k3+

TotAB1 (x3,vy3,k3,x1,vy1,k1,x2,v2,k2) /kl&.k3
-test (x1,v1,x2,v2,x3,y3,x4,v4))));

0

Verificando a simetria de troca de indices deste termo fatorizado:
expand (TotAB1 (x1,y1l,kl1l,x2,y2,k2,x3,y3,k3)
-TotAB1 (y1l,x1,k1,x2,y2,k2,x3,y3,k3));
0

expand (TotABl (x1,yl,k1,x2,y2,k2,x3,y3,k3)
-TotABl (x1,y1l,k1,vy2,x2,k2,x3,y3,k3));

0

expand (TotABl (x1,yl,k1,x2,y2,k2,x3,y3,k3)
-TotABl (x1,y1l,k1,x2,vy2,k2,v3,x3,k3));

0,
o numero de termos obtidos é

nops (TotAB1 (x1,y1,k1l,x2,y2,k2,x3,y3,k3));
1382

save (TotABl, TotAB1TXT) :
O que faremos a seguir € explorar a simetria interna de permuta de indices
x; < y;, como veremos no apéndice seguinte.
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Apéndice D

Simetrizacao da amplitude
graviton-graviton

Abaixo listamos um algoritmo que procura na amplitude fatores que sdao simé-
tricos em z; <> y;. O objetivo deste algoritmo € reduzir a amplitude a um nimero
cada vez menor de termos para que assim possamos manipuld-la mais facilmen-
te e determinar os termos do produto da fatorizacdo. Iniciamos lendo o pacote
HIP e uma parte da amplitude, como mostrada no apéndice C, TotAB1, além
dos indices e quadrivetores necessarios:

restart;t0:=time () :read ‘HIP.m‘;setaliases|();
setfv(xl,x2,x3,x4,y1l,v2,y3,v4, k1,k2,k3);
read (*TotABITXT"Y) :
expla:=unapply ([op (TotABl (x1,v1l,k1l,x2,y2,k2,x3,v3,k3))]
, x1,y1) :
exp2a:=[op (TotABl (x1,vyl,k1,x2,y2,k2,x3,y3,k3))1]1:
nt :=nops (exp2) :

O procedimento abaixo localiza e separa os termos que sdo iguais na troca de
xl,yl:

simetriza := proc(expl,exp2,nt)
local xxx,i,j,Alpha; Alpha:=0;
for j to nt do
for i from j+1 to nt do

if op(i,expl(yl,x1l)) = op(j,exp2) then
Alpha := Alpha+top(i,exp2); break;
else xXxXX := XXX ;
fi
od

od;
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RETURN (expand (Alpha))

end:
Aplicando o procedimento em TotAB1:

resl:=simetriza (expla,exp2a,nt):
nops (resl);
res2:=unapply(resl,xl,vyl,kl,x2,v2,k2,x3,y3,k3):

Este passo visa escrever os termos que s@o iguais na troca de xl1 < yl, e
somar os termos que sdo simétricos em si, ou seja mantém a sua forma quando da
troca de x1 por y1. Estes termos precisam ser divididos entdo pelo fator %:

res3:=unapply (expand(res2(x1l,vyl,kl,x2,v2,k2,x3,y3,k3)+
(TotAB1l (x1,vy1l,k1,x2,y2,k2,x3,y3,k3) -
(res2(x1,vyl,k1,x2,vy2,k2,x3,y3,k3)+
res2(yl,x1,k1,x2,v2,k2,x3,y3,k3)))/2),x1,y1l,k1,x2,y2,
k2,x3,y3,k3):

nops (res3(x1,yl,k1,x2,v2,k2,x3,y3,k3));

726

Iremos verificar se o resultado estd correto observando se ele representa Tot AB1
fazendo a troca entre x1 <> y1
test:=expand (TotABl (x1,yl,kl1,x2,y2,k2,x3,y3,k3) -

(res3(x1,v1,kl,x2,v2,k2,x3,y3,k3)+
res3(yl,x1,k1,x2,v2,k2,x3,yv3,k3)));

test := 0

Recorremos a um procedimento parecido, porém para determinar no resultado
j4 obtido os termos que sdo obtidos pela troca de x2 < 2.

simetrizal := proc(expl,exp2,nt)
local xxx,1,j,Alpha; Alpha:=0;
for j to nt do
for i from j+1 to nt do

if op(i,expl(x1l,vl,kl,y2,x2,k2,x3,v3,k3)) = op(j,exp2) or
op(i,expl(yl,x1,kl,y2,x2,k2,x3,yv3,k3 )) = op(j,exp2) then
Alpha := Alpha+op (i, exp2); break;
else XXX := XXX ;
fi
od
od;
RETURN (expand (Alpha))
end:

Aplicamos o procedimento:
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expla:=unapply ([op(res3(x1l,vyl,kl,x2,v2,k2,x3,y3,k3))1,
x1l,y1l,k1,x2,vy2,k2,x3,v3,k3)
exp2a:=[op(res3(x1l,yl,kl,x2,y2,k2,x3,y3,k3))]:

nt :=nops (exp2a) ;

resla:=simetrizal (expla,exp2a,nt):

E novamente iremos somar aos termos simétricos em si mesmo:

res2a:=unapply (resla,x1l,vl,x2,v2,x3,y3):
res3a:=unapply (expand (resZ2a(xl,vyl,x2,vy2,x3,y3)+
(res3(x1,vy1l,kl,x2,v2,k2,x3,y3,k3)—-(res2a(xl,yl,x2,y2,x3,y3)
+res2a(x1l,yl,v2,x2,x3,y3)))/2),x1,yl,x2,y2,x3,y3):

nops (res3a(x1l,yl,x2,v2,x3,y3));

696

Iremos verificar se conseguimos o resultado anterior fazendo trocas entre os
indices x1,y1 e x2,y2:
expand (TotAB1 (x1,y1l,kl1l,x2,y2,k2,x3,y3,k3)
—(res3a(xl,yl,x2,y2,x3,y3)+

res3a(xl,yl,vy2,x2,x3,y3)+
res3a(yl,x1,x2,y2,x3,y3)+tres3a(yl,x1,y2,x2,x3,v3)));

0

Agora iremos verificar quais termos podem ser separados através da troca de
x3 < y3:

simetriza2 := proc(expl,exp2,nt)
local xxx,i,j,Alpha; Alpha:=0;
for j to nt do
for i from j+1 to nt do

if op(i,expl(xl,vyl,x2,y2,y3,x3,x4,y4)) = op(j,exp2)
or op(i,expl(xl,yl,v2,x2,y3,x3,x4,y4)) = op(]j,exp2)
or op(i,expl(yl,x1,x2,y2,y3,x3,x4,y4)) = op(]j,exp2)
or op(i,expl(yl,x1l,v2,x2,y3,x3,x4,y4)) = op(]j,exp2)
then
Alpha := Alpha+top (i, exp2); break;
else xXxXX := XXX ;
fi
od
od;
RETURN (expand (Alpha))
end:

Faremos toda a rotina anterior:

explb:=unapply ([op(res3a(xl,yl,x2,vy2,x3,y3))],
x1l,y1,x2,y2,%3,y3,x4,y4)
exp2b:=[op(res3a(xl,yl,x2,v2,x3,y3))1:



VVVVVYVVYVYV

VVVVVYVVYVYV

vV Vv

VVVVVVVYVVYVYVVYV

APENDICE D. SIMETRIZACAO DA AMPLITUDE GRAVITON-GRAVITONT5

nt :=nops (exp2b) :

reslb:=simetriza2 (explb, exp2b,nt):

res2b:=unapply (reslb,x1,vy1l,x2,y2,x3,y3,x4,vy4):
res3b:=unapply (expand (res2b(x1l,vyl,x2,v2,x3,y3,x4,y4)+
(res3a(x1l,yl,x2,y2,x3,y3) -
(res2b(x1,yl,x2,vy2,x3,y3,x4,v4)
+res2b(x1,y1,x2,vy2,y3,x3,x4,vy4)))/2),x1,y1l,x2,y2,x3
ryY3,x4,v4):

nops (res3b (x1,v1l,x2,y2,x3,y3,x4,v4));

696

Verificaremos se podemos escrever a amplitude original utilizando as simetrias
utilizadas

res3bl:=(x1,vy1l,x2,y2,x3,y3,x4,vy4) —>
res3b(x1l,vyl,x2,v2,x3,y3,x4,y4)+
res3b(yl,x1,x2,y2,x3,y3,x4,vy4):
res3b2:=(x1,vy1l,x2,y2,x3,y3,x4,v4) —>
res3bl(x1l,yl,x2,y2,x3,y3,x4,y4)+
res3bl (x1l,vyl,y2,x2,x3,y3,x4,y4):
res3b3:=(x1,vy1l,x2,y2,x3,y3,x4,v4) —>
res3b2(x1,yl,x2,y2,x3,y3,x4,y4)+
res3b2 (x1,vy1l,x2,vy2,yv3,x3,x4,y4):

expand (TotABl (x1,yl,k1l,x2,y2,k2,x3,y3,k3)
-res3b3(x1,yl,x2,vy2,x3,v3,x4,v4));

0

Finalmente, a dltima simetria € a troca de x4 <> y4, onde novamente recorre-
mos ao procedimento ja utilizado nas outras etapas

simetriza3 := proc(expl,exp2,nt)
local xxx,i,j,Alpha; Alpha:=0;
for j to nt do
for i from j+1 to nt do

if op(i,expl(x1l,vyl,x2,y2,x3,y3,v4,x4)) = op(Jj,exp2)
then
Alpha := Alpha+top(i,exp2); break;
else XXX:=XXX ;
fi
od
od;

RETURN (expand (Alpha))
end:
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explc:=unapply ([op(res3b(xl,yl,x2,vy2,x3,v3,x4,v4))]1,
x1l,y1l,x2,y2,x3,y3,%x4,vy4)
exp2c:=[op(res3b(xl,yl,x2,y2,x3,y3,x4,v4))1:
nt :=nops (exp2c) ;
reslc:=simetriza3 (explc,exp2c,nt):
res2c:=unapply (reslc,x1,vy1l,x2,vy2,x3,y3,x4,vy4):
res3c:=unapply (expand (res2c(x1l,vyl,x2,v2,x3,y3,x4,v4)
+(res3b(x1l,yl,x2,vy2,x3,y3,x4,v4)
- (res2c(x1,yl,x2,vy2,x3,y3,v4,x4)
+res2c(x1,y1,x2,v2,x3,y3,x4,y4)))/2),
x1,vy1l,x2,vy2,x3,y3,x4,v4) :

Vamos investigar se obtivemos uma forma mais simétrica, como anteriormen-
te:

res3cl:= (x1,vy1,x2,v2,x3,y3,x4,y4) —>
res3c(x1l,yl,x2,y2,x3,y3,x4,y4)+
res3c(yl,x1,x2,y2,x3,y3,x4,vy4):
res3c2:= (x1,vy1,x2,v2,x3,y3,x4,y4) —>
res3cl(x1l,yl,x2,y2,x3,y3,x4,y4)+
res3cl(x1l,vyl,y2,x2,x3,y3,x4,vy4) :
res3c3:= (x1,vy1,x2,v2,x3,y3,x4,y4) —>
res3c2(x1,yl,x2,vy2,x3,y3,x4,y4)+
res3c2(x1,vyl,x2,v2,y3,x3,x4,vy4) :
res3c4d:= (x1,vy1,x2,v2,x3,y3,x4,y4) —>
res3c3(x1,yl,x2,vy2,x3,y3,x4,y4)+
res3c3(x1,vyl,x2,v2,x3,y3,v4,x4) :

Resto:=unapply (expand (TotABl (x1,vy1l,kl,x2,y2,k2,x3,y3,k3)
-res3cd (x1,yl,x2,y2,x3,y3,x4,v4)),x4,vy4):
No entanto agora o procedimento ndo representa o resultado anterior exatamente:

nops (") ;

288

Entretanto esses termos podem ser ignorados pois sdo termos espurios, que
sobram do fato de simetrizarmos os indices 1,2 e 3, deixando o indice de Lorentz
4 fixo. Para provar isto,reescrevemos a expressiao verb+TotAB1+ dependendo do
indice 4,

TotAB2:=unapply (TotABl (x1,vy1l,kl,x2,vy2,k2,x3,y3,k3)
yx1,y1,k1,x2,y2,k2,x3,y3,k3,x4,vy4) :

Os termos ditos espurios sao originados na troca de x4 <> ys:
nops (TotAB2 (x1,vy1,k1l,x2,y2,k2,x3,y3,k3,x4,y4) -
TotAB2 (x1,vy1l,k1,x2,vy2,k2,x3,y3,k3,v4,x4));

288
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Mas no entanto estes termos sdo nulos,quando queremos reproduzir a ampli-
tude de espalhamento,utilizando permutacdes ciclicas dos indices restantes,estes
termos anulam-se:

expand (subs ({k2&.y4=-k1l&.y4-k3&.y4,k2&.x4=-kl&.x4-k3&.x4},
expand( (TotAB2 (x1,vy1l,k1l,x2,v2,k2,x3,yv3,k3,x4,v4)-TotAB2 (x1,
vl,k1,x2,y2,k2,x3,y3,k3,v4,x4))/kls&.k2+ (TotAB2(x2,v2,k2,x3,
yv3,k3,x1,vy1,kl,x4,y4)-TotAB2 (x2,vy2,k2,x3,y3,k3,x1,vy1,kl,v4,
x4)) /k2&.k3+ (TotAB2 (x3,y3,k3,x1,y1l,kl,x2,y2,k2,x4,y4) -
TotAB2 (x3,y3,k3,x1,y1,k1,x2,y2,k2,v4,x4))/k1&.k3)));

0

O que permite despreza-los. A expressdo restante ainda apresenta um ndmero
grande de termos:

nops (res3c(x1l,yl,x2,v2,x3,y3,x4,v4));
625

onde o resultado é mostrado abaixo, fazendo a substituicdo de ‘&.’para *.’:

res3c:=-1/16(x4.y3) (x3.y4) (x1.y2) (k1l.x2) (k2.k3) (k3.yl)+1/16
(x4.y3) (x3.y4) (k2.x1) (kl1.y2) (k3.x2) (k3.yl)-1/16
(x3.x4) (k2.y3) (k2.x1) (kl.y2) (k3.x2) (yl.y4)-1/32
(k3.v4) (x1.x2) (k1l.y2) (k2.x4) (x3.y1) (k1l.y3)-1/32
(x3.x4) (k2.y4) (x2.y1) (k2.x1) (y2.y3) (k1.k3)-1/32
(k3.y4) (k2.y1l) (k2.x1) (x2.x4) (y2.y3) (k1.x3)-1/32
(x4.y3) (k1.x3) (k2.x1) (kl1.y2) (yl.y4) (k3.x2)-1/96
(k1.k2) (x2.y4) (x3.y1) (y2.y3) (k2.x1) (k1l.x4)-1/32
(x3.x4) (k2.k3) (k2.x1) (k1.x2) (y2.y3) (yl.y4)-1/32
(x3.v4) (k2.x4) (x2.y1) (k2.x1) (k1.y3) (k3.y2)+1/32
(k3.v4) (k2.y1) (k1.x2) (x4.y2) (x1.y3) (k1.x3)-1/32
(k3.v4) (x2.y1) (k1l.y2) (k2.y3) (x1.x4) (k1.x3)-1/32
(x4.y3) (k1.x3) (k2.x1) (k1.x2) (y2.y4) (k3.y1l)+1/32
(y3.v4) (k2.x3) (yl.y2) (k2.x1) (x2.x4) (k1.k3)-1/32
(x3.y4) (k2.y1) (k1l.y2) (x1.y3) (k3.x2) (k3.x4)-1/64
(x4.y1) (k1.k2) (k3.x2) (k2.y3) (y2.y4) (x1.x3)+1/64
(k3.v4) (x1.y2) (k1.x2) (k2.x4) (x3.y1) (k1.y3)+1/32
(x4.y3) (k2.x3) (k1l.x2) (kl.y2) (x1.y4) (k3.yl)+1/64
(x3.v4) (k2.x4) (yl.y2) (k2.x1) (k1l.y3) (k3.x2)+1/32
(x3.y4) (k1.y3) (kl.y2) (kl1.x2) (k3.x1) (x4.y1l)-1/16
(k2.x3) (x1.x2) (yl.y2) (k2.x4) (k1.y3) (k2.y4)+1/32
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(k3.x4) (k2.x1) (k1.x2) (y2.y3) (x3.y1) (k3.y4)-1/64
(y3.v4) (yl.y2) (k1l.x2) (k2.x3) (k3.x1) (k3.x4)+1/64
(x4.y3) (k1.x3) (k2.x1) (k1.x2) (yl.y4) (k3.y2)+1/32
(x3.vy4) (x1.x2) (yl.y2) (k2.y3) (k2.k3) (k2.x4)-1/32
(k2.y3) (yl.y2) (k2.x1) (x2.x4) (k1.x3) (k2.y4)+1/32
(x4.y3) (k2.k3) (k1l.y2) (kl1.x2) (x1.y4) (x3.y1l)-1/64
(x4.y3) (k1.x3) (k2.y1) (k1.x2) (k3.y2) (x1.y4)-1/32
(x3.x4) (y3.y4) (kl.y2) (k1.x2) (k3.x1) (k3.yl)+1/64
(x1.x4) (k1.k2) (k3.x2) (k2.y3) (y2.y4) (x3.y1l)-1/32
(x4.y3) (x3.y4) (k2.y1) (k2.x1) (k3.y2) (k3.x2)+1/32
(k2.x3) (x1.y2) (k2.y1) (x2.x4) (k1.y3) (k2.y4)-1/16
(k2.y3) (k1.x2) (kl.y2) (yl.y4) (x1.x4) (k1l.x3)+1/64
(x4.y1) (k1.k2) (k3.y2) (k2.x3) (x1.x2) (y3.y4)+1/16
(k1.y3) (x2.y1) (k2.x1) (x4.y2) (k2.x3) (k2.y4)+1/16
(x4.y1) (k1.k2) (x2.x3) (k2.y3) (y2.y4) (k3.x1)-1/96
(k1.k2) (x2.y1) (x1.y3) (x3.x4) (kl.y2) (k1l.y4)-1/32
(x4.y1) (k1.k2) (k3.x2) (k2.y3) (x3.y4) (x1.y2)-1/16
(x1.v4) (x4.y1) (k1.k2) (y2.y3) (k2.x3) (k3.x2)-1/32
(x1.x4) (k1.k2) (k3.y2) (k2.y3) (x2.y4) (x3.y1l)-1/96
(k1.k2) (x1.y4) (x2.x3) (yl.y2) (k1.y3) (kl.x4)+1/32
(k3.yv4) (k2.y1) (k1.x2) (x4.y2) (x1.y3) (k2.x3)+1/32
(x3.y4) (x2.y1) (k1.y2) (k2.y3) (k3.x1) (k3.x4)+1/16
(x1.x4) (y2.y3) (k3.x2) (k2.y1l) (x3.y4) (k1.k2)+1/48
(k1.k2) (y3.y4) (kl.x4) (x1.y2) (x3.y1) (k3.x2)-1/32
(k1.k2) (x3.y1) (y2.y3) (x2.y4) (x1.x4) (k1.k3)+1/32
(y3.v4) (k2.x3) (k2.y1) (k2.x1) (k3.x2) (x4.y2)+1/16
(k3.x4) (k2.y1) (k1l.y2) (x2.%x3) (x1.y3) (k3.y4)-1/32
(x4.y3) (k2.x3) (k2.x1) (kl1l.y2) (x2.y4) (k3.y1l)+1/32
(y3.v4) (k1.k3) (yl.y2) (kl1.x2) (k2.x4) (x1.x3)-1/32
(x4.y3) (k2.x3) (x1.y2) (k2.y1l) (k3.x2) (k3.y4)-1/32
(y3.v4) (k2.k3) (x1.y2) (k2.y1l) (x2.x3) (k3.x4)-1/32
(k3.x4) (k2.y1) (k2.x1) (y2.y4) (x2.y3) (k2.x3)-1/32
(k3.x4) (k2.y1) (k2.x1) (y2.v4) (x2.y3) (k1.x3)+1/96
(k1.k2) (x4.y3) (x2.y1) (x1.y2) (k1.x3) (kl.y4)+1/32
(x2.v4) (k1.k2) (x3.y1) (k1.y3) (x1.x4) (k3.y2)-1/32
(x2.y4) (k1.k2) (x1.x3) (kl.y3) (x4.y1) (k3.y2)-1/64
(x3.y4) (k2.x4) (x1.y2) (k2.y1) (k1.y3) (k3.x2)-1/64
(k3.v4) (yl.y2) (k1.x2) (k2.x4) (x1.y3) (k1.x3)-1/32
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(k3.x4) (k2.y1) (k1.x2) (x3.y2) (x1.y3) (k3.y4)+1/32
(x4.y3) (x1.x2) (yl.y2) (k2.x3) (k2.k3) (k3.y4)+1/64
(x3.v4) (x1.y2) (k1.x2) (k2.y3) (k3.y1l) (k3.x4)+1/32
(x1.x4) (k1.k2) (k3.y2) (k3.x2) (x3.y1) (y3.y4)-1/64
(x1.x4) (k1.k2) (k3.y2) (k2.y3) (x2.y1) (x3.y4)+1/32
(x3.x4) (x1.x2) (yl.y2) (k2.y3) (k2.k3) (k2.y4)-1/32
(y3.v4) (x1.x2) (yl.y2) (k2.x4) (k1.x3) (k1.k3)-1/32
(k1.y3) (x2.y1) (x1.y2) (k2.y4) (k2.x3) (k3.x4)-1/32
(k2.x3) (x1.x2) (yl.y2) (k2.x4) (k1.y3) (k3.y4)+1/16
(y2.v4) (k1.k2) (x1.x3) (kl.y3) (x4.y1) (k3.x2)-1/64
(k1.k2) (x2.y3) (k2.k3) (yl.y4) (x1.x4) (x3.y2)-1/32
(k3.x4) (x2.y1) (k1l.y2) (x1.y3) (k2.x3) (k2.y4)-1/96
(k1.k2) (x3.x4) (yl.y2) (x2.y3) (k3.x1) (kl.y4)-1/32
(k3.v4) (yl.y2) (k1l.x2) (x1.y3) (k2.x3) (k2.x4)-1/32
(y3.v4) (k1.k3) (k2.y1) (k1.x2) (x1.x3) (x4.y2)+1/32
(x3.x4) (yl.y2) (k1.x2) (x1.y3) (k2.k3) (k3.y4)+1/32
(x3.y4) (k1.y3) (yl.y2) (kl1.x2) (k3.x1) (k2.x4)+1/16
(k2.x3) (x1.x2) (k2.y1) (y2.v4) (k1.y3) (k2.x4)-1/96
(k1.k2) (x4.y2) (x1.y3) (x2.x3) (k2.y1l) (kl.y4)+1/64
(k1.k2) (x4.y1) (x3.y4) (x1.y3) (k1.x2) (kl.y2)+1/32
(x3.vy4) (x1.x2) (yl.y2) (kl.y3) (k2.x4) (k1.k3)-1/192
(k1.k2) (x1.x4) (x3.y2) (k3.x2) (yl.y3) (kl.y4)+1/64
(x3.y4) (k1.k3) (x1.y2) (k1.x2) (k2.y3) (x4.y1l)-1/64
(k1.k2) (x1.y4) (x4.y1) (x3.y2) (k1.x2) (k1l.y3)+1/192
(k1.k2) (x2.y4) (k1l.x4) (x3.y1) (x1.y2) (k2.y3)-1/128
(x3.v4) (k2.y3) (k2.x1) (k1.x2) (x4.y2) (k3.y1l)+1/32
(x4.y3) (x1.x2) (k1l.y2) (k2.x3) (yl.y4) (k2.k3)-1/32
(x4.y3) (x1.x2) (yl.y2) (k2.x3) (k2.k3) (k2.y4)+1/64
(y3.v4) (k2.y1l) (k2.x1) (x2.x3) (k3.y2) (k3.x4)+1/64
(x4.y3) (k2.k3) (k2.y1) (k2.x1) (x3.y2) (x2.y4)+1/64
(x4.y3) (k1.x3) (x1.y2) (k1.x2) (yl.y4) (k2.k3)-1/32
(x3.x4) (k2.k3) (k1l.y2) (k1.x2) (yl.y3) (x1.y4)-1/128
(x4.y3) (k1.k3) (k2.x1) (kl1.y2) (x2.x3) (yl.y4)-1/128
(k3.x4) (x1.x2) (k1l.y2) (yl.y4) (k2.x3) (k1l.y3)-1/384
(k1.k2) (yl.y4) (x3.y2) (x1.x2) (k1.y3) (kl1l.x4)-1/128
(x3.y4) (k1.k3) (k2.x1) (kl.y2) (x2.x4) (yl.y3)-1/64
(k3.yv4) (kl.y2) (k1.x2) (x1.x3) (x4.y1) (kl.y3)-1/64
(k3.y4) (kl.y2) (k1.x2) (x1.x3) (x4.y1) (k2.y3)+1/64
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(x3.x4) (k1.y3) (k1l.y2) (kl1.x2) (x1.vy4) (k3.y1l)-1/128
(y3.v4) (k2.x3) (k2.x1) (k1.x2) (k3.y1l) (x4.y2)+1/64
(x4.y3) (k1.k3) (k1l.x2) (kl.y2) (x3.y1) (x1.y4)+1/128
(x3.y4) (k1.y3) (x2.y1) (kl1.y2) (x1.x4) (k2.k3)+1/128
(x3.x4) (k1.k3) (x1.x2) (kl.y2) (yl.y3) (k2.y4)+1/64
(x3.y4) (k1.k3) (k1.x2) (kl.y2) (x1.x4) (yl.y3)+1/128
(k3.y4) (k2.x4) (x2.y1) (k2.x1) (k1l.y3) (x3.y2)+3/64
(y3.v4) (x2.y1) (k1l.y2) (x1.x4) (k2.x3) (k2.k3)-1/64
(x4.y3) (x2.y1) (x1.y2) (k1.x3) (k2.y4) (k1.k3)-1/128
(k3.y4) (x1.y2) (k1.x2) (k2.y3) (x4.y1) (k1.x3)-1/64
(x3.x4) (y3.y4) (k2.k3) (k2.x1) (kl.y2) (x2.y1)-1/128
(x3.v4) (k2.x4) (x1.y2) (k2.y1l) (x2.y3) (k1.k3)+1/64
(x3.x4) (k1.k3) (k1l.x2) (kl.y2) (yl.y4) (x1.y3)+1/64
(x3.x4) (y3.v4) (x1.x2) (yl.y2) (k2.k3) (k1.k3)+1/64
(x4.y3) (x3.y4) (x2.y1) (x1.y2) (k2.k3) (k1.k3)-1/64
(k2.y3) (x1.y2) (k1.x2) (k2.x4) (yl.vy4) (k1.x3)-1/128
(k3.x4) (yl.y2) (k1.x2) (k2.y4) (x1.x3) (kl.y3)-1/64
(k3.x4) (kl.y2) (k1l.x2) (x3.y1l) (x1.y4) (k1l.y3)-1/64
(k3.x4) (kl.y2) (k1l.x2) (x3.y1l) (x1.y4) (k2.y3)-1/64
(k2.x3) (x1.y2) (k1.x2) (k2.y4) (x4.y1) (k1l.y3)+1/128
(x4.y3) (k2.k3) (x1.y2) (k2.y1) (x2.y4) (k1.x3)-1/64
(k3.x4) (k1.x2) (k1.y2) (x1.y3) (yl.v4) (k1.x3)+1/128
(k3.y4) (k2.x1) (k1.x2) (x4.y1) (y2.y3) (k2.x3)+1/128
(k3.x4) (k2.y1) (k1.x2) (x1.y4) (y2.y3) (k1.x3)+1/128
(k3.x4) (k2.y1) (k1.x2) (x1.y4) (y2.y3) (k2.x3)+1/128
(k3.v4) (k2.y1) (k1.x2) (x3.y2) (x1.x4) (k1l.y3)+1/128
(k3.vy4) (k2.y1) (k1.x2) (x3.y2) (x1.x4) (k2.y3)+1/192
(k1.k2) (x1.x2) (x3.y2) (kl.y4) (x4.y3) (k2.y1l)+1/192
(k1.k2) (x3.y4) (x1.x2) (yl.y2) (kl.y3) (kl.x4)+1/64
(k2.y3) (k2.y1) (k1l.x2) (x1.y4) (x4.y2) (k2.x3)-1/64
(k2.x3) (x1.y2) (k1.x2) (k2.y4) (x4.y1) (k2.y3)-1/128
(x3.x4) (k2.y3) (k2.y1) (k1.x2) (y2.vy4) (k3.x1)-1/128
(x3.vy4) (k2.k3) (x1.y2) (k2.y1l) (x2.y3) (k2.x4)-1/128
(x4.y3) (k2.k3) (x1.x2) (k2.y1l) (x3.y2) (k3.y4)-1/128
(k3.y4) (x1.x2) (k1l.y2) (k2.y3) (x3.y1) (k2.x4)-1/32
(k3.v4) (k1.x2) (kl.y2) (yl.y3) (x1.x3) (k3.x4)-1/128
(x3.v4) (k2.k3) (x2.y1) (k2.x1) (y2.y3) (k3.x4)+1/64
(x1.x4) (k1.k2) (x3.y2) (k2.y3) (x2.y4) (k3.y1l)-1/384
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(k1.k2) (x1.x4) (x2.y3) (yl.y2) (k1.x3) (k1l.y4)-1/128
(k1.k2) (x3.y4) (x1.x4) (yl.y2) (x2.y3) (k2.k3)+1/192
(k1.k2) (x2.x4) (k1l.y4) (x1.x3) (yl.y2) (k2.y3)-1/384
(k1.k2) (x1.x4) (x3.y2) (x2.y1) (k1.y3) (kl.y4)+1/192
(k1.k2) (x4.y3) (k1l.y4) (x1.y2) (x3.y1) (k3.x2)-1/384
(k1.k2) (yl.y4) (x3.y2) (k3.x2) (x1.y3) (k1l.x4)+1/192
(k1.k2) (y2.y4) (kl.x4) (x3.y1l) (x1.x2) (k2.y3)+1/192
(k1.k2) (x2.y4) (x1.y3) (k3.y1l) (kl.x4) (x3.y2)+1/192
(k1.k2) (x4.y2) (y1.y3) (k3.x1) (x2.x3) (kl.y4)+1/192
(k1.k2) (x2.y1) (y2.y3) (k1.x4) (x3.vy4) (k2.x1)-1/128
(y2.v4) (k1.k2) (k1.x3) (k3.x1) (x2.y3) (x4.y1l)+1/64
(x2.y4) (k1.k2) (k1.y3) (k1.x3) (yl.y2) (x1.x4)+1/192
(k1.k2) (y2.y4) (x3.y1) (k3.x1) (kl.x4) (x2.y3)-1/32
(k3.v4) (yl.y2) (k1l.x2) (x1.x4) (k2.x3) (k2.y3)+1/64
(x3.x4) (y3.y4) (k2.y1) (k1.x2) (k3.y2) (k3.x1)-1/64
(k1.y3) (yl.y2) (k1l.x2) (k2.y4) (x1.x4) (k1.x3)-1/64
(k1.y3) (yl.y2) (k1.x2) (x1.y4) (k2.x4) (k2.x3)+1/128
(k3.vy4) (x1.x2) (k2.y1) (x4.y2) (k1.x3) (k2.y3)-1/128
(x3.x4) (k2.y4) (x1.y2) (k2.y1l) (k1l.y3) (k3.x2)+1/64
(k1.y3) (k2.y1) (k1.x2) (y2.y4) (x1.x4) (k1.x3)-1/32
(k1.x3) (k1.x2) (k1l.y2) (x4.y1) (x1.y4) (k1l.y3)-3/64
(x3.x4) (x1.x2) (yl.y2) (kl.y3) (k2.y4) (k1.k3)-1/128
(y3.v4) (k2.x4) (yl.y2) (k2.x1) (x2.x3) (k1.k3)-1/64
(x4.y3) (x3.y4) (x1.y2) (k2.y1l) (k1.k3) (k3.x2)-1/32
(k2.y3) (k1.x2) (k1l.y2) (x1.y4) (x4.y1) (k2.x3)+1/128
(k3.x4) (k2.x1) (k1.y2) (yl.v4) (x2.x3) (k1.y3)+1/128
(k3.x4) (k2.x1) (k1.y2) (yl.v4) (x2.x3) (k2.y3)+1/64
(k2.x3) (k2.x1) (k1l.y2) (x2.y4) (x4.y1) (k2.y3)+1/128
(k1.k2) (x1.x4) (k3.y1l) (x3.y2) (y3.v4) (k1.x2)-1/128
(x4.y3) (x1.x2) (k1l.y2) (k2.x3) (k3.y1l) (k2.y4)+1/128
(k1.k2) (x4.y1) (k2.x1) (x2.y3) (k1.x3) (y2.y4)-1/64
(k1.x3) (x1.y2) (k2.y1) (x2.y4) (k2.y3) (k2.x4)+1/128
(k1.k2) (x2.y3) (x1.x3) (x4.y1) (yv2.y4) (k2.k3)-1/64
(k2.y3) (k2.y1) (k1l.y2) (x1.x4) (x2.y4) (k2.x3)+1/384
(k1.k2) (yl.y4) (y2.y3) (k3.x2) (x1.x3) (k1.x4)+1/384
(k1.k2) (x1.y4) (x3.y2) (x2.y1) (kl.y3) (kl.x4)-1/128
(k3.x4) (x1.y2) (k2.y1) (x2.%x3) (k2.y3) (k2.y4)-1/32
(k1.k2) (x1.x4) (yl.y4) (x2.x3) (kl.y2) (k1l.y3)-1/128
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(k3.x4) (k2.y1) (k1.y2) (x1.y4) (x2.x3) (k2.y3)-1/192
(k1.k2) (x4.y3) (kl.y4) (yl.y2) (x1.x3) (k3.x2)-1/96
(k1.k2) (x3.y4) (kl.x4) (x1.x2) (y1l.y3) (k3.y2)-1/96
(k1.k2) (x2.x4) (k1l.y4) (x3.y1) (x1.y2) (k2.y3)-1/192
(k1.k2) (y2.y4) (x1.x3) (k3.y1l) (kl.x4) (x2.y3)-1/192
(k1.k2) (x2.y4) (k1l.x4) (x1.y3) (yl.y2) (k2.x3)-1/64
(k1.k2) (x1.y4) (x4.y1) (y2.y3) (k1.x2) (k1.x3)+1/128
(x1.x2) (x3.y2) (y3.v4) (x4.y1) (k1.k2)"2+1/128(x2.y1)
(y2.y3) (x3.y4) (x1.x4) (k1.k2)72-1/128(y3.y4) (k1.x3
) (x2.y1) (k1.y2) (x1.x4) (k2.k3)-1/64 (x4.y1) (k1.k2)
(x3.y2) (k2.y3) (x2.y4) (k3.x1)+1/128 (k1.k2) (x3.vy4)
(x4.y1) (x1.y2) (x2.y3) (k2.k3)+1/128 (k1.k2) (x3.y2)
(y1l.y3) (x1.x4) (x2.y4) (k2.k3)-1/192(k1.k2) (y2.y3)
(x2.%x3) (x1.x4) (k3.y1l) (k1.y4)+1/192(k1l.k2) (x2.y4)
(k1.x4) (y1l.y3) (x1.y2) (k2.x3)-1/96(k1l.k2) (x4.y3)
(kl.y4) (x1.x2) (yl.y2) (k2.x3)-1/128(k1l.k2) (x2.x3)
(y3.v4) (k2.x1) (x4.y1) (kl.y2)-1/96(kl.k2) (x3.y4)
(x2.y1) (x1.y2) (k1l.x4) (k2.y3)-1/128 (x2.y1) (x3.y2)
(y3.v4) (x1.x4) (k1.k2)"2+1/64 (x1.x4) (x3.y2) (yl.y4)
(x2.y3) (k1.k2)72-1/128(x1.x2) (y2.y3) (x3.y4) (x4.y1)
(k1.k2)"2+1/64(x3.y4) (k1.x2) (kl.y2) (x1.y3) (k3.y1)
(k3.x4)+1/64 (k3.x4) (x1.x2) (k2.y1l) (x3.y2) (k2.y3)
(k3.y4)4+1/128 (x4.y3) (x1.x2) (kl.y2) (x3.y1) (k2.k3)
(k3.y4)-1/128 (x3.x4) (k2.k3) (x2.y1) (k2.x1) (y2.y3)
(k2.y4)-1/128 (x3.x4) (k2.y3) (x2.y1) (k2.x1) (k3.y2)
(k3.y4)-1/128 (x3.x4) (k2.k3) (x2.y1) (k2.x1) (y2.y3)
(k3.y4)+1/128 (x4.y3) (x2.y1) (kl.y2) (k2.x3) (k3.x1)
(k3.y4)4+1/128 (x4.y3) (x2.y1) (kl.y2) (k2.x3) (k3.x1)
(k2.y4)-1/64(k3.x4) (yl.y2) (k1.x2) (x1.y3) (k2.x3)
(k3.y4)-1/128(x3.x4) (yl.y2) (kl.x2) (k2.y3) (k3.x1)
(k3.y4)+1/384(k1.k2) (x3.y4) (x2.y1) (y2.y3) (k3.x1)
(kl.x4)-1/64 (x1.x4) (x2.x3) (k3.y2) (k2.y1) (y3.vy4)
(k1.k2)+1/32(k2.y3) (x1.x2) (k2.y1) (y2.y4) (k2.x3)
(k3.x4)+1/64 (y3.y4) (k2.x3) (k1.x2) (kl.y2) (k3.x1)
(x4.y1)+1/128(k3.x4) (x1.x2) (k2.y1) (k1.x3) (y2.y4)
(k2.y3)+1/64(x4.y3) (yl.y2) (k2.x1) (x2.y4) (k1.x3)
(k1.k3)+1/64 (x3.y4) (x1.x2) (kl.y2) (x4.y1) (k2.y3)
(k2.k3)-1/128(k1.k2) (y2.y4) (k1.x2) (x3.y1) (k2.y3)
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(x1.x4)-1/384(k1.k2) (x1.y4) (y2.y3) (k3.x2) (x3.y1)
(k1.x4)+1/192(k1l.k2) (x2.x3) (y2.y3) (x4.y1) (k3.x1)
(kl.y4)-1/384(k1.k2) (x4.y3) (x1.x2) (x3.y2) (k3.y1)
(k1l.y4)-1/128(k1.k2) (x3.y2) (x1.y3) (x4.y1) (x2.y4)
(k2.k3)+1/64(k1.k2) (x1.x4) (y1l.v4) (y2.y3) (k1.x2)
(k1.x3)+1/64(k1.k2) (x3.y2) (k2.k3) (x1.y4) (x4.y1)
(x2.y3)+1/192(k1.k2) (x3.x4) (kl.y4) (x2.y1) (x1.y3)
(k3.y2)+1/64(x4.y1) (x2.x3) (k3.y2) (k2.x1) (y3.y4)
(k1.k2)-1/96(k1l.k2) (x3.x4) (x2.y1) (x1.y2) (kl.y4)
(k2.y3)-1/96(k1.k2) (y3.v4) (x1.x2) (yl.y2) (kl.x4)
(k2.x3)4+1/192(k1.k2) (x3.y4) (k1.x4) (x2.y1) (x1.y3)
(k3.y2)+1/64(k1l.k2) (x1.x4) (y3.v4) (x3.y1) (kl.y2)
(k1.x2)4+1/128 (x4.y3) (k1.k3) (k2.y1l) (k1.x2) (x3.y2)
(x1.y4)+1/64 (k2.x3) (x1.y2) (k1.x2) (yl.y4) (k2.x4)
(k1.y3)+1/128 (x3.x4) (k1.k3) (k2.y1l) (kl.y2) (x1.y4)
(x2.y3)-1/128 (k3.v4) (k2.x4) (x1.x2) (k2.y1) (k1.y3)
(x3.y2)+1/128 (y3.v4) (k2.k3) (k2.y1l) (k1.x2) (x1.x3)
(x4.y2)-1/64 (x3.y4) (k1.k3) (x2.y1) (kl.y2) (x1.y3)
(k2.x4)4+1/128 (x3.y4) (k2.y3) (k2.x1) (k1.x2) (x4.y1)
(k3.y2)-1/128 (x3.vy4) (k1.k3) (x2.y1) (kl.y2) (k2.y3)
(x1.x4)+1/64 (x3.x4) (k2.y3) (k2.x1) (k1.x2) (y2.y4)
(k3.y1)-1/128 (k3.x4) (k2.x1) (kl.y2) (x2.y4) (x3.y1)
(k1.y3)-1/128(k3.y4) (k2.x4) (x2.y1l) (k2.x1) (y2.y3)
(k1.x3)-3/64(y3.y4) (x1.x2) (kl.y2) (k2.x3) (x4.y1)
(k2.k3)-1/64 (x4.y3) (x1.y2) (k2.y1l) (k1.x3) (x2.y4)
(k1.k3)+1/128(k3.y4) (yl.y2) (k1.x2) (k2.y3) (x1.x4)
(k1.x3)4+1/128 (k3.x4) (x1.y2) (k1.x2) (x3.y1) (k2.y4)
(k1l.y3)-1/128(x4.y3) (k1.k3) (k2.x1) (k1.x2) (yl.y4)
(x3.y2)-1/128 (y3.y4) (k1.x3) (k2.x1) (kl.y2) (x2.x4)
(k3.y1)+1/128(x4.y3) (k2.x3) (yl.y2) (k2.x1) (k1.k3)
(x2.y4)+1/128 (k3.x4) (k2.y1) (kl.y2) (x2.y4) (x1.x3)
(kl.y3)-1/64(k3.y4) (k1l.y2) (kl1.x2) (x1.x4) (y1l.y3)
(k1.x3)-1/64(k3.y4) (k1l.y2) (kl1.x2) (x1.x4) (y1l.y3)
(k2.x3)-1/64 (x3.y4) (k2.y3) (kl.y2) (k1.x2) (k3.y1)
(x1.x4)4+1/128(x4.y3) (k1.k3) (x1.x2) (kl.y2) (yl.y4)
(k2.x3)+1/64 (x4.y3) (k1.x3) (k1.x2) (kl.y2) (k3.x1)
(yl.y4)+1/64(k2.y3) (yl.y2) (kl1.x2) (k2.y4) (x1.x4)
(k2.x3)-1/128 (x4.vy3) (x1.x2) (kl.y2) (k2.x3) (k3.y1)
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(k3.y4)+1/128(k1.k2) (y3.v4) (x4.y1) (x1.x2) (x3.y2)
(k2.k3)+1/128 (x4.y3) (k2.y1) (k1.x2) (x1.x3) (k3.y2)
(k3.y4)-1/128 (x4.y3) (x2.y1) (kl.y2) (x1.x3) (k2.k3)
(k3.y4)-1/128 (k3.x4) (x1.y2) (k2.y1l) (k1l.y3) (x2.y4)
(k2.x3)4+1/128 (x4.vy3) (k2.k3) (x2.y1) (k2.x1) (x3.y2)
(k3.y4)-1/128 (k3.v4) (k2.x1) (k1.x2) (x4.y1) (x3.y2)
(k1.y3)-1/384(k1.k2) (x4.y1) (x2.y3) (x1.x3) (kl.y2)
(kl.y4)+1/64(k1.x3) (x1.y2) (k2.y1l) (x2.y4) (k1l.y3)
(k2.x4)4+1/32(k1.k2) (x1.y4) (x4.y1l) (x2.x3) (k1l.y3)
(kl.y2)+1/64(k1.x3) (y1l.y2) (k2.x1) (x2.y4) (k2.y3)
(k2.x4)-1/128 (x4.y3) (k2.x1) (k1.x2) (x3.y1) (k3.y2)
(k3.y4)+1/128 (k3.x4) (x1.x2) (k2.y1) (y2.y3) (k2.x3)
(k2.y4)4+1/128 (x3.x4) (x1.y2) (k1.x2) (k2.y3) (k3.y1)
(k3.y4)+1/128 (x3.x4) (x1.y2) (k1.x2) (k2.y3) (k3.y1)
(k2.y4)+1/64 (k2.x3) (x1.y2) (k2.y1l) (x2.x4) (k2.y3)
(k2.y4)+1/64 (k2.y3) (x1.x2) (k2.y1) (y2.y4) (k2.x3)
(k2.x4)4+1/128 (k3.x4) (x2.y1) (kl1.y2) (x1.y4) (k2.x3)
(k1.y3)+1/128(kl.k2) (y2.y4) (kl.x2) (x1.x3) (k2.y3)
(x4.y1)-1/32(k1l.x3) (x1.x2) (yl.y2) (k2.y4) (k1.y3)
(k2.x4)4+1/64 (x3.y4) (x1.x2) (y1l.y2) (k2.y3) (k2.k3)
(k3.x4)4+1/128(k3.x4) (yl.y2) (k2.x1) (x2.x3) (k2.y3)
(k2.y4)+1/64 (x4.y3) (k1l.y2) (k1.x2) (x1.x3) (k3.y1)
(k3.y4)-1/384(k1.k2) (x1.y4) (x3.y2) (k2.y3) (x2.y1)
(k1.x4)-1/384(k1.k2) (x1.y4) (x2.y3) (x3.y1) (k1l.y2)
(k1l.x4)-1/384(k1.k2) (yl.y4) (x3.y2) (x1.y3) (k1l.x2)
(k1.x4)-1/128(k1.k2) (y3.vy4) (x1.x4) (x2.y1) (x3.y2)
(k2.k3)-1/128 (k1.k2) (x2.y3) (x3.y1) (x1.x4) (y2.y4)
(k2.k3)-1/16(k3.y4) (x2.y1) (x1.y2) (k2.y3) (k2.x3)
(k2.x4)-1/128 (k1.k2) (x1.y3) (x2.x3) (y2.y4) (x4.y1)
(k1.k3)-1/128(k1.k2) (x1.x4) (k2.y1l) (x2.y3) (k1.x3)
(y2.y4)-1/384(k1.k2) (x4.y2) (x1.y3) (k1.x3) (x2.y1)
(k1.y4)-1/384(k1.k2) (y2.y4) (x1.y3) (x2.x3) (k2.y1)
(k1.x4)4+1/192(k1.k2) (y3.vy4) (x2.y1l) (x1.y2) (k1.x3)
(k1.x4)-1/384(k1.k2) (yl.y4) (x2.y3) (k2.x3) (x1.y2)
(k1.x4)-1/128(x4.y3) (k1.x3) (k2.y1l) (kl.y2) (x2.y4)
(k3.x1)-1/64(x3.x4) (y3.y4) (k1.k3) (x1.x2) (kl.y2)
(k2.y1)+1/128 (x3.x4) (k1.k3) (yl.y2) (k1.x2) (k2.y3)
(x1.y4)-1/384(k1.k2) (x3.y4) (x1.x2) (y2.y3) (k3.y1)
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(k1.x4)-1/128 (k3.x4) (x1.y2) (k1.x2) (k2.y3) (x3.y1)
(k2.y4)+1/128 (k3.y4) (k2.x4) (x1.x2) (k2.y1) (y2.y3)
(k1.x3)-1/128(x3.y4) (k2.y3) (k2.y1l) (k1.x2) (x1.x4)
(k3.y2)+1/64 (y3.y4) (k1.k3) (k1.x2) (kl.y2) (x4.y1)
(x1.x3)-1/128 (x3.v4) (k2.y3) (k2.x1) (kl.y2) (x2.x4)
(k3.y1)-1/32(k2.x3) (x2.y1) (x1.y2) (k2.y4) (k2.y3)
(k2.x4)+1/64 (k1.x3) (x1.x2) (k2.y1l) (x4.y2) (k1.y3)
(k2.y4)-1/32(k3.x4) (x2.y1) (x1.y2) (k2.x3) (k2.y3)
(k3.y4)-1/128 (y3.y4) (k2.y1) (k1.x2) (x3.y2) (k3.x1)
(k3.x4)+1/64(y3.y4) (x2.y1) (x1.y2) (k2.x3) (k2.k3)
(k3.x4)+1/64 (x3.x4) (k1.x2) (kl.y2) (y1l.y3) (k3.x1)
(k3.y4)+1/64 (y3.y4) (k1.x2) (kl.y2) (x3.y1) (k3.x1)
(k3.x4)4+1/128 (x3.y4) (k1.k3) (x1.x2) (kl.y2) (x4.y1)
(k2.y3)+1/128 (x3.y4) (k1.k3) (x1.x2) (k1l.y2) (yl.y3)
(k2.x4)-1/128 (y3.v4) (k2.k3) (k2.x1) (k1.x2) (x3.y1)
(x4.y2)+1/128 (y3.v4) (k1.x3) (x1.x2) (kl.y2) (x4.y1)
(k2.k3)-1/128 (y3.v4) (k1.k3) (k2.y1l) (kl.y2) (x1.x4)
(x2.x3)+1/128(kl.k2) (x2.x3) (y3.v4) (k2.y1l) (x1.x4)
(kl.y2)-1/64(k2.y3) (yl.y2) (k2.x1) (x2.x4) (k2.x3)
(k2.y4)+1/128 (x3.x4) (k2.y3) (x1.x2) (k2.y1) (k3.y2)
(k3.y4)+1/64(kl1.y3) (yl.y2) (kl1.x2) (k2.y4) (x1.x4)
(k2.x3)+1/64 (x3.x4) (k1.k3) (x2.y1) (kl.y2) (k2.x1)
(y3.y4)+1/384(k1.k2) (x1.x4) (x2.y3) (x3.y1) (k1l.y2)
(k1l.y4)+1/384(k1.k2) (x4.y3) (x2.y1) (x3.y2) (k3.x1)
(k1l.y4)+1/128 (k3.y4) (k2.x1) (k1.x2) (x4.y1) (y2.y3)
(k1.x3)4+1/128(k3.x4) (yl.y2) (k2.x1) (x2.y4) (k1.y3)
(k2.x3)-1/64(k3.x4) (k1.x2) (kl.y2) (x1.y3) (yl.vy4)
(k2.x3)-1/128 (x3.x4) (k1.k3) (k2.x1) (kl.y2) (yl.y4)
(x2.y3)+3/64 (x3.y4) (k2.k3) (kl.y2) (k1.x2) (yl.y3)
(x1.x4)+1/64(y3.y4) (k2.k3) (k1.x2) (kl.y2) (x4.y1)
(x1.x3)-1/384(k1.k2) (x2.x4) (x3.y1) (y2.y3) (k2.x1)
(kl.y4)-1/128(k1.k2) (x4.y1) (k3.x1) (x3.y2) (kl.x2)
(y3.y4)-1/128 (x3.x4) (k2.x1) (kl1l.y2) (x2.y3) (k3.y1)
(k3.y4)-1/64(x4.y1) (x3.y2) (x1.v4) (x2.y3) (k1.k2)" 2+
1/128(k1.k2) (yl.y3) (x2.x3) (y2.y4) (x1.x4) (k1.k3)+1
/128 (x3.x4) (k2.y4) (yl.y2) (k2.x1) (k1.y3) (k3.x2)+1/
64 (x3.x4) (k2.k3) (x1.x2) (k2.y1) (k1l.y3) (y2.y4)-1/64
(x4.y3) (k2.x3) (x1.y2) (k2.y1) (k3.x2) (k2.y4)+1/64
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(x4.y3) (k1.k3) (yl.y2) (kl1.x2) (k2.x3) (x1.y4)+1/64
(x4.y3) (k2.x3) (k2.y1) (k2.x1) (k3.y2) (x2.y4)-1/32
(k3.vy4) (x1.x2) (k1l.y2) (y1l.y3) (k2.x3) (k3.x4)-1/64
(x3.v4) (k2.k3) (x2.y1) (k2.x1) (y2.y3) (k2.x4)+1/64
(x4.y3) (k2.k3) (x2.y1) (k2.x1) (k1.x3) (y2.y4)-1/64
(x3.x4) (k1.y3) (x1.y2) (k1.x2) (yl.y4) (k2.k3)-1/64
(x3.vy4) (k2.y3) (x1.y2) (k2.y1l) (k3.x2) (k2.x4)-1/64
(x3.vy4) (k2.y3) (x1.y2) (k2.y1l) (k3.x2) (k3.x4)+3/64
(x3.y4) (k1.y3) (x1.y2) (k1.x2) (x4.y1l) (k2.k3)-1/64
(y3.v4) (k2.x3) (x1.x2) (k2.y1) (k3.y2) (k3.x4)-1/64
(y3.v4) (k2.x3) (x1.x2) (k2.y1) (k3.y2) (k2.x4)-1/64
(x3.v4) (k1.y3) (k2.y1) (kl1l.y2) (x2.x4) (k3.x1)+1/64
(y3.v4) (k1.x3) (k2.y1) (k2.x1) (k3.y2) (x2.x4)-1/32
(k3.x4) (k2.y1l) (k2.x1) (x2.y3) (x3.y2) (k3.y4)+1/64
(k3.x4) (k2.x1) (k1.x2) (y2.y4) (x3.y1) (k1.y3)+1/64
(k3.v4) (k2.x4) (yl.y2) (k2.x1) (x2.y3) (k1.x3)+1/32
(x3.x4) (x1.y2) (k2.y1) (x2.y4) (k1.y3) (k1.k3)+1/64
(x4.y3) (k1.k3) (k2.y1) (k2.x1) (x2.x3) (y2.y4)-1/64
(x4.y3) (k1.k3) (k2.y1) (kl1l.y2) (x1.x3) (x2.y4)-1/64
(y3.v4) (k1.x3) (k2.y1) (k1.x2) (x1.x4) (k3.y2)-1/32
(k3.v4) (x2.y1) (k1.y2) (k2.y3) (x1.x3) (k3.x4)+1/32
(y3.v4) (x1.y2) (k1.x2) (k2.x3) (x4.y1) (k2.k3)-1/64
(k3.y4) (k2.y1l) (k2.x1) (x2.x4) (x3.y2) (k2.y3)+1/32
(x4.y3) (x1.x2) (k2.y1) (k1.x3) (y2.y4) (k1.k3)+1/32
(k1.y3) (k2.y1) (k1l.x2) (x1.y4) (x4.y2) (k2.x3)+1/64
(k3.x4) (k2.x1) (k1l.y2) (x3.y1) (x2.y4) (k2.y3)+1/64
(k2.y3) (yl.y2) (k1.x2) (x1.y4) (k2.x4) (k1.x3)+1/128
(y3.v4) (k2.x1) (k1.x2) (x3.y2) (k3.y1) (k3.x4)+1/128
(x3.y4) (k1.k3) (k2.y1) (kl.y2) (x2.x4) (x1.y3)-1/128
(k3.v4) (k2.x1) (k1l.x2) (x4.y1l) (x3.y2) (k2.y3)-1/64
(k1.y3) (yl.y2) (k2.x1) (x2.y4) (k1.x3) (k2.x4)+1/64
(y3.v4) (k1.k3) (k2.x1) (kl.y2) (x2.x3) (x4.y1)-1/128
(x4.y3) (k2.x3) (x1.y2) (k2.y1) (k1.k3) (x2.y4)-1/128
(k3.y4) (k2.y1l) (k1l.x2) (x1.x4) (y2.y3) (k1.x3)+1/128
(y3.v4) (k1.x3) (k2.y1) (kl.y2) (x2.x4) (k3.x1)+1/128
(y3.v4) (k2.x3) (k2.y1) (k1.x2) (k3.x1) (x4.y2)+1/128
(x3.x4) (k2.k3) (x1.x2) (k2.y1) (y2.y3) (k2.y4)-1/128
(k3.y4) (k2.y1) (k1.x2) (x1.x4) (y2.y3) (k2.x3)-1/128
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(k3.x4) (k2.y1) (k1.y2) (x1.y4) (x2.x3) (k1l.y3)+1/128
(x3.y4) (k2.y3) (k2.y1) (k1.y2) (k3.x1) (x2.x4)+1/128
(x3.x4) (k2.k3) (x1.x2) (k2.y1) (y2.y3) (k3.y4)+1/128
(k3.x4) (yl.y2) (k1.x2) (k2.y3) (x1.x3) (k2.y4)+1/128
(k3.v4) (x2.y1) (k1l.y2) (k2.y3) (x1.x3) (k2.x4)-1/64

(k3.v4) (x2.y1) (k2.x1) (x3.y2) (k2.y3) (k3.x4)-1/64

(x3.x4) (y3.y4) (k2.x1) (k1.x2) (k3.y1l) (k3.y2)-1/128
(x4.y3) (k1.k3) (x2.y1) (kl1.y2) (k2.x3) (x1.y4)+1/64

(k3.vy4) (x1.y2) (k1.x2) (y1.y3) (k2.x3) (k3.x4)+1/128
(x3.v4) (k2.k3) (yl.y2) (k2.x1) (x2.y3) (k2.x4)-1/128
(x4.y3) (k2.k3) (yl.y2) (k2.x1) (k1.x3) (x2.y4)-1/128
(x3.y4) (k1.y3) (x1.x2) (kl.y2) (x4.y1) (k2.k3)+1/128
(x3.y4) (k2.k3) (x1.x2) (k2.y1) (y2.y3) (k3.x4)-1/192
(k1.k2) (x4.y2) (x1.y3) (k3.y1l) (kl.y4) (x2.x3)+1/128
(k1.k2) (x1.y4) (x3.y2) (k3.x2) (yl.y3) (kl.x4)+1/384
(k1.k2) (x4.y1) (x2.y3) (x1.y2) (k1.x3) (kl.y4)+1/128
(y2.v4) (k1.k2) (k1.x3) (k3.y1l) (x2.y3) (x1.x4)-1/64

(x2.v4) (k1.k2) (k1.y3) (k1.x3) (x1.y2) (x4.y1l)-1/64

(k3.v4) (x2.y1) (k2.x1) (k1.x3) (x4.y2) (k2.y3)+1/384
(k1.k2) (y2.y4) (y1l.y3) (x2.x3) (k2.x1) (k1l.x4)-1/32

(k2.x3) (x2.y1) (k2.x1) (y2.v4) (k2.y3) (k3.x4)-1/192
(k1.k2) (x2.y4) (y1.y3) (k3.x1) (x3.y2) (k1l.x4)-1/192
(k1.k2) (y2.y4) (k1l.x4) (x1.x3) (x2.y1) (k2.y3)+1/384
(k1.k2) (x1.y4) (x2.y3) (k2.x3) (yl.y2) (kl.x4)-1/64

(k1.x3) (k2.x1) (k1l.x2) (x4.y1l) (y2.y4) (k1.y3)+1/32

(k3.x4) (x1.y2) (k1.x2) (yl.v4) (k2.y3) (k2.x3)+1/64

(x4.y3) (x3.y4) (yl.y2) (k2.x1) (k3.x2) (k1.k3)-1/64

(x3.vy4) (x2.y1) (k1l.y2) (k2.y3) (x1.x4) (k2.k3)-1/128
(k3.x4) (k2.x1) (k1.x2) (y2.y3) (yl.v4) (k2.x3)-1/192
(k1.k2) (x1.x2) (y2.y3) (k1.x4) (x3.y4) (k2.y1l)-1/128
(x3.x4) (yl.y2) (k1.x2) (k2.y3) (k3.x1) (k2.y4)+1/128
(x3.x4) (k2.y1) (k1l.y2) (x2.y3) (k3.x1) (k3.y4)+1/64

(x3.x4) (k2.k3) (x1.x2) (kl.y2) (k2.y1) (y3.y4)-1/192
(k1.k2) (x2.y1) (x3.y2) (kl.y4) (x4.y3) (k2.x1)-1/128
(k3.x4) (x2.y1) (k2.x1) (y2.y3) (k2.x3) (k2.y4)+1/384
(k1.k2) (x1.y4) (x3.y2) (yl.y3) (kl.x2) (k1.x4)+1/384
(k1.k2) (x2.x4) (x1.x3) (y2.y3) (k2.y1l) (k1.y4)+1/384
(k1.k2) (yl.y4) (x3.y2) (k2.y3) (x1.x2) (k1l.x4)+1/384
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(k1.k2) (x4.y2) (y1l.y3) (k1.x3) (x1.x2) (k1l.y4)+1/384
(k1.k2) (yl.y4) (x2.y3) (x1.x3) (kl.y2) (kl.x4)-1/64
(k2.x3) (x2.y1) (k2.x1) (y2.y4) (k2.y3) (k2.x4)-1/64
(k1.x3) (x2.y1) (k2.x1) (x4.y2) (k1.y3) (k2.y4)-1/128
(k3.x4) (k2.x1) (k1.x2) (y2.y3) (yl.v4) (k1.x3)+1/128
(x3.vy4) (k2.x4) (y1l.y2) (k2.x1) (x2.y3) (k1.k3)+1/128
(x4.y3) (k1.x3) (k2.x1) (kl.y2) (x2.y4) (k3.yl)-1/64
(k2.x3) (k2.x1) (k1.x2) (x4.y2) (yl.y4) (k2.y3)+1/128
(y3.v4) (k2.x4) (x1.y2) (k2.y1l) (x2.x3) (k1.k3)-3/128
(x3.x4) (k1.k3) (x1.y2) (k1.x2) (k2.y3) (yl.y4)+1/64
(kl.y3) (x1.y2) (k1.x2) (k2.y4) (x4.y1) (k1.x3)-1/192
(k1.k2) (x4.y1) (x2.x3) (k3.y2) (x1.y3) (kl.y4)+1/96
(k1.k2) (x2.x3) (y2.y3) (x1.y4) (k3.y1l) (k1l.x4)+1/96
(k1.k2) (x2.x4) (k1l.y4) (x1.y3) (yl.y2) (k2.x3)+1/64
(x3.x4) (x2.y1) (k1.y2) (k2.y3) (k3.x1) (k3.y4)-1/192
(k1.k2) (x3.y4) (y1l.y2) (x2.y3) (k3.x1) (k1l.x4)-1/48
(k1.k2) (x1.y3) (x3.y1) (y2.y4) (k3.x2) (kl.x4)-1/48
(k1.k2) (x1.y3) (x3.y1) (x2.x4) (k3.y2) (kl.y4)-1/64
(x3.v4) (k2.k3) (k2.x1) (k1.y2) (yl.y3) (x2.x4)+1/32
(k1.k2) (y2.y3) (k2.k3) (yl.y4) (x1.x4) (x2.x3)-1/32
(x3.v4) (k2.k3) (k2.x1) (k1.x2) (yl.y2) (x4.y3)+1/64
(x3.x4) (k1.k3) (k2.y1) (k2.x1) (y2.y3) (x2.y4)+1/64
(y3.v4) (k1.x3) (yl.y2) (kl1.x2) (x1.x4) (k2.k3)-1/64
(k1.k2) (x3.y4) (x4.y1) (x1.x2) (y2.y3) (k2.k3)-1/64
(k1.k2) (x2.x3) (y1l.y3) (x1.x4) (y2.y4) (k2.k3)-1/64
(x3.y4) (k2.k3) (k2.x1) (k1.x2) (y2.y3) (x4.y1)+1/96
(k1.k2) (x3.x4) (k1l.y4) (x1.y2) (yl.y3) (k3.x2)+1/96
(k1.k2) (x2.y3) (x3.y2) (x1.x4) (k3.y1) (kl.y4)-1/192
(k1.k2) (x4.y1) (x2.%x3) (x1.y2) (k1.y3) (kl.y4)-1/192
(k1.k2) (yl.y4) (x2.y3) (k3.y2) (x1.x3) (k1l.x4)+1/32
(x1.x4) (k1.k2) (k2.x3) (k2.y3) (x2.y4) (yl.y2)-1/64
(y2.v4) (k1.k2) (k1.y3) (k3.x1) (x2.x3) (x4.y1l)+1/64
(k3.x4) (x1.x2) (k2.y1) (x3.y2) (k2.y3) (k2.y4)+1/64
(x3.vy4) (x2.y1) (k1l.y2) (k2.y3) (k3.x1) (k2.x4)+1/64
(x4.y3) (x1.x2) (k1l.y2) (x3.y1) (k2.k3) (k2.y4)-1/64
(k1.k2) (y2.y4) (k1.x2) (x1.y3) (k2.x3) (x4.y1)-1/192
(k1.k2) (x1.x4) (y2.y3) (k3.x2) (x3.y1) (kl.y4)-1/192
(k1.k2) (y3.y4) (x1.x2) (x3.y2) (k3.y1l) (kl.x4)-1/64
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(k1.k2) (y3.y4) (k1.x3) (x2.y1) (k3.y2) (x1.x4)+3/64
(k1.k2) (x1.x4) (yl.y4) (x3.y2) (k1.x2) (k1l.y3)+1/64
(k3.x4) (k2.y1l) (k1l.x2) (x1.y4) (x3.y2) (k2.y3)+1/32
(x1.x4) (yl.y4) (x2.x3) (y2.y3) (k1.k3) (kl1.k2)+1/32
(k1.k2) (y3.y4) (x1.y2) (k1.x2) (k2.x3) (x4.y1)+1/96
(k1.k2) (x4.y3) (kl.y4) (x2.y1) (x1.x3) (k3.y2)+1/96
(k1.k2) (x4.y2) (k1l.y4) (x3.y1l) (x1.x2) (k2.y3)+1/96
(k1.k2) (x2.y4) (x1.x3) (k3.y1l) (kl.x4) (y2.y3)+1/96
(k1.k2) (y2.y4) (kl.x4) (x1.y3) (x2.y1) (k2.x3)+1/32
(k1.k2) (x1.y4) (x4.y1) (x2.y3) (kl.y2) (k1.x3)+1/32
(k1.k2) (x3.y4) (yl.y2) (kl1l.x2) (k2.y3) (x1.x4)-1/64
(x1.y2) (x2.x3) (y3.y4) (x4.y1l) (k1.k2)"2-1/64(yl.y2)
(x2.y3) (x3.y4) (x1.x4) (k1.k2)"2+1/32(x4.y1) (x2.x3)
(x1.y4) (y2.y3) (k1.k2)"2-1/64(x3.y4) (k2.y1) (kl.y2)
(x2.y3) (k3.x1) (k3.x4)+1/64 (k3.x4) (k2.y1) (k1l.x2)
(y2.y4) (x1.y3) (k2.x3)-1/64 (k1.k2) (x1.x4) (k3.y1)
(x2.%x3) (y3.y4) (kl.y2)+1/64 (k3.x4) (k2.y1) (k1l.x2)
(y2.v4) (x1.y3) (k1.x3)+1/64 (x4.y3) (x1.y2) (kl.x2)
(k2.x3) (k3.y1) (k2.y4)-1/64 (k1.k2) (x4.y1) (k2.x1)
(y2.y3) (k1.x3) (x2.y4)-1/64 (k1.k2) (x4.y1) (k3.x1)
(y2.y3) (k1.x2) (x3.y4)-1/64(k1.k2) (y2.y3) (x1.x3)
(x4.y1) (x2.y4) (k2.k3)+1/32(k2.y3) (k2.y1l) (k1l.x2)
(x1.x4) (y2.y4) (k2.x3)-1/64 (k1.k2) (x1.x4) (k2.y1)
(x2.x3) (y2.y4) (k1.y3)-1/32(kl.y3) (x1.y2) (kl.x2)
(yl.v4) (k2.x4) (k1.x3)+1/32(k2.y3) (x2.y1) (k2.x1)
(x4.y2) (k2.x3) (k2.y4)+1/32(k2.x3) (k2.x1) (k1.x2)
(x4.y1) (yv2.y4) (k1.y3)-1/192(k1.k2) (y2.y4) (x1.y3)
(k1.x3) (x2.y1) (kl1.x4)+1/64 (k3.x4) (yl.y2) (k2.x1)
(x2.y4) (k1.x3) (k2.y3)-1/64 (x4.y3) (k2.x1) (kl.y2)
(x2.%x3) (k3.y1) (k3.y4)-1/64 (k3.x4) (x2.y1) (kl.y2)
(k2.y3) (x1.y4) (k1.x3)-1/64(k3.x4) (yl.y2) (k1l.x2)
(x1.y4) (k2.x3) (k1l.y3)-1/64(kl1.k2) (x2.y4) (kl.y2)
(x1.x3) (k2.y3) (x4.y1)-1/64 (k1.k2) (y2.y3) (x3.y4)
(k2.x1) (x4.y1) (k1.x2)-1/64(k1.k2) (x3.y2) (y3.y4)
(k2.y1) (x1.x4) (k1.x2)-1/32(k2.y3) (x2.y1) (kl.y2)
(k2.y4) (x1.x4) (k2.x3)-1/32(k2.x3) (k2.y1) (k2.x1)
(x2.x4) (y2.y4) (k2.y3)+1/64 (x4.y3) (x1.y2) (kl1.x2)
(k2.x3) (k3.y1) (k3.y4)-1/64 (k1.k2) (y3.y4) (x4.y1)
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(x1.y2) (x2.x3) (k2.k3)-1/32(k2.y3) (k2.y1) (k2.x1)
(x2.x4) (y2.y4) (k1.x3)-1/64 (x4.y3) (k2.y1) (k1l.y2)
(x1.x3) (k3.x2) (k3.y4)+1/96(k1.k2) (x2.x4) (x3.y1)
(k3.x1) (kl.y4) (y2.y3)+1/32(k1.x3) (k2.y1) (k1l.x2)
(x4.y2) (x1.y4) (k1.y3)+1/64 (k3.x4) (x1.x2) (k2.y1)
(k1.y3) (y2.y4) (k2.x3)+1/64 (x3.y4) (x1.x2) (kl.y2)
(y1l.y3) (k2.k3) (k2.x4)+1/64 (x3.y4) (x1.x2) (kl.y2)
(y1l.y3) (k2.k3) (k3.x4)-1/64 (x4.y3) (k2.k3) (yl.y2)
(k2.x1) (x2.x3) (k2.y4)-1/64(x4.y3) (k2.k3) (yl.y2)
(k2.x1) (x2.x3) (k3.y4)+1/64 (k3.y4) (k2.x1) (k1l.y2)
(x4.y1) (x2.x3) (k1.y3)+1/64 (k3.y4) (k2.x1) (kl.y2)
(x4.y1) (x2.x3) (k2.y3)+1/32(kl.y3) (x2.y1) (k2.x1)
(y2.y4) (k1.x3) (k2.x4)+1/64 (y3.y4) (yl.y2) (kl.x2)
(x1.x3) (k2.k3) (k2.x4)+1/64 (y3.y4) (x2.y1) (kl.y2)
(x1.x3) (k2.k3) (k3.x4)-1/64 (y3.y4) (k1.k3) (k2.x1)
(k1.x2) (x3.y2) (x4.y1)-1/32(x3.y4) (k2.y3) (yl.y2)
(k2.x1) (x2.x4) (k1.k3)-1/64(y3.y4) (k2.x3) (k2.y1)
(k1l.y2) (k3.x2) (x1.x4)-1/64 (x3.y4) (k1l.y3) (k2.y1)
(k1l.y2) (k3.x2) (x1.x4)+1/64 (x4.y3) (k2.x3) (x1.x2)
(k2.y1) (k1.k3) (y2.y4)+1/64 (k3.y4) (k2.y1) (kl.y2)
(x1.x4) (x2.y3) (k1.x3)-1/64(y3.y4) (k1.x3) (k2.y1)
(k1.x2) (x4.y2) (k3.x1)+1/64 (x3.x4) (k1.y3) (k2.y1)
(k2.x1) (x2.y4) (k3.y2)-1/64 (y3.y4) (k2.x3) (k2.y1)
(kl.y2) (k3.x1) (x2.x4)-1/64 (x3.x4) (k2.k3) (x1.y2)
(k2.y1) (x2.y3) (k2.y4)+1/64 (k3.y4) (k2.y1l) (kl.y2)
(x1.x4) (x2.y3) (k2.x3)+1/64 (x4.y3) (k1.x3) (yl.y2)
(k1.x2) (k3.x1) (k2.y4)+1/64 (k3.x4) (k2.y1) (k1.x2)
(x1.vy4) (x3.y2) (k1.y3)-1/64 (x3.y4) (k2.y3) (k2.y1)
(k1.x2) (k3.x1) (x4.y2)-1/64 (x3.x4) (k2.k3) (x1.y2)
(k2.y1) (x2.y3) (k3.y4)+1/64 (x4.y3) (k1.x3) (x2.y1)
(kl.y2) (x1.y4) (k2.k3)+1/64 (x3.x4) (k2.y3) (k2.y1)
(k2.x1) (y2.y4) (k3.x2)+1/96(k1.k2) (x2.y1) (x1.x3)
(x4.y3) (kl.y2) (k1l.y4)+1/32(k3.y4) (yl.y2) (k2.x1)
(x2.%x3) (k2.y3) (k3.x4)-1/64 (k3.y4) (k2.y1l) (k2.x1)
(x2.y3) (x4.y2) (k2.x3)+1/64 (x4.y3) (k1.x3) (k2.y1)
(k2.x1) (y2.y4) (k3.x2)+1/64 (y3.y4) (k1.k3) (k2.y1)
(k2.x1) (x3.y2) (x2.x4)+1/32(y3.v4) (yl.y2) (k2.x1)
(k1.x3) (x2.x4) (k1.k3)-1/64(k3.x4) (x1.x2) (kl.y2)
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(x3.y1) (k2.y4) (k1.y3)-1/64 (x3.x4) (k2.y4) (x2.y1)
(k2.x1) (k1.y3) (k3.y2)+1/64 (x3.y4) (k1.k3) (k2.y1)
(k2.x1) (x4.y2) (x2.y3)-1/32(k2.y3) (x2.y1) (kl.y2)
(x1.y4) (k2.x4) (k1.x3)-1/64(y3.y4) (k2.x1) (kl.y2)
(x2.%x3) (k3.y1) (k3.x4)-1/64 (x4.y3) (k1.k3) (k2.y1)
(kl.y2) (x2.x3) (x1.y4)+1/64 (x3.x4) (k1.k3) (yl.y2)
(k1.x2) (x1.y3) (k2.y4)-1/32(k2.x3) (x1.x2) (kl.y2)
(yl.v4) (k2.x4) (k1.y3)-1/64 (x3.x4) (k1.k3) (k2.y1)
(k1.x2) (x1.y4) (y2.y3)-1/64 (x4.y3) (k2.k3) (k2.y1)
(kl.y2) (x2.y4) (x1.x3)+1/64 (y3.vy4) (k2.k3) (x1.x2)
(k2.y1) (x4.y2) (k1.x3)+1/32(y3.v4) (k2.k3) (k2.y1)
(k2.x1) (x2.x3) (x4.y2)+1/64 (x3.y4) (k1.y3) (k2.y1)
(k2.x1) (x4.y2) (k3.x2)+1/64 (k3.y4) (k2.x4) (x1.y2)
(k2.y1) (k1.y3) (x2.x3)-1/64 (y3.y4) (k2.k3) (k2.y1)
(kl.y2) (x1.x3) (x2.x4)-1/64 (x3.y4) (k2.k3) (k2.y1)
(k2.x1) (y2.y3) (x2.x4)-1/64 (x3.y4) (k1.k3) (k2.y1)
(kl.y2) (x1.x4) (x2.y3)+1/64 (x3.y4) (k2.y3) (k2.x1)
(k1.y2) (x4.y1) (k3.x2)+1/64(x3.y4) (k1.k3) (yl.y2)
(k1.x2) (k2.y3) (x1.x4)-1/64 (y3.y4) (k2.k3) (x1.x2)
(k2.y1) (x3.y2) (k2.x4)-1/64 (x3.x4) (k1.k3) (k2.y1)
(k1.x2) (x1.y3) (y2.y4)+1/32(k2.y3) (k2.x1) (k1l.x2)
(x4.y2) (y1.y4) (k1.x3)-1/64(x3.x4) (k2.k3) (k2.x1)
(k1.x2) (y1.y3) (y2.y4)-1/32(kl.y3) (x2.y1) (k1l.y2)
(k2.y4) (x1.x4) (k2.x3)+1/32 (x3.x4) (x1.x2) (kl.y2)
(k2.y3) (yl.y4) (k2.k3)+1/64 (k3.y4) (x1.x2) (k2.y1)
(x4.y2) (k1.y3) (k2.x3)+1/64 (k3.x4) (k2.x1) (k1l.y2)
(x2.y3) (y1l.y4) (k1.x3)-1/64(x3.y4) (k2.x4) (x2.y1)
(k2.x1) (y2.y3) (k1.k3)-1/64 (x4.y3) (k2.y4) (yl.y2)
(k2.x1) (k1.x3) (k3.x2)+1/64 (k3.x4) (k2.y4) (x2.y1)
(k2.x1) (y2.y3) (k1.x3)-1/32(k2.y3) (yl.y2) (kl.x2)
(x1.y4) (k2.x4) (k2.x3)-1/32(k1.x3) (x1.y2) (k1l.x2)
(k2.v4) (x4.y1) (k2.y3)+1/32(x3.y4) (x1.x2) (k2.y1)
(x4.y2) (k1.y3) (k1.k3)+1/64 (x3.y4) (k2.k3) (x1.y2)
(k2.y1) (x2.x4) (k1.y3)+1/32(k2.x3) (k2.x1) (kl.y2)
(x2.x4) (yl.y4) (k2.y3)-1/64 (y3.y4) (k2.x4) (x1.x2)
(k2.y1) (x3.y2) (k1.k3)-1/32(x3.x4) (y3.y4) (x1.x2)
(k2.y1) (k1.k3) (k3.y2)-1/64 (y3.y4) (k2.k3) (k2.y1)
(k1.x2) (x3.y2) (x1.x4)+1/64 (x3.x4) (k1.k3) (x1.x2)
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(kl.y2) (k2.y3) (yl.y4)-1/32(kl.y3) (x1.x2) (kl.y2)
(k2.y4) (x4.y1) (k1.x3)-1/32(x4.y3) (k1.k3) (x1.x2)
(k2.y1) (k1.y2) (x3.y4)+1/32(k1.x3) (k2.x1) (kl.y2)
(x4.y1) (x2.y4) (k2.y3)+1/64 (y3.y4) (k1.k3) (x1.y2)
(k1.x2) (x4.y1) (k2.x3)-1/32(x3.%x4) (k1.k3) (yl.y2)
(k1.x2) (k2.x1) (y3.y4)+1/32(k1.x3) (k2.x1) (k1l.y2)
(x4.y1) (x2.y4) (k1.y3)+1/64(k3.x4) (k2.y4) (yl.y2)
(k2.x1) (k1.y3) (x2.x3)-1/32(kl.y3) (k2.y1l) (k2.x1)
(x2.y4) (x4.y2) (k1.x3)-1/32(kl.y3) (k2.y1) (k2.x1)
(x2.vy4) (x4.y2) (k2.x3)+1/64 (x3.x4) (k1.y3) (x1.x2)
(kl.y2) (k2.y4) (k3.y1)+3/64 (x3.x4) (k2.k3) (k2.y1)
(k2.x1) (y2.y3) (x2.y4)-1/16(k3.x4) (x1.x2) (kl.y2)
(yl.v4) (k2.y3) (k2.x3)-1/64 (k3.x4) (x2.y1) (kl.y2)
(k2.y4) (x1.y3) (k1.x3)-1/64 (x3.x4) (k2.y3) (yl.y2)
(k2.x1) (k3.x2) (k2.y4)-1/32(x4.y3) (x3.y4) (x2.y1)
(k2.x1) (k3.y2) (k1.k3)+1/96(k1.k2) (x1.x3) (y1l.y3)
(x2.x4) (kl.y2) (k1l.y4)+1/96(k1.k2) (x1.x3) (y1l.y3)
(y2.y4) (k1.x2) (k1l.x4)+1/32(x3.y4) (yl.y2) (kl.x2)
(k2.y3) (x1.x4) (k2.k3)+1/32(x4.y3) (k2.y1l) (k2.x1)
(x3.y2) (k3.x2) (k3.y4)+1/64 (k3.x4) (k2.x1) (k1l.y2)
(x2.y3) (yl.y4) (k2.x3)+1/96(kl1.k2) (x2.x3) (y2.y3)
(yl.v4) (k2.x1) (k1l.x4)+1/96(k1.k2) (x1.y2) (x2.y3)
(k1l.x4) (x3.y4) (k2.y1)+1/96(k1.k2) (x1.x2) (y2.y3)
(kl.y4) (x3.x4) (k2.y1)-1/192(k1.k2) (x1.y2) (yl.y3)
(x3.y4) (k1.x2) (kl.x4)+1/64 (y3.y4) (x1.x2) (kl.y2)
(k2.x3) (k3.y1) (k2.x4)+1/64 (x3.x4) (x2.y1) (kl.y2)
(k2.y3) (k3.x1) (k2.y4)+1/96(k1.k2) (x2.y3) (x3.y2)
(x4.y1) (k2.x1) (kl.y4)-1/64 (x3.x4) (k2.y1l) (k2.x1)
(x2.y3) (k3.y2) (k3.y4)-1/192(k1.k2) (x4.y1) (x2.x3)
(k2.y3) (x1.y2) (kl.y4)-1/64 (x3.x4) (k2.x1) (kl.y2)
(y1l.y3) (k3.x2) (k3.y4)-1/64 (x3.x4) (k2.y1) (k1l.x2)
(y2.y3) (k3.x1) (k3.y4)+1/64 (x3.x4) (yl.y2) (kl.x2)
(x1.y3) (k2.k3) (k2.y4)-1/64 (k1.k2) (x2.y1) (x1.x3)
(y3.v4) (kl.y2) (k1l.x4)-1/32(x3.x4) (k2.k3) (x1.y2)
(k1.x2) (k2.y1) (y3.y4)+1/96(k1.k2) (x1.x2) (x3.y2)
(k1l.x4) (y3.y4) (k2.y1)+1/96(k1.k2) (yl.y2) (x2.x3)
(kl.yv4) (x4.y3) (k2.x1)+1/64 (k3.y4) (x2.y1) (k2.x1)
(x3.y2) (k2.y3) (k2.x4)+1/64 (k3.y4) (x1.x2) (k2.y1)
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(y2.y3) (k2.x3) (k2.x4)+3/64 (x3.%x4) (k2.y3) (yl.y2)
(k2.x1) (x2.y4) (k1.k3)+1/32(k3.y4) (x1.x2) (k2.y1)
(y2.y3) (k2.x3) (k3.x4)+1/64 (k3.x4) (yl.y2) (k2.x1)
(x2.y3) (k2.x3) (k2.y4)-1/96(k1.k2) (x1.y4) (x2.x3)
(yl.y3) (kl.y2) (kl.x4)+1/64 (x4.y3) (k1.k3) (x1.x2)
(kl.y2) (x3.y1) (k2.y4)-1/192(k1.k2) (x4.y2) (x1.x3)
(k1l.y3) (x2.y1) (k1l.y4)-1/192(k1.k2) (x1.x4) (x2.y3)
(k2.x3) (yl.y2) (k1l.y4)-1/192(k1.k2) (x2.y4) (x1.x3)
(k1.y3) (yl.y2) (k1l.x4)-1/192(k1.k2) (yl.y4) (x2.x3)
(k2.y3) (x1.y2) (k1.x4)-1/192(k1.k2) (x2.x4) (y1l.y3)
(k1.x3) (x1.y2) (k1l.y4)-1/192(k1.k2) (yl.y4) (y2.y3)
(x1.x3) (k1.x2) (k1.x4)+1/32(k2.x3) (yl.y2) (k2.x1)
(x2.y4) (k2.y3) (k2.x4)+1/32(k1.x3) (yl.y2) (k2.x1)
(x2.x4) (k1.y3) (k2.y4)-1/192(k1.k2) (x1.x4) (y2.y3)
(x3.y1) (k1.x2) (k1l.y4)+1/96(k1.k2) (x2.x4) (x1.y3)
(k3.y1) (kl.y4) (x3.y2)-1/64(k1.k2) (x3.y4) (k1.y3)
(x1.y2) (k3.x2) (x4.y1)-1/192(k1.k2) (x1.y4) (x2.x3)
(k3.y2) (y1l.y3) (k1l.x4)-1/192(k1.k2) (x4.y1) (y2.y3)
(x1.x2) (k1.x3) (kl.y4)-1/64 (x2.y4) (k1.k2) (k1.x3)
(k3.y1) (y2.y3) (x1.x4)+1/32(y2.y4) (k1.k2) (k1l.y3)
(k1.x3) (x1.x2) (x4.y1)+1/64 (k3.y4) (yl.y2) (k2.x1)
(k1.x3) (x2.x4) (k2.y3)+1/16(k2.x3) (yl.y2) (k2.x1)
(x2.y4) (k2.y3) (k3.x4)+1/96(k1.k2) (y2.y4) (yl.y3)
(k3.x1) (x2.x3) (k1l.x4)+1/96(k1.k2) (x2.y4) (kl.x4)
(x1.x3) (yl.y2) (k2.y3)-1/192(k1.k2) (x1.y4) (y2.y3)
(k2.x3) (x2.y1) (k1.x4)+3/64 (x3.y4) (k2.y1) (k2.x1)
(x2.y3) (k3.y2) (k3.x4)+1/384(k1.k2) (x4.y1) (x3.y2)
(x1.x2) (k1.y3) (kl.y4)+1/32(y3.y4) (x1.x2) (yl.y2)
(k2.x3) (k2.k3) (k2.x4)+1/32 (x3.x4) (k2.y3) (kl.y2)
(k1.x2) (x1.y4) (k3.y1l)-1/64 (x4.y3) (k2.y1) (k2.x1)
(x2.%x3) (k3.y2) (k3.y4)-1/64 (y3.y4) (k2.k3) (k2.y1)
(k2.x1) (x3.y2) (x2.x4)-1/64 (y3.y4) (k1.x3) (x1.y2)
(kl.x2) (x4.y1) (k2.k3);
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Apéndice E

Regras de Feynman no acoplamento
foton-graviton

O programa abaixo pretende extrair as regras de Feynman, pelo menos até o
vértice cubico, na teoria com interacdo eletromagnética, na auséncia de férmions.
Reiniciamos lendo os pacotes necessarios e fazendo as defini¢des:

restart; tO:=time(): read ‘HIP.m‘;setaliases();
setfv(xl,x2,x3,x4,x5,v1,vy2,vy3,v4,y5,rl,r2,
sl,s2,k1,k2, k3,k4,K4,z3,pl,p2);
setindex (ml,nl,n2,m2,mu, nu,alpha,beta, gamma,eta, sigma, rho) ;
with (combinat,permute) :

Definimos um tensor simétrico gravitacional, como feito no apéndice B:

proc (mu, nu)

if [mu,nu] = sort ([mu,nu]) then RETURN (' procname (args)’)
else RETURN (F (nu, mu) )
fi

end:

Agora iremos utilizar a aproximacao de campo fraco, utilizando a representa-
¢do de Golberg (observe que o campo do graviton € F},,):

gtup:=(ml,nl)->ml&. nl+k*F (ml,nl):
. 1 . ~ ,
Introduzimos o valor calculado de —¢~ 2, numa aproximacdo até >

sqrtg:=1-k/2*F (ml,ml)-3*k*3/8*F (ml,nl) *F (nl,ml) :
O tensor antissimétrico R* = 0* A¥ — 0" A* € definido a seguir:

R:=proc (mu,nu) if [mu,nul=sort ([mu,nul)
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then RETURN (dp (B[mu],nu)-dp (B[nu], mu))
elif mu=nu then
RETURN (0)
else RETURN (-dp (B[mu],nu)+dp(B[nu],mu))
fi end:
A lagrangeana de interacdo entre fotons e gravitons, explicitada no capitulo 2,

¢ escrita aqui:
lagran:=unapply (expand (contract (expand (-1/4*sqrtg*R (mu, alpha)

*R (nu, beta) * (gtup (mu, nu) *gtup (alpha,beta)))))) :
O procedimento abaixo 1ra extrair as regras de Feynman no espaco de momentos

para acoplamentos entre gravitons e fétons; neste caso os fotons t€m momentos 7;
e indices de Lorentz s;

feyn_fot:= proc(a) local 1dpA, 1lp, fdpA, fp,ldpaux,lfaux,
ldpAl,1dpA2,1£f1,1£f2,1£3,1f4,1£f5,1i,new, factor ;
if type(a, ‘+') then RETURN (map (feyn_fot,a))
elif type(a, **' ) then
fdpA:=0;
fp:=0;
for i to nops(a) do
if type(op(i,a),integer) or type(op(i,a),fraction)
or type(op(i,a),string) then fp:=f
p; fdpA:=fdpA;
elif op(0,0op(i,a))=F then lfaux:=op(l,op(i,a)),
op(2,0p(i,a));
if fp=0 then 1fl:=1faux;
fp:=1
elif fp=1 then 1f2:=1faux;
fp:=2
elif fp=2 then 1f3:=1faux;
fp:=3
elif fp=3 then 1f4:=1faux;
fp:=4
elif fp=4 then 1f5:=1faux;
fp:=5
fi; fi;
if op(0,0op(i,a))=dp then ldpaux:=op(l,op(l,op(i,a))),
op(l,op(2,0p(i,a)));
if fdpA=0 then 1ldpAl:=ldpaux;

fdpA:=1
elif fdpA=1 then 1ldpA2:=ldpaux;
fdpA:=2
fi
elif op(0,op(i,a))=""" then
if op(0,o0p(l,0p(i,a)))=F then

1fl:=op(l,0p(l,op(i,a))),op(2,0p (1,
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op(i,a)));
1f2:=1f1;
fp:=2
fi;
if op(0,0op(l,0p(i,a)))=dp then
ldpAl:=op(l,0p(l,0p(l,0p(i,a)))),op(l,op(2,0p(l,0p(i,a))));
1dpA2:=1dpAl;
fdpA:=2
fi
fi;od
fi;
if fdpA=0 then
elif fp=5 then
factor:=simplify(a/F(1£f1l)/F(1£f2)/F(1£3)/F(1£f4)/F (1£5)
/dp (B[1dpAl[1]1],1dpAl[2])/dp (B[1dpA2[1]], 1dpA2[2]));
new:=-1f1[1] &. x1 * 1f1[2] &. y1l * 1f2[1] &. x2 *
1f2[2] &. y2 * 1f3[1] &. x3 * 1£f3[2] &. y3 *
1f4[1l]&.x4*1f4[2]&.y4*1f5([1]&.x5*1f5[2]&.y5*
1dpAl[1l] &. sl*1dpAl[2] &. rl*
1dpA2[1l] &. s2 * 1dpA2[2] &. r2 * factor;
RETURN (new) ;
elif fp=4 then
factor:=simplify(a/F(1£fl)/F(1£f2)/F(1£3)/F(1£4) /dp(
B[1ldpAl[1]],1dpAl[2])/dp(B[1ldpA2[1]],1dpA2[2]));
new:=-1f1[1] &. x1 * 1f1[2] &. yl1 * 1f2[1] &. x2 *
1f2[2] &. y2 * 1f3[1] &. x3 * 1£f3[2] &. y3 *
1f4[1l]&.x4*1f4[2]&.y4* 1dpAl[l] &. sl*1ldpAl[2]&.rl*
1dpA2[1l] &. s2 * 1dpA2[2] &. r2 * factor;
RETURN (new) ;
elif fp=3 then
factor:=simplify(a/F(1£fl)/F(1£f2)/F(1£3)/dp (B
[1dpAl[1]],1dpAl[2])/dp (B[1dpA2[1]],1dpA2[2]));
new:=-1f1[1] &. x1 * 1f1[2] &. yl1 * 1£f2[1] &. x2 * 1f2[2] &. y2
* 1£f3[1] &. x3 * 1£f3[2] &. y3 *1ldpAl[l] &. sl*1ldp
Al[2] &. rl*1ldpA2[1l] &. s2 * 1dpA2[2] &. r2 * factor;
RETURN (new) ;
elif fp=2 then
factor:=simplify(a/F(1£f1l)/F(1£f2)/dp(B[1ldpAl[1l]]
,1dpAl[2]) /dp (B[1dpA2[1]],1dpA2[2]));
new:=-1f1[1] &. x1 * 1f1[2] &. yl1 * 1f2[1] &. x2 *
1f2[2] &. y2*1dpAl[l] &. sl*1dpAl[2] &. rl*1ldpA2[l] &. s2
* 1dpA2[2] &. r2 * factor;
RETURN (new) ;
elif fp=1 then
factor:=simplify(a/F(1£fl)/dp(B[1dpAl[1]],1dpAl[2])/
dp (B[1ldpA2[1]]1,1dpA2[2]));
new:=-1f1[1] &. x1 * 1f1[2] &. yl *1dpAl[l] &.
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sl*1dpAl[2] &. rl*1dpA2[l] &. s2 * 1dpA2[2] &.
r2* factor;
RETURN (new) ;
elif fp= 0 then
factor:=simplify(a/dp (B[1ldpAl[1]],1dpAl[2])/
dp (B[1dpA2[1]],1dpA2[2]));
new:=-1dpAl[1l] &. sl*1dpAl[2] &. rl*1dpA2[1l] &. s2
* 1dpA2[2] &. r2 * factor;
RETURN (new) ;
fi;
end:
Iremos agora verificar o vértice toton-foton-graviton. Os fotons entram com

quadrimomentos rl e r2; seus indices de Lorentz sdo,respectivamente,s1 e s2:

onel:=unapply (contract (expand (feyn_fot ( (coeff (
expand(lagran (alpha,beta,mu,nu)),k))))),x1,vyl,
rl,sl,r2,s2):

Fazendo as simetrizagdes necessarias na troca de indices, tanto dos fétons,
quanto na permuta dos indices de Lorentz do graviton:
onel:=(x1,yl,rl,sl,r2,s2)->o0one0(x1l,yl,rl,sl,r2,s2)
+onel0(yl,x1,rl,sl,r2,s2):

one2:=(x1,yl,rl,sl,r2,s2)->onel(x1l,yl,rl,sl,r2,s2)/2
+onel (x1,yl,r2,s2,rl,sl)/2:

E necessério que o vértice obtido obedeca a identidade de Ward eletromagné-
tica: k#I'yy 0 = 0:
expand (contract (rl&.alpha*two_one(x1l,yl,rl,alpha,
r2,s2)));
0

Agora iremos verificar a identidade de Ward gravitacional do vértice. Cons-
truimos primeiramente o operador que serd aplicado ao vértice de trés pontos:
left_Ward:= unapply(xl &. z3 * k1 &. yl+yl &. z3 *
kle.x1-x1&.y1*kl&.2z3,x1,y1,2z3,kl);
left_ Ward := (x1,yl,23,k1) — (21 &.28) (k1 &.yl)
+(yl&.23) (k1 &.21)— (xl & yl ) (kI &. 23)

Aplicando este operador ao vértice obtemos:

Wardl:=contract (expand (contract (expand (
left_Ward (alpha,beta, z3,-k1-k2) *two_one (alpha, beta,
kl,x1,k2,x2)),alpha,beta)),beta):

A funcdo de dois pontos do féton €
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Gamma:=unapply (-x1l&.yl*klé&.kl+kl&.x1*kl&.y1l,x1,vy1,kl);
D= (zl,yl,k1)— —(21&. yl)(k1& k1)+ (k1&.21)(ki&. yl)

O operador aplicado do lado direito sera

right_Ward:=unapply (x2&.x1*kl&.z3-z3&.x1*kl&.x2,
x2,x1,k1,z3);

right_Ward := (22,21,k1,23 ) —
(21 &.22)(k1&.28)— (k1 &. 22)(z1&.23)

Aplicando o operador nas fungdes de dois pontos do féton :

Ward2:=contract (right_Ward(ml,x1,k1l, z3) *Gamma (ml, x2,k2)
+right_Ward(ml,x2,k2,z3) *Gamma (ml,x1,kl),ml):

Comparando os dois lados da igualdade,para que a identidade de Ward se verifique
€ necessdrio que o resultado seja nulo:

Ward2-Wardl;
0

Ainda o vértice obtido coincide com o do trabalho[CDH74], mostrado a seguir:
expand (two_one (nu, mu, pl, sigma, p2, rho));
(pl &.p2)g(p,0)g(v,p)+g(p,o)pl,p2, —pl,g(po)p2, —p2,p1,8(v,p)
—(p1 &.p2)g(p,v)g(p,0)+p2,8(n,v)pl,+p1,p2,8(p,0)—pl,8(1pr)p2,
—g(v,0)p2,p1,+g(v,0)g(up)(pl& p2)



