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Abstract

In spite of the great success reached by the Standard Model (SM) of particle

physics, there are some puzzles that seems as a new physics at the ∼ TeV scale, such

as the origin of neutrino mass and neutrino oscillations. The framework for dealing

with those effects are the interpretation of the SM as an effective theory valid at

maximum energy E ≈ Λ, where Λ ∼ TeV. In this work we study the evolution of

neutrino masses and their mixing angles, which are supposed to be generated via the

5-dimensional Weinberg operator as a consequence of the see-saw mechanism. The

studied models are: (1) A minimal extension of the standard model with three heavy

steril neutrinos, (2) Minimal Supersymmetric Standar Model, (3) Minimal Unified

Extra Dimensions in 5D. We show that the running of the mixing are very sutil in

the first two models, less then 10% for θ12, and a bit bigger, of order of 10%, also

θ12, in a power law growth with energy, as expected by the effectiviness nature of

the model. The neutrino mass square diference tend to decrease, but not enough to

reach a equality of masses in some energy scale near ∼ TeV .

vii



Resumo

Apesar do grande sucesso alcançado pela teoria do modelo padrão baseada nas

simetrias SUc(3)⊗SUL(2)⊗U(1), ainda existem alguns desafios a serem conquistados.

Uma maneira direta de resolver os problemas é interpretar o modelo padrão (SM)

como um modelo efetivo cuja validade chega até uma escala de energia E ≈ Λ, na

qual ele deixa de ser válido. Suspeita-se de que Λ ∼ TeV, e poderá ser observada nova

f́ısica com as análises do Large Hadron Collider (LHC). No sentido de teoria efetiva

do SM, é posśıvel explicar a origem da oscilação de neutrinos[2] via mecanismo de

Higgs, combinado com o modelo See-Saw[1]. Esse mecanismo produz um operador

5-dimensional renormalizável que gera os ângulos de mistura dos neutrinos. Esse

trabalho faz um estudo sobre a evolução dos ângulos de mistura dos neutrinos com

a energia, via equações do grupo de renormalização. Comparando o modelo padrão

com sua posśıvel extensão, o modelo supersimétrico e modelos com uma dimensão

espacial extra. A evolução dos ângulos de mistura é bem sutil mesmo para altas

energias na ordem de 14TeV, ∼ 2.5% para os modelos padrão e supersimétrico, com

evolução com a escala na forma logaŕıtmica e, um pouco mais acentuada, ∼ 15%

para o modelos com dimensões extras, cujo resultado esperado pela dependência

quadrática na escala de energia problema. A análise foi feita para alguns valores

nos raios das dimensões extras, e foi visto, como o esperado, que quanto menor o

raio, menor é a mudança viśıvel a baixas energias. Tais resultados podem ajudar

na selecão de modelos, entretanto a variação no ângulo de mistura não é observável

fora dos erros experimentais atuais- de medições já realizadas sobre oscilação de

neutrinos. A variação entre os modelos é portanto, leve, de forma que não é posśıvel

verificá-la com os dados atuais.
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Breve Nota Sobre a Notação utilizada

Notação

1 A regra de soma de Einstein estará impĺıcita a menos que seja dito o contrário.

2 Os ı́ndices serão utilizados de forma a manter um padrão, ı́ndices romanos

minúsculos, i, j, k, a, b, c, denotarão ı́ndices espaciais, exemplo, i = 1, 2, 3...D

onde D será usado sempre para denotar a dimensão do espaço. Índices romanos

maiúsculos, A,B,C... denotarão ı́ndices de simetrias de Gauge ou simetrias

internas de um grupo, A = 1, 2...n, onde n será usado sempre para denotar

dimensão do grupo em questão. Por fim, ı́ndices gregos α, β... serão utilizados

para denotar ı́ndices espinoriais, e correrão de acordo com a dimensionalidade

do spin em questão, por exemplo, um espinor de dirac em 4 dimensões terá

α = 1, 2, 3, 4.

3 Por questões históricas, as letras gregas µ e ν serão usadas para denotar ı́ndices

espaciais quadridimensionais quando não houver perigo de confusão.

4 Muitas vezes a generalização para espaços com D dimensões significará espaços

da formaN+1 dimensão, onde a métrica é da forma diag{1,−1,−1...−1}. Será
mantida a notação ∇ = (∂1, ∂2, ...∂N) e as integrações, quando não denotadas,

significam no espaço todo em todas as direções, dk = dDk ao passo que dNk

significa nas dimensões espaciais.

5 A unidade de medida utilizada será sempre a unidade natural, c = ~ = G =

kβ = 1, onde há apenas dimensão de potencias de energia. Dessa forma, a

unidade de grandezas f́ısicas qualquer, F , serão sempre denotadas por colchetes,

e.g. [F ] e, como representam sempre unidades de energia (ou equivalemtemente

massa), apenas a potencia é denotada, e.g. [F ] = mx = x. Em algumas

partes do texto, ~ 6= 1 e c 6= 1 poderão ser utilizadas para fins de expansão

perturbativa.

6 A derivada parcial de uma função será denotada como ∂f
∂xi

= ∂if quando não

houver chance de confusão, ou ∂f
∂xi

= ∂xif , caso contrário.

7 A notação de Feynman para multiplicação de matrizes gamma será adotada,

/A = γµAµ = γµA
µ.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A supersimetria é um conceito criado para resolver o problema da Hierarquia [25],

que consiste em um ajuste muito fino dos parâmetros de massa do boson de Higgs.

Tal ajuste não é proibido, mas vai de encontro ao conceito de naturalidade da la-

grangeana, já que o ajuste dos parâmetros deveriam ser da ordem de uma parte

em 1026, uma precisão muito grande para que seja apenas coincidência. Para que

esse problema seja eliminado, uma nova simetria é imposta no modelo, cuja troca

de bósons por férmions torna a lagrangeana invariante. Essa nova simetria protege

a massa do Higgs e é chamada de supersimetria. Ao mesmo tempo que tal simetria

retira o problema da hierarquia, ele introduz um espectro de part́ıculas muito maior

do que o espectro usual, de tal forma que suas part́ıculas podem ser utilizadas para

explicar a existência de matéria escura além de alguns mecanismos ainda em aberto,

como mecanismo see-saw, utilizado para explicar a geração de massa para os neu-

trinos, onde a massa é interpretada como consequência de uma teoria efetiva. Dessa

forma é posśıvel calcular uma equação do grupo de renormalização sobre a matriz de

mistura e obter a forma como os ângulos de mistura evoluem com a energia na qual

o problema é tratado. Para entender como tais coisas são apresentadas e estudadas

é necessário uma apresentação teórica, encontrada na seção de prinćıpios básicos,

mecânica quântica e teoria quântica de campos, enquanto que a análise encontra-se

na seção 7.

1



Caṕıtulo 2

Prinćıpios Básicos

A revisão teórica a seguir introduz o conceito de lagrangeano e de ação de um sistema,

mostrando como é posśıvel obter as equações de movimento e as analogias entre a

mecânica clássica e a mecânica quântica - necessárias para ter uma compreensão

mais intuitiva das teorias.

2.1 Teoria Clássica

Omodo de observar a natureza está restrito sempre ao ponto de vista de quem o

observa e isso leva a uma visão parcial de um dado fenômeno estudado. É por esse fato

que as equações f́ısicas consideradas mais formais e belas são aquelas que não estão

restritas à uma base e a um único sistema de coordenadas. Tal visão levou Einstein

a propor que todas as equações devem estar presentes na forma covariante: um dos

prinćıpios da relatividade geral. O estudo da possibilidade de se escrever equações

gerais sem relação a um ponto de vista espećıfico, também levou ao surgimento da

mecânica lagrangena.

Em termos gerais, a lagrangeana de um sistema f́ısico qualquer, pode ser escrita

como,

L = L(q, q̇; t) = T − U (2.1)

Onde T é a energia cinética do sistema, e U é a energia potencial. As variaveis

q = (q1, q2, q3....qn) são variáveis de um sistema de coordenadas qualquer.

A beleza dessa formulação da mecânica clássica provém de dois pontos funda-

mentais:

• Prinćıpio de Hamilton

O prinćıpio de Hamilton é um postulado, associado à Lagrangeana, que con-

densa o conhecimento cinemático e dinâmico, e gera uma abordagem mais

prática e formal da mecânica. Ele estipula que qualquer movimento f́ısico deve

seguir a seguinte norma:

A ação, S de um sistema deve ser sempre um extremo. Onde ação é definida

2
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como:

S =

∫

L(q, q̇; t)dt (2.2)

que leva às equações de Euler-Lagrange(EL) do movimento1

∂L

∂qi
− d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

= 0 (2.3)

• A lagrangeana pode ser escrita em qualquer sistemas de coordenadas {q1, q2, ...qn}
em um espaço de n dimensões, correspondentes aos n graus de liberdade do

sistema, sem qualquer alteração do prinćıpio de Hamilton.

2.1.1 Leis de Conservação

Essa formulação livre de um sistema de coordenadas base, gera inumeros be-

nef́ıcios práticos e teóicos, sendo um dos principais a relação entre simetrias de uma

dada lagrangeana implicando em leis de conservação. A prova do argumento surge

do Teorema de Noether.

Definição: Uma transformação de coordenadas, é uma operação matemática,

que muda um sistema de coordenadas {q1, q2, ...qn, t} para um novo sistema de coor-

denadas, {q′1, q′2, ...q′n, t′} qualquer. O caso geral de uma transformação infinitezimal

pode ser denotado da seguinte forma:

q′i(t
′) = Ajiqj(t) + δqi(t)

t′ = t+ δt

Definição: Dizemos que uma função L(q, q̇; t) é simétrica sob uma trans-

formação de coordenadas2, se

L′(q′, q̇′; t′) = L(q, q̇; t)

Teorema de Noether: Consideremos uma transformação de coordenadas

atuando sobre a lagrangeana de um sistema,

1onde a notação usada foi q̇ = dq
dt

2Para o caso do prinćıpio de Noether a formulação é um pouco mais geral. Espera-se que a ação
S seja um escalar e, portanto, invariante por quaisquer transformações de sistemas de coordenadas.
Nesse caso, como a ação está entrelaçada com a lagrangeana por uma integral por todo espaço, a
lagrangeana não precisa ser completamente invariante, ela pode ser invariante por uma derivada
total, onde espera-se que qualquer termo resultante se anule nos extremos de integração
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q′i(t
′) = Ajiqj(t) + δqi(t)

t′ = t+ δt

onde, δq = ǫf(q, q̇, t) e δt = ǫg(q, q̇, t), com ǫ << 1. Se a lagrangeana for

simétria em relação à transformação de coordenadas, então

d

dt

[

∂L

∂q̇
(δq − q̇δt) + Lδt+ δω

]

= 0 (2.4)

A quantidade entre colchetes J = ∂L
∂q̇

(δq − q̇δt)+Lδt+ δω é, portanto, conser-

vada no tempo. Ou seja, é uma constante do movimento.

O conceito de minimização funcional e leis de conservação podem ser diretamente

extendidos ao promover as coordenadas dependentes q(t) para coordenadas indepen-

dentes t, x1, x2..., x
n = x0, x1, ...xn = xµ e tornar a lagrangeana funções de campos

φa(xµ): L = L(φa, ∂µφa) e assim a ação é definida como,

S =

∫

dDxL (2.5)

onde D = n+ 1. Na qual é posśıvel impor dois tipos de transformações:

(1) Transformações de coordenadas,

x′µ = Λµνx
ν + aµ (2.6)

As transformações de coordenadas do tipo aµ = 0 são tidas como rotações e boosts

no espaço de coordenadas- em especial são as transformações de Lorentz que serão

descritas posteriormente. Para Λµν = 0 é posśıvel introduzir o conceito do tensor

energia-momento,

T µν =
∂L
∂µφa

∂νφa − Lδµν , (2.7)

que é uma quantidade conservada para qualquer teoria onde há invariância por

translação, ou seja ∂µT
µ
ν = 0, que é a tradicional equação da continuidade. Essa

equação pode ser interpretada também através de uma carga conservada, Qν =
∫

dnxT 0
ν , n = D − 1, que através do teorema da divergência de Gauss aplicado à

equação da continuidade resulta em ∂0Qν =
d
dt
Qν = 0.

(2) Transformações internas,

φ′
a(x

µ) = φa(x
µ) + α∆φa(x

µ) (2.8)
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que geram também uma equação de continuidade e uma corrende conservada,

Jµ =
∂L

∂(∂µφa)
∆φa − J µ (2.9)

onde J µ é uma derivada total a qual a lagrangeana pode mudar e ∂µJ
µ = 0.

2.1.2 Equações de Hamilton-Jacob

Uma outra abordagem para o problema clássico de obter equações de movi-

mento é a introdução da quantidade

H =
∑

i

qi(t)pi(t)− L (2.10)

onde H é chamado de Hamiltoniano do sistema e pi = ∂L
∂qi

, q̇ = dqi
dt
, o momento

canônico conjugado. Tal transformação é uma generalização da transformação de

Legendre e com ela a minimização da ação é dada através de condições de contorno

para os campos qi e também para seu momento canônico pi. A grande diferença

dessa abordagem é que ela pode ser dada através de relações operatoriais chamadas

Parênteses de Poisson que tornam a transição clássico/quântico mais intuitiva. Os

parênteses de Poisson são definidos como3,

[A,B] = (∂xiA)(∂piB)− (∂xiB)(∂piA) (2.11)

E as equações de movimento se tornam,

q̇ = [q,H] = ∂pH

ṗ = [p,H] = −∂qH

[qi, qj] = [pi, pj] = 0 (2.12)

[qi, pj] = δij

Em especial, se uma quantidade é conservada Ȧ = [A,H] + ∂tA = 0. A terceira e

quarta equação têm um significado especial: Uma pequena modificação em sua forma

e uma reinterpretação de seu prinćıpio gera a mecânica quântica. Em especial, se

uma quantidade u não depende explicitamente do tempo, uma expansão em série de

3A descrição dada aqui será apenas para o caso inicial onde as variáveis são qi e seu momento
canônico pi = ∂qiL, mas pode ser extendido facilmente com as identificações φa ↔ qi e πa ↔ pi e
δab ↔ δ(n)(xµ − yµ)
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taylor é escrita na forma,

u(t) = u(0) +
1

2

du

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

t+
1

3

d2u

dt2

∣

∣

∣

∣

t=0

t2 + .. =

u(0) +
1

2
[u(0), H] t+

1

3
t2 [[u(0), H] , H] + .. = e[.,H]tu(0) (2.13)

que também possui uma forma extremamente similar à evolução temporal na mecânica

quântica.

2.1.3 Problema da Causalidade e Ind́ıcios da Mecânica Quântica

O prinćıpio de Hamilton e a minimização de funcional gera um paradoxo: Como

os objetos sabem qual o caminho que extremiza a ação? Para tanto, o objeto deveria

ter conhecimento em todos os caminhos e escolhido o mais curto deles, mas isso parece

gerar um problema ainda maior, como seria posśıvel obter o conhecimento de um

ponto distante sem ao menos chegar nele? Isso violaria a causalidade. Uma maneira

de pensar que levará direto à quantização por integrais de caminho é imaginar que,

na verdade, a part́ıcula passa por todos os caminhos posśıveis e que o caminho

que extremiza a ação tem uma importância tão grande que ofusca a visão para

os caminhos diferentes. Uma maneira de formalizar o problema é pensar que a

observação O do objeto é dada por uma quantidade relacionada com a ação de tal

maneira que apenas o extremo da ação é importante. Pensando nisso, é posśıvel

utilizar, por exemplo, o lema de Riemann-Lebesgue e o método da fase estacionária

e escrever

O ∼
∫

dxeiS[x], (2.14)

assim, o mı́nimo da ação S =
∫

dtL(x, ẋ) tem uma contribuição muito importante,

enquanto os pontos distantes do mı́nimo têm uma contribuição pequena, pois suas

fases iS[x] variam muito rapidamente e se cancelam. Essa formulação ainda é um

pouco estranha: Como é posśıvel passar por todos os caminhos ao mesmo tempo?

Nessa linha de racioćınio surge a necessidade de ondas-part́ıculas.

2.2 Mecânica Quântica

No final do século XIX, os cientistas da época acreditavam que o universo estava

quase por completo explicado pela f́ısica. A evolução da mecânica newtoniana, para

conceitos variacionais, e a introdução da mecânica estat́ıstica de Boltzman, pareciam
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explicar quase tudo, a não ser por alguns experimentos, dentre eles, a radiação de

corpo negro. Foi em 1900 que Max Plank propôs uma hipótese matemática para ex-

plicar os dados experimentais, a quantização, onde a energia só poderia ser absorvida

e emitida em pacotes bem definidos.

Essa ideia de quantização evoluiu, cientistas como Einstein, Bohr, Schrödinger,

Heisenberg dentre outros, começaram a ver o mundo de uma perspectiva completa-

mente diferente das antigas leis de Newton, onde antes o mundo era algo regido pelo

prinćıpio determińıstico, agora existiam incertezas e probabilidades, as part́ıculas

passaram a se comportar como ondas, e as ondas como part́ıculas.

Schrödinger propôs que a f́ısica segue uma equação cuja função de onda que

a soluciona é o objeto que contem o máximo de informação posśıvel de obter de

um sistema f́ısico. A equação tem uma forma aparentemente simples, mas que gera

grandes consequências

Hψ = −ih d
dt
ψ (2.15)

Na discussão da seção 2.1.3 o objeto chamado de Função de Onda determina

a probabilidade de observação da part́ıcula no espaço entre (x, x + dx), ou seja, a

observação é O ∝ |ψ|2 e agora H é um operador que dá a evolução temporal do

sistema de forma análoga a vista na Eq. (2.23).

2.2.1 Postulados

Os novos conceitos concebidos pela visão probabiĺıstica surgem através de uma

série de postulados e foram criados para organizar idéias em poucas linhas para que

fosse posśıvel uma abordagem prática formal. Eles são equivalentes às três leis de

Newton, e é de fundamental importância entender bem o significado de cada um

deles e suas consequências[4].

1. O estado de um sistema f́ısico, em um tempo t0 é definido especificando um

vetor |ψ(t0) > pertencente ao espaço de Hilbert ε

Este postulado implica que toda a informação que se pode obter de um sistema

está contida no vetor pertencente ao espaço de Hilbert. Esse vetor é equivalente

à função de onda da part́ıcula. Como o espaço de Hilbert é um espaço vetorial,

o prinćıpio da superposição é válido: uma combinação linear de estados é

também um estado.
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2. Toda quantidade f́ısica A, que pode ser medida, é descrita por um operador

que age no espaço ε. Esse operador é chamado de observável.

A definição de observável é dada a seguir:

Seja um operador A com auto-valores cont́ınuos ou discretos - os

auto-valores discretos serão denotados an e os auto-vetores correspon-

dentes, |φin > onde i = 1, 2, 3...gn com gn o grau de degenerescência e

a(ν) os auto-valores cont́ınuos com seus auto-vetores correspondentes

|φν > - então, A é um observável se A = A+ e

∑

n

gn
∑

i=1

|φn >< φn|+
∫

dν|φν >< φν | = I. (2.16)

Esses dois primeiros postulados garantem a existência de quantidades f́ısicas es-

senciais para entender algum sistema, e definem como essas quantidades devem

ser, para que seja posśıvel tratá-las de maneira como é descrita na mecânica

quântica. Os observáveis de momento e posição são definidos como:

R|r >= r|r > (2.17)

P |r >= −ih∇|r > (2.18)

onde |r > é um estado pertencente ao espaço de Hilbert, e é definido pela

equação de auto-estados do operador R.

3. Os únicos resultados posśıveis ao medir-se uma quantidade f́ısica A são os

auto-valores do observável correspondente A.

Esse postulado dita as regras do que se é posśıvel medir quando é feita uma

medida. Pela definição, o observável é Hermitiano e, portanto, seus auto-

valores são sempre reais. Se relaciona com a equivalencia entre a medição e o

ato de projetar um estado do sistema nas bases de auto-estados do observável.

4. Este postulado é dividido em duas partes, usando a notação descrita na de-

finição de observáveis:
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- Se os auto-valores são discretos, dado um estado normalizado |ψ > de um

sistema f́ısico, quando uma quantidade f́ısica A é medida, a probabilidade P (an)

de se obter o auto-valor an é dada por:

P (an) =

gn
∑

i=1

| < φin|ψ > |2 (2.19)

onde < a|b > é o produto escalar entre dois vetores do espaço de Hilbert.

- Se os auto-valores são cont́ınuos,dado um estado normalizado |ψ > de um

sistema f́ısico. Quando uma quantidade f́ısica A é medida, a probabilidade

P (α) de se obter um resultado entre α e α + dα é dada por

dP (α) =

∫

| < φν |ψ > |2dα (2.20)

Esse postulado caracteriza o caráter probabiĺıstico do sistema: quando uma

quantidade f́ısica é medida, pode-se dizer apenas a probabilidade de obter al-

gum resultado, e essa probabilidade está diretamente relacionada com o tama-

nho da projeção do estado f́ısico em um dos auto-estados do observável a ser

medido.

5. Se uma medida f́ısica é realizada, e o auto-valor an é obtido, o estado do sistema

logo após a medida é uma projeção normalizada sobre um dos auto-estados do

observável, isto é
∑gn

i=1 < φin|ψ > |φin >
√
∑gn

i=1 | < φin|ψ > |2
(2.21)

Esse postulado está relacionado com o fato de qualquer medida alterar o sis-

tema. Quanto um observador faz uma medida, ele atua diretamente no estado,

e muda-o, tornando-o não mais o estado original, mas um dos estados posśıveis

de serem medidos.

6. A evolução temporal do sistema, ou seja, do estado |ψ(t) >, é governada pela

equação de Schrödinger:

H|ψ(t) >= −i~ d
dt
|ψ(t) > (2.22)

Onde H é a Hamiltoniana do sistema e é um observável que está relacionado

com a energia do sistema, e | 〈~r|ψ〉 |2 = |ψ(~r)|2 é a densidade de probabilidade
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de encontrar o sistema em um dado estado.

2.2.2 Quantização Canônica

Embora a quantização venha para responder efeitos experimentais que a mecânica

clássica não observa, ela precisa ainda seguir a mecânica clássica em algum limite a

ser definido. Tal limite surge ao perceber que na mecânica quântica as variáveis do

problema clássico p e q passam a ser operadores P e Q que atuam no sistema ψ, mas

que de alguma forma precisam ser equivalentes aos seus análogos clássicos. Para en-

tender como é feita a conecção clássica/quântica é preciso entender profundamente

o que a Eq. (2.22) representa: Ela define como um estado evolui com o tempo e

abre a possibilidade de existência de um operador que conecta o estado do sistema

de um tempo t0 para o tempo t: |ψ(t0)〉
U(t,t0)→ |ψ(t)〉. Para que haja consistência

no método, isto é, a probabilidade se conserve, o operador U precisa ser unitário4.

Como |ψ(t)〉 = U(t, t) |ψ(t)〉, então U(t, t) = I. Com tal operador, é posśıvel jogar

toda a dinâmica da equação de Schrödinger para fora da função de onda e colocá-la

no operador U ,

i~ d
dt
U(t, t0) |ψ(t0)〉 = H(t)U(t, t0) |ψ(t0)〉

e a Eq.(2.22) se reduz a

[

i~
d

dt
−H(t)

]

U(t, t0) = 0 (2.23)

com a condição U(t0, t0) = I que tem solução formal5

U(t, t0) = IT{e−i
∫ t
t0
H(t)dt} (2.24)

Aqui já aparece a semelhança entre a mecânica clássica e a quântica. A evolução de

um estado ψ é dada por um operador ∼ eiHt.

A Eq.(2.23) junto com a Eq.(2.22) mostram que existem várias maneiras (repre-

sentações) de abordar a mecânica quântica. Em especial estão as representações de

Schrödinger que descreve a mecânica quântica através da evolução temporal do es-

tados e a representação de Heisenberg que transfere o problema para a evolução dos

4Isso pode ser visto facilmente impondo que 1 = | 〈ψ(t)|ψ(t)〉 |2 = | 〈ψ(t0)|U†U |ψ(t0)〉 |2 e o
estado |ψ〉 é definido a menos de uma fase global.

5T{} representa ordenamento temporal, onde operadores com tempos menores devem ser escritos
à direita.
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operadores. Para isso, é introduzido o conceito de valor médio de um operador A,

〈A〉(t) = 〈ψ(t)|A |ψ(t)〉 =
∫

d3|ψ(x, t)|2A(x) (2.25)

que é definido baseando-se no conceito de densidade de probabilidade adquirido pela

quantidade |ψ|2. Pode-se escrever o valor médio como 〈ψ(t)|As |ψ(t)〉 = 〈ψ(t0)|U †(t, t0)AU(t, t0) |ψ(t0)〉
〈ψ(t0)|AH(t) |ψ(t0)〉 onde o subescrito H e S significam as representações de Heise-

berg e Schrödinger, respectivamente. Com isso,

d<A>
dt

=
[

d
dt
〈ψ|
]

A |ψ〉+ 〈ψ|A
[

d
dt
|ψ〉
]

+ 〈ψ| ∂A
∂t

|ψ〉,

utilizando a equação de Schrödinger, fica

d〈AH〉
dt

= 1
ih
〈ψ| [AH −HA] |ψ〉+ 〈ψ| ∂AH

∂t
|ψ〉

Definindo o comutador de dois operadores A e B como sendo,

[A,B] = 〈ψ| [AB − BA] |ψ〉 (2.26)

d〈A〉
dt

=
1

i~
[A,H] + 〈∂A

∂t
〉 (2.27)

Em especial, para um operador Q e P independentes explicitamente do tempo,

d

dt
〈Q〉 = 1

i~
[Q,H]

d

dt
〈P 〉 = 1

i~
[P,H] (2.28)

e aqui novamente fica evidente a semelhança com a mecânica clássica.

Para montar o Prinćıpio de Equivalência primeiro nota-se uma propriedade

operacional, se [A,B] = α = cte

[A, f(B)] = α
∂f(B)

∂B
(2.29)

Impõem-se então que a constante ~ << l, onde l é algum parâmetro caracteŕıstico do

sistema e para que as Eqs. (2.12) e (2.28) façam sentido nesse limite, [X,Px, ] = i~.

Assim, os postulados anteriores podem ser substituidos por,
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1 Seja H um operador hermitiano idêntico em forma ao operador clássico, mas

substituindo os momentos e coordenadas por seus operadores.

2 São válidas as relações

[Xj, Pk, ] = i~δjk (2.30)

que descrevem o Hamiltoniano e são denominadosXi e Pi operadores de posição

e momento, respectivamente.

3 Os operadores são descritos pela Eq. (2.27)

2.2.3 Translação Espacial

Dada a quantização canônica e os operadores canônicamente conjugados, Xn e

Pn, pode-se associar uma base de auto estados tal que,

Xn |~r〉 = xn |~r〉

Pn |~p〉 = pn |~p〉 (2.31)

Assim, a função de onda que descreve a posição do sistema pode ser descrita por

ψ(x) = 〈~r|ψ〉

ψ(p) = 〈~p|ψ〉 =
∫

dnx

(2π)n/2
ψ(x)e−i~~x·~p (2.32)

E, portanto, P µψ(x) = −i~∂µψ(x). Como uma translação infinitesimal é da forma

ψ(x0 + δa) ≈ ψ(x0) + δaµ∂µψ(x0) = [1 + iδanPn]ψ(x0), pode-se definir as trans-

formações de translação espacial finitas através do operador eia
nPn , onde agora identifica-

se P µ como o gerador das transformações de translação. Em especial, utilizando-se

do operador translação, pode-se escrever,

ψ(x, t) = e−itHeix
nPnψ(0) = eix

µPµψ(0)

φ̂(x, t; y, t′) = e−itHeix
nPnφ̂(0)e−iy

nPne+it
′H = eix

µPµφ̂(0)e−iy
µPµ (2.33)

Onde φ̂ é um operador qualquer e Pµ = (P0, P1, · · · , Pn) = (H,P1, · · · , Pn)6.

6A última relação é obtida para [H,Pj ] = 0 que é o caso para a teoria de campos.



Caṕıtulo 3

Teoria Quântica de Campos

Aqui será apresentada uma breve revisão teórica sobre os conceitos básicos de teoria

quântica de campos necessários para a análise dos modelos teóricos e os conceitos

envolvidos em sua construção.

3.1 Quantização Canônica

A mecânica quântica representa um dos maiores sucessos da humanidade em

descrever aspectos f́ısicos a baixas energias e pequenas distâncias, mas que não con-

segue lidar com a criação e destruição de part́ıculas- essencial para analisar colisões

a altas energias e processos termodinâmicos complexos. Para completar a descrição

dos fenômenos naturais, foi criada uma leve reformulação conceitual da mecânica

quântica, que permite englobar em seu arcabouço teórico a descrição de tais pro-

cessos, chamada Teoria Quântica de Campos que promove a função de onda ψ que

descreve o sistema para o estatus de operador φ̂ que atua em um determinado espaço

de Hilbert próprio e permite de forma natural descrever como é feita a criação de

part́ıculas. O valor médio dos novos campos são agora vistos como funções de onda

de tal forma a fornecer de maneira direta a conecção entre os dois ramos.

3.1.1 Oscilador Harmônico

Existem duas abordagens para a conceitualização da teoria de campos. Uma

delas, que será tratada nessa sessão, é a quantização canônica que traz uma aborda-

gem mais intuitiva como uma extensão direta da mecânica quântica. Nesse sentido

ela é essencialmente a mesma mecânica quântica e, portanto, seus postulados inici-

ais são os mesmos, embora os estados permitidos do sistema são restritos ao espaço

de Fock. A introdução do espaço de Fock se torna natural na análise do oscilador

harmônico, cuja Hamiltoniana é dada por,

H =
P 2

2m
+
mω2

2
X2 (3.1)

13
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No qual define-se dois operadores não-hermitiano a e a† por,

a =

√

mω

2~

(

X + i
P

mω

)

. (3.2)

Com isso o Hamiltoniano pode ser escrito como,

H = ~ω

(

a†a+
1

2

)

(3.3)

A perda de operadores hermitiano é suplantada por um benef́ıcio muito maior, a

álgebra satisfeita por a,
[

a, a†
]

= 1 (3.4)

que pode ser obtida da imposição [X,P ] = i~. Isso mostra que, uma renomeação dos

operadores descritores do sistema, é possivel obter resultados bastante interessantes.

A diferença crucial está no fator complexo i que não está presente na álgebra dos

operadores a, resultando em uma álgebra bastante conveniente para tratar o sistema.

Os estados posśıveis são descritos pelos vetores |n〉 onde n ∈ N de maneira que é

auto-estado do denominado operador número, N̂7,

N̂ |n〉 = a†a |n〉 = n |n〉 (3.5)

Os estados |n〉 são criados através de um estado de vácuo |0〉 definido por a |0〉 = 0

e assim,

a† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉

a |n〉 = √
n |n− 1〉 (3.6)

e,

|n〉 = (a†)n√
n!

|0〉 (3.7)

Ou seja, os operadores a e a† atuam como criação e destruição de estados do tipo

’n’, cada um com energia ~ω e o operador número dá o número de estados do tipo n

acima do estado de vácuo. Uma extensão imediata é o caso do oscilador harmônico

D dimensional, onde não existe apenas um, mas D tipos de operadores de criação e

7o que significa que o espectro de energia é dado por En = ~ω(n+ 1
2 )
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destruição, aj, j = 1, 2..D, que satisfazem,

[

aj, a
†
k

]

= 1δjk (3.8)

e com isso,

|nj, nk〉 =
(a†)nj

√

nj!

(a†)nk

√
nk!

|0〉 (3.9)

3.1.1.1 A Segunda Quantização

Como os estados do oscilador harmônico são interpretados como uma escada

de energia de maneira que a cada degrau contém um novo objeto, onde o primeiro

é construido a partir de um estado onde não há objetos, (N̂ |0〉 = 0), escrever um

hamiltoniano da forma

H ∼
∫

dpE(p)a(p)†a(p) (3.10)

e impondo a existência de um estado da forma a |0〉 = 0 e regras de comutação

análogas a Eq.(3.8) extendidas para o cont́ınuo em D dimensões,
[

a(p), a†(p′)
]

=

δ(D)(p − p′) é posśıvel fazer a descrição de um estado |p〉 = a†(p) |0〉 que possui

energia E(p) que é criado a partir do vácuo. Colocando a função E(p) =
√

p2 +m2,

a descrição de uma part́ıcula relativ́ıstica está quase completa.

A formalização do conceito pode ser feita através do formalismo canônico de

uma maneira bem direta. Primeiro, propõe-se uma lagrangeana clássica invariante

perante uma transformação de lorentz, por exemplo a lagrangeana de Klein-Gordon

do campo escalar real,

L =
1

2
(∂µφ(x))(∂

µφ(x))− 1

2
m2φ2(x) + Ω0. (3.11)

onde Ω0 = cte é uma constante colocada por conveniência e que não muda a f́ısica

do problema.

Para aplicar o formalismo canônico é necessário encontrar o Hamiltoniano do sistema,

como

π(x) = ∂L
∂φ̇

= ∂0φ(x),

H =
1

2
π2(x) +

1

2
(∇φ(x))2 + 1

2
m2φ2(x)− Ω0 (3.12)

O passo crucial é a proposição de regras de comutação adequadas para que a Eq.(3.10)

faça algum sentido f́ısico. Para isso basta impor as regras de comutação a tempos
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iguais,

[φ(~x, x0), φ(~y, x0)] = 0

[π(~x, x0), π(~y, x0)] = 0

[φ(~x, x0), π(~y, x0)] = iδ(3)(~x− ~y) (3.13)

a Eq.(3.12) tem equação de movimento da forma,

∂2φ−m2φ = 0 (3.14)

cuja solução mais geral é

φ(x) =

∫

dNk

(2π)N/22ω

(

a(~k)eik.x + b(k)e−ik.x
)

π(x) = −i
∫

dNk

(2π)N/22ω

(

−a(~k)eik.x + b(k)e−ik.x
)

(3.15)

onde8 k = (ω,~k), ω2 = ~k2+m2 e a(~k), b(~k) são funções que dependem das condições

iniciais. A condição de realidade implica que a†(~k) = b( ~−k) e as Eqs.(3.13)impõe

para a e a† regras de comutação,

[a(p), a(p′)] =
[

a†(p), a†(p′)
]

= 0
[

a(p), a†(p′)
]

= (2π)N/22ωδ(N)(~p− ~p′) (3.16)

como agora a e a† são operadores e não comutam,

(

ake
ik.x ± a†ke

−ik.x
)(

ak′e
ik′.x ± a†k′e

−ik′.x
)

=

akak′e
ix.(k−k′) ± aka

†
k′e

ix.(k−k′) ± a†kak′e
−ix.(k−k′) ± a†ka

†
k′e

−ix.(k−k′)

que colocando no Hamiltoniano, H =
∫

dtH resulta em,

H =
1

2

∫

dNk

(2π)N/22ω
ωa†(~k)a(~k) +

δ(0)

2

∫

dNk

(2π)N
ω − Ω0V (3.17)

sendo V o volume do espaço. O segundo termo da equação representa a energia de

vácuo que, embora infinita9, pode ser eliminada com uma escolha conveniente de Ω0.

8O fator 1
(2π)N/22ω

é colocado por conveniência, pois a quantidade dNk
(2π)N/22ω

é invariante de

Lorentz, o que significa que φ e a se transformada da mesma maneira, e.g. escalares de Lorentz
9Tal infinito já era esperado dado que o hamiltoniano é construido a partir de um infinito número

de osciladores harmônicos de energia ω(k)
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Assim, um estado de vácuo que é eliminado por a(~k), pode gerar uma função de

onda bem conhecida,

Ha†(~p) |0〉 =
∫

dNk
(2π)N/22ω

ωa†(~k)a(~k)a(~p)† |0〉

como a†(~k)a(~k)a†(~p) = [(2π)N2ωδ(N)(~p− ~p′)− a(~p)a†(~k)a(~k)],

H |~p〉 = Ha†(~p) |0〉 = ω(~p) |~p〉 , (3.18)

ou seja, a†(~p) cria um estado com energia ω(~p) =
√

~p2 +m2. Mais ainda, o valor

esperado do campo φ(x) resulta em,

ψ̃(p) = 〈0|φ(x) |~p〉 = eik.x

(2π)N/2
(3.19)

que é a equação da onda plana. Com isso, a interpretação do valor médio dos

campos como uma aproximação à mecânica quântica tradicional é imediata. Ainda

mais importante é o comutador entre dois campos, dessa vez a tempos diferentes,

x0 6= y0,

[φ(x), φ(y)] 6= 0 (3.20)

Tal campo está relacionado com a causalidade do sistema e possui uma interpretação

muito intuitiva através dos gráficos de Feynman. A Eq.(3.19) dá a interpretação

f́ısica, o campo φ(x) deve ser interpretado como uma part́ıcula do tipo φ na posição

x. Isso significa que para que dois campos a uma distância do tipo espaço não

interajam (ou seja, a causalidade não seja violada) a ’medida’ do campo não pode

interferir na medida do outro campo, e isso significa que o comutador dos dois campos

deve se anular para distâncias do tipo espaço. No entanto, tal comutador não precisa

se anular em geral e, de fato, ele representa uma propagação do campo de um ponto

x a um ponto y (mais precisamente a probabilidade de propagação), à essa função

denomina-se propagador e é dada por,

D(x− y) = 〈0| [φ(x), φ(y)] |0〉 =
∫

dNp

(2π)N2ω
(e−ip.(x−y) − eip.(x−y)) (3.21)

Tal equação pode ser reescrita de uma maneira mais interessante, notando-se que tal

integral pode ser extendida para uma integral em p0 através de uma integração pelo

plano complexo, evitando-se os polos onde ω2(p) = ~p2 +m2, operação denotada pelo

acréscimo do infinitésimo ǫ. Tal descrição é bastante conveniente pois representa o
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campo com menor tempo antes do campo com maior tempo e pode ser denotada pelo

operador de ordenamento temporal. Essa função tem extrema importância na teoria

de perturbação, necessária quando a interação entre campos é colocada. Tal função

pode ser representada matematicamente e graficamente, E é chamada de propagador

Figura 3.1: Criação de Estados via operadores escada

de Feynman, cuja transformada de Fourier é

D(k) =
i

p2 −m2 + iǫ
(3.22)

3.1.1.2 Interações

A quantização canônica pode ser realizada para diversos tipos de lagrangeanas

invariantes de Lorentz geradas por diversas representações, tais como espinores e

quadrivetores, no entanto a intuição f́ısica gerada pelo campo escalar é semelhante

para todos os tipos de campos e evita complicações a mais que possam surgir. Assim,

o tratamento de campos mais complexos serão tratados diretamente na quantização

via integrais de caminho. Com isso, o próximo passo é introduzir interações entre

campos escalares. Isso significa alterar a lagrangeana com mais um termo, o mais

simples é acrescentar à teoria um termo da forma λ
4!
φ4. A expansão em operado-

res criação e destruição seria imediata caso fosse posśıvel resolver analiticamente a

equação de movimento de forma similar à anterior, nesse caso ataca-se o problema

perturbativamente. A teoria de perturbação fica evidente na representação de Di-

rac da mecânica quântica, aonde divide-se o Hamiltoniano total H em uma parte

cuja resolução é posśıvel, H0, e uma na qual ele será perturbado HI , chamado de

Hamiltoniano de Interação, e assim: H = H0 +HI . Definindo o operador10,

i
d

dt
Ũ = H0(t)Ũ (3.23)

10tal operador regia a evolução temporal no caso onde HI = 0
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e condição U(t, t) = I. Escrevendo,

∣

∣

∣
ψ̃(t)

〉

= Ũ(t, t0) |ψ(t)〉

Ã(t) = Ũ †(t, t0)AŨ(t, t0) (3.24)

e a equação de Schrödinger se torna,

i
d

dt

∣

∣

∣
ψ̃(t)

〉

= −H̃I

∣

∣

∣
ψ̃(t)

〉

(3.25)

Isso significa que, nessa base (que evolui no tempo) o operador HI = H̃i(t) é

o operador que comanda a evolução temporal do sistema através de U(t, t′) =

T{e−i
∫ ′t
t HI(t

′′)dt′′}. A quantidade interessante a ser calculada é o propagador de

Feynman que deve ser calculado para o vácuo, |Ω〉, e os campos, ψ, da teoria total,

H. Para obter o estado de vácuo, cuja energia é E0 e é a menor energia do sistema,

nota-se que é posśıvel11 expandir o estado de vácuo, |0〉, da teoria H0 na base de

auto-estados de H,

e−iHT |0〉 =
∑

n

e−iEnT |n〉 〈n|0〉 = e−iE0T |Ω〉 〈Ω|0〉+
∑

n 6=0

e−iEnT |n〉 〈n|0〉 (3.26)

Tomando um tempo infinito12, com um pequeno deslocamento no plano complexo,

o estado de vácuo da teoria total é o único estado que sobra (pois sua energia é a

menor) e então,

|Ω〉 = lim
T→∞(1−iǫ)

U(t0,−T ) |0〉
e−iE0(T+t0) 〈Ω|0〉 (3.27)

como φ(x) = U †(x0, t0)φ̃(x)U(x
0, t0) e U(t1, t2)U(t2, t3) = U(t1, t3), para x0 > y0,

〈Ω|φ(x)φ(y) |Ω〉 = lim
T→∞(1−iǫ)

〈0|U(T, x0)φ̃(x)U(x0, y0)φ̃(y)U(y0,−T ) |0〉
〈0|U(T,−T ) |0〉 (3.28)

11 A possibilidade de tal expansão só acontece quando a interação não é forte o suficiente para
modificar o estado de vácuo, a ponto de que o torne ortogonal ao estado de vácuo da teoria original

12Tal passagem matemática é garantida quando trata-se de interações aonde o tempo de in-
teração é muito curto em relação ao tempo relevante da observação, como é o caso de interações
em aceleradores de part́ıculas.
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ou, com o ordenamento temporal, o resultado conhecido como Teorema de Gell-

Mann-Low, generalizado para M campos a serem calculados,

〈Ω|T{φ(x1)φ(x2)...φ(xM)} |Ω〉 = lim
T→∞(1−iǫ)

〈0|T{φ̃(x1)φ̃(x2)... ˜φ(xM)e−i
∫ T
−T HI(t)dt} |0〉

〈0|T{e−i
∫ T
−T HI(t)dt} |0〉

(3.29)

Essa resultado expõe o que é necessário calcular para obter interações para a teoria

e está em uma forma ideal para fazer teorias de perturbação. Para o caso estudado,

HI = λ
4!
φ̃4, e assim, e−i

∫ T
−T HI(t)dt ≈ I − iλ

4!

∫

dxφ̃4(x) e em primeira ordem, uma

interação entre duas part́ıculas que partem de x1, x2 e interagem e voltam para

x3, x4, pode ser calculado por,

〈Ω|T{φ(x1)φ(x2)φ(x3)φ(x4)} |Ω〉 ≈ 〈0|T{φ̃(x1)φ̃(x2)φ̃(x3)φ̃(x4)} |0〉

+
−iλ
4!

〈0|T{φ̃(x1)φ̃(x2)φ̃(x3)φ̃(x4)
∫

dzφ̃4(z)} |0〉 (3.30)

Como φ̃ em primeira ordem é dado por Eq.(3.15) o resultado é calculável em primeira

ordem escrevendo explicitamente os operadores criação e destruição,

〈Ω|T{φ(x1)φ(x2)φ(x3)φ(x4)} |Ω〉 = D(x1 − x3)D(x2 − x4) +D(x1 − x4)D(x2 − x3)

+D(x1 − x2)D(x3 − x4) +D(x1 − z)D(x2 − z)D(x3 − z)D(x4 − z)

+D(x1 − x4)D(x2 − x3)D
2(0) + . . .(3.31)

em primeira ordem o cálculo já fica bastante extenso para uma teoria simples e as

primeiras divergências já começam a aparecer com D(0). Para que o problema se

torne tratável, duas ferramentas são dispostas, o teorema de Wick e os Gráficos de

Feynmann. O teorema de Wick descreve como o ordenamento temporal de operado-

res que seguem uma dada regra de comutação podem ser escritos no ordenamento

normal13. Isso é útil pois no ordenamento normal o estado de vácuo é sempre ani-

quilado. Em particular o teorema de Wick pode ser dado por,

Teorema de Wick: Seja um conjunto de campos φ que obedecem a alguma regra de

comutação independente dos campos, de tal forma que seu propagador em relação ao

estado de vácuo é dado por, D(x, y) = 〈0|T {φ(x), φ(y)} |0〉. Então, o ordenamento

temporal de M operadores pode ser escrito como[5],

13Um conjunto de operadores escada está em ordenamento normal quando todos os operadores
destruição estão à direita dos operadores criação.
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Figura 3.2: Realização gráfica da Eq.(3.31)

T{φ(x1)φ(x1)...φ(xM)} =

N{φ(x1)φ(x1)...φ(xM)}+ Todas as posśıveis combinações de comutações

onde N{} significa ordenamento normal.

Quando aplicado ao estado de vácuo, qualquer sequência de operadores em ordem

normal se anulam, sobrando apenas os termos totalmente formados por comutações

que se tornam conjuntos de propagadores. Para que fosse posśıvel lidar com esse

grande número de propagadores R. P. Feynman criou um método de descrição da

conta via śımbolos intuitivos, como os da fig.3.1. Para cada propagador associa-se um

traço e para cada ordem de perturbação (vértice) associa-se um fator correpondente

à constante de acoplamento do vértice. assim a Eq.(3.31) é descrita pela figura (3.2).

As regras de Feynman auxiliam a calcular ordem a ordem os termos de interação e

são mais simples na representação de momento, que é a mais fácil de se associar em

um experimento,

1 Para cada propagador, associar,

2 Para cada ordem de interação,

3 Impor conservação de momento para cada vértice.

4 Para cada ponto externo, associar

5 Integre sobre todos os momentos, utilizando um fator
∫

dDp
(2π)D/2

Para calcular a amplitude de probabilidade de uma part́ıcula do tipo φ com momento

p1 interagir com uma part́ıcula também φ com momento p2 e elas sairem com mo-
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mento p3 e p4, é preciso calcular termos da forma,M = 〈0|φ(p1)φ(p2)φ(p3)φ(p4)φ4n |0〉
que, com a ajuda das regras de Feynman, em primeira ordem, é mostrado na fig.

3.3.

Esse resultado já possui alguns gráficos com valores infinitos. Gráficos fechados

Figura 3.3: Criação de Estados via operadores escada

sem pontos externos são associados aos termos D(0) proveniente de auto-interação

dos campos dentro da integral
∫

dzφ4(z). Para cada ordem de perturbação, mais

e mais termos dessa forma serão formados. No entanto, a Eq.(3.29) possui um

termo no denominador da forma 〈0| e−i
∫ T
−T HI(t)dt |0〉 cuja expansão é, 〈0| I |0〉 −

iλ
4!

∫ T

−T 〈0|φ4(x)dx |0〉 + ... Tal termo possui justamente cada parte dos diagramas

fechados e cancelam os termos já obtidos na expansão. Esse problema de infinitos

surge pela tentativa de associar o vácuo da teoria sem interação com o vácuo da teo-

ria interagente e são associados à auto-interação do vácuo e, por causa do argumento

apresentado, não precisam ser levados em conta, desde que não se leve em conta o

denominador da Eq.(3.29).

3.1.2 Integrais de Caminho

3.1.2.1 Quantização

Com o formalismo canônico pronto e a intuição f́ısica formada, o próximo passo

a ser realizado para o tratamento de teorias mais realistas é entender o processo de

integrais de caminho que permite a quantização de teorias não-abelianas de maneira

direta. Uma grande vantagem desse tipo de abordagem é explicitar os grupos de

simetria presentes na teoria. O processo de quantização surge ao calcular proba-

bilidades de transição de dois estados 〈qf , tf |qi, ti〉. Baseando-se nas ideias de que

todos os caminhos posśıveis são percorridos, pode-se discretizar todas essas opções
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colocando diversas bases completas em cada tempo, tn > tn−1,

〈qf , tf |qi, ti〉 =
∫

dq1dq2...dqn 〈qf , tf |qn−1, tn−1〉 〈qn−1, tn−1|qn−2, tn−2〉 ... 〈q1, t1|qi, ti〉

= lim
n→∞

∫

(

n−1
∏

i=0

dqi

)(

n−1
∏

k=0

〈qk+1, tk+1|qk, tk〉
)

(3.32)

No limite, divide-se o intervalo de tempo em diversas partes de valores iguais, tk+1−
tk = ǫ = (tf − ti)/n, assim,

〈qk+1, tk+1|qk, tk〉 = 〈qk+1|U †(tk + ǫ, 0)U(tk, 0) |qk〉 =
〈qk+1| [U †(tk, 0) + U̇ †(tk, 0) +O(ǫ2)]U(tk, 0) |qk〉
⇒ 〈qk+1, tk+1|qk, tk〉 ≈ 〈qk+1| (I + iHǫ) |qk〉

definindo14,

H =







H+ = 1√
2π

∑

α,β aα,βQαPβ

H− = 1√
2π

∑

α,β bα,βPαQβ

e assim,

〈qk+1, tk+1|pk, tk〉 = 〈qk+1|qk〉 eiǫH+ +O(ǫ2) ≈ e−i(pkqk+1−ǫH+)

〈pk, tk|qk, tk〉 ≈ e−i(pkqk−ǫH−) (3.33)

ou seja, introduzindo uma base completa de momento entre cada um dos 〈qk+1, tk+1|qk, tk〉,
é posśıvel reescrever,

〈qf , tf |qi, ti〉 = lim
n→∞

∫

(

n−1
∏

i=0

dqi
pi√
2π

)

ei
T
n

∑n−1
k=1 (pk q̇k−Hc) (3.34)

com T = tf − ti, Hc = (H+(qk+1, pk) +H−(qk, pk))/2 e q̇k ≈ (qk+1 − qk)/ǫ. No limite

n→ ∞, q̇ se torna a derivada e a soma se torna uma integral no tempo, e é definida

a quantidade
∏n−1

i=0 dqi = Dq, ou seja,

〈qf , tf |qi, ti〉 =
∫

DqDpei
∫

L(q,q̇)dt (3.35)

14As constantes a e b são obtidas comutando os operadores P e Q do Hamiltoniano clássico para
obter nessa ordem de comutação
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que é um resultado já intuido na seção 2.1.3. Para Hamiltonianas do tipo H =

p2

2m
+ V (q) a integral no momento é gaussiana e posśıvel de se calcular,

〈qf , tf |qi, ti〉 =
∫

DqeiSc[q] (3.36)

onde Sc[q] é a ação clássica. Essa abordagem é conhecida como quantização por

integrais de caminho e sua transição para a segunda quantização é imediata, basta

apenas escrever q(t) → φ(x) e S[φ] =
∫

dDxL.

3.1.2.2 Grandezas F́ısicas

O processo de obter as grandezas f́ısicas através de integrais de caminho é feito

também por regras de Feynman, no entanto, tais regras ficam mais evidentes e de

maneira mais direta, além de permitir trabalhar de maneira mais genérica com qual-

quer tipo de campo. O truque está em introduzir uma corrente Jα(x) como campo

auxiliar, que irá alterar a lagrangeana do sistema f́ısico. O ı́ndice α representam os

tipos de campo φα(x) correspondentes e não necessariamente reais15 ou escalares. A

lagrangeana que descreve o sistema é da forma L = Lcin +Lint, a primeria parte é a

parte cinética que é posśıvel de resolver, a segunda parte representa interações que

serão resolvidas perturbativamente. A corrente J é introduzida de forma linear,

L[J(x)] = L+

∫

dxJα(x)φα(x), (3.37)

Definindo o funcional gerador,

Z[J ] =

∫

Dφαe
i(S[φ]+

∫

dxJα(x)φα(x)) (3.38)

ou seja,
δZ

δJα(x)

∣

∣

∣

∣

J=0

= i

∫

Dφφα(x)e
iS[φ] (3.39)

em especial, o propagador,

Dα,β(x, y) =
1

Z[0]

(

1

i2

)

δ2Z

δJα(x)δβ(y)

∣

∣

∣

∣

J=0

(3.40)

15Nesse caso, sempre que aparecer um campo não real, é necessário que o termo hermitiano
conjugado apareça para que a lagrangeana seja real, como é posśıvel sempre lidar com componentes
reais e imaginárias de forma independente, o ı́ndice α percorre por este ı́ndice também
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e de maneira genérica,

f(φ(x)) =
∞
∑

n=0

f (n)(0)

inn!

(

δ

δJα(x)

)n∣
∣

∣

∣

J=0

Z[J ] (3.41)

e assim,

Z[J ] = e
∫

dxLint( 1
i

δ
δJα(x))Z0[J ]

∣

∣

∣

J=0
(3.42)

onde, Z0[J ] =
∫

Dφαe
i
∫

dxLcin+Jαφα . Como em geral o lagrangeano pode ser escrito

como

L =
∫

dyφα(x)Fα,β(x, y)φβ(y) + Lint + φαJα + Termos de Superf́ıcie.

e já que o termo de integração Dφ é invariante por translação, pode-se mudar a

variável para φ→ φ+ φ0, tal que, φα,0 =
∫

dyDα,β(x, y)Jα, onde,

∫

dyFα,γ(x, y)Dγ,β(y, z) = δα,βδ
D(x− z) (3.43)

e fica evidente queD(x, y) é o inverso do operador F (x, y)16 com isso pode-se escrever,

Z[J ] = Z0[0]e
∫

dxLint( 1
i

δ
δJα(x))ei

∫

dxdyJα(x)Dα,β(x,y)Jβ(y) (3.44)

e fica evidente porque D(x, y) é a segunda derivada da função geratriz. Ainda mais,

o termo Z[0] nada mais é do que a auto-interação do vácuo, que é cancelada no

teorema de Wick, descrito sem prova anteriormente: a função geratriz Z[J ] precisa

ser normalizada para fazer sentido f́ısico. Dito isso, a função de interação entre duas

part́ıculas é dada, portanto, por quatro derivadas da função geratriz normalizada em

J = 0, ou devido a forma de Z[j], em especial, a função,

W [J ] = logZ[J ] (3.45)

que implica,

δ4W [J ]

δJα1(x1)δJα2(x2)δJα3(x3)δJα4(x4)

∣

∣

∣

∣

J=0

=
1

Z[0]

δ4Z[J ]

δJα1(x1)δJα2(x2)δJα3(x3)δJα4(x4)

∣

∣

∣

∣

J=0

.

(3.46)

16em especial, para operadores diferenciais como é o caso das teorias aqui tratadas, D(x, y) é a
função de Green da equação de movimento do campo sem interação
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O funcional Z[J ] (ouW [J ]) pode ser expandido em série de forma que ficam evidentes

as regras de Feynman,

Ẑ[J ] =
Z[J ]

Z[0]
≈
[

I + i

∫

dxL∫

(

1

i

δ

δJα(x)

)]

Ẑ0[J ], (3.47)

e assim, pode-se reescrever as regras de Feynman genéricas na representação de

momento como,

1 Para cada propagador, associar,
(

1
i

)2 δ2Ẑ
δJα(x)δβ(y)

∣

∣

∣

J=0
=

2 Para cada ordem de interação, o vértice

i
∫

dxLint
(

1
i

δ
δJα(x)

)∣

∣

∣

J=0
Z0[J ] =

3 Impor conservação de momento para cada vértice.

4 Para cada ponto externo associar φ, tal que,
∫

dyF (x, y)φα(y) = 0

5 Integre ou some sobre todos os momentos e outros posśıveis ı́ndices, utilizando

um fator
∫

dDp
(2π)D/2 , considerando apenas os gráficos onde os vértices estão liga-

dos a algum momento externo.

3.1.2.3 Quantização de Campos Fermiônicos

Com a quantização em mãos, o próximo passo é descrever os Lagrangeanos que

podem servir para descrever os sistemas de part́ıculas. O primeiro passo é entender

que a ação precisa ser escalar, isto é, um invariante. Nesse caso, qualquer combinação

de campos que nela esteja presente, precisa ser invariante perante as mudanças no

grupo de transformação do sistema. Isso reflete a invariância por diversos observado-

res. O primeiro ponto é por simetrias internas, em geral o sistema f́ısico é invariante

por uma ou mais transformações de um grupo interno, por exemplo, paridade ou

transformações de conjugação de carga. Nesse caso, a lagrangeana precisa possuir

tais simetrias. As duas outras simetrias importantes são as Simetrias de Gauge e

Simetrias de Lorentz



Caṕıtulo 4

Lagrangeano

O lagrangeano do sistema é o que define a estrutura do modelo f́ısico abordado.

Nesse caṕıtulo é apresentado como construir um lagrangeano consistente com as

simetrias conhecidas e necessárias para existir as leis de conservação comprovadas

experimentalmente, consistente com o modelo padrão que é válido para as escalas de

energia já investigadas.

4.1 Introdução

Com a quantização em mãos, o próximo passo é descrever os lagrangeanos que

podem servir para descrever os sistemas de part́ıculas. O primeiro passo é obser-

var que a ação precisa ser um escalar, isto é, um invariante perante as mudanças no

grupo de transformação do sistema. As duas simetrias mais importantes são as sime-

trias de Gauge (relacionadas com as simetrias internas do lagrangeano) e Simetrias

de Poincaré (relacionada com as simetrias espaciais). A primeira simetria, junto

com prinćıpios de renormalização que serão discutido, definem os tipos de interação

posśıveis enquanto as simetrias de Poincaré definem as estruturas geométricas das

part́ıculas, isto é, seus spins.

4.2 O Grupo de Poincaré

Uma das maneiras que se mostram mais eficientes para obter e estudar leis da

f́ısica é a concepção de um conceito que parece surgir quase intuitivamente e subje-

tivamente no pensamento humano, as simetrias. A busca natural por simetria trás

bons resultados, elas permitem simplificar e estudar um problema indiretamente já

que são caracteŕısticas mais genéricas do todo e não de pequenas partes.

Isso significa que uma das perguntas fundamentais a ser feita em uma análise pro-

funda de qualquer problema é: Qual a simetria esse problema contém (se contém

alguma)? Para respondê-la é necessário entender quais as caracteŕısitcas fundamen-

tais que precisam ser descritas e o trabalho de identificá-las nem sempre é fácil.

27
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4.2.1 Definição

Partindo dos prinćıpios descritos anteriormente, a descrição do espaço requer

a suposição de alguns conceitos básicos e fundamentais,

i O espaço é homogênio (ie, qualquer ponto é equivalente)

ii O tempo é homogênio (ie, qualquer tempo é equivalente)

iii As leis da f́ısica não privilegiam qualquer tipo de referencial (todos os observa-

dores devem prever leis equivalentes entre si).

iv Dois experimentos suficientemente distantes dão resultados não-correlacionados.

Os dois primeiros prinćıpios postulam uma equivalência em posição e tempo. Embora

bastante naturais no dia a dia, eles impõem restrições bastante fortes sob a forma

das equações que descrevem o espaço, elas precisam ser invariantes por translação.

Eles surgem de um requerimento bastante intuitivo. Quando falamos de posição, ve-

locidade e qualquer grandeza relativa é necessário montar um sistema de referências

que indicam a dois interlocutores como eles precisam correlacionar seus resultados.

No entanto, essa escolha de referência é totalmente arbitrária e sua escolha não pode

alterar qualquer resultado f́ısico observável.

Nesse mesmo esṕırito surge o prinćıpio (iii), é necessário impor uma transformação

cont́ınua entre qualquer tipo de referencial, nesse caso, qualquer referencial que possa

estar se movimentando de forma arbitrária. Essas transformações induzem trans-

formações nas equações que podem ser invertidas para se obter o resultado observado

por outros referenciais. Novamente essa imposição surge pois como os movimentos

são sempre relativos à escolha de qual referencial está em movimento e qual está

parado é arbitrária.

Por último, o prinćıpio (iv) também conhecido como Cluster Decomposition Principle[6],

é o que permite a existência de qualquer ciência experimental. Precisamos garantir

a possibilidade da realização de vários experimentos sob as mesmas (ou próximas)

condições iniciais de forma que eles sejam não correlacionados e possam gerar dados

equivalentes. Em especial, na f́ısica de part́ıculas esse prinćıpio indica que um pro-

cesso de multi-part́ıculas pode ser dividido em sub-processos que permitem fatorizar

os elementos de matriz da teoria, dado que os eventos estão suficientemente distan-

tes.

Os três primeiros postulados apresentados garantem a existência de um grupo de
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transformações entre os vetores posição espaço-temporal (quadrivetores). Para en-

tender como acontece o surgimento do grupo de transformações, vamos definir o

espaço vetorial V de todos os posśıveis pontos do espaço, sob a operação usual de

soma de componentes e o produto escalar a ser definido,vamos denotar tais vetores

como 〈r|17. Os postulados (i) e (ii) garantem a existencia de uma transformação,

U , aplicada a esse vetores de tal forma que para quaisquer dois pontos 〈r| e 〈r′| no
espaço deve-se ter,

〈r′| = U(r, r′) 〈r| (4.1)

em particular, para dois pontos coicidentes, U(r, r) = I. O postulado (iii) garante

a existência de uma transformação inversa U−1(r, r′). A experiência matemática

e a intuição nos fornecem uma maneira simples de descrever as transformações U ,

através de translações espaciais, rotações e boosts. Ainda do postulado (iii), como

qualquer referencial é equivalente, se temos três pontos distindos, r1, r2 e r3 podemos

levar nosso vetor de r1 a r3 por uma transformação U(r1, r3) ou de r1 a r2 e depois

de r2 a r3 e elas precisam ser equivalentes, U(r1, r3) = U(r1, r2)U(r2, r3). Ou seja,

existe um grupo de transformações G que descreve os pontos no espaço.

A primeira pergunta que surge a partir dessa conclusão é: qual é esse grupo? Como

a ideia é construir as equações e sistemas f́ısicos dentro do espaço vetorial V , da

matemática sabemos que ele contém objetos que não são apenas vetores, mas também

escalares, espinores e tensores. Os escalares são definidos por sua invariância perante

alguma transformação, nada mais natural do que definir tal transformação como as

transformações U . Definindo o produto escalar de dois vetores xµ = (x0, x1, x2, x3) =

〈x| e yµ = (y0, y1, y2, y3) = 〈y| como18,

xtGy = ytGx = 〈x|y〉 = |x〉G 〈y| = (G)µν(x− y)µ(x− y)ν (4.2)

onde G = G† é chamada de métrica. Se as transformações U são as transformações

que definem o caráter escalar do espaço, então deve-se ter,

|x〉U †GU 〈y| = |x〉G 〈y| (4.3)

17Denotaremos vetores por letras romanas minúsculas e números reais por letras gregas, caso
haja possibilidade de confusão, a notação para vetores incluirá um ı́ndice rµ que deve ser tomado
na convenção de Einstein da soma

18o ponto xi = (x0i , x
1
i , x

2
i , x

3
i ) é o ponto referência do sistema.
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ou, uma definição mais interessante, as transformações U são tais que,

U †GU = G (4.4)

O problema central agora é escolher a forma do produto escalar (ou seja, escolher a

métrica G). Cada métrica irá gerar um espaço diferente, com propriedades diferentes

e um grupo G de transformações diferentes. Pela falta de um postulado razoável, a

escolha da métrica fica arbitrária teoricamente, mas uma análise experimental indica

que a luz possui velocidade constante para todos os referenciais f́ısicos. Isso indica

transformações que possuem um pólo em v = c, c é a velocidade da luz. Em par-

ticular, podemos tomar a velocidade c como uma velocidade de referência e impor

um sistema de coordenadas c = 1, assim, o pólo das transformações deve ser em

v = 1. Uma opção de métrica que trás as caracteŕısitcas necessárias para descre-

ver a constância da velocidade da luz e condiz com o eletromagnetismo é a opção

gµν = diag(1,−1,−1,−1). As transformações que obedecem a definição (4.4), com

a métrica dada, formam o Grupo de Poincaré

4.2.2 Representações

Com uma definição mais apropriada podemos buscar as representações posśı-

veis do grupo de Poincaré. Como já mencionado, uma forma natural de tratar o

problema é separar as transformações de Poincaré em um subgrupo invariante de

translação e o grupo de rotações. Por construção o produto escalar já é invariante

por translações x
′µ = xµ + aµ. Para rotações tem-se,

x
′µ = Λµνx

ν (4.5)

onde Λµν é uma matriz de rotação de coeficientes reais agindo sob os elementos do

vetor x. Isso significa que duas transformações são combinadas da forma,

U(Λ1, a1)U(Λ2, a2) = U(Λ2Λ1,Λ2a1 + a2) (4.6)

das eqs. (4.5) e (4.4) obtem-se a relação gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ = gρσ. O determinante resulta na

propriedade

(DetΛ)2 = 1 (4.7)
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ou seja, dentro do grupo de transformações aµ = 0 (Grupo de Lorentz), existem dois

tipos, DetΛ = −1 e DetΛ = 1. O segundo caso forma um subgrupo e é denominado

grupo de Lorentz próprio. Ainda da relação obtida, (Λ0
0)

2 = 1 + Λi0Λ
i
0, ou seja,

Λ0
0 ≤ −1 ou Λ0

0 ≥ 1. No segundo caso temos novamente um subgrupo, o subgrupo

de Lorentz ortócrono. E. Wigner [8] mostrou que todas as transfomrações do grupo

de lorentz (e consequentemente) do grupo de Poincaré podem ser descritas por um

subgrupo do grupo de Poincaré, o chamado Little Group, que é análogo ao grupo

de rotações através de um eixo. De fato, tal grupo é definido como o grupo de

transformações Λk, tal que Λkk
µ = kµ. Assim, o grupo é totalmente determinado

pelas transformações de paridade,

P µ
ν = (P−1)µν =















1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1















, (4.8)

temporal,

T µν = (T−1)µν =















−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1















(4.9)

E os geradores do Little Group.

Os geradores do grupo são obtidos impondo o que as transformações de Poincaré

(aµ = 0) formem um grupo,







U−1(Λ) = U †(Λ) Transformação unitária

U(Λ′Λ) = U(Λ)U(Λ′) Regra de composição de Grupos
(4.10)

Que em forma infinitezimal implica em

U(1 +
i

2~
δωµνM

µν) ≈ I +
i

2~
δωµνM

µν (4.11)

ou seja,

U−1(Λ)MµνU(Λ) = ΛµρΛ
ν
σM

ρσ (4.12)
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A partir das leis de transformação dadas pela Eq. (4.12), e fazendo Λ = 1 + δω,

segue as regras de comutação para os geradores:

[Mµν ,Mρσ] = i~[gµρM νσ − (µ↔ ν)]− [ρ↔ σ] (4.13)

Que descrevem a álgebra dos geradores Mµν . Definindo,

Ji ≡ 1
2
ǫijlM

jk O vetor ~J

Ki ≡M i0 O vetor ~K
(4.14)

A Eq.(4.13) fica em uma forma mais intuitiva,















[Ji, Jj] = iǫijkJk

[Ji, Kj] = iǫijkKk

[Ki, Kj] = iǫijlJk

Ou seja, as quantidades ~J formam um subgrupo idêntico ao subgrupo de mo-

mento angular em 3 dimensões, SO(2) estão relacionados com o momento angular e o

spin da part́ıcula. Esses operadores são justamente os operadores geradores da sime-

tria SO(4) = SO(2)×SO(2). Uma maneira de observar isso é notar que redefinindo

Ml =
1
2
(Jl + iKl) e Nl =

1
2
(Jl − iKl) resulta em,















[Mi,Mj] = iǫijkMk

[Ni, Nj] = iǫijkNk

[Mi, Nj] = 0

Assim, os geradores Mi e Ni não se conectam e formam grupos separados que po-

dem ser caracterizados por seus auto-valores inteiros e semi-inteiros, lm e ln e cujos

auto-vetores podem ser agrupados de forma a descrever a maneira com que se trans-

formam, (lm, ln). Assim, o auto-vetor correspondente a (0, 0) é chamado de escalar,

os auto-vetores correspondentes a (1
2
, 0) e (0, 1

2
) são espinores, (1

2
, 1
2
) são vetores, etc.

Com o mesmo procedimento é posśıvel obter as regras de comutação para os opera-

dores P µ tal que U(0, aµ) ≈ I + aµPµ,

[Ji, Pj] = iǫijkPk

[Kl, Pj] = iHδlj

[Jj, P0] = [Pj, P0] = [Pi, Pj] = 0

[Kj, P0] = iPj
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Note que Pµ também forma um subgrupo abeliano invariante, o subgrupo das

translações. Isso significa que suas transformações devem obedecer D(aµ)D(a′µ) =

D(aµ + a′µ). E, portanto, seus auto-vetores podem ser caracterizados por um vetor

kµ da forma

D(aµ)ψk = eikµa
µ

ψk (4.15)

E as funções e−ikµx
µ
se tornam uma base natural para tal grupo. Isso quer dizer

que uma função ψ(x) pode ser descrita pela base de auto-estados através de sua

transformada de Fourier,

ψσ(x) =

∫

d4k

(2π)4
aσ(k)e

ikx (4.16)

onde σ denota posśıveis números que descrevem as bases formadas pelos geradoresMi

e Ni. Com isso é posśıvel associar a cada vetor kµ as transformações do Little Group

correspondente Wk e com isso determinar de maneira completa as transformações do

grupo de Poincaré[9],

D(Wk)a(k, σ) =
∑

α

D(Wk0)σ,αa(k, α) (4.17)

Em particular, o Casimir do subgrupo formado por Pµ é P 2 = PµP
µ, assim, cada

modo a(k, σ) pode ser descrito por k2 = kµkµ = m2 e existem quatro opções,

1 〈kµ0 |kµ0 〉 = m2 > 0

2 〈kµ0 |kµ0 〉 = 0, kµ0 6= 0

3 kµ0 = 0

4 〈kµ0 |kµ0 〉 = −m2 < 0

A opção 3 descreve os estados do vácuo que são invariantes por translação

espacial. Os estados 1 descrevem as part́ıculas de massa M = m e os estados 2 as

part́ıculas sem massa.

4.2.3 Quantização de Campos Fermiônicos

O modelo padrão precisa explicar todas as part́ıculas fundamentais encontra-

das na natureza, dentre elas encontra-se o elétron, part́ıcula massiva de spin-1/2
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que obedece o prinćıpio de exclusão de Pauli e, por consequência, regras de anti-

comutação. Part́ıculas com tais caracteŕısicas são chamadas de Férmions massivos e

dizer que seu spin é 1/2 significa dizer que dada uma função ψα(x) que descreva a

sua dinâmica, a função ψγ(Wx) =
∑

α

D(Wk0)σ,αψα(x) também descreve o sistema,

onde nesse caso D(Wk0)σ,α é a matriz da representação (1/2, 0) ⊕ (0, 1/2) do grupo

de Poincaré, que é dada pelas matrizes γ, definidas em uma dimensão par como19,

{γµ, γν} = 2gµν . (4.18)

De tal forma que dado dois espinores ψ e seu hermitiano conjugado, se conectam

vetorialmente através de,

Jµ = ψ†γ0γµψ (4.19)

de forma que Jµ é um quadri-vetor pois se transforma sob as trasnformações de

Lorentz como o vator xµ. Em especial ψ̄ψ é um escalar, onde ψ̄ = ψ†γ0, Isso quer

dizer que a lagrangeana quadrática mais genérica20 e invariante de Poincaré a ser

construida é da forma,

Le = iψ̄ /∂ψ −mψ̄ψ (4.20)

onde /∂ = γµ∂µ. A grande diferença entre os campos fermiônicos e os campos escalares

é que eles precisam obedecer regras de anti-comutação, pois são espinores. Portanto,

impor regras de comutação similares à quantização canônica gerará equações de

movimento errôneas e assim as regras de comutação precisam ser substituidas por

regras de anti-comutação. Tal caracteŕıstica é representada por um conjunto de

variáveis chamadas variáveis de Grassmann, que obedecem,

{ηi, ηj} = 0 (4.21)

em especial, η2i = 0. Isso quer dizer que funções dessas variáveis possuem uma

expansão no máximo linear, f(ηi) = a+ bηi. Em especial, suas derivadas e integrais

19A quantidade {A,B} = AB +BA é chamada de anticomutador.
20Na verdade é posśıvel dar um passo a mais e generalizar o Lagrangeano de forma que vários

campos fermiônicos sejam unidos, de forma que m passa a ser uma matriz, não necessariamente
diagonal
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possuem a mesma caracteŕıstica21,

∂ηif(ηi) =

∫

dηif(ηi) = b (4.22)

E em especial,
∫

dη̄dηe−η̄Mη = det{M} (4.23)

Dessa forma, a imposição de que os campos ψ(x) sejam também variáveis de Grass-

mann resolve o problema e torna a a quantização imediata, o lagrangeano é da forma,

L = iψ̄ /∂ψ−mψ̄ψ =

∫

dyψ̄(iδ(4)(x−y)/∂y−m)ψ(y) =

∫

dyψ̄(x)F (x, y)ψ(y) (4.24)

cuja equação de movimento é da forma,

(i/∂ −m)ψ(x) = 0 (4.25)

de soluções na representação de momento u(p) e v(p)[6],[5] Assim,

D(x, y) = F−1(x, y) =

∫

dDp

(2π)D
ieip.(x−y)

/p−m
(4.26)

e a função geradora sem interação é escrita através das correntes J =





−η̄
η



,

Z0[J ] = Z0[0]

∫

Dψ̄Dψei
∫

dxdyJ̄(x)D(x−y)J(y) (4.27)

4.2.4 Interações Fermiônicas

Ao introduzir interações na lagrangeana de férmions surge um problema sério

que atrasou por muito tempo a f́ısica, o problema dos infinitos em uma teoria f́ısica,

também conhecido como problema da renormalização. Como descrito, alguns infini-

tos podem surgir durante o cálculo de grandezas f́ısicas ordem a ordem, o que torna

a resolução do problema perturbativamente inconsistente. Para entender de maneira

intuitiva aonde surge o problema, basta imaginar o cálculo de uma grandeza f́ısica F

21Um detalhe importante é que as derivadas anticomutam com as variáveis, ∂η2
(η1η2) = −η1∂η2

η2,
isso quer dizer que pode-se definir dois tipos de derivadas, as derivadas à direita, e as derivadas à
esquerda. O primeiro caso é a mais utilizada e será padronizado ∂ = ∂L a derivada à esquerda
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qualquer, em termos de alguma constante de acoplamento da teoria, λ. Tal expansão

se dá através de gráficos de Feynman que representam integrais sobre momentos,

F = g(0) + λg(1) + λ2g(2) + ... (4.28)

Se em algum momento da expansão os fatores g(n) possuirem valor infinito, devido

a sua forma funcional g(n) =
∫

dp1dp2...g
(n)(p), tal expansão, a prinćıpio, não é

mais jusificada tornando o resultado inconsistente. Entretanto, através do processo

de renormalização, que será descrito posteriormente, é posśıvel absorver tal infinito

na constante de acoplamento λ de forma sistemática, tornando a expansão nova-

mente consistete. Entretanto, caso a constante λ possua, nas unidades naturais,

[λ] < 0, então a forma funcional de g(n) precisa necessariamente aumentar o grau de

divergência, pois a cada passo haverá mais e mais integrais de momento para com-

pensar a unidade da constante de acoplamento, nesse caso, a cada ordem de expansão

o próximo termo será mais e mais divergente e o processo de renormalização falha,

pois a correção de infinitos precisa ser realizada a cada ordem. Não há motivos para

imaginar que a natureza seja constituida apenas de teorias renormalizáveis, ainda

mais pois a renormalização é um processo intrinseco da forma de atacar o problema

perturbativamente. No entanto, a imposição de renormalizabilidade da teoria trouxe

bons resultados experimentais.

Dessa forma, acoplamentos como ψ̄γµψψ̄γµψ ou (ψ̄ψ)2 não podem ser considerados,

já que em unidades naturais, [L] = 4, e então, [ψ] =
[

ψ̄
]

= 3/2 e tais interações re-

querem constantes de acoplamento com [λ] = −2 que não são renormalizáveis. Ainda

nesse prinćıpio, a interação λφ4 é a única renormalizável posśıvel de ser feita apenas

com campos escalares em 4 dimensões. A ultima posśıvel interação que pode ser

realizada de forma renormalizável utilizando apenas campos escalares e fermiônicos

é a chamada Interação de Yukawa, φψ̄ψ que tem particular importância no processo

de geração de massa para férmions do modelo padrão.

4.2.4.1 Campos de Gauge

O terceiro e último passo necessário para a construção da lagrangeana do mo-

delo padrão e suas extensões é acrescentar os campos vetoriais. Eles surgem de forma

quase automática ao impor a invariância da teoria perante Transformações de Gauge.

Os campos escalares e espinoriais são descritos na teoria sempre por lagrangeanas

invariantes por transformações da forma φ′
α = eiaφα onde a é um número real. Isso
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porque os termos da lagrangeana sempre aparece na formaMαβφ
†
αφβ

22. Isso significa

que os campos são determinados a menos de uma termo de fase que representa uma

rotação nas simetrias internas do problema. Em especial, se houverem vários campos

e for permitido uma transformação entre tais grupos a lagrangeana ainda é invari-

ante por transformações desse tipo, φ′
α = eiaAT

A
φ, nesse caso, TA são chamadas de

matrizes geradoras da transformação e atuam nos campos φα de maneira a misturá-

los. Entretanto como os campos possuem uma dependência nas variáveis espaciais,

uma transformação de fase desse tipo significa rotacionar o espaço inteiro ao mesmo

tempo, o que parece contradizer a invariância de Lorentz. Essa interpretação leva

a impor que a lagrangeana do sistema seja invariante por transformações de gauge

locais, a = a(x). No entanto o termo cinético φα∂µφα deixa de ser invariante por tais

transformações. Isso sugere a existência de algum termo extra que compense tal pro-

blema. Assim, define-se a derivada covariante Dµ de tal forma que as transformações

de gauge sejam invariantes,

D′
µφ

′
α = Dµφα (4.29)

e Dµ = ∂µ + ieAµ, onde Aµ é algum campo vetorial no qual se transforma de tal

maneira a manter a Eq.(4.29) verdadeira. Para o caso de transformações da forma

eia(x) isso significa que,

A′
µ(x) = Aµ(x) +

1

e
∂µa(x) (4.30)

E isso impõe uma interação da forma e2φ†φAµA
µ para os campos escalares e eAµψ̄γ

µψ

para os femiônicos. Com a introdução de uma interação para um campo Aµ(x) é

necessário introduzir uma parte cinética correspondente. Para isso é necessário que

tal parte cinética seja ainda invariante de gauge, a Eq.(4.29) expõe a forma de trans-

formação de gauge, como e−iaD′eia = D, objetos da forma DµDν se transformam de

maneira covariante. Em especial, como ∂µ∂ν = ∂ν∂µ, o objeto,

Fµν = [Dµ, Dν ] = ∂µAν − ∂νAµ (4.31)

é o candidato ideal para o termo cinético lagrangeano. Tal objeto se comporta de

forma tensorial e, portanto, na lagrangeana deve aparecer como,

LA = −1

4
FµνF

µν (4.32)

22Note que o termo de Yukawa não é invariante de Gauge nessa prescrição não formalizada.
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sua lagrangeana é identica à do campo eletromagnético clássico o que leva a associar

o campo Aµ com o campo eletromagnético. Através dessa construção a extensão para

diversos campos é imediata: Dado um grupo de simetria interno cujas transformações

são geradas por
[

TA, TB
]

= fABC TC , para criar uma lagrangeana invariante perante

esse grupo, troca-se as derivadas normais pela derivada covariante Da
bµ = δab∂µ +

ig(TA)
a
bW

A
µ onde WA

µ são campos vetoriais de gauge sob a ação de transformações

de gauge U(a) = eiaAT
A
se transformam como,

W ′A
µ = WA

µ +
i

e
∂µa

A + fABC aBW
C
µ (4.33)

a parte cinética deve ser um escalar,

L = −1

4
Tr {FµνF µν} = −1

4
FA
µνF

µν
A (4.34)

onde Fµν = [Dµ, Dν ] = ∂µWν − ∂νWµ − ig [Wµ,Wν ]. O último termo do tensor

Fµν expõe explicitamente o caráter não abeliano das teorias de gauge formada por

campos de gauge que não comutam entre si, e por isso são comumente chamadas de

teorias de gauge não-abelianas.

4.2.4.2 Quantização dos Campos de Gauge

Diferente de como é construida a lagrangeana dos campos fermiônicos e esca-

lares na lagrangeana de gauge não abeliana já surge com dois termos de interação

da forma g2∂µWν [Wµ,Wν ] e ∼ W µW νWµWµ. Para quantizá-la é necessário separar

a quantidade cinética, (∂µAν − ∂νAµ)
2 que é solúvel. Primeiramente reescreendo-a

como,

LcinA =
1

2
Aµ
(

gµν∂2 − ∂µ∂ν
)

Aµ + termos de superf́ıcie (4.35)

Os termos de superf́ıcie resultam em zero para campos evanescentes no infinito. O

próximo passo para a quantização é definir correntes Jµ(x) que irão acoplar em Aµ no

funcional gerador Z[J ] e inverter o funcional, 1
2

∫

dy (gµν∂2 − ∂µ∂ν) que não possui

inversa. O problema existe justamente por causa da liberdade de gauge da teoria que

tornam a solução de encontrar a inversa não-única e assim uma maneira consistente

de inverter o funcional em Z[J ] precisa levar em conta essa simetria. O método criado

por Faddeev e Popov foi notar que um truque de integração permitia reescrever o

lagrangeano de forma a tornar a parte cinética inverśıvel. Para tanto, é necessário

tomar uma condição de gauge na forma FA[Wµ] = CA(x) e reescrevê-la na forma
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funcional,

∆−1
F [Wµ] =

∫

DUδ[FA[WU
µ ]− CA(x)] (4.36)

onde δ[F ] =
∏

xµ,A δ
(

FA[Wµ]
)

é o funcional delta de Dirac e W µ são os posśıveis

campos W relacionados por transformações de gauge U . Como o elemento DU é

invariante de gauge, ∆[Wµ] também o é, e é posśıvel reescrever o gerador funcional

de uma maneira interessante23,

Z[J ] =

∫

DWµ∆[Wµ]

∫

DUδ[FA[WU
µ ]− CA(x)]eiS =

∫

DU

∫

DWµ∆[Wµ]δ[F
A[WU

µ ]− CA(x)]eiS (4.37)

Fazendo uma transformação de gauge que leve AUµ → Aµ e notando queDA
U
µ = DAµ,

Z[J ] =

∫

DU

(∫

DWµ∆[Wµ]δ[F
A[Wµ]− CA(x)]eiS

)

=

(cte)

∫

DWµ∆[Wµ]δ[F
A[Wµ]− CA(x)]eiS =

(cte)e
i
2ζ

∫

dx(CA(x))2e
−i
2ζ

∫

dx(CA(x))2
∫

DWµ∆[Wµ]δ[F
A[Wµ]− CA(x)]eiS (4.38)

ou seja,

Z[J ] = N

∫

DWµ∆[Wµ]e
i(S+ i

2ζ

∫

dx(FA[Wµ])2) (4.39)

Com isso o termo (FA[Wµ])
2 somado ao termo cinético permite que o funcional seja

invertido. Para completar a quantização é necessário obter uma forma para o termo

∆[Aµ] que possa ser utilizado para o cálculo. O funcional delta de Dirac é semelhante

à função de Dirac onde,

δ(f(w)) =
∑

i

δ(w − wi)
∣

∣

∣

df(wi)
dw

∣

∣

∣

(4.40)

onde wi são os zeros da função f . Ou seja, escrevendo ∆[Aµ] = det
{

δF
δa

∣

∣

F=0

}

=

det{M}, obtém-se,

∆[Aµ]∆
−1[Aµ] =

∫

DU (4.41)

e assim, ignorando as constantes,

Z[J ] =

∫

DWµdet

{

δF

δa

∣

∣

∣

∣

F=0

}

ei(S+
i
2ζ

∫

dx(FA[Wµ])2) (4.42)

23pois ∆[Wµ]∆
−1[Wµ] = 1
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por fim é posśıvel de Eq.(4.23),

Z[J ] =

∫

DWµDη̄Dηe
i(S+ i

2ζ

∫

dx(FA[Wµ])2−η̄aMabη
b) (4.43)

onde agora η são campos fermiônicos que aparecem na teoria apenas dependente

do gauge escolhido. Tais campos são chamados de Campos Fantásmas e não são

observáveis poi sempre aparecem no propagador e não como part́ıculas reais, além

disso, seu termo cinético é definido pela matriz M e pode gerar equações de movi-

mento diferentes. Existe ainda a possibilidade de encontrar algum gauge onde os

campos fantasmas não se acoplam diretamente com nenhum campo observável e as-

sim podem ser retirados da lagrangeana de forma que se tornam irrelevantes para a

teoria, como é o caso dos campos abelianos Aµ, onde para F [Aµ] = ∂µAµ e apenas a

correção da lagrangeana no termo (∂µAµ)
2 é relevante.

4.2.4.3 Regras de Feynman da QED

Com isso é posśıvel escrever as regras de Feynman da Eletrodinâmica Quântica

(QED), no gauge de Lorentz, F [Aµ] = ∂µAµ. A QED consiste de um férmion (por

exemplo o elétron) massivo, acoplado ao campo eletromagnético Aµ chamado de

fóton, através de sua carga, pela constante de acoplamento e, ou seja, a lagrangeana

total do sistema, já com as correções do método de Faddeev-Popov é,

LQED = ψ̄(i/∂ −m)ψ − 1

4
FµνF

µν − eψ̄ /Aψ (4.44)

os propagadores associados são

= Dµν(q) =
∫

dxe−iq.(x−y)
(

1
i

)2 δ2Z[J ]
δJµxδJν(y)

∣

∣

∣

J=0
= igµν

q2

= D(p) =
∫

dxe−ip.(x−y)
(

1
i

)2 δ2Z[J ]
δη(x

δη̄(y)
∣

∣

∣

J=0
= i

/p−m

o vértice fundamental,
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= i
∫

dxLint
(

1
i

δ
δJα(x)

)∣

∣

∣

J=0
Z0[J ] = eγµ

e as funções externas[13],

Figura 4.1: Funções da QED.



Caṕıtulo 5

Renormalização

Aqui será apresentada uma revisão teórica sobre os conceitos básicos envolvidos na

estruturação, motivação e interpretação f́ısica da abordagem das equações do grupod

e renormalização sobre a evolução das constantes da teoria.

5.1 Introdução à Renormalização

O tratamento de problemas que envolvem o conceito de campos quânticos en-

volve a resolução de equações que, em sua maioria, não possui uma solução anaĺıtica

e, com isso, é necessário uma análise perturbativa do problema.

Em geral, sabe-se o Hamiltoniano de dois tipos de part́ıculas, H1 e H2, cuja

solução já é conhecida:

Hia
†
αi
|0〉 = E(αi)a

†
αi
|0〉, (5.1)

e tem por objetivo estudar as consequências de uma interação ou um termo adicional

no Hamiltoniano,

H = H1 +H2 +H1,2, (5.2)

que possui, agora, um estado de vácuo diferente, por suposição, não degenerado, |Ω〉.
A análise é feita utilizando-se do Teorema de Gell-Mann–Low, que permite

relacionar o estado de vácuo da teoria sem a interação com a teoria com interação de

forma que seja posśıvel fazer uma expansão da exponencial em termos do operador

HI , que pode ser representada pelos diagramas e regras Feynman. Ao efetuar o

cálculo de tais diagramas (ou de alguma ordem da expansão), encontra-se integrais

divergentes que parecem tornar o cálculo inconsistente. O processo de renormalizaçao

surgiu para ’curar’ tais divergências de forma sistemática, a cada ordem do cálculo

perturbativo e é feito a partir de três passos, primeiro regulariza-se as integrais

divergentes, ou seja, modifica a teoria de tal forma que ela se torne dependente de

um parâmetro finito e se torne finita em todas as ordens de perturbação, o parâmetro

deve ser introduzido de tal forma que, ao final do cálculo, um limite sobre o parâmetro

pode ser tomado para tornar a teoria de volta à original.

42
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O segundo passo, o mais crucial, é perceber que as part́ıculas da teoria sem

interação não são as mesmas que as part́ıculas interagentes, ou seja, os parâmetros,

tais como massa e carga, normalização da função de onda, devem ser expressos com

os parâmetros da teoria interagente e não da teoria livre. Esse reconhecimento é

exatamente a renormalização, e consiste em relacionar as propriedades da teoria

livre para a teoria interagente.

O ultimo passo consiste em tomar o limite, agora controlado, e voltar para

a teoria original, interagente. Essa forma é consistente, pois as relações entre os

parâmetros não-renormalizadas e renormalizadas são totalmente não-observáveis e

essa relação possibilita gerar resultados finitos e que concordam experimentalmente.

5.1.1 Renormalização na Eletrodinâmica Quântica (QED)

Um exemplo importante onde é posśıvel analisar aonde surge o problema das

divergências e como é posśıvel eliminá-las de forma sistemática é o problema encon-

trado na QED.

Figura 5.1: Gráfico de Feynman da QED

A teoria consiste em um Hamiltoniano de férmions de Dirac em quatro di-

mensões, D = 4, livres (ψ), com espectro de energia da forma E(~p) =
√

p2 +m0
2,

onde m0 é interpretado como a massa da part́ıcula, e bósons (Aµ) sem massa, com

espectro de energia da forma E(~k) = |~k|, µ = 0, 1, 2, 3. A interação é feita através

de um hamiltoniano da forma:

Hi = e0ψ̄γ
µψAµ (5.3)

Tal interação gera um diagrama representado na figura 5.1 e que descreve o fator de
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vértice −e0γµ. O propagador do fóton, cuja equação, no espaço de momentos é:

Dµν(k) =
−gµν
k2 + iǫ

, (5.4)

A partir do gráfico de vértice da figura 5.1, é posśıvel construir correções de

segunda ordem ao propagador do fóton e que é diagramada em primeira ordem na

figura 5.2. Tal correção, chamada auto-energia do fóton é escrita matematicamente

na forma[11],

−gµν
k2 + iǫ

−→ −gµν
k2 + iǫ

[

1− g20A(k
2)

1

k2 + iǫ

]

(5.5)

Onde,

igµνA(k2) =
−1

(2π)4

∫

d4p
Tr[γµ(/p+ /k +m0)γ

ν(/p+m0)]

[(p+ k)2 −m2
0 + iǫ][p2 −m2

0 + iǫ]
(5.6)

Tal integral é quadraticamente divergente, para ver isso basta notar que o numerador

vai com ∼ p6 enquanto o denominador vai com ∼ p4, assim, como os limites de

integração são por todo o espaço de momento, a integral diverge.

Essa aparente inconsistência da segunda ordem de perturbação ser infinita,

enquanto deveria ser menor que o termo principal, é a motivação para a criação do

método de renormalização.

Figura 5.2: correções ao gráfico da fig.5.1 em ordem quadrática

O primeiro passo para retirar a divergência é usar algum método de regula-

rização. O método mais intuitivo é limitar a integral da Eq.(5.6), para |p| < Λ.

Assim, para recuperar a teoria original, basta fazer Λ → ∞ no fim do cálculo (Esse

método, denominado de método de Pauli-Villars, apesar de bastante intuitivo quebra

a invariância de Gauge e atribui uma massa para o fóton enquanto o limite não for

feito. Existem outros métodos que evitam esse problema, tais como a regularização

dimensional). Seja então A(k2) uma quantidade que depende de um parâmetro Λ,

de tal forma que não seja mais divergente. Para manter a massa do fóton livre ainda
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nula no limite k2 ≈ 0, A(k2) → 0 e assim,

A(k2) = k2A′(0) + k2Π(k2), (5.7)

onde,

A′(0) = dA(k2)
d(k2)

|k2=0

Toda a divergência da função A(k2) é direcionada para a sua primeira derivada. A

função Π(k2), precisa ser a mesma para qualquer método de regularização e precisa ser

finita e bem comportada ao tomar o limite para retornar à teoria original. Inserindo

a Eq.(5.7) na Eq.(A.17),

−gµν
k2 + iǫ

e20 →
−gµν
k2 + iǫ

e20[1− e20A
′(0)] +

gµν

k2 + iǫ
e40Π(k

2) (5.8)

O primeiro termo do lado direito da Eq.(5.8) é, justamente, o lado esquerdo, multi-

plicado por uma constante, [1 − e20A
′(0)], que se tornará infinita no limite Λ → ∞.

Aqui, surge o ponto crucial: o parâmetro e0 é o parâmetro da teoria livre, que cujo

objetivo é relacionar com o parâmetro de uma teoria interagente. Essa tentativa gera

divergências que precisam ser re-interpretadas, a carga observada está relacionada

com a carga de um elétron livre, da forma

e2 = e20[1− e20A
′(0)]. (5.9)

Essa equação é uma reinterpretação da carga observável do elétron, e é o equivalente

a imaginar que ao construir a hamiltoniana do sistema, utilizamos o parâmetro de

forma errônea (a hamiltoniana real, é aquela com a carga renormalizada). Embora

o cálculo para a Eq.(5.9) tenha sido feito apenas em primeira ordem, ele pode ser

incorporado em todas as ordens de grandeza, eliminando quaisquer divergências que

apareçam para esse tipo gráfico em cada ordem24. Invertendo a Eq.(5.9)

e0 = e[1 +O(e2)], (5.10)

24Para teorias não-renormalizáveis, o número de gráficos divergentes é infinito, a cada ordem de
grandeza podem aparecer mais gráficos, diferentes dos anteriores, o que torna o método inviável
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e inserindo na Eq.(5.8),

−gµν
k2 + iǫ

e20 →
−gµν
k2 + iǫ

e2 +
gµν

k2 + iǫ
e4Π(k2) +O(e6) =

−e2gµν
k2 + e2Π(k2) + iǫ

(5.11)

para e << 1. Obtendo uma nova forma para o propagador.

5.1.2 Teorias Renormalizáveis

Para propor uma lagrangeana consistente com o método de quantização apre-

sentado é necessário entender quais interações são posśıveis de inclusão sem que

o prinćıpio de renormalização seja quebrado. De maneira geral, o grau de di-

vergência está ligado às posśıveis correções do propagador da teoria, que irá cons-

tituir todas as interações internas posśıveis. Tal termo é calculado a partir dos

gráficos de Feynman irredut́ıveis de uma part́ıcula, dados pela expansão da funçãoW ,
(

1
i

)Ef

(

δ
Ef

δJα(x)

)Ef

Ŵ

∣

∣

∣

∣

J=0

. O grau de divergência ddivergencia de tal função é dado pela

potência de momentos a serem integrados no numerador menos a potência de momen-

tos no denominador. Em geral se d > 0 a interação diverge para p→ ∞. A integral

tem fator ddivergencia
(∫

dDp
)

= D. Para calcular d1 ≡ ddivergencia

(

(

1
i

)2 δ2Ẑ
δJα(x)δJβ(y)

∣

∣

∣

J=0

)

,

ŵ = lnẑ, são necessários conhecer três números relativos à ordem de perturbação,

If =número de linhas internas do tipo f

Ef = número de linhas externas do tipo f

Ni = número de vértices de interação do tipo i.

como o grau de divergência de cada propagador é da ordem 2(sf−1), onde sf é o spin

da part́ıcula f 25 e assim a contribuição dos propagadores para o grau de divergência é
∑

f 2If (sf−1). A forma da interação dá um fator
∑

f Nidi onde di é o número de de-

rivadas atuando na interação i. O número de momento independente dentro de cada

ordem de expansão é dado pelo número de linhas internas, entretanto cada vértice

impõe uma condição nos momentos internos a menos da conservação de momento

total da interação, portanto a contribuição é da forma D
[

∑

f If −
∑

iNi + 1
]

, cuja

soma dos fatores resulta em,

d =
∑

f

If (2sf + 2) +
∑

i

Ni(di −D) +D (5.12)

25Isso se aplica para campos massivos, no caso de spin-1 não massivos sf = 0
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entretanto as linhas externas e as linhas internas estão associadas ao número nif de

campos do tipo f em cada interação i na forma 2If + Ef =
∑

iNinif , ou seja,

d = D −
∑

f

Ef (sf + 1)−
∑

i

Ni∆i (5.13)

onde

∆i ≡ D − di −
∑

f

nif (sf + 1) (5.14)

Como ∆i está diretamente associado à ordem de interação calculada
∑

iNi, se ∆i > 0

em algum momento do cálculo perturbativo D ≤ 0 e a integral é convergente para

os momentos internos. Isso significa que em um dado momento a renormalização

pode ser truncada. Caso contrário, infinitos gráficos divergentes aparecerão e a cada

ordem a renormalização precisa ser refeita. Se ∆i = 0 a renormalização depende do

tipo de part́ıcula e da dimensão espacial. O parâmetro ∆i define, portanto, se dada

interação é ou não renormalizável.

5.1.3 Renormalização da Terias de Gauge e do Acoplamento de Yukawa

O Modelo Padrão da teoria de part́ıculas e suas extensões são criadas a partir

das teorias de Gauge e o acoplamento de Yukawa e sua ronormalizabilidade deve ser

apresentada. Na tabela (5.1), como é posśıvel notar, todas as interações possuem

∆i = 0 para D = 4 e o grau de divergência é dado pelas linhas externas. Em especial

Interação ∆i ∆i(D = 4)
λφN D −N 4−N

gφψ̄ψ D − 4 0
g2φ2AµA

µ D − 4 0
AµAνA

µAν D − 4 0
AµA

µ∂νA
ν D − 4 0

g /Aψ̄ψ D − 4 0

Tabela 5.1: Grau da Renormalização da teoria, com férmions ψ, escalares
φ e bosons de Gauge Aµ.

está a QED. Como sf = 0, 1/2 para os campos Aµ e ψ respectivamente, os gráficos

de Feynman divergentes são aqueles onde d > 0. Para D = 4 isso acontece quando

há,

1 Duas linhas externas de Fótons d = 2, auto-interação do fóton fig.5.3
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2 Duas linhas externas de Férmions d = 1 auto-interação do elétron fig.5.3

3 Duas linhas externas de Férmions d = 0 correção de vértice fig.5.3

Figura 5.3: Diagramas divergentes da QED, em ordem: Auto-interação
do fóton, Auto-interação do elétron e Correção de Vértice.

5.1.4 Equações do Grupo de Renormalização

O processo de renormalização através das equações do grupo de renormalização

utiliza-se das considerações citadas e da propriedade de invariância das constantes

f́ısicas perante à escala. O principio surge no fato de que as constantes da lagran-

geana nua (sem a renormalização), que serão denotadas com um sub-indice B, não

podem depender da escala tratada no problema. Em contrapartida, o processo de

regularização (dimensional) impõe uma escala natural no problema fazendo com que

as constantes observadas experimentalmente dependam da escala, isso somado com

o teorema de Euler para funções homogênias implica em uma equação diferencial

que relaciona a escala de energia do problema e o valor das ’constantes’ que, por

possuirem tal caracteŕıstica dinâmica, são chamadas de running coupling constants.

5.1.4.1 Renormalização da QED

Para ilustrar o método do grupo de renormalização o estudo inicia-se através

da renormalização da QED, que como mostrado possui três gráficos divergentes. O

primeiro passo para a renormalização é a identificação de tais gráficos e a utilização de

algum processo de rengularização para que as divergências sejam momentaneamente

controladas, o método de regularização aqui utilizado é a regularização dimensional
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que substitui a dimensão D da teoria por uma dimensão D′ de tal forma que é

posśıvel escrever as equações e propagadores em função do parâmetro D − D′ = ǫ

que ao final é tomado como zero nos termos finitos. Na QED os três gráficos a serem

analisádos estão apresentados na fig.5.3 e cada gráfico contribui para uma equação

na forma,

= = Sf − iSfΣSf+

Figura 5.4: equação de correção do propagador em primeira ordem

A regularização dimensional requer que a constante de acoplamento da teoria

eB = e0 seja substituida por um fator que depende de uma escala qualquer µ, de

forma que sua dimensão permaneça a mesma e0 → e0µ
2−D/2 = e0µ

ǫ. Com isso o

cálculo das correções dos fatores são dadas por quatro parâmetros infinitos Z1, Z2,

Z3 e m′ e três funções finitas, Π(q), Σ(p) e Γ(p),

Dµν(q) =
−iZ−1

3 gµν

q2(1 + Π(q))

D(p) =
−iZ−1

2

/p−m′ − iΣ(p)

γµ → Γµ = (1− Z1)γ
µ − e20

16π2m
pµ (5.15)

As formas das funções Π(q), Σ(p) não são relevantes para o processo de renorma-

lização, embora elas precisem ser calculadas ao analisar quantidades f́ısicas em al-

guma ordem de perturbação. O cálculo se encontra no apêndice A e obtém-se,

Z1 = 1− me2

8π2ǫ

Z2 = 1− e2

8π2ǫ

Z3 = 1− e2

12π2ǫ

m′ = m+ δm = m+
5e2

16π2ǫ
(5.16)

note que Zi,m
′ → ∞ quando ǫ → 0 e é por essa razão que os infinitos aparecem na

teoria. A forma que tais correções aparecem na teoria são cruciais, em primeiro lugar

a massa do fóton em seu propagador continua sendo zero, o que é uma consequência

garantida pela invariância de Gauge. O segundo ponto aparece ao perceber que
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todas essas correções são correções causadas por termos equivalentes aos termos já

existentes na lagrangeana, ou seja, os termos Zi são gerados por

Fµν → Z3Fµν ,

ψ̄ /∂ψ → Z2ψ̄ /∂ψ

e0ψ̄ /Aψ → e0Z1ψ̄ /Aψ

mψ̄ψ → δmψ̄ψ (5.17)

assim, a proposta se torna a modificação da lagrangeana para uma nova lagrangeana,

L → LB + Lct, onde

Lct = iZ2ψ̄ /∂ψ − δmψ̄ψ − Z3

4
FµνF

µν − Z1e0µ
2−D/2ψ̄ /Aψ (5.18)

com isso, renomeando os campos ψr =
√
Z2ψ, Arµ =

√
Z3Aµ, mr = (m + δm)Z−1

2 e

em especial,

er = z1Z
−1
2 Z

−1/2
3 µ2−D/2e0 = Z

−1/2
3 e0µ

ǫ (5.19)

e utilizando-se dos propagadores e funções de vértices corrigidas, não há necessidade

de incluir os gráficos divergentes e qualquer grandeza f́ısica se torna automaticamente

finita em qualquer ordem de interação que a correção na lagrangeana for feita. Esse

é o processo de renormalização.

5.1.4.2 Renormalização Através de Contra termos

Com isso é posśıvel descrever o método de renormalização de forma prática,

1 Calcule a divergência da teoria através da função d.

2 Encontre os gráficos infinitos.

3 Utilize algum método de regularização para evidenciar a parte infinita dos

gráficos.

4 Reescreva a lagrangeana como L = L0 + Lct, onde L0 é a lagrangeana inicial

e Lct é a lagrangeana de contra-termos, escrita com os termos necessários para

cancelar a divergência.

5 No cálculo dos gráficos de Feynman utilize os novos propagadores e não utilize

os gráficos divergêntes na durante a perturbação.
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6 Reinterprete as novas constantes como constantes renormalizáveis que depen-

dem da escala de energia através das equações do grupo de renormalização.

O último passo é necessário pois o valor das constantes renormalizadas varia com a

escala, efeito causado pela imposição das constantes da teoria não mudarem. Isso

significa que em algumas teorias, como a cromodinâmica quântica (QCD), pode acon-

tecer de a constante de acoplamento deixar de ter um valor << 1 e a teoria de per-

turbação se tornar inconsistente. Com esses passos é posśıvel eliminar os infinitos

intŕınsecos da teoria e com isso calcular grandezas f́ısicas de forma sistemática e efi-

ciente, assim uma teoria renormalizável é aquela que permite tal processo e isso quer

dizer que apenas a contagem da divergência não é o suficiente para dizer se uma

teoria é ou não renormalizável, três fatores devem ser considerados: (1) Existem

constantes o suficiente que possam ser renormalizadas para absorver os infinitos. (2)

A lagrangeana de contra-termos deve ter a mesma estrutura que a lagrangeana ini-

cial, caso contrário novas correções precisarão ser feitas e o processo se torna infinito

(3) Por fim, se a teoria possui quebra expontânea de simetria, a renormalizabilidade

ainda precisa ser provada.

5.1.4.3 Equações do Grupo de Renormalização

O próximo passo consiste em entender o que acontece com as constantes de

acoplamento com a mudança na escala de energia. Como durante o processo a in-

trodução de uma escala µ é necessária para compensar a mudança de dimensões, a

equação que define a constante de acoplamento er (renormalizada) se torna depen-

dente do parâmetro µ. No entanto a constante e0 é um parametro fixo da lagrangeana

e não pode depender de tal escala. Isso quer dizer que para compensar essa depen-

dencia explicita em µ a constante obecede er = er(µ). Para encontrar a dependencia

na escala de energia faz-se uso do teorema de Euler para funções homogênias,

Definição : Uma função f : Rn → R é dita homogênia de grau p se,

f(tx1, tx2, ..., txn) = tpf(x1, x2, ..., xn) ∀t ∈ R (5.20)

Teorema de Euler: Seja f : Rn → R uma função homogênia de grau p,

então,

xi∂if(x1, x2, ..., xn) = pf(x1, x2, ..., xn) (5.21)
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De fato, como f(tx1, tx2, ..., txn) = tpf(x1, x2, ..., xn),

d

dt
f(tx1, tx2, ..., txn) = xi∂if(tx1, tx2, ..., txn) = ptp−1f(x1, x2, ..., xn) (5.22)

como vale para qualquer t ∈ R, é verdade para t = 1 e, portanto, a Eq.(5.21) está

provada.

Dessa forma, dada uma função Γr = Γr(pi, gi, µ) uma função que descreve al-

guma quantidade f́ısica e que depende dos momentos pi da reação e as posśıveis

constantes de acoplamento gi e a escala de renormalização µ e que possui dimensio-

nalidade D e está relacionado com a sua quantidade não renormalizada através das

funções Zi,

Γ = f(Zi)Γr(µ) (5.23)

assim,

µ
d

dµ
Γ = [µ∂µf(Zi) + µ∂µ + µ(∂µgr)∂gr ] Γr = 0 (5.24)

define-se então as funções beta das constantes da teoria,

µ∂µgi = lim
ǫ→0

βgi(gi, µ) (5.25)

e assim, sabendo a forma da função beta de cada constante é posśıvel calcular a

forma que as funções Γr, pois como a função Γr tem dimensionalidade D e é formada

pelas variáveis gri, pri e µ que tem a mesma dimensionalidade, irão aparecer sempre

como polinômios de mesma ordem e isso significa que Γr é uma função homogênia

de ordem D. Dáı, ao aplicar uma mudança de escala, p→ tp, gi → tgi e µ→ tµ,

[t∂t + gi∂gi + µ∂µ −D] Γ = 0 (5.26)

onde os ı́ndices r foram omitidos. Usando Eq.(5.26) em Eq.(5.24),

[−t∂t + (βi − 1)∂gi +D] Γ(tp, gi, µ) = 0 (5.27)

Em especial, na QED, derivando a Eq.(5.19) resulta em,

βe =
e3

12π2
> 0 (5.28)



53

o que significa que a carga e varia com a escala na forma,

e2 =
e2(µ0)

1− e2(µ0)
12π2 ln(µ/µ0)

(5.29)

que tem a forma,
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Figura 5.5: Running da constante de acoplamento eletromagnética

O ponto interessante acontece em teorias não-abelianas que em alguns casos

permite β < 0 e isso faz com que a equação mude para,

g2 =
g2(µ0)

1 + bg2ln(µ/µ0)
(5.30)

que possui um comportamento g2 → 0 quando µ → ∞ que é conhecido como liber-

dade assintótica, aonde a constante de acoplamento tende a zero e a interação é nula

nessa escala, como é posśıvel ver no gráfico,

5.2 O Modelo Padrão

Com as cartas em mãos, a construção do Modelo Padrão, em inglês Standard

Model (SM), através de simetrias, que devem ser escolhidas e impostas através de

experimentos, se torna posśıvel. A lagrangeana do sistema precisa ser invariante

de Lorentz: isso quer dizer que qualquer part́ıcula deve pertencer a alguma repre-

sentação do grupo de Lorentz. Em especial, observações mostram que as part́ıculas

elementares até hoje descobertas são descritas por escalares, espinores e vetores. Em
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Figura 5.6: Running da constante de acoplamento da força forte

especial ainda há a possibilidade de existencia de tensores de ordem dois na quan-

tização da gravidade. O SM possui dois setores de férmions que se distinguem pela

capacidade (ou incapacidade) de interagir via força forte. Cada setor é constitúıdo

de três famı́lias que se transformam como uma representações do grupo SU(2) e,

para manter a invariância de gauge, existem três bósons vetoriais W µ
i que mediam

as interações do grupo, as interações fracas. As representações do modelo padrão

seguem a notação left/right, onde os spinores são definidos como,

ψL/R =
1± γ5

2
ψ. (5.31)

Onde as part́ıculas do tipo left são organizadas em uma representação de dubleto do

grupo SU(2) e se transformam da forma φL = e−iαaTa
φL e interagem fracamente e as

part́ıculas do tipo right não mudam sob transformações do grupo e são singletos de

SU(2). Assim, os férmions, carregados, i = 1, 2, 3(e, µ, τ), são agrupados de forma

que denota-se El, l = 1, 2, 3, os férmions incapazes de interagir via força forte, e são

chamados de léptons. Enquanto os capazes de interagir via força forte são chamados

de quarks e denotados como Qi, i = 1, 2, 3. Dado o grupo de representação, os

férmions podem ser,

ElL =





ψlL

νl



 (5.32)

e,

ψeR (5.33)
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enquanto que os quarks,

QiL =





uiL

diL



 (5.34)

e

uiR

diR (5.35)

Ambas as classes de férmions possuem part́ıculas com carga hipercarga26 e

com isso fazem parte também de um grupo abeliano U(1)Y cujo campo de gauge é

Bµ. Por fim, os quarks ainda possuem outro tipo de carga, a carga forte, que é uma

representação do grupo SU(3) e por consequência precisa de oito geradores gaµ. Além

da invariância de gauge, a interação entre as part́ıculas devem obedecer o prinćıpio de

renormalização e, portanto, as interações geradas pela mudança ∂µ → Dµ de forma

que Dµ seja renormalizável e seja invariante de gauge. Isso significa escrever,

Dµ = ∂µ + giT aW a
µ (5.36)

onde W a são os bósons de gauge e T a são as matrizes dadas na representação do

grupo de gauge. Para o SM, as part́ıculas são descritas em uma representação bi-

dimensional do grupo SU(2) através das matrizes de Pauli.

5.2.1 O Problema das Massas

Com as interações definidas a partir das simetrias, existe os parâmetros das

massas no modelo padrão. O experimento proposto por Yang e Lee [16] e reali-

zado por C. S. Wu [17], sugere que deve haver alguma supressão da existência das

interações fracas do tipo right. Isso significa que as interações W µ não podem se

conectar com as part́ıculas right o que, de outra forma, significa DµφR = ∂µφR.

Entretantos férmions massivos possuem um termo de massa da forma,

mψ̄eψe = m(ψ̄eRψeL + ψ̄eLψeR) (5.37)

que não é invariante de gauge. Para consertar esse problema foi proposto por

Glashow-Weinberg-Salam[19], um modelo de unificação entre os grupos de interação

26A hipercarga após a quebra de simetria via modelo de Higgs se juntará com os auto-valores de
um dos operadores do grupo SU(2) para formar a carga elétrica
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eletromagnética e fraca através do mecanismo de Nambu-Goldstone[21] e o meca-

nismo de Higgs[22] de quebra expontânea de simetria através da introdução de uma

part́ıcula escalar H que pode ter sido detectada recentemente [22] que, para manter a

invariância de gauge precisa se conectar de forma invariante aos campos fermiônicos,

a escolha do modelo padrão é propor um dubleto de SU(2),

H =





H+

H0



 (5.38)

As part́ıculas presentes no modelo padrão e suas caracteŕısticas podem ser encontra-

das na tabela 5.5 e completam todas as part́ıculas elementares do modelo padrão,

cuja simetria de gauge é dada por27 SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y .

5.3 Quebra Espontânea de Simetria

O conceito de quebra espontânea de simetria trouxe consigo a ideia de que

embora um sistema possua uma certa simetria ela pode estar escondida, de forma

que embora suas equações sejam simétricas as soluções não. Na f́ısica de part́ıculas

isso acontece já que em alguns casos o estado de vácuo é degenerado. Para construir

a torre de part́ıculas a partir dos operadores aniquilação e destruição é necessário a

escolha de um estado de vácuo. Quando essa escolha é feita, o resultado é um sistema

que não é mais simétrico, mas cujas outras soluções estão ligadas por transformações

do grupo de simetria e são equivalentes.

5.3.1 Quebra de Simetria no Formalismo Lagrangeano

Uma simetria exata implica em duas propriedades,

• Sob uma transformação do grupo de simetria, δL = 0, ou, de outra forma, se

δL = 0, para alguma transformação, existe um grupo de simetria associado a

tal transformação, de forma que as equações de movimento são invariantes.

• O estado de vácuo (ou estado de menor energia) fica invariante perante a

ação de alguma transformação de um grupo de geradores (cargas), Qi, tal que,

Qi |0〉 = 0, Qi ∈ G

27Os ı́ndices nos grupos significam, C de tripleto de cores, L de dubleto de isospin e Y de
hipercarga
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E isso implica que [Qi, L] = 0, e portanto, os multipletos de part́ıculas precisam

ser degenerados de massa.

Existem dois tipos de quebra de simetria,

A) O primeiro consiste em adicionar à lagrangeana simétrica, L0, um pedaço L1

que não é invariante completamente ao grupo de simetria G, referente à lagrangeana

inicial, porém, podendo ser simétrico a algum subgrupo G′ ∈ G. Escrevemos, então,

L = L0 + cL1 (5.39)

e assim, Qi |0〉 → 0, quando c→ 0.

B) O segundo passo é o mecanismo de quebra espontânea de simetria, nesse

caso, δL = 0, masQi |0〉 6= 0[12]. Esse resultado é uma consequência da dinâmica: ela

torna o estado de vácuo degenerado e isso acontece por causa da simetria original.

Como o estado de vácuo é degenerado, existe uma inevitável escolha de um dos

estados de vácuo (que podem ser continuamente degenerado), essa escolha mesmo

que arbitrária quebra espontaneamente a simetria.

Como consequência dessa quebra, existe o Teorema de Goldstone:

Quando há uma quebra espontânea de uma simetria cont́ınua, é necessário existir

uma part́ıcula sem massa de spin zero (Bóson de Nambu-Goldstone)

Para compreender como se dá esse processo, é necessário entender o que acon-

tece quando há uma simetria com relação a translação espacia, isto é, [P µ, Q] = [L,Q] = 0.

Nesse caso existem não apenas uma, mas duas opções, e isso é ilustrado pelo

Teorema de Fabri-Picasso[12]: Seja uma lagrangeana L dada, invariante por

alguma simetria cont́ınua global interna, cuja corrente conservada Jµ → ∂µJµ = 0,

cuja carga associada é Q =
∫

J0d3x. Então, existem duas possibilidades,

(a) Q |0〉 = 0, Q ∈ G

(b) Q |0〉 ∄.

Prova: Considere o elemento 〈0| J0(x)Q |0〉 = 〈0| eiPxJ0(0)e−iPxQ |0〉. Como

Q é uma simetria interna e [L, Pµ] = 0, [Q,Pµ] = 0, assim,

〈0| J0(x)Q |0〉 = 〈0| J0(0)Q |0〉 (5.40)
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integrando,

∫

d3x 〈0| J0(x)Q |0〉 = 〈0|QQ |0〉 =
∫

d3x 〈0| J0(0)Q |0〉 = V 〈0| J0(0)Q |0〉 (5.41)

No limite de volume infinito, a segunda parte da equação é infinito a menos que

Q |0〉 = 0, ou seja, |Q |0〉 |2 = 0 ou ∞.

5.3.2 Boson de Goldstone

O resultado anterior traz uma consequência fundamental: Na possibilidade

onde Q |0〉 ∄, part́ıculas sem massa, isto é, P 0(x) |α〉 = 0 devem existir. Suponha

que um campo φ(x) não seja invariante pela simetria anterior descrita, Q, mas que

∃φ′(x) = [Q, φ(x)], de tal forma que o seu valor esperado no vácuo (VEV) seja

diferente de zero:

〈0|φ′(x) |0〉 6= 0 (5.42)

Note que, caso seu VEV seja de fato zero, o que acontece é a possibilidade (a) do

teorema de Fabri-Picasso. Mas como não é zero,

0 6= 〈0|φ′(x) |0〉 = 〈0| [Q, φ(x)] |0〉 = 〈0| [
∫

d3x′J0(x′µ), φ(x)] |0〉 =

〈0| [
∫

d3x′J0(x′µ), φ(0)] |0〉 (5.43)

Como a corrente Jµ é conservada28

∂0 〈0| [
∫

d3x′J0(x′µ), φ(0)] |0〉 = −
∫

dS 〈0| [
∫

d3x′ ~J(x′µ), φ(0)] |0〉 = 0 (5.44)

Isso mostra que 〈0|φ′(x) |0〉 6= 0 é independente de x0, dessa forma, usando uma base

completa de auto-estados
∑

n |n〉 〈n| = ∞,

0 6= 〈0|φ′(x) |0〉 =
∫

d3x
∑

n

[〈0| J0(0) |n〉 〈n|φ′(0) |0〉 e−ipnx−〈0|φ′(0) |n〉 〈n| J0(0) |0〉 eipnx]

(5.45)

28O último passo da equação é necessariamente verdade se a simetria for local via campos de
Gauge, caso contrário, existe a possibilidade de que a igualdade não seja satisfeita.
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agora é posśıvel realizar a integração em ~x, obtendo,

0 6=
∑

n

δ3(~pn)[〈0| J0(0) |n〉 〈n|φ′(0) |0〉 e−ip0nx−〈0|φ′(0) |n〉 〈n| J0(0) |0〉 eip0nx] (5.46)

essa expressão é, no entanto, independente de x0, isso significa que todas as contri-

buições com p0n 6= 0 irão se anular, mas como tal quantidade não pode ser igual a

zero, por hipótese, devem existir pelo menos um estado tal que p0n = 0 que não se

anule, mas essa condição só pode ser satisfeita para uma part́ıcula de massa zero.

Disso segue o teorema de Goldstone.

Teorema de Goldstone: Nas condições descritas, dada a existência de [Q,P µ] =

0 onde Q |0〉 6= 0 e de um campo cujo V EV 6= 0, tal campo possui modos não mas-

sivos.

Note que tal consequência não faz alusão ao tipo de operador Q e nem ao

tipo de part́ıcula φ. No entanto, se Q for um operador conhecido como operador

bosônico (fermiônico), o campo φ necessariamente precisa ser bosônico (fermiônico)

para satisfazer as condições do teorema. A part́ıcula sem massa é chamada de Bóson

de Goldstone. Um detalhe importante é a necessidade de que φ seja um escalar ou

espinor para que a lagrangeana seja invariante de Lorentz e para que 〈0|φ(x) |0〉 6= 0

ao mesmo tempo.

5.3.3 Quebra Espontânea de Simetria no Modelo Padrão

O mecanismo de quebra espontânea de simetria é largamente utilizado no Mo-

delo Padrão, sendo uma de suas pedras fundamentais, já que bosons vetoriais mas-

sivos violam a tão celebrada simetria de Gauge. A necessidade de bosons massivos

surge de um argumento experimental: A massa de W± e Z0 estão em torno de

90GeV/c2 sendo que a simetria de gauge impõe uma massa nula. O que acontece

para que seja posśıvel essa conciliação é o chamado mecanismo de Higgs, onde um

bóson escalar com estado de vácuo degenerado é adicionado de forma que, ao haver

a quebra espontânea de simetria, tais bósons possam adquirir massa sem violar a

invariância de Gauge na lagrangeana inicial. Para ilustrar o processo será tratado

aqui tal mecanismo mas de forma a evidenciar a geração de massas para férmions,
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pois esta será a principal abordagem teórica desse trabalho.

5.4 A Lagrangeana do Modelo Padrão

Com isso, pode-se escrever a lagrangeana do modelo padrão antes da quebra

espontânea de simetria,

LSM =
∑

l=e,µ,τ,u,c,b

lL(i /D −ml)lL + lR(i /D −ml)lR

+YelRH
†lL + YuuR(H

†
+, H

†
0)QL + Y †

u dR(H
†
0, H

†
+)Q

T
L +H.c.

−1

4
F µν
B FµνB − 1

4
Tr {F µν

W FµνW} − 1

4
Tr
{

F µν
g Fµνg

}

(DµH)† (DµH) + µ2H†H − λ(H†H)2 (5.47)

com, DµlL,R = (∂µ − iyg1Bµ − ig2ǫL,RWµ), onde ǫL = 1, ǫR = 0 e também,

DµH = (∂µ − ig1Bµ − ig2Wµ)H. Os parâmetros da teoria foram medidos através de

experimentos e são fornecidos pelo PDG[18] e os gráficos de Feynman na fig.5.7

Por fim, os parâmetros como a massa do Boson de Higgs, e as constantes da

lagrangeana, são,

µ ∼ 90GeV

λ ∼ 0.13

mH = 126GeV

e o ângulo de mistura de Weinberg,

sin2θw = 0.2277(16) (5.48)

5.4.1 Unificação Eletrofraca

O mecanismo de Higgs pode ser utilizado para arrumar dois problemas, a vi-

olação de CP que é resolvido introduzindo a matriz de Cabbibo-Kobayashi-Maskawa,

que diagonaliza a matriz de massa dos quarks29[23] gerada também pelo mecanismo

de Higgs, bastando tomar a matriz de acoplamento de Yukawa, Yu, diferentemente

do caso leptônico, não diagonal na base das famı́lias. O segundo problema a ser

29Um mecanismo parecido mais a frente será utilizado para explicar a oscilação de neutrinos
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Part́ıculas Geração (Sabor)/interação Representação Lorentz
(e, νe) e (u, d) 1a spinores
(µ, νµ) e (c, s) 2a spinores
(τ, ντ ) e (b, t) 3a spinores
glúons= g força forte vetores
W±, Z0 força fraca vetores
Aµ força eletromagnética vetor
H quebra de simetria escalar

Tabela 5.2: Notação das Part́ıculas do SM
Part́ıculas Massas (MeV ) Hypercarga Carga
(

e
νe

) (

548.57990943(23)
? > 0

)

YL = −1, YR = −2

(

−1
0

)

(

µ
νe

) (

931.494061(21)
? > 0

)

YL = −1, YR = −2

(

−1
0

)

(

τ
νe

) (

1776.82(16)
? > 0

)

YL = −1, YR = −2

(

−1
0

)

Tabela 5.3: Léptons
Part́ıculas Massas(MeV ) hypercara Carga
(

u
d

) (

2.4(7)
4.8(7)

)

YL = 1/3, Yur = 4/3, Ydr = −2/3

(

−1/3
2/3

)

(

s
c

) (

95(5)
1275(25)

)

YL = 1/3, Ycr = 4/3, Ysr = −2/3

(

−1/3
2/3

)

(

b
t

) (

4180(30)
173500(600)

)

YL = 1/3, Ybr = 4/3, Ytr = −2/3

(

−1/3
2/3

)

Tabela 5.4: Parâmetros dos quarks, mass renormalization scale (µ =
2GeV )

Interação Acoplamento (µ =MZ) Massas (GeV ) carga
γ (eletromagnética) α = e2/4π = 0.0075072(7) 0 0

Z (fraca) α̂ = 1/127.944(14) MZ = 91.1876(21), Z = 0
W±(fraca) α̂ = 1/127.944(14) M± = 80.385(15) W± = ±1
g (Forte) αs = 0.118(3) 0 0

Tabela 5.5: Parâmetros adicionais

resolvido é como gerar a massa dos bósons de Gauge sem que a invariância seja que-

brada. O problema é resolvido ao impor invariância de gauge para a lagrangeana do

bóson de Higgs, H, através da derivada covariante,

∂µH → DµH = (∂µ + ig1Bµ + ig2Wµ)H (5.49)
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Figura 5.7: Interações do Modelo Padrão

que gera termos de interação na lagrangeana da forma,

LI ≡ g21H
†BµB

µH + 2g1g2H
†BµW

µ
i τ

iH + g22H
† ~Wµ × ~W µH (5.50)

onde τ são as matrizes geradoras do grupo SU(2). Ao escolher um estado de

vácuo,H0 → H0− ξ, as interações se tornam termos semelhantes a termos de massa,

Li = ν2(g21BµB
µ + g22W

µ
3 W

3
µ) (5.51)

Esses termos podem ser reescritos com uma mudança de base,

Bµ = cosθwAµ + sinθwZµ

W 3
µ = −sinθwAµ + cosθwZµ (5.52)

onde θw é o angulo de mistura fraco e relaciona o quanto o bóson Aµ do eletromagne-

tismo está relacionado com o bóson Zµ da interação fraca. Para que Aµ não possua

massa, como é o caso do fóton,

tanθw =
g2
g1

(5.53)

e a Eq.(5.54) se torna,

Li = 4ν2g22 sin
2 θwZ

µZ3 = m2
zZ

µZµ (5.54)
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Onde Z = Z0 é responsável pela corrente neutra da força fraca e as correntes carregas,

W± = W 1±iW 2√
2

. Esse resultado significa que quando há a quebra espontânea de

simetria a simetria final é dada por SU(3)× SU(2)L × U(1)y → SU(3)× U(1)em

5.4.2 Geração de Massa para férmions

A lagrangeana do modelo padrão para a parte fermiônica (El, lR) pode ser

quebrada em duas partes, L = LD + LI . A primeira parte, a parte dinâmica tem a

forma,

LD = iĒl /DEl + il̄R /DlR +
1

2
(DµH)†(DµH) +

1

2
µ2H†H − 1

4
λ(H†H) +H.c. (5.55)

Aqui, Dµ é a derivada covariante que depende dos bósons vetoriais ~Wµ e Bµ de

forma que El seja um dubleto SU(2)L×U(1)Y , ou seja, El =





ψl

νl



, H - o campo

de Higgs - seja também um dubleto escalar, complexo, H =





H+

H0



 e LR é um

singleto SU(2)R × U(1)Y . Identifica-se o potencial referente ao Higgs,

V (H) = −1

2
µ2H†H +

1

4
λ(H†H)2 (5.56)

Cujo mı́nimo acontece com |H|2 = µ2

λ
. Com isso é posśıvel ver que existe um cont́ı-

nuo de estados onde o mı́nimo permanece o mesmo, basta fazer uma transformação

de gauge da forma, H ′ = eiτ
AαAH, onde τA são as matrizes de representação de

dubleto de SU(2), que preserva a norma e portanto |H ′|2 = |H|2 mantém o sistema

no mı́nimo do potencial. Para µ 6= 0, o mı́nimo é diferente de zero e o VEV do

campo H é diferente de zero. Como existe a simetria de gauge na lagrangeana e

tal simetria permanece existindo localmente, então há uma quebra espontânea de

simetria prevista pelo teorema de Goldstone.

Para que os férmions ganhem massa a partir dessa quebra de simetria é necessário

existir um acoplamento Higgs-Férmions. Uma forma de fazer isso sem que a simetria

de gauge seja quebrada é através do acoplamento de Yukawa,

LI = l̄RY H
†El +H.c. (5.57)
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A matriz Y é chamada de matriz de Yukawa e precisa ser entendida como uma matriz

de acoplamento entre os campos de Higgs, e as famı́lias de férmions, assim, abrindo

de forma expĺıcita a Eq. (5.57),

LI = (Y )abǫij(Hi)(l̄R)a(El)jb +H.c. (5.58)

ǫ é o tensor totalmente antisimétrico, cujos ı́ndices correm em i, j = +, 0 e a, b per-

correm as posśıveis famı́lias de férmions, no modelo padrão a, b = e, µ, τ = 1, 2, 3.

Como o estado de vácuo do campo de Higgs é degenerado há a necessidade de esco-

lha de um estado em particular. Embora todos sejam completamente equivalentes,

a escolha HV EV =





0

µ2

λ



 é conveniente, nesse caso, fazendo H0 → H0 − µ2

λ
o

potencial V (H) assume a forma30,

V = −1

2
µ2|H0

R|2 +
1

4
λ|H0

R|4 + termos lineares em H + termos de interação (5.59)

Os termos lineares em H são absorvidos por uma escolha no Gauge31 dos bósons

~Wµ, Bµ e o escalar H0
R adquire uma massa diferente de zero e os outros três escalares

provenientes do teorema de Goldstone são absorvidos pelos campos de gauge. Com

essa escolha particular o acoplamento de Yukawa gera um termo de massa da forma,

LI = ν2l̄RY ll +H.c.+ termos de interação (5.60)

Onde ν2 = µ2

λ
. Assim, os leptons carregados l se tornam massivos e os leptons neutros

νl ficam sem massa. Escolhendo Y = 1
ξ2
diag[me,mµ,mτ ] ficamos com os leptons do

modelo padrão, com as massas usuais e interações com os escalares de Higgs.

30HR significa Re[H].
31Isso significa que nesse estágio a teoria não é invariante de Gauge, já que um gauge particular

foi escolhido, no entanto, sua lagrangeana inicial era.



Caṕıtulo 6

Supersimetria

6.1 Modelo Supersimétrico

O testes experimentais para o modelo padrão são inúmeros, além das con-

firmações de previsão, como o bóson Z e as massas de W±, o quark t, a posśıvel

descoberta do bóson de Higgs e o running da carga do elétron. Em especial está o

momento magnético anômalo do elétron, cujos testes estão na casa de uma parte em

um bilhão[24],

teórico: a = 1159652182.79(7.71).10−12

experimental: a = 115965218073(28).10−12

e que está dentro do erro experimental com uma precisão de 12 casas decimais. Tal

precisão gera uma pergunta importante: Porque modificar um modelo que funciona

tão bem? Aqui serão apresentados quatro questões que o modelo padrão deixa de

fora.

6.1.1 Quantização da Gravidade

O método de contagem de potências já torna a gravidade uma quantidade

não renormalizável. Esse é um problema central na teoria de campos, pois além do

apelo na unificação das teorias existentes a gravidade é a força que rege a cosmologia

e na escala de formação do universo a energia estava próxima à escala de plank,
√

~c5

G
∼ 1019GeV onde a gravidade provavelmente traz correções significativas.

6.1.2 O Problema da Hierarquia

O problema da hierarquia surge a partir da existência de bósons escalares como

o Higgs, que possuem um potencial da forma,

V (H) = −µ2H†H + λ(H†H)2 (6.1)

cujo valor esperado no vácuo (VEV) é diferente de zero, HV E 6= 0. No cálculo da

renormalização das massas encontra-se,

m(MEW ) = m2(Λ) + δm2(Λ →MEW ) (6.2)

65
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as correções de massa provém, dentre outros gráficos, de,

⇒ δm ≈ −3g2t
8π2 Λ2

que corre com uma lei de potência em Λ. Como a massa do Higgs é da ordem de

100GeV32, a partir de uma escala Λ ≈ 4πMEW ∼ 1TeV as correções δm começam

a ser maiores do que a própria massa da part́ıcula e é necessário que exista um

ajuste muito fino entre os parâmetros da teoria para que essa condição seja satisfeita.

Embora esse ajuste seja posśıvel de existir, ele é um ind́ıcio de que é provável que

exista alguma f́ısica além da conhecida. Esse argumento é chamado de argumento

da naturalidade e já foi utilizado, com bons resultados, na teoria forte em energias

aonde o méson de Yukawa, também de spin zero, π0, media as interações. A origem

desse problema vem da falta de uma simetria protetora, que só não existe para esse

tipo de part́ıcula. Os bósons vetoriais possuem a simetria de gauge que protegem

ao running de suas massas. Os férmions possuem uma simetria axial que aparece

quando m → 0, isso significa que as correções da massa são proporcionais à massa

δm ∝ m e a escala só pode entrar de maneira logaŕıtimica,

δmψ = m log λ/M (6.3)

e o problema da hierarquia só apareceria em uma escala de energia muitas e muitas

ordens de grandeza maior. Isso significa que uma maneira de consertar o problema

do Higgs é criar uma simetria adicional na lagrangeana onde ao colocar mH → 0 ela

aparece. Uma maneira de fazer isso é através da supersimetria.

6.1.3 Matéria Escura

Evidências comsmológicas sugerem que cerca de 25% de toda a energia no uni-

verso está na forma da chamada Matéria Escura. A matérias faz parte da formação

do universo na formação de estruturas de larga escala e também na nucleośıntese,

entretando o modelo padrão não possui part́ıcula que possa explicar os dados expe-

rimentais, a matéria escura deve possuir algumas caracteŕısticas não encontradas em

nenhuma part́ıcula já detectada,

32Argumentos de unitariedade impõe uma massa não maior do que ∼ 1TeV
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• Não possui carga elétrica (Pois assim interagiria com o fóton tornando-a de-

tectável)

• Não possui número báriônico (Descartado pela nucleośıntese)

• Não interage fortemente (Isótopos Exóticos)

• Estável (Existem nas estruturas cosmológicas)

A única part́ıcula que encaixa perfeitamente em tais caracteŕısticas é o neutrino,

entretanto sua massa Mν ≤ 1eV não permite um desacoplamento no tempo de

formação de estruturas. Isso quer dizer que o modelo padrão precisa de alguma

extensão que proponha part́ıculas que encaixem em tais caracteŕısticas. Em especial

os modelos supersimétricos propõem a existência de várias part́ıculas, entre elas,

candidatos a matéria escura que interagem fracamente, e podem ser associados aos

Wimps (Weak Interacting Massive Particles).

6.1.4 Oscilação de Neutrinos

A oscilação de neutrinos é um fênomeno intrigante no qual part́ıculas são de-

tectadas como se fossem outras part́ıculas: Anti-neutrinos eletrônicos produzidos em

reatores nucleares parecem desaparecer em alguns quilometros ao passo que anti-

neutrinos mônicos aparecem. A forma de explicar esse efeito é através da oscilação

de não-autoestados do Hamiltoniano, ou seja, os sabores de neutrinos (i = e, µ, τ)

são composições dos verdadeiros autoestados, (i = 1, 2, 3). Para isso é necessário

introduzir um termo não diagonal na lagrangeana,

Lmass = −mij ν̄iνj +H.c. (6.4)

onde mij é uma matriz não diagonal conectando os sabores, i, j = e, µ, τ . Com isso

duas questões surgem automaticamente: (1) Porque há esse termo na lagrangeana

(2) Esse termo implica a existência de neutrinos de mão direita?

6.2 SuperSimetria

As simetrias são uma das caracteŕısticas mais importantes de um sistema f́ısico

a ser estudado, visto que grande parte da descrição de tal sistema surge naturalmente

das descrições das soluções simetricas do problema. De forma ainda mais natural sur-

gem as simetrias na teoria das part́ıculas elementares, são elas que vão definir que
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tipo de part́ıculas e suas interações podem surgir da lagrangeana proposta.

A partir do estudo de tais simetrias é posśıvel ainda fazer alguams generalizações e

impor restrições formais em modelos f́ısicos, tais generalizações se mostraram bas-

tante úteis na construção do SM [6]. A supersimetria ainda tem um caráter especial

pois propõe explicações para três, o problema da hierarquia 6.1.2, Matéria Escura

6.1.3 e Oscilação de neutrinos 6.1.4, dos quatro pontos apresentados deixando de

fora apenas a gravidade 6.1.1, a unificação entre a gravidade e as outras forças fun-

damentais, entretanto a supersimetria ainda permite a utilização da teoria de cordas

que pode ser utilizada como unificação da graviade.

6.2.1 Simetrias Tradicionais

Antes de introduzir o conceito de supersimetria, a simetria utilizada em alguns

modelos mais recentes propostos [25],[27] e [7], a introdução de duas simetrias funda-

mentais faz-se necessário, a primeira é a Simetria de Lorentz [8], utilizada na descrição

de transformações relativ́ısitcas de referenciais inerciais da relatividade restrita. Ex-

perimentalmente tal simetria foi testada e é uma dos pilares da f́ısica moderna e,

por tanto, qualquer modelo experimental deve ao menos conter tal simetria assinto-

ticamente. A segunda simetria apresentada é a famosa Simetria de Gauge, a raiz do

modelo de interação eletromagnética aceito atualmente.

6.2.2 Unificando Simetrias

Como as simetrias de Lorentz e de gauge fazem um papel muito importante

para a estrutura da lagrangeana de uma teoria, uma ideia tentadora surgiu, uma

tentativa de generalizar e unificar as duas em uma simetria que possuisse um grupo

localmente isomorfo ao grupo de Poincaré e aos grupos de Lie. Muitas tentativas

nesse caminho foram feitas e resultaram em alguns teoremas ’no-go’, sendo um dos

mais importantes apresentado por S. Coleman e J. Mandula[26], o qual foi mostrado

que qualquer tentativa de criar um grupo nesse contexto, baseado em algebra de Lie

usuais acabava tendo consequências não-f́ısicas: (1) Massas cont́ınuas próximas de

zero, (2) Matriz, S, de espalhamento trivial (3) infinitos estados com mesma massa.

A ideia tentadora foi quase descartada pela aparente impossibilidade de unificação,

até que os cientistas R. Haag, J. T. Lopuszanski e M. Sohnius[7] mostraram que

tal unificação é posśıvel através da utilização de superalgebras de Lie, aonde não
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somente regras de comutação, mas também de anticomutação entravam em jogo.

6.2.3 O Grupo Supersimétrico

O grupo supersimétrico surge naturalmente como uma generalização do grupo

de Poincaré. A transformação induzida devido a transformações de um certo grupo,

cujos geradores são tA, atuam na forma

eiαAQAφme
−iαBQB = (e−iαAtA)mlφl (6.5)

onde QA são os geradores das transformações e αA são parâmetros que definem a

transformação. Através dessa equação, os geradores e suas representações matriciais

tA seguem regras de comutação da forma [QA, QB] = ifABCQC . No entanto, genera-

lizando os parâmetros αa de forma a englobar não só números reais para parâmetros

que podem ser também variáveis Grassmanianas definidas a partir da regra de anti-

comutação,

{ᾱ, α} = 0, (6.6)

e as regras de comutação dos operadoresQA se tornam de forma análogas, {QA, QB} =

ifABCQC . Assim, agora o grupo se extende de uma forma natural com geradores Pa

que obedecem regras de comutação, e geradores QA que obedecem regras de antico-

mutação que são chamados de operadores espinoriais.

6.2.3.1 Uma Abordagem Intuitiva

Antes de descrever a álgebra supersimétrica de uma maneira formal, é interes-

sante analisá-la de uma maneira mais intuitiva e uma abordagem um pouco mais

f́ısica.

A grande motivação teórica na utilização de supersimetria é a possibilidade de

uma transformação linear que conecte escalares, espinores e vetores. Assume-se a

existência de um campo escalar A, um campo espinorial χa e outros campos bosônicos

que mais a frente se mostrarão necessários.

Como a ideia é a existência de uma simetria que conecte part́ıculas de spin diferentes,

a transformação linear mais simples é,

δA = ǭβχβ (6.7)
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Uma análise rápida da dimensionalidade f́ısica (massa) dos objetos, [A] = 0 e [χ] =

1/2 revela que [ǭa] = −1/2 e, portanto, precisa ser um número de Grassman já que a

única forma de conectar linearmente outro campo presente na teoria de forma que a

dimensãose ja consistente é através de um campo com spin 1/2, ou seja é necessário

impor, {ǫa, ǫb} = 0.

O próximo passo é entender as possibilidades de conexão entre o campo χ e o campo

A. Pela análise dimensional, a única maneira de conectá-los é via derivada, já que

[∂i] = 1. Para manter invariância de Lorentz na transformação o termo correto é

(γi)αβ∂i e assim

δχα = (γa)αβ∂aAǫ
β + outros campos (6.8)

para achar a álgebra, é necessário calcular o comutador de duas transformações,

[δ1, δ2]A = δ1δ2A− δ2δ1A = ǭ2γ
aǫ1∂aA− (1 ↔ 2) + outros campos (6.9)

lembrando-se que o operador de translação Pa = i∂a, isso mostra que impondo uma

simetria que misture spins e que seja linear, naturalmente surge uma conecção entre

espaço e a geometria dos objetos em questão.

6.2.3.2 Álgebra

Por causa do teorema de Coleman-Mandula, qualquer tentativa de unificação

dos grupos de simetria de Poincaré, cujos geradores obedecem a álgebra,

[Pa, Pb] = 0 (6.10)

[Pa, Jbc] = gabPc − gacPb (6.11)

[Jab, Jcd] = −(gacJbd + gacJbd − gacJbd − gacJbd) (6.12)

e os grupos de simetria internos, cuja álgebra é

[TA, TB] = fABCTC (6.13)

resulta na forma de produtos diretos, ou seja,

[Pa, TB] = [Jbc, TD] = 0 (6.14)
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Assim, a forma para resolver esse impasse é adicionar um grupo de operadores de

forma que a noção de álgebra fica mais abrangente, e os geradores adicionais podem

obedecer a regras de anti-comutação, {QA, QB} = QAQB +QBQA. Denomina-se os

geradores que obedecem regras de comutação de geradores Pares e os geradores que

obedecem as regras de anticomutação de geradores Ímpares, impondo apenas que,

[Par, Par] = Par (6.15)

{Impar, Impar} = Par (6.16)

[Par, Impar] = Impar (6.17)

Como o teorema de Coleman-Mandula ainda é válido, os operadores pares ainda

seguem as regras [Pa, TB] = [Jbc, TD] = 0. A equação (6.17), obriga que,

[QA, Jab] = (bab)
α
βQβ (6.18)

onde (bab)
α
β é uma matriz a ser determinada. Para obter as outras relações de co-

mutação é necessário a utilização das identidades de Jacobi Generalizadas33,

[[B1, B2] , B3] + [[B3, B1] , B2] + [[B2, B3] , B1] = 0 (6.19)

[[B1, B2] , F3] + [[F3, B1] , B2] + [[B2, F3] , B1] = 0 (6.20)

{[B1, F2] , F3}+ {[B1, F3] , F2}+ [{F2, F3}, B1] = 0 (6.21)

[{F1, F2}, F3] + [{F1, F3}, F2] + [{F2, F3}, F1] = 0 (6.22)

Da segunda identidade de Jacobi generalizada, obtem-se

[(bab), (bcd)]
α
β = −ηac(bbd)αβ − ηbd(bac)

α
β + ηad(bbc)

α
β + ηbc(bad)

α
β (6.23)

Ou seja, as matrizes que conectam os operadores de rotação Jab são uma repre-

sentação do grupo de Lorentz. Assim, a escolha mais simples são as matrizes de

Pauli, (bab) =
1
2
σab = [γa, γb] Procedendo da mesma forma é posśıvel obter as regras

de comutação para os operadores Pa. No entanto, as identidades de Jacobi implicam

que [Qα, Pa] = 0. Definindo o operador,

Q̄α = CαβQβ (6.24)

33Bi são operadores pares e Fi ı́mpares
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onde Cαβ é a conjugação de carga, usando a Eq.(6.16)

{Q̄α, Qβ} = rγaPa + sσabJab,

que, usando a terceira identidade de Jacobi implica r = 2, s = 0, ou seja,

{Q̄α, Qβ} = 2γaPa∆α,β (6.25)

6.2.4 Modelo Supersimétrico

Para introduzir a álgebra supersimétrica dentro do contexto da mecânica quântica

de campos é necessário impor a existência de um supercampo φ̂ = φ̂(xµ, θ) que é

uma função do quadrivetor xµ. A intenção é conectar, através das transformações

supersimétricas, os campos bosônicos com os campos fermiônicos. Para isso, são

introduzidas variáveis de Grassman θa. Onde {θa, θb} = 0. Tais variáveis são ne-

cessárias para implementar as transformações dos operadores Qα como ilustrado na

Eq. (6.5). Dessa forma as transformações do grupo supersimétrico são tais que

U(Λ, aµ, ᾱ) atuam em um supercampo. Para as translações (Λ = 0, ᾱ = 0), como de

costume,

φ̂′(x, θ) = (1 + iaµPµ)φ̂(1− iaµPµ) = φ̂(x+ a, θ) (6.26)

Ou seja, na forma infinitezimal,

[

Pµ, φ̂
]

= −i∂µφ̂ (6.27)

e são obtidas as translações espaciais no espaço usual de Minkowski. De forma

análoga, espera-se que as transformações para as variáveis de Grassman (Λ = 0,aµ =

0) estejam relacionadas com as derivadas como no caso anterior. Entretanto ao

realizar o cálculo é posśıvel ver que apenas as derivadas não é suficiente e uma

generalização um pouco maior é necessária,

[

ᾱQa, φ̂
]

= iᾱ

(

∂

∂θ̄
+Nθ

)

φ̂ (6.28)

Utilizando a identidade de Jacobi na forma [[ᾱ1Q, ᾱ2Q], φ̂] = [ᾱ1Q, [ᾱ2Q], φ̂]−[ᾱ2Q, [ᾱ1Q], φ̂]

e abrindo os dois termos do lado direito e notando que as variáveis α anti-comuntam,

é posśıvel escrever,

ᾱ1Aᾱ2B{QA, QB}φ̂ = [−ᾱ1Aᾱ2B(NC)BA + ᾱ2Bᾱ1A(NC)AB]φ̂ (6.29)
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Utilizando-se do resultado já obtido para a anticomutação dos operadoresQ, encontra-

se uma equação para a matriz N que satisfaz a identidade Jacobi,

(NC)BA + (NC)AB = 2i(/∂C)BA (6.30)

com uma solução evidente, N = i/∂δAB. Ou seja,

δφ̂ =
[

ᾱQa, φ̂
]

= iᾱ

(

∂

∂θ̄
+ i/∂θ

)

φ̂ (6.31)

6.2.4.1 Representações Irredut́ıveis

Uma maneira simples de construir um modelo com uma dada simetria consiste

em obter as posśıveis representações irredutiveis de tal grupo e usar a forma como

tais transformações relacionam as componetes para construir termos simétricos. Para

obter as representações irredut́ıveis interessantes para os modelos aqui estudados

basta aplicar a transformação (6.31) na forma mais genérica posśıvel de escrever o

campo escalar φ̂. Como existem quatro variáveis θ, o grau máximo do polinômio em θ

é 4. Uma forma simples de escrever o supercampo φ̂ seria através de uma expansão de

Taylor usual
∑

Aiθi+Aijθij+ .., entretanto uma forma que evidencia explicitamente

o caráter geométrico de cada componente do campo e torna a expansão mais intuitiva

é na forma,

φ̂ = S − i
√
2θ̄γ5ψ − i

2
(θγ5θ)M +

1

2
(θ̄θ)N +

1

2
(θ̄γ5γµθ)V

µ

+i(θ̄γ5θ)θ̄[λ+
i√
2
/∂ψ]− 1

4
(θγ5θ)

2[D − 1

2
∂2S] (6.32)

Os campos S,N,D se transformam como escalares, os campos ψ, λ se transfor-

mam como spinores e o campo V µ se transforma como um quadrivetor, M como um

pseudo escalar por transformações de Lorentz. Aplicando (6.31) em (6.32) é posśıvel

obter as transformções entre o caráter geométrico dos campos, cujo resultado é
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δS = i
√
2ᾱγ5ψ, (6.33)

δψ = −αM√
2
− iαγ5N√

2
− iγµαV

µ

√
2

− γ5/∂Sα√
2

(6.34)

δM = ᾱ(λ+ i
√
2/∂ψ) (6.35)

δN = iᾱγ5(λ+ i
√
2/∂ψ) (6.36)

δV µ = −iᾱγµλ+
√
2ᾱ∂µψ (6.37)

δλ = −iγ5αD − 1

2
[/∂, γµ]V

µα (6.38)

δD = ᾱ/∂γ5λ (6.39)

Isso mostra que a atuação das supertransformações no supercampo escalar induzem

campos fermiônicos em campos bosônicos e vice-versa. das equações 6.35,6.36 e 6.39

é posśıvel ver que se um supercampo φ̂ começar com λ = D = 0 e V µ = ∂µξ as

transformações do grupo supersimétrico não alteram tais condições. Isso quer dizer

que, nesse caso, os campos R = S±iξ, ψL,R e F =M±iN formam uma representação

de um subgrupo. Nesse caso particular é posśıvel escrever x̂ = xµ + i
2
θ̄γ5γµθ e,

φ̂L(x̂) = R(x̂) + i
√
2θ̄ψL(x̂) + iθ̄θLF (x̂) (6.40)

φL é chamado de supercampo left, ou supercampo chiral e φ̂R = φ̂†
L o supercampo

right. Ainda é posśıvel ver que os campos D, λ e F µν = ∂µV ν−∂νV µ se transformam

num ao outro, entretando não é posśıvel fixar S, ψ,MeN todos iguais a zero. Numa

teoria de gauge onde há mais graus de liberdade tal escolha é posśıvel de se realizar.

6.2.4.2 Lagrangeanas Invariantes

O próximo passo para a constução de modelos supersimétricos é entender quais

lagrangeanas invariantes podem ser constrúıdas. Entretando para uma lagrangeana

ser invariante por esses tipos de transformação implicam [Q,L] = 0 → [Q1, [Q2,L]] ∝
∂µL = 0, ou seja, a lagrangeana é constante e não tem dinâmica. Assim as posśıveis

lagrangeanas f́ısicas devem se transformar no máximo em derivadas totais. Funções

desse tipo são descritas nas equações (6.35), (6.36) e (6.39),

δF = δ
M + iN√

2
= 2i/∂ψL (6.41)

δD = ᾱ/∂γ5λ (6.42)
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Isso significa que qualquer supercampo ou produto de supercampos possui um ’termo-

D’ (coeficiente a frente de (θ̄γ5θ)
2)que se transforma como uma derivada total e o

produto de qualquer supercampo left gerará um ’Termo F’ (coeficiente a frente de

θ̄θL) que também se transforma como uma derivada total e são, portanto, candidatos

a lagrangeanas invariantes por supertransformações. A ideia é então começar com

duas posśıveis funções de N supercampos Ŝi (i = 1, 2...N): K(Ŝ†
L, ŜL), chamado de

potencial de Kähler e f(ŜL) chamado de superpotencial. E os termos que irão gerar

a lagrangeana são os termos D, do potencial K e o termo F, do superpotencial f 34.

O próximo passo para obter as posśıveis formas da lagrangeana a ser construida é

impor a construção dos termos em termos de sua renormalizabilidade. Isso significa

que [KD] ≤ 4. Para calcular a dimensionalidade dos termos do potencial, primeiro

é necessário notar que, como {Q, Q̄} = 2γµPµ e [P µ] = 1, [Q] = [Q̄] = 1/2 e, de

Eq.(6.31), [θ] = [θ̄] = −1/2. Impondo as dimensões usuais para os campos [S] = 1,

[ψ] = 1/2, então [ŜL] = 1 e assim, o termo D, que está à frente de [(θ̄γ5θ)
2] = −2 tem

dimensão [KD] = [K] + 2 e, com isso, uma teoria renormalizável impõe a restrição,

[K] ≤ 2 (6.43)

Isso significa que a maior potencia do campo ŜL é quadrática, mais precisamente, a

forma mais geral renormalizável é K =
∑

i,j AijŜ
†
i Ŝj. Como pode-se escolher uma

base para trabalhar, é mais conveniênte trabalhar com a base onde Aij = δij e assim,

o potencial de Kähler mais genérico é,

K(Ŝ†
L, ŜL) =

N
∑

i

Ŝ†
i Ŝi (6.44)

Fazendo a multiplicação, é posśıvel mostrar que,

Ŝ†
LŜL ∋ −1

2
(θ̄γ5θ)

2[(∂µS
†)(∂µS) +

i

2
ψ̄ /∂ψ + F †F ], (6.45)

ou seja, o termo da lagrangeana gerado pelo potencial de Kähler é da forma35,

LD = (∂µS
†)(∂µS) +

i

2
ψ̄ /∂ψ + F †F (6.46)

34Note que o termo D da função f é uma derivada total, o mesmo ocorre com termos do potencial
K que não são função de ambos os campos Ŝ†

L e ŜL
35O potencial tem a forma idêntica ao termo cinético usual, onde foi imposto apenas o requeri-

mento de normalização. Os campos F são campos auxiliares que não possuem dinâmica e servem
para garantir a invariância via super transformações
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Uma análise dimensional similar à realizada fornece o resultado [f̂ ] ≤ 3. Isso significa

que f̂ é no máximo um polinômio de grau três no campo Ŝ. Assim, é posśıvel fazer

uma expansão em torno de Ŝ = S, e a contribuição mais genérica é da forma,

f̂(Ŝ) = f̂(Ŝ = S) +
∑

i

∂f̂

∂Ŝi

∣

∣

∣

∣

∣

Ŝ=S

(Ŝ − S)i

+
1

2

∑

i,j

∂2f̂

∂Ŝi∂Ŝj

∣

∣

∣

∣

∣

Ŝ=S

(Ŝ − S)i(Ŝ − S)j

+
1

3!

∑

i,j,k

∂3f̂

∂Ŝi∂ŜjŜk

∣

∣

∣

∣

∣

Ŝ=S

(Ŝ − S)i(Ŝ − S)j(Ŝ − S)k (6.47)

O primeiro e último termo não contribuem para o termo F, pois têm zero e três ou

mais θ’s respectivamente. O segundo termo contribui com o termo vindo diretamente

de (Ŝ − S) com θ̄θL, ou seja36,

∑

i

∂f̂

∂Ŝi

∣

∣

∣

∣

∣

Ŝ=S

(Ŝ − S)i ∋
∑

j

∂f̂

∂Ŝj

∣

∣

∣

∣

∣

Ŝ=S

(iFj θ̄θL) (6.48)

Para o segundo termo,

1

2

∑

i,j

∂2f̂

∂Ŝi∂Ŝj

∣

∣

∣

∣

∣

Ŝ=S

(Ŝ − S)i(Ŝ − S)j ∋ θ̄θL[i
∂f̂

∂Ŝi

∣

∣

∣

∣

∣

Ŝ=S

Fi +
1

2

∑

i,j

∂2f̂

∂Ŝi∂Ŝj

∣

∣

∣

∣

∣

Ŝ=S

ψ̄iPLψj]

(6.49)

Onde PL = 1−γ5
2

é o operador de projeção ’left’. Assim, a contribuição do superpo-

tencial para a lagrangeana é da forma,

LF = −i ∂f̂
∂Ŝi

∣

∣

∣

∣

∣

Ŝ=S

Fi −
1

2

∑

i,j

∂2f̂

∂Ŝi∂Ŝj

∣

∣

∣

∣

∣

Ŝ=S

ψ̄iPLψj +H.c. (6.50)

E a lagrangeana mais genérica que contenha campos de spin 0 e 1/2 apenas são

da forma L = LD + LF . É posśıvel eliminar os campos auxiliares através de suas

equações de movimento,

∂L
∂F †

i

= Fi + i

(

∂f̂

∂Ŝi

)†

= 0 (6.51)

36Um termo dessa forma pode gerar termos equivalente a termos de massa para o campo S

quando os campos da teoria obedecem suas equações de movimento. Nesse caso, F = mS e termos
da forma m2S2 são posśıveis.
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e a lagrangeana final é obtida,

L =
∑

i



(∂µSi)
†(∂µSi) +

i

2
ψ̄i/∂ψi −

∣

∣

∣

∣

∣

∂f̂

∂Ŝi

∣

∣

∣

∣

∣

2

Ŝ=S



− 1

2

∑

i,j

[

∂2f̂

∂Ŝi∂Ŝj

∣

∣

∣

∣

∣

Ŝ=S

ψ̄iPLψj +H.c

]

(6.52)

Uma forma de expressar a lagrangeana na forma de integrais é notar que os termos

espećıficos estão relacionados com as quantidades de variáveis Grassmanianas, o

termo do potencial de Kähler possui 4 θ’s, (θ̄γ5θ)
2 = 8θ4θ3θ2θ1 enquanto que o

superpotencial possui 2 variáveis, θ̄θL = 2θL2θL1, onde θLi =
1−γ5
2
θi. Com isso,

∫

d4xL =

∫

d4x[−1

4
d4θK(Ŝ†, Ŝ)− 1

2
d2θL(f̂(ŜL) +H.c.)] (6.53)

6.2.5 Teorias de Gauge Supersimétricas

Como usual o próximo passo para construir teorias f́ısicas consistentes é impor a

simetria de gauge. Mas primeiro é necessário entender o que significa transformações

de gauge supersimétricas. A tentativa mais óbvia é tentar escrever,

Ŝ(x̂, θ) → eigTAω
A(x̂)Ŝ(x̂, θ) (6.54)

Entretanto, o supercampo Ŝ da Eq.(6.52) é um campo de mão esquerda, mas ωa(x̂)

é um supercampo genérico e a transformação perde o caráter invariante chiral. Com

isso, substituindo ωA → ΩA, onde agora ΩA é um campo de mão esquerda, o que

torna a transformação mais consistente. Como de costume o ’termo cinético’ não é

invariante pela transformação de gauge,

K ′ = Ŝ ′†Ŝ ′ = Ŝ†e−igT
AΩ†

A(x̂)eigTBΩB(x̂)Ŝ (6.55)

Para que a invariância seja mantida introduz-se um novo supercampo φ̂†
A = φ̂A

37 no

potencial de Kähler,

K = Ŝ†e−2gTAφ̂AŜ = Ŝ†(1− 2gTAφ̂A + ...)Ŝ (6.56)

37Tal condição implica que suas componentes bosônicas são reais e suas componentes fermiônicas
são campos de Majoranas
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de tal forma que para torná-lo invariante a seguinte condição é necessária,

e−igT
PΩ†

P (x̂)e−2gTAφ̂′AeigTQΩQ(x̂) = e−2gTAφ̂A (6.57)

Notemos que diferentemente das teorias de gauge usuais o campo φ̂ não surge de

maneira polinomial, mas em um expotente. Isso aparentemente violaria a condição

de normalização, no entanto a liberdade de gauge permitirá trabalhar em um gauge

onde as componentes S, ψ, M e N de φ̂ são zeros. Isso significa que os campos

restantes são V , λ e D. Impondo a dimensão usual, [V µ] = 1, necessariamente

precisamos ter [λ] = 3/2 e [D] = 2 e mais ainda, [φ̂] = 0. Isso significa que tal campo

não está limitado por potências devido à renormalização.

6.2.5.1 Gauge de Wess-Zumino

Para provar a existência de tal gauge o passo inicial será trabalhar com trans-

formações de gauge abelianas. A Eq.(6.57) implica,

φ̂′ = φ̂+
i

2
(Ω̂− Ω̂†) (6.58)

Como Ω̂ é um supercampo chiral, pode-se escrever,

Ω̂ = ω + i
√
2θ̄ξL + iθ̄θLζ +

i

2
θ̄γ5γµθ∂

µω − 1√
2
θ̄γ5θθ̄ /∂ξL +

1

8
(θ̄γ5θ)

2∂2ω (6.59)

que em Eq.(6.58) fica,

S ′ = S − 1√
2
ωI

ψ′ = ψ − i

2
γ5ξ

M ′ + iN ′ =M + iN − 1√
2
(ζI + iζR)

V µ′ = V µ − 1√
2
∂µωR

λ′ = λD′ = D

E fica evidente que é posśıvel escolher um gauge de forma que as componentes chirais

se anulem. Para o caso não-abeliano, a transformação Eq.(6.57) é um produto de

três exponenciais de operadores que não comutam. Usando a equação de Baker-
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Campbell-Hausdorff é posśıvel escrever a transformação como,

φ̂′ = φ̂+
i

2
(Ω̂− Ω̂†) + gfBCDTD(φ̂BΩ̂C − φ̂BΩ̂

†
C +

i

2
Ω̂BΩ̂

†
C) + g2... (6.60)

onde fABC são as constantes de grupo. Isso significa que é posśıvel achar o gauge de

forma perturbativa, começa-se com a transformação obtida para o caso não-abeliano

e realiza-se correções de primeira ordem em g, e assim por diante. Esse gauge é

chamado de gauge de Wess-Zumino Gauge e nele o supercampo φ̂ tem a forma,

φ̂ =
i

2
θ̄γ5γµθV

µ
A + iθ̄γ5θθ̄λA +

1

4
(θ̄γ5θ)

2DA (6.61)

É importante ter em mente que uma vez que o gauge é escolhido a teoria passa

a não ser mais invariante por transformações supersimétricas. Isso quer dizer que

as componentes ωI ,ξA e ζA são automaticamente fixadas e podem ser tomadas de

forma genérica como sendo zero, dado que o campo φ̂ possui a forma Eq.(6.61), o

único parâmetro que sobra é, então, ωRA/
√
2 ≡ αA. Tal transformação é exatamente

a transformação de gauge usual. Expandindo em primeira ordem a transformação

Eq.(6.60) e utilizando o gauge de Wess-Zumino para o campo φ̂, obtém-se,

V µ′

C = V µ
C − ∂µαC − gfABCαAV

µ
B

λ′C = λC − gfABCαAλB

D′
C = DC − gfABCαADB (6.62)

A primeira transformação obtida nesse gauge é exatamente o usual de uma trans-

formação de gauge do modelo padrão.

6.2.5.2 Tensor de Energia-Momento dos Campos de Gauge

Para encontrar o tensor que definirá a lagrangeana dos campos de gauge é

necessário encontrar objetos que se transformem de forma covariante perante trans-

formações de gauge supersimétricas. Uma maneira de fazer isso é utilizar-se de deri-

vadas covariantes supersimétricas D definidas de forma análoga as usuais, usando-se

das regras de transformação de supercampos Eq.(6.31)

ᾱ

[

− ∂

∂θ̄
− iᾱ/∂θ

]

Dφ̂ = Dᾱ
[

− ∂

∂θ̄
− iᾱ/∂θ

]

φ̂ (6.63)
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Notando-se que,

D =
∂

∂θ̄
− iᾱ/∂θ (6.64)

anticomuta com o termo entre colchetes, e que a variável α é também uma variável de

Grassmann e anticomuta com as variáveis θ, então Eq.(6.64) é a solução correta para

a derivada covariante. Em especial ainda pode-se definir duas derivadas covariantes,

Left e Right, DL,R = PL,RD e D = DL +DR, {DL,R,DL,R} = 0 e {DL,DR} = 2i/∂C.

Para construir um termo que é invariante sob a transformação de gauge, pri-

meiro nota-se que Ω† é um campo de mão direta, ou seja, DLΩ = 0, ou seja,

e−igT
PΩ†

P (x̂)DLe
igTPΩP (x̂) = DL.

Da mesma forma, termos do tipo DR ou D̄DR quando atuados em funções ge-

ram D̄DRe
igTPΩP (x̂)f(θ) = eigT

PΩP (x̂)D̄DRf(θ). E equivalentemente termos da forma

D̄DRDLe
igTPΩP (x̂)f(θ) utilizando-se da regra de anticomutação geram,

D̄DRDLe
igTPΩP (x̂)f(θ) = (−2i∂µD̄LγµCe

igTPΩP (x̂))f(θ) + eigT
PΩP (x̂)D̄DRDLf(θ) =

(−2i∂µD̄LγµC)f(θ) + eigT
PΩP (x̂)D̄DRDLf(θ) = eigT

PΩP (x̂)D̄DRDLf(θ)

Ou seja, como um termo da forma e−2gTAφ̂ se transforma como, e−igT
PΩ†

P (x̂)e−2gTAφ̂e−igT
PΩP (x̂),

escrevendo e2gTAφ̂DLe
−2gTAφ̂ → eigT

PΩP (x̂)e2gTAφ̂DL(e
−2gTAφ̂e−igT

PΩP (x̂)).

Com isso, aplicando termos da forma D̄DR obtem-se,

D̄DRe
2gTAφ̂DLe

−2gTAφ̂ → eigT
PΩP (x̂)

[

D̄DRe
2gTAφ̂DLe

−2gTAφ̂
]

e−igT
PΩP (x̂)

e define-se o tensor equivalente ao tensor de energia e momento F µν do eletromag-

netismo como,

gTAŴ
A ≡ − i

8
D̄DR

[

e2gTAφ̂DLe
−2gTAφ̂

]

(6.65)

Uma caracteŕıstica importante do campo definido à cima é o fato de ser um campo

de mão esquerda38. Assim sendo, o produto de dois campos Ŵ também é de mão

esquerda e em especial o campo invariante de gauge
¯̂
W c
AŴ

A e seu F-term é candidato

a lagrangeana. O cálculo de tal termo é relativamente grande e pode ser encontrada

na ref.([25]) e resulta em,

LGK =
i

2
λ̄A /DACλC − 1

4
FA
µνF

µν
A +

1

2
DADA (6.66)

38Para verificar isso basta notar que a derivada covariante direita aplicada no operador D̄DR é
zero, DRD̄DR = DRDT

RCDR, e como DR anticomuta com sigo mesmo, qualquer combinação maior
de dois termos DR resulta em zero.
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onde FA
µν = ∂µV

A
ν − ∂νV

A
µ − gfABCV

B
µ V

C
ν como de costume e /DAC = /∂δAC +

ig(TB /V B)AC a derivada covariante para campos de gauge.

Tal resultado ilustra o resutlado das suposições iniciais, como a simetria de gauge

usual e a simetria de Lorentz são subgrupos da supersimetria a lagrangeana final

apresenta forma equivalente à forma encontrada em teorias como o Modelo Padrão.

A principal diferença encontra-se na necessidade de adição de dois campos, um campo

escalar SA simétrico ao campo espinorial ψA e um campo espinorial λA simétrico ao

campo vetorial V µ
A , tal fato acontece justamente pois cada representação do grupo

supersimétrico tem o dobro de graus de liberdade do que as representações do grupo

de Lorentz. Tal resultado surge como um problema no atual cenário experimental

da f́ısica de part́ıculas, já que os campos λA e SA não foram observados, já que a si-

metria na lagrangeana impões massas equivalentes para os campos e seus simétricos.

Uma forma de contornar tal problema é utilizar a quebra espontânea de simetria nos

termos da supersimetria. Tal quebra pode acontecer de forma análoga ao mecanismo

de Higgs, mas também de uma forma interessante, aonde os férmions podem fazer o

papel de ’bósons’ de Goldstone.

6.2.5.3 Lagrangeana Final

Por fim, aqui é apresentada a lagrangeana final aonde serão trabalhados os

modelos. O termo cinético é semelhante ao termo cinético usual para os campos e

seus respectivos spins,

Lcin = (DµSi)
†(DµSi) +

i

2
ψ̄i /Dψi +

i

2
λ̄A /DABλB − 1

4
FA
µνF

µν
A (6.67)

e os termos de interação,

Lint = −
√
2g(S†TAλ

A1− γ5
2

ψi +H.c.)
1

2
(S†

i TASi)
2 −

∣

∣

∣

∣

∣

∂f̂

∂Ŝi

∣

∣

∣

∣

∣

2

Ŝ=S

−1

2

[(

ψ̄i
∂2f̂

∂Ŝi∂Ŝj

)

Ŝ=S

1− γ5
2

ψj + h.c

]

(6.68)

6.3 Quebra de Supersimetria

Com os elementos já apresentados, a descrição da quebra expontânea de su-

persimetria (SUSY) é o que completa o arcabouço necessário para a discussão do

modelo supersimétrico mı́nimo (MSSM). A necessidade de quebra de supersimetria
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surge de uma motivação experimental já descrita, para cada auto-estado bósonico |β〉
do hamiltoniano, com auto-energia EB existe um auto-estado fermiônico |F 〉 = Q |β〉
também com auto-energia EB, onde Q é um operador gerador de supersimetria. Tal

necessidade é fácil de observar e tem suas origens no grupo supersimétrico e na

caracteŕıstica abeliana do subgrupo de translação, como [Q,P µ] = 0,

P 0 |F 〉 = P 0Q |β〉 = QP 0 |β〉 = EBQ |β〉 = EB |F 〉

A quebra de simetria tem origem e arcabouço teórico similar aos teoremas des-

critos na seção 5.3, lembrando-se que o causador da necessidade de quebra de simetria

é a escolha de um estado de vácuo aonde serão construidos os estados de part́ıculas

(pois tal estado é degenerado), ou seja, o gerador do grupo supersimétrico Q não

pode aniquilar o estado de vácuo de algum campo O: δO = i 〈0| [ᾱQ,O] |0〉 6= 0.o

fator interessante é que agora tal simetria não precisa ser gerada apenas por trans-

formações de gauge reais, mas também por transformações Grassmanianas. Para

que seja mantida a invariância por transformações de Poincaré (já que experimen-

talmente a simetria de Lorentz não parece ser quebrada) o operador δO precisa ser

escalar, entretanto as transformações supersimétricas conectam escalares em espino-

res, ou seja o campo O precisa ser um campo espinorial. Pelo formalismo os posśıveis

campos são,

〈0| δψAL |0〉 = 〈0| −
√
2FAαL +

√
2/∂SAαR |0〉 6= 0

〈0| δλA |0〉 = 〈0| − iγ5αDA +
1

4
[γν , γµ]F

µν
A α |0〉 6= 0 (6.69)

Para que cada equação seja satisfeita e ainda as transformações de Poincaré sejam

mantidas invariantes 〈0| ∂µS |0〉 = 〈0|F µν |0〉 = 0. Ou seja, os campos auxiliares F e

D precisam ter VEV diferente de zero. Disso surgem as denominações de quebra de

simetria tipo F e tipo D respectivamente. Usando essas condições e as equações de

movimento dos campos F e D, obtém-se as equações,

(

∂f̂

∂Si

)

Ŝ=S

= 0 Tipo F

gŜ†
i TASi = 0 Tipo D (6.70)

Para que haja quebra espontânea de simetria tais equações não podem possuir

solução. Um ponto a se notar é o fato de que o potencial do campo escalar também
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possui termos F e D similares de forma que quando há quebra expontânea de super-

simetria há também quebra da simetria usual.

6.3.1 Espectro de Massa

Antes de obter uma regra para soma das massas, um modelo que ilustra de

maneira interessante como a quebra expontânea de supersimetria permite a existência

de part́ıculas simétricas com massas diferentes é o modelo de O’Raifeartaigh.

6.3.1.1 O Modelo de O’Raifeartaigh

Esse é um tipo de quebra de simetria do tipo F . Começa-se com uma simetria

de três campos chirais, X̂(X,ψx, Fx), Ŷ (Y, ψy, Fy), Ẑ(Z, ψz, Fz) e um superpotencial

da forma,

f̂ = λ(X̂2 − µ2)Ŷ +mX̂Ẑ (6.71)

O que implica em,

∂X̂ f̂ = iFx = 2λŶ †X̂† +mẐ†

∂Ŷ f̂ = iFy = λ(X̂2 − µ2)

∂Ẑ f̂ = iFZ = mX̂† (6.72)

As duas últimas equações claramente não podem ter VEV’s simultaneamente iguais

à zero a menos que µ2 = 0. Isso quer dizer que a quebra espontânea de supersime-

tria ocorrerá. Tal modelo é similar ao chapéu mexicano comumente utilizado para

descrever a quebra de simetria do campo de Higgs, o potencial lagrangeano para os

campos escalares tem equação,

V (X, Y, Z) =
∑

i

|Fi|2 = |2λŶ X̂ +mẐ|2 + λ2|X̂2 − µ2|2 +m2|X̂|2 (6.73)

Para escolhas apropriadas de 〈Z〉 é posśıvel anular sempre o primeiro termo do

potencial, sobrando apenas,

VX = λ2|X̂2 − µ2|2 +m2|X̂|2 (6.74)

cuja forma é dada na fig.6.1

O caso mais simples para tratar é o caso onde m2 > 2λ2µ2 aonde o mı́nimo

acontece em 〈Z〉 = 〈X〉 = 0 e 〈Y 〉 = Ym qualquer. Assim, ao realizar uma translação
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Figura 6.1: Seção do potencial VX para XI = 0, para m2/2µ = 1

Y = Y − Ym o campo Y continua com valor esperado igual à zero e ele é o bóson

de Goldstone, enquanto isso os bósons X,Z adiquirem massa que podem ser obtidos

pela equação,

V = 2λ|Ym|2|X|2 + 2λmym(XZ
∗ +X∗Z) +m2|Z|2 + termos de interação (6.75)

ou seja, a matriz de massa tem a forma, na base (XR, ZR, XI , ZI)















m2 + 4λ2Y 2
m − 2λmYm 2λmYm 0 0

2λmYm m2 0 0

0 0 m2 + 4λ2Y 2
m + 2λ2µ2 2λmYm

0 0 2λmYm m2















o detalhe importante sobre a matriz de massa é notar o valor do traço,

∑

boson

M2 = 2m2 + 2(m2 + 4λ2Y 2
m) (6.76)

Para o caso dos férmions, os termos da função f̂ que não dão contribuições nulas são

∂2
X̂
f̂ e ∂X̂∂Ẑ f̂ que resulta na matriz de massa na base (ψx, ψy) como,

MfermionM
†
fermion =





2λYm m

m 0





E o férmion ψy possui massa zero e é jutamente o ’bóson de Goldstone’ para

a quebra supersimétrica, tal bóson é camado de goldstino. Nesse caso o traço fica,
∑

M2 = 2m2+4λ2Y 2
m. Entretanto um outro traço mais interessante é definido como
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o supertraço,

STrM2 =
∑

particulas

(−1)2J(2J + 1)m2
j (6.77)

onde J é o spin correspondente da part́ıcula. Para esse modelo STrM2 = 0. Essa

será uma caracteŕıstica de teorias do tipo F e tal resultado pode ser previsto por um

teorema.

6.3.1.2 Regra de Soma das Massas

O traço das matrizes é bastante importante pois ao diagonalizá-las a partir

de transformações unitárias seu traço continua invariante, ou seja, as massas das

part́ıculas estão presas por uma relação vinda do traço que dependerá da forma que

é construida o modelo.

A contribuição escalar para o traço surge do potencial,

V =
∑

i

∣

∣

∣

∣

∣

f̂

∂Ŝi

∣

∣

∣

∣

∣

2

Ŝ=S

+
g2

2

∑

A

(S†
i TASi)

2 (6.78)

A contribuição surge de termos da forma S†S e S2 + H.c.. O segundo termo dá

contribuições da forma 1
2
(mij+m

∗
ij)(SRiSRj−SIiSIj)39. Entretanto, escrevendo ∂Si

=

1
2
(∂SRi

− i∂SIi
) é posśıvel mostrar que mij +m∗

ij = ∂SRi
∂SRj

V = −∂SIi
∂SIj

V e assim

o traço da matriz de massa se anula, pois ∂Si
∂Sj

V ∂S†
i
∂S†

j
V = ∂SRi

∂SRj
V + ∂SIi

∂SIj
V .

Acontribuição para o supertraço é, portanto,

StrM2
scalar = 2

∑

i,j

∂2f̂

∂Si∂Sj

(

∂2f̂

∂Si∂Sj

)∗

+2
∑

A

(

gS†
iSiTrTA + 2g2S†

i TATASi

)

(6.79)

A contribuição vetorial surge da derivada covariante que conecta os escalares com os

vetores, M = −g2V A
µ (S†

i TATASi)V
µ, ou seja,

STrM2
vec = 6g2

∑

A,i

(S†
i TATASi) (6.80)

Por fim a matriz de interação dos férmions, na base (λA, ψi) pode ser escrita como,




0
√
2g(S†TA)j

g
√
2(S†

B)i ∂Si
∂Sj

f̂



+H.c.

39SR,I correspondem à parte real e imaginária de S
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isso implica que,

StrM2
fermi = −2

[

∑

i,A

4g2(S†TA)i(TAS)i +
∑

i,j

∂2f̂

∂Si∂Sj

(

∂2f̂

∂Si∂Sj

)∗]

(6.81)

juntando as Eq. (6.79),(6.80) e (6.81) chega-se ao resultado final,

STrM2 = 2
∑

i,A

(S†
i TASi)Tr(gTA) (6.82)

6.3.2 O Modelo Supersimétrico Mı́nimo

O modelo supersimétrico mı́nimo é criado a partir do modelo padrão de forma a

minimizar o número de parâmetros necessários para que a supersimetria seja posśıvel.

A lagrangeana se torna equivalente a lagrangeana já apresentada, no entanto, todas

as part́ıculas do modelo padrão são promovidas para part́ıculas supersimétricas e o

espectro passa a ter o dobro do número de part́ıculas de forma que os termos cinéticos

passam a ser os já calculados nas seções anteriores. A introdução de part́ıculas

supersimétricas para o campo de Higgs cria um problema, as anomalias chirais que

são canceladas no modelo padrão por causa do exato número de férmions, porém,

agora surge um espinor cuja anomalia não é cancelada. Para solucionar o problema

é introduzido não apenas o Higgs, mas um dubleto de isospin H =





Hu

Hd



, onde

os campos Hu e Hd são dubletos que irão gerar massa ao se conectarem aos quarks

da primeira e segunda componente do dubleto de quarks respectivamente .

6.3.2.1 Massa do Modelo Padrão

O potencial é da forma40,

VF =
∑

i

∣

∣

∣

∣

∣

∂f̂

∂Ŝi

∣

∣

∣

∣

∣

2

ŝ=S

VD =
1

2

∑

A

[

∑

i

S†
i gTASi

]2

Vsoft = −Bµ(HdHu + h.c.) +m2
Hu
h0u +m2

Hd
h0d (6.83)

40É posśıvel ainda incluir potenciais que quebrem a supersimetria de forma suave, isto é, não
volte o problema de hierarquia, como o caso do último termo apresentado.
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onde h0 são as componentes que neutras dos respectivos bosons H0
i . O único escalar

que pode possuir um mı́nimo com V EV 6= 0 é o Higgs, pois caso contrário as simetrias

de cores e eletromagnéticas seriam quebradas e o modelo padrão não seria recuperado

e assim o potencial mais genérico para a quebra de simetria se torna,

V = (m2
Hu

+µ2)|h0u|2+(m2
Hd

+µ2)|h0d|2−Bµ(h0uh
0
d+h.c.)+

1

8
(g2+ g′2)(|h0u|2−|h0d|2)2

(6.84)

o mı́nimo acontece com ∂h0∗u V = ∂h0∗d V = 0, para que o ponto de 〈h0u〉V EV =

〈h0d〉V EV = 0 não seja um mı́nimo o jacobiano do potencial deve ter determinante

menor que zero na origem o que resulta na condição,

(Bµ)2 > (m2
Hu

+ µ2)(m2
Hd

+ µ2) (6.85)

para que o potencial tenha um mı́nimo de energia é necessário ainda que os pontos

tenham equiĺıbrio estável, isto é, seja limitado inferiormente. Em geral o termo

quártico do potencial é o suficiente para garantir essa condição, a menos no caso

onde |h0u| = |h0d| onde o termo se anula. Nesse caso é necessário impor a condição de

positividade,

m2
Hu

+m2
Hd

+ 2µ2 > 2|Bµ| (6.86)

Dessa forma a massa das part́ıculas do modelo padrão podem ser obtidas via quebra

espontânea de simetria da mesma forma que no modelo padrão.

6.3.2.2 Massa das Superpart́ıculas

As superpart́ıculas precisam ser ter massas bem maiores que as usuais do mo-

delo padrão e isso gera o problema de conciliar com a quebra de simetrias, em espe-

cial os gluinos, superparceiros do glúon, não podem se conectar com nenhum outro

férmion pois possuem carga de cor e tal acoplamento geraria termos que quebram o

grupo SU(3)c, de forma que o único termo de massa posśıvel é,

Lsg = −1

2
M3

¯̃gg̃ (6.87)

que é um termo de quebra suave de supersimetria. A quebra do grupo SU(2)L ×
U(1)Y gera o acoplamento entre B,W i, e por consequência seus superparceiros

ψhau , ψhad , λ0, λi também se acoplarão. Em especial os superparceiros neutros do higgs,

do fóton e Z0 se acoplarão para formar autoestados neutros, chamados de neutralinos,
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enquando que os superparceiros de W± e dos bósons de higgs carregados formarão

férmions carregados, chamados de charginos.

6.3.3 Resolução dos Problemas

No começo da seção foi dito que os problemas apresentados na seção 6 podem

ser resolvidos através de supersimetria. Com o surgimento de um espectro comple-

tamente novo de part́ıculas é posśıvel encontrar posśıveis Wimps ou candidatos à

matéria escura, como os sneutrinos, ν̃, superpart́ıcula irmã do neutrino e os neu-

tralinos part́ıculas, ou composições de part́ıculas, supersimétricas irmãs dos bósons

de gauge Z0 e A e do Higgs. O requerimento mais dif́ıcil de conseguir para essas

part́ıculas é a estabilidade, como suas massas precisam ser muito grandes para que

sejam compativeis com os dados experimentais seu tempo de vida será curto a menos

que alguma simetria proteja o decaimento. Um aparente problema do modelo é a

solução para isso, as interações entre os quarks e seus parceiros supersimétricos permi-

tem o decaimento do próton (p→ e+ + π0) de forma que sua vida média fica muito

a baixo da estabilidade já testada experimentalmente. Essa aparente contradição

pode ser contornada com a imposição da simetria discreta R, na qual implica que

cada part́ıcula do modelo padrão possuir RSM = +1 e cada part́ıcula supersimétrica

RSS = −1. Assim, gráficos que não conservam R não podem ser formados e o decai-

mento do próton não é mais permitido. Isso faz com que necessariamente existam

part́ıculas supersimétricas estáveis, pois a part́ıcula supersimétrica mais leve (LSSP)

não pode decair para nenhuma part́ıcula do modelo padrão, já que isso significaria

em uma violação da paridade R.

6.3.3.1 Hierarquia

Como intúıdo, o problema da hierarquia é resolvido ao impor que a simetria da

lagrangeana seja aumentada quando mH → 0. Isso de fato ocorre e as correções de

massa ficam protegidas por essa simetria. Para entender matematicamente como isso

ocorre basta calcular as novas correções da massa do Higgs gerada pela supersimetria,

além das correções do modelo padrão

∼ − 3y2t
(8π2)

Λ2

é necessário incluir as correções da forma,
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∼ +2
3y2t

(16π2)
Λ2

O fator 3 surge das cores, o fator 16π2 do loop e o fator 2 das part́ıculas left e

right. O crucial é o fator −1 de diferença entre as duas correções, que não existe

na correção supersimétrica pois as part́ıculas não são fermiônicas e assim as duas

correções se cancelam deixando apenas correções proporcionais à massa do Higgs,

como o esperado.

6.3.3.2 Oscilação de Neutrinos

A oscilação de neutrinos e suas massas pode ser explicada através do aco-

plamento do neutrino com as novas part́ıculas de Higgs supersimétricas, λ que são

part́ıculas fermiônicas. Como tais part́ıculas são muito massivas é posśıvel estudar

um acoplamento efetivo que gera massas as neutrinos para baixas energias de forma

que explique a origem das massas. Tal mecaniesmo é conhecido como mecanismo

see-saw e será estudada mais a frente.



Caṕıtulo 7

Método de Análise

7.1 Análise dos modelos

A existência de oscilação de neutrinos do modelo padrão requer uma matriz

de massa com parâmetros muito menores do que qualquer part́ıculas massiva já

observada (O(1eV)), uma abordagem para explicar esse ajuste fino nos parâmetros

é o modelo SeeSaw[30] de geração de massa e consiste em uma tentativa de gerar

massa aos neutrinos left-handed de forma a deixar neutrinos right-handed com uma

massa grande. O modelo consiste em adicionar ao modelo padrão (SM), SU(3)c ×
SU(2)L×U(1)Y , neutrinos estéreis, com uma matriz de massa e um acoplamento de

Yukawa, de tal forma que para baixas energias a teoria se torna uma teoria efetiva

SU(2)L com neutrinos massivos. A lagrangeana de interação dos neutrinos tem a

forma,

LN = iNR/∂NR − 1

2
N c
RMRNR +H.c. (7.1)

onde NR é um espinor, N c é o espinor N sob ação do operador de conjugação de

carga e c.h. significa Conjugado Hermitiano.

O acoplamento é feito através de um acoplamento de Yukawa dos neutrinos estéreis

via Higgs (H), cuja forma é,

LI = ĒlHYllR + ĒlH
cYνNR + c.h. (7.2)

onde El é a parte leptônica do modelo padrão. Com isso a lagrangeana é L =

LSM + LN + LaI .

7.1.1 Mecanismo SeeSaw

Uma forma interessante de entender como acontece o mecanismo é reescrever

o acoplamento de Yukawa e a matriz de massa em forma matricial,

LT =
(

ν̄ N̄
)





0 Y †HT

HY MR









ν

N



 . (7.3)

Assim, a proposta é reescrever os neutrinos descritos por tais lagrangeanas em
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outra base,

νi ≈ νl + αNRe

N ′
R ≈ NR + βνi, (7.4)

de modo a diagonalizar a matriz de acoplamento de LT . Ao realizar tal diagona-

lização, dois resultados interessantes aparecem: o primeiro são as matrizes de massa

da nova base de neutrinos,

LT ≈
(

ν̄i N̄
)





Mν 0

0 MR









νi

N



,

resultante da aproximação MR >> HY , onde Mν = HY †M−1
R Y †HT = HκHT

que é obtido a partir do Ansatz Eq.(7.4) colocado na Eq.(7.3) e impondo a condição

de que a matriz de massa resultante seja diagonal. De forma que, se MR for grande

o suficiente é posśıvel explicar a baixa massa dos neutrinos através da quebra es-

pontânea de simetria do Higgs, gerando um fator de massa proporcional ao inverso

da matriz de massa MR.

O segundo resultado é que a mudança de base gera um termo de interação lepton-

Higgs, da forma,

Lν =
1

2
ĒlHκH

TEc
l +H.c. (7.5)

Como em 4 dimensões [E] = 3
2
e [H] = 1, a dimensão total do termo é 5 a menos

da dimensão da matriz κ. Tal termo é, portanto, chamado de operador de Weinberg

que é um operador de dimensão 5 que não é renormalizável no contexto da interação

efetiva. Tal matriz está diretamente associada aos ângulos de oscilação dos neutrinos

e, por isso, entender como é sua evolução com a energia e abre uma oportunidade de

verificação experimental do modelo.

7.1.1.1 Método Formal

A introdução formal do mecanismo see-saw surge do método de integrais de

caminho. Como a massa dos neutrinos estéreis é grande, sua presença se torna

significativa a partir de uma energia grande, e assim é posśıvel utilizar uma teoria

efetiva, calculando, em primeira ordem, as integrais de caminho, de forma que a

função de partição é dada por,

Z =

∫

Dφi

[

ei
∫

dxL0

∫

DNRDN̄Re
i
∫

dxLN

]

(7.6)
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onde φi são todos os campos da lagrangeana que não serão aproximados e LN é

a lagrangeana que contém todos os termos com NR. Uma lagrangeana efetiva que

pode ser calculada em primeira ordem levando-se em conta todos os campos φi como

constantes. No caso especial da interação de Yukawa, os gráficos de Feynman de

interação de tais campos são da forma,

N̄RφYννeL +H.c.

para gerar o termo da forma da eq.(7.5) é necessário considerar as interações onde

entram um campo de Higgs e um neutrino e saem um neutrino e um campo de

Higgs. A correção, em primeira ordem, gerada pela introdução do campo NR pode

ser obtida pelo gráfico,

= Y †
ν

∫

d4q /
q−MR

q2−MR
Yν

Tal integral pode ser aproximada, levando-se em conta que a aproximação é válida

para momentos q << MR, assim,

/q −MR

q2 −M2
R

≈ −M−1
R

[

1 +O

(

/q

MR

)2
]

(7.7)

e o gráfico pode ser substituido por uma lagrangeana efetiva em primeria ordem,

Leff = ν̄HY †M−1
R Y †HTν = ν̄HκHTν

7.1.2 Equações do Grupo de Renormalização

Utilizando-se do método de contra-termos, a renormalização das quantidades

relevantes ao problema são descritas através da adição dos termos abaixo, à lagran-
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geana inicial,

Cν = 1
2
ĒlHδκH

TEc
l +H.c.

Cl = iEl /∂δZlEl

CY = ĒlHδYleR +H.c.

CH = δZH(∂µH)†∂µH − δm2|H|2 − 1
4
δλ|H|4

dessa forma, a renormalização da matriz κ é dada por,

κB = (ZT
l )

−1/2Z
−1/2
H (κ+ δκ)µǫZ

−1/2
H (Zl)

−1/2 (7.8)

onde o fator µǫ surge pois em D dimensões, [El] = D−1
2

e [H] = D−2
2

, assim,

[κ] = 4 − D − 1 = ǫ − 1, portanto, para garantir a renormalização, precisamos

substituir κ→ κµǫ, onde [µ] = 1, e assim, [κ] = −1 em qualquer dimensão.

7.1.2.1 Regularização dimensional

Para o cálculo das quantidades Zl, ZH e δκ será utilizado o método de regula-

rização dimensional, considerarndo-se os gráficos das fig. (7.1) e (7.2), provenientes

dos acoplamentos de Yukawa, auto-interação do Higgs, e acoplamento com os bósons

de Gauge.

δZl =

Bµ

El

+
El

~Wµ

+
El

LR

H
El

+

H

NR

El

El

Figura 7.1: Auto energia do lépton.

δZH = + +

Bµ

H H

~Wµ

H

El

LR

H H

El

NR

H
+

Figura 7.2: Auto energia do Higgs.
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Em ambas as figuras, os três primeiros gráficos são os usuais do modelo padrão,

o último gráfico é o gerado pela adição do acoplamento de Yukawa com o neutrino

estéril. Em particular, todos os acoplamentos são da forma, Lint = Y ab
c φcψ1aψ2b,

onde φ e ψi são campos que podem ser fermiônicos ou bosônicos. Dessa forma, as

integrais a se calcular devem ser, pelas regras de Feynman,

∫

dDq

(2π)D
(−iY )D1(q)D2(q − p)(−iY ) (7.9)

ondeDi são os propagadores dos campos em loop e é subentendido um traço caso haja

algum loop de férmions. O cálculo em primeira ordem para cada um dos gráficos41

resulta, no Gauge Rξ, em

δZl =
−1

16π2ǫ
[Y †
ν Yν + Y †

l Yl +
1

2
(ξB − 1)g21 +

3

2
(ξW − 1)g22] (7.10)

δZH =
−1

16π2ǫ
[2Tr(Y †

ν Yν)+2Tr(Y †
l Yl)+6Tr(Y †

uYu)+6Tr(Y †
d Yd)

1

2
(ξB−3)g21+

3

2
(ξW−3)g22]

(7.11)

onde g1 e g2 são as constante de acoplamento do modelo padrão para os bósons de

Gauge e Yu, Yd são os acoplamentos do Higgs com os quarks.

Para o cálculo da regularização da matriz κ, é posśıvel pensá-la como um

acoplamento de quatro vértices que conecta Higgs e Leptons,

κ

Hd

Ha

Eg
Lc

Ef
Lb

Figura 7.3: vertice efetivo da matriz Kappa.

com isso as correções de primeira ordem para tal termo surgem dos acoplamen-

tos de Yukawa e auto-interação do Higgs Fig.(7.4) onde foi omitida as correções via

bosons de Gauge,

41Parte das contas encontra-se no apêndice
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δκ =
+ + + +κ

κ
κ

κ

El

El

El

El

El

El

El

ElH

H
H

H

H
H

H

ElEl

Figura 7.4: Loops de Primeira ordem na regularização da matriz κ.

Tais correções tem origem na auto-interação do Higgs e no acoplamento de

Yukawa dos leptons carregados42,

δκ =
−1

16π2ǫ
[2(Y †

e Ye)
Tκ+ 2κY †

e Ye − λκ+
1

2
(2ξB − 3)g21κ+

3

2
(2ξW − 1)g22κ] (7.12)

Note que tal correção é linear em κ.

7.1.2.2 A função Beta da Matriz de acoplamento

Para encontrar a equação do grupo de renormalização é necessário resolver o

problema dado por,

µ
dκB
dµ

= 0, (7.13)

de forma a encontrar a maneira como a constante κ em questão se altera com

a escala µ do problema. Isso significa encontrar uma equação da forma,

µ
dκ

dµ
= βκ. (7.14)

A maior dificuldade para obter a equação do grupo de renormalização para a

matriz κ se dá pelo seu caráter tensorial, que conecta campos espinoriais e escalares,

tornando a álgebra um tanto quanto trabalhosa, desas forma o método utilizado para

cálculo da função βκ é baseado no trabalho apresentado na referência [1], onde foi

calculado de forma genérica a função βQ de uma quantidade tensorial que obedece

QB =
(
∏

i∈I Z
ni
φi

)

(Q+ δQ)µDQǫ
(

∏

j∈J Z
nj

φj

)

,

42parte do cálculo pode ser encontrado no apêndice
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β
(0)
Q = DQ

〈

dδQǫ

dQ

∣

∣

∣

∣

Q

〉

−DQδQǫ+

+
∑

A

DVA

〈

dδQǫ

dVA

∣

∣

∣

∣

VA

〉

+

+Q ·
∑

j∈J
nj

[

〈

dδZφjǫ

dQ

∣

∣

∣

∣

Q

〉

+
∑

A

DVA

〈

dδZφjǫ

dVA

∣

∣

∣

∣

VA

〉

]

+

+
∑

i∈I
ni

[

〈

dδZφiǫ

dQ

∣

∣

∣

∣

Q

〉

+
∑

A

DVA

〈

dδZφiǫ

dVA

∣

∣

∣

∣

VA

〉

]

·Q (7.15)

onde VA são outros posśıveis parâmetros da teoria e

〈

dF
dx

∣

∣y
〉



























dF
dx
y, para x,y escalares

dF
dxi
yi, para x,y vetores

dF
dxij

yij, para x,y tensores

etc..

Como δκ é linear em κ, os dois primeiros termos da equação (7.15) se anulam.

Ainda mais, como δZH e δZl não tem correções de primeira ordem em κ, os termos
〈

dδQǫ
dVA

∣

∣

∣
VA

〉

também se anulam, resultando em,

16π2βk = −3

2
[κ(Y †

e Ye)+(Y †
e Ye)

Tκ]+λκ−3g22κ+2Tr(Y †
e Ye+3Y †

uYu+3Y †
d Yd)κ (7.16)

Tal equação foi reobtida e confirma o resultado da referência [32], conhecido na

lieratura.

7.1.2.3 As Constantes de Acoplamento

Com a introdução da supersimetria um outro fenômeno referente às equações

do grupo de renormalização aparece, a chamada unificação das constantes de aco-

plamento. Tal problema é largamente encontrado na literatura[25] , [18] . A partir

dos gráficos de auto-interação dos bósons de gauge, dos férmions, do Higgs e das

correções de vértices para cada uma dos grupos do modelo padrão, é posśıvel cal-

cular a forma como as constantes de acoplamento αi =
g2i
4π

varia com a escala de

energia. Tal equação é bem simples e tem a forma,

dαi
dt

=
bi
4π
α2
i . (7.17)
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Onde i = 1, 2, 3 onde i = 1, 2 representam as constantes dos grupos U(1), SU(2) e

i = 3 representa a constante forte, do grupo SU(3), e o parâmetro

t = log

(

µ2

M2
Z

)

, (7.18)

com µ é a escala do problema e MZ a massa do bóson Z0. No modelo padrão,

(b1, b2, b3) = (41/10,−19/6,−7). Tais equações tem solução da forma, como é
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Figura 7.5: Constantes de Acoplamento no SM, g1 = V ermelho correspon-
dente a U(1), g2 = verde correspondente a SU(2) e g3 = azul
correspondente a SU(3).

posśıvel ver, para t ∼ 60 ou E ∼ 1016GeV as constantes possuem um valor bas-

tante similar. Entretanto elas não chegam a cruzar no mesmo ponto.

Ao introduzir o modelo supersimétrico, o número de part́ıculas aumenta considera-

velmente e as constantes bi adiquirem os valores, (b1, b2, b3) = (33/5, 1,−3). De tal

forma que sua estrutura fica, é posśıvel notar no grafico da figura7.6, as constantes

de acoplamento possuem um valor muito próximo, em uma energia da ordem de

E ∼ 1016GeV. Essa é um dos resultados mais interessantes da supersimetria, que dá

uma luz na escala de acoplamento entre as forças fundamentais da natureza gerando

a possibilidade da existência de uma teoria que unifica as forças fundamentais.

7.1.3 Resultados Finais

A forma numérica das funções dos parâmetros dos modelos foram obtidas

através da utilização do programa Mathematica. Os parâmetros iniciais em geral

são obtidos na escala de E ∼ Mz ≈ 91GeV. Para fazer a análise em algum modelo

supersimétrico é necessário calcular a forma de todos os parâmetros no modelo padrão
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Figura 7.6: Constantes de Acoplamento no MSSM, g1 = V ermelho corres-
pondente a U(1), g2 = verde correspondente a SU(2) e g3 = azul
correspondente a SU(3).

através das condições iniciais e obtê-los a uma energia aonde as novas part́ıculas su-

persimétricas começam a aparecer e assim suas correções se tornam significativas. O

valor exato de aonde tais part́ıculas podem aparecer não é conhecido, no entanto,

dado que o problema da hierarquia acontece por volta de ∼ 1TeV , é natural imagi-

nar que próximo a essa escala também começam a aparecer novas part́ıculas. Assim,

é necessário evoluir o valor das constantes na tabela 7.1 com o modelo padrão, e

obtê-los em uma energia por volta de 1TeV e assim começar a evoluir as constantes

em cada modelo, os parâmetros que foram usados como iniciais a 2TeV encontram-se

na tabela 7.3.

7.1.3.1 Parâmetros Iniciais a 91GeV

A tabela 7.1 contém os dados obtidos do particle data group (PDG)[18],

E também a matriz de Cabbibo-Kobayashi-Maskawa,

VCKM =









0.97425(22) −0.2252(9) −4.15(49).10−3

0.230(11) 1.006(23) −49.1(1.1).10−3

8.4(6).10−3 −42.9(2.6).10−3 0.89(7)









(7.19)

7.1.3.2 RGE para Matrizes de Rotação

A tabela 7.1 e a eq.7.19 são os dados obtidos experimentalmentes, ou seja, elas

contém as massas dos neutrinos e quarks, e seus ângulos de mistura. Entretanto

as equações do grupo de renormalização são dadas numa base genérica aonde κ e
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Parâmetro (E ≈ 91GeV ) Valor (GeV )
mu 2.3(6).10−3

ms 95(5).10−3

mb 4.18(3)

md 4.8(5).10−3

mc 1.275(25)
mt 173.5(7)

me 0.510998928(11).10−3

mµ 105.6583715(35).10−3

mτ 1.77682(16)

mν1 1.10−9

∆m2
21 7.50(20).10−23GeV 2

∆m32 2.32(10).10−21GeV 2

sin2(2θ12) 0.857(24)
sin2(2θ23) 0.97(1)
sin2(2θ13) 0.098(13)

α1 0.01681(5)
α2 0.03373(31)
α3 0.120(12)

Tabela 7.1: Valores Iniciais

a matriz de acoplamento dos quarks não é necessariamente diagonal. Para conse-

guir conectar os dados experimentais com as equações de renormalização é preciso

reescrever as equações de renormalização de forma a evidenciar a base nos quais os

dados são obtidos. Assim, impondo que a base de massa é a base diagonal e que

ela se mantem diagonal ao longo do processo de renormalização, a matriz κ pode ser

escrita através de uma diagonalização por uma matriz U unitária na forma

U †κU = diag{mν1 ,mν2 ,mν3}. (7.20)

Que, na eq.7.16 multiplicada por κ† pela direita e somada pelo seu hermitiano con-

jugado, dá duas equações,

16π2dm
2
i

dt
= 2Tm2

i − 3
∑

i,j

mimjAij (7.21)

Aij = m2
enUi,nUnj, y

2
en = m2

en/ν
2 e mene é a massa do n − esimo lépton carregado,

n = 1, 2, 3 = e, µ, τ e mn é a massa do n− esimo neutrino. Usando o fato de que os
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termos não diagonais são gerados por U e precisam43 se anular para todo E,

16π2dUik
dt

= Bu

(

∑

j 6=i,n

m2
i +m2

j

m2
i −m2

j

UinU
∗
jny

2
enUjk +

∑

j 6=k,n

m2
j +m2

k

m2
k −m2

j

Uimy
2
enU

∗
jmUjk

)

(7.22)

onde os valores de BU e T estão na tabela 7.2. Tal equação foi rederivada e confirma

o resultado obtido na referência [35]. A matriz U está relacionada com os ângulos

Modelo BU T

SM −3 λ+ 2Tr
[

3Y †
d Yd + 3Y †

uYu + Y †
e Ye

]

− 3g22

MSSM 2 −2g21 − 6g22 + 6Tr
[

Y †
uYu

]

Tabela 7.2: Valores da constante BU e T que aparecem nas equações do
grupo de renormalização dos neutrinos para o modelo padrão
e para o modelo supersimétrico mı́nimo.

de mistura por,

U =









c12c13 s12c13 s13e
−iδ

−s12c23 − c12s23s13e
iδ c12c23 − s12s23s13e

iδ s23c13

s12s23 − c12c23s13e
iδ −c12s23 − s12c23s13e

iδ c23c13









(7.23)

com cij = cos(θij) e sij = sin(θij). As equações do modelo padrão geraram um

running para os ângulos de mistura mostrados na fig.7.7, a banda corresponde à

utilização dos erros experimentais dados pelo PDG, aonde as condições iniciais foram

variadas entre o maior e o menor erro experimental fornecido.

O gráfico da fig.7.8 mostra o crescimento da diferença de massa entre os neu-

trinos no Modelo Padrão,

7.1.3.3 Valores iniciais a 2TeV

O programa Mathematica forneceu os dados a 2TeV através da resolução das

equações diferenciais para todos os parâmetros do modelo, dada as condições iniciais

e as funções beta já obtidas, os resultados estão presentes na tabela 7.3 e eq.7.24

Vckm =









0.9742(30) −0.22520(15) −0.004110(25)

0.23002(35) 1.00603(31) −0.04863(10)

0.008398(31) −0.04425(10) 0.907285(10)









(7.24)

43Essa condição é necessária para que a base de massa seja a mesma durante todo o processo.
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Figura 7.7: Ângulos de Mistura no SM, θ12 = Vermelho, θ13 = Marrom,θ23 =
Azul.

7.1.3.4 Ângulos de Mistura

Com as equações do grupo de renormalização do MSSM e os valores dados pelo

modelo padrão a 2TeV foi feita nova análise cujo resultado está presente nas fig.(7.9)

Como é posśıvel ver, nos dois casos há uma mudança rápida para baixas ener-

gias ∼ 1TeV e a partir de44 t = 10 ou E ≈ 14TeV os ângulos passam a ter um

crescimento bem devagar.

Uma pergunta que surge ao observar as figs.7.7 e 7.9 é se a diferença entre os ângulos

44lembrando que o parâmetro t = log
(

µ2

M2
z

)

, µ é a escala do problema e Mz a massa do bóson Z0
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Figura 7.8: Variação da diferença de massa, ∆m2
12 = vermelho e ∆m2

32 = azul,
para hierarquia normal no SM.

de mistura são realmente observáveis experimentalmente. Os erros experimentais de

medição dos ângulos de mistura estão da ordem de ∆sin2(θ12) = 0.024rad[18] o que

é um problema para esse tipo de análise, onde a diferença entre o SM e o MSSM é

maior a uma energia próxima de 106TeV e vale ∆sin2(θ12) = 0.021rad.

Para entender como acontece a evolução do ângulo de mistura, é interessante

analisar em especial o valor de θ13 que possui mudança mais evidente. Em especial,

sua equação pode ser obtida apartir da equação de U13 = sin(θ13) ≈ θ13. Como

a equação da matriz de mistura está relacionada sempre com y2en, o termo mais

relevante será para y2τ , já que45 y2µ << y2τ , assim,

16π2dθ13
dt

≈ Bu

[

2m2
1 −∆m2

1j

∆m2
1j

m2
τ |Uj3|2 +

2m2
3 −∆m2

3j

∆m2
3j

m2
τ |U3j|2

]

θ13 (7.25)

45pois yfermion está diretamente relacionado com a massa dos férmions, na base onde a matriz
de massa é diagonal
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Parâmetro (E = 2TeV) Valor (GeV )
(mu/ν)

2 4.42(34).10−8

(ms/ν)
2 7.55(59).10−8

(mb/ν)
2 1.42(20).10−4

(md/ν)
2 1.92(15).10−10

(mc/ν)
2 1.31(58).10−5

(mt/ν)
2 0.261(21)

(me/ν)
2 4.13(33).10−12

(mµ/ν)
2 1.76(14).10−7

(mτ/ν)
2 4.99(40).10−5

(mν1/ν)
2 1.7609(21)10−23

(mν2/ν)
2 1.7610(21).10−23

(mν3/ν)
2 1.7651(22).10−23

θ12 0.614(17)
θ23 0.697(22)
θ13 0.168(12)

1/α1 57.78(18)
1/α2 30.95(27)
1/α3 11.3(1)

Tabela 7.3: Valores dos parâmetros da teoria após rodar as equações de
renormalização do modelo padrão até 2TeV, ie, valores iniciais
no teste dos modelos. ν =

√

µ2/λ é a translação do campo de
Higgs para seu estado de vácuo.

como ∆m2
12 << ∆m2

23,∆m
2
13 e ∆m2

12 << m2
1,

16π2dθ13
dt

≈ BU

[

y2τ
2m2

1

∆m2
21

]

θ13 (7.26)

Assim, a grande diferença na evolução do ângulo de mistura gerada pelo modelo

supersimétrico é o fator BU . Supondo Y
2
τ

2m2
1

∆m2
21

= α ≈ cte, pois a variação das massas

é pequena em comparação com seu valor inicial, a equação é facilmente resolvida,

θ13(t) ≈ θ13(0)e
BUα

16π2 t (7.27)

O fator α é da ordem da unidade. Como o fator 16π2 >> 1, a exponencial

corre de maneira bem vagarosa, o que explica a baixa mudança no valor de θ. A

mudança entre 1 e 5 TeV chega a aproximadamente 5% no valor do ângulo. Como o

erro experimental nas medições é da ordem de 7%, o próprio crescimento no ângulo

fica mascarado pelo erro experimental a baixas energias. Os gráficos das fig. 7.10

e 7.11 mostram o desvio relativo 1 − θ(t)/θ(2TeV), no modelo padrão e modelo
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Figura 7.9: Ângulos de Mistura no MSSM, θ12 = Vermelho, θ13 =
Marrom,θ23 = Azul.

supersimétrico respectivamente.

Caso seja posśıvel medir a variação dos ângulos, os desvios relativos mostram

uma mudança bem distinta, já que o fator BU é positivo para o modelo supersimétrico

e negativo para o modelo padrão, gerando um crescimento positivo para o primeiro

e negativo para o segundo.

O gráfico da fig.7.12 mostra o crescimento da diferença de massa entre os neu-

trinos no Modelo Super Simétrico Mı́nimo,
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Figura 7.10: Variação percentual do ângulo de mistura no SM ∆θ12 =
Vermelho, ∆θ13 = Marrom,∆θ23 = Azul.

7.2 Conclusão da Análise

A análise do modelo mostra que a evolução dos ângulos de mistura é bastante

diferente nos dois modelos estudados principalmente causado pela mudança de sinal

no parâmetro BU , que tem valor −3 para o modelo padrão e 2 para o modelo super-

simétrico mı́nimo, tabela 7.2. Com isso, enquanto em um modelo há um aumento

no valor das constantes, no outro há uma diminuição. Embora essa variação seja

evidentemente diferente, ela é bastante suave e pequena, com variações de 4% para o

ângulo com medições de maior precisão exprimental, isso significa que a observação

na variação dos ângulos de mistura seja dificil de ser observada.
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Caṕıtulo 8

Dimensões Extras

Um tipo de modelo em f́ısica de part́ıculas que tem mostrado novos caminhos são

os modelos de dimensões extras. A ideia de colocar mais dimensões do que as 1 + 3

(uma temporal e três espaciais) usuais do modelo padrão surgiu em 1914 (antes da

relatividade geral) com Gunnar Nördshon, que tentou unificar o campo escalar gravi-

tacional φ como a quinta componente de um campo vetorial Aµ do eletromagnetismo.

Alguns anos depois Theodor Kaluza (1921) e Oskar Klein (1926) tiveram ideias mais

robustas e inovadoras, a ideia de Kaluza era descrever o campo gravitacional em 5

dimensões x = (xµ, y) de tal forma que a nova métrica GMN fosse uma combinação

da métrica gµν da relatividade e um campo vetorial Aµ,

GMN =















gµν Aµ

Aµ g55















. (8.1)

O grande problema surge ao se perguntar porque não é posśıvel ver as dimensões

extras com os experimentos? A resposta para essa pergunta foi proposta por Klein

através do argumento no qual as dimensões extras são compactificadas, isto é, elas

possuem um tamanho finito, por exemplo um toro de raio R no qual a coordenada

y é periódica, y = y+2πR. Essa condição impõe condições de periodicidade para as

funções de onda, de forma que apenas alguns comprimentos de onda, relacionados

com ky = ±ny

R
, n ∈ N , podem ser acessados. Assim se R << 1TeV−1, a energia ne-

cessária para acessar tais dimensões é grande e elas ficam inviśıveis para experimentos

a baixa energia. Para os modelos atuais a ideia de unificação foram abandonados,

no entanto a ideia de compactificação das dimensões extras ainda existem.

8.1 Teoria de Campos em D-dimensões

O processo de criação do modelo requer algumas sutilezas, para que ele seja

consistente a baixas energias é necessário que reproduza o modelo padrão. A ação em

D dimensões é escrita através das D coordenadas, 4 usuais, xµ e D−4, (y1, y2...yD−4),
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compactificadas, tal que a métrica se reduza ao espaço de Minkowski usual em 4D,

ds2 = e−2A(y)ηµνdx
µdxν − (dy)2 (8.2)

onde A(y) é uma função que descreve a curvatura no espaço 5D. Dessa forma a ação

é descrita por,

SD =

∫

dDx
√
GL. (8.3)

Para entender a forma de quantização, vale a pena usar o exemplo de uma lagrangiana

para um campo escalar φ, em 5 dimensões46,

L = GMN∂Mφ
†∂Nφ− V (φ) (8.4)

encontra-se a variação da ação δS para uma variação do campo escalar δφ,

δS = δSV + δSs (8.5)

A variação δSV é uma variação associada a um volume que dará origem à equação

de movimento (EOM) clássica,

δSV =

∫ L

0

d5x
√−g

{

1

2
∂M

[√
GGMN∂Nφ

]

+ V ′φ

}

δφ (8.6)

onde V ′ = ∂φV (φ). O termo de superf́ıcie δSs, gerado pela integração por parte, é

dado por,

δSs =

∫

d4x
√−gG5N∂Nφδφ

∣

∣

L

0
(8.7)

em teorias em 4 dimensões tal termo não possui uma importancia tão imediata, pois

a abordagem usual é supor que o campo φ caia de forma rápida o suficiente quando

xµ → ∞. Esse não é o caso, porém, com teorias onde há compactificação. Isso signi-

fica que, além de estabelecer o campo e a lagrangeana, uma descrição f́ısica do modelo

precisa abordar também suas condições de contorno na fronteira [0, L]. Mesmo para

o caso do campo escalar existem diversas maneiras de impor as condições, uma delas

é a compactificação em um circulo: φ(L) = φ(0), essa compactificação, entretanto,

não é fenomenologicamente consistente, pois não permite gerar campos fermionicos

46A notação aqui estabelecida e que será usada em diante consiste em letras maiúsculas romanas
para o espaço inteiro e letras gregas quando trata-se das 4 dimensões usuais.
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chirais distingúıveis. Condições mais realistas são as condições de Newmann,

∂yφ|L0 = 0 (8.8)

e de Dirichlet

φ|L0 = 0 (8.9)

8.2 Torres de Kaluza-Klein

Para analisar um modelo em D dimensões é necessário compará-lo de alguma

forma como algum limite de um modelo em 4 dimensões compat́ıvel com o observado

em baixas energias. A maneira de fazer isso é através das torres de Kaluza-klein

(KK-tower), que consiste em interpretar as part́ıculas observadas como reflexos de

um campo em mais dimensões. Visto dessa forma, cada campo em um espaço de

D dimensões gera infinitos campos em 4 dimensões, e são as chamadas torres de

part́ıculas.

A forma intuitiva de ver a origem dos infinitos campos que podem surgir é através

da análise do momento observado. Como na direção da dimensão compactificada o

momento é Ky ∝ ny

R
, o quadrado do quadrimomento fica,

kµkµ = m2
0 +

n2

R2
, (8.10)

Para n = 0 a massa da part́ıcula vista por um observador em 4D é m0, quando a

energia é suficientemente grande, E ≥ m2
0+

n2

R2 , o primeiro estado do campo é excitado

e a massa observada se torna m2 = m2
0+

n2

R2 . Assim, um observador irá interpretar o

campo como uma nova part́ıcula. Dada energia suficiente não há, a priori, motivos

para que o número natural n tenha algum limite máximo. Isso quer dizer que na

teoria efetiva em 4D, para as correções em loop dos gráficos de Feynman, as novas

part́ıculas com n 6= 0 devem ser levadas em conta, de forma que sejam englobadas

de acordo com a escala de energia do problema.

8.2.1 Espectro de Massa

Para calcular o espectro de massa que irá surgir devido as torres de Kaluza-

Klein, é necessário primeiro minimizar a ação SD e obter as equações de movimento

e a partir dela realizar uma separação de variáveis de forma a explicitar os campos

em 4 dimensões e suas partes que viajam pelas outras. Para entender como é feito
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é interessante voltar ao exemplo do campo escalar real, cuja equação de movimento

(EOM) é

e2A(y)∂µ∂
µΦ− e4A(y)∂y[e

−4A(y)∂yΦ]−m2
0Φ

2 = 0 (8.11)

Reescrevendo o campo Φ(x, y) como,

Φ(x, y) =
eA(y)√
R

∑

n

φn(x)fn(y) (8.12)

Onde o fator
√
R foi colocado como forma de deixar o campo φn(x) com a dimensão

usual para a teoria em 4D. Colocando Eq.(8.12)em Eq.(8.11) e usando a constante

mn como constante de separação de variável, obtem-se duas equações,

f ′′
n(y)− 2A′f ′

n(y) + (A′′ − 3A′2 −m2
0 + e2Am2

n)fn(y) = 0 (8.13)

onde a linha significa derivada em relação a y. Essa é uma equação de auto-valores

mn que junto com as condições iniciais (que definem a compactificação) definem o

valor de mn e as funções fn(y), que formam uma base ortogonal completa.

E a segunda que caracterizará a equação de movimento em 4D fica,

∂µ∂
µφn(x)−m2

nφn = 0 (8.14)

que é a equação usual de Klein-Gordon para os campos escalares φn com massa mn

e gera um lagrangeano efetivo,

S4 =
∑

n

∫

d4x
[

(∂µφn)
2 −m2

nφ
2
n

]

(8.15)

ou seja, a teoria inicialmente com apenas 1 campo escalar Φ em D dimensões se torna

uma teoria efetiva em 4D dimensões com infinitas part́ıculas escalares com espectro

de massa mn. Para lagrangeanos com interações por exemplo λΦ4 a quebra em uma

lagrangeana efetiva utilizando o método de KK-tower gera novas interações efetivas

λnmlkφnφmφlφk que aparecem a medida que a energia possibilite que as part́ıculas

com números n,m, l, k apareçam.
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8.3 Renormalizabilidade em D Dimensões

O acréscimo de dimensões extras para a teoria torna ela inerentemente não-

renormalizável, isso pode ser visto de maneira imediata através da análise dimensi-

onal, em D dimensões os campos possuem as dimensões listadas na Tabela (8.1)

Spin do Campo em 4D Notação dimensão

0 (escalar) Φ(x, y) D−2
2

1/2 (Férmion) Ψ(x, y) D−1
2

1 (bóson de Gauge) (Aiµ(x, y), A
i
5(x, y))

D−2
2

Tabela 8.1: Dimensões do Campo

O que que dizer que mesmo um termo Φ3 terá uma constante de acoplamento

com dimensão menor que zero. Isso significa que a não-renormalizabilidade estará

sempre presente e é preciso lidar com isso com cuidado.

8.3.1 Equações de Renormalização em D Dimensões

No aspecto apresentado na seçao anterior, falar em quações de renormalização

não faz mais sentido, uma vez que a teoria não é renormalizável. Entretanto as

constantes de acomplamento, bem como a massa das part́ıculas, possui correções

a ńıvel de loop que devem ser levada em conta e equações análogas às equações

de renormalização da teoria precisam ser calculadas e fazem parte fundamental da

construção do modelo. O método de renormalização dimensional não funciona mais

e uma escala de energia µ não tem mais sentido f́ısico, é necessário colocar um cutoff,

Λ, expĺıcito nas integrais de loop e que caracteriza até aonde chega a validade da

teoria, como a cada energia caracteŕıstica aparecerão novas part́ıculas, provenientes

das torres de Kaluza-Klein, a cada passo há uma escala de energia onde as equações

precisam ser re-avaliadas. A maneira de fazer isso é notar que cada nova escala de

energia há uma contribuição idêntica à anterior para a função β, e é posśıvel[34]

fatorar tal contribuição a partir do parâmetro S que define o número de torres de

Kaluza-Klein novas, e a função de contribuição de loop pode ser escrita,

β = βSM + Sβ̃ (8.16)

Onde β̃ é a contribuição das torres de Kaluza-Klein. Por conta da não renormaliza-

bilidade termos que dependem da escala de forma quadrática podem aparecer, o que
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torna a dinâmica das constantes de acoplamento muito mais significante.

8.3.2 O Modelo Extradimensional

A não renormalizabilidade dos modelos com dimensões extras precisam ser

entendidos como uma limitação em sua validade, tais modelos não podem ser consi-

derados teorias finais e completas. Isso quer dizer que ao construir um modelo em

dimensão extra é necessário ter em mente que, a partir de uma escala MU o modelo

deve deixar de existir e uma nova f́ısica surge de forma a explicar a origem das in-

terações que aparecem.

A extensão mais simples para do modelo padrão e que será analisada aqui nesse tra-

balho consiste em propor as mesmas part́ıculas do modelo padrão podendo propagar

em 4 + 1 dimensões, onde a ultima dimensão espacial y é compactificada em um

S1/Z2 orbitfold, o que significa eimpor para o espaço a caracteŕıstica y = −y e o

fator na metrica A(y) = cte. A nova dimensão precisa ter um tamanho da ordem

de R−1 ≥ 1TeV para que o problema da Hierarquia possa ser solucionado. As novas

funções beta, β̃ podem ser encontradas em [34] e [35],

β̃gi =
1

16π2
b̃ig

2
i (8.17)

onde (b1, b2, b3) = (27
2
, 7
6
,−5

2
),

β̃e = Ye

[

−(
15

8
g22 +

33

8
g21) +

3

2
Y †
e Ye + 2T

]

, (8.18)

β̃u =

[

−(
28

3
g23 +

15

8
g22 +

101

72
g21) +

3

2
(Y †

d Yd − Y †
uYu) + 2T

]

Yu, (8.19)

β̃d =

[

−(
28

3
g23 +

15

8
g22 +

17

72
g21) +

3

2
(Y †

d Yd − Y †
uYu) + 2T

]

Yd (8.20)

e a constante de acoplamento do Higgs,

β̃λ = 2g41+4g21g
2
2+6g42−3λ(9g22+3g21)+6λ2+8T −16[(Y †

e Ye)
2+3(Y †

uYu)
2+3(Y †

d Yd)
2]

(8.21)

O acoplamento que gera massa do neutrino é pensado como uma interação

que é originária da nova f́ısica que aparece na escala MU e tem a forma análoga
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a da Eq.(7.5) e cuja função beta é modificada pelos mesmos gráficos mostrados

anteriormente mais um novo gráfico proveniente da quinta componente do campo de

gauge A5 que surge devido à nova dimensão espacial, resultando na função beta,

β̃κ = −3

2
κ(Y †

e Ye)−
3

2
(Y †

e Ye)
Tκ− (

1

4
g21 +

11

4
g22 − 4T − λ)κ (8.22)

Percebendo que a equação para a função κ tem forma similar ao SM, a equação para

a matriz de acoplamento fica equivalente à do modelo padrão Eq.(7.21)

16π2dm
2
i

dt
= 2Tm2

i − 3
∑

i,j

mimjAij, (8.23)

T = (1 + S)T SM + S
4
(g21 + g22) e Eq.(7.22),

16π2dUik
dt

= Bu

(

∑

j 6=i,n

m2
i +m2

j

m2
i −m2

j

UinU
∗
jny

2
enUjk +

∑

j 6=k,n

m2
j +m2

k

m2
k −m2

j

Uimy
2
enU

∗
jmUjk

)

,

(8.24)

porém, com

Bu = (1 + S)BSM
u (8.25)

o termo (1 + S) é proveniente das torres de Kaluza-Klein dos acoplamentos já

existêntes e o segundo termo de T vem da quinta componente dos campos de Gauge

que gera novos acoplamentos. Isso mostra que, a cada torre excitada o acoplamento

corre mais rápido, reflexo da dependência quadrática com a escala.

8.4 Resultados

A partir das equações apresentadas, foi feita uma análise equivalente à das

sessões anteriores utilizando-se das mesmas condições iniciais apresentadas na tabela

7.3, pag. 98. Foi suposto que as dimensões extras tem raio de R ≈ 0.5, 1 e 2TeV.

Os resultados para R = 1TeV encontram-se nas fig. 8.1 e 8.2.

Como é posśıvel notar, os ângulos têm um crescimento bastante acentuado em

comparação com o modelo padrão, isso é causado pelo termo 1 + S gerado devido

ao aparecimento de torres de Kaluza-Klein, reflexo do crescimento quadrático com

a escala de energia. Para uma energia de 14TeV o crescimento do ângulo θ12 já é

significativo, nota-se, no entanto, que o ângulo de mistura θ13 não cresce de maneira

tão significativa assim.

Outro dado interessante é a diferença de massa entre os neutrinos, mostrados
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na fig.8.3, nesse caso a diferença de massa não tende a diminuir como no modelo

padrão e no modelo supersimétrico.

As figuras 8.5 e 8.4 contém uma comparação para a evolução dos ângulos de

mistura e a massa dos neutrinos de acordo com o raio. Nota-se que as correções

só começam a aparecer quando a energia chega na escala de energia correspondente

ao raio, reflexo do aparecimento das torres de Kaluza-Klein, que só são acesśıveis a

partir dessa energia.

Por fim, um gráfico comparativo da evolução dos ângulos de mistura θ12 e a

diferença de massa ∆m2
12 nos três modelos se encontram nas fig. 8.5 e 8.4 respecti-

vamente.

8.5 Conclusão dos Resultados

Como é posśıvel ver pelos gráficos da fig. 8.1 e 8.2 a evolução no ângulo de

mistura no modelo padrão em 5D é bastante significativa, chegando a 10% no caso de

R = 1TeV. Isso é evidenciado pela dependência quadrática com a escala de energia

nas equações. A diferença de massa possui também uma variação significativa, fig.8.5,

mas é equivalente à variação nos outros dois modelos. Nota-se ainda que, em todos

os modelos, há uma queda na diferença de massa, embora mesmo para altas energias

essa diferença de massa não chegue a zero, de forma que não chega a variar nem

uma ordem de grandeza. É interessante verificar a dependência das constantes com

relação ao tamanho do raio, fig. 8.5. Para um raio menor, mais torres de Kaluza-

Klein são acesśıveis em baixas energias e a evolução dos parâmetros é mais acentuada

e o contrário ocorre para um raio maior, menos torres são acesśıvieis e a evolução

demora mais para ser distingúıvel do modelo padrão.
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Figura 8.1: Ângulos de Mistura no SM em 5D, θ12 = Vermelho, θ13 =
Marrom,θ23 = Azul, raio da dimensão de R = 1TeV.
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Figura 8.2: Desvio relativo no SM em 5D, ∆θ12 = Vermelho, ∆θ13 =
Marrom,∆θ23 = Azul, raio da dimensão de R = 1TeV.
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32 =
azul, para hierarquia normal no SM em 5D, com raio da di-
mensão de R = 1TeV.
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Figura 8.4: Variação da diferença de massa ∆m2
12 no SM em 5D, para

diversos raios, R = 0.5TeV = Vermelho, R = 1TeV = Marrom,
R = 2TeV = Azul, Modelo Padrão em Preto.



119

100 500 103 2.103 5.103 104
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

EHGeVL

Θ
1

2
HR

ad
L

Figura 8.5: Ângulo de mistura θ12 no SM em 5D para diversos raios,R =
0.5TeV = Marrom, R = 1TeV = Vermelho, R = 2TeV = Azul.



Caṕıtulo 9

Conclusão

O modelo supersimétrico mı́nimo consegue resolver muitas das arestas faltantes no

modelo padrão, tais como a hierarquia, oscilação de neutrinos, matéria escura e

ajuda a entender um pouco o conceito de grande unificação, entretanto sua detecção

experimental ainda não ocorreu no LHC, aonde muitos dos modelos supersimétricos

razoáveis já foram descartados. A evolução dos ângulos de mistura do MSSM difere

do modelo padrão, de uma ordem de 14% do valor ganho entre o SM e o MSSM, esse

ganho está por volta de 7−20% em relação ao valor total do próprio parâmetro, o que

significa que a variação não pode ser detectada com os dados experimentais e seus

erros associados atuais. Durante essa análise foi recalculada a Eq.7.22 bem como a

Eq.7.16 ambas conhecidas na literatura [1] e [35]. Já a análise de uma extensão extra-

dimensional do modelo padrão para 4+1 dimensões, onde 4 são as dimensões usuais

e 1 a dimensão espacial fechada, mostra um crescimento mais acentuado devido

ao aparecimento das torres de Kaluza-Klein com ganho bastante acentuado para

energias da escala de 14TeV , que varia com o tamanho do raio da dimensão, onde

quanto menor o raio, maior a variação (note que a energia de acesso às torres de

Kaluza-Klein é da forma ∼ n/R, onde n é o número de torres acesśıveis e R o raio

da dimensção). Durante essa análise foi utilizada a Eq.8.22 conhecida da literatura

[35]. A análise experimental do ângulo de mistura dos neutrinos e da evolução de sua

diferença de massa pode impor restrições na construção de modelos, já que a forma do

crescimento é bastante dependente do modelo, para o modelo supersimétrico há um

aumento no ângulo, enquanto no modelo padrão há um decrescimento e em modelos

com dimensões-extras o crescimento é bastante acentuado, entretando a sua medição

ainda é bastante complicada e só realizada para baixas energias.
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Apêndice A

Cálculo da Renormalização

Usando as regras de Feynman tem-se,

−iΣ(p) =
∫

d4k

(2π)4
(−ieγµ)

(

i

/p+ /k −m

)(−igµν
k2

)

(−ieγν) (A.1)

como

1
/p+/k−m = /p+/k+m

(p−k)2−m2 ,

podemos escrever

−iΣ(p) = (−ie)2
∫

d4k
(2π)4

γµ /p+/k+m

[(p−k)2−m2]k2
γµ

Podemos observar que no numerador tem-se ∼ k5, enquanto que no denomi-

nador ∼ k4 e portanto tal integral é divergente para k− > ∞. Para arrumar tal

divergência usaremos a regularização dimensional.

Lembremos que,

L0 = iψ̄(/∂ −m)ψ − 1

4
F µνFµν (A.2)

Como [L0] = [M ]D = D e [/∂] = 1, devemos ter, [ψ2] + 1 = D → [ψ] = D−1
2

e [m] = 1. Também, [A] = D−2
2

. Portanto, o termo de vértice que é a interação da

QED tem dimensão, [eψ̄ /Aψ] = D → [e] = 4−D
2

.

Com isso, introduzimos um parâmetro dimensional µ de dimensão [µ] = [M ] de tal

forma que e→ eµ4−D/2 mantém e sem dimensão na lagrangeana de interação. Assim,

−iΣ(p) = (−ieµ4−D/2)2
∫

dDk
(2π)D

γµ /p+/k+m

[(p−k)2−m2]k2
γµ

onde, agora, trγµγν = f(D)gµν ; TrI = f(D), γµγν = D; γνγ
µγν = (2−D)γµ.

Que é a álgebra de Dirac generalizada,

{γµ, γν} = 2gµν (A.3)

gµν = (+−−−−− ...) que é a álgebra de Clifford Clp,q(C), p+ q = 2n.
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Assim,

Σ(p) =
−e2µ4−D

(2π)D

∫

dDk
(2−D)(/p+ /k) +Dm

[(p− k)2 −m2]k2
(A.4)

Usando os parâmetros de Feynman,

1

AB
=

∫ 1

0

dz

[Az +B(1− z)]2
, (A.5)

podemos escrever,

1
[(p−k)2−m2]k2

=
∫ 1

0
dz

{[(p−k)2−m2]z+k2(1−z)}2 =
∫ 1

0
dz

{p2z−2pkz−m2z+k2}2 =
∫ 1

0
dz

{p2z−p2z2+(p2z2−2pkz+k2)−m2z}2 =
∫ 1

0
dz

{(k−pz)2+C(p,m)}2 ,

C(p,m) = p2z(1− z)−m2z.

Fazendo a mudança k → k − pz, tem-se,

Σ(p) =
−e2µ4−D

(2π)D

∫

dzdDk
(2−D)(/p(1− z) + /k) +Dm

[k2 + C2]2
(A.6)

como o denominador é uma função par em k e estamos integrando em todo o espaço,

o termo com /k da zero e tem-se,

Σ(p) =
−e2µ4−D

(2π)D

∫

dz[(2−D)(/p(1− z) +Dm]

∫

dDk

[k2 + C2]2
(A.7)

precisa-se agora efetuar a integral em D dimensões no espaço de Minkowski, para

futuras referencias, resolveremos uma integral um pouco mais geral,

I(q,D,m, α) =

∫

dDk

(k2 + 2qk −m2)α
(A.8)

para tanto, usaremos as coordenadas polares emD dimensões, k = (k0, r, φ, θ1, θ2...θD−3)

de tal forma que,

dDk = rD−2dk0drdφ

D−3
∏

i=1

sinkθkdθk.

Como
∫ π/2

0
(sinθ)2n−1(cosθ)2m−1dθ = 1

2
Γ(n)Γ(m)
Γ(n+m)

,
∫

sinkθkdθk =
√
π

Γ( k+1
2

)

Γ( k+2
2

)
ou seja,

∫

D−3
∏

i=1

sinkθkdθk =
D−3
∏

i=1

√
π
Γ( i+1

2
)

Γ( i+2
2
)
=

(π)
D−3
2

Γ(D−1
2

)
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com isso, obtem-se,

I(q,D,m, α) =
2π

D−1
2

Γ(D−1
2

)

∫

dk0

∫

rD−2dr

(k20 − r2 + 2qk −m2)α
(A.9)

podemos escolher um sistema de coordenadas tal que 2kq = 2µk0 e escrevendo,

k20 + 2µk0 + µ2 − µ2 = (k0 + µ)2 − µ2 = (k0 + µ)2 − q2, podemos fazer uma mudança

de variável, k → k0 + µ e tem-se,

I(q,D,m, α) =
2π

D−1
2

Γ(D−1
2

)

∫

dk0

∫

rD−2dr

[k20 − r2 − (q2 +m2)]α
(A.10)

usando a propriedade da função gamma,

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
= 2

∫ ∞

0

r′2x−1

(1 + r′2)x+y
dr′ (A.11)

e fazendo r′ = r
q2+m2−k20

, x = d− 1/2, y = α− x, obtem-se,

I(q,D,m, α) = (−1)2α+(D−1)/22π
D−1
2

Γ(α− D−1
2

)

Γ(D−1
2

)

∫

dk0
[k20 − (q2 +m2)]α−(D−1)/2

(A.12)

por fim, usando novamente a eq.(A.11) conseguimos o resultado,

I(q,D,m, α) = (−1)αiπ
D
2
Γ(α− D

2
)

Γ(α)

1

(q2 +m2)α−D/2
(A.13)

para o nosso caso, α = 2, m2 = C e q = 0, e assim obtem-se,

Σ(p) =
e2µ4−D

(4π)D/2
Γ(2− D

2
)

Γ(2)

∫ 1

0

dz
[(2−D)(/p(1− z) +Dm]

[k2 + C2]2−D/2
(A.14)

a função

GD(p,m) =
∫ 1

0

[(2−D)(/p(1−z)+Dm]

[k2+C2]2−D/2 dz

embora complicada é finita para todo D > 0. O problema da divergência encontra-se

na função Γ(2 −D/2). Podemos evidenciar tal divergência escrevendo D = 4 − 2ǫ,

ou seja Γ(2−D/2) = Γ(ǫ). Para ǫ→ 0, como

Γ(ǫ+ 1) = Γ(ǫ),

Γ(1 + ǫ) = Γ(1) + ǫΓ′(1) + o(ǫ2) = ǫΓ(ǫ).

Mas, Γ(1) = 1, ou seja,

Γ(ǫ) ≈ 1

ǫ
− γ +O(ǫ) (A.15)
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onde γ ≃ 0, 577 é a constante de Euler-Mascheroni. Portanto, para ǫ→ 0, Γ(ǫ) → ∞
e é essa a causa da divergência na integral. Nesse caso,

GD→4(p,m) =
∫ 1

0
(2−D)/p(1− z) +Dmdz = (−/p+ 4m)

A partir disso, obtem-se,

Σ(p) =
e2µ2ǫ

32π2
(−/p+ 4m)(

1

ǫ
− γ + ...) =

e2

16π2ǫ
(−/p+ 4m) + finito (A.16)

como S
′−1
F (p) = S−1(p)− iΣ(p),

S
′−1
F (p) = −i

(

1− e2

16π2ǫ

)[

/p−m
4(4pi2ǫ+ e2)

16π2ǫ− e2

]

(A.17)

com isso, vemos que o termo Z2 vale,

Z2 =

(

1− e2

16π2ǫ

)

(A.18)

Em seguida calcularemos as contribuições do segundo gráfico. Pelas regras de

feynman, precisa-se calcular a quantidade,

−iΠµν = −(−ieµ4−D/2)2
∫

dDp

(2π)D
Tr

(

γµ
i

/p−m
γν

i

/p− /k −m

)

= e2µ4−D
∫

dDp

(2π)D
Tr
[

γµ(/p+m)γν(/p− /k +m)
]

(p2 −m2)[(p− k)2 −m2]
(A.19)

novamente aplicando o truque de Feynman,

1
[(p−k)2−m2](p2−m2)

=
∫ 1

0
dz

{[(p−k)2−m2]z+(p2−m2)(1−z)}2 =
∫ 1

0
dz

{p2−2kpz+k2z−m2}2 =
∫ 1

0
dz

{p2−2kpz+k2z2−k2z2+k2z−m2}2 =
∫ 1

0
dz

{(p−kz)2+C(k,m)}2 ,

onde C(k,m) = k2z(1− z)−m2.

Fazendo p→ p− zk, podemos escrever

N = Tr
(

γµ i
/p−mγ

ν i
/p−/k−m

)

= [pσpλ−kσkλz(1−z)]Tr(γµγσγνγλ)+m2Tr(γµγν)+α
νpµ

onde α representa termos que não dependem de p, e assim, como esse é um termo

linear em p, dentro da integral resulta em contribuição nula. Usando as propriedades

das matrizes gamma generalizadas, podemos escrever,

N = f(D)[2pµpν − 2z(1− z)(kµkν − k2gµν)− gµν(p
2 − C)]
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Com isso, precisa-se calcular 3 integrais da força da eq.(A.13):

Πµν = ie2µ4−D
∫

dz

∫

dDp

(2π)D
2pµpν

(p2 − c)2
− 2[kµkν − gµνk

2]z(1− z)

(p2 − c)2
− gµν
(p2 − c)

(A.20)

A segunda integral é identica à primeira (a menos das constantes multiplicati-

vas) e resulta em um termo divergente como anteriormente. A terceira basta fazer

α = 1, ou seja,

∫

dDp gµν
(p2−c) = −iπD

2
Γ(1−D

2
)

Γ(1)

gµν
(q2+m2)1−D/2

Para o primeiro termo, note que podemos derivar duas vezes a eq.(A.13) em relação

à qµ e obtem-se,

∂2

∂qµ∂qν
I(q,D,m, α) =

∫

dDp pµpν
(p2+2pq−m2)α

=

= (−1)αiπ
D
2
Γ(α−D

2
)

Γ(α)
1

(q2+m2)α−D/2

[

qµqνΓ(α−D/2) + 1
2
gµν(−q2 −m2)Γ(α− 1−D/2)

]

fazendo qµ → 0 vemos que a integral da contribuição identica ao terceiro termo e

portanto se cancelam. Ficamos, portanto, com a integral do meio, que nos dá:

Πµν =
ie2µ4−D

2DπD/2
Γ(2− D

2
)

∫

dz
[kµkν − gµνk

2]z(1− z)

(k2z(1− z)−m2)2−D/2
(A.21)

fazendo novamente D = 4− 2ǫ, e escrevendo expĺıcitamente os termos, obtem-se,

Πµν = ie2

16π2Γ(ǫ)
∫

dz[kµkν − gµνk
2]z(1− z)

(

k2z(1−z)−m2

4πµ2

)−ǫ

como ax ≈ 1 + xln(a), tem-se

Πµν = ie2

16π2Γ(ǫ)
∫

dz[kµkν − gµνk
2]z(1− z)(1− ǫ)ln

(

k2z(1−z)−m2

4πµ2

)

Em ordem ǫ, tem-se,

Πµν =
ie2

4π2
(kµkν − gµνk

2)

[

1

3ǫ
− γ

6
−
∫ 1

0

dzz(1− z)ln

(

k2z(1− z)−m2

4πµ2

)

+O(ǫ)

]

(A.22)

Dois pontos interessantes a se notar é primeiro a invariância de Gauge é mantida,

kµΠµν = kνΠµν = 0 e a correção devido ao termo µ acrescentado aparece logari-

timamente. O termo de correção entra na equação para a correção do propagador

como,

Ou,
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= +

Figura A.1: equação de correçaõ do propagador em primeira ordem

Dµν = −igµν
k2

−
(

−igµα
k2

)

ΠαβDβν

ou, usando Πµν = i(kµkν − gµνk2)Π(k2),

[(1 + Π(k2))gβµ − kµkν

k2
]Dµν = −igµν

k2

Supondo Dµν = f(k2)gµν +G(k2)kµkν , obtem-se47,

(1 + Π)f(k2)gµν + [G+ f
k2
]kµkν =

−igµν
k2

Ou seja,

Dµν =
−igµν

k2(1 + Π)
+

−iΠkµkν
k4(1 + Π)

=
−igµν

k2(1 + Π)
+ termosdegauge (A.23)

Como vimos, Π = ie2

12ǫπ2 +Πf (k), para ǫ→ 0, o termo diverge. Assim, escrevemos,

Dµν = −i
(

1− e2

12π2ǫ

)

gµν

k2(1+Π′
f )

+ gauge = −i Z3gµν
k2(1+Π′

f )
+ gauge

portanto,

Z3 = 1− e2

12π2ǫ
(A.24)

por fim, precisa-se calcular o termo de vértice. Pelo exerćıcio 5, tem-se a identidade

de ward-takahashi,

qµΓµ(p, q, p+ q) = S−1
f (p+ q)− S−1

f (p) (A.25)

ou, fazendo q → 0, a identidade de Ward,

Γµ(p, 0, p) =
∂S−1

f (p)

∂pµ
(A.26)

O cálculo do propagador do elétron nos dá, pela eq.(A.17),

S−1
f = −iZ2(/p−m)− e2

(4π)2
ip2

2m
+ S0

47note que um termo que geraria uma massa para o foton sempre se cancela devido ao termo
(kµkβ − gβµ)G(k

2)kβkν = 0, tal termo aparece sempre da mesma forma devido à invariância de
Gauge
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onde S0 são termos que não dependem do momento pµ. Assim, pela identidade de

ward, tem-se,

Γµ = Z2γµ −
e2

16π2m
pµ = z2γµ + finito (A.27)

E assim vemos que Z1 = Z2 = 1 − e2

8π2ǫ
. Tais termos são infinitos, porém podem

ser interpretados usando a renormalização. Supomos que na verdade, a lagrangeana

verdadeira é L = L0 + Lct, onde L′ é a lagrangeana total de interação e

Lct = iBψ̄/∂ψ − Aψ̄ψ − C

4
FµνF

µν − E

2
(∂µA

µ)2 −Heµ2−D/2ψ̄ /Aψ (A.28)

ou seja,

Lct = i(1+B)ψ̄ /∂ψ−(1+A)ψ̄ψ−(1 + C)

4
FµνF

µν−(1 + E)

2
(∂µA

µ)2−(1+H)eµ2−D/2ψ̄ /Aψ

(A.29)

Com isso, definindo,

A = −me2
2π2ǫ

B = − e2

8π2ǫ

C = − e2

6π2ǫ

H = − e2

8π2ǫ

modificamos os propagadores e constantes da teoria de tal forma que, reescrevendo,

L = iψ̄r /∂ψr −mrψ̄rψr −
1

4
FrµνF

µν
r − 1

2
(∂µA

µ
r )

2 − erµ
2−D/2ψ̄r /Arψr (A.30)

e não é necessário mais calcular as contribuições divergentes da QED, usando os

novos propagadores. Esse método pode ser feito ordem a ordem bastando somente

alterar os valores das constantes A,B,C... para que cancele os termos infinitos.



Apêndice B

Cálculo das Integrais em D Dimensões

B.1 Correções Loops de Bosons de Gauge

Para o cálculo das correções de primeira ordem para loops de Gauge existem

duas possibilidades de integrais, a primeira devido ao acoplamento lepton-Boson, no

gauge Rξ, da forma,

−iΣ(p)ab =
(−ig

2

)2

T adc T dbc

∫

dDq

(2π)D
γµ
[−1

q2

(

gµν + (ξ − 1)
qµqν
q2

)

1

/p− /q

]

γν (B.1)

e

−iD(p) =

(−ig
2

)2

T adc T dac

∫

dDq

(2π)D

[

(p− q)µ

q2

(

gµν + (ξ − 1)
qµqν
q2

)

(p− q)ν

(p− q)2 −m2

]

(B.2)

Para a primeira integração, nota-se que,

1

q2
1

(p− q)2
=

∫ 1

0

dz

[(q − pz)2 + p2z(1− z)]2
(B.3)

e

1

q2
1

q2
1

(p− q)2
= 2

∫ 1

0

dz1dz2
[(q − p(z1 − z2))2 + p2(z1 + z2)(1− z1 − z2)]3

(B.4)

assim,

Σ(p)ab =
−ig2
(2π)D

∫

dDq

(

dz
zγµ/pγµ

[q2 + p2z(1− z)]2
+

2(2ξ − 1)dz1dz2(/q/p/q + (1− z1 − z2)
2p2/p)

[(q − p(z1 − z2))2 + p2(z1 + z2)(1− z1 − z2)]3

)

(B.5)

Como o termo p2/p só irá contribuir em ordem maior que O(1
ǫ
) podemos desconsiderá-

lo para o cálculo. Usando as relações,

∫

dDq
[q2+c]2

= (−1)D/2i(π)D/2 Γ(2−D/2)
Γ(2)c2−

D
2
≈ iπ2

ǫ

e
∫

dDqqµqν

[q2+c]3
= (−1)D/2i(π)D/2

Γ(3)

1
2
gµνΓ(2−D

2 )
c2−D/2 ≈ iπ2gµν

4ǫ
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para ǫ = 4−D a eq.(B.1) fica

Σ(p)ab =
ξg2T adc T dbc
16π2ǫ

/p (B.6)

para a segunda integral, pode-se utilizar as seguintes relações,

1
q2

1
(p−q)2−m2 =

∫ 1

0
dz

[(q−p(1−z))2+p2z(1−z)−m(1−z)]2

e

1
q2

1
q2

1
(p−q)2−m2 = 2

∫

dz1dz2
[(q−p(1−z1−z2))2+p2(−1z1−z2)(z1+z2)−m2(1−z1−z2)]3

procedendo de forma similar, levando-se em conta apenas termos de divergencia da

ordem O(1
ǫ
),

D(p) =
−(2ξ − 3)g2T abc T

ab
c

24π2ǫ
(p2 − 3m

2ξ − 3
) (B.7)

Por fim, é necessário o cálculo do termo de vértice, que possui a forma,

−iΠ(p1 − p2) = 4T adc T dbc κab

∫

dDq

(2π)D
qµ(p1 − q)µ

q2[(p2 + q)2 −m2](p1 − q)2
(B.8)

e usando,

1
q2[(p2+q)2−m2](p1−q)2 = 2

∫ 1

0
dz1dz2

[(q+p2z1−p1z2)2−(p1z2−p2z1)2+p22z21+p21z22−m2z1]3

e
∫

dDq q2

(q2+c)3
= (−1)D/2i(π)D/2

Γ(3)
D
2

c2

c2−D/2Γ
(

2− D
2

)

≈ iπ2

2ǫ
c2

O que resulta em,

Π(p1 − p2) =
−1

16π2ǫ
T adc T dbc κab[(p1 − p2)

2 + f(m2, p1, p2)] (B.9)

Com isso, os fatores referentes às equações (7.12), (7.10) e (7.11) se devem à forma

das matrizes de acoplamento e os fatores de grupos associados em cada caso.
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