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Abstract

In spite of the great success reached by the Standard Model (SM) of particle
physics, there are some puzzles that seems as a new physics at the ~ TeV scale, such
as the origin of neutrino mass and neutrino oscillations. The framework for dealing
with those effects are the interpretation of the SM as an effective theory valid at
maximum energy F ~ A, where A ~ TeV. In this work we study the evolution of
neutrino masses and their mixing angles, which are supposed to be generated via the
5-dimensional Weinberg operator as a consequence of the see-saw mechanism. The
studied models are: (1) A minimal extension of the standard model with three heavy
steril neutrinos, (2) Minimal Supersymmetric Standar Model, (3) Minimal Unified
Extra Dimensions in 50. We show that the running of the mixing are very sutil in
the first two models, less then 10% for 6, and a bit bigger, of order of 10%, also
f12, in a power law growth with energy, as expected by the effectiviness nature of
the model. The neutrino mass square diference tend to decrease, but not enough to

reach a equality of masses in some energy scale near ~ TeV.
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Resumo

Apesar do grande sucesso alcancado pela teoria do modelo padrao baseada nas
simetrias SU,(3)®@SUL(2)®U(1), ainda existem alguns desafios a serem conquistados.
Uma maneira direta de resolver os problemas é interpretar o modelo padrao (SM)
como um modelo efetivo cuja validade chega até uma escala de energia £ ~ A, na
qual ele deixa de ser valido. Suspeita-se de que A ~ TeV, e podera ser observada nova
fisica com as andlises do Large Hadron Collider (LHC). No sentido de teoria efetiva
do SM, é possivel explicar a origem da oscilagdo de neutrinos[2] via mecanismo de
Higgs, combinado com o modelo See-Saw[l]. Esse mecanismo produz um operador
5-dimensional renormalizavel que gera os angulos de mistura dos neutrinos. Esse
trabalho faz um estudo sobre a evolucao dos angulos de mistura dos neutrinos com
a energia, via equagoes do grupo de renormalizacao. Comparando o modelo padrao
com sua possivel extensao, o modelo supersimétrico e modelos com uma dimensao
espacial extra. A evolucao dos angulos de mistura é bem sutil mesmo para altas
energias na ordem de 14TeV, ~ 2.5% para os modelos padrao e supersimétrico, com
evolucao com a escala na forma logaritmica e, um pouco mais acentuada, ~ 15%
para o modelos com dimensoes extras, cujo resultado esperado pela dependéncia
quadratica na escala de energia problema. A andlise foi feita para alguns valores
nos raios das dimensoes extras, e foi visto, como o esperado, que quanto menor o
raio, menor é a mudanca visivel a baixas energias. Tais resultados podem ajudar
na selecao de modelos, entretanto a variagao no angulo de mistura nao é observavel
fora dos erros experimentais atuais- de medigoes ja realizadas sobre oscilagao de
neutrinos. A variacao entre os modelos é portanto, leve, de forma que nao é possivel

verificd-la com os dados atuais.
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Breve Nota Sobre a Notacao utilizada

Notacgao
1 A regra de soma de Einstein estara implicita a menos que seja dito o contrario.

2 Os indices serao utilizados de forma a manter um padrao, indices romanos
mintsculos, 4, j, k,a, b, ¢, denotarao indices espaciais, exemplo, ¢« = 1,2,3...D
onde D serd usado sempre para denotar a dimensao do espaco. Indices romanos
maitsculos, A, B, C... denotarao indices de simetrias de Gauge ou simetrias
internas de um grupo, A = 1,2...n, onde n serd usado sempre para denotar
dimensao do grupo em questao. Por fim, indices gregos «, (... serao utilizados
para denotar indices espinoriais, e correrao de acordo com a dimensionalidade
do spin em questao, por exemplo, um espinor de dirac em 4 dimensoes tera

a=1,234.

3 Por questoes historicas, as letras gregas p e v serao usadas para denotar indices

espaciais quadridimensionais quando nao houver perigo de confusao.

4 Muitas vezes a generalizagao para espacos com D dimensoes significard espagos
da forma N+1 dimensao, onde a métrica é da forma diag{1, —1, —1...—1}. Sera
mantida a notacao V = (01, 0, ...0y) € as integragoes, quando nao denotadas,
significam no espaco todo em todas as direcdes, dk = d”k ao passo que dVk

significa nas dimensoes espaciais.

5 A unidade de medida utilizada sera sempre a unidade natural, c = h = G =
ks = 1, onde hd apenas dimensao de potencias de energia. Dessa forma, a
unidade de grandezas fisicas qualquer, I, serao sempre denotadas por colchetes,
e.g. [F] e, como representam sempre unidades de energia (ou equivalemtemente
massa), apenas a potencia é denotada, e.g. [F|] = m® = z. Em algumas

partes do texto, h # 1 e ¢ # 1 poderao ser utilizadas para fins de expansao

perturbativa.
6 A derivada parcial de uma funcao sera denotada como % = 0;f quando nao
k3
houver chance de confusao, ou % = 0,, f, caso contrario.

7 A notagao de Feynman para multiplicacdo de matrizes gamma sera adotada,

A= WA, =, A"
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Capitulo 1

Introducao

A supersimetria é um conceito criado para resolver o problema da Hierarquia [25],
que consiste em um ajuste muito fino dos parametros de massa do boson de Higgs.
Tal ajuste nao é proibido, mas vai de encontro ao conceito de naturalidade da la-
grangeana, ja que o ajuste dos parametros deveriam ser da ordem de uma parte
em 10%°, uma precisdo muito grande para que seja apenas coincidéncia. Para que
esse problema seja eliminado, uma nova simetria é imposta no modelo, cuja troca
de bosons por férmions torna a lagrangeana invariante. Essa nova simetria protege
a massa do Higgs e é chamada de supersimetria. Ao mesmo tempo que tal simetria
retira o problema da hierarquia, ele introduz um espectro de particulas muito maior
do que o espectro usual, de tal forma que suas particulas podem ser utilizadas para
explicar a existéncia de matéria escura além de alguns mecanismos ainda em aberto,
como mecanismo see-saw, utilizado para explicar a geracao de massa para os neu-
trinos, onde a massa é interpretada como consequéncia de uma teoria efetiva. Dessa
forma é possivel calcular uma equacao do grupo de renormalizacao sobre a matriz de
mistura e obter a forma como os angulos de mistura evoluem com a energia na qual
o problema é tratado. Para entender como tais coisas sao apresentadas e estudadas
¢ necessario uma apresentagao tedrica, encontrada na se¢ao de principios bésicos,
mecanica quantica e teoria quantica de campos, enquanto que a andlise encontra-se

na segao 7.



Capitulo 2

Principios Basicos

A revisao tedrica a seguir introduz o conceito de lagrangeano e de agao de um sistema,
mostrando como é possivel obter as equacoes de movimento e as analogias entre a
mecanica cldssica e a mecanica quantica - necessarias para ter uma compreensao

malis intuitiva das teorias.

2.1 Teoria Classica

O modo de observar a natureza esta restrito sempre ao ponto de vista de quem o
observa e isso leva a uma visao parcial de um dado fenomeno estudado. E por esse fato
que as equacoes fisicas consideradas mais formais e belas sao aquelas que nao estao
restritas a uma base e a um 1nico sistema de coordenadas. Tal visao levou Einstein
a propor que todas as equacoes devem estar presentes na forma covariante: um dos
principios da relatividade geral. O estudo da possibilidade de se escrever equacoes
gerais sem relacao a um ponto de vista especifico, também levou ao surgimento da
mecanica lagrangena.

Em termos gerais, a lagrangeana de um sistema fisico qualquer, pode ser escrita

como,

L=1L(qg,qt)=T-U (2.1)

Onde T ¢é a energia cinética do sistema, e U é a energia potencial. As variaveis
q = (q1,92, qs----qn) sdo variaveis de um sistema de coordenadas qualquer.
A beleza dessa formulacao da mecanica cldssica provém de dois pontos funda-

mentais:

e Principio de Hamilton

O principio de Hamilton é um postulado, associado a Lagrangeana, que con-
densa o conhecimento cinematico e dinamico, e gera uma abordagem mais
pratica e formal da mecanica. Ele estipula que qualquer movimento fisico deve

seguir a seguinte norma:

A agao, S de um sistema deve ser sempre um extremo. Onde agao é definida



CO1mo:

S = / Lg, ¢: t)dt (2.2)

que leva as equagoes de Euler-Lagrange(EL) do movimento!

oL d (0L
At IR 238)

e A lagrangeana pode ser escrita em qualquer sistemas de coordenadas {qi, g2, ... }
em um espaco de n dimensoes, correspondentes aos n graus de liberdade do

sistema, sem qualquer alteracao do principio de Hamilton.

2.1.1 Leis de Conservacao

Essa formulacao livre de um sistema de coordenadas base, gera inumeros be-
neficios praticos e tedicos, sendo um dos principais a relacao entre simetrias de uma
dada lagrangeana implicando em leis de conservacao. A prova do argumento surge
do Teorema de Noether.

Definicao: Uma transformacao de coordenadas, é uma operagao matematica,
que muda um sistema de coordenadas {q1, ¢z, ...qn, t} para um novo sistema de coor-
denadas, {q/, ¢, ...¢,,,t'} qualquer. O caso geral de uma transformacao infinitezimal

pode ser denotado da seguinte forma:

qi(t') = Alg;(t) + 6g;(t)
t =t 46t

Defini¢ao: Dizemos que uma fungao L(q,q;t) é simétrica sob uma trans-

formacao de coordenadas?, se

L'(¢,¢;5t) = L(q,q¢;t)

Teorema de Noether: Consideremos uma transformacao de coordenadas

atuando sobre a lagrangeana de um sistema,

1 ~ .. dg
onde a notacao usada foi ¢ = 7]

2Para o caso do principio de Noether a formulacdo é um pouco mais geral. Espera-se que a acio
S seja um escalar e, portanto, invariante por quaisquer transformacoes de sistemas de coordenadas.
Nesse caso, como a acao estd entrelagada com a lagrangeana por uma integral por todo espago, a
lagrangeana nao precisa ser completamente invariante, ela pode ser invariante por uma derivada
total, onde espera-se que qualquer termo resultante se anule nos extremos de integragao



¢ (t") = Alg;(t) + 6ai(t)
=1+t

onde, dq = €f(q,q,t) e ot = €g(q,q,t), com € << 1. Se a lagrangeana for

simétria em relacao a transformacao de coordenadas, entao

d [OL
0q — qot) + Lot + dw| = 2.4
G |50 60— ot) + Lt + 6| =0 (2.4
A quantidade entre colchetes J = (5q—q5t)—|—L5t—|—5w é, portanto, conser-

vada no tempo. Ou seja, é uma Constante do movimento.

O conceito de minimizagao funcional e leis de conservagao podem ser diretamente
extendidos ao promover as coordenadas dependentes ¢(t) para coordenadas indepen-
dentes t, z1, ..., 2" = 2°, 2!, ...2"

x = x* e tornar a lagrangeana funcoes de campos
¢ (2*): L = L(¢q,0,0,) € assim a agdo é definida como,

Szi/deﬁ (2.5)

onde D =n + 1. Na qual é possivel impor dois tipos de transformagoes:

(1) Transformagoes de coordenadas,
' = Abz¥ + ¥ (2.6)

As transformagoes de coordenadas do tipo a* = 0 sao tidas como rotagoes e boosts
no espaco de coordenadas- em especial sao as transformagoes de Lorentz que serao
descritas posteriormente. Para A¥ = 0 é possivel introduzir o conceito do tensor
energia-momento, or

Tlﬁl‘ = #d)a V¢a ‘6557 (27)
que é uma quantidade conservada para qualquer teoria onde h&a invariancia por
translagao, ou seja 9,1} = 0, que é a tradicional equacao da continuidade. Essa
equacao pode ser interpretada também através de uma carga conservada, ), =
f d"zT? n = D — 1, que através do teorema da divergéncia de Gauss aplicado &

equagao da continuidade resulta em 0y@, = %QV = 0.

(2) Transformagoes internas,

Pa(7") = da(2") + Al o (z") (2.8)



que geram também uma equacao de continuidade e uma corrende conservada,

oc
JM - mAqba - jﬂ (29)

onde J* ¢ uma derivada total a qual a lagrangeana pode mudar e 9,J" = 0.

2.1.2 Equacgoes de Hamilton-Jacob

Uma outra abordagem para o problema classico de obter equagoes de movi-

mento ¢é a introducao da quantidade
H = Z%‘(t)pi(t> — L (2.10)

onde H é chamado de Hamiltoniano do sistema e p;, = 3—5, q = Cglti,

0 momento
canonico conjugado. Tal transformacao é uma generalizacao da transformacao de
Legendre e com ela a minimizacao da acao é dada através de condigoes de contorno
para os campos ¢; e também para seu momento canonico p;. A grande diferenca
dessa abordagem ¢é que ela pode ser dada através de relagoes operatoriais chamadas
Parénteses de Poisson que tornam a transigao cldssico/quantico mais intuitiva. Os

parénteses de Poisson siao definidos como?,

[A, B] = (02,A) (0, B) — (0x,8) (5, A) (2.11)
E as equacgoes de movimento se tornam,

q = [Qa H] = apH
[9:: 451 = [pi,pj] =0 (2.12)

(@i, 0] = 045

Em especial, se uma quantidade é conservada A = [A, H| + ;A = 0. A terceira e
quarta equagao tém um significado especial: Uma pequena modificagao em sua forma
e uma reinterpretacao de seu principio gera a mecanica quantica. Em especial, se

uma quantidade u nao depende explicitamente do tempo, uma expansao em série de

3A descriciio dada aqui serd apenas para o caso inicial onde as varidveis sdo ¢; e seu momento
candnico p; = Jy, L, mas pode ser extendido facilmente com as identificacoes ¢q <> q; € T, <> p; €
Sap & 6 (xh — yk)



taylor ¢ escrita na forma,

u(®) :u(O)—I—% % ) %%‘ Rars
u(0) + % [u(0), Ht + %# [[u(0), H], H] + .. = el-Hlty(0) (2.13)

que também possui uma forma extremamente similar a evolugao temporal na mecanica

quantica.

2.1.3 Problema da Causalidade e Indicios da Mecanica Quéantica

O principio de Hamilton e a minimizacao de funcional gera um paradoxo: Como
os objetos sabem qual o caminho que extremiza a acao? Para tanto, o objeto deveria
ter conhecimento em todos os caminhos e escolhido o mais curto deles, mas isso parece
gerar um problema ainda maior, como seria possivel obter o conhecimento de um
ponto distante sem ao menos chegar nele? Isso violaria a causalidade. Uma maneira
de pensar que levara direto a quantizacao por integrais de caminho é imaginar que,
na verdade, a particula passa por todos os caminhos possiveis e que o caminho
que extremiza a agado tem uma importancia tao grande que ofusca a visao para
os caminhos diferentes. Uma maneira de formalizar o problema é pensar que a
observagao O do objeto é dada por uma quantidade relacionada com a acao de tal
maneira que apenas o extremo da acao é importante. Pensando nisso, é possivel
utilizar, por exemplo, o lema de Riemann-Lebesgue e o método da fase estacionaria

€ escrever

O ~ / dze’ (2.14)

assim, o minimo da agdo S = [ dtL(z, ) tem uma contribuigdo muito importante,
enquanto os pontos distantes do minimo tém uma contribuicao pequena, pois suas
fases iS[x] variam muito rapidamente e se cancelam. Essa formulacao ainda é um
pouco estranha: Como é possivel passar por todos os caminhos ao mesmo tempo?

Nessa linha de raciocinio surge a necessidade de ondas-particulas.

2.2 Mecanica Quantica
No final do século XIX, os cientistas da época acreditavam que o universo estava
quase por completo explicado pela fisica. A evolucao da mecanica newtoniana, para

conceitos variacionais, e a introducao da mecanica estatistica de Boltzman, pareciam



explicar quase tudo, a nao ser por alguns experimentos, dentre eles, a radiacao de
corpo negro. Foi em 1900 que Max Plank propos uma hipdtese matematica para ex-
plicar os dados experimentais, a quantizagao, onde a energia s6 poderia ser absorvida
e emitida em pacotes bem definidos.

Essa ideia de quantizacao evoluiu, cientistas como Einstein, Bohr, Schrodinger,
Heisenberg dentre outros, comegaram a ver o mundo de uma perspectiva completa-
mente diferente das antigas leis de Newton, onde antes o mundo era algo regido pelo
principio deterministico, agora existiam incertezas e probabilidades, as particulas
passaram a se comportar como ondas, e as ondas como particulas.

Schrodinger propos que a fisica segue uma equacao cuja funcao de onda que
a soluciona é o objeto que contem o maximo de informacao possivel de obter de
um sistema fisico. A equacao tem uma forma aparentemente simples, mas que gera

grandes consequeéncias

d
H = —ih 1) (2.15)

Na discussao da secao 2.1.3 o objeto chamado de Fun¢ao de Onda determina
a probabilidade de observagao da particula no espaco entre (x,z + dz), ou seja, a
observagao ¢ O o [1)|? e agora H é um operador que da a evolugao temporal do

sistema de forma andloga a vista na Eq. (2.23).

2.2.1 Postulados

Os novos conceitos concebidos pela visao probabilistica surgem através de uma
série de postulados e foram criados para organizar idéias em poucas linhas para que
fosse possivel uma abordagem pratica formal. Eles sao equivalentes as trés leis de
Newton, e é de fundamental importancia entender bem o significado de cada um

deles e suas consequéncias|4].

1. O estado de um sistema fisico, em um tempo ¢y é definido especificando um

vetor |¢(tg) > pertencente ao espago de Hilbert ¢

Este postulado implica que toda a informacao que se pode obter de um sistema
esta contida no vetor pertencente ao espaco de Hilbert. Esse vetor é equivalente
a funcao de onda da particula. Como o espaco de Hilbert é um espaco vetorial,
o principio da superposicao é vélido: uma combinacao linear de estados é

também um estado.



2. Toda quantidade fisica A, que pode ser medida, é descrita por um operador

que age no espaco €. Esse operador é chamado de observavel.

A definicao de observavel é dada a seguir:

Seja um operador A com auto-valores continuos ou discretos - os
auto-valores discretos serao denotados a,, e os auto-vetores correspon-
dentes, |¢!, > onde i = 1,2, 3...g, com g, o grau de degenerescéncia e
a(v) os auto-valores continuos com seus auto-vetores correspondentes

|6, > - entao, A é um observével se A = At e

gn
DD l6n>< ¢l +/dl/|¢>u >< ¢ =1. (2.16)
=1

n 1
Esses dois primeiros postulados garantem a existéncia de quantidades fisicas es-
senciais para entender algum sistema, e definem como essas quantidades devem
ser, para que seja possivel trata-las de maneira como ¢é descrita na mecanica

quantica. Os observaveis de momento e posicao sao definidos como:

Rlr >=r|r > (2.17)

Plr >= —ihV|r > (2.18)

onde |r > é um estado pertencente ao espago de Hilbert, e é definido pela

equacao de auto-estados do operador R.

3. Os tnicos resultados possiveis ao medir-se uma quantidade fisica A sao os

auto-valores do observavel correspondente A.

Esse postulado dita as regras do que se é possivel medir quando é feita uma
medida. Pela definicao, o observavel é Hermitiano e, portanto, seus auto-
valores sao sempre reais. Se relaciona com a equivalencia entre a medicao e o

ato de projetar um estado do sistema nas bases de auto-estados do observavel.

4. Este postulado é dividido em duas partes, usando a notagao descrita na de-

finicao de observaveis:



- Se os auto-valores sao discretos, dado um estado normalizado |¢p > de um
sistema fisico, quando uma quantidade fisica A é medida, a probabilidade P(a,,)

de se obter o auto-valor a, é dada por:

gn
Pla,) =Y | < il > (2.19)
=1

onde < a|b > é o produto escalar entre dois vetores do espaco de Hilbert.

- Se os auto-valores sao continuos,dado um estado normalizado [¢) > de um
sistema fisico. Quando uma quantidade fisica A é medida, a probabilidade

P(a) de se obter um resultado entre a e a + da é dada por

dP(a) = /| < ¢t > |Pda (2.20)

Esse postulado caracteriza o carater probabilistico do sistema: quando uma
quantidade fisica é medida, pode-se dizer apenas a probabilidade de obter al-
gum resultado, e essa probabilidade esta diretamente relacionada com o tama-
nho da projecao do estado fisico em um dos auto-estados do observavel a ser

medido.

. Se uma medida fisica é realizada, e o auto-valor a,, é obtido, o estado do sistema
logo apds a medida é uma projecao normalizada sobre um dos auto-estados do

observavel, isto é , A
i < GulY > |4, >
V| < Gl > |2

Esse postulado esta relacionado com o fato de qualquer medida alterar o sis-

(2.21)

tema. Quanto um observador faz uma medida, ele atua diretamente no estado,
e muda-o, tornando-o nao mais o estado original, mas um dos estados possiveis

de serem medidos.

. A evolugao temporal do sistema, ou seja, do estado [1(t) >, é governada pela

equacao de Schrodinger:

d
Hy(t) >= —ih%hp(t) > (2.22)
Onde H é a Hamiltoniana do sistema e é um observavel que esté relacionado

com a energia do sistema, e | (F]Y) |*> = |¢(7)|? é a densidade de probabilidade
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de encontrar o sistema em um dado estado.

2.2.2 Quantizagao Canodnica
Embora a quantizacao venha para responder efeitos experimentais que a mecanica

classica nao observa, ela precisa ainda seguir a mecanica classica em algum limite a
ser definido. Tal limite surge ao perceber que na mecanica quantica as variaveis do
problema classico p e ¢ passam a ser operadores P e () que atuam no sistema 1, mas
que de alguma forma precisam ser equivalentes aos seus analogos classicos. Para en-
tender como é feita a conecgdo classica/quantica é preciso entender profundamente
o que a Eq. (2.22) representa: Ela define como um estado evolui com o tempo e
abre a possibilidade de existéncia de um operador que conecta o estado do sistema
de um tempo ty para o tempo t: [|¢(to)) vitgo) |t(t)). Para que haja consisténcia
no método, isto é, a probabilidade se conserve, o operador U precisa ser unitdrio®.
Como [¢(t)) = U(t,t) [1(t)), entdo U(t,t) = Z. Com tal operador, é possivel jogar
toda a dinamica da equagao de Schrodinger para fora da funcao de onda e colocé-la

no operador U,

ihLU(t,t0) [U(to)) = HE)U(t, t) |1h(to))
e a Eq.(2.22) se reduz a

[m% - H(t)] Ult.to) =0 (2.23)

com a condigao U(tg, tg) = Z que tem solugao formal®
Ut to) = TT{e i 10} (2.24)

Aqui ja aparece a semelhanca entre a mecanica cléssica e a quantica. A evolucao de
um estado v é dada por um operador ~ e,

A Eq.(2.23) junto com a Eq.(2.22) mostram que existem vérias maneiras (repre-
sentacoes) de abordar a mecanica quantica. Em especial estao as representacoes de
Schrodinger que descreve a mecanica quantica através da evolucao temporal do es-

tados e a representacao de Heisenberg que transfere o problema para a evolugao dos

4Isso pode ser visto facilmente impondo que 1 = |{((t)|v(t)) |2 = | (W(to)|UTU |1(t0)) |?> € o
estado [¢)) é definido a menos de uma fase global.

5T{} representa ordenamento temporal, onde operadores com tempos menores devem ser escritos
a direita.



11

operadores. Para isso, é introduzido o conceito de valor médio de um operador A,

(A) (@) = ()] Aly(t)) = /d?’lw(x’t)lzfl(ﬂf) (2.25)

que ¢é definido baseando-se no conceito de densidade de probabilidade adquirido pela
quantidade |1)|2. Pode-se escrever o valor médio como (1(t)] A, |1(t)) = (¢ (te)| UT(t, to) AU (t, 1) |2 (to))
(¥(to)| Au(t) |¥(to)) onde o subescrito H e S significam as representagoes de Heise-

berg e Schrédinger, respectivamente. Com isso,

d<A> — [ (] ALY + (] A[L )] + (] 2 ),

utilizando a equacao de Schroédinger, fica

fAu) — L (| [AH — HA] [¢b) + ()] 242 |y)

Definindo o comutador de dois operadores A e B como sendo,

[A, B] = (Y| [AB — BA]|¢) (2.26)
Ay 1 0A
= = A H () (2.27)

Em especial, para um operador () e P independentes explicitamente do tempo,

d 1
£<Q> = E[Q,H]
d 1
5P =P 4] (2.28)

e aqui novamente fica evidente a semelhanga com a mecanica classica.

Para montar o Principio de Equivaléncia primeiro nota-se uma propriedade

operacional, se [A, B] = a = cte

0f(B)
0B

(A, f(B)] = a (2.29)

Impoem-se entao que a constante A << [, onde [ é algum parametro caracteristico do
sistema e para que as Eqs. (2.12) e (2.28) facam sentido nesse limite, [X, P,,] = ih.

Assim, os postulados anteriores podem ser substituidos por,
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1 Seja H um operador hermitiano idéntico em forma ao operador classico, mas

substituindo os momentos e coordenadas por seus operadores.

2 Sao validas as relagoes

que descrevem o Hamiltoniano e sao denominados X; e P; operadores de posicao

e momento, respectivamente.

3 Os operadores sao descritos pela Eq. (2.27)

2.2.3 Translacao Espacial

Dada a quantizacao canodnica e os operadores canonicamente conjugados, X, e

P,, pode-se associar uma base de auto estados tal que,

Po|p) = pa|p) (2:31)

Assim, a funcao de onda que descreve a posicao do sistema pode ser descrita por

P(x) = (7l)
d'x —ihZ-p
0 = 710 = [ v (2.82)
E, portanto, P*i(x) = —ihd*(x). Como uma translagao infinitesimal é da forma

Y(xo + ba) = Y(xo) + da'0, (o) = [1 + i6a"P,]1(xg), pode-se definir as trans-

formacoes de translacao espacial finitas através do operador e" 7| onde agora identifica-

se P* como o gerador das transformacoes de translagao. Em especial, utilizando-se

do operador translagao, pode-se escrever,

P(x, ) = e e P (0) = ey (0)
(%(I, t, n t/> — e—itHeix"Pné(o)e—iynpne-‘ritlf{ — eim”‘Pp‘QB([))e—iy”P# (233)

Onde ¢ é um operador qualquer e P, = (Py, Py,--- ,P,) = (H, Py,--- , P,)S.

6A ultima relacdo é obtida para [H, Pj] =0 que é o caso para a teoria de campos.



Capitulo 3

Teoria Quantica de Campos

Aqui serd apresentada uma breve revisao tedrica sobre os conceitos basicos de teoria
quantica de campos necessarios para a analise dos modelos tedricos e os conceitos

envolvidos em sua construcao.

3.1 Quantizacao Canodnica

A mecanica quantica representa um dos maiores sucessos da humanidade em
descrever aspectos fisicos a baixas energias e pequenas distancias, mas que nao con-
segue lidar com a criagao e destruicao de particulas- essencial para analisar colisoes
a altas energias e processos termodinamicos complexos. Para completar a descrigao
dos fenomenos naturais, foi criada uma leve reformulacao conceitual da mecanica
quantica, que permite englobar em seu arcabouco tedrico a descricao de tais pro-
cessos, chamada Teoria Quantica de Campos que promove a funcao de onda v que
descreve o sistema para o estatus de opemdoré que atua em um determinado espaco
de Hilbert préprio e permite de forma natural descrever como ¢ feita a criacao de
particulas. O valor médio dos novos campos sao agora vistos como fungoes de onda

de tal forma a fornecer de maneira direta a coneccao entre os dois ramos.

3.1.1 Oscilador Harmonico

Existem duas abordagens para a conceitualizacao da teoria de campos. Uma
delas, que sera tratada nessa sessao, é a quantizacao canonica que traz uma aborda-
gem mais intuitiva como uma extensao direta da mecanica quantica. Nesse sentido
ela é essencialmente a mesma mecanica quantica e, portanto, seus postulados inici-
ais sao os mesmos, embora os estados permitidos do sistema sao restritos ao espaco
de Fock. A introducao do espaco de Fock se torna natural na andlise do oscilador
harmonico, cuja Hamiltoniana é dada por,

P2 mw?

H=—+

5+ 3 X? (3.1)

13
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No qual define-se dois operadores nao-hermitiano a e a' por,

a= % <X + ii) . (3.2)

Com isso o Hamiltoniano pode ser escrito como,
.'. 1
H=hw(ada+ 3 (3.3)

A perda de operadores hermitiano é suplantada por um beneficio muito maior, a
algebra satisfeita por a,

[a,a] =1 (3.4)

que pode ser obtida da imposicao [X, P] = ih. Isso mostra que, uma renomeagao dos
operadores descritores do sistema, é possivel obter resultados bastante interessantes.
A diferenca crucial estd no fator complexo i que nao estd presente na dlgebra dos
operadores a, resultando em uma algebra bastante conveniente para tratar o sistema.
Os estados possiveis sao descritos pelos vetores |n) onde n € N de maneira que é

auto-estado do denominado operador nimero, N &
Nn) = dala|n) = n|n) (3.5)

Os estados |n) sao criados através de um estado de vécuo |0) definido por a |0) = 0

a'ln) =vn+1|n+1)
aln) =+v/nln—1) (3.6)
e, i
my =20 ) (3.7)

Ou seja, os operadores a e a' atuam como criacao e destruicio de estados do tipo
'n’, cada um com energia Aw e o operador nimero da o niimero de estados do tipo n
acima do estado de vacuo. Uma extensao imediata é o caso do oscilador harmoénico

D dimensional, onde nao existe apenas um, mas D tipos de operadores de criagao e

o que significa que o espectro de energia é dado por E,, = hw(n + %)
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destruicao, a;, j = 1,2..D, que satisfazem,
[aj,aﬂ = 146 (3.8)

e com isso,

Inj, ne) =

3.1.1.1 A Segunda Quantizacao

Como os estados do oscilador harmonico sao interpretados como uma escada
de energia de maneira que a cada degrau contém um novo objeto, onde o primeiro
é construido a partir de um estado onde nao hé objetos, (N ]0) = 0), escrever um

hamiltoniano da forma

H~/@ﬂmwmw (3.10)

e impondo a existéncia de um estado da forma a|0) = 0 e regras de comutacio
andlogas a Eq.(3.8) extendidas para o continuo em D dimensées, [a(p),al(p')] =
§P)(p — p') é possivel fazer a descricio de um estado |p) = af(p)|0) que possui
energia £(p) que é criado a partir do vacuo. Colocando a fungao E(p) = \/m,
a descricao de uma particula relativistica estd quase completa.

A formalizagao do conceito pode ser feita através do formalismo canonico de
uma maneira bem direta. Primeiro, propoe-se uma lagrangeana classica invariante
perante uma transformacao de lorentz, por exemplo a lagrangeana de Klein-Gordon

do campo escalar real,

L %(am(x))(aw(x)) _ %m2¢2(x) + . (3.11)

onde €}y = cte é uma constante colocada por conveniéncia e que nao muda a fisica
do problema.
Para aplicar o formalismo canonico é necessario encontrar o Hamiltoniano do sistema,

m(x) = g—g = (),
1o LTa(aN? 4 2m2e(z) — O 3.12
= 5m(@) + 5(Vo(@)) + gm*¢*(x) — (3.12)

O passo crucial é a proposicao de regras de comutagao adequadas para que a Eq.(3.10)

faca algum sentido fisico. Para isso basta impor as regras de comutacao a tempos
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iguais,

[9(Z, x0), @(¥, 7o)
[7(Z, 20), (¥, %0)] = 0

[6(, 20), 7(§, 20)] = 0 (T — 7) (3.13)
a Eq.(3.12) tem equacao de movimento da forma,
*¢ —m?p =0 (3.14)
cuja solucao mais geral é

de N ik.x —ik.x
o) = | g (o™ b))
dNEk N "
— g R ik.x —ik.x 1
r(z) = —i / R ( a(k)e™™ + b(k)e ) (3.15)
onde® k = (w, k), w? = k2 +m? e a(k), b(k) sdo funcdes que dependem das condigoes

iniciais. A condicdo de realidade implica que af(k) = b(—k) e as Eqs.(3.13)impoe

para a e a' regras de comutacio,

[a(p), a(p)] = [a'(p), a' ()] =0
[a(p), a'(p)] = (2m)"/?208™) (5 — §) (3.16)
como agora a e a! sdo operadores e nao comutam,

. . L o
(a/kezk.m + a};e—zk.x> (ak/ezk K a/Le—zk ;t) —

akak,eix.(l@—k’) + ak)alleix'(k_k/) + a,tak/e_m'(k_k/) 4 azal/e_“’(k_k')

que colocando no Hamiltoniano, H = f dtH resulta em,

H= % / @;TZ%WT(E)CL(E) + @ / éﬂﬁvw — OV (3.17)

sendo V' o volume do espago. O segundo termo da equacao representa a energia de

vacuo que, embora infinita®, pode ser eliminada com uma escolha conveniente de €.

80 fator m
Lorentz, o que significa que ¢ e a se transformada da mesma maneira, e.g. escalares de Lorentz

9Tal infinito j4 era esperado dado que o hamiltoniano é construido a partir de um infinito nimero
de osciladores harménicos de energia w(k)

7 PN . . . N ’ . .
é colocado por conveniéncia, pois a quantidade (2”‘)1% é invariante de
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Assim, um estado de vacuo que é eliminado por a(E), pode gerar uma funcao de

onda bem conhecida,

-,

Hal(p) [0) = [ Grsfagwal (R)a(k)a(p)f[0)

como af (k)a(k)a' () = [(2m)V2wé ™) (7 — ) — a(p)al (k)a(k)],
H [p) = Hal () 0) = w(p) |p), (3.18)

ou seja, af(p) cria um estado com energia w(p) = /p? + m?2. Mais ainda, o valor

esperado do campo ¢(z) resulta em,

zkz

b(p) = (0 ¢(x) [p) = e (3.19)

que é a equacao da onda plana. Com isso, a interpretacao do valor médio dos
campos como uma aproximagcao a mecanica quantica tradicional é imediata. Ainda

mais importante é o comutador entre dois campos, dessa vez a tempos diferentes,

Zo 7é Yo,
[6(2), d(y)] # 0 (3.20)

Tal campo esta relacionado com a causalidade do sistema e possui uma interpretacao
muito intuitiva através dos gréficos de Feynman. A Eq.(3.19) d& a interpretacao
fisica, o campo ¢(x) deve ser interpretado como uma particula do tipo ¢ na posigao
x. Isso significa que para que dois campos a uma distancia do tipo espaco nao
interajam (ou seja, a causalidade nao seja violada) a 'medida’ do campo nao pode
interferir na medida do outro campo, e isso significa que o comutador dos dois campos
deve se anular para distancias do tipo espaco. No entanto, tal comutador nao precisa
se anular em geral e, de fato, ele representa uma propagacao do campo de um ponto
x a um ponto y (mais precisamente a probabilidade de propagagao), a essa funcao
denomina-se propagador e é dada por,

D(z —y) = (0 [¢(x), ¢(y)] [0) = / ﬂ(e_i”'(z—y) — erlev)) (3.21)

(2m)N2w

Tal equacao pode ser reescrita de uma maneira mais interessante, notando-se que tal
integral pode ser extendida para uma integral em p, através de uma integracao pelo
plano complexo, evitando-se os polos onde w?(p) = p* + m?, operagao denotada pelo

acréscimo do infinitésimo e. Tal descrigao é bastante conveniente pois representa o
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campo com menor tempo antes do campo com maior tempo e pode ser denotada pelo
operador de ordenamento temporal. Essa funcao tem extrema importancia na teoria
de perturbacao, necessaria quando a interacao entre campos é colocada. Tal funcao

pode ser representada matematicamente e graficamente, E é chamada de propagador

Y = D(z —y) = (0] [¢(z), p(y)] 10) = | ez (e~ P-) — ei-le=v))

A 4

Figura 3.1: Criacao de Estados via operadores escada

de Feynman, cuja transformada de Fourier é

D(k) = — (3.22)

3.1.1.2 Interacoes

A quantizacao canonica pode ser realizada para diversos tipos de lagrangeanas
invariantes de Lorentz geradas por diversas representagoes, tais como espinores e
quadrivetores, no entanto a intuicao fisica gerada pelo campo escalar é semelhante
para todos os tipos de campos e evita complicagoes a mais que possam surgir. Assim,
o tratamento de campos mais complexos serao tratados diretamente na quantizacao
via integrais de caminho. Com isso, o préximo passo € introduzir interagoes entre
campos escalares. Isso significa alterar a lagrangeana com mais um termo, o mais
simples é acrescentar a teoria um termo da forma %gzﬁ‘l. A expansao em operado-
res criacao e destruicao seria imediata caso fosse possivel resolver analiticamente a
equacao de movimento de forma similar a anterior, nesse caso ataca-se o problema
perturbativamente. A teoria de perturbacgao fica evidente na representacao de Di-
rac da mecanica quantica, aonde divide-se o Hamiltoniano total H em uma parte
cuja resolucao é possivel, Hy, e uma na qual ele serd perturbado H;, chamado de

Hamiltoniano de Interacao, e assim: H = Hy + H;. Definindo o operador'®,

iU = Hy(t)U (3.23)

10ta] operador regia a evolucdo temporal no caso onde H; = 0
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e condicao U(t,t) = Z. Escrevendo,

$()) = Ut 1) [0(®))
A(t) = U'(t, o) AU (t, to) (3.24)

e a equacao de Schrodinger se torna,
d - .
i [50)) =~ [5(0)) (3.25)

Isso significa que, nessa base (que evolui no tempo) o operador H; = ]flz(t) é
o operador que comanda a evolugao temporal do sistema através de U(t,t') =
T{e™" [ (#1)d"y A quantidade interessante a ser calculada é o propagador de
Feynman que deve ser calculado para o vacuo, |Q2), e os campos, 1, da teoria total,
H. Para obter o estado de vacuo, cuja energia é Ey e ¢ a menor energia do sistema,

111

nota-se que é possivel'! expandir o estado de véacuo, |0), da teoria H, na base de

auto-estados de H,

e tHT |O> _ Z e~ BT ‘n> <n|0> — ¢ BT ’Q> <Q|0> + Z e T |n> <n|0> (3.26)
n n#0

Tomando um tempo infinito!?, com um pequeno deslocamento no plano complexo,
o estado de vécuo da teoria total é o unico estado que sobra (pois sua energia é a

menor) e entao,
Q)= 1 ,
) T%ol)r(lllfie) e~ tEo(T+10) (Q]0)

(3.27)
como ¢(x) = Ut(2°, t0)p(x)U (2°, ty) e U(t1, 1)U (L2, t3) = U(t, 3), para zo > ¢°,

e QU@ )@V E ), T) [0
<Q| ¢<$)¢(y) |Q> - T*)lo(lfie) <O| U(T, —T) |0>

(3.28)

A possibilidade de tal expansao s6 acontece quando a interacdo ndo é forte o suficiente para
modificar o estado de vacuo, a ponto de que o torne ortogonal ao estado de vacuo da teoria original

12Ta] passagem matemética é garantida quando trata-se de interacdes aonde o tempo de in-
teracao é muito curto em relagao ao tempo relevante da observacao, como é o caso de interacoes
em aceleradores de particulas.
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ou, com o ordenamento temporal, o resultado conhecido como Teorema de Gell-

Mann-Low, generalizado para M campos a serem calculados,

{0 T{G(1)Bws)...p(ag e F1®d )
Q r1)o(xe)...p(xpr) |2y =  lim -
(QUT{p(z1)p(w2)...0(war) } [S2) o (O 1= " 10y 1)

(3.29)
Essa resultado expoe o que é necessario calcular para obter interacoes para a teoria
e esta em uma forma ideal para fazer teorias de perturbagao. Para o caso estudado,
H; = %&4, e assim, et/ lr Hihdt o 7 %fdxgg‘l(x) e em primeira ordem, uma
interacao entre duas particulas que partem de z1,x, e interagem e voltam para

x3, T4, pode ser calculado por,

(9 T{G(0)6(2)0(5)0(4)} 2) 2 (0 T{D(w1){w2)(ws)d(w4)} 10)
+_4—Z!A (0] T{(1)d(x2) d(3) (1) / dz0*(2)}0)  (3.30)

Como ¢ em primeira ordem é dado por Eq.(3.15) o resultado é calculdvel em primeira

ordem escrevendo explicitamente os operadores criacao e destruigao,

<Q| T{¢($1)¢<J32)¢(133)¢<374)} ’Q> = D(l’l - $3)D(l‘2 - $4) + D(Qil - £U4>D(=T2 - 1’3)
+D(xy — x9)D(x5 — x4) + D(x1 — 2)D(29 — 2)D(x3 — 2)D(x4 — 2)
+D(z1 — 24) D (29 — 23)D*(0) 4 .(3.31)

em primeira ordem o calculo ja fica bastante extenso para uma teoria simples e as
primeiras divergéncias ja comegam a aparecer com D(0). Para que o problema se
torne tratavel, duas ferramentas sao dispostas, o teorema de Wick e os Grdficos de
Feynmann. O teorema de Wick descreve como o ordenamento temporal de operado-
res que seguem uma dada regra de comutacao podem ser escritos no ordenamento

113, Isso ¢ 1til pois no ordenamento normal o estado de vicuo é sempre ani-

norma
quilado. Em particular o teorema de Wick pode ser dado por,

Teorema de Wick: Seja um conjunto de campos ¢ que obedecem a alguma regra de
comutacao independente dos campos, de tal forma que seu propagador em relagao ao
estado de véacuo é dado por, D(z,y) = (0| T {o(z), #(y)} |0). Entao, o ordenamento

temporal de M operadores pode ser escrito comol[5],

13Um conjunto de operadores escada estd em ordenamento normal quando todos os operadores
destruicao estao a direita dos operadores criagao.
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Figura 3.2: Realizagao grifica da Eq.(3.31)

T{¢($1)¢($1)~-¢<IM)} =

N{¢(x1)d(x1)...0(xp) } + Todas as possiveis combinagoes de comutagoes

onde N{} significa ordenamento normal.

Quando aplicado ao estado de vacuo, qualquer sequéncia de operadores em ordem
normal se anulam, sobrando apenas os termos totalmente formados por comutacoes
que se tornam conjuntos de propagadores. Para que fosse possivel lidar com esse
grande numero de propagadores R. P. Feynman criou um método de descrigao da
conta via simbolos intuitivos, como os da fig.3.1. Para cada propagador associa-se um
traco e para cada ordem de perturbacao (vértice) associa-se um fator correpondente
a constante de acoplamento do vértice. assim a Eq.(3.31) é descrita pela figura (3.2).
As regras de Feynman auxiliam a calcular ordem a ordem os termos de interacao e
sao mais simples na representacao de momento, que é a mais facil de se associar em

um experimento,

1 Para cada propagador, associar,

2 Para cada ordem de interacao,
3 Impor conservagao de momento para cada vértice.

k
[ € — e*i/m:
4 Para cada ponto externo, associar

5 Integre sobre todos os momentos, utilizando um fator [ (ij)Lgm

Para calcular a amplitude de probabilidade de uma particula do tipo ¢ com momento

pp interagir com uma particula também ¢ com momento p, e elas sairem com mo-
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mento p3 e py, é preciso calcular termos da forma, M = (0| ¢(p1)d(p2)P(p3)d(ps)d*™ |0)
que, com a ajuda das regras de Feynman, em primeira ordem, é mostrado na fig.

3.3.

Esse resultado ja possui alguns graficos com valores infinitos. Gréficos fechados

Figura 3.3: Criacao de Estados via operadores escada

sem pontos externos sao associados aos termos D(0) proveniente de auto-interacao
dos campos dentro da integral [ dz¢*(z). Para cada ordem de perturbagao, mais
e mais termos dessa forma serdo formados. No entanto, a Eq.(3.29) possui um
termo no denominador da forma (O]e_if—TT Hi®dt0) cuja expansao é, (0|Z[0) —
2 fT (0] p*(x)dz |0) + ... Tal termo possui justamente cada parte dos diagramas
fechados e cancelam os termos ja obtidos na expansao. Esse problema de infinitos
surge pela tentativa de associar o vacuo da teoria sem interacao com o vacuo da teo-
ria interagente e sao associados a auto-interagao do vacuo e, por causa do argumento
apresentado, nao precisam ser levados em conta, desde que nao se leve em conta o

denominador da Eq.(3.29).

3.1.2 Integrais de Caminho
3.1.2.1 Quantizacgao

Com o formalismo canonico pronto e a intuicao fisica formada, o préximo passo
a ser realizado para o tratamento de teorias mais realistas é entender o processo de
integrais de caminho que permite a quantizacao de teorias nao-abelianas de maneira
direta. Uma grande vantagem desse tipo de abordagem é explicitar os grupos de
simetria presentes na teoria. O processo de quantizacao surge ao calcular proba-
bilidades de transi¢do de dois estados (qy,tr|g;,t;). Baseando-se nas ideias de que

todos os caminhos possiveis sao percorridos, pode-se discretizar todas essas opcoes
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colocando diversas bases completas em cada tempo, t, > t,_1,
(ar trlai ti) = /dQ1dQ2---dQn (@r, trldn—1,tn1) (Gn1, tn1|@n—2,tn2) - (@1, t1l G, i)

n—1 n—1
= nh_{lgo (H d%) (H <Qk+17 tk’-‘rl‘Qka tk>(>3'32)
i=0

k=0
No limite, divide-se o intervalo de tempo em diversas partes de valores iguais, t;11 —

ty = €= (ty —t;)/n, assim,

(@15 st [@is ) = (@ | UT (8 + €, 0)U (21, 0) |qr,) =
(@] [UT (tr, 0) + U (t, 0) + O(R)]U (tx, 0) |qi)
= (hr1, 1 |@r, tr) = (Qrya| (T +iHe) |qr)

definindo',
- Hy = \/%7 Y 0. GasQals
H_ = \/%7 Za,ﬁ bavﬂPaQIB
e assim,

(@t tisr |Prs te) = (@t | @) €5 4+ O(€?) m e/ Ptk =)

(Drs el g, ti) ~o e Prar—eH) (3.33)

ou seja, introduzindo uma base completa de momento entre cada um dos (qx 1, tkr 1|k, tr),

é possivel reescrever,

n—1
. Pi iL g1 in—He)
(ar,tslgi,ti) = lim / (H in—/—> el k= Prdn—He (3.34)
n—o00 0 27T

com T' =ty —t;, He = (Hy(qrs1, Px) + H_(qr,Pr))/2 € Gr = (qre+1 — qi) /€. No limite
n — 00, ¢ se torna a derivada e a soma se torna uma integral no tempo, e é definida

a quantidade H;.Zol dg; = Dq, ou seja,

(qr,tylagi ti) = /DqueifL(q"Ddt (3.35)

1 As constantes a e b sdo obtidas comutando os operadores P e (Q do Hamiltoniano clédssico para
obter nessa ordem de comutagao
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que ¢ um resultado ja intuido na secao 2.1.3. Para Hamiltonianas do tipo H =

2 . , . .
2- 4 V(q) a integral no momento ¢ gaussiana e possivel de se calcular,

(qr:trlai ti) = /quiSC[q] (3.36)

onde S.[q] é a acdo classica. Essa abordagem é conhecida como quantizagdo por
integrais de caminho e sua transicao para a segunda quantizacao ¢ imediata, basta

apenas escrever ¢(t) — ¢(z) e S[¢] = [ dPzL.

3.1.2.2 Grandezas Fisicas

O processo de obter as grandezas fisicas através de integrais de caminho é feito
também por regras de Feynman, no entanto, tais regras ficam mais evidentes e de
maneira mais direta, além de permitir trabalhar de maneira mais genérica com qual-
quer tipo de campo. O truque estd em introduzir uma corrente J,(x) como campo
auxiliar, que ird alterar a lagrangeana do sistema fisico. O indice a representam os

5 ou escalares. A

tipos de campo ¢, () correspondentes e nao necessariamente reais!
lagrangeana que descreve o sistema ¢é da forma £ = L.;, + L, a primeria parte é a
parte cinética que é possivel de resolver, a segunda parte representa interacoes que

serao resolvidas perturbativamente. A corrente J é introduzida de forma linear,

L[J(x)] =L+ /daz‘Ja(x)¢a(x), (3.37)

Definindo o funcional gerador,

210 = / Db, S0+ drJa(@)dux) (3.38)
ou seja,
VA : / ;
=i [ Doog(z)e™ (3.39)
6Ja() J=0

em especial, o propagador,

(3.40)

1 1 52Z
Do g(z,y) = Z[0] <z_2> 6.Ja(2)35(y)

15Nesse caso, sempre que aparecer um campo ndo real, é necessirio que o termo hermitiano
conjugado aparega para que a lagrangeana seja real, como é possivel sempre lidar com componentes
reais e imaginarias de forma independente, o indice @ percorre por este indice também

J=0
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e de maneira genérica,

S0 (Y
ot = T0P (5) |, 7 (3.41)
Z[] = ¢ dwﬁim(%ﬁwzou]]m (3.42)

onde, Zo[J] = [ Doyl @EentJata  Como em geral o lagrangeano pode ser escrito

como
L= [dypa(x)Fus(x,y)0s(y) + Lint + ¢aJo + Termos de Superficie.
e ja que o termo de integracao D¢ ¢ invariante por translacao, pode-se mudar a

varidvel para ¢ — ¢ + o, tal que, ¢pao = [ dyD, s(z,y)Ja, onde,

/dyFaﬁ(x, Y)D. 5y, 2) = 5%55[)@ —2) (3.43)

e fica evidente que D(x,y) ¢é o inverso do operador F'(z, y)'° com isso pode-se escrever,

Z[J] _ Zo[()]ef dxﬁmt(%ﬁ(z))eifdmdyJa(x)Da’g(x,y)Jﬁ(y) (344)

e fica evidente porque D(z,y) é a segunda derivada da funcao geratriz. Ainda mais,
o termo Z[0] nada mais é do que a auto-interagdo do vacuo, que é cancelada no
teorema de Wick, descrito sem prova anteriormente: a fungao geratriz Z[J] precisa
ser normalizada para fazer sentido fisico. Dito isso, a funcao de interagao entre duas
particulas é dada, portanto, por quatro derivadas da fungao geratriz normalizada em

J =0, ou devido a forma de Z[j], em especial, a fungao,

WIJ] = logZ|J] (3.45)
que implica,
AW J] 1 64 Z[J]
0Jay (21)0 S0y (€2)0 Jog (73) 0, (74) J=0 a Z[0] 6Jay (71)0 Ty (72)0 Jag (23)0 Sy (74) J:O.
(3.46)

6em especial, para operadores diferenciais como é o caso das teorias aqui tratadas, D(x,y) é a

funcao de Green da equagao de movimento do campo sem interacao
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O funcional Z[.J] (ou WJ]) pode ser expandido em série de forma que ficam evidentes

as regras de Feynman,

Z[J] = % ~ [Iﬂ/dx.cf G%(@)] Zo[J], (3.47)

e assim, pode-se reescrever as regras de Feynman genéricas na representacao de

momento como,

527
8Ja(2)d5(y)

J=0

1 Para cada propagador, associar, (%) 2

2 Para cada ordem de interacao, o vértice

iJ oo (Yi72e)| 2ol =

3 Impor conservacao de momento para cada vértice.

]\,
e

4 Para cada ponto externo associar ¢, tal que, [ dyF(z,y)¢q(y) =0

5 Integre ou some sobre todos os momentos e outros possiveis indices, utilizando

D . , L -
um fator [ (Zfr)—gp, considerando apenas os graficos onde os vértices estao liga-

dos a algum momento externo.

3.1.2.3 Quantizacao de Campos Fermionicos

Com a quantizagao em maos, o proximo passo ¢ descrever os Lagrangeanos que
podem servir para descrever os sistemas de particulas. O primeiro passo é entender
que a acao precisa ser escalar, isto é, um invariante. Nesse caso, qualquer combinacgao
de campos que nela esteja presente, precisa ser invariante perante as mudancas no
grupo de transformacao do sistema. Isso reflete a invariancia por diversos observado-
res. O primeiro ponto é por simetrias internas, em geral o sistema fisico é invariante
por uma ou mais transformacoes de um grupo interno, por exemplo, paridade ou
transformacoes de conjugacao de carga. Nesse caso, a lagrangeana precisa possuir
tais simetrias. As duas outras simetrias importantes sao as Simetrias de Gauge e

Simetrias de Lorentz



Capitulo 4

Lagrangeano

O lagrangeano do sistema é o que define a estrutura do modelo fisico abordado.
Nesse capitulo é apresentado como construir um lagrangeano consistente com as
simetrias conhecidas e necessarias para existir as leis de conservacao comprovadas
experimentalmente, consistente com o modelo padrao que é vélido para as escalas de

energia ja investigadas.

4.1 Introducao

Com a quantizagao em maos, o proximo passo é descrever os lagrangeanos que
podem servir para descrever os sistemas de particulas. O primeiro passo é obser-
var que a agao precisa ser um escalar, isto €, um invariante perante as mudancas no
grupo de transformacao do sistema. As duas simetrias mais importantes sao as sime-
trias de Gauge (relacionadas com as simetrias internas do lagrangeano) e Simetrias
de Poincaré (relacionada com as simetrias espaciais). A primeira simetria, junto
com principios de renormalizacao que serao discutido, definem os tipos de interagao
possiveis enquanto as simetrias de Poincaré definem as estruturas geométricas das

particulas, isto é, seus spins.

4.2 O Grupo de Poincaré

Uma das maneiras que se mostram mais eficientes para obter e estudar leis da
fisica é a concepcao de um conceito que parece surgir quase intuitivamente e subje-
tivamente no pensamento humano, as simetrias. A busca natural por simetria tras
bons resultados, elas permitem simplificar e estudar um problema indiretamente j&
que sao caracteristicas mais genéricas do todo e nao de pequenas partes.

Isso significa que uma das perguntas fundamentais a ser feita em uma analise pro-
funda de qualquer problema é: Qual a simetria esse problema contém (se contém
alguma)? Para respondé-la é necessario entender quais as caracterisitcas fundamen-

tais que precisam ser descritas e o trabalho de identifica-las nem sempre é facil.

27
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4.2.1 Definigao

Partindo dos principios descritos anteriormente, a descricao do espago requer

a suposicao de alguns conceitos bésicos e fundamentais,
i O espaco é homogénio (ie, qualquer ponto é equivalente)
ii O tempo é homogénio (ie, qualquer tempo é equivalente)

iii As leis da fisica nao privilegiam qualquer tipo de referencial (todos os observa-

dores devem prever leis equivalentes entre si).
iv. Dois experimentos suficientemente distantes dao resultados nao-correlacionados.

Os dois primeiros principios postulam uma equivaléncia em posicao e tempo. Embora
bastante naturais no dia a dia, eles impoem restricoes bastante fortes sob a forma
das equacoes que descrevem o espaco, elas precisam ser invariantes por translagao.
Eles surgem de um requerimento bastante intuitivo. Quando falamos de posicao, ve-
locidade e qualquer grandeza relativa é necessario montar um sistema de referéncias
que indicam a dois interlocutores como eles precisam correlacionar seus resultados.
No entanto, essa escolha de referéncia é totalmente arbitraria e sua escolha nao pode
alterar qualquer resultado fisico observavel.

Nesse mesmo espirito surge o principio (iii), é necessario impor uma transformacao
continua entre qualquer tipo de referencial, nesse caso, qualquer referencial que possa
estar se movimentando de forma arbitraria. Essas transformacoes induzem trans-
formagoes nas equagoes que podem ser invertidas para se obter o resultado observado
por outros referenciais. Novamente essa imposi¢ao surge pois como os movimentos
sao sempre relativos a escolha de qual referencial estd em movimento e qual esta
parado é arbitréria.

Por tltimo, o principio (iv) também conhecido como Cluster Decomposition Principle[6],
¢ o que permite a existéncia de qualquer ciéncia experimental. Precisamos garantir
a possibilidade da realizagdo de véarios experimentos sob as mesmas (ou préximas)
condicoes iniciais de forma que eles sejam nao correlacionados e possam gerar dados
equivalentes. Em especial, na fisica de particulas esse principio indica que um pro-
cesso de multi-particulas pode ser dividido em sub-processos que permitem fatorizar
os elementos de matriz da teoria, dado que os eventos estao suficientemente distan-
tes.

Os trés primeiros postulados apresentados garantem a existéncia de um grupo de
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transformagoes entre os vetores posicao espago-temporal (quadrivetores). Para en-
tender como acontece o surgimento do grupo de transformagoes, vamos definir o
espago vetorial V' de todos os possiveis pontos do espaco, sob a operacao usual de
soma de componentes e o produto escalar a ser definido,vamos denotar tais vetores
como (r|!7. Os postulados (i) e (ii) garantem a existencia de uma transformacao,
U, aplicada a esse vetores de tal forma que para quaisquer dois pontos (r| e (r'| no
espaco deve-se ter,

('] = U(r,r") (r| (4.1)

em particular, para dois pontos coicidentes, U(r,7) = Z. O postulado (iii) garante
a existéncia de uma transformagao inversa U~'(r,r’). A experiéncia matemética
e a intuicao nos fornecem uma maneira simples de descrever as transformacoes U,
através de translagdes espaciais, rotagoes e boosts. Ainda do postulado (iii), como
qualquer referencial é equivalente, se temos trés pontos distindos, r1, 72 € 3 podemos
levar nosso vetor de r; a rg por uma transformagao U(ry,r3) ou de r; a ro e depois
de 79 a r3 e elas precisam ser equivalentes, U(ry,r3) = U(ry,r2)U(rq,73). Ou seja,
existe um grupo de transformagoes G que descreve os pontos no espaco.

A primeira pergunta que surge a partir dessa conclusao é: qual é esse grupo? Como
a ideia é construir as equacoes e sistemas fisicos dentro do espaco vetorial V', da
matematica sabemos que ele contém objetos que nao sao apenas vetores, mas também
escalares, espinores e tensores. Os escalares sao definidos por sua invariancia perante

alguma transformacao, nada mais natural do que definir tal transformagao como as

transformagoes U. Definindo o produto escalar de dois vetores z# = (2°, 2!, 22, 23) =
(] e y* = (4°, 9", 9% y*) = (y| como™,
#'Gy = y'Gr = (zy) = |2) G (Y| = (G) (@ — y)!'(x — y)” (4.2)

onde G = GT é chamada de métrica. Se as transformacoes U sao as transformacoes

que definem o carater escalar do espaco, entao deve-se ter,

|2) U'GU (y| = |2) G (y] (4.3)

"Denotaremos vetores por letras romanas mintisculas e niimeros reais por letras gregas, caso

aja possibilidade de confusao, a notacao para vetores incluird um indice 7* que deve ser tomado
haj bilidade d f , t t 1 d H d t d
na convencgao de Einstein da soma

186 ponto x; = (29, x},22,22) é o ponto referéncia do sistema.
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ou, uma definicao mais interessante, as transformacoes U sao tais que,
UtGu =G (4.4)

O problema central agora é escolher a forma do produto escalar (ou seja, escolher a
métrica G). Cada métrica ird gerar um espaco diferente, com propriedades diferentes
e um grupo G de transformacgoes diferentes. Pela falta de um postulado razoavel, a
escolha da métrica fica arbitraria teoricamente, mas uma analise experimental indica
que a luz possui velocidade constante para todos os referenciais fisicos. Isso indica
transformacoes que possuem um polo em v = ¢, ¢ é a velocidade da luz. Em par-
ticular, podemos tomar a velocidade ¢ como uma velocidade de referéncia e impor
um sistema de coordenadas ¢ = 1, assim, o pdlo das transformagoes deve ser em
v = 1. Uma opcao de métrica que tras as caracterisitcas necessarias para descre-
ver a constancia da velocidade da luz e condiz com o eletromagnetismo é a opcao
g = diag(1,—1,—1,—1). As transformacgoes que obedecem a defini¢ao (4.4), com

a métrica dada, formam o Grupo de Poincaré

4.2.2 Representagoes

Com uma definicao mais apropriada podemos buscar as representacoes possi-
veis do grupo de Poincaré. Como ja mencionado, uma forma natural de tratar o
problema é separar as transformagoes de Poincaré em um subgrupo invariante de
translacao e o grupo de rotagoes. Por construcao o produto escalar ja é invariante

~ ’ ~
por translagoes x # = z* + a*. Para rotagoes tem-se,
’
xh = A" (4.5)

onde A# é uma matriz de rotacao de coeficientes reais agindo sob os elementos do

vetor x. Isso significa que duas transformagcoes sao combinadas da forma,
U(Al, al)U(Ag, CZQ) = U(AgAl, A2a1 + ag) (46)

das eqs. (4.5) e (4.4) obtem-se a relagdo g,, AJAY = g,,. O determinante resulta na
propriedade
(DetA)? =1 (4.7)
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ou seja, dentro do grupo de transformagoes a* = 0 (Grupo de Lorentz), existem dois
tipos, DetA = —1 e DetA = 1. O segundo caso forma um subgrupo e é denominado
grupo de Lorentz préprio. Ainda da relacio obtida, (AJ)* = 1 + A{A}, ou seja,
AJ < —1 ou Aj > 1. No segundo caso temos novamente um subgrupo, o subgrupo
de Lorentz ortécrono. E. Wigner [8] mostrou que todas as transfomragdes do grupo
de lorentz (e consequentemente) do grupo de Poincaré podem ser descritas por um
subgrupo do grupo de Poincaré, o chamado Little Group, que é analogo ao grupo
de rotagoes através de um eixo. De fato, tal grupo é definido como o grupo de
transformacoes Ay, tal que Ayk* = k*. Assim, o grupo é totalmente determinado

pelas transformacoes de paridade,

1 0 0 0
0 -1 0 O
Py = (P, = ) (4.8)
0O 0 -1 0
0o 0 0 -1
temporal,
-1 0 0 0
0 100
T =(T7") = (4.9)
0 010
0 001

E os geradores do Little Group.
Os geradores do grupo sao obtidos impondo o que as transformacgoes de Poincaré

(a, = 0) formem um grupo,

U=YA) =UT(A) Transformagao unitaria

(4.10)
UNAN) =UANUN) Regra de composigao de Grupos
Que em forma infinitezimal implica em
U(1 + =0, M™) 2 T + O, M™ (4.11)

2h 2h

ou seja,
UY(A)M"™U(N) = AbAYMP? (4.12)
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A partir das leis de transformagao dadas pela Eq. (4.12), e fazendo A = 1 4 dw,

segue as regras de comutagao para os geradores:
(M, MP) = ih[g M¥ — (i 5 V)] — [p > 0] (4.13)
Que descrevem a algebra dos geradores M*. Definindo,

J; = %eilejk O vetor J

. . , (4.14)
Ki= M© O vetor K

A Eq.(4.13) fica em uma forma mais intuitiva,

[Jz J]] = iﬁijkjk
[J@ KJ] = iEiijk
[KZ’, KJ] = iEijZJk

Ou seja, as quantidades J formam um subgrupo idéntico ao subgrupo de mo-
mento angular em 3 dimensoes, SO(2) estao relacionados com o momento angular e o
spin da particula. Esses operadores sao justamente os operadores geradores da sime-
tria SO(4) = SO(2) x SO(2). Uma maneira de observar isso ¢ notar que redefinindo
M, = %(Jl +iK;) e Ny = %(Jl — 1K) resulta em,

[Mia MJ] = ZEZ]kMk
[Mi, NJ] - 0
Assim, os geradores M; e N; nao se conectam e formam grupos separados que po-
dem ser caracterizados por seus auto-valores inteiros e semi-inteiros, [,, e [, e cujos
auto-vetores podem ser agrupados de forma a descrever a maneira com que se trans-

formam, (,,,1,). Assim, o auto-vetor correspondente a (0,0) é chamado de escalar,

os auto-vetores correspondentes a (3,0) e (0, 5) sdo espinores, (3, 5) sao vetores, etc.
Com o mesmo procedimento é possivel obter as regras de comutacao para os opera-

dores P* tal que U(0,a") = I + a"P,,

[Ji, Pj] = i€ Py
[Kl,Pj] = 1HJ;;
[Jj, Po] = [P}, Po] = [P, P;] = 0
(K, Po] = ib
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Note que P, também forma um subgrupo abeliano invariante, o subgrupo das
translagoes. Isso significa que suas transformagoes devem obedecer D(a,)D(a;) =
D(a, + aL). E, portanto, seus auto-vetores podem ser caracterizados por um vetor

k, da forma
D(a, )y = ™" iy (4.15)

—1 H .
kut" se tornam uma base natural para tal grupo. Isso quer dizer

E as funcoes e
que uma funcdo ¥ (z) pode ser descrita pela base de auto-estados através de sua

transformada de Fourier,

o (z) = / (;ZW’; 0 (k)e™ (4.16)

onde o denota possiveis niimeros que descrevem as bases formadas pelos geradores M;
e N;. Com isso é possivel associar a cada vetor k" as transformagoes do Little Group
correspondente Wj, e com isso determinar de maneira completa as transformacoes do

grupo de Poincaré[9],

D(Wi)a(k,0) =Y D(Wi,)aaalk, a) (4.17)

Em particular, o Casimir do subgrupo formado por P, é P? = P,P", assim, cada

2

modo a(k, o) pode ser descrito por k* = k*k, = m? e existem quatro opgoes,

1 (kMK = m? > 0
2 (REIRE) = 0, Kt 0
3 k=0

4 (KEIEEY = —m? < 0

A opcao 3 descreve os estados do vacuo que sao invariantes por translacao
espacial. Os estados 1 descrevem as particulas de massa M = m e os estados 2 as

particulas sem massa.

4.2.3 Quantizagao de Campos Fermionicos
O modelo padrao precisa explicar todas as particulas fundamentais encontra-

das na natureza, dentre elas encontra-se o elétron, particula massiva de spin-1/2
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que obedece o principio de exclusao de Pauli e, por consequéncia, regras de anti-

comutacao. Particulas com tais caracterisicas sao chamadas de Férmions massivos e

dizer que seu spin é 1/2 significa dizer que dada uma fungao 1, (x) que descreva a

sua dinamica, a funcao ¢, (Wz) = ZD(Wko)o,a¢a($) também descreve o sistema,
«

onde nesse caso D(Wy,)s.a ¢ a matriz da representacao (1/2,0) @ (0,1/2) do grupo

de Poincaré, que é dada pelas matrizes 7, definidas em uma dimensao par como'?,

{97} = 2¢". (4.18)

De tal forma que dado dois espinores 9 e seu hermitiano conjugado, se conectam

vetorialmente através de,

J# = Ty Ontep (4.19)

de forma que J* é um quadri-vetor pois se transforma sob as trasnformacoes de
Lorentz como o vator #*. Em especial 110 é um escalar, onde ¥ = 11+%, Isso quer

20

dizer que a lagrangeana quadratica mais genérica® e invariante de Poincaré a ser

construida é da forma,

Lo =W —mpy (4.20)

onde § = v#9,. A grande diferenca entre os campos fermiénicos e os campos escalares
é que eles precisam obedecer regras de anti-comutacao, pois sao espinores. Portanto,
impor regras de comutacao similares a quantizacao canonica gerara equagoes de
movimento erroneas e assim as regras de comutacao precisam ser substituidas por
regras de anti-comutacao. Tal caracteristica é representada por um conjunto de

variaveis chamadas varidveis de Grassmann, que obedecem,

{ni,n;} =0 (4.21)

em especial, n? = 0. Isso quer dizer que fungdes dessas varidveis possuem uma

expansao no maximo linear, f(n;) = a + bn;. Em especial, suas derivadas e integrais

YA quantidade {A, B} = AB + BA é chamada de anticomutador.

20Na verdade é possivel dar um passo a mais e generalizar o Lagrangeano de forma que varios
campos fermionicos sejam unidos, de forma que m passa a ser uma matriz, nao necessariamente
diagonal
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possuem a mesma caracteristica?!,

0 fn) = [ dnifin) =b (4.22)

E em especial,

/ didne ™" = det{ M} (4.23)

Dessa forma, a imposigao de que os campos ¢ (x) sejam também varidveis de Grass-

mann resolve o problema e torna a a quantizacao imediata, o lagrangeano é da forma,

L = i) —mip = / dy(i6® (z =)@, —m)v(y) = / dy(2) F(x,y)(y) (4.24)
cuja equagao de movimento é da forma,
(i —m)i(z) =0 (4.25)

de solugoes na representacao de momento u(p) e v(p)[6],[5] Assim,

de Z'ez'p.(x—y)
D =F! = 4.26
) =) = [ g (1.26)
e a funcao geradora sem interacao é escrita através das correntes J = 1 ,
n
Zo[J] = Zy|0] /D¢D¢eifdxdyj(x)D(x—y)J(y) (4.27)

4.2.4 Interacoes Fermionicas

Ao introduzir interacoes na lagrangeana de férmions surge um problema sério
que atrasou por muito tempo a fisica, o problema dos infinitos em uma teoria fisica,
também conhecido como problema da renormaliza¢ao. Como descrito, alguns infini-
tos podem surgir durante o cédlculo de grandezas fisicas ordem a ordem, o que torna
a resolucao do problema perturbativamente inconsistente. Para entender de maneira

intuitiva aonde surge o problema, basta imaginar o calculo de uma grandeza fisica F’

21Um detalhe importante é que as derivadas anticomutam com as varidveis, On, (Mmn2) = =110y, M2,
isso quer dizer que pode-se definir dois tipos de derivadas, as derivadas a direita, e as derivadas a
esquerda. O primeiro caso é a mais utilizada e serd padronizado 0 = Jr, a derivada a esquerda
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qualquer, em termos de alguma constante de acoplamento da teoria, A. Tal expansao

se d4 através de graficos de Feynman que representam integrais sobre momentos,
F=g9 4 xgW 4+ 223 4 (4.28)

Se em algum momento da expansio os fatores g™ possuirem valor infinito, devido
a sua forma funcional g™ = [ dp;dps...g™ (p), tal expansio, a principio, nio é
mais jusificada tornando o resultado inconsistente. Entretanto, através do processo
de renormalizacao, que sera descrito posteriormente, é possivel absorver tal infinito
na constante de acoplamento A de forma sistematica, tornando a expansao nova-
mente consistete. Entretanto, caso a constante A possua, nas unidades naturais,
[A] <0, entdo a forma funcional de g™ precisa necessariamente aumentar o grau de
divergéncia, pois a cada passo havera mais e mais integrais de momento para com-
pensar a unidade da constante de acoplamento, nesse caso, a cada ordem de expansao
o proximo termo serda mais e mais divergente e o processo de renormalizacao falha,
pois a correcao de infinitos precisa ser realizada a cada ordem. Nao ha motivos para
imaginar que a natureza seja constituida apenas de teorias renormalizaveis, ainda
mais pois a renormalizagao é um processo intrinseco da forma de atacar o problema
perturbativamente. No entanto, a imposicao de renormalizabilidade da teoria trouxe
bons resultados experimentais.

Dessa forma, acoplamentos como @’y“w&%w ou (1¢)? nao podem ser considerados,
jé& que em unidades naturais, [£] = 4, e entdo, [¢)] = [¢)] = 3/2 e tais interacdes re-
querem constantes de acoplamento com [A\] = —2 que nao sao renormalizéveis. Ainda
nesse principio, a interacao A¢?* é a tinica renormalizavel possivel de ser feita apenas
com campos escalares em 4 dimensoes. A ultima possivel interagao que pode ser
realizada de forma renormalizavel utilizando apenas campos escalares e fermionicos
é a chamada Interacdo de Yukawa, ¢pyn) que tem particular importancia no processo

de geracao de massa para férmions do modelo padrao.

4.2.4.1 Campos de Gauge

O terceiro e ultimo passo necessario para a construcao da lagrangeana do mo-
delo padrao e suas extensoes é acrescentar os campos vetoriais. Eles surgem de forma
quase automatica ao impor a invariancia da teoria perante Transformagoes de Gauge.
Os campos escalares e espinoriais sao descritos na teoria sempre por lagrangeanas

invariantes por transformagoes da forma ¢/, = €"“¢, onde a é um ntmero real. Isso



37

porque os termos da lagrangeana sempre aparece na forma Maﬁgbfxgbﬁ”. Isso significa
que os campos sao determinados a menos de uma termo de fase que representa uma
rotacao nas simetrias internas do problema. Em especial, se houverem varios campos
e for permitido uma transformacao entre tais grupos a lagrangeana ainda ¢é invari-
ante por transformacoes desse tipo, ¢/, = ei“ATAgb, nesse caso, T4 sdo chamadas de
matrizes geradoras da transformacao e atuam nos campos ¢, de maneira a mistura-
los. Entretanto como os campos possuem uma dependéncia nas variaveis espaciais,
uma transformagcao de fase desse tipo significa rotacionar o espaco inteiro ao mesmo
tempo, o que parece contradizer a invariancia de Lorentz. Essa interpretacao leva
a impor que a lagrangeana do sistema seja invariante por transformagoes de gauge
locais, a = a(x). No entanto o termo cinético ¢,0,¢, deixa de ser invariante por tais
transformacoes. Isso sugere a existéncia de algum termo extra que compense tal pro-
blema. Assim, define-se a derivada covariante D,, de tal forma que as transformagoes

de gauge sejam invariantes,

D¢, = Do (4.29)

e D, = 0, +1ieA,, onde A, é algum campo vetorial no qual se transforma de tal
maneira a manter a Eq.(4.29) verdadeira. Para o caso de transformacoes da forma
e®) isso significa que,

A (2) = Au(x) + - 0ya(a) (4.30)

i

E isso imp&e uma interagdo da forma e?¢!¢ A, A* para os campos escalares e e A, 1)y#1)
para os femionicos. Com a introdugao de uma interagdo para um campo AH(x) é
necessario introduzir uma parte cinética correspondente. Para isso é necessario que
tal parte cinética seja ainda invariante de gauge, a Eq.(4.29) expoe a forma de trans-
formagao de gauge, como e *D’e'* = D, objetos da forma D, D, se transformam de

maneira covariante. Em especial, como 9,0, = 0,0, o objeto,
F. =[D,, D) =0,A, —0,A, (4.31)
¢ o candidato ideal para o termo cinético lagrangeano. Tal objeto se comporta de

forma tensorial e, portanto, na lagrangeana deve aparecer como,

1
La=—FuwF" (4.32)

22Note que o termo de Yukawa ndo é invariante de Gauge nessa prescricao nao formalizada.
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sua lagrangeana ¢ identica a do campo eletromagnético classico o que leva a associar
o campo A, com o campo eletromagnético. Através dessa construcao a extensao para
diversos campos é imediata: Dado um grupo de simetria interno cujas transformacoes
sao geradas por [TA, T B} = fé“BT C para criar uma lagrangeana invariante perante
esse grupo, troca-se as derivadas normais pela derivada covariante Dy, = 670, +
ig(TA),‘ij onde Wl’f sao campos vetoriais de gauge sob a acao de transformagoes

de gauge U(a) = eiaT" se transformam €como,
WA = Wi+ 20,a" + f&PapWf (4.33)

a parte cinética deve ser um escalar,

1 v 1 A v
L= —ZTT’ {F,F"} = —ZFWFX (4.34)
onde F,, = [D,,D,] = 9,W, — o,W, —ig[W,,W,]. O dltimo termo do tensor
F,, expoe explicitamente o cardter nao abeliano das teorias de gauge formada por
campos de gauge que nao comutam entre si, e por isso sao comumente chamadas de

teorias de gauge nao-abelianas.

4.2.4.2 Quantizacao dos Campos de Gauge

Diferente de como é construida a lagrangeana dos campos fermionicos e esca-
lares na lagrangeana de gauge nao abeliana ja surge com dois termos de interacao
da forma ¢*9, W, [W,,W,] e ~ WHW"W,W,. Para quantizé-la é necessdrio separar
a quantidade cinética, (0,4, — 9,A4,,)* que é solivel. Primeiramente reescreendo-a

como,

1
Leina = §A“ (g"9° — 9"0") A, + termos de superficie (4.35)

Os termos de superficie resultam em zero para campos evanescentes no infinito. O
préximo passo para a quantizacao é definir correntes J,(z) que irao acoplar em A* no
funcional gerador Z[J] e inverter o funcional, % [ dy (g"0* — 8"9”) que nado possui
inversa. O problema existe justamente por causa da liberdade de gauge da teoria que
tornam a solugao de encontrar a inversa nao-tnica e assim uma maneira consistente
de inverter o funcional em Z[J] precisa levar em conta essa simetria. O método criado
por Faddeev e Popov foi notar que um truque de integracao permitia reescrever o
lagrangeano de forma a tornar a parte cinética inversivel. Para tanto, é necessario

tomar uma condicgdo de gauge na forma F4[W,] = C4(z) e reescrevé-la na forma
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funcional,

AW, = / DUS[FAW] — C4(x)] (4.36)

onde §[F] = [T, 40 (F4[W,]) é o funcional delta de Dirac e W* sao os possiveis
campos W relacionados por transformacoes de gauge U. Como o elemento DU é
invariante de gauge, A[W,] também o ¢, e é possivel reescrever o gerador funcional

de uma maneira interessante?,

Z[J] :/DWMA[WM]/DU(S[FA[Wg] —CA({]j)]eiS:

/ DU / DW, AW, JS[FAIWY] — A (2)]e's (4.37)

Fazendo uma transformagao de gauge que leve A7 — A, e notando que DAY = DA,

Z[J] = / DU ( / DW, AW, JS[FAW,] — CA(;U)]@@'S) -

(cte) / DW, AW, J§[FAW,] — C*(z)]e" =

2 —i

(cte)eze | &(CH@)? g3t [ du(@2(@))? / DW, AW, JS[FAW,] — CA(x))e’s  (4.38)

ou seja,
Z[J] = N / DW, A[W,]e!(5*3c (i Wa))?) (4.39)

Com isso o termo (FA4[W,])? somado ao termo cinético permite que o funcional seja
invertido. Para completar a quantizacao é necessario obter uma forma para o termo
A[A,] que possa ser utilizado para o calculo. O funcional delta de Dirac é semelhante

a fungao de Dirac onde,

d(w — w;
s(r(w) = Yo =) (1.40)
i ‘ dw
onde w; sdo os zeros da funcdo f. Ou seja, escrevendo A[A,] = det { ‘;—5‘ F:O} =
det{ M}, obtém-se,
A[AJATA] = /DU (4.41)
e assim, ignorando as constantes,
Z[J) = / DWudet{é—F }ei(SJr;C [ de(PAWL)?) (4.42)
da | p_y

Bpois A[W, AW, ] =1
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por fim é possivel de Eq.(4.23),
Z1J) = / DW, DD {5+ 3 | (W= Ma’) (4.43)

onde agora 7 sao campos fermionicos que aparecem na teoria apenas dependente
do gauge escolhido. Tais campos sao chamados de Campos Fantismas e nao sao
observaveis poi sempre aparecem no propagador e nao como particulas reais, além
disso, seu termo cinético é definido pela matriz M e pode gerar equagoes de movi-
mento diferentes. Existe ainda a possibilidade de encontrar algum gauge onde os
campos fantasmas nao se acoplam diretamente com nenhum campo observavel e as-
sim podem ser retirados da lagrangeana de forma que se tornam irrelevantes para a
teoria, como é o caso dos campos abelianos A,, onde para F'[A,] = 0*A,, e apenas a

corre¢ao da lagrangeana no termo (9" A,)? é relevante.

4.2.4.3 Regras de Feynman da QED

Com isso é possivel escrever as regras de Feynman da Eletrodinamica Quantica
(QED), no gauge de Lorentz, F[A,] = 0*A,. A QED consiste de um férmion (por
exemplo o elétron) massivo, acoplado ao campo eletromagnético A, chamado de
foton, através de sua carga, pela constante de acoplamento e, ou seja, a lagrangeana

total do sistema, ja com as correcoes do método de Faddeev-Popov é,
_ 1 , _
ACQED - Qﬁ(l(? - m)¢ - ZF/J,VFM - 6¢A¢ (444)

os propagadores associados sao

q

AVAVAVAVAV.

— D) — —ig.(x—y) (1\2 _90*2[J] — g
= D# (Q) - fdme @) (?) 0JuxdJu(y) | j_q - ?1_2
p
- —ip.(x— 2 622[J] 5 %
= D(p) = [ dze==) (1) TSR || = 54

o vértice fundamental,



(% =i [daLin (%ﬁm) ‘J:O Zo[J] = ey*

e as fungoes externas[13],

w‘(p)

Jl(p) _

AVAVAVAV ViR

Figura 4.1: Funcgoes da QED.
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Capitulo 5

Renormalizagao

Aqui sera apresentada uma revisao tedrica sobre os conceitos basicos envolvidos na
estruturacao, motivacao e interpretacao fisica da abordagem das equagoes do grupod

e renormalizagao sobre a evolugao das constantes da teoria.

5.1 Introducao a Renormalizacao

O tratamento de problemas que envolvem o conceito de campos quanticos en-
volve a resolucao de equacgoes que, em sua maioria, nao possui uma solugao analitica
e, com isso, é necessario uma analise perturbativa do problema.

Em geral, sabe-se o Hamiltoniano de dois tipos de particulas, Hy e Hs, cuja

solugao ja é conhecida:

Hial, |0) = E(a)al, 0), (5.1)

e tem por objetivo estudar as consequéncias de uma interagao ou um termo adicional

no Hamiltoniano,

H=H,+ Hy+ H o, (5.2)

que possui, agora, um estado de vécuo diferente, por suposigao, nao degenerado, |2).

A analise é feita utilizando-se do Teorema de Gell-Mann—Low, que permite
relacionar o estado de vacuo da teoria sem a interagao com a teoria com interagao de
forma que seja possivel fazer uma expansao da exponencial em termos do operador
H;, que pode ser representada pelos diagramas e regras Feynman. Ao efetuar o
célculo de tais diagramas (ou de alguma ordem da expansio), encontra-se integrais
divergentes que parecem tornar o calculo inconsistente. O processo de renormalizacao
surgiu para ’curar’ tais divergéncias de forma sistemaética, a cada ordem do calculo
perturbativo e é feito a partir de trés passos, primeiro regulariza-se as integrais
divergentes, ou seja, modifica a teoria de tal forma que ela se torne dependente de
um parametro finito e se torne finita em todas as ordens de perturbagao, o parametro
deve ser introduzido de tal forma que, ao final do calculo, um limite sobre o parametro

pode ser tomado para tornar a teoria de volta a original.
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O segundo passo, o mais crucial, é perceber que as particulas da teoria sem
interacao nao sao as mesmas que as particulas interagentes, ou seja, os parametros,
tais como massa e carga, normalizagao da funcao de onda, devem ser expressos com
os parametros da teoria interagente e nao da teoria livre. Esse reconhecimento é
exatamente a renormalizacao, e consiste em relacionar as propriedades da teoria
livre para a teoria interagente.

O ultimo passo consiste em tomar o limite, agora controlado, e voltar para
a teoria original, interagente. Essa forma é consistente, pois as relagoes entre os
parametros nao-renormalizadas e renormalizadas sao totalmente nao-observéaveis e

essa relacao possibilita gerar resultados finitos e que concordam experimentalmente.

5.1.1 Renormalizacao na Eletrodinamica Quantica (QED)

Um exemplo importante onde é possivel analisar aonde surge o problema das
divergéncias e como é possivel elimina-las de forma sistematica é o problema encon-

trado na QED.

Figura 5.1: Grafico de Feynman da QED

A teoria consiste em um Hamiltoniano de férmions de Dirac em quatro di-
mensoes, D = 4, livres (¢), com espectro de energia da forma F(p) = \/m,
onde my é interpretado como a massa da particula, e bésons (A*) sem massa, com
espectro de energia da forma E(E) = ]l;], uw=0,1,2,3. A interagao é feita através

de um hamiltoniano da forma:

H; = egy"yp Ay, (5.3)

Tal interagao gera um diagrama representado na figura 5.1 e que descreve o fator de
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vértice —egy*. O propagador do féton, cuja equacao, no espaco de momentos é:

D" (k) = ——. (5.4)

A partir do grafico de vértice da figura 5.1, é possivel construir correcoes de
segunda ordem ao propagador do foton e que é diagramada em primeira ordem na
figura 5.2. Tal correcao, chamada auto-energia do foton é escrita matematicamente

na forma[l1],

—g" —9" 11 Z g2Ag?) (5.5)
k2 + i€ k2 + i€ Yo k2 + i€ '
Onde,
. —1 Triy"(p + F + mo)y" (p + mo)]
A2 = 4 .
i A0 = oo [ v )

Tal integral é quadraticamente divergente, para ver isso basta notar que o numerador
vai com ~ p® enquanto o denominador vai com ~ p?, assim, como os limites de
integracao sao por todo o espaco de momento, a integral diverge.

Essa aparente inconsisténcia da segunda ordem de perturbacao ser infinita,
enquanto deveria ser menor que o termo principal, é a motivacao para a criacao do

método de renormalizagao.

p-k

Figura 5.2: correcoes ao grafico da fig.5.1 em ordem quadratica

O primeiro passo para retirar a divergéncia é usar algum método de regula-
rizagdo. O método mais intuitivo é limitar a integral da Eq.(5.6), para |p| < A.
Assim, para recuperar a teoria original, basta fazer A — oo no fim do célculo (Esse
método, denominado de método de Pauli-Villars, apesar de bastante intuitivo quebra
a invariancia de Gauge e atribui uma massa para o féton enquanto o limite nao for
feito. Existem outros métodos que evitam esse problema, tais como a regularizacao
dimensional). Seja entao A(k?) uma quantidade que depende de um parametro A,

de tal forma que nao seja mais divergente. Para manter a massa do foton livre ainda
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nula no limite k% ~ 0, A(k?) — 0 e assim,
A(k?) = K*A'(0) + E*TI(K?), (5.7)

onde,

2
A(0) = S8,

Toda a divergéncia da fungao A(k?) é direcionada para a sua primeira derivada. A
funcao I1(k?), precisa ser a mesma para qualquer método de regularizagao e precisa ser

finita e bem comportada ao tomar o limite para retornar a teoria original. Inserindo

a Eq.(5.7) na Eq.(A.17),

_g/»“/ 9 _g,ull ) 5 1) gl“/ .y ,
k2 + Z'Eeo - k2 + iEeO[l - eOA (O)] + ]{,‘2——|—Z€60H(k ) (58)

O primeiro termo do lado direito da Eq.(5.8) é, justamente, o lado esquerdo, multi-
plicado por uma constante, [1 — e2A’(0)], que se tornara infinita no limite A — oo.
Aqui, surge o ponto crucial: o parametro ey é o parametro da teoria livre, que cujo
objetivo é relacionar com o parametro de uma teoria interagente. Essa tentativa gera
divergéncias que precisam ser re-interpretadas, a carga observada estd relacionada

com a carga de um elétron livre, da forma
e? =eg[l —eg A'(0)]. (5.9)

Essa equagao é uma reinterpretacao da carga observavel do elétron, e é o equivalente
a imaginar que ao construir a hamiltoniana do sistema, utilizamos o parametro de
forma erronea (a hamiltoniana real, é aquela com a carga renormalizada). Embora
o cdlculo para a Eq.(5.9) tenha sido feito apenas em primeira ordem, ele pode ser
incorporado em todas as ordens de grandeza, eliminando quaisquer divergéncias que

aparecam para esse tipo grifico em cada ordem?!. Invertendo a Eq.(5.9)

eo = e[l + O(e?)], (5.10)

24Para teorias nao-renormalizdveis, o ntimero de gréficos divergentes é infinito, a cada ordem de
grandeza podem aparecer mais graficos, diferentes dos anteriores, o que torna o método inviavel
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e inserindo na Eq.(5.8),

—e2 g

—9” ea — 9" e’ + g~ e'TI(k?) + O(e®) =
k? + e2T1(k?) + ie

k244 0 k2 + e k2 + ie

(5.11)
para e << 1. Obtendo uma nova forma para o propagador.

5.1.2 Teorias Renormalizaveis
Para propor uma lagrangeana consistente com o método de quantizacao apre-
sentado é necessario entender quais interagoes sao possiveis de inclusao sem que
o principio de renormalizacao seja quebrado. De maneira geral, o grau de di-
vergéncia esta ligado as possiveis correcoes do propagador da teoria, que ird cons-
tituir todas as interacoes internas possiveis. Tal termo é calculado a partir dos
graficos de Feynman irredutiveis de uma particula, dados pela expansao da fungao W,
E Bp \Er -+
(l) f §°f W

i 0Ja(x)

poténcia de momentos a serem integrados no numerador menos a poténcia de momen-

. O grau de divergéncia dgivergencia de tal funcao é dado pela

tos no denominador. Em geral se d > 0 a interacao diverge para p — co. A integral

tem fator dgivergencia (/ d”p) = D. Para calcular di = daivergencia ((%)2 #ﬁfﬁ(y) J—O)

w = [nZz, sao necessarios conhecer trés nimeros relativos a ordem de perturbacao,

Iy =nimero de linhas internas do tipo f
FE; = numero de linhas externas do tipo f

N; = ntimero de vértices de interacao do tipo i.

como o grau de divergéncia de cada propagador é da ordem 2(sy—1), onde sy é o spin
da particula f?° e assim a contribuicao dos propagadores para o grau de divergéncia é
>_p2I(sy—1). Aforma da interagao dd um fator », N;d; onde d; é o niimero de de-
rivadas atuando na interacao 7. O nimero de momento independente dentro de cada
ordem de expansao é dado pelo ntimero de linhas internas, entretanto cada vértice
impoe uma condi¢ao nos momentos internos a menos da conservagao de momento
total da interacao, portanto a contribuicao é da forma D [Zf Iy —> . N+ 1], cuja

soma dos fatores resulta em,

d=> If(2s;+2)+ > Ni(di—D)+D (5.12)
f i

25Isso se aplica para campos massivos, no caso de spin-1 ndo massivos s r=0
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entretanto as linhas externas e as linhas internas estao associadas ao nimero n;; de

campos do tipo f em cada interacdo ¢ na forma 21y + E; = > . N;n,s, ou seja,

d=D—=> Ef(sp+1) =Y NA,; (5.13)
f i

onde

Ai=D—di—> ni(sp+1) (5.14)
f

Como A, esta diretamente associado a ordem de interacao calculada ) 5, N;, se A; > 0
em algum momento do calculo perturbativo D < 0 e a integral é convergente para
os momentos internos. Isso significa que em um dado momento a renormalizacao
pode ser truncada. Caso contrario, infinitos graficos divergentes aparecerao e a cada
ordem a renormalizagao precisa ser refeita. Se A; = 0 a renormalizacao depende do
tipo de particula e da dimensao espacial. O parametro A; define, portanto, se dada

interagao é ou nao renormalizavel.

5.1.3 Renormalizacao da Terias de Gauge e do Acoplamento de Yukawa

O Modelo Padrao da teoria de particulas e suas extensoes sao criadas a partir
das teorias de Gauge e o acoplamento de Yukawa e sua ronormalizabilidade deve ser
apresentada. Na tabela (5.1), como é possivel notar, todas as interagbes possuem

A; = 0 para D = 4 e o grau de divergencia é dado pelas linhas externas. Em especial

B

Interacao A, A;(D
AoV 4 —
govyp

g2gz52AMA“

A A AR AY

A, ARG, AV

g A

Tabela 5.1: Grau da Renormalizagao da teoria, com férmions v, escalares
¢ e bosons de Gauge A,,.

N

|
R e |2

whlsisiSISEES
|
([enlll Nenl Nenl Nenl Nas)

estd a QED. Como sy = 0,1/2 para os campos A, e 1 respectivamente, os gréaficos
de Feynman divergentes sao aqueles onde d > 0. Para D = 4 isso acontece quando

ha,

1 Duas linhas externas de Fétons d = 2, auto-interagao do féton fig.5.3
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2 Duas linhas externas de Férmions d = 1 auto-interacao do elétron fig.5.3

3 Duas linhas externas de Férmions d = 0 correcao de vértice fig.5.3

Figura 5.3: Diagramas divergentes da QED, em ordem: Auto-interacao
do féton, Auto-interacao do elétron e Corregao de Vértice.

5.1.4 Equagoes do Grupo de Renormalizagao

O processo de renormalizacao através das equagoes do grupo de renormalizagao
utiliza-se das consideracoes citadas e da propriedade de invariancia das constantes
fisicas perante a escala. O principio surge no fato de que as constantes da lagran-
geana nua (sem a renormalizagao), que serao denotadas com um sub-indice B, nao
podem depender da escala tratada no problema. Em contrapartida, o processo de
regularizagao (dimensional) impoe uma escala natural no problema fazendo com que
as constantes observadas experimentalmente dependam da escala, isso somado com
o teorema de Fuler para fungoes homogénias implica em uma equacao diferencial
que relaciona a escala de energia do problema e o valor das ’constantes’ que, por

possuirem tal caracteristica dinamica, sao chamadas de running coupling constants.

5.1.4.1 Renormalizacao da QED

Para ilustrar o método do grupo de renormalizacao o estudo inicia-se através
da renormalizacao da QED, que como mostrado possui tres gréaficos divergentes. O
primeiro passo para a renormalizacao é a identificacao de tais graficos e a utilizacao de
algum processo de rengularizacao para que as divergéncias sejam momentaneamente

controladas, o método de regularizacao aqui utilizado ¢ a regularizacao dimensional
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que substitui a dimensdo D da teoria por uma dimensao D’ de tal forma que é
possivel escrever as equacoes e propagadores em funcao do parametro D — D' = ¢
que ao final é tomado como zero nos termos finitos. Na QED os trés graficos a serem
analisddos estao apresentados na fig.5.3 e cada grafico contribui para uma equacao

na forma,

Figura 5.4: equagao de correcao do propagador em primeira ordem

A regularizacao dimensional requer que a constante de acoplamento da teoria
ep = eg seja substituida por um fator que depende de uma escala qualquer u, de

forma que sua dimensdo permaneca a mesma ey — egu’ P/?

= eouc. Com isso o
calculo das correcoes dos fatores sao dadas por quatro parametros infinitos 2y, Zs,

Z3 e m’ e trés fungdes finitas, I1(q), X(p) e I'(p),

—iZ5 g
DHY q) = 3
@ = e
—iz;t
D(p) = 2
ATy
2
e
A= TH = (1 — Z))y" — 167T()2mp“ (5.15)

As formas das fungoes I1(¢q), X(p) nao sao relevantes para o processo de renorma-
lizacao, embora elas precisem ser calculadas ao analisar quantidades fisicas em al-

guma ordem de perturbagao. O calculo se encontra no apéndice A e obtém-se,

2

me
Zy=1-
! ’m2e
2
e
Zy=1—
2 8m2e
2
e
Zy=1—
3 1272¢
m' =m+dm=m+ o (5.16)
N N 1672¢ '

note que Z;, m’ — oo quando € — 0 e é por essa razao que os infinitos aparecem na
teoria. A forma que tais correcoes aparecem na teoria sao cruciais, em primeiro lugar
a massa do foton em seu propagador continua sendo zero, o que é uma consequéncia

garantida pela invariancia de Gauge. O segundo ponto aparece ao perceber que
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todas essas corregoes sao correcoes causadas por termos equivalentes aos termos jd

existentes na lagrangeana, ou seja, os termos Z; sao gerados por

Fu — Z3F,,,
VPV — Zopi)
601/7/41/1 — 602115441#

map — Smap (5.17)

assim, a proposta se torna a modificacao da lagrangeana para uma nova lagrangeana,

L — L+ L, onde
_ _ A _
Lo = i 2oy — Smapnh — Z?’FWF‘”’ — Zyeop* PP Ay (5.18)

com isso, renomeando os campos ¥, = /2y, A, =/ Z3A,, m, = (m + om)Zy*t e
em especial,

e, = lenggl/z/f’D/Qeo = Z;l/Qeo/f (5.19)

e utilizando-se dos propagadores e funcoes de vértices corrigidas, nao ha necessidade
de incluir os graficos divergentes e qualquer grandeza fisica se torna automaticamente
finita em qualquer ordem de interagao que a correcao na lagrangeana for feita. Esse

¢é o processo de renormalizacao.

5.1.4.2 Renormalizacao Através de Contra termos

Com isso é possivel descrever o método de renormalizacao de forma pratica,
1 Calcule a divergeéncia da teoria através da fungao d.
2 Encontre os graficos infinitos.

3 Utilize algum método de regularizacao para evidenciar a parte infinita dos

graficos.

4 Reescreva a lagrangeana como £ = Ly + L, onde Ly é a lagrangeana inicial
e L. é a lagrangeana de contra-termos, escrita com os termos necessarios para

cancelar a divergéncia.

5 No célculo dos graficos de Feynman utilize os novos propagadores e nao utilize

os graficos divergéntes na durante a perturbacao.
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6 Reinterprete as novas constantes como constantes renormalizaveis que depen-

dem da escala de energia através das equacoes do grupo de renormalizacao.

O dultimo passo é necessario pois o valor das constantes renormalizadas varia com a
escala, efeito causado pela imposicao das constantes da teoria nao mudarem. Isso
significa que em algumas teorias, como a cromodinamica quantica (QQCD), pode acon-
tecer de a constante de acoplamento deixar de ter um valor << 1 e a teoria de per-
turbacao se tornar inconsistente. Com esses passos € possivel eliminar os infinitos
intrinsecos da teoria e com isso calcular grandezas fisicas de forma sistematica e efi-
ciente, assim uma teoria renormalizavel é aquela que permite tal processo e isso quer
dizer que apenas a contagem da divergéncia nao é o suficiente para dizer se uma
teoria é ou ndo renormalizavel, trés fatores devem ser considerados: (1) Existem
constantes o suficiente que possam ser renormalizadas para absorver os infinitos. (2)
A lagrangeana de contra-termos deve ter a mesma estrutura que a lagrangeana ini-
cial, caso contrario novas corregoes precisarao ser feitas e o processo se torna infinito
(3) Por fim, se a teoria possui quebra expontanea de simetria, a renormalizabilidade

ainda precisa ser provada.

5.1.4.3 Equacoes do Grupo de Renormalizagao

O préximo passo consiste em entender o que acontece com as constantes de
acoplamento com a mudanca na escala de energia. Como durante o processo a in-
troducao de uma escala p é necessaria para compensar a mudanca de dimensoes, a
equacao que define a constante de acoplamento e, (renormalizada) se torna depen-
dente do parametro p. No entanto a constante ey ¢ um parametro fixo da lagrangeana
e nao pode depender de tal escala. Isso quer dizer que para compensar essa depen-
dencia explicita em p a constante obecede e, = e,.(u). Para encontrar a dependencia

na escala de energia faz-se uso do teorema de Euler para fung¢oes homogénias,

Definicao : Uma funcao f: R™ — R é dita homogénia de grau p se,

ftay, teg, ... tay,) = f(x1, To, ..., Ty) VteR (5.20)

Teorema de Euler: Seja f : R" — R uma funcao homogénia de grau p,
entao,

xiaif(xla'r% 7'-7;71) = pf(wla T2y ny .’L’n) (521)
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De fato, como f(txy,txs,....,tx,) =t f(x1, 22, ..., Ty),

d
%f(ti’l,tﬁg, cotrn) = 20, f(try, tag, .. tay) = ptP~ f (21, 20, ..., 2) (5.22)

como vale para qualquer t € R, é verdade para t = 1 e, portanto, a Eq.(5.21) estd
provada.

Dessa forma, dada uma funcao I', = I',(p;, ¢;, p#) uma fungao que descreve al-
guma quantidade fisica e que depende dos momentos p; da reacao e as possiveis
constantes de acoplamento g; e a escala de renormalizacao i e que possui dimensio-
nalidade D e esta relacionado com a sua quantidade nao renormalizada através das
funcoes Z;,

I'= f(Z)T'(p) (5.23)

assim,

d
U@F = [10uf(Zi) + p0y + 11(9,gr) 0y, | 'y = 0 (5.24)

define-se entao as funcoes beta das constantes da teoria,

p0ugi = lim 5y, (g, 1) (5.25)

e assim, sabendo a forma da funcao beta de cada constante é possivel calcular a
forma que as fungoes I',., pois como a funcao I, tem dimensionalidade D e é formada
pelas variaveis g,;, pr; € pt que tem a mesma dimensionalidade, irao aparecer sempre
como polindmios de mesma ordem e isso significa que I', é uma funcao homogénia

de ordem D. Dai, ao aplicar uma mudanca de escala, p — tp, ¢; — tg; e p — tu,
[t0, + 90y, + 10, — D]T' =0 (5.26)
onde os indices r foram omitidos. Usando Eq.(5.26) em Eq.(5.24),
[ty + (Bi — 1)0y, + D]T'(tp, gi, 1) = 0 (5.27)

Em especial, na QED, derivando a Eq.(5.19) resulta em,
3

. = >0
2 1272

(5.28)
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o que significa que a carga e varia com a escala na forma,

2(MO)

e
o2
1-— éig)l”(ﬂ/ﬂo)

62:

(5.29)

que tem a forma,

0.028F
0.026: :

0018 —
10 20 30 40 50 60 70
12

Mz?2

log

Figura 5.5: Running da constante de acoplamento eletromagnética

O ponto interessante acontece em teorias nao-abelianas que em alguns casos

permite 5 < 0 e isso faz com que a equacgao mude para,

2 92(,“0)

~ 1+ bgPln(p/po) (>:30)

g

que possui um comportamento g2 — 0 quando j — 0o que é conhecido como liber-
dade assintdtica, aonde a constante de acoplamento tende a zero e a interacao é nula

nessa escala, como é possivel ver no grafico,

5.2 O Modelo Padrao

Com as cartas em maos, a constru¢ao do Modelo Padrao, em inglés Standard
Model (SM), através de simetrias, que devem ser escolhidas e impostas através de
experimentos, se torna possivel. A lagrangeana do sistema precisa ser invariante
de Lorentz: isso quer dizer que qualquer particula deve pertencer a alguma repre-
sentagao do grupo de Lorentz. Em especial, observacoes mostram que as particulas

elementares até hoje descobertas sao descritas por escalares, espinores e vetores. Em
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Figura 5.6: Running da constante de acoplamento da forcga forte

(1)

especial ainda h& a possibilidade de existencia de tensores de ordem dois na quan-
tizacao da gravidade. O SM possui dois setores de férmions que se distinguem pela
capacidade (ou incapacidade) de interagir via forga forte. Cada setor é constituido
de trés familias que se transformam como uma representacoes do grupo SU(2) e,
para manter a invariancia de gauge, existem trés bdsons vetoriais W} que mediam
as interacoes do grupo, as interagoes fracas. As representacoes do modelo padrao

seguem a notagao left/right, onde os spinores sao definidos como,

1:':’75
2

Yr/R = Y. (5.31)

Onde as particulas do tipo left s@o organizadas em uma representacao de dubleto do
grupo SU(2) e se transformam da forma ¢ = e~ T" ¢, e interagem fracamente e as
particulas do tipo right nao mudam sob transformacoes do grupo e sao singletos de
SU(2). Assim, os férmions, carregados, i = 1,2, 3(e, i, 7), sdo agrupados de forma
que denota-se Fj, [ = 1,2,3, os férmions incapazes de interagir via forca forte, e sao
chamados de léptons. Enquanto os capazes de interagir via forga forte sao chamados
de quarks e denotados como @;, ¢ = 1,2,3. Dado o grupo de representacao, os

férmions podem ser,

By | (5.32)

Vi

Ver (5.33)
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enquanto que os quarks,

Qir = (5.34)

dir,

U;Rr

din (5.35)

Ambas as classes de férmions possuem particulas com carga hipercarga® e
com isso fazem parte também de um grupo abeliano U(1)y cujo campo de gauge é
B*. Por fim, os quarks ainda possuem outro tipo de carga, a carga forte, que é uma
representagao do grupo SU(3) e por consequéncia precisa de oito geradores gy Além
da invariancia de gauge, a interagao entre as particulas devem obedecer o principio de
renormalizacao e, portanto, as interagoes geradas pela mudanga 9, — D,, de forma

que D, seja renormalizdvel e seja invariante de gauge. Isso significa escrever,
D, =0, + gil*W (5.36)

onde W* sao os bdsons de gauge e T* sao as matrizes dadas na representagao do
grupo de gauge. Para o SM, as particulas sao descritas em uma representagao bi-

dimensional do grupo SU(2) através das matrizes de Pauli.

5.2.1 O Problema das Massas

Com as interacoes definidas a partir das simetrias, existe os parametros das
massas no modelo padrao. O experimento proposto por Yang e Lee [16] e reali-
zado por C. S. Wu [17], sugere que deve haver alguma supressao da existéncia das
interagoes fracas do tipo right. Isso significa que as interagoes W* nao podem se
conectar com as particulas right o que, de outra forma, significa D,¢r = 0,¢r.

Entretantos férmions massivos possuem um termo de massa da forma,

m'lzjedje = m("LCR@DeL + @EeLweR) (537)

que nao é invariante de gauge. Para consertar esse problema foi proposto por

Glashow-Weinberg-Salam[19], um modelo de unificagao entre os grupos de interagao

26 A hipercarga apés a quebra de simetria via modelo de Higgs se juntard com os auto-valores de
um dos operadores do grupo SU(2) para formar a carga elétrica
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eletromagnética e fraca através do mecanismo de Nambu-Goldstone[21] e o meca-
nismo de Higgs[22] de quebra expontanea de simetria através da introdugao de uma
particula escalar H que pode ter sido detectada recentemente [22] que, para manter a
invariancia de gauge precisa se conectar de forma invariante aos campos fermionicos,
a escolha do modelo padréao é propor um dubleto de SU(2),
H*

H = o (5.38)
As particulas presentes no modelo padrao e suas caracteristicas podem ser encontra-
das na tabela 5.5 e completam todas as particulas elementares do modelo padrao,

cuja simetria de gauge é dada por?” SU(3)c ® SU(2), @ U(1)y.

5.3 Quebra Espontanea de Simetria

O conceito de quebra espontanea de simetria trouxe consigo a ideia de que
embora um sistema possua uma certa simetria ela pode estar escondida, de forma
que embora suas equagoes sejam simétricas as solucoes nao. Na fisica de particulas
isso acontece ja que em alguns casos o estado de vacuo é degenerado. Para construir
a torre de particulas a partir dos operadores aniquilacao e destruicao ¢ necesséario a
escolha de um estado de vacuo. Quando essa escolha é feita, o resultado é um sistema
que nao é mais simétrico, mas cujas outras solucoes estao ligadas por transformacoes

do grupo de simetria e sao equivalentes.

5.3.1 Quebra de Simetria no Formalismo Lagrangeano

Uma simetria exata implica em duas propriedades,

e Sob uma transformacao do grupo de simetria, 6. = 0, ou, de outra forma, se
0L = 0, para alguma transformacao, existe um grupo de simetria associado a

tal transformagao, de forma que as equacoes de movimento sao invariantes.

e O estado de vacuo (ou estado de menor energia) fica invariante perante a
acao de alguma transformacao de um grupo de geradores (cargas), @;, tal que,
Qi]0) =0,Q; € G

270s indices nos grupos significam, C de tripleto de cores, L de dubleto de isospin e Y de
hipercarga
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E isso implica que [@;, L] = 0, e portanto, os multipletos de particulas precisam
ser degenerados de massa.

Existem dois tipos de quebra de simetria,

A) O primeiro consiste em adicionar a lagrangeana simétrica, Lo, um pedago L,
que nao é invariante completamente ao grupo de simetria GG, referente a lagrangeana

inicial, porém, podendo ser simétrico a algum subgrupo G’ € G. Escrevemos, entao,

L= Lo+cL (5.39)

e assim, @;|0) — 0, quando ¢ — 0.

B) O segundo passo é o mecanismo de quebra espontanea de simetria, nesse
caso, L = 0, mas @; |0) # 0[12]. Esse resultado é uma consequéncia da dinamica: ela
torna o estado de vacuo degenerado e isso acontece por causa da simetria original.
Como o estado de vacuo é degenerado, existe uma inevitdvel escolha de um dos
estados de vdcuo (que podem ser continuamente degenerado), essa escolha mesmo
que arbitraria quebra espontaneamente a simetria.

Como consequéncia dessa quebra, existe o Teorema de Goldstone:

Quando ha uma quebra espontanea de uma simetria continua, é necessario existir

uma particula sem massa de spin zero (Béson de Nambu-Goldstone)

Para compreender como se d& esse processo, é necessario entender o que acon-
tece quando hd uma simetria com relagao a translagao espacia, isto é, [P*, Q] = [L,Q

Nesse caso existem nao apenas uma, mas duas opgoes, e isso é ilustrado pelo

Teorema de Fabri-Picasso[12]: Seja uma lagrangeana L dada, invariante por
alguma simetria continua global interna, cuja corrente conservada J* — 0*.J, = 0,

cuja carga associada é Q = [ J°dz. Entdo, existem duas possibilidades,

(a) @10) =0,Q € G
(b) Q0) 2.

Prova: Considere o elemento (0| J%(x)Q |0) = (0| e*J9(0)e~*"2Q |0). Como

() é uma simetria interna e [L, P,] = 0, [Q, P,] = 0, assim,

(0] 7°(2)Q10) = (0] J°(0)Q [0) (5.40)
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integrando,

/ 02 (0] (2)Q 10) = (0] QQ [0) = / &2 (0] 1(0)Q 0) = V{0 °(0)Q [0) (5.41)

No limite de volume infinito, a segunda parte da equagao é infinito a menos que

Q10) = 0, ou seja, |Q]0)]?> = 0 ou co.

5.3.2 Boson de Goldstone

O resultado anterior traz uma consequéncia fundamental: Na possibilidade
onde @ |0) 3, particulas sem massa, isto é, P°(z)|a) = 0 devem existir. Suponha
que um campo ¢(zx) nao seja invariante pela simetria anterior descrita, (), mas que
d¢'(z) = (@, ¢(x)], de tal forma que o seu valor esperado no vacuo (VEV) seja

diferente de zero:

(0] ¢'(x) |0) # 0 (5.42)

Note que, caso seu VEV seja de fato zero, o que acontece é a possibilidade (a) do

teorema de Fabri-Picasso. Mas como nao € zero,
0 # (0] ¢/(2) |0) = (0] [@, ¢(x)] [0) = (0] [/ &’z J°(x""), ¢()] |0) =
O [ @@, 000l 603

Como a corrente J* é conservada?®®

3 (0] / & (™), 6(0)] 0) = — / as (0| / B2 T, 50)]]0) =0 (5.44)

Isso mostra que (0] ¢'(z) |0) # 0 é independente de x°, dessa forma, usando uma base

completa de auto-estados ) |n) (n| = oo,

# (0] ¢'(z) /d3wz (0] J°(0) [n2) (n| ¢(0) |0) eP»*—(0] ¢/ (0) [n) (n| J°(0) [0) €]
(5.45)

280 1ltimo passo da equacdo é necessariamente verdade se a simetria for local via campos de
Gauge, caso contrario, existe a possibilidade de que a igualdade nao seja satisfeita.
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agora ¢é possivel realizar a integracao em Z, obtendo,

0% > 8()[(011°(0) |n) (n] ¢'(0) [0) e~ — (0] ¢'(0) [n) (n| J°(0) [0) €™+*] (5.46)

essa expressao é, no entanto, independente de x°, isso significa que todas as contri-
buigoes com p? # 0 irao se anular, mas como tal quantidade nao pode ser igual a
zero, por hipétese, devem existir pelo menos um estado tal que p® = 0 que nao se
anule, mas essa condicao sé pode ser satisfeita para uma particula de massa zero.
Disso segue o teorema de Goldstone.

Teorema de Goldstone: Nas condigbes descritas, dada a existéncia de [Q), P"]
0 onde @ |0) # 0 e de um campo cujo VEV # 0, tal campo possui modos nao mas-

S1V08.

Note que tal consequéncia nao faz alusao ao tipo de operador () e nem ao
tipo de particula ¢. No entanto, se () for um operador conhecido como operador
bosonico (fermidnico), o campo ¢ necessariamente precisa ser bosonico (fermionico)
para satisfazer as condicoes do teorema. A particula sem massa é chamada de Bdson
de Goldstone. Um detalhe importante é a necessidade de que ¢ seja um escalar ou
espinor para que a lagrangeana seja invariante de Lorentz e para que (0] ¢(x)|0) # 0

ao mesmo tempo.

5.3.3 Quebra Espontanea de Simetria no Modelo Padrao

O mecanismo de quebra espontanea de simetria é largamente utilizado no Mo-
delo Padrao, sendo uma de suas pedras fundamentais, ja que bosons vetoriais mas-
sivos violam a tao celebrada simetria de Gauge. A necessidade de bosons massivos
surge de um argumento experimental: A massa de W* e Z° estdao em torno de
90GeV /c? sendo que a simetria de gauge impoe uma massa nula. O que acontece
para que seja possivel essa conciliagao é o chamado mecanismo de Higgs, onde um
béson escalar com estado de vacuo degenerado é adicionado de forma que, ao haver
a quebra espontanea de simetria, tais bdsons possam adquirir massa sem violar a
invariancia de Gauge na lagrangeana inicial. Para ilustrar o processo sera tratado

aqui tal mecanismo mas de forma a evidenciar a geracao de massas para férmions,
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pois esta serd a principal abordagem teérica desse trabalho.

5.4 A Lagrangeana do Modelo Padrao

Com isso, pode-se escrever a lagrangeana do modelo padrao antes da quebra

espontanea de simetria,

ﬁSM = Z lL(iZD—ml)lL+lR(i]?—ml)lR

l=e,u,T,u,c,b
Y g Hl + Your(HY, HDQp + Yidp(HY, HDHQT + Hec.

1 ., 1 , 1 ,
_Z_]; g F;WB — ZTT’{FI%/ Fuyw} — ZTT {Féu Fl“’g}

(D, H)' (D,H) + p*H'H — \(H'H)? (5.47)

com, D,lpr = (0, —iyg1 B, — ig2e, gW,), onde €, = 1,eg = 0 e também,
D,H = (0, — ig1 B, — ig:W,,) H. Os parametros da teoria foram medidos através de
experimentos e sao fornecidos pelo PDG[18] e os gréficos de Feynman na fig.5.7

Por fim, os parametros como a massa do Boson de Higgs, e as constantes da

lagrangeana, sao,

1~ 90GeV
A~ 0.13

e o angulo de mistura de Weinberg,

sin’6,, = 0.2277(16) (5.48)

5.4.1 Unificacao Eletrofraca

O mecanismo de Higgs pode ser utilizado para arrumar dois problemas, a vi-
olagao de CP que é resolvido introduzindo a matriz de Cabbibo-Kobayashi-Maskawa,
que diagonaliza a matriz de massa dos quarks?[23] gerada também pelo mecanismo
de Higgs, bastando tomar a matriz de acoplamento de Yukawa, Y,,, diferentemente

do caso leptonico, nao diagonal na base das familias. O segundo problema a ser

29Um mecanismo parecido mais a frente serd utilizado para explicar a oscilacdo de neutrinos
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Particulas | Geragao (Sabor)/interagao | Representacao Lorentz
(e,ve) e (u,d) 1@ spinores
(e, vy) € (¢, s) 2¢ spinores
(1,v:) e (b,t) 3¢ spinores
glions= g forca forte vetores
UGV forca fraca vetores
A, forga eletromagnética vetor
H quebra de simetria escalar

Tabela 5.2: Notagao das Particulas do SM
Particulas Massas (MeV) Hypercarga Carga

e 548.57990943(23) B B 1
(o) (R ) e v 2 ()
1 931.494061(21) - N 1

<ye) ( ?7>0 Yp=—1Yp=—2 0

( VT ) < 177?652816) ) Y, = 1YVy= 2 ( —01 )

Tabela 5.3: Léptons
MeV) hypercara Carga

(
u 2.4(7) B B B -1/3
( d> 1.8(7) Y, =1/3,Y,, =4/3,Y; =—-2/3 < 2/3 >
5 95(5) B B . -1/3
(c) (1275(25)> Yo =1/3,Y, =4/3,Y,, = -2/3 < 2/3 >
b 4180(30) _ B B -1/3
( t ) < 173500(600) ) Yo =1/3,Y, =4/3, Y, = —2/3 < 2/3 >
Tabela 5.4: Parametros dos quarks, mass renormalization scale (u =
2GeV)
Interagao Acoplamento (u = My) Massas (Gel) carga
7 (eletromagnética) | a = €?/4m = 0.0075072(7) 0 0
Z (fraca) & =1/127.944(14) My = 91.1876(21), Z=0
W*(fraca) a = 1/127.944(14) M. =80.385(15) | W= =+1
g (Forte) as = 0.118(3) 0 0

Tabela 5.5: Parametros adicionais

resolvido é como gerar a massa dos bésons de Gauge sem que a invariancia seja que-

brada. O problema é resolvido ao impor invariancia de gauge para a lagrangeana do

boson de Higgs, H, através da derivada covariante,

O, H — D,H = (9, +igi B, +iggW,) H (5.49)
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Figura 5.7: Interacoes do Modelo Padrao

que gera termos de interacao na lagrangeana da forma,
L;=g¢*H'B,B"H + 2919, H' B,W!"r'H + 2 H'W, x WrH (5.50)

onde 7 sao as matrizes geradoras do grupo SU(2). Ao escolher um estado de

vacuo,H? — H® — £, as interacoes se tornam termos semelhantes a termos de massa,

L;=v*(giB.B" + g;WiW,,) (5.51)

Esses termos podem ser reescritos com uma mudanca de base,

B, = cost,A, + sinb,, 2,
W3 = —sinb, A, + cosb, 2, (5.52)

I

onde 0, é o angulo de mistura fraco e relaciona o quanto o béson A, do eletromagne-
tismo esta relacionado com o béson Z,, da interacao fraca. Para que A, nao possua

massa, como ¢ o caso do féton,

tanf, = 22 (5.53)

an

e a Eq.(5.54) se torna,

L; = 4v’gysin®0,2" 7% =m2Z" 7, (5.54)
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Onde Z = Z° é responsével pela corrente neutra da forca fraca e as correntes carregas,

Wt = Wl\i/%w2. Esse resultado significa que quando ha a quebra espontanea de

simetria a simetria final é dada por SU(3) x SU(2), x U(1), = SU(3) X U(1)em

5.4.2 Geracao de Massa para férmions
A lagrangeana do modelo padrao para a parte fermionica (Fj,lr) pode ser
quebrada em duas partes, L = Lp + L7. A primeira parte, a parte dinamica tem a

forma,
.= T 1 ¥ L ] 1 T
,CD = ZEllDEl + ZlRlDlR + §(D#H) (D“H) + E,u H'H— Zl/\(H H) + H.c. (555)

Aqui, D, é a derivada covariante que depende dos bésons vetoriais W, e B, de

forma que E; seja um dubleto SU(2);, x U(1)y, ou seja, E; = i< , H - o campo
Y
H+

de Higgs - seja também um dubleto escalar, complexo, H = . e Lr é um
H

singleto SU(2)g x U(1)y. Identifica-se o potencial referente ao Higgs,

1 1

\4H):-§ﬁﬂﬂ1+ZMHUn2 (5.56)

Cujo minimo acontece com |H|* = "72 Com isso é possivel ver que existe um conti-

nuo de estados onde o minimo permanece o mesmo, basta fazer uma transformacao
A

-

A ~ . ~
de gauge da forma, H' = e “AH, onde sao as matrizes de representacao de

dubleto de SU(2), que preserva a norma e portanto |H’|> = |H|*> mantém o sistema
no minimo do potencial. Para p # 0, o minimo é diferente de zero e o VEV do
campo H ¢ diferente de zero. Como existe a simetria de gauge na lagrangeana e
tal simetria permanece existindo localmente, entao ha uma quebra espontanea de
simetria prevista pelo teorema de Goldstone.

Para que os férmions ganhem massa a partir dessa quebra de simetria é necessario
existir um acoplamento Higgs-Férmions. Uma forma de fazer isso sem que a simetria

de gauge seja quebrada é através do acoplamento de Yukawa,

L =I1zYH'E + He. (5.57)
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A matriz Y é chamada de matriz de Yukawa e precisa ser entendida como uma matriz
de acoplamento entre os campos de Higgs, e as familias de férmions, assim, abrindo

de forma explicita a Eq. (5.57),
Lr= (V)" (H)(Ip)a(E))jp + H.c. (5.58)

€ é o tensor totalmente antisimétrico, cujos indices correm em 7,7 = +,0 e a, b per-
correm as possiveis familias de férmions, no modelo padrao a,b = e, u, 7 = 1,2, 3.
Como o estado de vacuo do campo de Higgs é degenerado ha a necessidade de esco-

lha de um estado em particular. Embora todos sejam completamente equivalentes,

0 2

a escolha Hygpy = , é conveniente, nesse caso, fazendo H° — H% — “7 o}
2
)

30

potencial V(H) assume a forma?®’,

1 1
V= —§u2]H%|2 + ZA\H%\4 + termos lineares em H + termos de interagao (5.59)

Os termos lineares em H sao absorvidos por uma escolha no Gauge®' dos bésons
W, B, e o escalar H), adquire uma massa diferente de zero e os outros trés escalares
provenientes do teorema de Goldstone sao absorvidos pelos campos de gauge. Com

essa escolha particular o acoplamento de Yukawa gera um termo de massa da forma,

L = 1*IgYl + H.c. + termos de interacio (5.60)

2 . .
Onde 1% = E-. Assim, os leptons carregados [ se tornam massivos e os leptons neutros
v, ficam sem massa. Escolhendo Y = gizdiag[me, my, m,| ficamos com os leptons do

modelo padrao, com as massas usuais e interacoes com os escalares de Higgs.

30Hp significa Re[H].
31Isso significa que nesse estagio a teoria nio é invariante de Gauge, j4 que um gauge particular
foi escolhido, no entanto, sua lagrangeana inicial era.



Capitulo 6

Supersimetria

6.1 Modelo Supersimétrico

O testes experimentais para o modelo padrao sao inumeros, além das con-
firmacoes de previsao, como o béson Z e as massas de W=, o quark ¢, a possivel
descoberta do bdéson de Higgs e o running da carga do elétron. Em especial esta o
momento magnético anomalo do elétron, cujos testes estao na casa de uma parte em

um bilhao[24],

tedrico: a = 1159652182.79(7.71).10~12
experimental: a = 115965218073(28).10~12

e que esta dentro do erro experimental com uma precisao de 12 casas decimais. Tal
precisao gera uma pergunta importante: Porque modificar um modelo que funciona
tao bem? Aqui serao apresentados quatro questoes que o modelo padrao deixa de

fora.

6.1.1 Quantizacao da Gravidade

O método de contagem de poténcias ja torna a gravidade uma quantidade
nao renormalizavel. Esse é um problema central na teoria de campos, pois além do
apelo na unificacao das teorias existentes a gravidade é a forca que rege a cosmologia
e na escala de formacao do universo a energia estava préxima a escala de plank,

5 . ~ . . .
v/ % ~ 10GeV onde a gravidade provavelmente traz correcoes significativas.

6.1.2 O Problema da Hierarquia
O problema da hierarquia surge a partir da existéncia de bésons escalares como

o Higgs, que possuem um potencial da forma,
V(H)=—p*H H + \N(H'H)? (6.1)

cujo valor esperado no vicuo (VEV) é diferente de zero, Hyp # 0. No célculo da

renormalizacao das massas encontra-se,

m(Mgw) = m*(A) + 6m*(A — Mgw) (6.2)

65
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as correcoes de massa provém, dentre outros graficos, de,

[

- — > — > — = A2
8

—3g2
= 5m% 8—92tA2
™

que corre com uma lei de poténcia em A. Como a massa do Higgs é da ordem de
100GeV?2, a partir de uma escala A ~ 47 Mgy ~ 1TeV as correcoes dm comecam
a ser maiores do que a propria massa da particula e é necessario que exista um
ajuste muito fino entre os parametros da teoria para que essa condigao seja satisfeita.
Embora esse ajuste seja possivel de existir, ele ¢ um indicio de que é provavel que
exista alguma fisica além da conhecida. Esse argumento é chamado de argumento
da naturalidade e ja foi utilizado, com bons resultados, na teoria forte em energias

aonde o méson de Yukawa, também de spin zero, 7°

, media as interagoes. A origem
desse problema vem da falta de uma simetria protetora, que s6 nao existe para esse
tipo de particula. Os bdsons vetoriais possuem a simetria de gauge que protegem
ao running de suas massas. Os férmions possuem uma simetria axial que aparece
quando m — 0, isso significa que as corregoes da massa sao proporcionais a massa

om o< m e a escala sé pode entrar de maneira logaritimica,
dmy = mlog \/M (6.3)

e o problema da hierarquia s6 apareceria em uma escala de energia muitas e muitas
ordens de grandeza maior. Isso significa que uma maneira de consertar o problema
do Higgs é criar uma simetria adicional na lagrangeana onde ao colocar my — 0 ela

aparece. Uma maneira de fazer isso é através da supersimetria.

6.1.3 Matéria Escura

Evidéncias comsmoldgicas sugerem que cerca de 25% de toda a energia no uni-
verso estd na forma da chamada Matéria Escura. A matérias faz parte da formacgao
do universo na formacao de estruturas de larga escala e também na nucleosintese,
entretando o modelo padrao nao possui particula que possa explicar os dados expe-
rimentais, a matéria escura deve possuir algumas caracteristicas nao encontradas em

nenhuma particula ja detectada,

32 Argumentos de unitariedade impde uma massa nao maior do que ~ 1TeV
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e Nao possui carga elétrica (Pois assim interagiria com o f6ton tornando-a de-

tectavel)
e Nao possui nimero barionico (Descartado pela nucleosintese)
e Nio interage fortemente (Isétopos Exdticos)
e Estdavel (Existem nas estruturas cosmoldgicas)

A tnica particula que encaixa perfeitamente em tais caracteristicas é o neutrino,
entretanto sua massa M, < 1leV nao permite um desacoplamento no tempo de
formacao de estruturas. Isso quer dizer que o modelo padrao precisa de alguma
extensao que proponha particulas que encaixem em tais caracteristicas. Em especial
os modelos supersimétricos propoem a existéncia de varias particulas, entre elas,
candidatos a matéria escura que interagem fracamente, e podem ser associados aos

Wimps (Weak Interacting Massive Particles).

6.1.4 Oscilagao de Neutrinos

A oscilagdo de neutrinos é um fénomeno intrigante no qual particulas sdo de-
tectadas como se fossem outras particulas: Anti-neutrinos eletronicos produzidos em
reatores nucleares parecem desaparecer em alguns quilometros ao passo que anti-
neutrinos monicos aparecem. A forma de explicar esse efeito é através da oscilagao
de nao-autoestados do Hamiltoniano, ou seja, os sabores de neutrinos (i = e, u, 7)
sao composigoes dos verdadeiros autoestados, (i = 1,2,3). Para isso é necessério

introduzir um termo nao diagonal na lagrangeana,
Em(zss - —mijﬁwj + H.c. (64)

onde m;; é uma matriz nao diagonal conectando os sabores, 7,j = e, 1, 7. Com isso
duas questoes surgem automaticamente: (1) Porque hé esse termo na lagrangeana

(2) Esse termo implica a existéncia de neutrinos de mao direita?

6.2 SuperSimetria

As simetrias sao uma das caracteristicas mais importantes de um sistema fisico
a ser estudado, visto que grande parte da descricao de tal sistema surge naturalmente
das descricoes das solugoes simetricas do problema. De forma ainda mais natural sur-

gem as simetrias na teoria das particulas elementares, sao elas que vao definir que
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tipo de particulas e suas interacoes podem surgir da lagrangeana proposta.

A partir do estudo de tais simetrias é possivel ainda fazer alguams generalizacoes e
impor restrigoes formais em modelos fisicos, tais generalizacoes se mostraram bas-
tante tteis na construcao do SM [6]. A supersimetria ainda tem um cardter especial
pois propoe explicagoes para trés, o problema da hierarquia 6.1.2, Matéria Escura
6.1.3 e Oscilagao de neutrinos 6.1.4, dos quatro pontos apresentados deixando de
fora apenas a gravidade 6.1.1, a unificacao entre a gravidade e as outras forgas fun-
damentais, entretanto a supersimetria ainda permite a utilizacao da teoria de cordas

que pode ser utilizada como unificacao da graviade.

6.2.1 Simetrias Tradicionais

Antes de introduzir o conceito de supersimetria, a simetria utilizada em alguns
modelos mais recentes propostos [25],[27] e [7], a introdugao de duas simetrias funda-
mentais faz-se necessario, a primeira é a Simetria de Lorentz [8], utilizada na descri¢ao
de transformacoes relativisitcas de referenciais inerciais da relatividade restrita. Ex-
perimentalmente tal simetria foi testada e é uma dos pilares da fisica moderna e,
por tanto, qualquer modelo experimental deve ao menos conter tal simetria assinto-
ticamente. A segunda simetria apresentada é a famosa Simetria de Gauge, a raiz do

modelo de interagao eletromagnética aceito atualmente.

6.2.2 Unificando Simetrias

Como as simetrias de Lorentz e de gauge fazem um papel muito importante
para a estrutura da lagrangeana de uma teoria, uma ideia tentadora surgiu, uma
tentativa de generalizar e unificar as duas em uma simetria que possuisse um grupo
localmente isomorfo ao grupo de Poincaré e aos grupos de Lie. Muitas tentativas
nesse caminho foram feitas e resultaram em alguns teoremas 'no-go’, sendo um dos
mais importantes apresentado por S. Coleman e J. Mandula[26], o qual foi mostrado
que qualquer tentativa de criar um grupo nesse contexto, baseado em algebra de Lie
usuais acabava tendo consequéncias nao-fisicas: (1) Massas continuas proximas de
zero, (2) Matriz, S, de espalhamento trivial (3) infinitos estados com mesma massa.
A ideia tentadora foi quase descartada pela aparente impossibilidade de unificacao,
até que os cientistas R. Haag, J. T. Lopuszanski e M. Sohnius[7] mostraram que

tal unificacao é possivel através da utilizagdo de superalgebras de Lie, aonde nao
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somente regras de comutagao, mas também de anticomutacao entravam em jogo.

6.2.3 O Grupo Supersimétrico
O grupo supersimétrico surge naturalmente como uma generalizacao do grupo
de Poincaré. A transformacao induzida devido a transformacées de um certo grupo,

cujos geradores sao t 4, atuam na forma
6iaAQA¢me—iOtBQB — (e_mAtA)ml¢l (65)

onde (4 sao os geradores das transformacoes e a4 sao parametros que definem a
transformacao. Através dessa equacao, os geradores e suas representagoes matriciais
t4 seguem regras de comutagao da forma [Q4, @] = ifapcQc. No entanto, genera-
lizando os parametros «, de forma a englobar nao s6 niimeros reais para parametros
que podem ser também varidaveis Grassmanianas definidas a partir da regra de anti-
comutacao,

{a,a} =0, (6.6)

e as regras de comutagao dos operadores @ 4 se tornam de forma anélogas, {Q4, Qp} =
1fapcQc. Assim, agora o grupo se extende de uma forma natural com geradores P,
que obedecem regras de comutagao, e geradores () 4 que obedecem regras de antico-

mutacao que sao chamados de operadores espinoriais.

6.2.3.1 Uma Abordagem Intuitiva

Antes de descrever a algebra supersimétrica de uma maneira formal, é interes-
sante analisd-la de uma maneira mais intuitiva e uma abordagem um pouco mais
fisica.
A grande motivacao tedrica na utilizacao de supersimetria é a possibilidade de
uma transformacao linear que conecte escalares, espinores e vetores. Assume-se a
existéncia de um campo escalar A, um campo espinorial y, e outros campos bosonicos
que mais a frente se mostrarao necessarios.
Como a ideia é a existéncia de uma simetria que conecte particulas de spin diferentes,

a transformacao linear mais simples é,

§A =x; (6.7)
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Uma andlise rapida da dimensionalidade fisica (massa) dos objetos, [A] =0 e [x] =
1/2 revela que [€’] = —1/2 e, portanto, precisa ser um nimero de Grassman ji que a
unica forma de conectar linearmente outro campo presente na teoria de forma que a
dimensaose ja consistente é através de um campo com spin 1/2; ou seja é necessario
impor, {€?, €’} = 0.
O proximo passo € entender as possibilidades de conexao entre o campo y e o campo
A. Pela anélise dimensional, a tnica maneira de conecta-los é via derivada, ja que
[0;] = 1. Para manter invariancia de Lorentz na transformagao o termo correto é
(7")50i e assim

X = (7“)%8(11465 + outros campos (6.8)

para achar a algebra, é necessario calcular o comutador de duas transformacoes,
[01,00] A = 010904 — 5201 A = €27%€10,A — (1 > 2) 4 outros campos (6.9)

lembrando-se que o operador de translagao P, = i0,, isso mostra que impondo uma
simetria que misture spins e que seja linear, naturalmente surge uma coneccao entre

espaco e a geometria dos objetos em questao.

6.2.3.2 Algebra
Por causa do teorema de Coleman-Mandula, qualquer tentativa de unificacao

dos grupos de simetria de Poincaré, cujos geradores obedecem a algebra,

[Pu, B] =0 (6.10)
[Pau ch] = gach - gacpb (611)
[Jaba ch] = _(gachd + gachd - gachd - gac']bd) (612)
e os grupos de simetria internos, cuja algebra é
[Ta, Tp] = fapcTc (6.13)

resulta na forma de produtos diretos, ou seja,

[P, T5] = [Jbe, Tp] = 0 (6.14)
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Assim, a forma para resolver esse impasse é adicionar um grupo de operadores de
forma que a nogao de algebra fica mais abrangente, e os geradores adicionais podem
obedecer a regras de anti-comutagao, {Qa,Qp} = Q4Qp + Q@pQ 4. Denomina-se os
geradores que obedecem regras de comutacao de geradores Pares e os geradores que

obedecem as regras de anticomutacao de geradores Impares, impondo apenas que,

[Par, Par] = Par (6.15)
{Impar, Impar} = Par (6.16)
[Par, Impar| = Impar (6.17)

Como o teorema de Coleman-Mandula ainda é vélido, os operadores pares ainda

seguem as regras [P,, Tg] = [Ji., Tp] = 0. A equagao (6.17), obriga que,

[QA) Jab] == (bab)gQﬁ (618)

onde (bep)§ ¢ uma matriz a ser determinada. Para obter as outras relagoes de co-

mutacao é necessdrio a utilizacao das identidades de Jacobi Generalizadas®3,

[[B1, Ba], Bs] + [[Bs, Bil , Ba] + [[Ba, B3], Bi] = 0 (6.19)
[[B1, Ba] , 5] + [[F5, B1], Ba) + [[ B2, F3], B1] =0 (6.20)
{[B1, F5| , F3} + {[B1, 3], Fo} + [{F5, F3},B1) =0 (6.21)
{F1, B2}, F3) + [{F1, F3}, Fo] + [{Fo, F3}, F1] = 0 (6.22)
Da segunda identidade de Jacobi generalizada, obtem-se
[(bab)v (bcd)]g = _nac<bbd)g - nbd(bac)g + nad(bbc)g + nbc(bad)g (623)

Ou seja, as matrizes que conectam os operadores de rotacao J,, sao uma repre-
sentagao do grupo de Lorentz. Assim, a escolha mais simples sdo as matrizes de
Pauli, (ba) = %aab = [V, o) Procedendo da mesma forma é possivel obter as regras
de comutacao para os operadores P,. No entanto, as identidades de Jacobi implicam

que [Q,, P,] = 0. Definindo o operador,

Qo = C*PQp (6.24)

33 B, sdo operadores pares e F; fmpares
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onde C*? é a conjugacio de carga, usando a Eq.(6.16)

{Qou Qﬁ} = T/Vapa + SO_abJaba

que, usando a terceira identidade de Jacobi implica r = 2, s = 0, ou seja,

{Qou Qﬂ} = 27aPaAa,B (625)

6.2.4 Modelo Supersimétrico
Para introduzir a dlgebra supersimétrica dentro do contexto da mecanica quantica

de campos é necessario impor a existéncia de um supercampo ngﬁ = gzg(x“, 0) que é
uma funcao do quadrivetor z#. A intencao é conectar, através das transformacoes
supersimétricas, os campos bosonicos com os campos fermionicos. Para isso, sao
introduzidas varidaveis de Grassman 6. Onde {0,,0,} = 0. Tais varidveis sdo ne-
cessarias para implementar as transformacoes dos operadores (), como ilustrado na
Eq. (6.5). Dessa forma as transformagoes do grupo supersimétrico sao tais que
U(A,a", &) atuam em um supercampo. Para as translagoes (A = 0, @ = 0), como de
costume,

¢ (x,0) = (1 +ia"P,)o(1 — ia"P,) = ¢(z + a, ) (6.26)

Ou seja, na forma infinitezimal,

(P 0] = —i0, (6.27)

e sao obtidas as translagoes espaciais no espaco usual de Minkowski. De forma
andloga, espera-se que as transformagoes para as variaveis de Grassman (A = 0,a* =
0) estejam relacionadas com as derivadas como no caso anterior. Entretanto ao
realizar o calculo é possivel ver que apenas as derivadas nao é suficiente e uma

generalizacao um pouco maior é necessaria,
_ A (0 -
[aQa, gzﬁ} =ia| =+ N0O)o (6.28)

Utilizando a identidade de Jacobi na forma [, Q, @Q), ¢] = [1Q, [Q)], §]—[@Q, [@:Q), ¢]
e abrindo os dois termos do lado direito e notando que as varidveis o anti-comuntam,

¢é possivel escrever,

a14025{Q A, QB}QZ3 = [~a14025(NC)pa + @QBdlA(NC)AB]Qg (6.29)
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Utilizando-se do resultado ja obtido para a anticomutacao dos operadores (), encontra-

se uma equagcao para a matriz N que satisfaz a identidade Jacobi,
(NC)pa+ (NC)ap = 2i(#C)pa (6.30)

com uma solucdo evidente, N = i@ 5. Ou seja,

56 — [a@a,é] — ia (2 n z‘&ée) é (6.31)
00

6.2.4.1 Representacoes Irredutiveis

Uma maneira simples de construir um modelo com uma dada simetria consiste
em obter as possiveis representacoes irredutiveis de tal grupo e usar a forma como
tais transformacoes relacionam as componetes para construir termos simétricos. Para
obter as representacoes irredutiveis interessantes para os modelos aqui estudados
basta aplicar a transformagao (6.31) na forma mais genérica possivel de escrever o
campo escalar gE Como existem quatro variaveis 6, o grau maximo do polinomio em 6
é 4. Uma forma simples de escrever o supercampo gg seria através de uma expansao de
Taylor usual ) A;0; + A;;0;; + .., entretanto uma forma que evidencia explicitamente
o carater geométrico de cada componente do campo e torna a expansao mais intuitiva

é na forma,

. _ ; 1 - 1 -
6= 5 — V250 — (070)M + SOON + 5 (057,0)V"

HB0IN + =00 = 5 (0107 D - 30°5) (6.32)

1

V2 4

Os campos S, N, D se transformam como escalares, os campos 1, A se transfor-

mam como spinores e o campo V* se transforma como um quadrivetor, M como um
pseudo escalar por transformagoes de Lorentz. Aplicando (6.31) em (6.32) é possivel

obter as transformgoes entre o carater geométrico dos campos, cujo resultado é
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68 = iv2ays, (6.33)
oM oy N eVl Y5@Sa

V22 V2 V2
SM = a(\ +iv23)

(6.35)

SN = iays(\ + iv/23) (6.36)
SVH = —iay"\ 4 V2a0"y (6.37)
(6.38)

(6.39)

S =

1
o\ = —iysaD — 5[3, %L]V“oz

Isso mostra que a atuacao das supertransformagoes no supercampo escalar induzem
campos fermionicos em campos bosonicos e vice-versa. das equacoes 6.35,6.36 e 6.39
é possivel ver que se um supercampo ngS comecar com A = D = 0 e V¥ = 0V as
transformacoes do grupo supersimétrico nao alteram tais condigoes. Isso quer dizer
que, nesse caso, os campos R = S+, ¢, g e F' = M=+iN formam uma representagao

de um subgrupo. Nesse caso particular ¢ possivel escrever & = z* + 560757,0 e,

~

Gr () = R(&) + iV200 (&) + 100, F (%) (6.40)

¢, ¢ chamado de supercampo left, ou supercampo chiral e ngSR = Q%TL 0 supercampo
right. Ainda é possivel ver que os campos D, A e F* = OtVY — 0"V * se transformam
num ao outro, entretando nao é possivel fixar S, 1, MeN todos iguais a zero. Numa

teoria de gauge onde ha mais graus de liberdade tal escolha é possivel de se realizar.

6.2.4.2 Lagrangeanas Invariantes

O préximo passo para a constucao de modelos supersimétricos é entender quais
lagrangeanas invariantes podem ser construidas. Entretando para uma lagrangeana
ser invariante por esses tipos de transformagcao implicam [Q, £] = 0 — [Q1, [@Q2, L]] x
0,L = 0, ou seja, a lagrangeana ¢é constante e nao tem dinamica. Assim as possiveis
lagrangeanas fisicas devem se transformar no maximo em derivadas totais. Fungoes
desse tipo sado descritas nas equagdes (6.35), (6.36) e (6.39),

M +iN

6F = 57 = 2idhy, (6.41)

6D = advys\ (6.42)
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Isso significa que qualquer supercampo ou produto de supercampos possui um ’termo-
D’ (coeficiente a frente de (6v560)2)que se transforma como uma derivada total e o
produto de qualquer supercampo left gerard um 'Termo F’ (coeficiente a frente de
001) que também se transforma como uma derivada total e sdo, portanto, candidatos
a lagrangeanas invariantes por supertransformagoes. A ideia é entao comegar com
duas possiveis funcoes de N supercampos S; (t=1,2..N): K (5’2, S 1), chamado de
potencial de Kéhler e f (5’ 1) chamado de superpotencial. E os termos que irdo gerar
a lagrangeana sao os termos D, do potencial K e o termo F, do superpotencial f34.
O préximo passo para obter as possiveis formas da lagrangeana a ser construida é
impor a construcao dos termos em termos de sua renormalizabilidade. Isso significa
que [Kp| < 4. Para calcular a dimensionalidade dos termos do potencial, primeiro
é necessério notar que, como {Q,Q} = 2y*P, e [P*] =1, [Q] = [Q] = 1/2 e, de
Eq.(6.31), [0] = [0] = —1/2. Impondo as dimensoes usuais para os campos [S] = 1,
[1h] = 1/2, entdo [S.] = 1 e assim, o termo D, que estd  frente de [(6y50)%] = —2 tem

dimensao [Kp| = [K] + 2 e, com isso, uma teoria renormalizdvel impoe a restrigao,
(K] <2 (6.43)

Isso significa que a maior potencia do campo S, é quadratica, mais precisamente, a
forma mais geral renormalizdvel é K = 3, . A;;S1S;. Como pode-se escolher uma
base para trabalhar, ¢ mais conveniénte trabalhar com a base onde A;; = d;; e assim,

o potencial de Kahler mais genérico é,
N

K(S].5,) = S 815, (6.44)

7

Fazendo a multiplicacao, é possivel mostrar que,

SIS —%(9759)2[(5\“5*)(6#5) + %w% + FR), (6.45)

ou seja, o termo da lagrangeana gerado pelo potencial de Kahler é da forma?3,

Lo = (0,5M(0"S) + %¢a¢ LR (6.46)

34Note que o termo D da funcdo f é uma derivada total, o mesmo ocorre com termos do potencial
K que néo sao funcao de ambos os campos Sz e Sy

350 potencial tem a forma idéntica ao termo cinético usual, onde foi imposto apenas o requeri-
mento de normalizagao. Os campos F' sao campos auxiliares que nao possuem dindmica e servem
para garantir a invariancia via super transformacoes
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Uma andlise dimensional similar a realizada fornece o resultado [f] < 3. Isso significa
que f é no maximo um polinémio de grau trés no campo S. Assim, é possivel fazer

uma expansao em torno de S = S, e a contribuicao mais genérica é da forma,

A A ~ A a R

f(5)=f(S:S)+Za£ (- 5),
i ig=s
-
B ] s-sus-s),
= 0505 | 4
1 Pf . . .
+§ 95.98.8 (5= 5)i(5 = 5);(S = S (6.47)
i3,k U950k g

O primeiro e iltimo termo nao contribuem para o termo F, pois tém zero e trés ou

mais 6’s respectivamente. O segundo termo contribui com o termo vindo diretamente

de (S — S) com A8, ou seja?®

~

CERIEDY of

=5 J Sj

(iF;00r) (6.48)
S=5

of
2.5

Para o segundo termo,

(S —8)i(S—S); > 00.i

=5 i

Vi Prj]

S$=5

2 Z a5, asj

Z 05; asj

S_
(6.49)

Onde P, = 5® é o operador de projecao ’left’. Assim, a contribuicao do superpo-

tencial para a lagrangeana é da forma,

8f
as

Lp = i Prap; + H.c. (6.50)

'"Zasasj

5=5$

E a lagrangeana mais genérica que contenha campos de spin 0 e 1/2 apenas sao
da forma £ = Lp + Lp. E possivel eliminar os campos auxiliares através de suas

equagoes de movimento,

A\ T
8_£:E+Z<§{“> =0 (6.51)

i

36Um termo dessa forma pode gerar termos equivalente a termos de massa para o campo S
quando os campos da teoria obedecem suas equagoes de movimento. Nesse caso, FF = mS e termos
da forma m?2S? sdo possiveis.
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e a lagrangeana final é obtida,

of

98,

QZiPij + H.c
5=

L= 10 S)1(0"S1) + L — 2 —12 il
— | 2 2 85,05,

(6.52)

Uma forma de expressar a lagrangeana na forma de integrais é notar que os termos

especificos estao relacionados com as quantidades de variaveis Grassmanianas, o

termo do potencial de Kéhler possui 4 0’s, (§759)2 = 80,050,0, enquanto que o
— 15

superpotencial possui 2 varidveis, 00 = 2015011, onde 01; = —56;. Com isso,

/ dirl = / d%[—%d“GK(S’T, ) — %d%( F(S) + Hel (6.53)

6.2.5 Teorias de Gauge Supersimétricas
Como usual o proximo passo para construir teorias fisicas consistentes é impor a
simetria de gauge. Mas primeiro é necessario entender o que significa transformacoes

de gauge supersimétricas. A tentativa mais 6bvia é tentar escrever,

A N . A ~ A N

S(z,0) — 9T @ G5(z.0) (6.54)
Entretanto, o supercampo S da Eq.(6.52) é um campo de mao esquerda, mas w,(Z)
é um supercampo genérico e a transformacao perde o carater invariante chiral. Com
isso, substituindo wy — €24, onde agora {24 é um campo de mao esquerda, o que
torna a transformacao mais consistente. Como de costume o 'termo cinético’ nao é

invariante pela transformacao de gauge,
K' =887 = §fe 9T (@) cioTs0" () G (6.55)

Para que a invariancia seja mantida introduz-se um novo supercampo gbL =04 no

potencial de Kahler,

K = 8le20T%45 = §1(1 — 29T, + ..)8 (6.56)

37Tal condicdo implica que suas componentes bosdnicas sdo reais e suas componentes fermionicas
sao campos de Majoranas
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de tal forma que para torna-lo invariante a seguinte condigao é necessaria,

e—z’gTPQ}(ae)e—QgTAé/Aez‘gTQQQ(@) _ 6—2gTAqBA (6.57)

Notemos que diferentemente das teorias de gauge usuais o campo quS nao surge de
maneira polinomial, mas em um expotente. Isso aparentemente violaria a condicao
de normalizac¢ao, no entanto a liberdade de gauge permitira trabalhar em um gauge
onde as componentes S, ¥, M e N de ngﬁ sao zeros. Isso significa que os campos
restantes sdo V', A e D. Impondo a dimensdo usual, [V#] = 1, necessariamente
precisamos ter [A] = 3/2 e [D] = 2 e mais ainda, [¢] = 0. Isso significa que tal campo

nao esta limitado por poténcias devido a renormalizacao.

6.2.5.1 Gauge de Wess-Zumino
Para provar a existéncia de tal gauge o passo inicial sera trabalhar com trans-

formagoes de gauge abelianas. A Eq.(6.57) implica,

~

¢ =+ -(0-Q) (6.58)

N | .

Como 2 é um supercampo chiral, pode-se escrever,

Q= w+iv208, +i00,.¢ + %é%fyu@@”w — \%%95&9& + %(5759)28% (6.59)

que em Eq.(6.58) fica,

1
S =8 —
Noa
gt
V=1 2%5
1
M’+z‘N’:M+z’N——2(Q+z{R)

\/_
/ 1
Ve =VHF - —0lw
vz "
N=AD'=D
E fica evidente que é possivel escolher um gauge de forma que as componentes chirais

se anulem. Para o caso nao-abeliano, a transformacao Eq.(6.57) é um produto de

trés exponenciais de operadores que nao comutam. Usando a equacao de Baker-
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Campbell-Hausdorff é possivel escrever a transformacao como,

. . . T S
¢ =¢+=(Q—QN + gfsepTp(dsQc — dsQl + §QBQE) + 4% (6.60)

N | .

onde fapc sao as constantes de grupo. Isso significa que é possivel achar o gauge de
forma perturbativa, comeca-se com a transformagao obtida para o caso nao-abeliano
e realiza-se corregoes de primeira ordem em g, e assim por diante. Esse gauge é

chamado de gauge de Wess-Zumino Gauge e nele o supercampo ngS tem a forma,

L L 1 -
¢ = %975%9‘/,5 + i0v500 4 + 1(9759)21714 (6.61)

’

E importante ter em mente que uma vez que o gauge é escolhido a teoria passa
a nao ser mais invariante por transformacoes supersimétricas. Isso quer dizer que
as componentes wr,&4 € (4 sao automaticamente fixadas e podem ser tomadas de
forma genérica como sendo zero, dado que o campo q; possui a forma Eq.(6.61), o
tinico parametro que sobra é, entdo, wra/Vv/2 = ay. Tal transformacio é exatamente
a transformagao de gauge usual. Expandindo em primeira ordem a transformacao

Eq.(6.60) e utilizando o gauge de Wess-Zumino para o campo qg, obtém-se,

VY =V — 8"ac — gfapoaaVh
Ao = Ac — gfapcaalp

D,C = DC — ngBCaADB (662)

A primeira transformacao obtida nesse gauge é exatamente o usual de uma trans-

formagao de gauge do modelo padrao.

6.2.5.2 Tensor de Energia-Momento dos Campos de Gauge

Para encontrar o tensor que definird a lagrangeana dos campos de gauge é
necessario encontrar objetos que se transformem de forma covariante perante trans-
formagoes de gauge supersimétricas. Uma maneira de fazer isso é utilizar-se de deri-
vadas covariantes supersimétricas D definidas de forma analoga as usuais, usando-se

das regras de transformagao de supercampos Eq.(6.31)

a {—% - z‘@(%] D¢ = Da [—% - z‘@&&] b (6.63)
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Notando-se que,

0
D=— —ia .64
5 iado (6.64)

anticomuta com o termo entre colchetes, e que a variavel o é também uma variavel de
Grassmann e anticomuta com as variaveis 6, entao Eq.(6.64) é a solugao correta para
a derivada covariante. Em especial ainda pode-se definir duas derivadas covariantes,
Left e nght, DL,R = PL,RD e D= DL + DR, {DL,Rpr,R} =0e {DL,DR} = 22&0

Para construir um termo que é invariante sob a transformagao de gauge, pri-

meiro nota-se que 2 é um campo de mao direta, ou seja, D2 = 0, ou seja,

e_igTPQ;(j;)DL 9T (@) — P, |

Da mesma forma, termos do tipo Dr ou DDy quando atuados em funcoes ge-
ram DDgeT" @) f(9) = 9T 2@ DD £(0). E equivalentemente termos da forma

DDpDeT" 2@ f(9) utilizando-se da regra de anticomutacio geram,

DDRDLeT P @) £(9) = (=200, Dy, Ce¥T P @) £(9) + 9T @O DDRD, () =
(=210, D17,C) f(0) + 9T PO DDLD, f(0) = T @O DDRD, f(6)

. _ 5 _soTPOl () _ P _iaTP 5
Ou seja, como um termo da forma e~2974¢ se transforma como, e =97 p(#) g=29Tad—igT" Qp(2)

)

I _ n . P ~ In _ 7 i P ~
escrevendo e2974¢Dye=20Tad _y 9T Qp(2) 29Tad D (=20Ta0 =191 Qp(2))

Com isso, aplicando termos da forma DDy obtem-se,
@DR629TA¢BDL6729TA¢3 _y oigTTQp(2) [@DR@gTAczSpLedgTAﬂ e—19T"2p(2)

e define-se o tensor equivalente ao tensor de energia e momento F*” do eletromag-

netismo como,

gTaWA = —éTDDR [&ﬂﬁpw—?gﬂﬂ (6.65)

Uma caracteristica importante do campo definido a cima é o fato de ser um campo
de mao esquerda®. Assim sendo, o produto de dois campos W também é de mao
esquerda e em especial o campo invariante de gauge ﬁ/jWA e seu F-term é candidato
a lagrangeana. O calculo de tal termo é relativamente grande e pode ser encontrada
na ref.([25]) e resulta em,

1

i< 1 ,
Lox = §AA¢ ACAC — ZF;ﬁ,Fj{ +5DaDa (6.66)

38Para verificar isso basta notar que a derivada covariante direita aplicada no operador DDp é
zero, DrRDDgr = DRDITzCDR7 e como Dp anticomuta com sigo mesmo, qualquer combinagao maior
de dois termos Dpg resulta em zero.
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onde Flj‘y = 8MVVA - OVVMA —g fABCVMBVVC como de costume e D, o = Poac +
ig(TsV ) ac a derivada covariante para campos de gauge.

Tal resultado ilustra o resutlado das suposigoes iniciais, como a simetria de gauge
usual e a simetria de Lorentz sao subgrupos da supersimetria a lagrangeana final
apresenta forma equivalente a forma encontrada em teorias como o Modelo Padrao.
A principal diferenca encontra-se na necessidade de adigao de dois campos, um campo
escalar S, simétrico ao campo espinorial 14 € um campo espinorial \4 simétrico ao
campo vetorial V', tal fato acontece justamente pois cada representagdo do grupo
supersimétrico tem o dobro de graus de liberdade do que as representacoes do grupo
de Lorentz. Tal resultado surge como um problema no atual cendrio experimental
da fisica de particulas, ja que os campos A4 e S4 nao foram observados, ja que a si-
metria na lagrangeana impoes massas equivalentes para os campos e seus simétricos.
Uma forma de contornar tal problema é utilizar a quebra espontanea de simetria nos
termos da supersimetria. Tal quebra pode acontecer de forma anédloga ao mecanismo
de Higgs, mas também de uma forma interessante, aonde os férmions podem fazer o

papel de 'bésons’ de Goldstone.

6.2.5.3 Lagrangeana Final
Por fim, aqui é apresentada a lagrangeana final aonde serao trabalhados os
modelos. O termo cinético é semelhante ao termo cinético usual para os campos e

seus respectivos spins,

. - .
Lo = (D,S)1(D"S;) + %wilpwi + %)\AlDAB)\B TEAE (6.67)
e os termos de interagao,
1 1 of |”
Lo = —V2g(STTaNA=— Ly, + H.c.)E(SiTTASiY _ |9

ilg=g

o 0f L=
K%S@S) 25y, 4 he

6.3 Quebra de Supersimetria

(6.68)

Com os elementos ja apresentados, a descricao da quebra expontanea de su-
persimetria (SUSY) é o que completa o arcabougo necessario para a discussao do

modelo supersimétrico minimo (MSSM). A necessidade de quebra de supersimetria
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surge de uma motivagao experimental ja descrita, para cada auto-estado bésonico |5)
do hamiltoniano, com auto-energia Fp existe um auto-estado fermionico |F) = Q |3)
também com auto-energia Eg, onde ) é um operador gerador de supersimetria. Tal
necessidade é facil de observar e tem suas origens no grupo supersimétrico e na

caracteristica abeliana do subgrupo de translac¢do, como [Q, P*] = 0,
P|F) = P°Q|B) = QP°|B) = EpQ|B) = Ep |F)

A quebra de simetria tem origem e arcabouco tedrico similar aos teoremas des-
critos na secao 5.3, lembrando-se que o causador da necessidade de quebra de simetria
é a escolha de um estado de vacuo aonde serao construidos os estados de particulas
(pois tal estado é degenerado), ou seja, o gerador do grupo supersimétrico () nao
pode aniquilar o estado de vécuo de algum campo O: O = i (0| [@@, O] |0) # 0.0
fator interessante é que agora tal simetria nao precisa ser gerada apenas por trans-
formacoes de gauge reais, mas também por transformacoes Grassmanianas. Para
que seja mantida a invariancia por transformagoes de Poincaré (j4 que experimen-
talmente a simetria de Lorentz nao parece ser quebrada) o operador 00 precisa ser
escalar, entretanto as transformagoes supersimétricas conectam escalares em espino-
res, ou seja o campo O precisa ser um campo espinorial. Pelo formalismo os possiveis

campos Ssao,

(0697 0) = (0] = V2Faar + V2@Saag [0) # 0

. 1 y
(0] A4 |0) = (0] — iysaD 4 + Z[%?%]FX al0) #0 (6.69)

Para que cada equacao seja satisfeita e ainda as transformacoes de Poincaré sejam
mantidas invariantes (0] 9,5 (0) = (0] F** |0) = 0. Ou seja, os campos auxiliares F' e
D precisam ter VEV diferente de zero. Disso surgem as denominacoes de quebra de
simetria tipo F' e tipo D respectivamente. Usando essas condicoes e as equacgoes de

movimento dos campos F' e D, obtém-se as equacoes,

of ,
<851>A =0 Tipo F
5=s5

gSITAS; =0  Tipo D (6.70)

Para que haja quebra espontanea de simetria tais equagoes nao podem possuir

solucao. Um ponto a se notar é o fato de que o potencial do campo escalar também
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possui termos F' e D similares de forma que quando ha quebra expontanea de super-

simetria ha também quebra da simetria usual.

6.3.1 Espectro de Massa

Antes de obter uma regra para soma das massas, um modelo que ilustra de
maneira interessante como a quebra expontanea de supersimetria permite a existéncia

de particulas simétricas com massas diferentes é o modelo de O’Raifeartaigh.

6.3.1.1 O Modelo de O’Raifeartaigh
Esse é um tipo de quebra de simetria do tipo F'. Comega-se com uma simetria
de trés campos chirais, X(X, Ve, ), BA/(Y, vy, Fy), Z(Z, Y., F,) e um superpotencial

da forma,

~

f=MX2 =AY +mXZ (6.71)

O que implica em,

O f =iFy, = 2YTXT 4 mZ1
Oy f = iF, = NX* - 1?)
dyf =iFy, =mX' (6.72)

As duas ultimas equacoes claramente nao podem ter VEV’s simultaneamente iguais
a zero a menos que pu? = 0. Isso quer dizer que a quebra espontanea de supersime-
tria ocorrera. Tal modelo é similar ao chapéu mexicano comumente utilizado para
descrever a quebra de simetria do campo de Higgs, o potencial lagrangeano para os

campos escalares tem equacao,
V(X,Y,Z) =) |F]? = 2AY X +mZ* + N|X? = p°)> + m*| X|? (6.73)

Para escolhas apropriadas de (Z) é possivel anular sempre o primeiro termo do

potencial, sobrando apenas,
Vx = A2| X2 — 122+ m?| X)? (6.74)

cuja forma ¢ dada na fig.6.1
O caso mais simples para tratar é o caso onde m? > 2\?u? aonde o minimo

acontece em (Z) = (X) = 0e (Y) =Y, qualquer. Assim, ao realizar uma translacao
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_al

Figura 6.1: Segao do potencial Vx para X; = 0, para m?/2u =1

Y =Y —Y,, o campo Y continua com valor esperado igual a zero e ele é o béson
de Goldstone, enquanto isso os bésons X, Z adiquirem massa que podem ser obtidos

pela equagao,
V =2V PIX P+ 20y, (X ZF + X*Z) + m?| Z|* + termos de interagio (6.75)

ou seja, a matriz de massa tem a forma, na base (Xg, Zg, X7, Z1)

m? + 4X?Y,2 — 2amY,, 2 mY,, 0 0
2omY,, m? 0 0
0 0 m? + 4NV 2 + 20207 22 mY,,
0 0 2amY,, m?

o detalhe importante sobre a matriz de massa é notar o valor do traco,

> M7 =2m® 4 2(m’ + 4NY)) (6.76)

boson

Para o caso dos férmions, os termos da funcao f que nao dao contribuigcoes nulas sao

8§(f e 8X82f que resulta na matriz de massa na base (¢, v,) como,

M At 20\Y,, m
fermion =

fermion
m 0

E o férmion 1, possui massa zero e é jutamente o 'béson de Goldstone’ para
a quebra supersimétrica, tal boson é camado de goldstino. Nesse caso o traco fica,

S M? = 2m?+4)\?*Y;2. Entretanto um outro trago mais interessante ¢ definido como
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0 supertraco,

STrM? = > (=1 (2] + 1)m] (6.77)

particulas

onde .J é o spin correspondente da particula. Para esse modelo STrM? = (. Essa
serd uma caracteristica de teorias do tipo F e tal resultado pode ser previsto por um

teorema.

6.3.1.2 Regra de Soma das Massas

O traco das matrizes é bastante importante pois ao diagonaliza-las a partir
de transformacoes unitarias seu trago continua invariante, ou seja, as massas das
particulas estao presas por uma relagao vinda do traco que dependerd da forma que
¢ construida o modelo.
A contribuicao escalar para o traco surge do potencial,
f
S

V=2

2
9 t 2
+5 §A (SIT45S;) (6.78)

A contribuicdo surge de termos da forma S'S e S? 4+ H.c.. O segundo termo di
contribuicoes da forma 1 5(mij+m3;)(SriSr; — S1iS1;)*. Entretanto, escrevendo ds, =
5(0sy,, — i0s,,) € possivel mostrar que my; + my; = Os,,0s,,V = —0s,,05,,V e assim
o trago da matriz de massa se anula, pois 0Si85jV85385;V = Osp, 055,V + 05,05, V.
Acontribuicao para o supertraco é, portanto,

= azf * ] 2 ot
StrM2 22 > S 55 ( 553 Sj) +22A:<gSiSiTrTA+2g SITATAS;) (6.79)

A contribuicao vetorial surge da derivada covariante que conecta os escalares com os

vetores, M = —gQVMA(SJTATASi)V“, ou seja,

STrM,. = 69>y (SITaT4S)) (6.80)

vec
A

Por fim a matriz de interagao dos férmions, na base (A4, 1;) pode ser escrita como,

0 V29(S1Ta);

; R + H.c.
g\/ﬁ(SB)Z aSiaij

39Sk 1 correspondem & parte real e imaginaria de S
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isso implica que,

f ( &f \
MG = =2 > 4¢*(STT4)i(T4S); 81
St'f’ fermi ZZA g (S A)Z( AS)Z+;8518S] <aslasj> ] (68 )

juntando as Eq. (6.79),(6.80) e (6.81) chega-se ao resultado final,

STrM? =2 (SIT4S)Tr(gTa) (6.82)

i, A

6.3.2 O Modelo Supersimétrico Minimo

O modelo supersimétrico minimo é criado a partir do modelo padrao de forma a
minimizar o nimero de parametros necessarios para que a supersimetria seja possivel.
A lagrangeana se torna equivalente a lagrangeana ja apresentada, no entanto, todas
as particulas do modelo padrao sao promovidas para particulas supersimétricas e o
espectro passa a ter o dobro do niimero de particulas de forma que os termos cinéticos
passam a ser os ja calculados nas secoes anteriores. A introducao de particulas
supersimétricas para o campo de Higgs cria um problema, as anomalias chirais que
sao canceladas no modelo padrao por causa do exato nimero de férmions, porém,
agora surge um espinor cuja anomalia nao é cancelada. Para solucionar o problema
¢ introduzido nao apenas o Higgs, mas um dubleto de isospin H = “ |, onde

Hy
os campos H, e H; sao dubletos que irao gerar massa ao se conectarem aos quarks

da primeira e segunda componente do dubleto de quarks respectivamente .

6.3.2.1 Massa do Modelo Padrao

O potencial é da forma?’,

2

V=33 [Z S19TaS,

A
Viost = =Bu(HgH, + h.c.) +m hy, 4+ mi; hy (6.83)

40F possivel ainda incluir potenciais que quebrem a supersimetria de forma suave, isto é, néo
volte o problema de hierarquia, como o caso do tltimo termo apresentado.



87

onde h® sdo as componentes que neutras dos respectivos bosons HY. O tnico escalar
que pode possuir um minimo com V EV # 0 é o Higgs, pois caso contrario as simetrias
de cores e eletromagnéticas seriam quebradas e o modelo padrao nao seria recuperado

e assim o potencial mais genérico para a quebra de simetria se torna,

V= (g, -+ HONEI+ (i +02) 2~ Ba(HRS + )+ 562 ) (HEJ7 — RS2

(6.84)
o minimo acontece com Jpg:V = Oho-V = 0, para que o ponto de (B gy =
(h9) pv = 0 nao seja um minimo o jacobiano do potencial deve ter determinante

menor que zero na origem o que resulta na condigao,
2 2 2Y(,2 2
(Bu)™ > (miy, + p°) (my, + 1) (6.85)

para que o potencial tenha um minimo de energia é necessario ainda que os pontos
tenham equilibrio estavel, isto é, seja limitado inferiormente. Em geral o termo
quartico do potencial é o suficiente para garantir essa condi¢ao, a menos no caso
onde |hY| = |hY| onde o termo se anula. Nesse caso é necesséario impor a condigao de
positividade,

my;, +my, + 2u° > 2| By (6.86)

Dessa forma a massa das particulas do modelo padrao podem ser obtidas via quebra

espontanea de simetria da mesma forma que no modelo padrao.

6.3.2.2 Massa das Superparticulas

As superparticulas precisam ser ter massas bem maiores que as usuais do mo-
delo padrao e isso gera o problema de conciliar com a quebra de simetrias, em espe-
cial os gluinos, superparceiros do glion, nao podem se conectar com nenhum outro
férmion pois possuem carga de cor e tal acoplamento geraria termos que quebram o

grupo SU(3),, de forma que o unico termo de massa possivel é,

1 -
Ly, = —§Mggg (6.87)

que é um termo de quebra suave de supersimetria. A quebra do grupo SU(2). x
U(1)y gera o acoplamento entre B,W?® e por consequéncia seus superparceiros
Vha s Yna, Ao, A; também se acoplarao. Em especial os superparceiros neutros do higgs,

do féton e Z° se acoplarao para formar autoestados neutros, chamados de neutralinos,
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enquando que os superparceiros de W+ e dos bésons de higgs carregados formarao

férmions carregados, chamados de charginos.

6.3.3 Resolucao dos Problemas

No comego da segao foi dito que os problemas apresentados na secao 6 podem
ser resolvidos através de supersimetria. Com o surgimento de um espectro comple-
tamente novo de particulas é possivel encontrar possiveis Wimps ou candidatos a
matéria escura, como os sneutrinos, U, superparticula irma do neutrino e os neu-
tralinos particulas, ou composicoes de particulas, supersimétricas irmas dos bdsons
de gauge Z° e A e do Higgs. O requerimento mais dificil de conseguir para essas
particulas ¢é a estabilidade, como suas massas precisam ser muito grandes para que
sejam compativeis com os dados experimentais seu tempo de vida sera curto a menos
que alguma simetria proteja o decaimento. Um aparente problema do modelo é a
solucao para isso, as interacoes entre os quarks e seus parceiros supersimétricos permi-
tem o decaimento do préton (p — e + 7°) de forma que sua vida média fica muito
a baixo da estabilidade ja testada experimentalmente. Essa aparente contradigao
pode ser contornada com a imposicao da simetria discreta R, na qual implica que
cada particula do modelo padrao possuir Rgy; = +1 e cada particula supersimétrica
Rss = —1. Assim, graficos que nao conservam R nao podem ser formados e o decai-
mento do préton nao é mais permitido. Isso faz com que necessariamente existam
particulas supersimétricas estdveis, pois a particula supersimétrica mais leve (LSSP)
nao pode decair para nenhuma particula do modelo padrao, ja que isso significaria

em uma violagao da paridade R.

6.3.3.1 Hierarquia

Como intuido, o problema da hierarquia é resolvido ao impor que a simetria da
lagrangeana seja aumentada quando my — 0. Isso de fato ocorre e as corregoes de
massa ficam protegidas por essa simetria. Para entender matematicamente como isso
ocorre basta calcular as novas correcoes da massa do Higgs gerada pela supersimetria,

além das correcoes do modelo padrao

—— e — _»_:,%Ail

_3y? A2
~ ~wEeh

¢é necessario incluir as corregoes da forma,



89

o — > — = ZA?

3y7 A2
~ 255 A

O fator 3 surge das cores, o fator 1672 do loop e o fator 2 das particulas left e
right. O crucial é o fator —1 de diferenca entre as duas correcoes, que nao existe
na corregao supersimétrica pois as particulas nao sao fermionicas e assim as duas
corregoes se cancelam deixando apenas corregoes proporcionais a massa do Higgs,

como o esperado.

6.3.3.2 Oscilacao de Neutrinos

A oscilagao de neutrinos e suas massas pode ser explicada através do aco-
plamento do neutrino com as novas particulas de Higgs supersimétricas, A que sao
particulas fermionicas. Como tais particulas sao muito massivas é possivel estudar
um acoplamento efetivo que gera massas as neutrinos para baixas energias de forma
que explique a origem das massas. Tal mecaniesmo é conhecido como mecanismo

see-saw e serd estudada mais a frente.



Capitulo 7
Método de Analise

7.1 Analise dos modelos

A existéncia de oscilacao de neutrinos do modelo padrao requer uma matriz
de massa com parametros muito menores do que qualquer particulas massiva ja
observada (O(1eV)), uma abordagem para explicar esse ajuste fino nos parametros
é 0 modelo SeeSaw[30] de geragdo de massa e consiste em uma tentativa de gerar
massa aos neutrinos left-handed de forma a deixar neutrinos right-handed com uma
massa grande. O modelo consiste em adicionar ao modelo padrao (SM), SU(3). x
SU(2)r x U(1)y, neutrinos estéreis, com uma matriz de massa e um acoplamento de
Yukawa, de tal forma que para baixas energias a teoria se torna uma teoria efetiva
SU(2);, com neutrinos massivos. A lagrangeana de interagao dos neutrinos tem a
forma,

1
EN:iNRaNR—§ I%MRNR—FH.C. (71)

onde Ng é um espinor, N¢ é o espinor N sob acao do operador de conjugacao de
carga e c.h. significa Conjugado Hermitiano.
O acoplamento ¢ feito através de um acoplamento de Yukawa dos neutrinos estéreis

via Higgs (H), cuja forma é,
L; = EHY)lg + EHY, Ng + c.h. (7.2)

onde E; é a parte leptonica do modelo padrao. Com isso a lagrangeana é £ =

Ly + Ly + Lo

7.1.1 Mecanismo SeeSaw

Uma forma interessante de entender como acontece o mecanismo ¢ reescrever

o acoplamento de Yukawa e a matriz de massa em forma matricial,

_ 0 Y'HT v
L= ( v N ) . (7.3)
HY My N

Assim, a proposta é reescrever os neutrinos descritos por tais lagrangeanas em

90
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outra base,

v; = v+ alNge

N}, &~ Ng + Bu;, (7.4)

de modo a diagonalizar a matriz de acoplamento de Lr. Ao realizar tal diagona-
lizagao, dois resultados interessantes aparecem: o primeiro sao as matrizes de massa

da nova base de neutrinos,

’

.CT%(y‘Z-N) Mo 0 5

0 Mg N

resultante da aproximacdo Mg >> HY, onde M, = HYTM;'YTHT = HxHT

que é obtido a partir do Ansatz Eq.(7.4) colocado na Eq.(7.3) e impondo a condigao

de que a matriz de massa resultante seja diagonal. De forma que, se Mg for grande

o suficiente é possivel explicar a baixa massa dos neutrinos através da quebra es-

pontanea de simetria do Higgs, gerando um fator de massa proporcional ao inverso
da matriz de massa Mpg.

O segundo resultado é que a mudanca de base gera um termo de interacao lepton-

Higgs, da forma,
L, = %E’ZH/{HTEZC + H.c. (7.5)

Como em 4 dimensdes [E] = 3 e [H] = 1, a dimensdo total do termo ¢ 5 a menos
da dimensao da matriz x. Tal termo é, portanto, chamado de operador de Weinberg
que é um operador de dimensao 5 que nao é renormalizavel no contexto da interagao
efetiva. Tal matriz esta diretamente associada aos angulos de oscilagao dos neutrinos
e, por isso, entender como ¢ sua evolugao com a energia e abre uma oportunidade de

verificagao experimental do modelo.

7.1.1.1 Método Formal

A introducao formal do mecanismo see-saw surge do método de integrais de
caminho. Como a massa dos neutrinos estéreis é grande, sua presenga se torna
significativa a partir de uma energia grande, e assim é possivel utilizar uma teoria
efetiva, calculando, em primeira ordem, as integrais de caminho, de forma que a

funcao de particao é dada por,

Z = / Dé; {eif daLo / DNgDNge' ] Ex (7.6)
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onde ¢; sao todos os campos da lagrangeana que nao serao aproximados e Ly é
a lagrangeana que contém todos os termos com Ng. Uma lagrangeana efetiva que
pode ser calculada em primeira ordem levando-se em conta todos os campos ¢; como
constantes. No caso especial da interacao de Yukawa, os graficos de Feynman de

interacao de tais campos sao da forma,

1%

NR¢Y,,V6L + H.c.

para gerar o termo da forma da eq.(7.5) é necessario considerar as interagoes onde
entram um campo de Higgs e um neutrino e saem um neutrino e um campo de
Higgs. A corregao, em primeira ordem, gerada pela introducao do campo Ny pode

ser obtida pelo grafico,

— q—M
= YVdeZlq%YV

Tal integral pode ser aproximada, levando-se em conta que a aproximagao ¢ valida

140 (MLR)QI (7.7)

e o grafico pode ser substituido por uma lagrangeana efetiva em primeria ordem,

para momentos q¢ << Mg, assim,

= Mn

L N Vi
¢ — Mp f

Lepr = EHYTMleTHTV =vHrkHTv

7.1.2 Equacgoes do Grupo de Renormalizagao

Utilizando-se do método de contra-termos, a renormalizacao das quantidades

relevantes ao problema sao descritas através da adi¢ao dos termos abaixo, a lagran-
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geana inicial,

C, = %E’ZH(MHTEZC + H.c.
C, = iEd5 2, E,
Cy = EHéYep + H.c.
Cu =0Zy(0,H)'0"H — 6m?| H|* — 26X\ H|*

dessa forma, a renormalizacao da matriz x é dada por,

ke = (Z0) 22y Pt om 2y (2) Y (78)
onde o fator pf surge pois em D dimensdes, [F)] = 27 e [H] = 272, assim,
[k] = 4— D —1 = e — 1, portanto, para garantir a renormalizagdo, precisamos
substituir k — ku, onde [u] = 1, e assim, [k] = —1 em qualquer dimensao.

7.1.2.1 Regularizacao dimensional

Para o cédlculo das quantidades Z;, Zy e dk sera utilizado o método de regula-
rizagdo dimensional, considerarndo-se os graficos das fig. (7.1) e (7.2), provenientes
dos acoplamentos de Yukawa, auto-interacao do Higgs, e acoplamento com os bdsons

de Gauge.

B,

(?"v‘(/é / \ o E; . E;
0z = + + +

E E E N E; - > r/

VV;I E 1 E 1

Lg

Figura 7.2: Auto energia do Higgs.
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Em ambas as figuras, os trés primeiros graficos sao os usuais do modelo padrao,
o tultimo grafico é o gerado pela adicao do acoplamento de Yukawa com o neutrino
estéril. Em particular, todos os acoplamentos sao da forma, L;,; = Yc"bqbcwlawgb,
onde ¢ e 1; sao campos que podem ser fermionicos ou bosonicos. Dessa forma, as

integrais a se calcular devem ser, pelas regras de Feynman,

| G =YD Dal = p)(=iY) (7.9)

onde D; sao os propagadores dos campos em loop e é subentendido um trago caso haja
algum loop de férmions. O célculo em primeira ordem para cada um dos graficos*!

resulta, no Gauge R¢, em

07 =
LT 1672

1 3
Y)Y, + YV + 5 (€6 — 1)t + 5 (Ew — 1)) (7.10)

1672€

1 3
02y = 277 (YY) +2Tr (YY) +6Tr (Y, V,)+6Tr (V] Yd)§(53—3)g%+§(£w—3)g§]
(7.11)
onde g; e go sao as constante de acoplamento do modelo padrao para os bésons de

Gauge e Y,, Yy sao os acoplamentos do Higgs com os quarks.

Para o calculo da regularizacao da matriz x, é possivel pensa-la como um

acoplamento de quatro vértices que conecta Higgs e Leptons,

9
H d\‘ E Lc

E ‘{b

Figura 7.3: vertice efetivo da matriz Kappa.
com isso as correcoes de primeira ordem para tal termo surgem dos acoplamen-

tos de Yukawa e auto-interacao do Higgs Fig.(7.4) onde foi omitida as corregoes via

bosons de Gauge,

“Parte das contas encontra-se no apéndice
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E

ok = f::

E

Figura 7.4: Loops de Primeira ordem na regularizacao da matriz x.

Tais corregoes tem origem na auto-interacao do Higgs e no acoplamento de

Yukawa dos leptons carregados??

—1

Sk —
& 1672¢

1
2VIY) 5+ 26V, — Mo 1 (26m — B+ 5(2w — gin] (7.12)
Note que tal corregao ¢ linear em k.

7.1.2.2 A funcao Beta da Matriz de acoplamento
Para encontrar a equacao do grupo de renormalizacao é necessario resolver o
problema dado por,
C?—i =0, (7.13)
de forma a encontrar a maneira como a constante x em questao se altera com

a escala p do problema. Isso significa encontrar uma equacao da forma,

uZ—Z = B (7.14)

A maior dificuldade para obter a equacao do grupo de renormalizagao para a
matriz k se da pelo seu carater tensorial, que conecta campos espinoriais e escalares,
tornando a algebra um tanto quanto trabalhosa, desas forma o método utilizado para
célculo da fungao S, é baseado no trabalho apresentado na referéncia [1], onde foi

calculado de forma genérica a funcao By de uma quantidade tensorial que obedece

(Hzel Zm) (Q+0Q)u Pac (HJGJ an>7

42parte do célculo pode ser encontrado no apéndice
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B(O) <d5@€

dQ

Z DV <d(5@€

Q> — DQ(SQE +

Vi) +

Q- <d52¢,] > ZDV <déZ¢J VA>
JjEJ
+Z <d52¢1 > ZDVA<d52¢Z VA> Q (715)
iel

onde V4 sao outros possiveis parametros da teoria e

( 4F
.Y, para X,y escalares

%yi, para x,y vetores
2

(% v)

—dcf -1i;, para X,y tensores
]

etc..
\

Como 0k é linear em k, os dois primeiros termos da equagao (7.15) se anulam.

Ainda mais, como 0Zy e 0Z; nao tem correcoes de primeira ordem em k, oS termos

ddQe
dVa

VA> também se anulam, resultando em,

3
16726, = —5[n(Yte)—i—(}er)Tﬁ]—h\ﬁ—Sggm—i—QTr(Yj Y, +3Y,]Y,+3Y) Yk (7.16)

Tal equagao foi reobtida e confirma o resultado da referéncia [32], conhecido na

lieratura.

7.1.2.3 As Constantes de Acoplamento

Com a introducao da supersimetria um outro fenomeno referente as equacoes
do grupo de renormalizacao aparece, a chamada unificacdo das constantes de aco-
plamento. Tal problema é largamente encontrado na literatura[25] , [18] . A partir
dos graficos de auto-interacao dos bdsons de gauge, dos férmions, do Higgs e das

corregoes de vértices para cada uma dos grupos do modelo padrao, é possivel cal-

2
cular a forma como as constantes de acoplamento «; = i—; varia com a escala de
energia. Tal equacao é bem simples e tem a forma,
dO[i bz
= ol (7.17)

dt 4o "
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Onde i = 1,2,3 onde i = 1,2 representam as constantes dos grupos U(1), SU(2) e

i = 3 representa a constante forte, do grupo SU(3), e o parametro
2

t = log <%> , (7.18)
Z

com j é a escala do problema e M, a massa do béson Z°. No modelo padrao,

(b1, bg,b3) = (41/10,—19/6,—7). Tais equagbes tem solucdo da forma, como é

0.034}
0.032f
0.030f
“%0 0.028}
0.026}
0.024}
0.022}

10° 101! 103 1015 1017
E(GeV)

Figura 7.5: Constantes de Acoplamento no SM, g, = Vermelho correspon-
dente a U(1l), go = verde correspondente a SU(2) e g3 = azul
correspondente a SU(3).

possivel ver, para t ~ 60 ou E ~ 10%GeV as constantes possuem um valor bas-
tante similar. Entretanto elas nao chegam a cruzar no mesmo ponto.

Ao introduzir o modelo supersimétrico, o nimero de particulas aumenta considera-
velmente e as constantes b; adiquirem os valores, (by,bs,b3) = (33/5,1,—3). De tal
forma que sua estrutura fica, é possivel notar no grafico da figura7.6, as constantes
de acoplamento possuem um valor muito préximo, em uma energia da ordem de
E ~ 10'6GeV. Essa é um dos resultados mais interessantes da supersimetria, que dé
uma luz na escala de acoplamento entre as forcas fundamentais da natureza gerando

a possibilidade da existéncia de uma teoria que unifica as forcas fundamentais.

7.1.3 Resultados Finais

A forma numérica das fungoes dos parametros dos modelos foram obtidas
através da utilizacao do programa Mathematica. Os parametros iniciais em geral
sao obtidos na escala de £ ~ M, =~ 91GeV. Para fazer a analise em algum modelo

supersimétrico é necessario calcular a forma de todos os parametros no modelo padrao
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Figura 7.6: Constantes de Acoplamento no MSSM, ¢g; = Vermelho corres-
pondente a U(1), go = verde correspondente a SU(2) e g3 = azul
correspondente a SU(3).

através das condigoes iniciais e obté-los a uma energia aonde as novas particulas su-
persimétricas comecam a aparecer e assim suas corregoes se tornam significativas. O
valor exato de aonde tais particulas podem aparecer nao é conhecido, no entanto,
dado que o problema da hierarquia acontece por volta de ~ 17TeV, é natural imagi-
nar que préximo a essa escala também comecam a aparecer novas particulas. Assim,
é necessario evoluir o valor das constantes na tabela 7.1 com o modelo padrao, e
obté-los em uma energia por volta de 1TeV e assim comecar a evoluir as constantes
em cada modelo, os parametros que foram usados como iniciais a 2TeV encontram-se

na tabela 7.3.

7.1.3.1 Parametros Iniciais a 91GeV

A tabela 7.1 contém os dados obtidos do particle data group (PDG)][18],
E também a matriz de Cabbibo-Kobayashi-Maskawa,

0.97425(22)  —0.2252(9)  —4.15(49).1073
Verkn = | 0.230(11) 1.006(23)  —49.1(1.1).1073 (7.19)
8.4(6).1073 —42.9(2.6).1073 0.89(7)

7.1.3.2 RGE para Matrizes de Rotacao
A tabela 7.1 e a eq.7.19 sao os dados obtidos experimentalmentes, ou seja, elas
contém as massas dos neutrinos e quarks, e seus angulos de mistura. Entretanto

as equacoes do grupo de renormalizacao sao dadas numa base genérica aonde k e
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Parametro (E =~ 91GeV) Valor (GeV')
M 2.3(6).10°
ms 95(5).107%
mp 4.18(3)
mq 4.8(5).1073
Me 1.275(25)
my 173.5(7)
Me 0.510998928(11).10~*
my 105.6583715(35).1073
m, 1.77682(16)
o, 1.10°°
Am3, 7.50(20).10"**GeV*
Am32 232(10)10_21G6V2
sin*(2612) 0.857(24)
Sin2(2923) 097(1)
sin?(26;3) 0.098(13)
oy 0.01681(5)
Qs 0.03373(31)
as 0.120(12)

Tabela 7.1: Valores Iniciais

a matriz de acoplamento dos quarks nao é necessariamente diagonal. Para conse-
guir conectar os dados experimentais com as equacoes de renormalizacao é preciso
reescrever as equagoes de renormalizagao de forma a evidenciar a base nos quais os
dados sao obtidos. Assim, impondo que a base de massa é a base diagonal e que
ela se mantem diagonal ao longo do processo de renormalizacao, a matriz £ pode ser

escrita através de uma diagonalizagao por uma matriz U unitaria na forma
UtkU = diag{m,,, My, m,,}. (7.20)

Que, na eq.7.16 multiplicada por ' pela direita e somada pelo seu hermitiano con-

jugado, da duas equacoes,

dm

dt

2
1672 —=

/[:7j

Aii = m2,U; Ui, y2, = m?, /U? € mene é a massa do n — esimo lépton carregado,

n=123=e,u,7em,¢amassa don — esimo neutrino. Usando o fato de que os
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43

termos nao diagonais sao gerados por U e precisam® se anular para todo F,

au; m? 4+ m3 m? + mj .
1672 dtk — B, (Z Q—JU U e U + Z ; : zmyenU U; )
my —

m; —
j#in " j#kn

(7.22)

onde os valores de By e T estao na tabela 7.2. Tal equacao foi rederivada e confirma

o resultado obtido na referéncia [35]. A matriz U estd relacionada com os angulos

Modelo | By T
SM | =3 | A4 277 |3Y] Y, + 3Y]Y, + Y1V, | — 3¢2
MSSM | 2 —2g3 — 6g3 + 6T [V,]Y,]

Tabela 7.2: Valores da constante By e T que aparecem nas equagoes do
grupo de renormalizacao dos neutrinos para o modelo padrao
e para o modelo supersimétrico minimo.

de mistura por,

—id

C12€13 S512€13 513€
U=| - - i6 - i6 (7.23)
512C23 — C12523513€ C12C23 — 512523513€ 523C13 .
19 19
512823 — C12C23513€" —C12523 — $12C23513€" C23C13
com ¢;; = cos(B;;) e s;; = sin(;;). As equagbes do modelo padrao geraram um

running para os angulos de mistura mostrados na fig.7.7, a banda corresponde a
utilizagao dos erros experimentais dados pelo PDG, aonde as condicoes iniciais foram
variadas entre o maior e o menor erro experimental fornecido.

O grafico da fig.7.8 mostra o crescimento da diferenca de massa entre os neu-

trinos no Modelo Padrao,

7.1.3.3 Valores iniciais a 2TeV
O programa Mathematica forneceu os dados a 2TeV através da resolucao das
equagoes diferenciais para todos os parametros do modelo, dada as condigoes iniciais

e as funcoes beta ja obtidas, os resultados estao presentes na tabela 7.3 e eq.7.24

0.9742(30)  —0.22520(15) —0.004110(25)
Vam = | 0.23002(35)  1.00603(31)  —0.04863(10) (7.24)
0.008398(31) —0.04425(10)  0.907285(10)

43Essa condicio é necessaria para que a base de massa seja a mesma durante todo o processo.
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Figura 7.7: Angulos de Mistura no SM, 6,5, = Vermelho, 0,3 = Marrom,f,3 =
Azul.

7.1.3.4 Angulos de Mistura
Com as equagoes do grupo de renormalizacao do MSSM e os valores dados pelo
modelo padrao a 2TeV foi feita nova andlise cujo resultado esté presente nas fig.(7.9)
Como € possivel ver, nos dois casos ha uma mudanca rapida para baixas ener-
gias ~ 1TeV e a partir de** t = 10 ou E ~ 14TeV os angulos passam a ter um
crescimento bem devagar.

Uma pergunta que surge ao observar as figs.7.7 e 7.9 é se a diferenca entre os angulos

2
44lembrando que o parametro t = log (#), 1t é a escala do problema e M, a massa do béson Z°
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Figura 7.8: Variacao da diferenga de massa, Am?, = vermelho e Am3, = azul,
para hierarquia normal no SM.

de mistura sao realmente observaveis experimentalmente. Os erros experimentais de
medigao dos angulos de mistura estdo da ordem de Asin?(6;5) = 0.024rad[18] o que
¢ um problema para esse tipo de analise, onde a diferenca entre o SM e o MSSM ¢é
maior a uma energia préoxima de 106TeV e vale Asin?(6;3) = 0.021rad.

Para entender como acontece a evolucao do angulo de mistura, é interessante
analisar em especial o valor de #,3 que possui mudanca mais evidente. Em especial,
sua equagao pode ser obtida apartir da equagdo de Uz = sin(fi3) =~ #13. Como
a equagao da matriz de mistura estd relacionada sempre com y? , o termo mais

relevante serd para yZ, ja que® y2 << y?, assim,

db;: 2m? — Am?. 2m2Z — Am?2.
1672 d;‘ ~ B, Wmf_wjgp_kﬁmzw%w 01 (7.25)
1j 3

4Spois Y fermion €Sta diretamente relacionado com a massa dos férmions, na base onde a matriz
de massa é diagonal
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Parametro (E = 2TeV) | Valor (GeV)
(my/v)? 4.42(34).10°®
(s /1) 7.55(59).10~°
(my/v)? 1.42(20).10~*
(ma/v)? 1.92(15).10~10
(me/v)? 1.31(58).107°
(/1) 0.261(21
(me/v)? 4.13(33).10712
(m, /1) 1.76(14).10~7
DL 1.09(40).10
DL 1.7609(21)10 >
(11, /)2 1.7610(21).10~ %
(1119, /) 1.7651(22).10 %

012 0.614(17)
O 0.697(22)
O1s 0.163(12)
1o 57.73(18)
1/as 30.95(27)
1/as 11.3(1)

Tabela 7.3: Valores dos parametros da teoria apdés rodar as equacoes de
renormalizagao do modelo padrao até 2TeV, ie, valores iniciais
no teste dos modelos. v = /u2/\ é a translagao do campo de
Higgs para seu estado de vacuo.

como Am2, << Am3,, Am?2; e Ami, << m?,

d¢913 2m2
167#W ~ By { Y2 Amél} 013 (7.26)

Assim, a grande diferenca na evolucao do angulo de mistura gerada pelo modelo

C . , 2
supersimétrico é o fator By. Supondo Y2 ml = a & cte, pois a variacao das massas

é pequena em comparacao com seu valor 1n1c1al, a equacao é facilmente resolvida,

Bya

013(t) ~ 013(0)e6-2" (7.27)

O fator o é da ordem da unidade. Como o fator 1672 >> 1, a exponencial
corre de maneira bem vagarosa, o que explica a baixa mudanga no valor de 6. A
mudanca entre 1 e 5 TeV chega a aproximadamente 5% no valor do angulo. Como o
erro experimental nas medicoes é da ordem de 7%, o préprio crescimento no angulo
fica mascarado pelo erro experimental a baixas energias. Os graficos das fig. 7.10

e 7.11 mostram o desvio relativo 1 — 6(¢)/0(2TeV), no modelo padrao e modelo
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Figura 7.9: Angulos de Mistura no MSSM, 6,5, = Vermelho, 6#;35 =
Marrom,fs; = Azul.

supersimétrico respectivamente.

Caso seja possivel medir a variagao dos angulos, os desvios relativos mostram
uma mudanga bem distinta, ja que o fator By é positivo para o modelo supersimétrico
e negativo para o modelo padrao, gerando um crescimento positivo para o primeiro
e negativo para o segundo.

O gréfico da fig.7.12 mostra o crescimento da diferenga de massa entre os neu-

trinos no Modelo Super Simétrico Minimo,
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Figura 7.10: Variagao percentual do angulo de mistura no SM Af;; =
Vermelho, A#y3 = Marrom,Afy3 = Azul.

7.2 Conclusao da Analise

A anélise do modelo mostra que a evolucao dos angulos de mistura é bastante
diferente nos dois modelos estudados principalmente causado pela mudanca de sinal
no parametro By, que tem valor —3 para o modelo padrao e 2 para o modelo super-
simétrico minimo, tabela 7.2. Com isso, enquanto em um modelo hd um aumento
no valor das constantes, no outro ha uma diminuicao. Embora essa variacao seja
evidentemente diferente, ela é bastante suave e pequena, com variacoes de 4% para o
angulo com medic¢oes de maior precisao exprimental, isso significa que a observacao

na variagao dos angulos de mistura seja dificil de ser observada.
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Capitulo 8

Dimensoes Extras

Um tipo de modelo em fisica de particulas que tem mostrado novos caminhos sao
os modelos de dimensoes extras. A ideia de colocar mais dimensoes do que as 1+ 3
(uma temporal e trés espaciais) usuais do modelo padrao surgiu em 1914 (antes da
relatividade geral) com Gunnar Nordshon, que tentou unificar o campo escalar gravi-
tacional ¢ como a quinta componente de um campo vetorial A, do eletromagnetismo.
Alguns anos depois Theodor Kaluza (1921) e Oskar Klein (1926) tiveram ideias mais
robustas e inovadoras, a ideia de Kaluza era descrever o campo gravitacional em 5
dimensoes x = (z*,y) de tal forma que a nova métrica Gy fosse uma combinagao

da métrica g,, da relatividade e um campo vetorial A,

9w | Ay

Gy = (8.1)

A

o gs5

O grande problema surge ao se perguntar porque nao é possivel ver as dimensoes
extras com os experimentos? A resposta para essa pergunta foi proposta por Klein
através do argumento no qual as dimensoes extras sao compactificadas, isto é, elas
possuem um tamanho finito, por exemplo um toro de raio R no qual a coordenada
y é periddica, y = y+ 2 R. Essa condigao impoe condicoes de periodicidade para as
funcoes de onda, de forma que apenas alguns comprimentos de onda, relacionados
com k, = :I:%’, n € N, podem ser acessados. Assim se R << 1TeV™!, a energia ne-
cessaria para acessar tais dimensoes é grande e elas ficam invisiveis para experimentos
a baixa energia. Para os modelos atuais a ideia de unificacao foram abandonados,

no entanto a ideia de compactificacao das dimensoes extras ainda existem.

8.1 Teoria de Campos em D-dimensoes

O processo de criacao do modelo requer algumas sutilezas, para que ele seja
consistente a baixas energias é necessario que reproduza o modelo padrao. A acao em

D dimensoes é escrita através das D coordenadas, 4 usuais, z# e D—4, (y1,Y2...Yp_4),
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compactificadas, tal que a métrica se reduza ao espaco de Minkowski usual em 4D,
ds? = e Wy datdx” — (dy)? (8.2)

onde A(y) é uma fungdo que descreve a curvatura no espago 50D. Dessa forma a agao

¢ descrita por,

Sp = / dPaVGL. (8.3)

Para entender a forma de quantizacao, vale a pena usar o exemplo de uma lagrangiana

para um campo escalar ¢, em 5 dimensoes?®,

L= Gunoud'Ond — V() (8.4)

encontra-se a variacao da acao 0.5 para uma variagao do campo escalar 9o,
08 =05y +05; (8.5)

A variagao Sy é uma variacao associada a um volume que dard origem a equagao

de movimento (EOM) cléssica,
L 1
58y = / Pr/—g {56]\4 [\/EGMNaNgb] + V’qb} 56 (8.6)
0

onde V' = 09,V (¢). O termo de superficie §.5;, gerado pela integracdo por parte, é
dado por,

58, = / d'x /—gGN oy eog| s (8.7)

em teorias em 4 dimensodes tal termo nao possui uma importancia tao imediata, pois
a abordagem usual é supor que o campo ¢ caia de forma rapida o suficiente quando
x* — 0o. Esse nao é o caso, porém, com teorias onde hé compactificagao. Isso signi-
fica que, além de estabelecer o campo e a lagrangeana, uma descricao fisica do modelo
precisa abordar também suas condi¢oes de contorno na fronteira [0, L]. Mesmo para
o caso do campo escalar existem diversas maneiras de impor as condigoes, uma delas
é a compactificagdo em um circulo: ¢(L) = ¢(0), essa compactificacdo, entretanto,

nao ¢ fenomenologicamente consistente, pois nao permite gerar campos fermionicos

46 A notacdo aqui estabelecida e que sers usada em diante consiste em letras maitisculas romanas
para o espaco inteiro e letras gregas quando trata-se das 4 dimensoes usuais.
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chirais distinguiveis. Condigoes mais realistas sao as condi¢oes de Newmann,
L
ay¢|0 =0 (88)

e de Dirichlet
g =0 (8.9)

8.2 Torres de Kaluza-Klein

Para analisar um modelo em D dimensoes é necessario compara-lo de alguma
forma como algum limite de um modelo em 4 dimensoes compativel com o observado
em baixas energias. A maneira de fazer isso é através das torres de Kaluza-klein
(KK-tower), que consiste em interpretar as particulas observadas como reflexos de
um campo em mais dimensoes. Visto dessa forma, cada campo em um espaco de
D dimensoes gera infinitos campos em 4 dimensoes, e sao as chamadas torres de
particulas.

A forma intuitiva de ver a origem dos infinitos campos que podem surgir é através
da andlise do momento observado. Como na direcao da dimensao compactificada o

momento é K, n—lg, o quadrado do quadrimomento fica,

2

n
Bk = mi + (8.10)

Para n = 0 a massa da particula vista por um observador em 4D é my, quando a

n2

%z, 0 primeiro estado do campo ¢ excitado

energia é suficientemente grande, F > m2+
e a massa observada se torna m? = mZ + 2—22. Assim, um observador ira interpretar o
campo como uma nova particula. Dada energia suficiente nao hé, a priori, motivos
para que o numero natural n tenha algum limite maximo. Isso quer dizer que na
teoria efetiva em 4D, para as corregoes em loop dos graficos de Feynman, as novas

particulas com n # 0 devem ser levadas em conta, de forma que sejam englobadas

de acordo com a escala de energia do problema.

8.2.1 Espectro de Massa

Para calcular o espectro de massa que ird surgir devido as torres de Kaluza-
Klein, é necessario primeiro minimizar a acao Sp e obter as equacoes de movimento
e a partir dela realizar uma separacao de variaveis de forma a explicitar os campos

em 4 dimensoes e suas partes que viajam pelas outras. Para entender como é feito
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¢ interessante voltar ao exemplo do campo escalar real, cuja equacao de movimento
(EOM) é
AW, 1P — MW, [P, ] — M2D? = 0 (8.11)

Reescrevendo o campo ®(z,y) como,

P(z,y) =

eAl)

Onde o fator v/R foi colocado como forma de deixar o campo ¢, (z) com a dimensao
usual para a teoria em 4D. Colocando Eq.(8.12)em Eq.(8.11) e usando a constante

m, como constante de separacao de variavel, obtem-se duas equacoes,
Faly) =24 fi(y) + (A" = 3A% —mi + e4m7) fu(y) = 0 (8.13)

onde a linha significa derivada em relagao a y. Essa é uma equacao de auto-valores
m,, que junto com as condigoes iniciais (que definem a compactificacao) definem o
valor de m,, e as fungoes f,(y), que formam uma base ortogonal completa.

E a segunda que caracterizard a equacao de movimento em 4D fica,
0,0" P () — M2, =0 (8.14)

que é a equacao usual de Klein-Gordon para os campos escalares ¢,, com massa m,,

e gera um lagrangeano efetivo,
S,y = Z / d*z [(0un)? — m2 o7 ] (8.15)

ou seja, a teoria inicialmente com apenas 1 campo escalar  em D dimensoes se torna
uma teoria efetiva em 4D dimensoes com infinitas particulas escalares com espectro
de massa m,,. Para lagrangeanos com interacoes por exemplo A®* a quebra em uma
lagrangeana efetiva utilizando o método de KK-tower gera novas interacoes efetivas
Anmik@nOm @10k que aparecem a medida que a energia possibilite que as particulas

com numeros n,m, [, k aparecam.
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8.3 Renormalizabilidade em D Dimensoes
O acréscimo de dimensoes extras para a teoria torna ela inerentemente nao-
renormalizavel, isso pode ser visto de maneira imediata através da analise dimensi-

onal, em D dimensdes os campos possuem as dimensoes listadas na Tabela (8.1)

Spin do Campo em 4D Notagao dimensao
0 (escalar) O(z,y) D2
1/2 (Férmion) U(z,y) -1
1 (béson de Gauge) | (Al (z,y), AL(z,y)) 22

Tabela 8.1: Dimensoes do Campo

O que que dizer que mesmo um termo ®2 terd uma constante de acoplamento
com dimensao menor que zero. Isso significa que a nao-renormalizabilidade estara

sempre presente e é preciso lidar com isso com cuidado.

8.3.1 Equacgoes de Renormalizacao em D Dimensoes

No aspecto apresentado na secao anterior, falar em quacoes de renormalizagao
nao faz mais sentido, uma vez que a teoria nao ¢é renormalizavel. Entretanto as
constantes de acomplamento, bem como a massa das particulas, possui correcoes
a nivel de loop que devem ser levada em conta e equacoes andlogas as equagoes
de renormalizacao da teoria precisam ser calculadas e fazem parte fundamental da
construcao do modelo. O método de renormalizacao dimensional nao funciona mais
e uma escala de energia p nao tem mais sentido fisico, é necessario colocar um cutoff,
A, explicito nas integrais de loop e que caracteriza até aonde chega a validade da
teoria, como a cada energia caracteristica aparecerao novas particulas, provenientes
das torres de Kaluza-Klein, a cada passo ha uma escala de energia onde as equacoes
precisam ser re-avaliadas. A maneira de fazer isso é notar que cada nova escala de
energia hd uma contribuigao idéntica & anterior para a funcao [, e é possivel[34]
fatorar tal contribuicao a partir do parametro S que define o ntimero de torres de

Kaluza-Klein novas, e a funcao de contribuicao de loop pode ser escrita,
B=pM 453 (8.16)

Onde B ¢é a contribuicao das torres de Kaluza-Klein. Por conta da nao renormaliza-

bilidade termos que dependem da escala de forma quadratica podem aparecer, o que
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torna a dinamica das constantes de acoplamento muito mais significante.

8.3.2 O Modelo Extradimensional

A nao renormalizabilidade dos modelos com dimensoes extras precisam ser
entendidos como uma limitagao em sua validade, tais modelos nao podem ser consi-
derados teorias finais e completas. Isso quer dizer que ao construir um modelo em
dimensao extra é necessario ter em mente que, a partir de uma escala M o modelo
deve deixar de existir e uma nova fisica surge de forma a explicar a origem das in-
teragoes que aparecem.
A extensao mais simples para do modelo padrao e que serd analisada aqui nesse tra-
balho consiste em propor as mesmas particulas do modelo padrao podendo propagar
em 4 + 1 dimensoes, onde a ultima dimensao espacial y é compactificada em um
S1/Zy orbitfold, o que significa eimpor para o espago a caracteristica y = —y e o
fator na metrica A(y) = cte. A nova dimensao precisa ter um tamanho da ordem
de R~! > 1TeV para que o problema da Hierarquia possa ser solucionado. As novas

funcoes beta, 3 podem ser encontradas em [34] e [35],

By, = ! = big; (8.17)
onde (by, by, bs) = (3, L, —2),
B Y. -0+ )+ Jyiv. vt 8.15)
o= |- Gai+ L+ a4 S0 -y o v a9
Ba = { (23893 + %93 + ;;gl) g(YJYd ~ YY)+ 2T] Yy (8:20)

e a constante de acoplamento do Higgs,

Br = 29t + 4922 + 691 —3N(992 +39%) + 672+ 8T — 16[(Y,[Y.) 2+ 3(Y, V)2 4+ 3(Y] V)]
(8.21)
O acoplamento que gera massa do neutrino é pensado como uma interacao

que ¢é originaria da nova fisica que aparece na escala My e tem a forma andloga
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a da Eq.(7.5) e cuja fungao beta é modificada pelos mesmos graficos mostrados
anteriormente mais um novo grafico proveniente da quinta componente do campo de

gauge As que surge devido a nova dimensao espacial, resultando na funcao beta,

3

- 1 11
o=~V = 5 :

YY) h — (01 + —95 — 4T — Nk (8.22)
2 4 4
Percebendo que a equacao para a funcao s tem forma similar ao SM, a equacao para

a matriz de acoplamento fica equivalente a do modelo padrao Eq.(7.21)

o dm
dt

2
L=2Tm; —3) mim;Ay, (8.23)

i’j

T = (1+8)TM + 5(g? + g3) e Eq.(7.22),

dUZ m +m m2 .
167-(2?’6 = B, (Z FTRJUWU nyen gk + Z ; ,myenU U; ) ,
j#in i J j#k,n my — -7

(8.24)
porém, com
B, = (1+8)B%M (8.25)

o termo (1 4+ S) é proveniente das torres de Kaluza-Klein dos acoplamentos ja
existéntes e o segundo termo de T' vem da quinta componente dos campos de Gauge
que gera novos acoplamentos. Isso mostra que, a cada torre excitada o acoplamento

corre mais rapido, reflexo da dependéncia quadratica com a escala.

8.4 Resultados

A partir das equagoes apresentadas, foi feita uma andlise equivalente a das
sessoes anteriores utilizando-se das mesmas condicoes iniciais apresentadas na tabela
7.3, pag. 98. Foi suposto que as dimensoes extras tem raio de R ~ 0.5, 1 e 2TeV.
Os resultados para R = 1TeV encontram-se nas fig. 8.1 e 8.2.

Como ¢ possivel notar, os angulos tém um crescimento bastante acentuado em
comparacao com o modelo padrao, isso é causado pelo termo 1 + .S gerado devido
ao aparecimento de torres de Kaluza-Klein, reflexo do crescimento quadratico com
a escala de energia. Para uma energia de 14TeV o crescimento do angulo 015 ja é
significativo, nota-se, no entanto, que o angulo de mistura 6,3 nao cresce de maneira
tao significativa assim.

Outro dado interessante é a diferenca de massa entre os neutrinos, mostrados
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na fig.8.3, nesse caso a diferenca de massa nao tende a diminuir como no modelo
padrao e no modelo supersimétrico.

As figuras 8.5 e 8.4 contém uma comparagao para a evolucao dos angulos de
mistura e a massa dos neutrinos de acordo com o raio. Nota-se que as corregoes
s6 comecam a aparecer quando a energia chega na escala de energia correspondente
ao raio, reflexo do aparecimento das torres de Kaluza-Klein, que sé sao acessiveis a
partir dessa energia.

Por fim, um grafico comparativo da evolucao dos angulos de mistura 615 e a
diferenca de massa Am?, nos trés modelos se encontram nas fig. 8.5 e 8.4 respecti-

vamente.

8.5 Conclusao dos Resultados

Como ¢ possivel ver pelos graficos da fig. 8.1 e 8.2 a evolucao no angulo de
mistura no modelo padrao em 5D é bastante significativa, chegando a 10% no caso de
R = 1TeV. Isso ¢é evidenciado pela dependéncia quadratica com a escala de energia
nas equacgoes. A diferenca de massa possui também uma variagao significativa, fig.8.5,
mas é equivalente a variagao nos outros dois modelos. Nota-se ainda que, em todos
os modelos, hd uma queda na diferenca de massa, embora mesmo para altas energias
essa diferenca de massa nao chegue a zero, de forma que nao chega a variar nem
uma ordem de grandeza. E interessante verificar a dependéncia das constantes com
relacao ao tamanho do raio, fig. 8.5. Para um raio menor, mais torres de Kaluza-
Klein sao acessiveis em baixas energias e a evolugao dos parametros é mais acentuada
e o contrario ocorre para um raio maior, menos torres sao acessivieis e a evolucao

demora mais para ser distinguivel do modelo padrao.
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Figura 8.1: Angulos de Mistura no SM em 5D, 65, = Vermelho, 63 =
Marrom,fs3 = Azul, raio da dimensao de R = 1TeV.
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Capitulo 9

Conclusao

O modelo supersimétrico minimo consegue resolver muitas das arestas faltantes no
modelo padrao, tais como a hierarquia, oscilagao de neutrinos, matéria escura e
ajuda a entender um pouco o conceito de grande unificagao, entretanto sua detecgao
experimental ainda nao ocorreu no LHC, aonde muitos dos modelos supersimétricos
razoaveis ja foram descartados. A evolugao dos angulos de mistura do MSSM difere
do modelo padrao, de uma ordem de 14% do valor ganho entre o SM e o0 MSSM, esse
ganho esta por volta de 7—20% em relacao ao valor total do préprio parametro, o que
significa que a variacao nao pode ser detectada com os dados experimentais e seus
erros associados atuais. Durante essa analise foi recalculada a Eq.7.22 bem como a
Eq.7.16 ambas conhecidas na literatura [1] e [35]. J4 a andlise de uma extensao extra-
dimensional do modelo padrao para 4+ 1 dimensoes, onde 4 sao as dimensoes usuais
e 1 a dimensao espacial fechada, mostra um crescimento mais acentuado devido
ao aparecimento das torres de Kaluza-Klein com ganho bastante acentuado para
energias da escala de 147eV, que varia com o tamanho do raio da dimensao, onde
quanto menor o raio, maior a variagdo (note que a energia de acesso as torres de
Kaluza-Klein é da forma ~ n/R, onde n é o nimero de torres acessiveis e R o raio
da dimensgao). Durante essa anélise foi utilizada a Eq.8.22 conhecida da literatura
[35]. A andlise experimental do dngulo de mistura dos neutrinos e da evolugao de sua
diferenca de massa pode impor restrigoes na construcao de modelos, ja que a forma do
crescimento é bastante dependente do modelo, para o modelo supersimétrico ha um
aumento no angulo, enquanto no modelo padrao ha um decrescimento e em modelos
com dimensoes-extras o crescimento é bastante acentuado, entretando a sua medicao

ainda é bastante complicada e sé realizada para baixas energias.
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Apéndice A

Calculo da Renormalizacao

Usando as regras de Feynman tem-se,

—i%(p) = / (;ljr];”‘ (~er’) (? + %Z - m) (_Zgjy) (~er’) (&.1)

1 _ ptEtm
ptHk—m — (p—k)2—m?2>

Ccomo

podemos escrever

—iZ(p) = (—ie)? [ ey s

2m)T 1 =R —mk? T

Podemos observar que no numerador tem-se ~ k°, enquanto que no denomi-
nador ~ k* e portanto tal integral ¢ divergente para k— > oo. Para arrumar tal
divergéncia usaremos a regularizagao dimensional.

Lembremos que,

Lo =ip(J—m)p — }lF“”FW (A.2)

Como [Ly] = [M]P = D e [@] = 1, devemos ter, [{?] +1 = D — [{)] = %

e [m] = 1. Também, [A] = £-2. Portanto, o termo de vértice que é a interacdo da

QED tem dimensdo, [ep Ay] = D — [e] = 452,

Com isso, introduzimos um parametro dimensional p de dimensao [p] = [M] de tal

4-D/2

forma que e — ep mantém e sem dimensao na lagrangeana de interagao. Assim,

. . _ D +E+m
—i%(p) = (—iep* " P2)? [ (gn)% 7" [(pjyjk)?—m?}k2 T

onde, agora, tryty” = f(D)g"; Trl = f(D), ¥'v" = D; ny*y” = (2 — D)™

Que ¢é a algebra de Dirac generalizada,

{1t =29 (A.3)

G =(H+—-————— ...) que é a algebra de Clifford C1,,(C), p+ q = 2n.
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Assim,

=eqtP o 2= D)(p+Ek)+ Dm
20) = Tt [ o Ay

Usando os parametros de Feynman,

1 ! d
I / : (A5)
podemos escrever,
1 _ dz _ dz _
= = Jo Tommr=mtraay = Jo rmm e =

f dz — f dz
0 {p?z—p?22+(p222—2pkz+k?)—m?z}? 0 {(k=p2)*+C(p,m)}*’

C(p,m) =p*2(1 — z) — m?z.

Fazendo a mudanca k — k£ — pz, tem-se,

Y(p) =

ﬂ/dzdljk:@ — D)@ =2) -8+ Dm (A.6)

(2m)P (k2 4+ C?)?
como o denominador é uma funcao par em k e estamos integrando em todo o espaco,

o termo com § da zero e tem-se,

2,,4—D de

S(p) = % /dz[(Q — D)(p(1 — 2) + Dm] / ey (A.7)

precisa-se agora efetuar a integral em D dimensoes no espaco de Minkowski, para

futuras referencias, resolveremos uma integral um pouco mais geral,

dPk

para tanto, usaremos as coordenadas polares em D dimensoes, k = (ko, 7, ¢, 01, 05...0p_3)

de tal forma que,
D-3
dPk = rP=2dkodrdg | | sin*0rdby.
i=1
r(&L

Como fo (sinf)2"1(cosh)2m—1dh = LTI [ sin*6,d), = VT T(Ez

2 T'(n+m) ?

~—

ou seja,

~

=

f gsmkekd@k = gﬁ?ﬁ:?; )D_)

2

(T
I(
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com isso, obtem-se,

(g, D,m,a) / / Pty (A.9)

— 12 4+ 2qk — m?)~

podemos escolher um sistema de coordenadas tal que 2kq = 2uky e escrevendo,
k2 + 2uko + p? — p? = (ko + p)* — i = (ko + p)? — ¢, podemos fazer uma mudanca

de variavel, k — ko + u e tem-se,

N rP=2dr
I(q, D, m, «) / ko/ - (A.10)

(¢ +m?)]®
usando a propriedade da funcao gamma,
T T e 12zx—1
M = 2/ T—dr’ (A.11)
[(x+y) o (L47r2)zty

e fazendo 1’/ d—1/2,y = a — z, obtem-se,

_ T
- q2+m27kg’ x

L D(a— 231 dk
_ (_1)\2a+(D-1)/25 2L 2 0
[(%D?maa) - ( 1) 2m 2 F(%) / [kQ (q2 +m2)]a—(D—1)/2
(A.12)
por fim, usando novamente a eq.(A.11) conseguimos o resultado
o ol(@=%) 1
I(q,D,m,a) = (—1)%ir?2 OB (A.13)
para o nosso caso, @ = 2, m?> = C e ¢ = 0, e assim obtem-se,
240102 -2) 1 [(2—D)p(1l—2)+Dm
S(p) = - ( 2)/ 2\ )(p(1 —2) ] (A14)
(4m)P/2 " T(2) . [k? + C2]2-D/2

a funcao

2—D 1—z)+Dm
GD(pv m) = f() . [kifég]z )D/2 ]d

embora complicada ¢é finita para todo D > 0. O problema da divergéncia encontra-se
na funcao I'(2 — D/2). Podemos evidenciar tal divergéncia escrevendo D = 4 — 2e,
ou seja I'(2 — D/2) = T'(e). Para e — 0, como
D(e+1) = I(e),
L(1+¢) =T(1)+el’(1) + o(e?) = €el'(¢).
Mas, I'(1) = 1, ou seja,
1
['(e) =~ Pt O(e) (A.15)
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onde v ~ 0,577 é a constante de Euler-Mascheroni. Portanto, para e — 0, I'(¢) — oo

e é essa a causa da divergéncia na integral. Nesse caso,
Gp_a(p,m fo (2= D)p(1 = 2) + Dmdz = (—p + 4m)

A partir disso, obtem-se,

2, 2 2

el 1 e
pAm) (s — ) =
327r2( Pt m)(e V) 1672¢

X(p) = (=p +4m) + finito (A.16)

como S;_l(p) = S~ (p) —iX%(p),

Sl p) = —i (1 _ ) [p - mw} (A.17)

1672e 1672e — €2
com isso, vemos que o termo Z, vale,

e’ A
Jy=\|1-— 1
? ( 167T26> (A.18)

Em seguida calcularemos as contribui¢oes do segundo grafico. Pelas regras de

feynman, precisa-se calcular a quantidade,

il = —(—jeyiP/? d"p i i

M = ~ (e )/<2w>DT(¢m¢%m)
_ 24D dPp Tr hu(?ij) Y(p— k+ m)]
ok / @2mP  (p? —m?)[(p — k)? — m?]

(A.19)

novamente aplicando o truque de Feynman,

1 _ d _
=) = o o ) fo T T

dz
fO {p?—2kpz+k222—k222+k2z—m?2}2 — f() {(p— kz)2+C(k m)}2)
onde C(k,m) = k*2(1 — z) — m?.
Fazendo p — p — zk, podemos escrever
N =Tr (7“%7“,@) = [P = k7R 2 (1= 2)] T (V010 7a) +mPTr () + pH

onde « representa termos que nao dependem de p, e assim, como esse é um termo
linear em p, dentro da integral resulta em contribuicao nula. Usando as propriedades

das matrizes gamma generalizadas, podemos escrever,

N = f(D)2pupy — 22(1 — 2)(kyky — k2,0) — g (> — O))]
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Com isso, precisa-se calcular 3 integrais da forga da eq.(A.13):

I = 2 4 D/dz/ 2pupv _ Q[kﬂkl/ — guka]Z(l — Z) _ Iuv (A.QO)
—c)? (p* =) (p* —¢)

A segunda integral é identica a primeira (a menos das constantes multiplicati-
vas) e resulta em um termo divergente como anteriormente. A terceira basta fazer
a =1, ou seja,

J aPpgesy = —in® N

9uv
F(l) (q2+m2)1—D/2

Para o primeiro termo, note que podemos derivar duas vezes a eq.(A.13) em relagao

a ¢" e obtem-se,

H2 _ D PuPv _
I(¢g,D,m,a) = [d P =

dgHdq” 2 2pg—m2)
D D(a—L2

= (_1)alﬂ- F(Q)Q) (q2+m21)a7D/2 I:QHQVF(& - D/2) + %guy(_QQ - mQ)F(O[ - 1 — D/2)j|

fazendo ¢, — 0 vemos que a integral da contribuicao identica ao terceiro termo e

portanto se cancelam. Ficamos, portanto, com a integral do meio, que nos da:

ie?ut=P D (k. ky — guk?2(1 — 2)
" =——7Ir2 - —= dz 2~ aud A.21
2pop ! 27 5) / “(k22(1 = z) — m2)2-D/2 (A.21)

fazendo novamente D = 4 — 2¢, e escrevendo explicitamente os termos, obtem-se,

1 = G231 (e) [ defbh, — g, k?)(1 — 2) (F02)

como a® ~ 1+ zin(a), tem-se

1672

[ = S2T(e) f delhuk, — guk?]z(1 = 2)(1 = e)in (£

Em ordem e, tem-se,

ie? 1 v ! E22(1 —2) —m?
I = —(k,k, — g k%) | — — = — dzz(1 — 2)ln + O(e
S, = g |5 = 1= [z - o (ST o)
(A.22)
Dois pontos interessantes a se notar é primeiro a invariancia de Gauge é mantida,
k1L, = k"I, = 0 e a corregao devido ao termo p acrescentado aparece logari-
timamente. O termo de correcao entra na equagao para a corregao do propagador
como,

Ou,
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Figura A.1: equagao de correcao do propagador em primeira ordem

D, = —i%% — (—i%%5) 11*° Dg,

ou, usando IT" = i(k*k" — g k*)TI(K?),

(1 +T1(k?))g,l — 5571 Dy = —i%5

Supondo D, = f(k2)9,w + G<k2)k#ku’ obtem-se?7,
(1 + D) f(k2) g + G+ Llkuk, = —2
Ou seja,

a - 2
1 RA+I)  k(1+1)  k2(1+10) + termosdegauge (A.23)

D

Como vimos, Il = 1;5# +1I¢(k), para e — 0, o termo diverge. Assim, escrevemos,
2
N ) L - Z3guw
D,, = —z% + gauge = —sz(fi‘h}) + gauge
portanto,
o2
Zz3=1-— A24
s 1272¢ ( )

por fim, precisa-se calcular o termo de vértice. Pelo exercicio 5, tem-se a identidade

de ward-takahashi,

¢'Tu(p,¢,p+9q) = S5 (p+4q) — S;(p) (A.25)

ou, fazendo ¢ — 0, a identidade de Ward,

~087'(p)

L.(p,0,p) = “opr (A.26)

O célculo do propagador do elétron nos dé, pela eq.(A.17),

Sit = —iZs(p—m) — or 1 S

(4m)2 2m

4Tnote que um termo que geraria uma massa para o foton sempre se cancela devido ao termo
(khEP — gﬁ)G(k2)k5k" = 0, tal termo aparece sempre da mesma forma devido & invaridncia de
Gauge
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onde Sy sao termos que nao dependem do momento p*. Assim, pela identidade de

ward, tem-se,

2
e .
L, = Zoyy, — Ter2m P = 22 + finito (A.27)
E assim vemos que Z; = Z; = 1 — 5. Tais termos sao infinitos, porém podem

ser interpretados usando a renormalizacao. Supomos que na verdade, a lagrangeana

verdadeira é L = Lo + L., onde L, é a lagrangeana total de interacao e

- - C E _
Lo = iBYPp — Anp — ZFWFW — E(aMAN)Q — Hep®> P2 Ay (A.28)
ou seja,
. - - 1+C 1+F -
Lo = z(1+B)w¢’9w—(1+A)w—( 1 )FWF’“’—( )(8MA“)2—(1+H)6N2 D/245, o
(A.29)
Com isso, definindo,
s
B = 8761‘26
= Gfr2e
H = _876;'226

modificamos os propagadores e constantes da teoria de tal forma que, reescrevendo,
. 7 1 0% 1 2 2—-D/2,;,
L = i), P, — mubph, — ZFvar — 5(8MAT) —eplt U A1), (A.30)

e nao é necessario mais calcular as contribuicoes divergentes da QED, usando os
novos propagadores. Esse método pode ser feito ordem a ordem bastando somente

alterar os valores das constantes A, B, C'... para que cancele os termos infinitos.



Apéndice B

Calculo das Integrais em D Dimensoes

B.1 Correcoes Loops de Bosons de Gauge
Para o cédlculo das correcoes de primeira ordem para loops de Gauge existem
duas possibilidades de integrais, a primeira devido ao acoplamento lepton-Boson, no

gauge RR¢, da forma,

A A d’q ,[-1 e 1],
—iny = (52) et [ e | 2 (o - 022 Lo

o —Tig)QTcadTga [t | (g - ) 0]

(B.2)
Para a primeira integracao, nota-se que,
11 ! dz
1 _ B.
PG =) orr TP (B.3)
(§]
I N dz1dz
G0 2/0 == P s —a—mp &Y
assim,
W —ig? . Y Py 2(26 — 1)dzdzo(dpgd + (1 — 21 — 22)2p2p) )
S0 = i [ 4 (dz P e (IR R papy B paprp | p——

(B.5)
Como o termo p2p sO iré contribuir em ordem maior que O(%) podemos desconsidera-

lo para o cdlculo. Usando as relagoes,

dPq 1)P/2;(r\P/2E@=D/2)  ir®
= 4  — (— v i Sl B o O (N
[ o = (—1)Pir)P PRy i
e
dPqqq” _ (=1)P%imP/? 39" T(2=F) _ in2gry
[¢2+c]® I'(3) c2-D/2 ~ 4
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para € =4 — D a eq.(B.1) fica

EPTHTY

N(p)" = e (B.6)

para a segunda integral, pode-se utilizar as seguintes relagoes,

1 dz

1 — fl
2 (p—q2—m? — Jo [(g—p(1—2))2+p2z(1—2)—m(1—2)]2

q

(¢

— 2f dz1dzo
a* ¢* (p—q)*—m? [((a—p(1—21—22))%+p?(—121—22) (21 +22) —m3 (1 —21—22) 3

procedendo de forma similar, levando-se em conta apenas termos de divergencia da

ordem O(1),
(26 - 3)g° T Te"

D(p) = —
() 2472

P — ——) (B.7)

Por fim, é necessario o calculo do termo de vértice, que possui a forma,

d"q ¢"(p1 — q)
—ill(p1 — p2) = 4Tcachdb'fab/ ’ (B.8)
(2m)P ¢*[(p2 + @)* — m*](p1 — q)?
e usando,
1 _ 2f1 dz1dzo
?[(p2+9)2—m2](;—q)2 — “JO [(g+p2z1—p122)?—(p1z2—p221)2+p32i+pizi —m221]3
e
D 2 _ (=HPRimPR D 2 D\ . in?
Jd q(qﬁc)f* - L (3) prel (2-3%)~ 3¢
O que resulta em,
-1
H(}h - p2) = mTEdTCdbﬁab[(pl - p2)2 + f(mQ,pl,pg)] (B,9)

Com isso, os fatores referentes as equagoes (7.12), (7.10) e (7.11) se devem a forma

das matrizes de acoplamento e os fatores de grupos associados em cada caso.
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