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Abstract

By modelling the kinetic-exchange-correlation functional it is possible to find a
Hamiltonian for alloying and lattice vibrations consisting of pair interactions plus
a homogeneous gas term. The pair interaction, not purely electrostatic, or based
on a dielectric constant, depends on the kinetic-exchange-correlation energy. By
parameterizing the pair interaction in the reciprocal or real space with cubic splines

one obtains a simple scheme for fitting experimental and first-principles data.
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Introducao

Os dados experimentais sobre o espectro de vibragoes cristalinas (fonons) e sobre
a Termodinamica das Ligas Binarias (diagramas de fase, entalpia de formacao dos
compostos intermetalicos) séo abundantes e necessitam da sistematizagiao fornecida
pelos modelos tedricos. Para as vibragoes cristalinas ha um conjunto grande de mod-
elos semi-empiricos ( “shell model, valence force field” [1], etc) muito bem sucedidos,
porém sem vinculo com a fisica quantica de muitos elétrons. Para as ligas, o mod-
elo de Ising é perfeito, desde que as interagdes sejam de curto alcance, o que nem
sempre acontece. Além disso, os parametros da Hamiltoniana de Ising s6 podem ser
deduzidos da fisica quantica por comparagao com os calculos de primeiros principios
na aproximacdo da Densidade Local (LDA).

Os calculos por primeiros principios, baseados nas equacdes de Kohn e Sham
[2], oferecem uma maneira de sistematizar e entender os resultados experimentais
[3, 4, 5, 6], mas tem um defeito: sdo muito demorados quando se faz necessaria a
solugao de um ntimero muito grande de atomos.

Para superar esta limita¢do imposta pelos cdlculos LDA a saida mais comum tem
sido o uso de esquemas semi-empiricos (com maiores ou menores justificativas na
mecanica quantica).

Recentemente houve grande interesse por esse tipo de esquema, que levou diversos
autores & proposi¢ao de varios modelos de potenciais interatdémicos, para calculos de
propriedades tanto de metais (e ligas) como de semicondutores. De um modo geral
estes modelos podem ser colocados em duas formas basicas de interagido entre os

4tomos (ou ions): potenciais de dois corpos (ou pares) e petenciais de muitos corpos’.

!Quando escrevemos dois corpos ou N corpos, no caso dos potenciais, queremos nos referir
especificamente & interagio entre os fons (ou carogos, se for o caso) formadores da rede. Um

potencial de dois corpos leva em conta a intera¢ao de um dubleto de ions, o de trés corpos um



O potencial de dois corpos tem uma forma geral do tipo
E= Z $i;(Fi, 75)

Aqui ¢;;(7i,7;) é em geral algum tipo de funcdo da distancia entre dois atomos da
rede (|7; —7;|). Esta é a forma mais simples de se exprimir um potencial interatémico,
e seu uso em sélidos nédo é novo [7]. Este tipo de potencial é geralmente aplicado
em metais simples (das duas primeiras colunas da tabela periédica). Mas existem
também formulag6es voltadas para materiais com ligagdes covalentes entre os 4tomos
constituintes (semicondutores como Si e Ge sdo exemplos) [8]. O maior problema
destes potenciais simples é a sua impossibilidade de prever corretamente a pressio
de Cauchy (C, = Ci2 — Cy). I caracteristica intrinseca destes potenciais que C,
seja nulo, mas isto s6 é observado em cristais altamente idnicos [9]. Os metais e
semicondutores, em geral, ndo atendem este fato, em sua grande maioria pode se
medir C12 7’5 044.

Uma forma de resolver esta limitagdo imposta pelas constantes elasticas pode ser
a introducao de um termo dependente do volume (ou da densidade eletrénica) na

energia de interacgdo entre os atomos.
E= ) + Z ¢i; (75, 75)

Aqui F éuma fungio do volume (ou da densidade el-etrénica) e ¢;;(7;, 7;) um potencial
de interacdo adequado?. Este termo foi primeiramente introduzido de forma empirica
[10].

Por um lado, se a introdugdo pura e simples de um termo dependente do volume
pode resolver a discrepancia entre a pressao de Cauchy calculada e a medida, por
outro pode levar o modelo a uma inconsisténcia na déterminacdo das constantes
elasticas, que podem ser calculadas de duas maneiras. A primeira é a partir da
velocidade do som (frequéncia de fonons nas regides préoximas do centro da Zona
de Brilouin). A segunda ¢ usando a deformagdo do cristal. Se a fun¢do do volume

for construida sem ter estas duas possibilidades em mente podera levar o modelo ao

tripleto de ions, ... Nao confundir com o problema usual da fisica de muitos elétrons.
? Aqui apresentamos >_ij ¢i; (73, 7;) como um potencial de dois corpos por simplicidade, néo ha

restriges a potenciais de 3,4 ou N corpos.



paradoxo de calcular constantes elasticas distintas para um unico material, com o
uso de cada um destes dois métodos.

Este paradoxo das constantes elasticas j& havia sido notado no trabalho de Maeda
et al.[10] por Finnis e Sinclair [11]. Para fugir deste problema estes autores formu-
laram um outro tipo de potencial, agora com inspiragdo “tight-binding” (TB). Isto
é feito supondo-se a existéncia de uma estrutura de bandas nos metais sem calcular,
contudo, esta estrutura de bandas. Esta é uma argumentacao comum aos potenciais
semi-empiricos do tipo TB. Neste caso a fungio F é melhor descrita como fungao da
densidade eletronica. Particularmente, para Finnis e Sinclair, ' é uma fungéo de |/p
(sendo p a densidade eletrdnica}, escothida desta forma para imitar uma estrutura de
bandas do tipo tight-binding.

Uma outra forma de introduzir F' dependente das caracteristicas locais no sélido
foi feito no “Embedded Atom Method” (EAM) por Daw e Baskes[12]. Estes autores
também usam uma forma geral de fungdo dependente da densidade somada ao po-
tencial de dois corpos, mas agora buscam a justificativa no funcional de densidade.
Este modelo tem sido aplicado com sucesso a superficies e defeitos em metais [12] e
ligas metalicas binarias [13]. Uma extensio deste modelo foi feita para materiais co-
valentes (silicio em especial)[14]. Neste iiltimo a fungao F sofreu uma modificagio na
sua simetria esférica para atender ao calculo correto das constantes elasticas do silicio.
Isto foi feito com a introducdo de uma dependéncia angular em ¥, segundo o autor
justifica, para acertar a ligagdo quimica direcionada do silicio ou a bonding-bending
(ligagdes tortas...).

Esta denominacgio bonding-bending (Keating [1] Kane [15]) vern de um dos termos
do modelo valence force field. Estamos agora entrando na segunda maneira de tratar
um potencial interatdmico, o potencial de muitos fons. De forma geral estes potenciais
podem ser colocados na forma

E =3 V() + D Va7, /) + 3 Va(Fo 7 i) 4 -
i i i3,k
O termo V) é usualmente associado a um potencial externo, V; é o potencial de pares
#:;. A novidade fica para Vi, --- Vi, uma caracteristica usual destes potenciais ¢
incluir de alguma maneira o angulo entre as interagoes entre os dtomos :j e 7k, no

caso de trés corpos, if, jk, kl e li, no caso de quatro corpos e assim por diante.



Esses modelos, que levam em conta forgas angulares, sio preferencialmente apli-
cados a metais de transicao e semicondutores. No caso dos metais acredita-se que a
presenca dos elétrons no estado d ddo origem a forcas angulares entre os ions constitu-
intes [16, 17, 18]. J4 nos semicondutores este aparato vem sendo usado desde Keating,
e 520 frequentes as citagdes na literatura da area que nao é possivel tratar semicom-
dutores sem que haja a introdug&o das interagdes de varios corpos [19, 20, 21, 22).

Dentro desta nova proposta é possivel destacar alguns modelos semi-empiricos
do género tight-binding para metais aplicados no estudo de propriedades estruturais,
superficies e defeitos em cristais [22, 23, 24, 25).

O interesse pelos semicondutores nao foi menor. Publicagdes de potenciais in-
teratomicos voltados para calculos estruturais no silicio {20, 21, 26, 27, 28, 29], prin-
cipalmente, podem ser encontradas. As duas caracteristicas mais comuns aos modelos
de potenciais dedicados a estes materiais sdo o uso de potenciais de muitos corpos
como forma de interagio entre os atomos € a suposicao de curto alcance para estas
interagoes [30].

Esses potenciais se caracterizam mais como uma construgao ad hoc do que como
uma dedug¢do partindo de principios fisicos, e possuem, portanto, pouca vinculo com
a mecanica quantica. Além disso ndo ha comprovagao de que a expansao da interacao
de muitos ions, mesmo quando correta, seja rapidamente convergente. No caso do
EAM este comentario nao se aplica. Este modelo tem uma justificativa dentro do
funcional de densidade, e ndo utiliza a expansao de muitos ions. A critica que poderia
ser feita € que este modelo exige a parametrizagao de duas fungdes (a dependente da
densidade e o potencial de dois fons) ao mesmo tempo, o que nem sempre é uma
tarefa sirples.

Neste trabalho vamos propor um modelo semi-empirico que tenha uma funda-
mentacao ligada 34 mecanica quéantica, e que seja capaz dé vencer alguns dos proble-
mas apontados (velocidade de calculo). Aqui isto também sera feito pelo funcional
de densidade, semelhante nos fundamentos ao EAM.

Os requisitos basicos para o sucesso de um esquema deste tipo serdo a velocidade
de calculo (possibilidade de calcular muitas configuracdes de uma liga em um tempo
razoavel) e um calculo quantitativo acurado.

A intengdo é produzir um esquema de interpolagio onde seja possivel introduzir



valores fisicos conhecidos (entalpias de formagdo dos intermetélicos, freqiiéncias de
fonons, constantes elasticas, etc.) e com isto obter informacdes sobre configuracdes
que nao sao bem determinadas ou conhecidas apenas teoricamente. Ou ainda utilizar
valores calculados por primeiros principios, no lugar dos valores medidos experimen-
talmente, como input e explorar mais estes resultados por meio de um procedimento
mais rapido computacionalmente, chegando a resultados que nao foram possiveis
antes.

Foi com este objetivo de encontrar um método rapido e simples, sem perder o
vinculo com a mecénica quantica de muitos elétrons que iniciamos este trabalho.
Aqui serd construido um modelo semi-empirico, baseado no funcional de densidade.
O desenvolvimento do modelo levard a interagdo entre atomos a ter a forma de um
potencial de pares somado a um termo dependente do volume. Para testar esta
proposi¢ao estudaremos a viabilidade deste modelo no tratamento de semicondutores
(neste ponto ainda resiste a idéia que semicondutores ndo podem ser descritos por
potenciais de pares), e a sua qualidade no estudo de ligas binarias.

A organizacio da escrita fol feita da forma que segue. - No primeiro capitulo
sera feito o desenvolvimento do modelo teérico, comegando com o formalismo do
funcional de densidade, seguindo com a proposicao do modelo e finalizando com seu
desenvolvimento. No segundo capitulo faremos uma aplicagio deste no estudo de
vibracoes de rede, e o teste de viabilidade para semicondutores. No iltimo capitulo
o assunto sera ligas metéalicas. Faremos um estudo da liga de Cu-Au com o célculo

das entalpias de formagio de alguns compostos desta liga.



Capitulo 1

Teoria

1.1 Teorema do Funcional de Densidade

No estudo dos solidos € fundamental um correto tratamento das interagbes mi-
croscopicas, Neste sentido uma descrigdo de sistemas de muitas particulas tem sido
um dos desafios da fisica. Solugdes analiticas da equagédo de Schrodinger sé sao
possiveis para um nimero pequeno de sistemas muito simples. Por outro lado,
solu¢bes numericamente exatas podem ser encontradas apenas para um pequeno
nimero de dtomos e moléculas, o que torna este tipo de tratamento pouco aplicivel
a solidos. Portanto, muitos casos de interesse tem sido tratados com modelos de
Hamiltoniano ou esquemas computacionais simplificados.

Um importante progresso desta area foi o Funcional de Densidade [31]. Muitos os
calculos modernos de estrutura eletronica sdo baseados nesta teoria quando descrevem
a interacao de muitos elétrons, particularmente quando o interesse é centrado nos
sélidos quase todos os calculos se baseian nesta teoria. Segundo este procedimento
as propriedades do estado fundamental de um sistema podem ser expressas como um
funcional da densidade eletrénica do estado fundamental. Estas propriedades podem
ser determinadas pelo conhecimento apenas da densidade de elétrons.

Dentro deste novo esquema a densidade passa a ser a variavel basica no estudo de
um sistema no lugar da fungao de onda (solugio da equagdo de Schrédinger). Como
veremos a seguir para um dado potencial podemos associar uma tnica densidade e
para cada densidade um 1nico potencial.

Segue uma dedugio exata segundo o principio variacional para a energia do estado



fundamental de um gas de elétrons nao homogéneo. Aqui a densidade n{r) é a variavel
do funcional. Dentro deste principio entra um funcional universal F'[rn}, que se aplica
a todos os sistemas eletrdnicos no estado fundamental ndo importando a forma do
potencial externo.

Considere uma colegdo com um numero arbitrario de elétrons, fechados numa
caixa grande e movendo-se sobre influéncia de um potencial externo v(r) e repulsao

Coulombiana mitua. O Hamiltoniano tera a forma

H=T+V+U (1.1)
onde )

T= [V AV (1.2)

V= [ oy (@ o (1.3)

Ua=%[ﬁzgﬂwwawwwymwyummmw (1.4)

No que segue é suposto (por simplicidade) que estamos tratando de casos em
que o estado fundamental ndo é degenerado. FEscrevemos a densidade do estado

fundamental ¥ como
n(7) = (¥, " ()p()¥) ,
que é um funcional de v(r).

Sera mostrado que v(r) € um unico funcional de n(7), a menos de uma constante
aditiva.

A prova consistird em redugao ao absurdo. Suponha que um outro potencial v'(7)
diferente de v (), com estado fundamental ¥’ d4 origem a uma mesma densidade n(7).
Cabe mencionar que ¥’ nao pode ser igual a ¥ (a menos que v/(r) — v(¥) =constante)
uma vez que estes estados satisfazem diferentes equae;()es‘de Schrédinger. Entao se
escrevermos os Hamiltonianos e as energias associadas a ¥ ¢ U/ como H, H' e E, F',

temos pela propriedade de energia minima do estado fundamental,
E =V, V)< (¥, HY)=(V,(H+V' -V)¥), (1.5)

tal que

E<E+ﬁwﬂ_MMMﬂﬁ. (1.6)



Trocando as variaveis com linha e sem linha, encontramos da mesma maneira que

E<E + f [0(7) — ' (7)]n(7)d7 . (1.7)

Adicionando 1.6 e 1.7 chegamos a inconsisténcia
E+E <E+F

Assim v(7) é (a menos de uma constante) um unico funcional de n(7); uma vez que
v(r) determina H podemos ver que o estado fundamental de um sistema de muitas
particulas é um funcional dnico de n(F).

Vimos que v(F) é um funcional de n. Ent&o, uma vez que n(F) determina v(7),
também determina seu estado fundamental ¥. Temos que ¥ é também um funcional
de n(7). Podemos definir

Fln] = (¥, (T + U)¥) ,

onde F[n(7)] é um funcional universal, valido para qualquer potencial externo. Agora

podemos definir, para um dado potencial v(7), o funcional de energia
E,[n] = j o(Fn(F)dF + Fln] . (1.8)

Cabe mencionar ainda que para uma correta densidade n(7), E,[n] iguala a energia
do estado fundamental [31].

Resta mostrar que E[n] assume sen valor minimo para a densidade n(7) correta,

se restringirmos as possiveis solugdes a condigao

N[n] = j n(F)di = N .
Para um sistema com N particulas, o funcional de energia de ¥’
e[ = (W, V) + (¥, (T + V)W)

tem seu minimo no estado fundamental W, relativo a variagdes arbitrarias de ¥’ nas
quais o mimero de particulas do sistema é mantido constante. Em particular, seja W'

o estado fundamental associado a um potencial externo v'(¥). Entao,

£[0] = ] (A (F)dF + Fln'] > &[¥] = f o(Fn(F)di + Fln) .



Assim a propriedade de energia minima do estado fundamental é estabelecida relativa
a todos os funcionais de densidade n(F) associados a algum outro potencial v'(¥).

Se fosse possivel conhecer Fn] teriamos uma descrigao exata do estado fundamen-
tal do sistema em questdo. Mas esta teoria apenas garante existéncia de um F[n], nao
nos diz a sua forma (de fato ndo é possivel conhecer a solugio exata para o problema
de muitos corpos). A maior parte das complexidades dos problemas de sistemas de

muitos elétrons esta associada com a determinagio de um funcional universal F[n].

1.2 Funcional de Densidade Proposto

Estaremos agora propondo, com base na teoria acima apresentada, um modelo
semi-empirico para o funcional F[r], que serd usado no estudo de propriedades de
solidos. Estaremos especificamente interessados em vibragoes de rede e descri¢io de

ligas.

1.2.1 Base do Modelo

Considere um sistema formado por varios atomos. Seja ) o volume médio por
atomo. Supomos cada atomo ¢ tendo uma pseudo-densidade de carogo positiva p;(r),
tipica do atomo e nado dependente da natureza quimica de sua vizinhanca.

Os termos de energia de muitos elétrons componentes da energia total do sistema
sao dados por

(a) O termo de energia cinética, correlagdo e troca é dado por:
KXCn(M)] = G() + « / (n() — 7)? &®r + outros termos em n(7)? (1.9)

onde G({1} é uma fungdo do volume atomico e @@ € a densidade volumétrica meédia
dos elétrons. Por outros termos em n(r)? (OT(n?)) entendemos qualquer ordem de
derivada de n(7)%2. Como veremos mais adiante a forma especifica néo é importante
para o desenvolvimento do modelo. Termos lineares em n(7)sido necessarios quando
lidamos com um sdlido idnico, o que ndo é o caso nas aplicagoes que vamos fazer.

O funcional aqui apresentado consiste em um termo de gas homogéneo G(§1) e
uma série em termos de n*(7) que leve em conta uma flutuacao do gas de elétrons.

O presente modelo, apesar de ter inspiragao na teoria de Thomas-Fermi (TF) [32], é
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capaz de prever ligacdes quimicas para formar moléculas e tem um comportamento

mais adequado em grandes r.

(b) O termo de energia eletrostatica de interagao elétron-préton é dado pela forma

usual,!
""I
[y

|7 — 7|

(¢) O termo de auto-energia eletrostética dos elétrons é dado por:

5 / drdF’

(d) O termo de energia de interagdo entre pseudo-carocos é dado por:
7
f;o )p(™ d o
2 7 -7

Estaremos usando diretamente a interagao entre pseudo caro¢os no lugar da energia
de Madelung de interacdo entre cargas pontuais.

A energia total do sistema assume, entéao, a forma?:

e _ [ @R o (i) 1o p(r)p(r")
E = KXCln] /I* A +2]F~w—dd +2f o PP g

Em conexdo com a se¢do anterior o funcional de energia F[n|, ali proposto de

forma genérica como uma funcao universal, nesta nova proposta entra como:

Fln) = KXC[n(7)] + 5 j ”(F)” ;)d A7

Convém notar que, na aproximacao da densidade local, o funcional de energia

cinetica de Thomas-Fermi se escreve

Kin] = ﬂfn5/3dr"': pVRe? 4 gﬁﬁ'1/3 f (n — 7)? dF + ordens superiores ,

! Estaremos usando no decorrer deste trabalho unidades atomicas de Hartree (constante de Planck
h = 1, e unidade de carga elétrica e = 1 e massa do elétron m = 1). Neste sistema a unidade de
energia corresponde a e?/q, que é 2 X a energia de ionozag¢ao do elétron da orbita de Bohr do dtomo
de hidrogénio.

20 termo linear em n(7) é aqui devido & intera¢do Coulombiana. Poder-se-1a adicionar um termo
devido a um potencial de exchange que seria responsavel pelo carater iénico do sélido. Em nossas

aplicagdes do método (sdlidos metdlicos ou covalentes) este termo é dispensado.
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onde 3 é uma constante de dimensionalidade (em unidades atémicas 8 = 1). Compare

com a presente proposigao
KXCln(M] = G(R}) + « / (n() — 7)? dF + outros termos em n{7)? .

Note que a é uma funcio da densidade média (compare as duas equagoes acima).
Como a dependéncia com 7 é fraca, supomos que a, e outras possiveis constantes
que venham a aparecer em KXC[n] sdo universais.

Temos aqui estabelecida a forma geral do funcional de energia total. Nas proximas

secOes estaremos determinando a energia minima e uma forma usual para este modelo.

1.2.2 Estimativa do parametro «

Podemos estimar o parametro o do funcional de densidade para um modelo sim-
plificado de 4tomo. Para tanto supomos a densidade do pseudo-carogo da forma
p(™} = z6(7) e consideramos os atomos distanies a pouto de ® = 0. Minimizando a
energia obtemos

2an(r+/_.?:’)d— (F)d—A
F-r ) e
Aqui X impoem a condigao [n(F)di = constante. Nesta situagdo quando ¥ — oo,
n(7) e as duas integrais da equacao acima tendem a zero e como resultado A = 0.

Tomando o Laplaciano da equacio acima obtemos
aVin(f) — 2xn(F) + 27rp(7";) =0,
que tem solugdo da forma
n(7) =

Para um dtomo de hidrogénio (z = 1) podemos calcular a largura média (Integral

ze T

91 1/2
com 7y = (-—-u) .

2ar a

no espago densidade de probabilidade) da navem eletronica.
/r2n(r)df"z 3a ,

n
que comparada a verdadeira densidade eletrénica para um elétron do 4tomo de

hidrogénio no estado fundamental n,(r) = ¥*(r)¥V(F) = e~ /x (unidades atdmicas)
com largura
/rznu(r)df"z 3,

Por comparacao encontramos o = .
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1.2.3 Minimizacao de Energia - Principio Variacional

Agora vamos minimizar a energia total. Inicialmente usaremos o principio variacional
com o método dos multiplicadores de Lagrange para chegar a condi¢ao de minimo de
energia. Usando a equagao de Poisson na condigdo de energia minima chegaremos a
uma relagéo entre a densidade de pseudo carogos p(7) e eletronica n(¥).

Segue a dedugao da energia minima.

SEln(M)] _, & -
o f n(7)dF = 0
S[n(A] 5[?1(?")]

onde o multiplicador de Lagrange A assegura que o numero de cargas no sistema
permanega constante ([ n(F)dF = constante), procedimento semelhante ao anterior
quando estimavamos o parametro para um modelo simplificado de atomo.

Derivando a expresséo para energia minima chegamos a expressao:

2an(F) — 7 +‘5O£§”2) + f‘(’?,ld _flr _"'? dFi = ). (1.10)

No que segue estaremos determinando o valor de A. Integrando 1.10 no volume de

uma cela unitaria temos

2a [ oe-rare [ S | [ e | [ e =

O primeiro termo da equagao acima juntamente com OT(n?) sio nulos. Impondo a

relacdo entre cargas positivas e negativas na célula cristalina (o niimero de prétons e

elétrons deve ser o mesmo)

/c “n(?‘”)q dF:/c ) e

ela IT‘—T‘" ela |'f'—“T |

Desta forma A = 0 obrigatoriamente.

Agora prosseguimos, tomando o Laplaciano da energia minima temos:

\% [2a[n('r"') —n)+ 6OT +] _.,| P() ] 0.

- |7 — 7|

Lembrando a equacdo de Poisson (V2¥(7) = —4mp) e sua solugdo (¥(7) =
f ]rf’_(—?,[df') podemos chegar a uma relacao entre n(r) e p(+):

§0T(n

aV3n{7) + Vz i )—27m(f')+27rp(f')=0 (1.11)
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ou sua transformada de Fourier

7.2
— ak*n(k) — k—% —2mn(k) + 27p(k) =0 (1.12)
chegamos a
o ma o RSOT
plky=n(k)+ k% 2ﬂ_n(k) + iy

Ou de maneira mais condensada (agrupando a solugdo para o primeiro termo de

KXCl[n] com a solugdo para os termos de ordem superior)
p(k) = n(k) + BB K (k*)n(k) | (1.13)

onde K(k?) é suposto um nticleo universal relacionado com os termos quadraticos
do funcional de energia. A relagio acima entre p(k) e n(E) é conseqiiéncia da forma
quadratica em n do funcional e da minimizagao da energia. Podemos ainda escrever
a densidade de pseudo-carogos e a densidade eletrénica de um sistema como a soma

das densidades de seus componentes
n(7) = il - ) p(7) = 3 pill = ) (1.14)

onde 7; é a posi¢ao de equilibrio do atomo z.
Voltemos umn pouco para a condigio de energia minima 1.10. A intencéo é leva-la
para uma forma mais simples. Multiplicando 1.10 por [n(F) — 7| e integrando no

volume temos:

2aj[nr"')—n]2dr+OT +ff”(’" [”ﬂ_"]d a7 —

771

fjp ln( ’:2 ™ g = 0 (1.15)

T"-—T'

desmembrando

2 [[n(7) - #f* + 07 + [ [© ')"md S — j P(’");? i

|7 — 7 |7~

—njj n(i") ddF’+ﬁ]/TTdFdF’=O
F-7 -7

Novamente os dois 1iltimos da equagido acima se cancelam. Assim podemos reagrupar

a nossa condi¢ao de energia minima

]'/pf')n(r dd”'w—Zaj[nﬂ—n +OT(n2)+jf drd

|7 — |
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Finalmente podemos escrever de forma geral a energia minima segundo o funcional
adotado

U = Epin[n()] = 2/]’”:7”(’" dF d""+2/ pmp d Fdi . (1.16)

|7 — 7|

Temnos, para um cristal com dtomos ¢ e § na cela unitiria com volume N e vetores

do espago reciproco g, a energia total j4 minimizada nos termos acima discutidos

assume a forma

E=G0)+ ZZHU(Q' cos(g - 7i;) (1.17)

i, F#£0

onde?

Hi(g") = %p (5))pi(e?) (1.18)

e 7;; = T; — 7; (os detalhes de passagem acima estao no apéndice B).

Temos agora uma forma pratica para o funcional de energia total. Este consiste
em dois termos. O primeiro é o termo de gas homogéneo G(Q), que é de fato um
termo de interacoes de muitos corpos, e sera visto com mais detalhes na préxima
secio. O segundo é semelhante a um potencial de interagao de pares?, ja antigo na
literatura {7, 33].

Observe que, devido ao fato de K(g?) ser positivo (energia cinética), a interagio

H é restrita pelas equagoes:
H; >0 e Itf,'j = ﬂ:[H,','H—jj]l/z

Por outro lado, é sempre possivel subtrair de H uma parte de curto alcance (no espago
real) correspondente a uma interagéo de pares para uma distancia interatdmica menor
que o raio atomico. Esta subtracdo nao altera a energia do sélido, mas é suficiente
para cessar as restri¢bes acima e Hy;, H;; e H;; podem ser parametrizadas indepen-
dentemente e nao sao necessariamente positivas. A forma particular de expansao do

termo H;; serd discutida juntamente com as aplicagdes, nos préximos capitulos.

3Adotamos aqui o sistema de unidades atdémicas de Hartree. Em Rydberg teriamos 2 x Hartree
(27— 4m).
1Este também é um termo de intera¢ao de muitos corpos do ponto de vista da fisica de um

gistema de muitos elétrons. A denominacio potencial de pares vemn da intera¢do entre os carogos

idnicos que é tomada aos pares {(dubleto).
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1.2.4 O Termo de Gas Homogéneo

A fungao G(2) é um termo de interacio de muitos corpos. Esta funcgio é bastante
dificil de teorizar, ela leva em conta as energias cinética, correlacao e troca (KXC) de
uma ndvem eletronica que teve subtraido os elétrons de caroco e ainda tomada uma
média espacial. Tudo isto em uma tinica e simples funcéo. G(Q) é responsavel pela
diferenca ¢12 — ¢44 ser diferente de zero. So pode ser omitida, portanto, para cristais
altamente ionicos onde as relagdes de Cauchy sao validas, como discutido por Born
e Huang [9]. No caso de metais e semicondutores a igualdade de Cauchy ¢;3 = e4q
quase nunca ¢ satisfeita. Portanto o termo de gas homogéneo é indispensavel.

No caso de vibragdes de rede, em particular, ndo precisamos conhecer uma forma
para G(2). Isto porque precisamos conhecer apenas a derivada segunda da energia
com relagao 4 posicdo 7; dos atomos, e isto estd totalmente contido no termo de
interagdo de pares. A existéncia de G({}) deve ser levada em conta e precisamos
apenas supor que a fungao atingira um valor que seja suficiente para levar a energia
ao minimo no parametro de rede do equilibrio. O valor especifico de G(1) em que
isto ocorre nao interessa no caso de calculo de fonons.

No caso de ligas a funcéo G()) serd parametrizada como
G(Q) = Yo0F + 1 Qo . (1.19)

Onde 2 é o volume por atomo, p e g sao supostas negativas e universais e Yy e Y; de-
pendem do composto intermetalico em questao. Por exemplo, estas duas variaveis po-
dem assumir valores diferentes para compostos como CuzAu (L13) e CuzAu (D0Os2).
S&o compostos com a mesma propor¢ao de atomos nos diferentes metais, mas com
estrutura cristalina diferentes.

Ha duas equagdes determinando os valores de Y e Y;. A primeira é a condigao
de equilibrio para variagdes do volume . Igualando a derivada a zero:

0 =ngﬂp+qYlﬂq-l—QZZcos(g'-ﬁ-j)% [%z—)—] (1.20)
4 g#0

A segunda equagio é mais inusitada. As constantes elasticas podem ser calculadas
de duas maneiras diferentes. Uma delas é tomando derivadas segundas da energia
em relagdo aos componentes do tensor de “strain” que deformam a rede. A outra

maneira é o método de comprimento de ondas longas [9] (é equivalente a considerar
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as velocidades do som no centro da zona I', que podem ser calculadas a partir de
derivadas segunda da energia em relagao aos vetores posigao 7;; ). Por uma questao de
consisténcia do modelo estas duas formas de calculo deve levar a um tnico resultado.

Para tanto a condi¢ao de consisténcia é (apéndice A):

0= p(p— 1Yo + glg — WV — 2= 3 Hii(0) (1.21)
ij

Este é o modelo com o qual trabalharemos. A sua forma final é uma conseqiiéncia
do principio variacional aplicado ao funcional de densidade, juntamente com as su-
posigoes feitas para a pseudo densidade de caroco e a imposicio de | n(r)dr =
[ p(r)dr.

Neste ponto podemos comentar duas criticas muito comuns aos potenciais de
pares, relativa a pressdo de Cauchy e a determinacao das constantes elasticas. Dentro
deste modelo é possivel obtermos C)3 # Cia, € mais, o calculo das constantes elasticas
por métodos diferentes é feito consistentemente.

Outra critica usual é relativa 4 inadequagdo de um potencial de pares para o
tratamento de semicondutores. A resposta a isso fica adiada até o proximo capitulo.
Uma tltima restrigio é relacionada & necessidade de se conhecer o volume por atomo.
Para isto ndo temos resposta, esta é realmente uma limitacdo do modelo, mas é
menos grave que as outras limitagdes acima mencionadas, € para as quais foi1 possivel

encaminhar solugoes. ~



Capitulo 2

Dinamica de Rede

Faremos neste capitulo uma aplicagdo do modelo desenvolvido em dindmica de
rede. Comecaremos com a dedugéo das equagdes de movimento classicas. Faremos um
estudo empirico do alcance da interagdo entre dtomos nos metais e semicondutores.
Por fim faremos fittings da dispersdo de fonons no espago reciproco (Au e Cu) € no
espago direto {Ge e Si).

No que segue estaremos usando a aprozimag¢do adiabdtica (ou método de Born-
Oppenheimer) [34, 35]. Esta consiste em dividir um problema de estado sélido em
duas partes, uma formada pelo movimento dos elétrons numa rede estacionaria defor-
mada e outra pelo movimento dos ions com os elétrons se adptando instantaneamente
& posigao dos ions. Esta aproximacao é baseada no argumento de que elétrons e ions
tem massas diferentes (a dos ions bem maior). Os fons 86 podem responder lenta-
mente a uma mudanca na configuracio eletronica, enquanto os elétrons respondem
instantaneamente a mudangas na posicdo dos fons. Assim, por onde quer que o
movimento dos elétrons se faga presente, estaremos apenas interessados na posigao
instantanea dos fons. Com isto podemos tratar o problema dos fonons (movimento
dos ions em torno de suas posi¢des de equilibrio), como um. problema do estado

fundamental do gas de elétrons.

17
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2.1 Matriz Dinamica

Considere a energia do cristal na forma que foi determinada anteriormente,

E = G(Q ZZHaa ) cos (§ - Fag)
o,8 §#0

onde § € um vetor do espago reciproco.

Considere também um deslocamento dos atomos
Re D, exp (zI—{’ . R.,-a) )

onde o designa um atomo por célula unitaria de origem (base), K é um vetor de onda

e © designa um vetor da rede de Bravais. A nova posi¢ao dos atomos passa a ser:
Ria — Rio + Re Dy exp (iK . I—i;,,a)

onde os 4tomos a sdo deslocados diferentemente.

Por causa da deformacéo, o cristal passa a ter a “célula unitaria” (ou uma su-
percela) muito maior, com M células originais. Veja um esquema simplificado de
como isto ocorre em uma rede linear monoatdmica na figura(2.1). Na situacdo (a)
cada atomo repete um padrio de posi¢io. J4 na situagdo (b), apds o deslocamento,
cada dez atomos repetem um padrao de posigao. Neste exemplo simples nossa nova
célula possui dez células originais. Num caso genérico em trés dimensées a nova célula
cristalina precisa ser composta de M células originais para ser possivel formar um
padrao de posi¢des. Assim uma célula deformada é composta de varias (no caso M)

células originais.

A energia dessa nova célula (com os atomos deslocados) passa a ser
E=dG(n)+

MNQZZH“ﬁ 9*)cos (§- Ria— G- Big + §- Re Doe™® oo — - Re DpetF For)
w3 70
%]

Esta energia pode ser expandida em série de Taylor em termos dos deslocamentos.
O termo de ordem zero é a energia da rede estacionaria, e nao é de interesse no estudo

do movimento dos ions. O termo de ordem um é a derivada primeira da energia em
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A

Figura 2.1: (a) rede com atomos nas posi¢des de equilibrio; (b) 4tomos deslocados

da posi¢do de equilibrio, os circulos menores marcam as posigoes de equilibrio.

relagdo ao deslocamento dos ions. Fisicamente isto € igual a forca exercida em um
dado atomo por todos os outros, quando cada um estd em sua posigao de equilibrio.
Esta for¢a é identicamente nula, pois nao ha forca resultante em qualquer atomo
no equilibrio. Matematicamente este fato se expressa por uma soma sobre um seno
(fungdo impar) num espago simétrico, sendo nula portanto (apéndice D).

O termo de interesse fica sendo o de segunda ordem, uma vez que nao estaremos
tratando neste trabalho efeitos anarmonicos. Portanto nossa expansio sera truncada
no termo de segunda ordem. Estaremos dentro da aproximagao harmoénica [34, 35, 36]

A expansao até segunda ordem fica, entao:

! . B _ - B
E® = — oo 303 Haplg?) 08 (§- Bia —~ 3 Rjp)
a,f §#0 ‘
2

L. -~ 2
(j’- Re D, eif-fa — g-Re D,ge‘R'ﬁJ‘f’)
O fator cos (g’ Rio —§- j')—.;.j,@) pode ser substituido por exp (2§f Rio — ig - éjﬂ)
porque na soma em § temos também —g. Estamos somando num espago simétrico e

a soma nos senos é nula. Assim

-

HQ 2 . — . —
E® = _ﬁa}N—g 22008 2540 _‘c;_(g__) exp (39 R — 19 Rjﬁ) X
LI )

[ﬁ- D, exp (z}?f{',a) +§- Dhexp (—if"ﬁéa
R

i

—

—§- Dgexp (zIz’ Rjg) —-g- ﬁ; exp (—z’I .
Usando a propriedade

Zexp [z (g'r'-i— I?) . éga] = Méz 7 aexp (z

»T

£.)
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— —
onde (7 sado vetores reciprocos da rede original e R, sado vetores de posi¢ao originais

para dtomo ¢, 0s inicos termos que sobrevivem apds somar em 1, j saol:

E® = 4N2Q 2 Hap (|G R| ) exp [iG- (Ro — Bp)] Ba- (G- R) (G- R) - Dy
G
T, e 3 s (16 + B[ )exp [iG- (Ro ~ )} B+ (G+ R) (G+ R) - Dy

c'ﬁ

*ﬂ\flm ;ﬁ H.s (lé'Z) exp [zC_j (éa - }_i;,g)] D.-GG- D,
G#0

o 5 Heg (16 ) exe [iG- (R - Bs)] By~ GG -
C?;éo

Nas somas acima trocando o por 8 e G por —G o primeiro termo fica igual ao
segundo e o quarto termo € igual ao terceiro. As somas acima podem ser escritas de

forma mais simples

B = b 3 Hos (16 +&[)exp [iG - (R ~ Ro)] By (G + K) (G+ B) - B
G
Nm Zﬂaﬁ (|G| )exp iG- (o~ By)| Do - GG- D, (2.1)
(';';éo
temos aqui uma forma para a expansio da energia de intera¢do entre fons na aprox-
imagdo harmonica.
Seria interessante neste ponto estudar o limite deste termo de energia no centro

da zona de Brilloin. No limite de K — 0 temos
EO(R =0) = — N2 ; Z Heo ([G| ) exp [iG - (Ba — Bs)]
é;ﬁo

x (Dg — Da) - GG - (D3 - Bz) (2.2)

1Nesta expressao, e nas que seguem, estaremos computando a energia por atomo, e ndo a energia

por célula cristalina
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Esta expansao de energia proporciona o calculo de fonons dticos para uma rede
cristalina com mais de um atomo cela, mas nao possibilita que haja diferenca en-
tre os modos longitudinais e transversais 6ticos no ponto I' (centro da zona). E um
tipo de expansao que atende bem a teoria para cristais metalicos e covalentes (semi-
condutores), mas nao se aplica a cristais ionicos (apéndice C). Como neste trabalho

seréo tratados apenas metais e semicondutores a expansao (2.1) é adequada.

2.1.1 Equacao de Movimento
Consideremos a velocidade dos atomos na forma
e d - -
Re D, exp (z’K : R,:a) . (2.3)

.
Quando escrevemos a velocidade na forma acima estamos subentendendo que D, é

uma fungao oscilante do tempo. Na realidade podemos escrever
Re D, (t) = Re dy, exp(—iwt) .

Mas por simplicidade de notagao continuaremos usando D,.

Ent&o a energia cinética por célula estendida é

2
T = % S M, [Re D exp (u?.- R}a)] =

o,

1 - <\
=§ZMQZ[Daexp(zI’-Rm)+Dgexp(—%K Rw)l =
:%ZMO,BQ BZ
ou?
r= S MD, D
- Ew. B

As equagoes de Lagrange dao entao o movimento dos atomos. Fazemos

L=T-E®

2 Aqui estamos mantendo a convengao de energia por atomo, que nos leva i energia cinética por

atomo
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e
d oL | 0L
dt 833 oD,
Ou usando a nossa expansio até segunda ordem para a energia
1 = M, ,=
mMaDa = mmsza =
= o 5= Hes (G + K[ exp [iG- (R~ )] (G4 B) (G + R) - By
G
1 3 - = —+ -
~ SNTE % Hp (]Glg) exp [zG’- (Ra — Rﬁ)l GG - D, . (2.4)

G#0
Temos aqui um conjunto de 3N equagdes de movimento, que fornecem como solugéo
as freqiiéncias dos fénouns.
Na expressio acima (2.4) o termo de interacio H estd escrito no espago reciproco
(espaco dos E), mas esta ndo é a tinica maneira de se escrever o conjunto de equacoes
de movimento. Ele pode também ser expresso no espago direto (ou espago real).

Definindo a transformada de Fourier, ou seja

Hop (k) = f Hap (r)exp (i 7) &*r

1 N s
Hap(r) = 2y '/Haﬁ(k) exp (—zk-r) &k
assim
d? 1 N
mHaﬁ (r) = —W / kik;Hqp (k) exp (—zk . 7‘) d&k
Mas 5
[ S
o Hap (1) = Sl (1)
82 — 5‘.7 ! wll J 1 wiwj H
aﬂ‘liaijaﬁ (r) - W;FHO‘!G( ) - ?"3 HCX.@( )+ 2 cx,G( )
Entao
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"
Podemos adicionar uma fase aos [, de modo que

—

o
Dy — e"BBa ],

-
e o fator de fase na somatéria em G fica

—

exp (i (Ro— Bs)| = exp [i (G + R) - (Ra - By)]

Entao

> Hao (|G + B[ )exp[i (G+ K) - (Ra— F)} (G + R), (G+ B), =

:L"zl’:j

;2 H;’ﬁ(r)] X

5!” ! g oy
= _%j i {?’H&ﬁ (r) — =5 Hip (7)

X exp [z (C:‘-I—I_(.) . (Ea—ﬁg+F)]d3r

Mas

Z@:exp(ié-R) ﬂZ&( ')

onde [ é um vetor da rede. De fato, se fizermos a integragio no espaco do cristal

periodico que contem n células com volume §}, temos
]d3RZexp (zé I-i;) = nfl = de3R25 (ﬁ - f) = nf}
G r
Assim

3 Hag (IG+ R )exp [i (G + R) - (o - F)] (G + B), (G + K), =

5{' il TiTq
= o f (B ) - B2 ) + Z2 2 0)
{

6(Ramﬁﬁ+f"—0exp[z’f(‘- (Ra—f_{.g+F)]d‘°’r

TiT; e
rz"Hgﬁ ('r)] exp (zI& : D

——Q}:[ S (r “’fJ'H;ﬁ(rH o
= pg—Hat
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Concluimos que interessam a primeira e segunda derivadas da transformada de

Fourier da interagdo H,g (g?) nos pontos onde hé dtomos. Assim voltando

ﬁa — em'ﬁ“ 130,
M,

AN Dai =
1 bi; T TiT; o,
= "2N2 Z [%H:xﬁ (?") - r3j H;,G (T) + :,,zJHo‘:,G (T)] ”X
8. P=ltp= Aot

r ( )] _’Davj
1. =Ry~ R+l
Ohserve que
o? ) Tix; TiT;
g Hon(r) = S L (1) = 2 L 1) 4 T2 A 0
nao diverge em r = ( se H,g(r) for analitica. Além disso, para ¥ = 0, existe

cancelamento entre a primeira e a segunda somatodria. Podemos reescrever as equagoes

como "
TN Dei =
1 8ij TiT; T
= T oN? ;}; [Z 617F—ﬁﬁ+éa] [TJHLﬁ {r) — r3J Hlz(r) + r;H;’B ("r)] X
720 B, |

X exp [zIZ . F] Dg;

1 6ij TiT; | TiT; o,
S TP IPD [Z 6ar~_ﬁﬁ+ﬁu} [ LHL (r) = L HL (r) + T, (r)] Do

72085 L 1 T r2
(2.5)
Chegamos, assim, as equagdes de movimento dos {ons no espago real, a outra maneira
de espressa-las.
Temos nas equagoes (2.4) ou (2.5) as duas formas de expressar as equagdes de

movimento. Ambas formam um conjunto de 3 equacdes (nas coordenadas z,y e z)
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para cada atomo da célula cristalina, cuja solugéo, para cada vetor de onda do fonon,
nos leva as freqiiéncias de fonons,
Este conjunto de equagdes pode ser escrito em um formato mais condensado, com

os deslocamentos reduzidos

Da,i
Da,i — —(Ma)1/2 ]
" na forma abaixo
> Dagii(R) Dp,j = wH(E) Dai (2.6)
B8
Com
Da,@,t'j(f{’) =
2 B : TiT, ;T
=W;1255F‘ﬁﬂ+ﬁa] [ JH"@( ) - JH' s(r)+ —V-Engﬁ(r)]x
7 i

X exXp [i]? . 1"']

5“’5N(M Mg)1/2 Z [Z [7—Rg+Ra ] ["?:iﬂéa (r) - ?,,—JH;ﬁ (r) + T;Hgﬁ (r)] ,

para H no espago dlreto. Para H no espago reciproco a substitui¢do da forma acima
em D, pela correspondente com H(g) de (2.4) é imediata.

A equagdo (2.6) pode ser reescrita como

Z ['Da,@,;‘j(fg)D'@,J‘ - 60g5ijw2(I?)Da',r] =0. (2.7)
g
A condig¢do para que o sistema homogéneo de equagdes (2.7) tenha uma solugdo nao
trivial é:

|Das, i(K) — w*(R)8ugbij| = 0 (2.8)

Eq. (2.8) é uma equagao de 3N solugdes em wﬁ(ff) onde n=1,2...3N, ‘D éuma matriz
Hermitiana,

Dr=D"="D,
onde D™ é a transposta do complexo conjugado de D. O fato de D ser Her-
mitiana implica que os autovalores wi(f(') s&o reais. Assim w(K) sera real puro ou
imaginario puro. Do termo (e=t) de (2.3) podemos ver que se w( k) for imaginério

puro levara o deslocamento dos ions a crescer exponencialmente no tempo. Portanto,
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uma condi¢do para a estabilidade da rede é que wa(I_;) seja positivo. A relagao
w = w(I?) é conhecida como relagdo de dispersao.
Se substituirmos um autovalor wﬁ(fz') em (2.7), obtemos os deslocamentos corre-

spondentes Dy;, e (2.6) pode ser reescrita na forma

> Dapii(K)Dgjn = i (K) Dy - (2.9)
8
Esta equagdo mostra que os 3N deslocamentos Dg;n (=1 ... N; j= 1,2,3) sdo
componentes de um autovetor de ‘D’ associado ao autovalor w(K).
Os vetores deslocamento ﬁa, a menos de uma constante multiplicativa, satisfazem

as relagdes de ortogonalidade e completeza

Z Dai,chxi,n = 5mn 3 (2’10)
id
> DaimDgjn = 8apbi; - (2.11)

n

Das 3N solugdes wﬁ(I{;) para cada valor de K, ha trés que tendem a zero quando

-
K vai a zero. Estes sao os modos acisticos. Os restantes 3N-3 sdo os modos dticos.

2.2 Alcance da Interacao

Vamos fazer aqui um estudo do alcance da interagao usando as freqiiéncias de
fénons medidas experimentalmente. Para tanto vamos usar uma anélise de Fourier
dessas freqiiéncias medidas. Algumas vezes este tipo de estudo recebe o nome de
modelo de Born-von Karman.

Considere f(I'{’) =¥; wf-(f;f), onde os j sd0 os parceiros de dada representagio
irredutivel do grupo de simetria do vetor de onda K. Neste caso f(K) é um trago
reduzido da matriz dindmica e portanto uma fungio periédica em K.

Entao f( I;’.) pode ser expressa em forma de série de Fourier,
FE) =Y e®T,
r

-
onde os ¢ sao coeficientes da série e [ sdo vetores da rede.
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.
Sejam K; os vetores de onda para os quais sdo conhecidas as freqliéncias experi-
mentais. Obtemos os coeficientes ¢; ajustando os coeficientes da série:

2
3 ikT ;e ,
D OFED) =D e = minimo . (2.12)
i T
Estes coeficientes ¢; se relacionam com a matriz dinamica, € a seguir veremos
como isto ocorre.
Supondo que a energia total da rede é uma funcao da posigdo instantanea dos

atomos, podemos escrevé-la como:
E=E(R.+1),

onde R, & o vetor posicdo do atomo na célula e [ ¢ um vetor da rede.
I I g — L
Se um 4tomo « em uma dada célula [ sofre um deslocamento 4 ;e uma atomo 3

em m sofre outro deslocamento igs a energia muda para
F = E(Ra-l-f-}-fl:aﬁRﬁ-i-ﬁl-l-ﬁg,ﬁ) ,
que pode ser expandida em série de Taylor em torno dos deslocamentos

JF P 82E o .
E = EQ-I-Z: a_, l" E au HQFUﬁ,ﬁ+"'
al ,Bﬁi a

3

O subescrito 0 significa que as derivadas sao tomadas nas posi¢tes de equilibrio dos
atomos na rede. Interessa-nos o termo de segunda ordem, o de primeira é nulo. Como
na seccio anterior, podemos tomar as equagdes de Lagrange para a energia e obter
as equacdes de movimento para os dtomos

PE

of = D G g e

M, i
a7 Ou ,;Oupm

Os coeficientes # sao chamados constantes de for¢a atomica. Na aproximacao
harmonica estas constantes de for¢a tem um significado muito simples. Suponha que
todos 0s 4tomos estdo em suas posicoes de equilibrio exceto o atomo (B#7) que é

deslocado uma unidade de distancia d; na diregdo j. Neste caso obtemos

PE
Fo=——2
T T B0, g
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Figura 2.2: Analise de Fourier das freqiiéncias experimentais do Cu na direcio de
simetria [110] (vetor de onda em unidades de 27/a).
| Assim o coeficiente aTjﬁ%‘;g é a for¢a (negativa) exercida na diregéo ¢ sobre o 4tomo
(af) quando o atomo (Fm) é deslocado uma unidade de distancia na diregéo j, quando
todos 0s outros 4tomos sdo mantidos em suas posigdes equilibrio.

Tomando os deslocamentos na forma
_oaf-1/2 0 iR-Tiwt
ual-»— M o Dae

obtemos

ZZau

B8R

Dg; el 2.13
auﬂm gi € ‘ ( )

Podemos, entdo, comparar os coeficientes ¢; da série de Fourier com as constantes

de forca atomicas (elementos de matriz da matriz dinamica).

X 2 e
Z c;eiK" = Z (_T..”‘E?'Ef) R (2.14)
r

restrita auafauﬁﬁ

soma restrita significa que nao estio sendo somados todos os elementos de matriz

(8,7), apenas alguns.
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Figura 2.3: Anaélise de Fourier das freqiiéncias experimentais do Ge na diregido de

simetria [111] (vetor de onda em unidades de 27 /a).

O importante de (2.14) é que podemos comparar a série de Fourier montada
exclusivamente com freqiiéncias experimentais com as constantes de for‘ga (elementos
de matriz da matriz dinamica). Temos assim uma forma de estudar o alcance das
interacdes entre os 4tomos de um dado cristal usando apenas dados experimentais,
sem a necessidade de construir um modelo particular de interagdo. Para a obtencao
da fungéo f (I?) nao interessa a forma especifica da interagao (dois corpos, trés corpos,
...), apenas a informacao experimental do espectro de fonons.

Entao, com o uso da série (2.12) fizemos um estudo da alcance da interagao entre

~atomos para o Cu e o Ge. Os resultados estao nas figuras (2.2 e 2.3).

Para metais como o Au, Cu e Ni poucos vizinhos (termos) sdo necessarios para
acertar a série de Fourier, em geral fittings com quatro vizinhos sdo suficientes [37,
38, 39]. Temos, entdo, nestes metais uma interagdo de curto alcance entre os atomos.
Isto pode ser visto na figura (2.2), com apenas trés vizinhos é possivel fazer um bom
ajuste na fun¢io experimental.

Nos semicondutores os resultados foram contrarios a intuicdo. Devido a ligacao

covalente entre os atomos do cristal (os elétrons ligantes sdo bem localizados) es-
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Figura 2.4: Termo de interacdo H para Au-Au, Cu-Cu e Cu-Au.

peravamos obter aqui intera¢bes de curto alcance. Mas isto nio se verificou, encon-
tramos justamente o contrario. Para ajustar a fun¢éo experimental do Ge foram
necessérios muitos vizinhos (com 12 vizinhos ainda nio é bom o ajuste - figura 2.3).
Neste semicondutor e no Si a intera¢do entre os dtomos é de longo alcance.

O reflexo disto no fitting pode ser observado nos graficos da interacao H pela
distancia (fig. 2.4 e 2.5). Enquanto o fitting dos metais (Au e Cu) proporciona uma
curva suave, e que tende rapidamente para zero além do segundo vizinho, o fitting do
Ge e Si tem como resultado uma curva oscilante, e ndo ha indicios de convergéncia

proximo ao valor de corte de H na altura do 42°. vizinho.

2.3 Expansao do termo de Interacao H

Vimos anteriormente que as equagdes de movimento podem ser expressas em duas
formas, uma para a expansao do termo de interagdo H no espago reciproco e outra
no espacgo direto (eqs. 2.4, 2.5). Vamos apresentar na seqiiéncia um exemplo de cada
uma destas formas de expansdo de H.

Iniciaremos pelo espago reciproco, com a primeira tentativa de expansao de H

™ omicawr |
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Figura 2.5: Termo de interacao H: (a) para Au-Au, Cu-Cu e Cu-Au; (b) para Ge-Ge
e Si-5i. A linha continua é para o Si e os pontos Ge. Cada ponto indica uma ordem

diferente de vizinho.

feita neste trabalho (exponencial pesada por um polinémioc). Passaremos em seguida
para o espago direto com a tltima forma escolhida para H (splines), e adotada como
definitiva no trabalho. Estaremos, assim, seguindo nestas seccdes o desnvolvimento

cronolégico do trabalho.

2.3.1 “Fitting” no Espaco Reciproco

Temos abaixo o conjunto de equagdes de movimento para os fons (matriz dina-

mica) escrita para uma expansao de H no espago reciproco.
1 M,

_HMa 2
4NM D 4NwD

S Hap (16: + II'|2) exp [iG- (Ra— Ro)| (G + R) (G + E) - Dy
B8
G

2N2Q

N2Q Z H,p (‘GI )exp [zG (R — Rﬁ)] GG - D, .
é;eu
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Na primeira fase do trabalho foi usada a separacao do termo eletronico (energia
de interagao elétron-elétron, elétron-ion e cinética dos elétrons) do termo de repulsao
entre ions, este ultimo descrito na forma usual da energia de Madelung (pelo método

de Ewald [9]).

O termo de interagao H fica, entao, desmembrado em duas partes:
Hog — Map— Hag

onde H,s € a parte eletronica e M, € a repulsao entre ions. A parte eletrénica é

escrita como:

an,e(gz) — ;7;2 exP[_(fag‘: f,@)g /4]

(Qo+@rg® + Qag* + Qug®+---) ,  (2.15)
ou de maneira mais condensada
H(g%) = Pol(g*)e™ "> com fo = f5

onde Pol(g?) é o polindmio A5 (Qo + Q19* + Q3g* + Qug® +--+). Qo = 2425, ©
produto das cargas elétricas dos dtomos (2, e zg). A energia de Madellung pode ser

escrita na formas:

2 fwx | NQ Nﬂz

ZoZp .. T g9 19 L. 2
Mys = 222 lim [ cos (§ « Tag) — 'n-l—i(sa'@
g#0

Conseqiientemente as equagdes de movimento também sao quebradas em duas

partes:
1 = My ,=
gnMaDa=—ggw Do =
2 exp[—(K + G)?/4€?] (4 12)
= oz ] - G+ I
Nzﬂzzzﬁ.ggg[ (K + Q)2 I +i‘ %

G

X exp [zé . (Ea - Rg)] (é + I{;) (é + I;;) - Dg

_2_;% \% oo i [exP[—(é 2/4621] (|@'|2) exp [iG - (Ra— Ry)| GG - Dot

(G)?

c?;éo

2N2 ; (]G + f]z) pliG- (Bu—Bp)| (G+R) (G+K)- Dy
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+ 2]?[7;9 zﬁ: ffaﬂ (l(}"lz) exp [zé (ﬁa — ﬁﬁ)] GG-D, . (2.16)

G#0

Na equacéo acima os termos de Ewald da matriz dinamica sio os dois primeiros, e
os dois altimos sdo os termos eletronicos.
Corno procedimento de fitting adotamos o ajuste dos coeficientes J; do polinémio

a algumas freqiiéncias de fonons, por um sistema de equagdes lineares:
_ 2
2 LsQi=v, (2.17)
3

onde v; sdo valores de freqiiéncias experimentais escolhidas para o fitting.

Para os metais puros (caso do Au e do Cu), com um atomo por célula unitaria, sao
conhecidos 0s autovetores deslocamento ﬁg. Isto torna simples a decomposicao da
equacao de movimento (2.16) em funcdes dos coeficientes J; do polinémio. Usando
a equagao (2.6), juntamente com as relagoes de ortogonalidade e completeza (2.10,
2.11), temos

D*Dop(K)Dg = Mu*(B)D2 D, |
com a = 8 = 1. Substituindo os valores dos deslocamentos (tabela 2.3.1) na ex-
pressao acima é possivel assoclar a cada autovalor w? uma equagao nas incognitas
;. Com estas equagdes montamos L;.

O fitting para o Au foi feito com uma expansio de H em um polinémio de oito
termos e o do Cu de seis termos. O fator f da exponencial é escolhido dentro de
uma faixa de valores possiveis onde as curvas de dispersao podem ser obtidas. E os
demais parametros (; sao ajustados as frequéncias da forma descrita acima.

Os valores experimentais usados no fitting do Cu foram: wg(0.1,0,0), wr(0.1,0,0),
wr2(0.1,0.1,0), wr(1,0,0) ewr(1,1,1). O primeiro termo do polindmio {(carga elétrica
efetiva) foi escolhido. Para o Au utilizamos os mesmos pbntos além dos wr(1,0,0) e
wr(1,1,1}. O vetor de onda K est4 expresso em unidades de 27 /ag (ag é o pardmetro
de rede). Os resultados sdo mostrados nas figuras (2.6, 2.7).

Este tipo de expansio se mostrou razoavel para lidar com poucos parametros
(i, sendo possivel fazer um bom ajuste para o Au e o Cu. Mas quando o nimero
de parametros necessarios para fazer o fitting de algum sistema ¢é grande (acima de

10, por exemplo), acertar todos os termos do polinémio pode se tornar um tarefa
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vetor de onda vetores deslocamento
K =z(1,0,0) “( )=(1,0,0)
D,(11)=(0,1,0)
«(12)=(0,0,1)
«(L)=(1,1,0)
«(T1)=(1,-1,0)
(

(

(

Da(

K = z(1,1,0)

/-"-\

«(T2)=(0,0,1)
o(L)=(1,1,1)
«(T1)=(1,-1
«(T2)=(0,0,

K = z(1,1,1)
0)
1)

Tabela 2.1: Vetores de onda dos fonons nas trés principais diregdes de simetria e 0s
respectivos vetores deslocamento dos atomos, para metais puros o« = 1. L denota
polarizagdo longitudinal (mesma direcao de I?) e T denota polarizagao transversal

(transversal a I-(.)

[100] [110] [111]

1.0 ] 08 06 04 02
k em unidades de 2n\/a

Figura 2.6: Dispergio de fonons para o Au. As curvas continuas sdo os resultados de

célculo, os diversos pontos sao dados experimentais [37]
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Figura 2.7: Dispercao de fonons para o Cu. As curvas continuas sdo os resultados de

calculo, os diversos pontos sao dados experimentais [38]

ingrata. Um exemplo de onde esta expansio ndo funciona bem é o Ge, na préxima
sec¢ao veremos corno foi possivel contornar este problema.

Este exemplo foi incluido com o intuito de mostrar que pode existir mais de
uma maneira de expandir a fungdo H. E que ¢é possivel trabalha-la tanto no espago
real como no reciproco. A escolha entre uma forma ou outra de expansao e entre
espago direto ou reciproco € questao de conveniéncia, determinada pelo sistema fisico
a ser estudado. Veremos na seqiiéncia outra maneira de expandir H, que se mostrou

vantajosa para o estudo de ligas e vibragdes de rede.

2.3.2 “Fitting” no Espaco Direto

Como na seccao anterior, iniciaremos pela equagio de movimento dos fons, agora

para H no espaco direto.

Oij o ik ., Tk,
QN?.;;BE S b g, | | Hup (1) = 5 Hig (r) + 52 Hiy (r)|
7 i
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X exp [zI{; . F] Dy ;

2N2 ZE |:E ir— Rﬁ+ﬁ] [ ”H’,ﬁ( ) wxj aﬁ( )+$:jj g,@(f') Da,j .

740 8,5

Aqui todas as interagoes estdo reunidas num tdnico termo H, alids foi assim que

procedeu-se na deducio da energia total feita no capitulo 1, e é a forma adotada no

trabalho. A forma escolhida para a expansao de H foi a de splines ciibicos.

()= L ( T) o(f: — 1),

onde r? s&o quadrados das distancias na rede direta, f; sdo posigdes (a0 quadrado) de
equilibrio dos dtomos na rede, onde a fungéo H(r) é avaliada. Os P, sdo os parametros
de “fitting” determinados no processo. O(f; - r?) é a fung¢do degrau. Note que H(r)
tem um raio de corte para fuq, H(r) = 0se r? > froq.

Temos duas diferencas marcantes entre esta forma de expansao e a anterior. Uma
delas é a substituigao da exponencial e polinémio pelo spline, que traz como vantagens
uma maior maleabilidade no ajuste da fungao de interagdo (€ mais facil moldar um
spline que uma exponencial) e o fato de eliminar o problema de convergéncia nas
somas (0 spline tem um valor de corte, acima deste H é nulo e nao contribui para
qualquer soma) do espaco direto ou reciproco, conforme for o caso.

A segunda diferenca vem do tratamento da repulsio das cargas positivas. Quando
usamos uma soma de Madellung, como na sec¢do anterior, para calcular a energia
de repulsdo dos ions introduzimos no fitting uma energia “pronta”, que nao pode
ser modificada no processo. O unico controle sobre um termo deste tipo é feito por
intermédio da carga elétrica, que entra como um fator multiplicativo. Porém, se
no lugar de cargas puntiformes forem usados carogos positivos, é possivel introduzir
na funcao H a energia de repulsao também. Assim todos os termos de interacao
ficam reunidos nesta inica func¢ao. Este procedimento traz como consegiiéncia maior
liberdade para o fitting.

A opcao entre espaco direto ou reciproco leva de volia & discussao sobre o alcance
da interacdo. Materiais que apresentamn interagoes de curto alcance no espago direto
devem preferencialmente ser trabalhados neste espaco, pelo menos é onde se espera

um tratamento mais simples.
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Figura 2.8: Dispersio de fonons para o Ge nas principais direcoes de simetria. A

linha cheia é o resultado do ajuste e os tridngulos sio os pontos experimentais [40]

Como procedimento de fitting adotamos a minimizagio do erro quadratico dos

autovalores. Sejam

v (z , I?) = freqiiéncia experimental para o modo ¢ e vetor de onda K
w? (i, I_{’) = autovalor (quadrado de freqiiéncia) da matriz dinAmica
Minimizamos )
w? (3, K 8
F=%" (—)- ~v(i,K)| = minimo
e

Como dado de entrada para este fitting usamos todas as freqliéncias experimentais
contidas nas figuras de dispersao (2.8, 2.9), que era toda a informacéao disponivel.

O resultado final do fitting para o Ge e o St podem ser vistos nas figuras (2.8) e
(2.9), respectivamente.

Com este esquema de parametrizagado mais livre, cujas vantagens ja adiantamos
acima, fol possivel encontrar um bom resultado para o fit{ing destes semicondutores.
A interacdo entre seus atomos é de longo alcance. Isto implica em uma soma de

muitos vizinhos, que exigiu 0 uso de um numero grande de pontos experimentais.
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Figura 2.9: Dispersao de fonons para o Si nas principais direcoes de simetria. A linha

cheia é o resultado do ajuste e os tridngulos sao os pontos experimentais [41]

Este fitting serve principalmente para mostrar que € possivel calcular propriedades
estruturais destes dois semicondutores com interagio de pares entre os atomos. Con-
trariamente ao que se acredita [20, 21, 22] vemos que néo é obrigatério o uso de forgas
angulares para se atingir um bom resultado. '

E isto nos leva de volta ao capitulo 1, quando adiamos a resposta a suposta inad-
equagdo do uso de potenciais de pares em semicondutores. Moriarty[18] e Tersoff[20]
atribuem a existéncia ramos transversais com baixas energias (freqiiéncia de fénons
com valores abaixo do medidos experimentalmente) & falta de forgas angulares entre
os atomos, ou quando estas sao tomadas suaves®. Aqui foi possivel fazer um fitting

das freqiiéncias de fonons sem levar em conta tais forgas.

FTersoff[20], neste trabalho estd particularmente interessado em estudos de superficies. O autor
faz a ressalva que em muitas aplicagbes sao aceitaveis forgas angulares suaves, mas em certos casos

onde distor¢des angulares estritas siao essenciais, uma descrissao mais precisa deve ser efetuada.



Capitulo 3
Ligas Metalicas Binarias

Neste capitulo estaremos fazendo uma segunda aplicagdo do presente modelo, que
serd usado no calculo das entalpias de formacao de alguns compostos intermetdlicos
do sistema binario Cu-Au.

O estudo serd iniciado com o diagrama de fase experimental da liga [42]. Isto
servird para localizar a teoria dentro das informacgoes disponiveis. Apos esta breve

localizagio seguirao os calculos baseados no modelo teérico.

3.1 Diagrama de Fase da Liga Cu-Au

Cu e Au sdo completamente misciveis em ambos estados solido ¢
liquido. (...) A baizas temperaturas, existem estados ordenados como in-
dicado no diagrama. Apesar de numerosas pesquisas que faz desta regido
a mais estudada de todas as ligas exceto Fe-C, as fronteiras de superredes
sdo ainda incertas, provalvelmente porque a trasformagdo é lenta prézimo
as temperaturas de equilibrio. Na estrutura o em sua composi¢do ideal,
AuCus, 0s dtomos de Au ocupam os vértices do cubo e os dtomos de Cu
o0s centros da face da rede cibica de face centrada. A estrutura of na sua
composi¢do ideal, AuCu, consiste de camadas alternadas de dtomos de Au
e Cu paralelas d face do cubo. A simetria € ligeiramente distorcida para
tetragonal com ¢fa ~ 0.93. Por alguma razdo esta estrutura se trans-
forma em off; prozimo a 650 K quando se aprozima a temperatura critica,

aff, tem ¢ mesma esirulura que of exceto ao longo do cizo b, a camada

39
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Figura 3.1: Diagrama de fase da liga Cu-Au em xCu

de Au se desloca para uma camada de Cu a cada cinco células unitdrias,
resultando em uma célula ortorrémbica, com bja = 10.03. Esta é uma
estrutura de equilibrio verdadeira. Evidéncias de uma terceira fase orde-
nada (@) prozimo & composigdo AusCu foi dada por Johanson e Linde
(1936), na forma de fracas e difusas linhas de difragdo de raios-X de
uma superrede. A existéncia da fase o foi confirmada por estudos de
difragdo de raios-X de Hirabayashi (1951) e Batterman (1957) e por es-
tudos de difragdo de elétrons por Ogawa e Watanabe (1951). A estrutura
aparentemenle consiste de dominios antifdsicos ordenados com cerca de
50 A, talvez com dlomos de Cu ocupando os vértices do cubo e dtomos de

Au as posigées do centro da face. (Hultgren et al. [42])

Os dados termodinamicos do sistema Cu-Au estao reunidos acima. Ha apenas trés
compostos estaveis: CuAdul(Llg), CugAu(Ll;) e CuAus(L1,7). As duas primeiras
estruturas sio bem conhecidas, delas dispomos dos parametros de rede, a e ¢ para

CuAu (tetragonal) e ¢ para CuszAu (cibica), e das respectivas entalpias de formacgao.
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A altima estrutura é indeterminada até o momento, apenas hé indicios de que seja
L1, (veja descri¢ao acima), e medidas da entalpia de formacgao. Siao com estes dados
que trabalharemos, juntamente com toda a informacio conhecida sobre os metais

puros Cu e Au (dispersdo de fonons, constantes eldsticas parametro de rede).

3.2 O Termo de Interacao de Pares H;;

Para tratar a entalpia de formacao comegamos pela energia total, que mais uma

vez seré. escrita como:

B = G() + 555 30 3 Hi(9P)cos(d - )

t,J F#0

Com o termo do gas de elétrons
G(Q) = Yot + Vi1 ,

p,g<0.

E o termo de interagio

2
n 9 n
ZP() (n)) g(f()_gj)

(n}

na forma de splines clibicos. Aqui p;;’ s@o coeficientes de interagao, calculados numa

grade de f* dada. E 8(f(™ — ¢?) é a funcdo de corte, para qualquer g? > f{¥ a
funcao H;; se anula.

Nesta aplicagao estaremos usando essa expansao de H;; no espago reciproco. Estes
-resultados sao anteriores ao estudo do alcance das intera¢des feito no capitulo 2.
Aquele estudo é indicativo de que os calculo no espago direto, para os metais, devera

ser mais simples.

3.3 Restrigoes a H;;

Algumas restrigdes ao modelo devem ser impostas para o calculo das entalpias de
formagao dos intermetalicos para que o modelo nao seja levado a calcular resultados

absurdos.
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A primeira delas é a imposi¢do de um alcance minimo no espago real, que tem
como contrapartida a maxima suavidade no espaco reciproco. Matematicamente ela
é escrita como

Zf [ ” 2dg? = MIN .

(i7)
Esta expressao tem dupla fungéo no ﬁttz’ng Enquanto ela leva a interacido ao minimo
alcance no processo de parametrizacao dos coeficientes p ) elimina, também, qualquer
possivel excesso de parametros.

QOutra restrigao feita é o equilibrio volumétrico. A derivada da energia total em

relagdo ao volume devem ser positivos. No espago reciproco isto se expressa como

d  Hilg),
' NQ

0 = p¥oP + qYlQ"+QZZcos Tij)——=
4,j §#0

ou no espago real

1
—_ P q _ JH!
0 = pYE,Q + g Q7 + NG E J (0)

+ZZTH’ () o

1".3

Aqui estamos apenas obrigando que a energia total tenha um minimo para algum
volume.
A condigéao de consisténcia (ja mencionada no capitulo 1) entre as duas maneiras

diferentes de calcular as constantes elasticas
0= p(p— 1Yo + q(¢ — Y107 — 2—— Z (0

Para que as constantes elasticas calculadas pela velocidade do som ou pela deformagao
do cristal sejam iguais a equagao acima deve ser obedecida.

Note ainda que
p,qg— —00, G(Q)ZO

Por fim, como tltima restri¢ao, temos a estabilidade dos compostos conhecidos.
Para que estes compostos sejam estaveis, a energia total de um dado sistema deve

atender as condigoes

Cin+2C12 >0
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Cu > Chs

C44>05

e ainda, todos autovalores da matriz derivada segunda da energia em relagio & posicao

dos atomos deve ser positiva.

O E /0707, > 0 .

3.4 Fillting para o Sistema Cu-Au

A entalpia de formacédo de um composto intermetalico A, B;.., pode ser expressa
na formas:
AH = EA:EBI—J: - [SEEA + (1 — IE)EB] .

Ea e Ep sao as energias total dos solidos A e B em suas respectivas configuracoes de
equilibrio. E4_p,_, é a energia total da mistura de A e B em uma dada configuragio
com concentragao £ de A. Desta forma, dado um composto de uma liga dos elemen-
tos A e B numa dada estrutura cristalina, podemos determinar a sua entalpia de
formacao.

Para ligas, supondo que o volume médio dos dtomos nao dependa da configuragao
cristalina mas apenas da concentragio, podemos usar os parametros de rede conheci-

dos para definir um polindmio de interpolagao para volumes (fracao atémica de Au)
Q(z) = 11.8075 + 12.1311z — 20.4576x% + 13.47752° (A?)

No processo de fitting, além dos dados estruturais (tab. 3.1) e das entalpias de
formacgao dos compostos listados acima, € usado o espectro de fénons dos elementos,
que é bem conhecido. Estes espectros sao determinados principalmente pela veloci-
dade do som (relacionada com as constantes elasticas) o os modos longitudinais e
transversais do extremo da zona (nos pontos X e L). Estas freqﬁéhcias de fénons po-
dem ser calculadas (cap. 2). Devido a caréncia de dados sobre os compostos, foram
ainda incluidas as constantes elasticas C11, Ch2 e Cyq para CusAu(Ll,), CuAul(Llg)

e CuAus(L1;) tomadas como sendo a interpolacao linear destes valores dos elementos,
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Dados Estruturais

Dado Cu Au CuAul(Lly) CusAu(Llz)
a 4,07833 3.76147 3.958 3.7426
c =q =a 3.669 =a

Ch 19,0 16,9 . ;
Cha 16,1 12,2 . ;
Cla 4.23 7.55 - ;

Tabela 3.1: Parametros de rede (A) e constantes elasticas (10 dyn/cm?) do Cu, Au
e das ligas [43].

e a média das frequéncias v (X) e vr(X) dos elementos como representagao destas
frequiéncias para o composto CuAul(Llp). Finalmente foi adicionado ao conjunto
uma quarta entalpia de formacio escolhida para ser aquela da forma cibica (¢ = a)
de CuAu(Llg). Esta entalpia foi testada como -1,9, -1.7 e -1.5 kcal/g-atomo en-
quanto eram monitoradas as estabilidades dos compostos importantes (CuzAu(L1,)
e CuAul(Llo)) pelos critérios de estabilidade.

Também foi incluido, no conjunto de dados, o valor zero para a derivada da energia
de CuAul(Lly) com respeito ao pardmetro de rede c. Isto é feito para calcular o efeito
de relaxacio desta estrutura, da simetria cibica para ‘a, simetria tetragonal, na direcao
z perpendicular aos planos alternados de Cu e Au (experimentalmente ¢/a ~ 0.93,
¢ medido na diregdo z).

Os coeficientes p € ¢ do termo do gas de elétrons sao escolhidos de forma que
os compostos conhecidos sejam estaveis, fixando um deles (¢g=-1000 por exemplo) e
variando o outro. Foi encontrado que |p| é muito grande (em torno de 50 ou 100).
Neste caso a contribuicao de Y; e Y] para a energia é pequena, indicando que a liga de
Au-Cu é determinada principalmente pela energia de interacao de pares. Um resumo
disto é feito esta na tabela 3.4.

No fitting da liga Cu-Au foram usados 30 valores arbitrariamente escolhidos para

f | que formam a grade onde a fung¢éo H;; é avaliada (sao os pontos do espago onde
(n)

os coeficientes p;;’ sao calculados). Esta grade de 30 pontos leva a 90 parametros de
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METODO:
Minimo alcance no Espago Real
[TENS DO CONJUNTO DE DADOS: Origem
1) Parametros de rede a e ¢ para Cu, Au,

CuzAu(Llsy), CuAu I(Lly) experimental
2) Constantes elasticas C1, (12, Cys para Cu e Au experimental
3) Freqiiéncias de fénons v1(200), »r(200),

vp(111), »p(111) para Cu e Au experimental
4) Entalpias de CuszAu(Ll,), CuAu I(Llo),

CuAuz(L12) experimental
5) Equilibrio de CuAu I(Llp) para strain

uniaxial ao longo do eixo ¢ experimental
6) Constantes eldsticas C11, Ci2, Caq para CusAu({Ll,),

CuAu I(Llp), CuAus(Ll,) interpol. linear
7) Freqiiéncias de fonons v,(200), v(200)

for CuAu I(L1g) interpol. linear
8) p=-100, ¢ = —1000 escolhido
9} Eltalpia (ctbica) de CuAu[Lly(c = a)] = —1.7kcal/g-atomo | escolhido

Tabela 3.2: Dados do fitting da-liga Au-Cu

interagao pg-” (30 para Cu-Cu, 30 para Au-Au e os demais para Cu-Au).

Os resultados do fitting para algumas estruturas estao listados na tabela (3.3) e
as figuras das estruturas correspondentes estio na figura (3.2). O grafico do termo de
interagao H esta na figura (3.3). Este é o nosso resultado mais interessante. Dentro do
erro experimental é possivel dizer que as entalpias de formagao aqui calculadas tem a
mesma distribuicdo que as entalpias calculadas por primeiros principios (LAPW) [3].
Quando fazemos num deslocamento de 0.9 kcal/g — atomo das entalpias do LAPW
e comparamos com os nossos resultados vemos que sdo praticamente os mesmos
nimeros. Sao dois processos de calculos diferentes ¢ completamente independentes

que levam ao mesmo resultado.
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Resultados do fitting (kcal /g-atomo).

Composto Fit. exp. LAPW desl.
CuzAu(Ll,) -1.71 -1.71
CuzAu(DO4;) -1.65 -1.61
Cug Au(“B”) +0.28 +0.48
CuAu[llo(c = a)] -1.70 -1.67
Cudu I(Ll) 210 -2.33
CuAu(Ll;) +0.62 +0.67
CuAu(“40") -1.39 1.5
CuAu(“Z2") +2.66 +2.68
CuAug(“B2”) +0.21  +0.17
CuAuz(L1,) -1.37 -1.27
Cudus(DOy)  -1.12 111

Tabela 3.3: Entalpias em kcal/g-atomo. Na primeira coluna temos os compostos
calculados, na segunda os resultados do presente fitting e na ultima os resultados do

célculo LAPW [3] com deslocamento de +0.9 kcal/g-atomo nas entalpias.
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Figura 3.2: Algumas estruturas cristalinas
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Conclusao

Nossa proposicdo inicial era encontrar um método simples para calculo de propri-
dades de sélidos, que fosse computacionalmente rapido e que mantivesse um “minimo
de vinculo” com a mecanica quantica. O modelo seria testado em dois estudos. O
primeiro seria a possibilidade do uso de potenciais de pares em semicondutores. O
segundo ponto de nosso objetivo era a sistematizacdo do calculo de entalpias de
formagao de ligas metéalicas.

O desenvolvimento do modelo baseado no funcional de densidade acabou levando-
nos para um potencial de pares como forma de interacao entre os ions constituintes
do material. Na literatura haviam fortes restrigdes ao uso deste tipo de potencial,
baseadas na dificuldade de prever corretamente a discrepancia de Cauchy e na de-
terminacdo consistente das constantes elasticas. Vimos aqui que estas limitacgbes
podem ser vencidas de maneira simples, bastando introduzir um termo dependente
do volume juntamente com as devidas restrigdes de consisténcia.

O tratamento de semicondutores com potencial de pares € outro ponto que encon-
tra certa rejeicao. E citado que a interagdo entre os ions de um semicondutor, devido
as caracteristicas de suas ligacoes quimicas, sé6 pode ser tratada com potenciais de
muitos corpos. E isto é usualmente feito supondo interac¢oes de curto alcance entre
os 4tomos, Mas o que encontramos aqui foi que é possivel calcular um espectro de
fonons de semicondutores usando um potencial de pares, e comn resultados melhores
que os apresentados na literatura [44]. Quanto ao alcance das interagdes vimos jus-
tamente o contrario do que era esperado, estas sao de longo alcance, no Ge e Si pelo
menos. _

Na sistematizacao do estudo de ligas este modelo se mostrou surpreendente. B
relativamente facil de se parametrizar, temos apenas que encontrar os coeficientes

do gas homogéneo e depois ajustar os pardmetros de fitting a um conjunto de da-
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dos experimentais. Além do facil tratamento conseguimos também um bom desem-
penho computacional. Com este modelo podemos calcular um nimero grande de
configuragdes (compostos da liga) de atomos. Uma vez feito o fitting, fica simples e
rapido calcular um nimero grande de compostos diferentes, mesmo que estes tenham
muitos de atomos.

Outros tipos de aplicagdo, como superficies por exemplo, nao foram feitas aqui, e
a possibilidade deste modelo ser usado em outros calculos, que nao sejam fénons ou
estrutura, fica uma questdo aberta. A parametrizacao desenvolvida no trablho tem
seu uso restrito a propriedades de bulk de sélidos, e para uma utilizagio diferente desta
pode ser necessario um procedimento de fitting distinto do desenvolvido. Finalizando,
temos um modelo de interagdo que é capaz de tratar tanto semicondutores como
metais de maneira simples, que é rapido, do ponto de vista computacional, e se

mostrou preciso nos testes realizados.



Apéndice A

Velocidade do som por deslocamento dos

Atomos vs por deformacao da rede

A.1 Energia

Seguindo o capitulo 2, a energia, por célula é

E=GQ)+ ZZHaﬁ ) cos (§ - Tap)
aﬁg#ﬂ

Considere umn deslocamento dos Atomos
Re l_jo, exp (zf{' . }_é,;a)

onde os itomos a s&o deslocados diferentemente. A célula agora tem M células

originais e a energia fica

E=0Q
MNQ%;%

X €08 (.‘? R.ia -g- Rjﬁ +9d-Re Dae’ﬁ'ém —3J-Re ﬁﬁeiﬁ'ém)

A.2 Energia cinética

Consideremos a velocidade dos atomos na forma
_-> — -
Re Dgexp (iK - i)

- -
T = energia cinética por atomo = iN Z M, D.,-D
[s3
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A.3 Velocidade do Som

Facamos
KE=Kié e D,=D= nio depende de a

Assim a velocidade do som

=l

Id -~
é o autovalor da equagio

B+ garsar - T iG- (Fo — )] |30 (67) + 282, (%) (- 6)"] G-

2 - = — , ” e . - .
Nﬂza QazﬁeXP [EG'(RQ_Rﬁ)]QHg(GZ)u G(UG‘D-l-Gu-D)
d

s 2o i (R — o)) Hop (6%) 7 5= 0

aag

A.4 Deformagao por “strain”
Um vetor v = (v, vz, v3) se deforma por
v = Ei jv;

um vetor reciproco por

de modo que o produto escalar
§ -7 =FE;}giEire =649ir6 =37

As derivadas

9
Ry

oK) E OE}
(Eg;Ek,j) =0= —*F,,+ Ef 19Ek; _ OF,; Ew;+ E'6im

OF m kOB,  OFEim

ou

OE;,
OFEm

_ -1 -1
- _Ei,l Em,n

52



53

Quanto ao volume da célula primitiva

0 = €k a(l)r (2)1 (3)1

— e,-,j,kE,-,gEj,mEk,nasl)aS,f)af) = E;'m‘n det (E) {1) (2} (3) = det (E) Q

Ainda

ddet(E) 9 ~

_6—E;;_ - B—E; (e,,,,kE,,l EJ.2Ek,3) =

= bipbgi€ijkEiaEra+ 850,26 55 Ei1Era + 0036 jubin Ejp =
= bga€pxliaFra+ 0ga€ipiEi1Era + 0536 i, Ei1Ej2
Entao
ddet (E
“‘6’%“('_)EP'* = §,1det(E)eras+ 6;2det (E) €103+ 6,3 det (E) €12, =
y )
= (5q,16r,1 + 6,;,26,-'2 -+ 6q‘351-,3) det (E) = 6,1,-,- det (E)
ou a d
—B%_@ — ;! det (E)
Ty
Assim
dg! OE;} e _
aEk[ = aEkng - Ej,i:Ef,ilgj = __El,ilg;c
d%g. -1 - -
B 9B ELErig + EES g,
[
o0 .
— v Q’
3E;'j Ej’t
oY
m = —'E IE IQ'+E_1EI Q!
2,7 3
Entao

E =G+ —&; NQ’ Z Z Haplg' )COS (§ « Tap)

HG g’#o
oF
= EMVG - 2 Y Hopl(g"”) cos (- Tap)
OF: ; " N [ o §10

NQ,ZZZ.% im0 Hi5(g"%) cos (§ - Tap)

. A0 ™
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azE_ -1 =1y v -1yt 1 =102t
O0F; ;0E, B “E.'kEI"' G +E E”“QG +E Ele G
E71ES]
30 Lk Z ZHaﬁ I2 COS(g raﬁ)

Z > Hap(9”?)cos (§ - Tap) +
Nﬂ’ o8 §i#0 NGy o,d '#0

| 2E3) 3
NQI I IDIN N /3 G H L 5(g™7) cos (§ - Fup)
o8 F£0 m

2E
lkzzzgm ngl af jlz)cos(.g_':'Tor,@)

NQ’ py T

Eim Ez}lg;c) X

_NQ' Z Z ( m.gk ngz ngj kEl mgz - gm
a3 J'#0 ™
xH; (g ") cos (§* Tap)
—1 !

Z E ng 3,7:19:9;1 ngk . ( ,2) cos (g 'raﬁ)

NQ’ o8 Fi#£0mn

Para deformacao nula temos

oF
—'“*—BE . = 6i,jQG’ Z Z Hag COS g 7'&,6)
e RiFido
Q D 2 9igiHip(g”) cos (7 - Fap)
B 10
IE 4 2
3E b | = Gkt = 8ubi ) QG + 6,6, 0°G
1,f Ao
6105k 6 14
.I ZZH@ ) cos (§ - Tap) 'J kl ZZHaﬁ J c0s (7 - 7o)
o 570 oo 50

NQ Z Z PRI + 6_1 L91g; + 51 1959k + 5% J9k4l + 514: lgtgj) H ( )COS (g T'aﬁ)
a,B g#0

Z z 9i9;9x g1 H a,@ (g ) cos (§ - Tap)
a3 §#0
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Usando

oE
OE.: - = 6;;0G" - Z Z Hos(g*) cos (g - T‘aﬂ)
wilg o 340

> 3 gigiH. 5(9%) cos (- Fap) = 0
NQM‘,#O’ 8

ou

5;
660G = ’JékIZZHaﬁ(g ) cos (§ - Tap) +

.3 Ji#£0

Z Z (Or19i9;5 + bijangr) Hop(g?) cos (§ - Tap)
NQ 7 50

619
6i16:;QG = : k" 33" Hop(g?) cos (§ - Fag) +
o8 g‘r#o

Z Z 6k,3gt g + 6; [gkg_?) (gz) cos (g . Faﬁ)
aﬁg";eo

podemos escrever também

O*E 25 5k1
_0E | b6 02G + : 3

1 —
tva YD (265u9k9: + 814959k + 8ingigr + 38i kg + 36x19:9;) Hl5(g%) cos (F - Fug)
a3 §#0

4

+—=33" 6igigrqrH3(g%) cos (§ - Fag)
NQ L3 50

Consideremos uma deformacao tal que
7 =7+ Dsin (K - 7)

entao y
—_— __:L..'i a—— . K _; . =
Eij= bz, $ij + DiK, cos (Ix r)

Para K = pequeno our 7 perto da origem

E;; =6 ;+ DiK;



A variagdo da energia em segunda ordem é

’E
267
E=2 5505, 0E,

65,k,1

DiK;D K, =
0

(5 R i 4 20 )ZZHaa )08 (§ - )

a8 §#0
e [21{2 (7-D)*+8(D-K)(7-D) (5. 1{’)] H! (%) cos (7 - Fap)

a )2 = A 2 4 2 - -
tim o L (- K) (5 D) Hiple") eos (G 7ea)
Comparando com a férmula para a velocidade do som, vemos que basta

2

20
QG NQ

Haﬁ (0)
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para se ter consisténcia entre a velocidade do som obtida por deformacgio e por

deslocamento dos dtomos.



Apéndice B

Energia Total

DPefinindo as transformadas de Fourier:

Temos entao

/ p(’l’_“)p( )d3Td3r'd3kd3k' —

|7~ 7|

27:')6//]./?"5 p(k')exp[—(ik - 7+ ik’ - 7 "')]l Idard3r'd3kd3k’

(fazendo 7' = ¥ + Rtemos)
211_ /f/jpE 1'5 exP[_(i;;‘F+iE"F—i—l_c"-é)]—;;dardst?’kd%’:
- E)p(k’ —(ik T4k F __3 3L 31
@ )6fffp(k)p(k)eXP[ (k- 7t ik’ 7)) g dr Pk d'K =
27r)3_//pk k)& )kr2d3 dka
4w P
Tk

p(7) = > pil7 = 7)

Agora, usando
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no espago k

temos

Am p(E)p(—E) 3.0 p,(k)p -7
; [BEE = v = f 4 ~ET P

Transformando

(2r)®
f h— == 2
%
onde V é o volume do cristal, temos

—

jpz pj( k lk(rn—h)de Zzpz k Pg k) 2k (Fi=75)

277)3
Aqui temos
r; — R,‘ + f

onde [ é um vetor da rede e R; agora é a posi¢do do dtomo na célula.
Mas
ikl
Z et — Msz,g..

onde § é vetor da rede reciproca e M é o numero de células do cristal.

Entao o nosso termo de energia fica na forma:

pild =Ry
MG Z LT
com § = —g ¢ NQ o volume da célula.
Da relagao entre p e n .
7 p(k)
n(k) = 1+ k2K (k2)

podemos tirar n da relagao que fica apenas em fun¢ao de P

4 Pi(@ni(9) iam._ir, Pil@)pi(§) igm—in,
NQ ZZ_"”‘— Ri=iR) = ZZ (1+k2K(k2)) e .

g% g*

Entdo a energia

U = Epin[n(f)] = ]jpﬂ" T dvdo +2jjp|f)_p,,,| B

|7 =7
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fica:
_ 4w pi(9)pi(9) igqri-n) _
E_G(Q)+NQ‘;3_§ 2 ¢

i 1\ p@n@ ea-n,
Nﬂ;j?(lww(gz)) &

podemos eliminar o termo divergente na equagao acima, pois para § = 0 os dois
somatorios ficam iguais e podemos subtrair um do outro.

Finalmente, fazendo exp(ig - R;;) — cos(g - R;;) (a soma é simetrica e faz o seno
se anular).

B=G() + 4 XX o b @) eos@- )



Apéndice C

Fonons em Cristais Ionicos

Para termos diferenca entre longitudinal e transversal é necessario que haja um
termo divergente em £ = 0. Fisicamente [9, 36] este termo corresponde & polarizagéo
das cargas elétricas que ocorre num cristal ibnico quando os carog¢os idnicos sio tirados
de suas posi¢des de geuilibrio.

Entao facamos
Hoo () = Hop () + 522

com (o balancgo de cargas dentro de uma célula deve ser nulo)

Y. Z,=0.

Assim
E_(z) = E®@) (enterior) +

Z ZaZgexp [zG (ﬁa - ﬁg)] ﬁﬁ :
G‘

2N2Q

N29 Z ZoZgexp [iG - (Ro — Rs)| Da GE L p
G";&U
Neste caso, quando incluimos o termo divergente, o limite de K —0 passa a ser
~ 1 - = s S
ECK =0) = ~ 1N a:ﬂ H,gs (|G|2) exp [zG’- (Ra — Rﬁ)] X
G#£0
x (Ds ~ D) - GG - (D — D)
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4Nmzzzﬁexp G (R~ By)] (Bs - Bu) - S - (D5 - D)
G‘;eo
1 ~ KK RE -
+4—M—NZQ§ZQZﬁDa = Dﬁ+4NmZZ ZpDy - <z D,

onde temos diferenca entre modos longitudinais e transversais (oticos).
Estes dois tltimos termos aqui introduzidos sao importantes no estudo de mate-
riais idnicos. No caso de metais ou semicondutores este termo é nulo. Como este

trabalho néo estara tarando de materiais idnicos passaremos a ignorar estes termos.



Apéndice D

Termo de Primeira Ordem na Expansao

da Matriz Dinamica

Como no capitulo 2 ja consideramos a expansao até 2a. ordem, vejamos a primeira

E(l)———_——— Hap(g*) sin ﬁ'ﬁ;a—ﬁ"ﬁ- X
MNQQZ;; ole%)sin ( o)

Bl-?

(g Re D,e'R "*—g ReDge R-B,p )

> 5" Hup(g?) exp (iﬁ- Ria — 1§ é;’ﬁ)

MNQ op 520
1:.7
1 - : - - - 3 - — . N — .
b4 § (§ . Daei-f\"ﬁl'a _I_ g . D:;e—‘lf\}‘éux — g . Dﬂel}?-ﬁjﬂ _ g . Dge“lf&;'ﬁjﬁ)

Agora usamos
Zexp[i(ﬁ-l—f%)-R ] Ms +h@exp('(§'-ﬁa)

= Id " v = ~ * -~ . . .
onde (G sdo vetores reciprocos da rede original e R, séo vetores de posigdo originais

para 4tomo «, os dnicos termos que sobrevivem apos somar em ¢, sa0:

EM = 308 Top Tso Hap(g”) X
iG Ro—iG'-B — P
,éé G et B +g D 5- 1,@6.&@,6
5 LeiGRa—iG"-Ry -g- D,@5 R @'5:@6

B, iGRa—iC' By _

D

(

Ql
2‘4
oy

8
iG-Ro—iG"-R
%—r?,c" ?)

‘Ql
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Vé-se que s6 interessa o caso quando
K = vetor da rede reciproca

—

[ oo Has(GHG' - DyeiR Aot (Ramfo) g ]
50 = M 5~ | Torug Hop(G)G - Diemi et (e o).
a3 Zé;’-‘[] Ho:ﬂ( ) iR ﬁﬁeté (R’ R.,B)

| Tago Hap(GP)G - Dpem K el (e Flo)

13
G- Dye

Hop(G?)G - DR RagiG(Ra=Rs) ]

Hog(GH)G - Dy o iRt
QNQ X;GZ;&E) - aﬁ(GZ)C‘j_5ﬁeiﬁ-ﬁgeié-(éa—§3)
—H,p(G?)G - Dye~iR fseiG(Ra-Fy)

Nas somas, faz-se as trocas

—

G — -G

isto da

Z v { sin [ 7 ( _'a:. R"@z] H.s(G?)G - Re (I’jaeiﬁ.ﬁﬂ) _ }
o8 G0 —sin [G' (Ra - R,a)] Hap(Gz)é’- Re (D‘ﬁe"f?‘ﬁﬁ)

Assim, por atomo temos

E1Y z E sin [G ( — Eﬁ)] Ha,a(Gz)é Re (ﬁaem'ﬁ“ - l-)'ge“‘ﬁ'ﬁ{’)
@8 G#0
K = vetor da rede reciproca

Para que haja equilibrio entdo é preciso que para todos.os atomos «
3> sin [C_j . (Ra - .R‘ﬁ)] H.s(GHE =
B Gzo

como ja haviamos adiantado.
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