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na descri�c~ao dos orbitais atômicos. O resultado experimental corresponde �as

medidas realizadas por G.V. Marr [55]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

7.11 Raz~ao entre os elementos de matriz de transi�c~ao na forma velocidade e comprimento. . . . 72

7.12 Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao para o �atomo de L��tio. Compara�c~ao entre

os resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron (AEMO) e com pseudo-

potenciais (PSMO). Neste caso os c�alculos utilizam os estados de transi�c~ao de

meia ocupa�c~ao na descri�c~ao dos orbitais atômicos. O resultado experimental
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Cap��tulo 1

Introdu�c~ao

O estudo dos processos de espalhamento têm desempenhado um papel central em pra-

ticamente todas as investiga�c~oes sobre a estrutura da mat�eria em escala microsc�opica. De

fato, grande parte do conhecimento que temos a respeito da intera�c~ao entre part��culas, e

at�e mesmo a descoberta da existência de muitas part��culas elementares, prov�em da an�alise e

interpreta�c~ao dos resultados obtidos a partir de experimentos deste tipo.

Desde o s�eculo passado, quando as experiências de Rutherford levaram �a formula�c~ao da

Teoria Nuclear do �Atomo e �a revolu�c~ao nos conceitos fundamentais da F��sica, at�e os dias de

hoje onde experimentos de ponta realizados em gigantescos aceleradores permitem o estudo

de uma multid~ao de fenômenos important��ssimos, os progressos na �area de espalhamento de

part��culas têm promovido uma verdadeira efervescência em termos de produ�c~ao cient���ca.

Como conseq�uência direta do extraordin�ario crescimento nesta �area de pesquisa, observa-

se uma imensa contribui�c~ao �a ciência na forma de novas formula�c~oes te�oricas e t�ecnicas

experimentais, cujas aplica�c~oes tecnol�ogicas proporcionam desenvolvimento e benef��cios �a

humanidade.

Esta breve exposi�c~ao torna clara a importância do entendimento dos processos de espa-

lhamento e a relevância de uma discuss~ao um pouco mais detalhada do assunto.
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Introdu�c~ao 10

1.1 O problema da fotoioniza�c~ao situado no contexto geral

dos processos de espalhamento

Numa experiência t��pica de espalhamento um feixe de part��culas (produzido, por exemplo,

por um acelerador ou pelo decaimento de uma fonte radiativa) colide com um alvo, formado

tamb�em por uma ou mais part��culas, e estes interagem entre si. As part��culas eventualmente

espalhadas s~ao detectadas e suas caracter��sticas (energia, distribui�c~ao angular, polariza�c~ao,

etc.... ) s~ao, ent~ao, medidas.

Pode-se inferir, a partir destas caracter��sticas, a natureza das for�cas que, durante o pro-

cesso de colis~ao, atuaram entre as part��culas do feixe incidente e as do alvo. Em muitos casos

pode-se tamb�em obter informa�c~oes valiosas sobre o alvo espalhador, tais como os poss��veis

n��veis de energia, a vida m�edia de seus estados excitados, e assim por diante.

Um caso de especial interesse �e aquele no qual um feixe de radia�c~ao eletromagn�etica incide

sobre um alvo atômico ou molecular. Em tais processos podem ocorrer uma variedade de

fenômenos. Quando a freq�uência da radia�c~ao eletromagn�etica situa-se na regi~ao do infraver-

melho do espectro, a troca de quanta discretos de energia caracteriza a intera�c~ao. Neste caso,

a absor�c~ao de um f�oton leva �a forma�c~ao de um estado excitado da mol�ecula ou �atomo, o qual

retorna rapidamente ao seu estado fundamental emitindo um f�oton com a mesma energia do

absorvido. Em outra situa�c~ao, quando os f�otons incidentes s~ao mais energ�eticos, a intera�c~ao

pode resultar na ioniza�c~ao do �atomo ou mol�ecula. Ou seja, neste caso o campo de radia�c~ao

eletromagn�etica fornece energia su�ciente para que um el�etron seja arrancado do sistema e

espalhado para a regi~ao do cont��nuo de energias.

�E neste particular processo de espalhamento, chamado de fotoioniza�c~ao, que estamos

interessados.

1.2 Motiva�c~ao do trabalho

At�e o in��cio dos anos 60, os experimentos de espectroscopia atômica e molecular envol-

vendo o estudo da dinâmica de fotoel�etrons eram bastante escassos e limitados. A limita�c~ao

decorria, sobretudo, em virtude da utiliza�c~ao de fontes tradicionais de luz (DC glow discharge,

Spark discharge), as quais se mostravam incapazes de varrer uma gama cont��nua de energias
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Figura 1.1: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao na aproxima�c~ao hidrogen�oide (Representa�c~ao esquem�atica).

� �e a se�c~ao de choque medida em unidades arbitr�arias e I1, I2, I3 s~ao potenciais de ioniza�c~ao.

fotônicas.

A an�alise do n�umero reduzido de dados experimentais dispon��veis na literatura forne-

cia, ent~ao, uma impress~ao de completeza no estudo do problema geral da fotoioniza�c~ao.

Acreditava-se na �epoca que seria poss��vel utilizar a formula�c~ao te�orica existente para o �atomo

de hidrogênio no entendimento dos mecanismos que descrevem o processo de fotoioniza�c~ao

no caso de sistemas multieletrônicos. Por exemplo, durante muitos anos considerou-se que

a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao para �atomos com muitos el�etrons deveria apresentar um

comportamento em fun�c~ao da energia do f�oton incidente, similar ao da se�c~ao de choque do

�atomo de hidrogênio. Ou seja, um salto �nito a cada novo threshold, correspondendo �a io-

niza�c~ao de cada um dos el�etrons removidos, seguido de um r�apido decr�escimo em fun�c~ao do

aumento da energia a cada novo intervalo [Figura 1.1].

Felizmente, a natureza provou ser algo mais complexa e in�nitamente mais interessante

!!!!!!

J�a em �ns da d�ecada de 60, o aperfei�coamento nas t�ecnicas experimentais proporcionou

um avan�co signi�cativo no entendimento do problema de fotoioniza�c~ao, uma vez que tornou

poss��vel a obten�c~ao de resultados mais precisos e o aumento do n�umero de esp�ecies estudadas.
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Figura 1.2: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao do Criptônio. Resultados Experimentais: � [3] ; � [4]. C�alculo

Te�orico: { Aproxima�c~ao hidrogen�oide.

Investiga�c~oes experimentais da absor�c~ao de radia�c~ao eletromagn�etica nas regi~oes de baixa e

m�edia energia do f�oton demonstraram, por exemplo, que as se�c~oes de choque para �atomos com

muitos el�etrons diferiam, n~ao apenas quantitativamente [1], mas tamb�em qualitativamente

[2] da se�c~ao de choque para o �atomo de hidrogênio.

Em alguns casos [Figura 1.2], a se�c~ao de choque apresentava m��nimos (atualmente conhe-

cidos como m��nimos de Cooper) e para altas energias atingiam um segundo valor m�aximo,

n~ao associado a qualquer threshold de ioniza�c~ao. Estes dados contradiziam as predi�c~oes e

demonstravam a inadequa�c~ao do modelo hidrogen�oide.

Mais recentemente, gra�cas ao fenomenal desenvolvimento de novas fontes de radia�c~ao ele-

tromagn�etica de espectro cont��nuo, como radia�c~ao de s��ncroton, fontes de microondas, etc.

(cobrindo um vasto intervalo de freq�uências, a partir de radiofreq�uências at�e o ultravioleta

distante), tornou-se poss��vel a investiga�c~ao altamente detalhada da dinâmica dos el�etrons de

�atomos e mol�eculas, nos processos de intera�c~ao com a radia�c~ao eletromagn�etica. Atualmente

as pesquisas experimentais nesta �area envolvem desde os �atomos mais simples at�e as maiores

mol�eculas, examinando um amplo conjunto de fenômenos f��sico-qu��micos. Estes �ultimos por

sua vez, mostram estar fortemente vinculados ao desenvolvimento de setores muito impor-



Introdu�c~ao 13

tantes da pesquisa aplicada, tais como: o modelamento de lasers moleculares [5], o estudo da

separa�c~ao de is�otopos [6] e as perdas de energia em plasmas con�nados [7], para mencionar

apenas alguns deles.

En�m, o grande progresso na �area experimental e as importantes aplica�c~oes na �area tec-

nol�ogica estimularam um consider�avel interesse por estudos te�oricos de fotoioniza�c~ao atômica

e molecular.

Do ponto de vista contemporâneo o modelamento te�orico do mecanismo de intera�c~ao en-

tre radia�c~ao eletromagn�etica e sistemas multieletrônicos �e tratado atrav�es do uso do aparato

matem�atico fornecido pela Teoria de Muitos Corpos. Entretanto, a aplica�c~ao deste forma-

lismo depende, muitas vezes, da utiliza�c~ao concomitante de m�etodos de aproxima�c~ao que

simpli�quem a descri�c~ao do problema f��sico sob considera�c~ao e possibilitem a obten�c~ao dos

parâmetros que caracterizam tal processo (por exemplo, energias eletrônicas, se�c~ao de cho-

que, parâmetro angular de assimetria). Os resultados obtidos devem, ainda, ser criticamente

comparados ao conjunto de dados te�oricos e experimentais dispon��veis na literatura.

Outra limita�c~ao, inerente aos estudos te�oricos de simula�c~ao para problemas de espalha-

mento envolvendo sistemas multieletrônicos, diz respeito ao custo da implementa�c~ao com-

putacional. Este aspecto apresenta em muitos casos um car�ater delimitante, uma vez que o

aumento do esfor�co computacional est�a diretamente relacionado ao n�umero de el�etrons do

sistema que devem ser explicitamente inclu��dos no c�alculo.

Neste contexto, nos motivamos a realizar o estudo do problema de fotoioniza�c~ao atrav�es da

utiliza�c~ao do formalismo dos Pseudopotenciais. A grande vantagem destes pseudopotenciais

�e que eles substituem o n�ucleo e os el�etrons de caro�co de modo que apenas a dinâmica dos

el�etrons de valência necessita ser descrita no escopo da Teoria de Muitos Corpos. Isto reduz

drasticamente a complexidade do problema a ser analisado e possibilita o estudo de �atomos

e mol�eculas maiores.

Este formalismo j�a vem sendo usado, com consider�avel sucesso, no estudo de diversos

problemas relacionados aos processos de espalhamento em geral [8], dos quais a fotoioniza�c~ao

�e um caso particular.

Neste trabalho visamos veri�car a viabilidade da utiliza�c~ao do formalismo dos Pseudo-

potenciais, de maneira a estabelecer a transferibilidade dos mesmos, para o c�alculo da se�c~ao

de choque de fotoioniza�c~ao de �atomos com um el�etron de valência, via Aproxima�c~ao da
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Densidade Local. Para tanto utilizaremos os pseudopotenciais inicialmente introduzidos por

Bachelet, Hamann e Schl�uter [9], comparando os resultados obtidos com aqueles fornecidos

por um c�alculo all-electron. A equivalência entre os resultados de�nir�a a viabilidade da uti-

tiliza�c~ao destes pseudopotenciais no entendimento dos processos de intera�c~ao de �atomos e

mol�eculas com a radia�c~ao eletromagn�etica.

1.3 Organiza�c~ao do trabalho

O tralhalho ser�a dividido da seguinte maneira. No cap��tulo 2 discutimos os aspectos

te�oricos utilizados na descri�c~ao geral do problema de acoplamento entre a radia�c~ao eletro-

magn�etica e um �atomo multieletrônico. A se�c~ao de choque diferencial de fotoioniza�c~ao obtida

na aproxima�c~ao de dipolo el�etrico, �e apresentada nas formas velocidade e comprimento.

O cap��tulo 3 �e dedicado �a discuss~ao dos aspectos mais importantes relacionados �a Teoria

do Funcional da Densidade e �a Aproxima�c~ao da Densidade Local. Atrav�es do uso destas

teorias, obtivemos um conjunto de equa�c~oes do tipo Schr�odinger, com as quais calculamos os

autoestados que descrevem o sistema no processo de fotoioniza�c~ao.

No cap��tulo 4 apresentamos a formula�c~ao b�asica do M�etodo dos Pseudopotenciais, intro-

duzindo a nomenclatura e alguns conceitos �uteis relacionados a este formalismo. Discutimos

tamb�em o procedimento que leva �a obten�c~ao dos Pseudopotenciais \Norm Conserving", bem

como suas principais caracter��sticas.

Nos cap��tulos 5 e 6 utilizamos os resultados obtidos a partir da Teoria do Funcional

da Densidade (Aproxima�c~ao da Densidade Local) e do M�etodo dos Pseudopotenciais para

derivar as express~oes gerais para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao no caso particular de

�atomos com um el�etron de valência.

No cap��tulo 7 apresentamos e discutimos os resultados obtidos a partir da implementa�c~ao

num�erica.

Finalmente no Apêndice A realizamos uma breve apresenta�c~ao da teoria relacionada aos

Estados de Transi�c~ao de Meia Ocupa�c~ao.



Cap��tulo 2

Aspectos Te�oricos

Conforme mencionado anteriormente, o entendimento de uma variedade de importantes

fenômenos f��sico-qu��micos est�a diretamente vinculado ao estudo dos processos de fotoioni-

za�c~ao. Em tais processos um feixe de radia�c~ao eletromagn�etica incide sobre um sistema

atômico ou molecular com energia su�ciente para ioniz�a-lo. Uma das medidas de grande

interesse neste caso, �e a da se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao.

No que segue, pretendemos realizar uma breve discuss~ao da teoria que descreve o acopla-

mento da radia�c~ao eletromagn�etica com um �atomo multieletrônico. Tamb�em discutiremos os

argumentos usados na obten�c~ao da express~ao geral para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao

na aproxima�c~ao de dipolo el�etrico. Finalmente, apresentaremos uma forma alternativa para

a se�c~ao de choque com a qual tamb�em realizaremos nossos c�alculos.

2.1 �Atomos num campo eletromagn�etico

Um �atomo multieletrônico (N -el�etrons) e com carga nuclear Ze pode ser descrito pelo

seguinte Hamiltoniano n~ao-relativ��stico:

H =
NX
i=1

"
p2i
2m

�
Ze2

ri

#
+

NX
i>j=1

e2

j~ri � ~rj j
(2.1)

Nesta express~ao o termo entre parênteses descreve as energias cin�etica e potencial de

cada um dos el�etrons no campo Coulombiano atrativo do n�ucleo e o �ultimo termo descreve a

energia potencial de repuls~ao eletrost�atica inter-eletrônica.

15
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A intera�c~ao deste �atomo com a radia�c~ao eletromagn�etica �e descrita pelos termos adicionais

obtidos pela substitui�c~ao [10]:

pi ! pi �
e

c
~A(~ri; t) (2.2)

onde ~A(~ri; t) �e o potencial vetor para o campo de radia�c~ao incidente, e pelo termo adicional:

H
(spin)

int
= �

NX
i=1

e�h

2mc
~�i �

h
~r� ~A(~ri; t)

i
(2.3)

que representa a intera�c~ao do momento magn�etico de spin de cada um dos el�etrons com o

campo magn�etico oscilante da radia�c~ao eletromagn�etica.

A express~ao para o Hamiltoniano total pode, ent~ao, ser reescrita da seguinte maneira:

Htot =
NX
i=1

"
p2i
2m

�
Ze2

ri
�

e

2mc

�
~pi � ~A(~ri; t) + ~A(~ri; t) � ~pi

�
+

+
e2

2mc2

��� ~A(~ri; t)���2 � e�h

2mc
~�i �

h
~r� ~A(~ri; t)

i#
+ (2.4)

+
NX

i>j=1

e2

j~ri � ~rjj

Observamos agora que se o potencial vetor �e de�nido no gauge de Coulomb, no qual

~r � ~A = 0, ent~ao ~pi e ~A(~ri; t) comutam e os dois termos entre parênteses na equa�c~ao (2.4)

podem ser combinados. Assim, obtemos:

Htot = H +Hint (2.5)

onde H �e o Hamiltoniano atômico da equa�c~ao (2.1) e:

Hint =
NX
i=1

�
�

e

mc
~pi � ~A(~ri; t) +�

e�h

2mc
~�i �

h
~r� ~A(~ri; t)

i

+
e2

2mc2

��� ~A(~ri; t)���2
#

(2.6)

�e o Hamiltoniano que representa a intera�c~ao entre a radia�c~ao eletromagn�etica e o sistema

atômico sob considera�c~ao.

O Hamiltoniano de intera�c~ao Hint pode ser ainda mais simpli�cado se adotarmos as

seguintes aproxima�c~oes:
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(i) Como veremos mais adiante a quantidade e ~A(~ri; t)=c ser�a tratada como uma pequena

perturba�c~ao, assim o �ultimo termo na equa�c~ao (2.6) pode ser desprezado em primeira ordem,

uma vez que �e quadr�atico em ~A(~ri; t).

(ii) Os dois termos restantes em (2.6) podem ser aproximados por:

H
(1)

int
= �

e

mc

NX
i=1

~pi � ~A(~ri; t) �
e

mc
p jAj (2.7)

H
(2)

int
= �

e�h

2mc

NX
i=1

~�i �
h
~r� ~A(~ri; t)

i
�

e�h

2mc
k jAj (2.8)

Podemos, ent~ao, estimar a ordem de grandeza da raz~ao entre estas duas contribui�c~oes, a

saber:
H

(2)

int

H
(1)

int

�
�hk

p
(2.9)

Segundo o princ��pio da incerteza de Heisenberg, a raz~ao �h=p deve ser pelo menos da ordem

de dimens~oes atômicas (caracterizadas pelo raio de Bohr a0). O m�odulo do vetor de onda

k �e igual a 2�=�, onde � �e o comprimento de onda associado �a radia�c~ao eletromagn�etica

incidente. Nos dom��nios espectrais usados em f��sica atômica � �e tipicamente da ordem de

centenas de angstrons enquanto que o raio atômico �e da ordem de um angstron. Disto resulta

que:

H
(2)

int

H(1)

int

�
ao
�
� 1 (2.10)

Portanto, podemos tamb�em desprezar os pequenos termos de dependência com o spin do

el�etron.

O Hamiltoniano resultante das aproxima�c~oes discutidas acima �e, ent~ao, dado por:

Htot = H +Hint(t) (2.11)

onde:

H =
NX
i=1

"
p2i
2m

�
Ze2

ri

#
+

NX
i>j=1

e2

j~ri � ~rj j
(2.12)

e:

Hint(t) = �
e

mc

NX
i=1

~pi � ~A(~ri; t) (2.13)
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Como mencionado anteriormente, o termo Hint(t) ser�a tratado como uma pequena per-

turba�c~ao dependente do tempo em rela�c~ao a H.

Resta agora determinarmos a forma do potencial vetor ~A(~r; t) que descreve o campo de

radia�c~ao incidente.

2.2 O campo eletromagn�etico

Num tratamento rigoroso dever��amos usar a eletrodinâmica quântica para descrever o

campo eletromagn�etico em termos dos seus quanta, os f�otons. Iremos proceder aqui usando

um modelo semi-cl�assico no qual o campo de radia�c~ao eletromagn�etica �e tratado classicamen-

te.

O campo eletromagn�etico cl�assico �e descrito pelos vetores campo el�etrico ~E e campo

magn�etico ~B os quais satisfazem as equa�c~oes de Maxwell, e podem ser gerados a partir dos

potenciais escalar '(~r; t) e vetor ~A(~r; t):

~E(~r; t) = �~r'(~r; t)�
@

@t
~A(~r; t) (2.14)

~B(~r; t) = ~r� ~A(~r; t) (2.15)

Estes potenciais n~ao s~ao completamente de�nidos pelas equa�c~oes (2.14) e (2.15). Em

particular ~E(~r; t) e ~B(~r; t) permanecem inalterados pela substitui�c~ao ~A �! ~A+ ~r�, onde � �e

um campo escalar qualquer. Esta propriedade, denominada invariân�ca de gauge, permite-nos

impor uma condi�c~ao de contorno sobre ~A(~r; t), a qual escolhemos como sendo:

~r � ~A(~r; t) = 0 (2.16)

caso no qual dizemos estar usando o gauge de Coulomb. A partir das equa�c~oes de Maxwell

pode-se mostrar que ~A(~r; t) satisfaz �a seguinte equa�c~ao de onda:

r2 ~A(~r; t)�
1

c2
@2

@t2
~A(~r; t) = 0 (2.17)

Uma solu�c~ao desta equa�c~ao que satisfaz �a condi�c~ao (2.16) �e a onda eletromagn�etica plana,

monocrom�atica e polarizada, descrita por:

~A(~r; t) = "̂
h
Ao(!)e

i(~k�~r�!t) +A�
o(!)e

�i(~k�~r�!t)
i

(2.18)
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onde "̂ �e o vetor de polariza�c~ao, ! �e a frequência angular e ~k �e o vetor de onda de propaga�c~ao

da onda eletromagn�etica.

Os campos el�etrico e magn�etico associados ao potencial vetor da express~ao (2.18) s~ao

obtidos a partir das equa�c~oes (2.14) e (2.15):

~E(~r; t) = i!"̂
h
Ao(!)e

i(~k�~r�!t) +A�
o(!)e

�i(~k�~r�!t)
i

(2.19)

~B(~r; t) = i(~k � "̂)
h
Ao(!)e

i(~k�~r�!t) +A�
o(!)e

�i(~k�~r�!t)
i

(2.20)

Se escolhermos a origem dos tempos de tal maneira que A0(!) seja imagin�ario puro,

obtemos:

i!Ao(!) =
E

2
e ikAo(!) =

B

2
(2.21)

onde E e B s~ao duas quantidades reais, tais que:

E

B
=

!

k
= c (2.22)

sendo c a velocidade da luz no v�acuo. Disto resulta que:

~E(~r; t) = E"̂ cos(~k � ~r � !t) (2.23)

~B(~r; t) = B(~k � "̂) cos(~k � ~r � !t) (2.24)

donde vemos que E e B s~ao, respectivamente, as amplitudes dos campos el�etrico e magn�etico

da onda eletromagn�etica considerada.

A intensidade I(!) associada �a onda plana (2.18) �e obtida calculando a m�edia, sobre um

per��odo 2�=!, da magnitude do vetor de Poynting �oc
2( ~E � ~B), ou seja:

I(!) = �oc
2EB

D
cos2(~k � ~r � !t)

E
=

�oc

2
E2 (2.25)

onde �o �e a permissividade do v�acuo.

Fazendo agora a expans~ao das exponenciais na equa�c~ao (2.18) em uma s�erie de potências

em ~k � ~r, obtemos:

~A(~r; t) = "̂
h�
Ao(!)e

�i!t +A�
o(!)e

i!t
�
+ i~k � ~r

�
Ao(!)e

�i!t �A�
o(!)e

i!t
�
�

�
1

2
(~k � ~r)2

�
Ao(!)e

�i!t +A�
o(!)e

i!t
�
+ :::

�
(2.26)
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mas, j�a que A0(!) = E=2i! [cf. equa�c~ao (2.21)], resulta:

Ao(!)e
�i!t +A�o(!)e

i!t =
E

2i!

�
e�i!t � ei!t

�
= �

E

!
sen!t (2.27)

Ao(!)e
�i!t �A�o(!)e

i!t =
E

2i!

�
e�i!t + ei!t

�
=

E

i!
cos!t (2.28)

Assim, podemos reescrever a equa�c~ao (2.18) na forma:

~A(~r; t) = �
E

!
"̂

�
sen!t� ~k � ~r cos!t�

1

2
(~k � ~r)2sen!t+ :::

�
(2.29)

Numa transi�c~ao t��pica o comprimento de onda do f�oton absorvido �e muito maior do que

as dimens~oes lineares do �atomo. Ent~ao, resulta novamente a condi�c~ao:

~k � ~r �
ao
�
� 1 (2.30)

Desta maneira, obtemos uma boa aproxima�c~ao para o potencial vetor ~A(~r; t) mantendo ape-

nas o primeiro termo da expans~ao (2.29):

~A(~r; t) = �
E

!
"̂sen!t (2.31)

Finalmente, podemos reescrever o Hamiltoniano perturbativo da seguinte maneira:

Hint(t) = �
e

mc

NX
i=1

~pi � ~A(~ri; t) = �
eE

m!c

NX
i=1

~pi � "̂sen!t (2.32)

que, nesta aproxima�c~ao, �e chamado de Hamiltoniano de dipolo el�etrico.

Por conveniência vamos escrever a express~ao anterior da seguinte maneira:

Hint(t) = Ĥintsen!t (2.33)

onde:

Ĥint = �
eE

m!c

NX
i=1

~pi � "̂ (2.34)

pode ser tratado como uma observ�avel independente do tempo.
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2.3 A se�c~ao de choque diferencial de fotoioniza�c~ao

O processo de fotoioniza�c~ao envolve intensidades de energia tais que, da intera�c~ao entre

a radia�c~ao eletromagn�etica e o sistema atômico, resulta a ioniza�c~ao deste �ultimo. Ou seja, o

campo de radia�c~ao (ou mais precisamente os f�otons que o comp~oe) fornece energia su�ciente

para que um el�etron do sistema seja arrancado e ejetado para a regi~ao do espectro cont��nuo de

energias. O fenômeno f��sico a ser descrito �e, ent~ao, a transi�c~ao entre um estado inicial (que,

em geral, representa um �atomo neutro) e um estado �nal que representa o comportamento

do fotoel�etron ejetado no campo de intera�c~ao de um ��on residual positivo.

A se�c~ao de choque diferencial �e de�nida como o n�umero de fotoel�etrons que atingem,

por unidade de tempo, um detetor postado a uma certa distância do alvo (longe o su�ciente

para estar fora do alcance do potencial iônico) que subentende um ângulo in�nitesimal d
,

dividido pelo 
uxo de f�otons incidente. Esta medida est�a, portanto, diretamente relacionada

�a probabilidade de transi�c~ao entre os estados inicial j oi, e �nal j 
k
i (no qual o fotoel�etron

tem vetor de onda ~k) de�nidos no par�agrafo acima. Estes estados s~ao caracterizados pelas

energias Eo (energia de liga�c~ao do el�etron ejetado) e Ek (energia cin�etica do fotoel�etron), que

satisfazem �a seguinte rela�c~ao:

Ek = Eo + �h! (2.35)

sendo que �h! �e a energia da radia�c~ao eletromagn�etica incidente.

O Hamiltoniano de intera�c~ao Hint(t), equa�c~ao (2.32), �e o respons�avel pelo acoplamento

do estado inicial j oi, autoestado do Hamiltoniano de N -corpos n~ao-perturbado H, a um

cont��nuo de estados j 
k
i situados num intervalo de energia Eo +�h! � Ek � Eo +�h(!+ d!).

A teoria de perturba�c~ao dependente do tempo mostra que a probabilidade de transi�c~ao

por unidade de tempo e por unidade de ângulo s�olido na dire�c~ao do vetor de onda ~k do

fotoel�etron �e dada, em primeira ordem, por [10]:

W =
�

2�h
jh 

k
jĤint j oij

2�(Ek = Eo + �h!) =

=
�

2�h
j �

eE

m!c
h 

k
j
NX
i=1

~pi � "̂j oij
2�(Ek = Eo + �h!) (2.36)

resultado este conhecido como \Regra de Ouro de Fermi".

Nesta equa�c~ao �(Ek) representa a densidade de estados �nais por unidade de energia e
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ângulo s�olido na dire�c~ao de ~k. Da de�ni�c~ao:

d~k = �(Ek)dEkd
 (2.37)

segue que:

�(Ek) = k2
dk

dEk
(2.38)

Lembrando que as quantidades k e Ek est~ao relacionadas pela express~ao que fornece a

energia cin�etica do fotoel�etron:

Ek =
�h2k2

2m
(2.39)

resulta que:
dk

dEk
=

1

2�h

�
2m

Ek

�1=2
=

m

�h2k
(2.40)

e, portanto:

�(Ek) =
mk

�h2
(2.41)

Obtemos assim, a seguinte express~ao para a probabilidade de transi�c~ao:

W =
�e2E2

2�h3m!2
k jh 

k
j
NX
i=1

~pi � "̂j oij
2 (2.42)

Finalmente, lembremos que o 
uxo de f�otons �e igual �a intensidade de radia�c~ao incidente

I(!) [cf. equa�c~ao (2.25)] dividida pela energia �h! de cada f�oton:

F =
I(!)

�h!
=
�ocE

2

2�h!
(2.43)

Utilizando estes dois �ultimos resultados temos que a se�c~ao de choque diferencial de fo-

toioniza�c~ao pode ser escrita como:

d�

d

=
W

F
=

"
e2

4��o�h
2m

#
4�2

!c
k jh 

k
j
NX
i=1

~pi � "̂j oij
2 (2.44)

sendo a fun�c~ao de onda �nal normalizada de acordo com a rela�c~ao:

Z
d3~r  �

~k
(~r)  ~k0

(~r0) = �(~k � ~k0) (2.45)
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2.4 Express~oes alternativas para o elemento de matriz de

transi�c~ao

A f�ormula geral para a se�c~ao de choque diferencial de fotoioniza�c~ao, equa�c~ao (2.44),

�e escrita em termos do elemento de matriz de transi�c~ao envolvendo o operador momentum,PN
i=1 ~pi. Podemos obter uma express~ao alternativa para este elemento de matriz considerando

a seguinte rela�c~ao de comuta�c~ao envolvendo o Hamiltoniano atômico gen�erico H:

NX
i=1

~pi = �
im

�h

"
NX
i=1

~ri;H

#
(2.46)

Tomando o elemento de matriz desta igualdade entre os estados inicial j oi e �nal j ki

que caracterizam o sistema, obtemos:

h 
k
j
NX
i=1

~pij oi = �
im

�h
h 

k
j

"
NX
i=1

~ri;H

#
j oi =

�
im

�h

(
h 

k
j
NX
i=1

~riHj oi � h 
k
jH

NX
i=1

~rij oi

)
(2.47)

Agora, desde que os estados j oi e j 
k
i sejam ambos autoestados do Hamiltoniano H, as

seguintes rela�c~oes s~ao v�alidas:

Hj oi = Eoj oi (2.48)

e

Hj 
k
i = Ekj k

i (2.49)

onde Eo e Ek s~ao os autovalores de energia correspondentes aos respectivos autoestados.

Utilizando ent~ao esta propriedade dos autoestados j oi e j 
k
i, podemos reescrever a

equa�c~ao (2.47) da seguinte maneira:

h 
k
j
NX
i=1

~pij oi = �
im

�h

(
h 

k
j
NX
i=1

~riEoj oi � h 
k
jEk

NX
i=1

~rij oi

)

=
im

�h
(Ek �Eo)h k

j
NX
i=1

~rij oi (2.50)

ou seja:

h 
k
j
NX
i=1

~pij oi = im ! h 
k
j
NX
i=1

~rij oi (2.51)
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onde ! �e a freq�uência angular de Bohr, proporcional �a energia �h! da radia�c~ao incidente [cf.

equa�c~ao (2.35)]. Com isto, obtemos uma representa�c~ao alternativa para a se�c~ao de choque

de fotoioniza�c~ao, a saber:

d�

d

=

"
e2m

4��o�h
2

#
4�2

c
k! jh 

k
j
NX
i=1

~ri � "̂j oij
2 (2.52)

As express~oes (2.44) e (2.52) s~ao conhecidas, respectivamente, como as formas velocidade

e comprimento da se�c~ao de choque diferencial de fotoioniza�c~ao.

A igualdade (2.51) �e v�alida quando j 
k
i e j oi s~ao autoestados do mesmo Hamiltoniano

H.



Cap��tulo 3

A Aproxima�c~ao da Densidade Local

3.1 Introdu�c~ao

O objetivo deste trabalho �e veri�car a adequa�c~ao do uso do formalismo dos Pseudopoten-

ciais no estudo do problema de fotoioniza�c~ao.

�E importante observar que a viabilidade da utiliza�c~ao deste m�etodo na solu�c~ao de um

determinado problema, ou mais apropriadamente, a sua transferibilidade, deve ser calibrada

observando a habilidade do formalismo em reproduzir os resultados de um c�alculo all-electron.

O m�etodo deve ainda aplicar-se a um conjunto representativo de sistemas de modo a garantir

efetivamente a sua transferibilidade. Particularmente neste trabalho estamos interessados em

calcular as se�c~oes de choque de fotoioniza�c~ao para �atomos com um el�etron de valência, os quais

representam os sistemas multieletrônicos mais simples para a implementa�c~ao computacional

do M�etodo dos Pseudopotenciais.

Vimos no cap��tulo anterior que a determina�c~ao da se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao depen-

de da obten�c~ao das fun�c~oes de onda, inicial e �nal, as quais s~ao autoestados de Hamiltonianos

atômicos do tipo [cf. equa�c~ao (2.1)]:

H =
NX
i=1

"
p2i
2m

�
Ze2

ri

#
+

NX
i>j=1

e2

j~ri � ~rj j
(3.1)

A menos que N na express~ao anterior seja um n�umero pequeno, a resolu�c~ao direta do Ha-

miltoniano H torna-se um problema bastante complicado. Conclui-se, portanto, que mesmo

25
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o c�alculo all-electron deve ser realizado atrav�es da escolha de algum m�etodo de aproxima�c~ao

que permita obter os parâmetros de interesse.

A maior di�culdade na resolu�c~ao do Hamiltoniano H descrito acima �e o tratamento ade-

quado das intera�c~oes intereletrônicas, uma vez que o car�ater de longo alcance da repuls~ao

Coulombiana assegura que cada el�etron interage com todos os outros el�etrons do sistema. Es-

te fato colabora decisivamente para a natureza de muitos corpos do problema, aumentando

a complexidade dos c�alculos a serem efetuados.

Uma maneira de contornar esta di�culdade �e tentar substituir a forte intera�c~ao entre

el�etrons por um potencial que represente um campo de intera�c~ao m�edio.

Historicamente, as aproxima�c~oes Hartree [11] e Hartree-Fock [12] representaram as pri-

meiras tentativas a obter sucesso signi�cativo nesta dire�c~ao. Existem muitas outras aproxi-

ma�c~oes e extens~oes desenvolvidas a partir destas teorias, como por exemplo o m�etodo X�

[13], os m�etodos Rootham-Hartree-Fock (RHF) e Rootham-Hartree-Fock para camadas aber-

tas (ROHF) [14], o m�etodo de Con�gura�c~oes de Intera�c~ao (CI) [15] e tantos outros. Alguns

destes m�etodos s~ao ainda hoje bastante utilizados, principalmente em c�alculos de Qu��mica

Quântica. Em especial destacamos a importância do m�etodo CI, o qual tem se mostrado

uma ferramenta poderosa no c�alculo de propriedades de sistemas multieletrônicos. Entretan-

to, a implementa�c~ao num�erica deste m�etodo implica num alto custo computacional, j�a que as

teorias de m�ultiplos determinantes deste tipo exigem conjuntos de base muito grandes para

obten�c~ao de resultados precisos.

Atualmente o conjunto de aproxima�c~oes de campo m�edio melhor sucedidas s~ao aquelas

obtidas a partir da Teoria do Funcional da Densidade, que apresentam logo de in��cio a gran-

de vantagem de fornecer resultados bastante precisos com conjuntos de base relativamente

pequenos. Dentre as mais utilizadas, tanto em Qu��mica quanto em F��sica da Mat�eria Con-

densada, podemos citar a Aproxima�c~ao da Densidade Local e suas varia�c~oes: a Aproxima�c~ao

da Densidade de Spin Local [16] e as Aproxima�c~oes da Densidade Local Relativ��stica [17] e

Relativ��stica Escalar [18].

A escolha de uma destas aproxima�c~oes em particular depende do sistema f��sico que pre-

tendemos descrever, das intensidades de energia envolvidas nos processos aos quais o sistema

�e submetido, etc.

Neste trabalho utilizaremos a Aproxima�c~ao da Densidade Local para estudar os sistemas
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atômicos de interesse. A escolha se deve ao fato de que a descri�c~ao dos estados de spin dos

�atomos que iremos estudar n~ao �e relevante [basta lembrar que o termo de dependência com

o spin dos el�etrons foi desprezado no Hamiltoniano que descreve a intera�c~ao entre o sistema

atômico e o campo de radia�c~ao eletromagn�etica, conforme discutido na se�c~ao (2.2)]. Al�em

disso, as energias envolvidas nos processos de fotoioniza�c~ao que pretendemos descrever est~ao

situadas na faixa de baixa energia do f�oton (E � 30 eV ). Portanto, n~ao h�a necessidade de

incluir efeitos relativ��sticos, que s�o se manifestam para valores de energia muito maiores.

A Teoria do Funcional da Densidade e a Aproxima�c~ao da Densidade Local têm uma longa

hist�oria. Os primeiros funcionais de densidade foram propostos por Thomas [19], Fermi [20]

e Dirac [21], e podem ser considerados como a vers~ao mais simples desta teoria. Muito

embora estas aproxima�c~oes tenham obtido um êxito apenas limitado na descri�c~ao de sistemas

reais, serviram como um prot�otipo para as subseq�uentes teorias baseadas em funcionais da

densidade eletrônica. O desenvolvimento de uma formula�c~ao te�orica mais adequada para o

tratamento de sistemas eletronicamente interagentes atrav�es da densidade eletrônica iniciou-

se com os trabalhos de Hohenberg-Kohn [22] e Kohn-Sham [23]. Suas id�eias resultaram num

formalismo imensamente bem sucedido, que tem sido utilizado no c�alculo de uma variedade

de fenômenos f��sicos e qu��micos, n~ao s�o no estudo de �atomos, mas tamb�em de sistemas

poliatômicos (mol�eculas, s�olidos, estruturas biol�ogicas, etc.).

A discuss~ao que segue pretende apenas expor os aspectos mais importantes da teoria

relacionada a este formalismo, de maneira a situar o leitor no contexto do que ser�a discutido

posteriormente. Uma abordagem mais formal e completa pode ser obtida nas referências

originais [22] e [23] ou nos artigos de revis~ao [24], [25] e [26].

3.2 A Teoria do Funcional da Densidade

A Teoria do Funcional da Densidade �e um m�etodo bastante elegante que baseia-se no

uso da densidade eletrônica de carga como parâmetro variacional fundamental, ao contr�ario

dos m�etodos usuais que tomam a fun�c~ao de onda do estado fundamental como parâmetro de

varia�c~ao.

O m�etodo, da maneira como �e utilizado e implementado atualmente, fundamenta-se em

dois teoremas matem�aticos, rigorosamente demonstrados no trabalho de Hohenberg-Kohn
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[22], cuja essência pode ser resumida pelas seguintes asser�c~oes:

(i) A energia total de um sistema multieletrônico na presen�ca de um potencial externo

Vext(~r) pode ser escrita como um funcional da densidade eletrônica n(~r):

E [n (~r)] = Eext [n (~r)] + F [n (~r)] (3.2)

onde:

Eext [n (~r)] =

Z
d3~r Vext(~r) n (~r) (3.3)

�e a energia de intera�c~ao dos el�etrons com o potencial Vext(~r) (devido, por exemplo, �a intera�c~ao

com o n�ucleo, ��ons ou campos externos) e F [n(~r)] �e um funcional universal da densidade.

(ii) O funcional E[n(~r)] �e minimizado pela densidade eletrônica do estado fundamental.

Al�em disso, o valor m��nimo de E[n(~r)] �e E0, a energia do estado fundamental. Este �e um

resultado exato e, a princ��pio, implica que a energia e a densidade do estado fundamental

podem ser obtidas atrav�es de um processo de minimiza�c~ao variacional sobre a densidade

eletrônica de carga n(~r).

Observamos de passagem que a prova do teorema de Hohenberg-Kohn n~ao inclui uma

representa�c~ao expl��cita para o termo F [n(~r)] e permanece, portanto, determinar uma forma

para este funcional.

O segundo marco no desenvolvimento da Teoria do Funcional da Densidade foi o arti-

go publicado em 1965 por Kohn-Sham [23]. De modo a estimar o funcional F [n(~r)] eles

postularam que este �ultimo pode ser decomposto como a soma das seguintes contribui�c~oes:

F [n (~r)] = T [n (~r)] +Eee [n (~r)] +Exc [n (~r)] (3.4)

Na express~ao acima, o primeiro termo T [n(~r)] �e a energia cin�etica de um sistema de

el�etrons n~ao-interagentes com densidade eletrônica n(~r) e o segundo termo:

Eee [n (~r)] =
e2

2

ZZ
d3~r d3~r0 n (~r)n (~r0)

j~r � ~r0j
(3.5)

representa a intera�c~ao Coulombiana el�etron-el�etron. A �ultima contribui�c~ao, Exc[n(~r)], cor-

responde �a energia de exchange-correla�c~ao e resulta das seguintes considera�c~oes:

(1) O termo de exchange fornece a corre�c~ao para o potencial visto por um el�etron devido ao

princ��pio de exclus~ao de Pauli. Ou seja, se um el�etron com um dado spin encontra-se numa
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posi�c~ao ~r nenhum outro el�etron de mesmo spin pode situar-se neste ponto, simplesmente

devido �a propriedade de anti-simetria das fun�c~oes de onda que representam os mesmos. Este

fato desempenha um papel importante na distribui�c~ao dos el�etrons e d�a origem �a intera�c~ao

de exchange.

(2) A outra contribui�c~ao vem da corre�c~ao devido ao movimento correlacionado dos

el�etrons, da�� o nome de energia de correla�c~ao.

N~ao h�a uma express~ao �unica e simples para o termo de exchange-correla�c~ao. Na pr�atica,

como veremos mais adiante, o que se faz �e obter uma express~ao adequada para Exc[n(~r)].

Entretanto, no que segue, n~ao h�a necessidade de especi�car uma forma para este funcional.

A express~ao geral para o funcional de energia E[n(~r)] pode ser, ent~ao, escrita da seguinte

maneira:

E [n (~r)] = T [n (~r)] +

Z
d3~r Vext(~r)n (~r) +

+
e2

2

ZZ
d3~r d3~r0 n(~r) n (~r0)

j~r � ~r0j
+ Exc [n (~r)] (3.6)

De acordo com o teorema de Hohenberg-Kohn, o funcional de energia E[n(~r)], dado pela

equa�c~ao acima, �e estacion�ario com respeito a varia�c~oes na densidade eletrônica de carga, ou

seja, �e sujeito �a condi�c~ao:

�E[n(~r)]

�n(~r)
=

Z
d3~r �n(~r)

�
�T [n(~r)]

�n(~r)
+ Vext(~r) +

+
e2

2

Z
d3~r0 n(~r0)

j~r � ~r0j
+
�Exc[n(~r)]

�n(~r)

#
= 0 (3.7)

Existe tamb�em a exigência de que a varia�c~ao na densidade eletrônica de carga n~ao altere

o n�umero total de part��culas N , onde:

N =

Z
d3~r n(~r) (3.8)

Isto pode ser assegurado pela condi�c~ao adicional:

Z
d3~r �n(~r) = 0 (3.9)

Aplicando este resultado �a equa�c~ao (3.7), obtemos:
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�E[n(~r)]

�n(~r)
=

�T [n(~r)]

�n(~r)
+ Vext(~r) +

+
e2

2

Z
d3~r0

n(~r0)
j~r � ~r0j

+
�Exc[n(~r)]

�n(~r)
= � (3.10)

onde � �e o multiplicador de Lagrange associado �a condi�c~ao de n�umero constante de part��culas.

Em geral, �e muito dif��cil calcular a equa�c~ao (3.6) diretamente em fun�c~ao da densidade

eletrônica de carga n(~r), principalmente devido ao termo de energia cin�etica T [n(~r)].

Para contornar esta quest~ao, �e usual introduzir orbitais de uma part��cula  i(~r), de modo

que o operador de energia cin�etica pode ser expresso em fun�c~ao de tais estados:

T [n (~r)] = �
�h2

2m

ocupX
i=1

Z
d3~r  �

i
(~r)r2 i (~r) (3.11)

Segue que a solu�c~ao do problema pode ser encontrada resolvendo um conjunto de equa�c~oes

do tipo Schr�odinger para as part��culas n~ao interagentes sob a in
uência de um potencial

Vtot(~r): (
�

�h2

2m
r2 + Vtot(~r)

)
 i (~r) = �i i (~r) (3.12)

onde:

Vtot(~r) = Vext(~r) +
e2

2

Z
d3~r0

n(~r0)
j~r � ~r0j

+
�Exc[n(~r)]

�n(~r)
(3.13)

e:

n (~r) =
ocupX
i=1

!i j i (~r)j
2 (3.14)

com !i sendo o n�umero de ocupa�c~ao do i-�esimo estado.

A implementa�c~ao deste m�etodo leva, portanto, a um conjunto de equa�c~oes integro-diferen-

ciais acopladas n~ao-lineares. A origem desta n~ao-linearidade �e devida ao fato de que Vtot(~r)

na equa�c~ao (3.13) depende de n(~r), que depende dos autoestados  i(~r) que por sua vez

dependem de Vtot(~r) e assim por diante. A solu�c~ao para este sistema de equa�c~oes deve, por

conseguinte, ser obtida da maneira usual por um processo de itera�c~ao autoconsistente.

Em resumo, o formalismo de Kohn-Sham expressa a densidade eletrônica n(~r) em termos

de um conjunto de orbitais n~ao-interagentes, permitindo que a energia e a densidade eletrônica

do estado fundamental sejam obtidas, desde que exista uma aproxima�c~ao razo�avel (e pr�atica)

para a energia de exchange-correla�c~ao Exc[n(~r)]. �E importante salientar o fato de que n~ao
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existe uma maneira sistem�atica para encontrar ou determinar a forma de um funcional de

densidade. O caminho mais adequado a seguir �e, ent~ao, obter a solu�c~ao exata para um sistema

de referência e considerar que o sistema de interesse apresenta um comportamento similar.

Este �e o procedimento usualmente adotado, conforme veremos na discuss~ao que segue.

3.3 A Aproxima�c~ao da Densidade Local

Ao buscar uma solu�c~ao para o sistema de equa�c~oes (3.12-3.14), observamos de in��cio que

todas as quantidades s~ao representadas como funcionais da densidade eletrônica de carga.

Notamos ainda que uma maneira de simpli�car a resolu�c~ao deste sistema de equa�c~oes �e

tratar o problema atrav�es de uma aproxima�c~ao tal que o potencial total possa ser descrito

como uma fun�c~ao da densidade local n(~r) no ponto ~r. Ou seja, o potencial Vtot(~r) deve ser

obtido de acordo com a conhecida Aproxima�c~ao da Densidade Local. Nesta aproxima�c~ao

Exc[n(~r)] �e obtida assumindo que a energia de exchange-correla�c~ao por el�etron em um ponto

~r num g�as de el�etrons, "xc(n(~r)), �e igual �a correspondente energia num g�as homogêneo de

el�etrons que tem a mesma densidade no ponto ~r. Segue que:

Exc [n (~r)] =

Z
d3~r "xc(n (~r)) n (~r) (3.15)

Temos ainda que o potencial de exchange-correla�c~ao �e uma derivada funcional da corres-

pondente energia, de modo que:

Vxc(~r) =
�Exc [n (~r)]

�n (~r)
=

� [n (~r) "xc(n (~r))]

�n (~r)
(3.16)

A escolha de uma boa aproxima�c~ao para "xc(n(~r)) �e essencial para o sucesso do m�etodo.

Na Aproxima�c~ao da Densidade Local as contribui�c~oes de exchange e de correla�c~ao s~ao tratadas

separadamente, ou seja:

"xc [n (~r)] = "x [n (~r)] + "c [n (~r)] (3.17)

e:

Vxc(~r) = Vx(~r) + Vc(~r) (3.18)

Consideremos primeiro a energia de exchange. Ela geralmente �e obtida realizando uma

m�edia da auto-energia de cada el�etron sobre o conjunto de estados ocupados pela distribui�c~ao
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de el�etrons [27]:

"x =
1

2


X
~k

n~k

X
x
(k) = �

3e2kF
4�

(3.19)

O fator meio leva em conta o fato de que a energia de exchange �e mediada entre pares de

el�etrons, assegurando que cada el�etron seja contado apenas uma vez.

A densidade eletrônica de um g�as homogêneo �e usualmente caracterizada pelo parâmetro

rs, o raio em unidades atômicas de uma esfera que engloba uma unidade de carga eletrônica:

4�

3
noa

3
or

3
s = 1 (3.20)

onde a0 �e o raio de Bohr. O parâmetro rs �e grande para um g�as de baixa densidade e pequeno

para um g�as de alta densidade. O vetor de onda do n��vel de Fermi kF e a energia de exchange

por el�etron podem ser escritos em termos de rs:

kFao =
�
3�2no

�1=3
ao =

�
9�

4

�1=3 1

rs
(3.21)

"x [n (~r)] = �
3

2�
kFao = �

3

2�

�
9�

4

�1=3 1

rs
= �

0; 91633

rs
(3.22)

e tamb�em:

Vx(~r) = �
2

�

�
9�

4

�1=3 1

rs
= �

1; 2218

rs
(3.23)

Existem v�arias propostas para a obten�c~ao do termo de energia de correla�c~ao "c, vide

por exemplo [28], [29] e [30]. Uma das mais utilizadas �e a parametriza�c~ao proposta por

Perdew-Zunger [31], baseada em c�alculos quânticos pelo m�etodo de Monte Carlo realizados

por Ceperley-Alder [32] em gases de el�etron homogêneos a v�arias densidades.

A escolha particular �e motivada por v�arios fatores, dentre os quais destacamos: (i) os

resultados de Ceperley-Alder s~ao baseados numa simula�c~ao estoc�astica de uma solu�c~ao exata

do g�as de el�etrons interagentes; (ii) a interpola�c~ao de Perdew-Zunger �e realizada de forma a

fornecer os limites corretos para altas e baixas densidades.

A express~ao para a energia de correla�c~ao por el�etron para um g�as de el�etrons n~ao-

polarizado �e, ent~ao, dada por:
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"c [n (~r)] =

8><
>:

�0;2846
(1+1;0529

p
rs+0;3334rs)

; rs � 1

�0; 096 + 0; 0622 ln rs � 0; 0232rs + 0; 004rs ln rs ; rs < 1
(3.24)

com:

n (~r) =
4�

3
r3s (3.25)

Lembrando, ent~ao, que:

Vc (~r) =
� [n (~r) "c[n (~r)]]

�n (~r)
= "c �

rs
3

@"c
@rs

(3.26)

resulta:

Vc (~r) =

8><
>:

�(0;2846+0;3496
p

rs+0;1265rs)
(1+1;0529

p
rs+0;3334rs)

; rs � 1

�0; 1167 + 0; 0622 ln rs � 0; 0168rs + 0; 0027rs ln rs ; rs < 1
(3.27)

A Aproxima�c~ao da Densidade Local e suas variantes s~ao extensamente utilizadas em

c�alculos de estrutura da mat�eria, fornecendo uma descri�c~ao adequada das propriedades ele-

trônicas de �atomos, mol�eculas e s�olidos. A despeito de sua simplicidade, o m�etodo mostra

a capacidade de reproduzir resultados que, no que diz respeito �a previs~ao de valores para o

estado fundamental, s~ao totalmente competitivos com os melhores m�etodos tradicionais de

Qu��mica Quântica.
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Pseudopotenciais

Conforme discutido anteriormente, as formula�c~oes de campo m�edio baseadas na Teoria do

Funcional da Densidade s~ao atualmente bastante utilizadas em c�alculos de Qu��mica Quântica

e F��sica da Mat�eria Condensada, tratando as intera�c~oes el�etron-el�etron na Aproxima�c~ao da

Densidade Local.

Uma aproxima�c~ao adicional freq�uentemente realizada em c�alculos que envolvem sistemas

multiatômicos (mol�eculas, s�olidos e superf��cies) �e a utiliza�c~ao dos pseudopotenciais, os quais

substituem a parte iônica do Hamiltoniano que descreve o sistema, de modo a evitar o c�alculo

expl��cito dos el�etrons de caro�co.

A justi�cativa para a utiliza�c~ao do M�etodo dos Pseudopotenciais vem da constata�c~ao

de que as energias quimicamente interessantes correspondem apenas a uma pequena fra�c~ao

da energia total do sistema. Quantidades tais como a energia de liga�c~ao dependem, princi-

palmente, das propriedades dos el�etrons de valência. Nesta situa�c~ao os el�etrons de camada

interna, ou el�etrons de caro�co, atuam simplesmente como um campo m�edio para os el�etrons

de valência, independente do ambiente qu��mico no qual o �atomo se encontra.

Al�em disso, as energias envolvidas no processo de fotoioniza�c~ao que pretendemos descre-

ver (E � 30 eV ) n~ao s~ao su�cientes para excitar os el�etrons de caro�co. Com isto, esperamos

que a dinâmica da colis~ao possa ser totalmente descrita pela intera�c~ao da radia�c~ao eletro-

magn�etica incidente com os el�etrons de valência e, portanto, seja insens��vel a uma descri�c~ao

mais detalhada dos el�etrons internos.

Portanto seria bastante �util (e praticamente indispens�avel) separar os el�etrons de caro�co

34
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e de valência e substituir os graus de liberdade do caro�co (n�ucleo + el�etrons de caro�co) por

um pseudopotencial.

Al�em disso, como veremos mais adiante, as pseudofun�c~oes de onda correspondentes a este

potencial modi�cado s~ao suaves e n~ao apresentam n�os na regi~ao pr�oxima �a origem. Com isto,

podem ser expandidas com bases muito menores, o que implica numa redu�c~ao ainda maior

do esfor�co computacional.

Em um sistema simples, tal como o �atomo de hidrogênio, o c�alculo das propriedades de

interesse (como por exemplo a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao) pode ser realizado sem a

utiliza�c~ao dos pseudopotenciais, ou mesmo da Aproxima�c~ao da Densidade Local. Entretanto

quando consideramos sistemas mais complexos, este tipo de aproxima�c~ao �e praticamente ine-

vit�avel. Sobretudo do ponto de vista de esfor�co computacional, esta quest~ao �e determinante,

de�nindo at�e mesmo, em muitos casos, se a solu�c~ao do problema �e exequ��vel ou n~ao.

Esta �e a motiva�c~ao geral deste estudo comparando a aproxima�c~ao dos pseudopotenciais

com o c�alculo all-electron da resposta atômica.

Devido �a relevância para o entendimento de alguns conceitos fundamentais do M�etodo

dos Pseudopotenciais, iremos discutir brevemente as id�eias introduzidas pelo trabalho de

Phillips-Kleinman [26].

4.1 Os Pseudopotenciais de Phillips-Kleinman

Os pseudopotenciais foram originalmente introduzidos na F��sica do Estado S�olido de

modo a simpli�car os c�alculos de estrutura eletrônica de bandas, eliminando a necessidade

de descrever os estados de caro�co.

A utiliza�c~ao do formalismo dos pseudopotenciais tornou-se amplamente difundida ap�os o

trabalho de Phillips-Kleinman [33], publicado no �nal da d�ecada de 50. Suas id�eias baseavam-

se no M�etodo das Ondas Planas Ortogonalizadas de Herring [34] no qual a ortogonaliza�c~ao

de cada onda plana com respeito aos estados de caro�co leva a uma expans~ao rapidamente

convergente do autoestado do el�etron. Phillips e Kleinman notaram que esta ortogonaliza�c~ao

tinha o efeito de um potencial repulsivo a ser adicionado ao potencial cristalino real. Seus

c�alculos foram, ent~ao, baseados neste potencial efetivo, que passou a ser denominado de

pseudopotencial.
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O conte�udo principal do m�etodo desenvolvido por Phillips-Kleinman pode ser resumido

como segue.

Assim como no M�etodo das Ondas Planas Ortogonalizadas, a fun�c~ao de onda para um

el�etron de valência �e decomposta em termos de estados de valência (sub-��ndice v) e estados

de caro�co (sub-��ndice c):

j vi = j�v i+
X
c

ac j ci (4.1)

Esta fun�c~ao de onda deve, ainda, ser ortogonal aos estados de caro�co. Isto �e assegurado

pela condi�c~ao:

h c j v i = 0 (4.2)

Desta condi�c~ao resultam os coe�cientes ac, a saber:

ac = �h c j�vi (4.3)

de modo que a equa�c~ao (4.1) pode ser escrita como:

j v i = j�vi �
X
c

j ci h c j�vi (4.4)

�E tamb�em bastante conveniente neste ponto abreviar ainda mais a nota�c~ao utilizando o

seguinte operador de proje�c~ao:

P �
X
c

j ci h c j (4.5)

Notamos que P projeta qualquer fun�c~ao de onda sobre os estados de caro�co. Em termos

deste operador de proje�c~ao, a fun�c~ao de onda de valência toma a forma:

j v i = (1� P ) j�vi (4.6)

O passo seguinte �e utilizar a equa�c~ao de Schr�odinger satisfeita pelas autofun�c~oes j ci e

j vi, obtidas na aproxima�c~ao de campo autoconsistente [cf. equa�c~ao (3.12)]. Seja V (~r) o

potencial autoconsistente visto por cada el�etron, ent~ao:

H j ii = [T + V (~r)] j ii = �i j ii ; i = v; c (4.7)

onde T = ��h2r2=2m �e a energia cin�etica e �i �e o autovalor de energia do i-�esimo estado.
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Substituindo a equa�c~ao acima, com i = v, na equa�c~ao (4.4) e rearranjando os termos,

obtemos:

H j�vi �
X
c

H j ci h c j�v i+
X
c

"v j ci h c j�vi = "v j�v i (4.8)

e, utilizando novamente a equa�c~ao (4.7), com i = c, resulta ap�os alguma manipula�c~ao:

(H + V PK) j�vi = [T + V PK + V (~r)] j�v i = "v j�v i (4.9)

com:

V PK =
X
c

("v � "c) j ci h c j (4.10)

onde o termo V PS = V PK + V (~r) �e o chamado pseudopotencial.

At�e este ponto da discuss~ao nenhuma aproxima�c~ao foi efetuada. O efeito do processo de

ortogonaliza�c~ao, que aparece aqui como um operador de proje�c~ao, entra como uma contri-

bui�c~ao para o potencial total que atua na part��cula. Phillips-Kleinman observaram, como

mencionado antes, que o efeito deste operador V PK �e equivalente ao de um potencial repul-

sivo, uma vez que ("v � "c) �e positivo. Com isso, o termo tende a cancelar o forte potencial

atrativo V (~r), resultando num potencial efetivo mais fraco.

Al�em da natureza n~ao-local do pseudopotencial V PS , este apresenta a caracter��stica pe-

culiar de que o autovalor "v que, em princ��pio desejamos determinar, aparece explicitamente

na express~ao do pseudopotencial. Portanto, o pr�oprio pseudopotencial depende da solu�c~ao

do problema de autovalores que queremos resolver e precisa, por isso, ser obtido autoconsis-

tentemente.

Vamos agora aplicar o operador (H + V PK) �a fun�c~ao de onda que representa os estados

de caro�co:

(H + V PK) j ci = H j ci+
X
c

("v � "c) j ci h c j ci =

= "c j ci+
X
c

("v � "c) j ci (4.11)

ou seja:

(H + V PK) j ci = "v j ci (4.12)

Procedendo de maneira an�aloga para a fun�c~ao de onda de valência, temos que:

(H + V PK) j vi = H j v i+
X
c

("v � "c) j ci h c j vi = "v j v i (4.13)
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onde usamos a condi�c~ao de ortogonalidade (4.2).

Observando as equa�c~oes (4.8), (4.12) e (4.13) conclu��mos que o espectro de autovalores

do operador (H + V PK) inclui apenas os autovalores de valência "v.

Esta metodologia representa a primeira tentativa a gerar pseudopotenciais a partir de um

processo ab-initio.

Entretanto, os pseudopotenciais de Phillips-Kleinman apresentam um problema. Embora

a pseudofun�c~ao de onda �v (~r) normalizada e a autofun�c~ao de valência  v (~r) normalizada

tenham o mesmo formato na regi~ao fora do caro�co, apresentam, contudo, amplitudes diferen-

tes. Tal resultado pode ser visualizado se tomarmos o produto escalar da equa�c~ao (4.4) com

o bra h v j:

h v j vi = h v j�v i �
X
c

h v j ci h c j�v i =

= (h�v j �
X
c

h�v j ci h c j) j�v i (4.14)

ou seja:

h v j v i = h�v j�v i � h�v jP j�vi (4.15)

Este resultado mostra que se j vi for normalizada, ent~ao j�v i n~ao ser�a e vice-versa. A

pseudofun�c~ao de onda �e tipicamente menor do que a fun�c~ao de onda real de valência, pois

n~ao �e sujeita �a condi�c~ao de ortogonalidade (4.2). Com isto uma grande parte da sua carga

total �e distribu��da na regi~ao de caro�co. Este fato pode gerar um problema muito s�erio no

caso de um c�alculo autoconsistente, desde que a distribui�c~ao incorreta da carga de valência

nas regi~oes de caro�co e valência podem causar erros no potencial Coulombiano e, portanto,

na descri�c~ao do problema.

Torna-se assim bastante desej�avel contornar esta di�culdade, de modo que a pseudofun�c~ao

do �atomo seja compat��vel com nossas inten�c~oes. Ou seja, ela n~ao deve apresentar n�os e deve,

quando normalizada, ser idêntica �a fun�c~ao de onda de valência a partir de um certo raio rc,

que caracteriza a regi~ao de caro�co.

Nos �ultimos quarenta anos foram propostos, pelo menos, uma dezena de m�etodos para

gerar pseudopotenciais que possuam estas caracter��sticas. Dentre os v�arios pseudopotenciais

dispon��veis na literatura, vide por exemplo [35], [36], [37], [38] e [39], optamos pela utili-

za�c~ao dos pseudopotenciais calculados pelo procedimento desenvolvido por Hamann-Schl�uter-
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Chiang [40] e posteriormente extendidos por Bachelet-Hamann-Schl�uter [9], de modo a incluir

efeitos relativ��sticos.

O motivo desta escolha tornar-se-�a evidente na medida em que discutirmos as propriedades

destes pseudopotenciais, o que faremos na pr�oxima se�c~ao.

4.2 Constru�c~ao dos Pseudopotenciais BHS

Os pseudopotenciais desenvolvidos por Bachelet, Hamann e Schl�uter (BHS) s~ao obtidos

a partir de um procedimento que pode ser descrito em cinco etapas:

(i) O processo para obten�c~ao dos pseudopotenciais inicia-se com a solu�c~ao da equa�c~ao de

Kohn-Sham: "
�

�h2

2m

d2

dr2
+ V (r) +

l(l + 1)�h2

2mr2

#
u

l
(l) = �l ul

(r) (4.16)

que �e a equa�c~ao radial do tipo Schr�odinger para um �atomo na con�gura�c~ao do estado fun-

damental, considerando todos os el�etrons. O c�alculo �e realizado de modo autoconsistente

utilizando a Aproxima�c~ao da Densidade Local. Como resultado obt�em-se um conjunto de

autovalores �l e autofun�c~oes normalizadas u
l
(r) para os estados de valência, assim como os

correspondentes potenciais autoconsistentes, os quais s~ao tomados como ponto de partida na

constru�c~ao dos pseudopotenciais e pseudofun�c~oes de onda. O procedimento subseq�uente �e

realizado independentemente para cada um dos estados quânticos de momento angular l.

(ii) A seguir o potencial original V (r) �e substitu��do por:

V
1l
(r) =

�
1� f

l

�
r

rcl

��
V (r) + cl fl

�
r

rcl

�
(4.17)

onde f
l
(r=rcl) �e uma fun�c~ao anal��tica de corte, dada por:

f
l

�
r

rcl

�
= exp

"
�

�
r

rcl

��
#

(4.18)

O raio de corte rcl �e tipicamente 0,5 a 1,0 vezes o raio do pico mais externo da fun�c~ao de

onda radial ul(r), e de�ne a regi~ao de caro�co.

Esta modi�ca�c~ao �e introduzida de tal modo que o potencial V
1l
(r) n~ao apresente singula-

ridade na origem. Nota-se ainda que V
1l
(r) tende a V (r) para r > rcl .
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A constante cl funciona como um parâmetro de ajuste, de forma que a solu�c~ao da equa�c~ao

de Schr�odinger para o potencial modi�cado V
1l
(r), a saber:

"
�

�h2

2m

d2

dr2
+ V

1l
(r) +

l(l + 1)�h2

2mr2

#
!
1l
(r) = �1l(r)!1l

(r) (4.19)

resulte o mesmo autovalor de energia de valência original, fornecido pela equa�c~ao (4.16)

anterior, ou seja, �1l = �l.

Uma vez que o potencial V
1l
(r) �e �nito na origem, a fun�c~ao de onda normalizada !

1l
(r),

correspondente �a solu�c~ao da equa�c~ao radial acima, n~ao apresenta n�os na regi~ao do caro�co.

Al�em disso, a fun�c~ao !
1l
(r) �e igual �a fun�c~ao de onda de valência real ul(r) para r > rcl , a

menos de uma constante multiplicativa:



l
!
1l
(r) = u

l
(r) , r > rcl (4.20)

j�a que ambas satisfazem �a mesma equa�c~ao diferencial e mesmas condi�c~oes de contorno na

regi~ao fora do caro�co.

(iii) A etapa seguinte envolve a modi�ca�c~ao da pseudofun�c~ao de onda intermedi�aria !
1l

para:

!
2l
(r) = 


l

�
!
1l
(r) + �

l
g

l

�
r

rcl

��
(4.21)

onde a fun�c~ao de corte g
l
(r=rcl) �e tal que:

g
l

�
r

rcl

�
= rl+1f

�
r

rcl

�
(4.22)

O parâmetro �
l
, que aparece na equa�c~ao (4.22) , corresponde �a menor solu�c~ao da equa�c~ao

quadr�atica:



l

2
Z 1
0

�
!
1l
(r) + �

l
g

l

�
r

rcl

��2
dr = 1 (4.23)

que garante a normaliza�c~ao de !
2l
.

Com isto, a pseudofun�c~ao de onda normalizada !
2l
torna-se idêntica �a fun�c~ao de onda de

valência real u
l
(r), para r > rcl .

(iv) O pseudopotencial V
2l
(r) corresponde �a equa�c~ao radial do tipo Schr�odinger:
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"
�

�h2

2m

d2

dr2
+ V

2l
(r) +

l(l + 1)�h2

2mr2

#
!
2l
(r) = �2l(r)!2l

(r) (4.24)

com autovalor de energia correto, ou seja, com �2l = �l. Este pseudopotencial �e, ent~ao, obtido

diretamente da invers~ao da equa�c~ao acima e da substitui�c~ao dos resultados (4.17) e (4.22).

Como resultado desta �algebra, obtemos:

V
2l
(r) = V

1l
(r) +



l
�

l+1
fl(r=rcl)

2!
2l
(r)

�

�

"
�2

r2

�
r

rcl

�2�
�

2�l + �(�+ 1)

r2

�
r

rcl

��

+ 2�l � 2V
1l
(r)

#
(4.25)

(v) Finalmente, de modo a obter o pseudopotencial iônico despido de seus el�etrons de

valência procede-se da seguinte maneira: em primeiro lugar calcula-se a pseudodensidade de

carga a partir das pseudofun�c~oes de onda !
2l
:

~n(r) =
est:val:ocup:X

i=1

~!
l

����!2l
(r)

r

����
2

(4.26)

Em seguida os potenciais de Coulomb e de exchange-correla�c~ao devidos a esta pseudo-

densidade de carga s~ao calculados e posteriormente subtra��dos do potencial V
2l
(r). Assim, o

pseudopotencial que ser�a usado para substituir o caro�co do �atomo �e dado por:

V ��on
l (r) = V

2l
(r)�

4�

r

Z r

0
dr0 r02 ~n(r0)�

� 4�

Z 1

r
dr0 r0 ~n(r0)�

�Exc[~n(r
0)]

�~n(r)
(4.27)

A partir do processo desenvolvido por BHS, obt�em-se um conjunto de pseudopotenciais

com as seguintes caracter��sticas:

1) O pseudoautovalor de energia e o autovalor de energia real, para uma dada con�gura�c~ao

de referência, s~ao iguais;

2) A pseudofun�c~ao de onda e a fun�c~ao de onda real s~ao idênticas a partir de um certo

raio de corte rcl , desde que ambas sejam normalizadas;

3) As integrais de 0 a r da pseudodensidade de carga e da densidade de carga devida a

todos os el�etrons concordam para r > rcl , para cada um dos estados de valência;
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Esta �ultima propriedade, conhecida como \Conserva�c~ao da Norma", resulta em con-

seq�uências muito importantes no que diz respeito �a transferibilidade dos pseudopotenciais

no estudo dos problemas de espalhamento.

A conseq�uência mais relevante pode ser determinada a partir da seguinte rela�c~ao (formal-

mente deduzida na ref.[41]):

�
1

2

�
(r )2

d

dE

d

dr
ln (~r)

�
r
=

Z r

0
dr r2 j (~r)j2 (4.28)

onde as autofun�c~oes  podem representar tanto as fun�c~oes de onda obtidas a partir do c�alculo

all-electron,  all(~r), quanto as pseudofun�c~oes de onda,  ps(~r).

Atrav�es da propriedade de \Conserva�c~ao da Norma", esta rela�c~ao garante que a derivada

primeira em rela�c~ao �a energia da derivada logar��tmica (d=dr)ln �e idêntica para as fun�c~oes

de onda real e pseudo.

Uma vez que a derivada logar��tmica de  (~r) est�a diretamente relacionada aos deslocamen-

tos de fase em processos de espalhamento, a conclus~ao imediata �e que para raios r > rcl os

deslocamentos de fase, e portanto as propriedades de espalhamento do pseudopotencial, têm

o mesmo comportamento em rela�c~ao �a autoenergia (valor e inclina�c~ao) que as do potencial

devido a todos os el�etrons.

De modo a viabilizar a sua utiliza�c~ao para a implementa�c~ao num�erica, os pseudopotenciais

BHS foram ajustados por fun�c~oes do tipo erro e gaussianas e representados pela seguinte

forma anal��tica:

V̂ ion
l (r) = V̂core(r) +�V̂ ion

l (r) (4.29)

apresentada como uma soma de uma contribui�c~ao Coulombiana de longo alcance indepen-

dente de l:

V̂core(r) = �
Zv

r

"
2X

i=1

ccorei erf
h
(�corei )1=2 r

i#
(4.30)

e uma contribui�c~ao de curto alcance dependente de l:

�V̂ ion
l (r) =

1X
n=0

3X
j=1

2X
l=0

Anjl r
2ne��jlr

2
+lX

m=�l
jlmihlmj (4.31)
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onde Zv �e a carga de valência do �atomo. Os coe�cientes ccorei , Anjl e as constantes de

decaimento �core
i e �jl s~ao tabeladas no artigo BHS [9].

Para ilustrar as caracter��sticas gerais dos pseudopotenciais apresentamos uma compara�c~ao

entre o potencial real do �atomo de Hidrogênio e o respectivo potencial V̂ ion
l (r), para l = 0; 1; 2.
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Figura 4.1: Potencial real e pseudopotencial para o �atomo de Hidrogênio

Podemos observar na Figura (4.1) que o pseudopotencial �e �nito na origem e tende a um

valor constante diferente para cada componente do momento angular l. Entretanto, apesar

de serem diferentes entre si e diferentes do potencial real na regi~ao que de�ne o caro�co, os

pseudopotenciais convergem, em todos os casos, para o potencial real para grandes valores

de r.



Cap��tulo 5

Formula�c~ao Geral para o Problema

de Fotoioniza�c~ao

5.1 Introdu�c~ao

Nos dois �ultimos cap��tulos discutimos alguns aspectos da teoria relacionada aos m�etodos

de aproxima�c~ao usualmente utilizados para tratar o problema de muitos corpos, correspon-

dente �a descri�c~ao adequada de um sistema atômico sujeito a um potencial total Vtot(~r).

At�e aqui todas as discuss~oes apresentaram um car�ater bastante geral, no sentido de que re-

presentam uma ferramenta matem�atica que pode ser utilizada na descri�c~ao de uma variedade

de problemas envolvendo um �atomo multieletrônico.

No caso particular deste trabalho desejamos estudar o processo de fotoioniza�c~ao para

�atomos com um el�etron de valência.

De acordo com o que foi discutido anteriormente, a solu�c~ao do problema pode ser ob-

tida resolvendo o sistema de equa�c~oes de Kohn-Sham, tanto no caso do c�alculo all-electron

(considerando el�etrons de caro�co e de valência) quanto do c�alculo com pseudopotenciais (con-

siderando apenas os el�etrons de valência, com o potencial devido ao n�ucleo e aos el�etrons de

caro�co sendo substitu��do por um pseudopotencial).

Como ambas as formula�c~oes baseiam-se na Aproxima�c~ao da Densidade Local, a imple-

menta�c~ao num�erica nos dois casos deve ser bastante semelhante e os resultados, por sua vez,

pass��veis de compara�c~ao.

44
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Atrav�es destas aproxima�c~oes somos capazes de obter as fun�c~oes de onda que descrevem os

estados do sistema durante o processo de fotoioniza�c~ao. Com isto, atingimos a meta inicial

deste projeto que �e o c�alculo das se�c~oes de choque correspondentes a tal processo.

5.1.1 O c�alculo all-electron

Na situa�c~ao em que todos os el�etrons do sistema atômico s~ao considerados, o conjunto

de equa�c~oes a ser resolvido �e aquele dado pelas equa�c~oes (3.12), (3.13) e (3.14) do cap��tulo

anterior. Por quest~ao de completeza vamos reapresent�a-las a seguir:

H
(all)

 (all)
i

(~r) =

(
�

�h2

2m
r2 + V (all)

tot
(~r)

)
 (all)

i
(~r) = �i 

(all)
i

(~r) (5.1)

onde:

V (all)
tot

(~r) = V (all)
ext

(~r) +

Z
d3~r0 n(~r0)

j~r � ~r0j
+
�Exc[n(~r)]

�n(~r)
(5.2)

e:

n(~r) =
ocup:X
i=1

!i

��� (all)
i

(~r)
���2 (5.3)

O potencial total V (all)
tot

(~r) que atua sobre um el�etron �e, neste caso, representado pela

soma do potencial externo devido ao n�ucleo atômico:

Vext(~r) = �
Ze2

r
(5.4)

e do potencial de blindagem devido aos demais el�etrons [dois �ultimos termos na equa�c~ao (5.2)].

Este potencial de blindagem inclui os efeitos devido tanto aos el�etrons de caro�co quanto aos

el�etrons de valência e �e um funcional da densidade eletrônica total n(~r).

As autofun�c~oes  (all)
i

(~r), que correspondem ao conjunto de solu�c~oes do Hamiltoniano

H
(all)

, apresentam um comportamento oscilante na regi~ao do caro�co, devido ao forte campo

de intera�c~ao do n�ucleo.

�E importante, neste ponto, notar que o car�ater oscilante das fun�c~oes de onda  (all)
i

(~r),

juntamente com a condi�c~ao usual de ortogonalidade entre diferentes estados, implicam em

s�erias desvantagens no que diz respeito �a implementa�c~ao num�erica. Isto ocorre porque o

conjunto de base (por exemplo, ondas planas, gaussianas) utilizado para expandir tais fun�c~oes

deve ser extremamente grande, de modo a garantir uma descri�c~ao su�cientemente precisa dos
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n�os destas fun�c~oes. Com isto, aumenta demasiadamente o custo computacional tornando-o,

em muitos casos, proibitivo.

Uma maneira de resolver esta di�culdade �e introduzir uma simpli�ca�c~ao nos c�alculos,

atrav�es do uso do M�etodo dos Pseudopotenciais.

5.1.2 O c�alculo com pseudopotenciais

J�a hav��amos justi�cado a utiliza�c~ao dos pseudopotenciais no c�alculo de propriedades f��sico-

qu��micas de sistemas multieletrônicos, relevando o alto grau de participa�c~ao dos el�etrons de

valência (quando comparados aos el�etrons de caro�co) nos processos de intera�c~ao que envolvem

tais sistemas.

Nesta situa�c~ao o conjunto de equa�c~oes a ser resolvido �e dado pelas seguintes express~oes:

H
(ps)
 (ps)

i
(~r) =

(
�

�h2

2m
r2 + V (ps)

tot
(~r)

)
 (ps)

i
(~r) = �i 

(ps)
i

(~r) (5.5)

onde:

V (ps)
tot

(~r) = V (ps)
ext

(~r) +

Z
d3~r0 ~n(~r0)

j~r � ~r0j
+
�Exc[~n(~r)]

�~n(~r)
(5.6)

e:

~n(~r) =
est:val:ocup:X

i=1

~!i

��� (ps)
i

(~r)
���2 (5.7)

Neste caso, portanto, substitu��mos o potencial externo por um pseudopotencial que apre-

senta a seguinte forma [cf. equa�c~ao (4.29)]:

V (ps)
ext

(~r) = V̂ ion
l (r) = V̂core(r) + �V̂ ion

l (r) (5.8)

O potencial de blindagem [dois �ultimos termos na equa�c~ao (5.6)] �e devido apenas aos

el�etrons de valência e �e um funcional da pseudodensidade de carga ~n(~r).

As pseudofun�c~oes de onda  (ps)
i

(~r) que correspondem ao potencial modi�cado V (ps)
tot

(~r),

e que s~ao autoestados do Hamiltoniano de uma part��cula H
(ps)

, s~ao fun�c~oes suaves e sem

n�os. Elas n~ao exibem o comportamento oscilante das autofun�c~oes  (all)
i

(~r) do Hamiltonia-

no all-electron, o que reduz drasticamente o tamanho do conjunto de base necess�ario para
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represent�a-las. Al�em disso, os c�alculos realizados com o pseudopotencial consideram expli-

citamente apenas os el�etrons de valência, o que resulta em ainda mais economia no esfor�co

computacional.

5.2 Express~ao anal��tica para as autofun�c~oes ligadas do sistema

O problema a ser resolvido agora �e o de encontrar a solu�c~ao autoconsistente dos siste-

mas de equa�c~oes (5.1)-(5.3) e (5.5)-(5.7), de modo a determinar as respectivas autofun�c~oes,

 (all)
i

(~r) e  (ps)
i

(~r), e autovalores �i, para cada um dos orbitais atômicos ocupados (orbitais

de caro�co e de valência no caso all-electron e orbitais de valência apenas no caso do pseu-

dopotencial). Em ambas situa�c~oes, podemos nos restringir �a solu�c~ao da seguinte equa�c~ao do

tipo Schr�odinger: (
�

�h2

2m
r2 + Vtot(~r)

)
 (~r) = � (~r) (5.9)

De modo a descrever o processo de fotoioniza�c~ao em quest~ao, estamos interessados em

obter as fun�c~oes  (~r) que representem cada uma das seguintes situa�c~oes: um estado inicial

correspondente a um �atomo neutro e um estado �nal que descreva o comportamento do

fotoel�etron ejetado no campo de um ��on residual positivo.

Vamos tratar nesta se�c~ao da obten�c~ao da fun�c~ao de onda para o estado inicial. O sistema

atômico sob considera�c~ao �e, ent~ao, um �atomo neutro e isolado. Por conseguinte, o potencial

total Vtot(~r) depende apenas da magnitude do vetor ~r e o problema apresenta simetria esf�erica.

Neste caso, podemos efetuar uma separa�c~ao de vari�aveis em coordenadas esf�ericas, escrevendo

 (~r) como o produto de uma fun�c~ao R
n;l
(r) do raio r e uma fun�c~ao F

m

l
(�; '), onde � e ' s~ao

os ângulos em coordenadas esf�ericas, ou seja:

 
n;l;m

(~r) = R
n;l
(r)F

m

l
(�; ') (5.10)

onde n, l em s~ao os n�umeros quânticos principal, momentum angular e momentum magn�etico

de spin, respectivamente.

Esta separa�c~ao de vari�aveis resulta da forma do operador Laplaciano em coordenadas

esf�ericas:

r2 =
1

r2
@

@r

�
r2
@

@r

�
+

1

r2sen�

@

@�

�
sen�

@

@�

�
+

1

r2sen2�

@2

@'2
(5.11)
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Agora, substituindo as equa�c~oes (5.10) e (5.11) em (5.9), multiplicando por r2 e, dividindo

por R
n;l
(r)F

m

l
(�; '), obtemos:

�h2

2mR
n;l
(r)

"
d

dr

 
r2
dR

n;l
(r)

dr

!
+ (�+ Vtot(r))r

2R
n;l
(r)

#
=

=
�h2

2mFm

l
(�; ')

"
1

sen�

@

@�

 
sen�

@F
m

l
(�; ')

@�

!
+

1

sen2�

@2F
m

l
(�; ')

@'2

#
=

= cte (5.12)

No lado esquerdo da equa�c~ao acima temos uma fun�c~ao de r apenas e, no lado direito uma

fun�c~ao dos ângulos � e ' apenas. De acordo com o m�etodo da separa�c~ao das vari�aveis cada

um dos membros deve, ent~ao, ser igual a uma constante.

Sabemos que os harmônicos esf�ericos s~ao fun�c~oes de � e ' que satisfazem �a equa�c~ao:

1

sen�

@

@�

 
sen�

@Y
m

l
(�; ')

@�

!
+

1

sen2�

@2Y
m

l
(�; ')

@'2
+ l(l + 1)Y

m

l
(�; ') = 0 (5.13)

onde l e m s~ao inteiros.

Assim, se escrevermos o valor constante em cada lado da equa�c~ao (5.12) na forma l(l+1),

vemos que a fun�c~ao F
m

l
(�; ') ser�a um harmônico esf�erico. A parte angular da fun�c~ao de onda

apresenta, portanto, uma solu�c~ao bem determinada e conhecida. J�a a fun�c~ao de onda radial

R
n;l
(r) deve satisfazer a seguinte equa�c~ao:

�h2

2mr2
d

dr

 
r2
dR

n;l
(r)

dr

!
+

"
�n + Vtot(r)�

l(l + 1)�h2

2mr2

#
R

n;l
(r) = 0 (5.14)

O primeiro passo na resolu�c~ao da equa�c~ao acima �e realizar a substitui�c~ao:

R
n;l
(r) �!

u
n;l
(r)

r
(5.15)

de modo que obtemos a correspondente equa�c~ao simpli�cada:

�h2

2m

d2

dr2
u
n;l
(r) =

"
l(l + 1)�h2

2mr2
+ Vtot(r)� �n

#
u
n;l
(r) (5.16)

Na Aproxima�c~ao da Densidade Local o c�alculo �e realizado sobre orbitais ocupados os

quais, no caso de um �atomo neutro e isolado, s~ao ligados. Os autovalores �n de interesse,
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neste caso, s~ao todos negativos e pertencem a um espectro discreto de energias. Para estados

ligados a fun�c~ao de onda radial u
n;l
(r) satisfaz �as seguintes condi�c~oes de contorno:

lim
r�!0

u
n;l
(r) = 0 (5.17)

e:

lim
r�!1un;l(r) = 0 (5.18)

As autofun�c~oes de Kohn-Sham  
n;l;m

(~r) s~ao obtidas a partir da express~ao:

 
n;l;m

(~r) =
1

r
u
n;l
(r)Y

m

l
(�; ') (5.19)

onde a fun�c~ao u
n;l
(r) �e solu�c~ao da equa�c~ao (5.16) sujeitas �as condi�c~oes (5.17) e (5.18).

Existem alguns casos especiais para os quais a equa�c~ao (5.16) pode ser resolvida exata-

mente, como por exemplo, no caso trivial em que o potencial Vtot(~r) �e nulo, ou no caso do

�atomo de hidrogênio. A parte destes casos n~ao h�a dispon��vel um m�etodo anal��tico geral de

resolu�c~ao e a maneira usual de solucionar esta equa�c~ao �e atrav�es de um c�alculo num�erico.

Neste trabalho utilizamos o m�etodo num�erico Numerov para resolver a equa�c~ao diferencial

do tipo Schr�odinger (5.16).

5.3 O problema de espalhamento associado �a fotoioniza�c~ao

Resta-nos, en�m, obter uma express~ao para a fun�c~ao de onda  
k
(~r) que representa o esta-

do �nal do sistema atômico [descrito pelo Hamiltoniano (2.1)] num processo de fotoioniza�c~ao.

Este estado corresponde �a descri�c~ao do el�etron espalhado pelo potencial Vtot(~r) [dado pela

equa�c~ao (5.2) no caso do c�alculo all-electron e (5.6) no caso do c�alculo com pseudopoten-

ciais] que, no problema sob considera�c~ao, envolve a resultante de todas as intera�c~oes entre o

fotoel�etron ejetado e o ��on residual positivo.

A princ��pio o conjunto de equa�c~oes a ser resolvido, tanto no c�alculo all-electron [equa�c~oes

(5.1)-(5.3)] quanto no c�alculo com pseudopotencial [equa�c~oes (5.5)-(5.7)], mant�em a mesma

forma. Entretanto, �e importante notar que no caso dos processos de ioniza�c~ao, a fun�c~ao de

onda  
k
(~r) deve satisfazer uma condi�c~ao de contorno particular, conhecida como condi�c~ao

de contorno de ondas esf�ericas incoming :
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lim
r�!1  

(�)

~k
(~r) =

1

(2�)
3=2

"
exp(i~k � ~r) + f

(�)
(~k; ~k0)

exp(�ikr)

r

#
(5.20)

ou seja, para grandes valores de r a fun�c~ao de onda �nal tem a forma de uma onda plana

mais ondas esf�ericas incoming.

Contudo, o potencial Vext(~r) que aparece na de�ni�c~ao do potencial total representa a

atra�c~ao Coulombiana que o fotoel�etron experimenta devido ao excesso de carga positiva no

��on residual e possui o car�ater intr��nseco de ser um potencial de longo alcance. Como

resultado desta propriedade observa-se que o fotoel�etron sempre experimenta a intera�c~ao

devida a este campo, mesmo para distâncias muito grandes (r �! 1). O comportamento

assint�otico da fun�c~ao de onda  
k
(~r) �e, portanto, sempre dominado pelo termo Coulombiano

Vext(~r).

Devido �as caracter��sticas descritas acima, o problema de determinar uma express~ao

anal��tica para a fun�c~ao de onda que descreve o espalhamento do el�etron num processo de

fotoioniza�c~ao torna-se uma tarefa algo mais complicada.

Iremos discutir aqui apenas os principais resultados obtidos a partir da teoria de espalha-

mento, sem nos preocuparmos em fornecer a demonstra�c~ao rigorosa das express~oes utilizadas.

No caso de um el�etron movendo-se no campo de um potencial com car�ater Coulombiano,

a generaliza�c~ao da condi�c~ao de contorno de ondas incoming [equa�c~ao (5.20)] �e dada por [43]:

lim
r�!1 

(�)

~k
(~r) =  

c

~k
(~r) +

1

(2�)
3=2
f

(�)
(~k; ~k0)

exp[� i (kr � 
 log 2kr)]

r
(5.21)

As modi�ca�c~oes introduzidas resultam como conseq�uência do fato de que o fotoel�etron

sempre experimenta a intera�c~ao devida ao campo Coulombiano e, por isso, n~ao �e apropriada-

mente descrito por uma onda plana, mesmo para distâncias muito grandes. Por esta raz~ao, o

comportamento assint�otico do estado  
(�)

k
(~r) na equa�c~ao (5.20) �e modi�cado pela substitui�c~ao

da onda plana (2�)�3=2exp(i~k � ~r) por uma onda Coulombiana  
c

k
(~r). Al�em disso, a pr�opria

onda Coulombiana deve ser normalizada de acordo com a condi�c~ao de ondas incoming, de

modo que apresente o seguinte comportamento assint�otico:

lim
r�!1 

c

~k
(~r) =

1

(2�)
3=2

(
expf i [~k � ~r � 
 log (kr + ~k � ~r) ] g

 
1 +

i
2

kr + ~k � ~r
+ � � �

!
+
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+ fc(�)
exp[ �i (kr � 
 log 2kr)]

r

 
1 +

i (1� 
)2

kr + ~k � ~r
+ � � �

!)
(5.22)

onde:


 �
Ze2

�h2 k
(5.23)

fc(�) �
� 
 exp (�2i�o) exp [ i
 log (cos �2=2)]

2k cos �2=2
(5.24)

exp(�2i�o) �
�(1� i
)

�(1 + i
)
(5.25)

�o � arg �(1 + i
) (5.26)

O primeiro termo na equa�c~ao (5.22) corresponde a uma onda plana modi�cada pelo fator

de fase logar��tmico que caracteriza o car�ater de longo alcance do potencial Coulombiano. O

segundo termo nesta equa�c~ao corresponde �as ondas esf�ericas incoming que tamb�em cont�em

uma contribui�c~ao logar��tmica adicional em sua fase.

Desde que os elementos de matriz do Hamiltoniano de intera�c~ao Hint [cf. equa�c~ao (2.13)]

s~ao mais facilmente calculados usando autoestados de momento angular, consideramos agora

a forma da condi�c~ao de contorno de ondas esf�ericas incoming quando a fun�c~ao de onda �nal

�e expandida em ondas parciais.

A expans~ao em ondas parciais da fun�c~ao de onda Coulombiana  c
~k
(~r) �e dada por:

 
c

~k
(~r) =

1

(2�)
3=2

1

kr

1X
l=0

(2l + 1) il e�i�l F
l
(k; r)P

l
(cos�) (5.27)

Nesta express~ao � �e o ângulo entre r̂ e ~k, e F
l
(k; r) �e a fun�c~ao esf�erica Coulombiana regular

na origem r = 0. A forma assint�otica desta fun�c~ao �e:

lim
r�!1Fl

(k; r) = sen

�
kr �

l�

2
� 
 log2kr + �

l

�
(5.28)

onde o deslocamento de fase Coulombiano �e igual �a:

�
l
= arg �(l + 1 + i
) (5.29)
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A fun�c~ao de onda �nal  
(�)

~k
(~r), por outro lado, pode sempre ser expandida como:

 
(�)

~k
(~r) =

1X
l=0

C
l
R

k;l
(r) P

l
(cos�) (5.30)

onde R
k;l
(r) tem o seguinte comportamento assint�otico:

lim
r�!1Rk;l

(r) =
1

r

�
2

�k

�1=2

sen

�
kr �

l�

2
� 
 log 2kr + �

l
+ �

l

�
(5.31)

Aqui �
l
representa o l-�esimo deslocamento de fase (com respeito �as ondas Coulombianas)

devido �a parte de curto alcance do potencial. A amplitude (2=�k)
1=2

assegura a normaliza�c~ao

por unidade de energia: Z
R

k;l
(r) R

k
0
;l
(r) r2 dr = �(k � k

0

) (5.32)

Substituindo a equa�c~ao (5.31) na expans~ao (5.30) e igualando com o membro direito

da express~ao que resulta da substitui�c~ao das equa�c~oes (5.27) e (5.28) na express~ao (5.21),

podemos obter os coe�cientes C
l
. Para isto, expressamos as fun�c~oes seno que aparecem

nas equa�c~oes (5.28) e (5.31) em termos de exponenciais positivas e negativas e comparamos

os coe�cientes das exponenciais positivas em ambos os membros da equa�c~ao (5.21). Como

resultado desta �algebra, obtemos:

C
l
=

(2l + 1) il exp (�
l
+ �

l
)

4�k
1=2

(5.33)

Substituindo a equa�c~ao (5.33) na expans~ao da fun�c~ao de onda �nal e utilizando a expans~ao

para os polinômios de Legendre:

P
l
(cos�) =

4�

2l + 1

+lX
m=�l

Y
m

l
(�; ') Y

m

l

�
(k̂) (5.34)

resulta �nalmente que:

 
(�)

~k
(~r) =

1

k
1=2
r

1X
l=0

+lX
m=�l

il e�i(�l+�
l
) u

k;l
(r) Y

m

l
(�; ') Y

m

l

�
(k̂) (5.35)

onde �zemos:

R
k;l
(r) =

u
k;l
(r)

r
(5.36)
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Cada um dos termos que aparecem no somat�orio da express~ao acima podem ser interpre-

tados da seguinte maneira: a contribui�c~ao R
k;l
(r)Y

m

l
(�; ') �e a fun�c~ao de onda normalizada

correspondente ao estado de momento angular (l;m). O harmônico esf�erico Y
m

l
(k̂) fornece a

amplitude de probabilidade de que um el�etron no estado de momento angular (l;m) tenha

dire�c~ao de propaga�c~ao k̂. Finalmente o fator ile�i(�
l
+�

l
)=k1=2 assegura que a condi�c~ao de

contorno em (5.21) seja satisfeita.

Como anteriormente, a fun�c~ao radial u
k;l
(~r) �e solu�c~ao da equa�c~ao diferencial de segunda

ordem:

�h2

2m

d2

dr2
u
k;l
(r) =

"
l(l + 1)�h2

2mr2
+ Vtot(r)� �

k

#
u
k;l
(r) (5.37)

e que satisfaz �as seguintes condi�c~oes assint�oticas:

lim
r�!0

u
k;l
(r) = rl+1 (5.38)

e:

lim
r�!1u

k;l
(r) = sen

�
kr �

l�

2
� 
 log 2kr + �

l
+ �

l

�
(5.39)

Os autovalores �
k
s~ao, neste caso, positivos e pertencem a um espectro cont��nuo de ener-

gias.

Novamente, a maneira de resolver a equa�c~ao diferencial (5.25) �e atrav�es da implementa�c~ao

do m�etodo num�erico Numerov.



Cap��tulo 6

A Se�c~ao de Choque de

Fotoioniza�c~ao

As discuss~oes realizadas nos cap��tulos precedentes nos permitem, en�m, obter a express~ao

�nal para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao.

No que concerne a unidades, em todos os cap��tulos anteriores indicamos explicitamente

as constantes f��sicas, de modo a evitar qualquer tipo de confus~ao. Neste cap��tulo, entretanto,

vamos simpli�car a nota�c~ao adotando as unidades atômicas, a saber:

�h = 1

e2 = 1

m = 1

4��o = 1 (6.1)

Realizaremos aqui uma breve revis~ao dos principais resultados obtidos anteriormente e, em

seguida, iremos utiliz�a-los no c�alculo da se�c~ao de choque total de fotoioniza�c~ao. No cap��tulo 2

examinamos o acoplamento da radia�c~ao eletromagn�etica a um �atomo multieletrônico. Deste

estudo, obtivemos a f�ormula geral para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao, na aproxima�c~ao

de dipolo el�etrico:

d�

d

=

4�2

!c
kj h 

k
j
NX
i=1

~pi � "̂ j oi j2 (6.2)

Nesta situa�c~ao a representa�c~ao da se�c~ao de choque est�a na forma velocidade. No en-

54
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tanto, existe uma representa�c~ao alternativa para o elemento de matriz, que leva �a forma

comprimento:

d�

d

=

4�2

c
k!j h 

k
j
NX
i=1

~ri � "̂ j oi j
2 (6.3)

Uma redu�c~ao ainda maior das equa�c~oes (6.2) e (6.3) exigiu a especi�ca�c~ao das fun�c~oes

de onda do estado inicial  o(~r) e do estado �nal  
k
(~r). Desde que a intera�c~ao, representada

pelo Hamiltoniano Hint [cf. equa�c~ao (2.13)], �e tratada apenas em primeira ordem estas

fun�c~oes de onda foram obtidas como autoestados de um Hamiltoniano aproximado, usando

a Teoria do Funcional da Densidade para a fun�c~ao de onda do estado inicial e a teoria de

espalhamento para a fun�c~ao de onda do estado �nal. Destas considera�c~oes, obtivemos os

seguintes resultados:

 o(~r) =  
no;lo;mo

(~r) =
1

r
u
no;lo

(r)Y
mo

lo
(�; ') (6.4)

 
~k
(~r) =  

(�)

k;lf ;mf
(~r) =

=
4�

(2�)3=2
1

kr

1X
lf=0

+lfX
mf=�lf

ilf e
�i(�

lf
+�

lf
)
u
k;lf

(r)Y
mf

lf
(�; ')Y

mf

lf

�
(k̂) (6.5)

A princ��pio o problema da determina�c~ao da express~ao para a se�c~ao de choque est�a resol-

vido. Basta para isto apenas substituir as express~oes (6.4) e (6.5) em uma das equa�c~oes (6.2)

ou (6.3).

Contudo, �e importante notar que a fun�c~ao de onda  
(�)

~k
(~r) n~ao �e quadraticamente inte-

gr�avel, j�a que representa um autoestado do espectro cont��nuo de energias.

Sabemos, no entanto, que a fun�c~ao de onda radial u
k;l
(~r) deve satisfazer �a condi�c~ao

assint�otica [cf. equa�c~ao (5.27)]:

lim
r�!1uk;lf (r) = sen

�
kr �

lf�

2
� 
 log 2kr + �

lf
+ �

lf

�
(6.6)

ou seja, esta fun�c~ao deve oscilar no in�nito como uma sen�oide de amplitude um.

A id�eia, ent~ao, �e tomar a solu�c~ao u(num)
k;l

(~r) obtida numericamente, determinar o valor da

sua amplitude m�axima de oscila�c~ao, que denotaremos por Amax, e dividir toda a fun�c~ao por

este valor. Ou seja, em s��mbolos:

u(norm)
k;lf

(r) =
u(num)
k;lf

(r)

Amax
(6.7)
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Desta forma a fun�c~ao de onda radial passa a oscilar no in�nito com amplitude unit�aria,

satisfazendo �a condi�c~ao (6.6).

Antes de prosseguir, lembramos que o processo de fotoioniza�c~ao que queremos solucionar

consiste na excita�c~ao de um �unico el�etron de valência de um �atomo inicialmente em seu estado

fundamental. Portanto o somat�orio em \i", que descreve um processo de m�ultipla ioniza�c~ao,

�e desnecess�ario.

Al�em disso, vamos simpli�car o problema um pouco mais, escolhendo o eixo z como

dire�c~ao de incidência da radia�c~ao eletromagn�etica. Isto leva a uma simetria azimutal no

problema, que passa a ser independente da coordenada '. Assim, podemos reescrever as

express~oes (6.2) e (6.3) na forma:

d�veloc:

d

=

4�2

!c
k jh 

k
j pz j oij

2 (6.8)

e:
d�comp:

d

=

4�2

c
k! jh 

k
j z j oij

2 (6.9)

Projetando os elementos de matriz, que aparecem nas equa�c~oes acima, na representa�c~ao

das coordenadas ~r, conseguimos escrevê-las em termos das fun�c~oes de onda inicial, equa�c~ao

(6.4), e �nal, equa�c~ao (6.5). Realizamos, ent~ao, algumas manipula�c~oes alg�ebricas e utilizamos

as seguintes propriedades dos harmônicos esf�ericos [44]:

cos� Y
m

l
(�; ') =

s
l2 �m2

4l2 � 1
Y

m

l�1
(�; ') +

s
(l + 1)2 �m2

4(l + 1)2 � 1
Y

m

l+1
(�; ') (6.10)

�sen�
@

@�
Y

m

l
(�; ') =

s
(l �m)(l +m)

(2l � 1)(2l + 1)
(l + 1) Y

m

l�1
(�; ')�

�

s
(l +m+ 1)(l �m+ 1)

(2l + 1)(2l + 3)
l Y

m

l+1
(�; ') (6.11)

Y
m

l

�
(�; ') = (�1)m Y

�m

l
(�; ') (6.12)

e a rela�c~ao de ortogonalidade dos mesmos:

Z
d
 Y

m0

l0
(�; ') Y

m

l
(�; ') = �

l;l0
�
m;m0

(6.13)
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de modo que obtemos os resultados:

d�veloc:

d

=

8�

3!ck

������
1X

lf=0

+lfX
mf=�lf

(�i)lf e
�i�

lf Y
mf

lf
(k̂)�

�

8<
:
Z

dr
u�
k;lf

(r)u
no;lo

(r)

r
(�1)mf �

�mf ;mo
�

�

"s
l2o �m2

o

4l2o � 1
lo �

lf ;lo�1
�

s
(lo + 1)2 �m2

o

4(lo + 1)2 � 1
(lo + 1) �

lf ;lo+1

#
+

+

Z
dr u�

k;lf
(r) u0

no;lo
(r)�

�

"s
l2o �m2

o

4l2o � 1
�
lf ;lo�1

+

s
(lo + 1)2 �m2

o

4(lo + 1)2 � 1
�
lf ;lo+1

#)�����
2

(6.14)

d�comp:

d

=

8�!

3ck

������
1X

lf=0

+lfX
mf=�lf

(�i)lf e
�i�

lf Y
mf

lf
(k̂)(�1)mf �

�mf ;mo
�

�

Z
dr u�

k;lf
(r) u

no;lo
(r)�

�

"s
l2o �m2

o

4l2o � 1
�
lf ;lo�1

�

s
(lo + 1)2 �m2

o

4(lo + 1)2 � 1
�
lf ;lo+1

#�����
2

(6.15)

Finalmente, lembramos que os �atomos que estamos interessados em estudar (�atomos da

primeira coluna da tabela peri�odica) têm o el�etron de valência situado sempre numa camada

tipo s. Desta forma os n�umeros quânticos que descrevem o estado fundamental de tais

sistemas s~ao:

no = inteiro de 1 a 7

lo = 0 (6.16)

mo = 0

Ent~ao, as regras de sele�c~ao nos fornecem os seguintes resultados para os n�umeros quânticos

que caracterizam o estado �nal:

k = real de 0 a 1

lf = 0 (6.17)

mf = 0
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Adicionando a estes resultados o fato de que o harmônico esf�erico, relacionado �a dire�c~ao

do vetor ~k do fotoel�etron, �e igual �a:

Y
mf

lf
(k̂) = Y

0

1
(k̂) =

r
3

4�
cos �

k
(6.18)

obtemos as seguintes express~oes para a se�c~ao de choque diferencial de fotoioniza�c~ao:

d�veloc:

d

=

2

!ck
cos2 �

k

�����
Z

dr u�
k;1;0

(r)

"
un;1;0(r)

r
� u0

n;1;0
(r)

#�����
2

(6.19)

d�comp:

d

=

2!

ck
cos2 �

k

����
Z

dr u�
k;1;0

(r)un;1;0(r)

����2 (6.20)

Para determinarmos a se�c~ao de choque total de fotoioniza�c~ao, devemos realizar uma

integra�c~ao sobre todos os ângulos s�olidos d
 que descrevem as poss��veis dire�c~oes do vetor ~k

do fotoel�etron espalhado. Ou seja:

�tot =

Z
d


d�

d

=

Z 2�

0
d'

k

Z �

0
d�

k
sen�

k

d�

d

(6.21)

Assim, resulta:

�
veloc:

tot
=

8�

3!ck

�����
Z

dr u�
k;1;0

(r)

"
un;1;0(r)

r
� u0

n;1;0
(r)
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2

(6.22)

�
comp:

tot
=

8�!

3ck

����
Z

dr u�
k;1;0

(r)un;1;0(r)

����2 (6.23)



Cap��tulo 7

Resultados

Neste cap��tulo apresentamos os resultados para o problema da fotoioniza�c~ao de �atomos

com um el�etron na camada de valência, mais precisamente, os elementos da coluna 1A da

tabela peri�odica: L��tio (Li), S�odio (Na), Pot�assio (K), Rub��dio (Rb), C�esio (Cs) e Frâncio

(Fr).

O estudo realizado neste trabalho compreende a compara�c~ao direta entre os resultados

obtidos a partir de um c�alculo onde todos os el�etrons s~ao explicitamente considerados (c�alculo

all-electron) e um c�alculo realizado com os pseudopotenciais BHS, ambos implementados no

mesmo n��vel de aproxima�c~ao, a saber, a Aproxima�c~ao da Densidade Local.

O grau de equivalência entre os resultados de�nir�a a transferibilidade dos pseudopotenciais

BHS no estudo do problema geral da fotoioniza�c~ao de sistemas multieletrônicos.

J�a hav��amos visto anteriormente que os pseudopotenciais s~ao constru��dos de maneira

independente para cada componente do momento angular l [cf. se�c~ao (4.2)]. O conjunto

de dados obtidos inicialmente compreende a utiliza�c~ao dos pseudopotenciais calculados a

partir das con�gura�c~oes atômicas de referência propostas no artigo BHS [9]. Na Tabela (7.1)

reproduzimos apenas as con�gura�c~oes de referência dos �atomos que iremos considerar neste

estudo.

A con�gura�c~ao do estado fundamental (l = 0) �e derivada a partir da Tabela Peri�odica dos

Elementos de Sargent-Welch [46]. A con�gura�c~ao dos estados excitados proposta tem como

objetivo, segundo os autores, aumentar a localiza�c~ao das fun�c~oes de onda e, conseq�uentemen-

te, otimizar a transferibilidade dos pseudopotenciais.
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Momento Angular

Elementos l=1 l=2 l=3

3Li p0:25d0:25 p0:25d0:25

11Na p0:25d0:25 p0:25d0:25

19K p0:25 d0:25

37Rb p0:25 d0:25

55Cs p0:25 d0:25 f0:25

87Fr p0:25 d0:25 f0:25

Tabela 7.1: Con�gura�c~ao de referência dos estados excitados (l=1, 2 e 3) utilizadas na constru�c~ao dos

pseudopotenciais BHS para os �atomos alcalino-met�alicos.

Paralelamente realizamos um estudo da in
uência da utiliza�c~ao dos estados de transi�c~ao de

meia ocupa�c~ao (vide discuss~ao no Apêndice A) comparados �aqueles usualmente empregados

em c�alculos de transi�c~ao atômica, aos quais faremos referência daqui por diante como estados

de ocupa�c~ao total.

A implementa�c~ao num�erica foi, ent~ao, realizada em quatro diferentes n��veis de c�alculo, a

saber:

C�alculo Ocupa�c~ao do estado de valência do �atomo Abrevia�c~ao

All-electron Estado de ocupa�c~ao total AEOT

All-electron Estado de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao AEMO

Pseudopotencial Estado de ocupa�c~ao total PSOT

Pseudopotencial Estado de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao PSMO

Tabela 7.2: N��vel de c�alculo

Os resultados obtidos a partir desta metodologia s~ao tamb�em, sempre que poss��vel, criti-

camente comparados aos dados te�oricos e experimentais dispon��veis na literatura.
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7.1 C�alculos de Con�gura�c~ao Eletrônica

Apresentamos nesta se�c~ao alguns resultados obtidos a partir do conjunto de dados corres-

pondente ao c�alculo num�erico da con�gura�c~ao eletrônica dos �atomos da coluna 1A e dos ��ons

positivos resultantes da remo�c~ao do el�etron da camada s de valência do respectivo �atomo.

Este estudo proporciona um primeiro teste comparativo entre os c�alculos all-electron (AE)

e com pseudopotenciais (PS), avaliando a con�abilidade deste �ultimo.

A Tabela (7.3) fornece os potenciais de ioniza�c~ao dos �atomos alcalino-met�alicos compa-

rados aos dados dispon��veis na literatura. O potencial de ioniza�c~ao (I) �e obtido como a

diferen�ca entre as energias totais do estado fundamental, do �atomo e do ��on positivo, cal-

culadas numericamente a partir dos estados de ocupa�c~ao total. Apresentamos tamb�em, por

conveniência, os autovalores de energia dos orbitais de valência obtidos nos diferentes n��veis

de c�alculo realizados [discriminados na Tabela (7.2)].

Autovalor de Energia Potencial de Ioniza�c~ao

(eV) (eV)

�Atomo AEOT PSOT AEMO PSMO AE PS Exp

3Li -2.877 -2.875 -5.321 -5.285 5.239 5.163 5.392
[48]

11Na -2.819 -2.819 -5.209 -5.139 5.167 5.017 5.139
[49]

19K -2.421 -2.427 -4.411 -4.340 4.385 4.230 4.341
[50]

37Rb -2.327 -2.361 -4.218 -4.188 4.208 4.081 4.177
[51]

55Cs -2.145 -2.220 -3.853 -3.899 3.890 3.796 3.894
[52]

87Fr -2.076 -2.325 -3.715 -4.054 3.784 3.948 4.073
[53]

Tabela 7.3: Potencial de Ioniza�c~ao e Autovalores para os Orbitais de Valência dos �Atomos Alcalino-Met�alicos.

Compara�c~ao entre os resultados num�ericos e os dados dispon��veis na literatura.

Vamos realizar a an�alise destes resultados por etapas e, de modo a facilitar a discuss~ao,

vamos apresent�a-los numa representa�c~ao gr�a�ca em fun�c~ao do n�umero atômico dos sistemas
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estudados.
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Figura 7.1: Potencial de Ioniza�c~ao (I) e Autovalores para os Orbitais de Valência dos �Atomos Alcalino-

Met�alicos [mais corretamente, apresentamos neste gr�a�co o m�odulo destes autovalores de modo a tornar

poss��vel a compara�c~ao com os respectivos potenciais de ioniza�c~ao (vide discuss~ao no texto)]. Compara�c~ao

entre os resultados num�ericos e os dados dispon��veis na literatura.

A compara�c~ao entre os resultados obtidos numericamente nos correspondentes n��veis de

c�alculo (ou seja, AEOT  ! PSOT, AEMO  ! PSMO), mostra uma concordância muito

boa para os �atomos mais leves Li, Na e K. A diferen�ca entre os resultados torna-se gradual-

mente mais acentuada para os �atomos mais pesados Rb, Cs e Fr, na medida em que aumenta

o n�umero atômico.

N~ao �e dif��cil explicar esta discrepância entre os resultados AE e PS para os �atomos mais

pesados se lembrarmos que na resolu�c~ao do problema da fotoioniza�c~ao consideramos uma

aproxima�c~ao n~ao-relativ��stica para o Hamiltoniano atômico [cf. se�c~ao (2.1)]. Entretanto,

os pseudopotenciais BHS j�a incluem em sua formula�c~ao a corre�c~ao devido aos efeitos rela-

tiv��sticos e devem, por conseguinte, fornecer resultados �sicamente mais corretos para estes

�atomos.

A compara�c~ao entre os autovalores de energia, obtidos nos diferentes n��veis de c�alculo,

nos permite ainda concluir que os c�alculos obtidos a partir dos estados de transi�c~ao de meia
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ocupa�c~ao (AEMO e PSMO) fornecem valores muito mais pr�oximos aos potenciais de ioniza�c~ao

calculados numericamente e aos resultados experimentais.

Para a an�alise deste resultado �e bastante �util lembrarmos que existe uma rela�c~ao bem

de�nida entre a diferen�ca de energias totais, a partir da qual obtemos o potencial de ioniza�c~ao,

e os autovalores de energia do orbital de valência [cf. equa�c~ao (A.10)]:

I = E
��on

tot �E
�atomo

tot = �
valência

i �� (7.1)

onde � inclui todas as corre�c~oes de ordem superior na energia do orbital de valência que

correspondem �a descri�c~ao dos efeitos de relaxa�c~ao do sistema.

Segundo a argumenta�c~ao desenvolvida no Apêndice A, no caso dos estados de transi�c~ao

a contribui�c~ao do termo de segunda ordem �e cancelada, enquanto que para o c�alculo a partir

dos estados de ocupa�c~ao total a contribui�c~ao desta ordem est�a presente. Al�em disso, o termo

seguinte na corre�c~ao �e diminu��do, no caso dos estados de transi�c~ao, por um fator quatro

quando comparado ao termo correspondente no c�alculo a partir dos estados de ocupa�c~ao

total [cf. equa�c~oes (A.13) e (A.18)]. Em outras palavras, os autovalores de energia do orbital

de valência obtidos a partir dos c�alculos de meia ocupa�c~ao j�a incluem, em primeira ordem

na expans~ao da energia, parte signi�cativa dos efeitos de relaxa�c~ao do sistema. A situa�c~ao �e

bem distinta para os autovalores de energia obtidos a partir dos c�alculos de ocupa�c~ao total,

os quais necessitam das corre�c~oes de ordem superior para descri�c~ao correta do processo f��sico

em quest~ao.

Desta forma justi�camos a n~ao-equivalência entre os resultados para o autovalor de energia

do orbital de valência a partir dos c�alculos de meia ocupa�c~ao e ocupa�c~ao total. Al�em disso,

obtemos uma estimativa da corre�c~ao devida aos termos de ordem superior que, em m�edia,

representa 45% do valor relativo da energia do orbital. Este n�umero nos d�a uma boa id�eia da

importância da inclus~ao dos efeitos de relaxa�c~ao do sistema, pelo menos no que diz respeito

�a corre�c~ao nos autovalores de energia do orbital de valência obtidos a partir de c�alculos de

ocupa�c~ao total.

Al�em disso, uma vez que a resolu�c~ao num�erica do problema �e realizada de modo auto-

consistente e inclui o autovalor de energia dos orbitais como parte da solu�c~ao da equa�c~ao de

Schr�odinger, esperamos que a manifesta�c~ao dos efeitos de relaxa�c~ao do �atomo em resposta �a
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remo�c~ao do el�etron da camada de valência se re
ita tamb�em no c�alculo de outras propriedades

do sistema, como por exemplo, no c�alculo da se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao.

No que segue, pretendemos apresentar uma discuss~ao detalhada dos resultados referentes

ao �atomo de L��tio.

7.2 �Atomo de L��tio

O objetivo principal deste trabalho �e avaliar as se�c~oes de choque de fotoioniza�c~ao obtidas

a partir do c�alculo com pseudopotenciais (PS) atrav�es da compara�c~ao com os resultados

obtidos a partir do c�alculo com todos os el�etrons (AE).

Entretanto, antes de analisar os resultados para a se�c~ao de choque propriamente dita,

consideramos que seja �util introduzir algumas discuss~oes preliminares que tornem mais clara

a interpreta�c~ao destes �ultimos.

7.2.1 Fun�c~ao de Onda Radial

As representa�c~oes obtidas para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao incluem a utiliza�c~ao das

fun�c~oes de onda num�ericas que descrevem os estados, inicial e �nal, envolvidos na transi�c~ao

do el�etron de valência [cf. equa�c~oes (2.44) e (2.52)]. �E interessante, portanto, veri�car a

compatibilidade das fun�c~oes de onda que resultam dos c�alculos AE e PS.

Apresentamos aqui dois exemplos representativos das fun�c~oes de onda radiais obtidas a

partir da resolu�c~ao num�erica do conjunto de equa�c~oes autoconsistentes (5.1)-(5.3) para o

c�alculo all-electron e (5.5)-(5.7) para o c�alculo com pseudopotenciais.

Na Figura (7.2) apresentamos os resultados num�ericos para a fun�c~ao de onda radial que

representa o estado inicial ligado do sistema no processo de fotoioniza�c~ao [Fun�c~ao radial para

o n��vel 2s do �atomo de L��tio].

A fun�c~ao de onda radial que aparece na Figura (7.3) corresponde a um dos poss��veis

estados do cont��nuo que representam o estado �nal do sistema sob considera�c~ao.

Conclu��mos que a concordância entre os resultados apresentados �e muito boa e est�a de

acordo com as propriedades do pseudopotencial BHS, ou seja, �e mantido o compromisso de

que a pseudofun�c~ao de onda seja igual �a fun�c~ao de onda all-electron a partir de um certo raio

de corte rc , que caracteriza a regi~ao do caro�co.
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Figura 7.2: Fun�c~ao de onda radial para o n��vel 2s do �atomo de L��tio (estado fundamental). Compara�c~ao

entre os c�alculos all-electron (AE) e pseudopotencial (PS). Raio de corte rc = 1.71 Bohr .
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Figura 7.3: Fun�c~ao de onda radial para o estado do cont��nuo correspondente �a energia E = 2.7 eV. Com-

para�c~ao entre os resultados (AE) e (PS). Raio de corte rc = 1.06 Bohr .
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7.2.2 Integrando do Elemento de Matriz

No tratamento n~ao-relativ��stico do problema da fotoioniza�c~ao atômica realizado neste

trabalho, obtivemos duas representa�c~oes diferentes para a se�c~ao de choque: a forma velocidade

[equa�c~ao (2.44)] e a forma comprimento [equa�c~ao (2.52)].

No que segue, apresentamos os resultados para o integrando do elemento de matriz com

o operador r, correspondente, portanto, �a forma comprimento para a se�c~ao de choque de

fotoioniza�c~ao [Figuras (7.4), (7.5) e (7.6)].

Novamente observamos muito boa concordância entre os resultados obtidos a partir dos

c�alculos AE e PS. Al�em deste, um outro fator muito importante �e o de que esta concordância

se manifesta para valores situados em diferentes regi~oes do espectro de energia.

Entretanto, quando observamos os resultados para o integrando do elemento de matriz

com o operador p (relacionado �a forma velocidade da se�c~ao de choque de fotioniza�c~ao),

podemos visualizar uma diferen�ca bastante mais acentuada entre os resultados AE e PS,

justamente na regi~ao que de�ne o caro�co, ou seja, para raios tais que r � 2 Bohr [Figuras

(7.7),(7.8) e (7.9)].

N~ao �e dif��cil entender porque esta diferen�ca �e t~ao mais n��tida no caso do elemento de

matriz que utiliza o operador p do que naquele que utiliza o operador r. Este fato est�a de

acordo com a intui�c~ao f��sica de que na regi~ao pr�oxima ao n�ucleo o el�etron deve apresentar

uma velocidade maior, de modo a n~ao colapsar sobre o mesmo, a qual diminui na medida em

que o el�etron se afasta do caro�co. A forma velocidade do elemento de matriz tem, portanto,

um peso maior para raios pequenos de modo que qualquer discrepância entre os resultados

dos c�alculos AE e PS ser�a ressaltada nesta regi~ao.

O comportamento observado nos gr�a�cos anteriores con�rmam esta interpreta�c~ao, pois

notamos que a diferen�ca entre os resultados AE e PS �e tanto mais acentuada quanto maior

�e a energia e, conseq�uentemente, a velocidade do fotoel�etron.

Finalmente, �e importante lembrar que a se�c~ao de choque �e proporcional ao quadrado destes

elementos de matriz e o comportamento qualitativo ilustrado nos gr�a�cos apresentados nesta

sub-se�c~ao deve se re
etir nos resultados para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao.
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Figura 7.4: Integrando do elemento de matriz com o operador r. Compara�c~ao entre os resultados AE (linha

em preto) e PS (linha em vermelho).
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Figura 7.5: Integrando do elemento de matriz com o operador r. Compara�c~ao entre os resultados AE (linha

em preto) e PS (linha em vermelho).
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Figura 7.6: Integrando do elemento de matriz com o operador r. Compara�c~ao entre os resultados AE (linha

em preto) e PS (linha em vermelho).
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Figura 7.7: Integrando do elemento de matriz com o operador p. Compara�c~ao entre os resultados AE (linha

em preto) e PS (linha em vermelho).
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Figura 7.8: Integrando do elemento de matriz com o operador p. Compara�c~ao entre os resultados AE (linha

em preto) e PS (linha em vermelho).
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Figura 7.9: Integrando do elemento de matriz com o operador p. Compara�c~ao entre os resultados AE (linha

em preto) e PS (linha em vermelho).
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7.2.3 Se�c~ao de Choque de Fotoioniza�c~ao

Vamos apresentar, en�m, os c�alculos para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao do �atomo

de L��tio. Novamente ser�a conveniente realizar a an�alise dos resultados por etapas, de modo

a tornar a discuss~ao mais clara e objetiva.

Os gr�a�cos que seguem correspondem aos c�alculos obtidos atrav�es da utiliza�c~ao dos es-

tados de ocupa�c~ao total [Figura (7.10)] e dos estados de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao [Figura

(7.12)]. Em cada uma das situa�c~oes apresentamos os resultados para a se�c~ao de choque de

fotoioniza�c~ao nas formas velocidade e comprimento, comparando os resultados derivados a

partir dos c�alculos all-electron (AE) e com pseudopotenciais (PS).

O resultado experimental �e inclu��do de modo a proporcionar uma compara�c~ao qualitativa

da concordância para o comportamento da se�c~ao de choque, �, em fun�c~ao do momento do

fotoel�etron, k.

Analisando a Figura (7.10) podemos destacar duas tendências gerais para o comporta-

mento das se�c~oes de choque calculadas numericamente. Em primeiro lugar, observamos que

h�a uma boa concordância entre os resultados AE e PS na regi~ao de mais altas energias [ex-

ceto para o c�alculo AEOT-velocidade (�)]. Tamb�em notamos que os resultados num�ericos

reproduzem qualitativamente a caracter��stica da curva experimental nesta regi~ao, ou seja, um

r�apido decr�escimo da se�c~ao de choque em fun�c~ao do aumento no momento do fotoel�etron.

Para energias menores todos os c�alculos num�ericos continuam a apresentar um compor-

tamento qualitativo semelhante. No entanto, notamos que a diferen�ca quantitativa entre os

valores para as se�c~oes de choque obtidas nos correspondentes n��veis de c�alculo - AEOT-

comprimento (�) ! PSOT-comprimento (�) e AEOT-velocidade (�) ! PSOT-velocidade

(�) - �e mais acentuada. Al�em disso, nesta regi~ao os resultados num�ericos n~ao reproduzem

uma importante caracter��stica da se�c~ao de choque experimental, ou seja, um valor �nito e

n~ao-nulo no threshold de energia. Todos os c�alculos num�ericos levam, neste caso, a uma se�c~ao

de choque que se anula, ou quase, neste threshold de ioniza�c~ao.

Este resultado pode ser entendido como uma conseq�uência do fato de que os c�alculos que

utilizam os estados de ocupa�c~ao total na representa�c~ao dos orbitais atômicos n~ao incluem

efeitos importantes na descri�c~ao do processo de fotoioniza�c~ao. Como discutido anteriormente,

tal limita�c~ao decorre da in
uência dos termos de ordem superior na corre�c~ao dos efeitos de
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relaxa�c~ao do sistema.
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Figura 7.10: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao para o �atomo de L��tio. Compara�c~ao entre os

resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron (AEOT) e com pseudopotenciais (PSOT).

Ambos os c�alculos utilizam os estados de ocupa�c~ao total na descri�c~ao dos orbitais atômicos.

O resultado experimental corresponde �as medidas realizadas por G.V. Marr [55].
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Vamos discutir agora os resultados apresentados na Figura (7.12) que correspondem ao

c�alculo da se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao a partir dos estados de transi�c~ao de meia ocu-

pa�c~ao.

O primeiro ponto a ser abordado nesta an�alise diz respeito �a compara�c~ao entre os resulta-

dos obtidos a partir das duas formas para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao, utilizadas em

nossos c�alculos. A equivalência entre os resultados para o c�alculo all-electron que correspon-

dem �a forma velocidade (�) e �a forma comprimento (�) da se�c~ao de choque concorda com o

modelo previsto. Ou seja, uma vez que os estados inicial e �nal s~ao autoestados do mesmo

Hamiltoniano, a rela�c~ao de comuta�c~ao [cf. equa�c~ao (2.46)]:

NX
i=1

~pi = �
im

�h

"
NX
i=1

~ri;H

#
(7.2)

garante que ambas formula�c~oes devem fornecer o mesmo resultado para as duas formas da

se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao.

A situa�c~ao �e bem ilustrada no gr�a�co que apresentamos a seguir [Figura (7.11)]. Os

resultados correspondem ao c�alculo da raz~ao R entre os elementos de matriz que utilizam,

respectivamente, os operadores r e p.
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Figura 7.11: Raz~ao entre os elementos de matriz de transi�c~ao na forma velocidade e comprimento.

De acordo com a express~ao (2.51), a raz~ao R deve fornecer, no caso em que j oi e j 
k
i
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s~ao autoestados do mesmo Hamiltoniano, a seguinte rela�c~ao:

R =
h 

k
j~pj oi

h 
k
j~rj oi

= im ! =
im

�h
(Ek �Eo) (7.3)

Como estamos trabalhando em unidades atômicas, temos que �h = m = 1 e, portanto:

R / Ek �Eo (7.4)

ou seja, a raz~ao R deve apresentar um comportamento linear em fun�c~ao da energia �nal Ek.

�E justamente este o comportamento que observamos para a raz~ao dos elementos de matriz

obtidos a partir do c�alculo all-electron com estados de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao (AEMO).

A tendência n~ao-linear para a raz~ao dos elementos de matriz obtidos a partir do c�alculo

PSMO indica que a rela�c~ao de comuta�c~ao usual (7.2) n~ao �e satisfeita no caso dos pseudopo-

tenciais [embora os estados inicial e �nal, neste caso, continuem sendo autoestados do mesmo

Hamiltoniano].

A incompatibilidade entre as formas velocidade (�) e comprimento (�), no caso do c�alculo

PSMO, �e conseq�uência direta da dependência expl��cita destes �ultimos com o momento angular

l do el�etron.

Esta an�alise �e relevante pois indica a consistência entre o modelo te�orico utilizado e os

resultados obtidos a partir do c�alculo num�erico.

Outra importante caracter��stica, observada no gr�a�co (7.12), �e que os resultados obtidos

a partir do c�alculo com os estados de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao apresentam um comporta-

mento que reproduz qualitativamente a tendência da curva experimental em todo o intervalo

de energia considerado. Ou seja, para altas energias um o r�apido descr�escimo em fun�c~ao do

aumento no momento do fotoel�etron e para baixas energias, um valor �nito no threshold de

ioniza�c~ao. Os m�aximos das se�c~oes de choque tamb�em concordam satisfatoriamente com o re-

sultado experimental, muito embora sejam consistentemente deslocados para menores valores

de energia.

A concordância qualitativa entre os resultados num�ericos e a medida experimental da

se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao do �atomo de L��tio demonstra que, neste caso, os estados de

transi�c~ao de meia ocupa�c~ao fornecem uma descri�c~ao mais adequada do processo de fotoioni-

za�c~ao.
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Novamente este fato concorda com a argumenta�c~ao precedente, que atribui aos estados de

transi�c~ao a \propriedade" de incluir os efeitos de relaxa�c~ao do sistema j�a em primeira ordem

na expans~ao da energia.

Vamos passar agora �a discuss~ao que avalia a transferibilidade dos pseudopotenciais BHS

no c�alculo da se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao. Ou seja, vamos avaliar o grau de equivalência

entre os resultados AEMO e PSMO para as formas velocidade e comprimento da se�c~ao de

choque do �atomo de L��tio.

A compara�c~ao entre os c�alculos AEMO (�) e PSMO (�) para a forma velocidade da se�c~ao

de choque de fotoioniza�c~ao mostra uma discrepância bastante acentuada entre os resultados.

Entretanto, �e bom lembrar que a an�alise do integrando do elemento de matriz com o operador

p, apresentada no item anterior, j�a fornecia ind��cios de que a diferen�ca neste caso seria

bastante signi�cativa.

O c�alculo da se�c~ao de choque representa, neste contexto, uma informa�c~ao de car�ater con-

�rmativo �as evidências ressaltadas pela compara�c~ao do integrando do elemento de matriz

[Figuras (7.7), (7.8) e (7.9)]. Contudo, estes resultados nos permitem questionar sobre a uti-

lidade do emprego da forma velocidade para avaliar a transferibilidade dos pseudopotenciais

no c�alculo da se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao do �atomo de L��tio, uma vez que a diferen�ca

entre os resultados obtidos a partir dos c�alculos AE e PS �e t~ao representativa.

Observamos, �nalmente, que os resultados obtidos a partir dos c�alculos AEMO (�) e

PSMO (�) para a forma comprimento da se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao apresentam uma

concordância satisfat�oria para energias acima de Ek = 0:2 unidades atômicas (u.a.) [corres-

pondente, portanto, a k � 0:6 (u.a.)]. No entanto os resultados passam a exibir discrepâncias

consider�aveis, sobretudo para mais baixas energias.

Este fato causa uma certa surpresa uma vez que a compara�c~ao dos resultados AE e PS

para o integrando do elemento de matriz com o operador r mostraram uma concordância

bastante satisfat�oria [Figuras (7.4), (7.5) e (7.6)].



Resultados 75

��� ��� ��� ��� ��� ���
���

���

���

���

���

$(02 � FRPSULPHQWR

3602 � FRPSULPHQWR

$(02 � YHORFLGDGH

3602 � YHORFLGDGH

([SHULPHQWDO

σ �0E�

N � X�D��

 

 

Figura 7.12: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao para o �atomo de L��tio. Compara�c~ao entre os

resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron (AEMO) e com pseudopotenciais (PSMO).

Neste caso os c�alculos utilizam os estados de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao na descri�c~ao dos

orbitais atômicos. O resultado experimental corresponde �as medidas realizadas por G. V.

Marr [55].
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Podemos entender esta situa�c~ao utilizando a argumenta�c~ao que segue. O elemento de

matriz que entra na de�ni�c~ao da se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao �e obtido como uma integral

num�erica, ou seja, a �area sob a curva que aparece nos gr�a�cos (7.4)-(7.9) da sub-se�c~ao anterior.

Isto nos motiva, portanto, a calcular a �area sob a curva do elemento de matriz, de modo a

avaliar quantitativamente a diferen�ca entre os resultados AE e PS. Esquematicamente, vamos

proceder da seguinte maneira:
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Figura 7.13: Representa�c~ao esquem�atica para o c�alculo do elemento de matriz que entra na de�ni�c~ao da

se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao.

Utilizando o procedimento descrito acima, obtivemos os seguintes resultados, que corres-

pondem aos exemplos considerados na sub-se�c~ao (7.2.3).

Na tabela (7.4) apresentamos os valores num�ericos (em m�odulo) para a �area total sob a

curva do gr�a�co, que corresponde �a integral do elemento de matriz de transi�c~ao. Conforme

indicado na Figura (7.13), esta �area �e obtida a partir do cancelamento entre as por�c~oes

positiva e negativa da curva em quest~ao (regi~ao sombreada no gr�a�co). Observamos que

a diferen�ca entre os valores num�ericos das regi~oes positiva e negativa obtidos a partir dos

c�alculos AEMO e PSMO �e pequena. Entretanto como a �area total resulta do cancelamento
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Energia N��vel de Regi~ao Regi~ao �Area
%

(eV) C�alculo Positiva Negativa Total

0.1
AEMO 1.10791 1.90763 0.79972

14.0
PSMO 1.06831 1.97995 0.91164

5.8
AEMO 2.54043 3.778 1.23757

0.5
PSMO 2.56242 3.80643 1.24392

108.8
AEMO 3.49613 3.62461 0.12494

90.8
PSMO 3.63966 3.65107 0.01141

Tabela 7.4: C�alculo da �area total que corresponde �a integral do elemento de matriz de transi�c~ao. Compara�c~ao

entre os resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron (AEMO) e com pseudopotenciais (PSMO), que

utilizam os estados de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao na descri�c~ao do orbital atômico de valência.

entre estas duas por�c~oes, a diferen�ca nas contribui�c~oes AEMO e PSMO levam a um resultado

�nal que, para determinados valores de energia, apresentam uma diferen�ca percentual relativa

bastante signi�cativa.

A se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao (SCF) �e proporcional ao quadrado do elemento de

matriz de transi�c~ao. A partir do conjunto de dados resumidos na Tabela (7.4) calculamos o

quadrado do elemento de matriz [obtido como a �area sob a curva na representa�c~ao esquem�atica

da Figura (7.13)] e obtivemos a diferen�ca percentual entre os resultados dos c�alculos AEMO e

PSMO [cf. Tabela (7.5)]. Os dados para a se�c~ao de choque correspondem aos valores obtidos

a partir da solu�c~ao num�erica do problema.

A compara�c~ao entre os diversos resultados nos permite concluir que a diferen�ca observada

na se�c~ao de choque �e equivalente �a contribui�c~ao devida �a diferen�ca entre os elementos de

matriz de transi�c~ao.

Podemos utilizar a sistem�atica proposta acima para obter uma estimativa quantitativa

da diferen�ca entre os resultados obtidos a partir dos c�alculos AEMO-velocidade e PSMO-

velocidade. Neste caso, obtemos os resultados resumidos na Tabela (7.6).

Novamente, conclu��mos que a diferen�ca percentual observada no resultado da se�c~ao de
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Energia N��vel de �Area j Elemento de
%

SCF
%

(eV) C�alculo Total Matriz j

2 (Mb)

0.1
AEMO 0.79972 0.63955

30.0
2.43436

30.5
PSMO 0.91164 0.83109 3.17674

5.8
AEMO 1.23757 1.53158

1.0
1.64644

0.8
PSMO 1.24392 1.54734 1.65861

108.8
AEMO 0.12494 0.01561

99.2
0.01678

97.8
PSMO 0.01141 0.00013 3.6 x 10�4

Tabela 7.5: Compara�c~ao entre a diferen�ca percentual para o quadrado do elemento de matriz de transi�c~ao e

para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao na forma comprimento, obtidos a partir dos c�alculos AEMO e PSMO.

Energia N��vel de �Area j Elemento de
%

SCF
%

(eV) C�alculo Total Matriz j

2 (Mb)

0.1
AEMO 0.15834 0.02507

64.4
2.43449

64.2
PSMO 0.09447 0.00893 0.8727

5.8
AEMO 0.50578 0.25581

69.8
1.64595

69.7
PSMO 0.2781 0.07734 0.4993

108.8
AEMO 0.34107 0.11633

99.6
0.01678

99.6
PSMO 0.02253 0.00051 7.3 x 10�5

Tabela 7.6: Compara�c~ao entre a diferen�ca percentual para o quadrado do elemento de matriz de transi�c~ao

e para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao na forma velocidade, obtidos a partir dos c�alculos AEMO e PSMO.
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choque de fotoioniza�c~ao �e equivalente �a diferen�ca percentual entre os elementos de matriz

obtidos a partir dos c�alculos AE e PS.

Os resultados obtidos para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao do �atomo de L��tio demons-

tram que a diferen�ca entre os c�alculos AE e PS �e bastante signi�cativa. Mesmo no caso mais

favor�avel - c�alculo obtido a partir da forma comprimento com a utiliza�c~ao dos estados de

transi�c~ao de meia ocupa�c~ao - esta diferen�ca �e muito acentuada em certas regi~oes do espectro

de energia.

A an�alise dos resultados para a se�c~ao de choque do �atomo de L��tio indicam que a utiliza�c~ao

dos pseudopotenciais no estudo da fotoioniza�c~ao leva a uma descri�c~ao que n~ao reproduz de

maneira totalmente satisfat�oria os resultados obtidos a partir do c�alculo all-electron.

No entanto, antes de concluir algo sobre a transferibilidade dos pseudopotenciais BHS, �e

preciso analisar os resultados para os demais �atomos.

7.3 �Atomo de L��tio - Pseudopotencial Modi�cado

De acordo com a discuss~ao realizada na se�c~ao precedente conclu��mos que a diferen�ca entre

a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao obtida a partir do c�alculo que utiliza os pseudopotenciais

BHS (PS) e aquela obtida a partir do c�alculo que inclui todos os el�etrons (AE), �e uma

conseq�uência direta do fato de que a pseudofun�c~ao de onda difere da fun�c~ao de onda all-

electron na regi~ao que de�ne o caro�co do �atomo. Conforme ilustrado no item (7.2.1), esta

regi~ao corresponde a uma parcela relativamente pequena da fun�c~ao de onda total, tanto no

caso da fun�c~ao de onda ligada [Figura (7.2)] quanto para a fun�c~ao de onda do cont��nuo [Figura

(7.3)]. Contudo, o efeito global das contribui�c~oes das fun�c~oes de onda, inicial e �nal, faz com

que o cancelamento entre as partes positiva e negativa do integrando do elemento de matriz

resulte em diferen�cas bastante expressivas entre os c�alculos AE e PS para a se�c~ao de choque.

Entretanto justamente este fato nos motiva a realizar um outro teste comparativo para

os pseudopotenciais. N~ao obstante, para tal ser�a necess�ario introduzir algumas modi�ca�c~oes

nos pseudopotenciais originalmente propostos no artigo BHS.

A modi�ca�c~ao introduzida diz respeito ao estudo da in
uência do raio de corte rc no

resultado para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao do �atomo de L��tio.

A Tabela (7.7) fornece um resumo das principais informa�c~oes sobre as modi�ca�c~oes rela-
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cionadas a cada uma dos pseudopotenciais utilizados neste estudo comparativo.

Pseudopotencial Raio de Corte

l=0 l=1

BHS 1.71 1.06

Modi�cado 1 - M1 1.00 1.00

Modi�cado 2 - M2 1.00 0.60

Tabela 7.7: Raio de corte rc para as fun�c~oes de onda que descrevem o estado fundamental (l = 0) e os

estados do cont��nuo (l = 1) na fotoioniza�c~ao do �atomo de L��tio. Compara�c~ao entre os resultados obtidos a

partir do c�alculo com os pseudopotenciais BHS, Modi�cado 1 (M1) e Modi�cado 2 (M2).

A seguir, apresentamos os resultados para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao obtidos

a partir da implementa�c~ao dos diferentes pseudopotenciais, comparados �aqueles obtidos a

partir do c�alculo all-electron. �E importante notar que neste caso utilizamos apenas a forma

comprimento da se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao.

Podemos observar na Figura (7.14) que a se�c~ao de choque obtida a partir dos pseudopo-

tenciais modi�cados reproduz qualitativamente os resultados do c�alculo all-electron em todo

intervalo de energia considerado.

Nas Tabelas (7.8) e (7.9) apresentamos a diferen�ca percentual relativa entre os resultados

AEMO e PSMO para a forma comprimento da se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao do �atomo

de L��tio. Observamos que a concordância quantitativa entre os resultados �e muito boa para

as regi~oes de baixa e intermedi�aria energias do fotoel�etron. Para energias mais altas notamos

tamb�em uma melhora nos resultados, mas a diferen�ca entre os valores num�ericos para a se�c~ao

de choque �e ainda bastante signi�cativa.

En�m, os resultados obtidos nesta se�c~ao nos deixam mais otimistas quanto �a adequa�c~ao

do uso dos pseudopotenciais no estudo do problema de fotoioniza�c~ao. Contudo, apenas o

resultado para o �atomo de L��tio n~ao �e su�ciente para garantir a transferibilidade destes novos

pseudopotenciais. �E necess�ario para tal averiguar a compatibilidade entre os resultados AE

e PS para um conjunto representativo de sistemas. Esta quest~ao ser�a abordada no pr�oximo

item.
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Energia N��vel de SCF
%

(eV) C�alculo (Mb)

0.1
AEMO 2.43436

0.5
PSMO-M1 2.42352

5.8
AEMO 1.64644

4.4
PSMO-M1 1.57739

108.8
AEMO 0.01678

70.2
PSMO-M1 0.005

Tabela 7.8: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao (SCF) do �atomo de L��tio (forma comprimento). Compara�c~ao

entre os resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron e com o pseudopotencial modi�cado M1.

Energia N��vel de SCF
%

(eV) C�alculo (Mb)

0.1
AEMO 2.43436

1.9
PSMO-M2 2.48177

5.8
AEMO 1.64644

2.3
PSMO-M2 1.60907

108.8
AEMO 0.01678

81.1
PSMO-M2 0.00317

Tabela 7.9: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao (SCF) do �atomo de L��tio (forma comprimento). Compara�c~ao

entre os resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron e com o pseudopotencial modi�cado M2.
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Figura 7.14: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao para o �atomo de L��tio. Compara�c~ao entre os

resultados obtidos a partir dos c�alculos com os pseudopotenciais BHS, Modi�cado 1 (M1) e

Modi�cado 2 (M2). Todos os c�alculos utilizam os estados de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao na

descri�c~ao dos orbitais atômicos. O resultado experimental corresponde �as medidas realizadas

por G.V. Marr [55].
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7.4 Demais �Atomos

A discuss~ao realizada nas duas �ultimas se�c~oes nos permite explicar a diferen�ca entre os

resultados all-electron (AE) e com pseudopotenciais BHS (PS) no c�alculo da se�c~ao de choque

de fotoioniza�c~ao do �atomo de L��tio.

A conclus~ao obtida a partir de um conjunto representativo de dados indica que a origem

das discrepâncias decorre do fato de que a pseudofun�c~ao de onda difere da fun�c~ao de onda all-

electron numa regi~ao �nita que de�ne o caro�co do �atomo, caracterizada pelo raio de corte rc.

Esta a�rma�c~ao �e con�rmada pela utiliza�c~ao de pseudopotenciais modi�cados pois observamos

que a diminui�c~ao no raio de corte promove a concordância entre os resultados AE e PS em

praticamente todo o intervalo de energia considerado [cf. se�c~ao (7.3)]. Esta informa�c~ao ser�a

muito valiosa na an�alise dos resultados para os demais �atomos estudados neste trabalho, ou

seja, os �atomos de S�odio, Pot�assio, Rub��dio, C�esio e Frâncio.

No que segue pretendemos adotar a mesma sistem�atica utilizada na descri�c~ao dos resul-

tados para o �atomo de L��tio. No entanto a abordagem apresentar�a um car�ater mais geral de

modo a evitar discuss~oes repetitivas e desnecess�arias.

7.4.1 A Fun�c~ao de Onda Radial

A partir do que foi discutido anteriormente podemos concluir que a an�alise do comporta-

mento das pseudofun�c~oes de onda radiais, quando comparadas �as correspondentes fun�c~oes de

onda obtidas a partir do c�alculo all-electron, representa o ponto crucial no estudo da trans-

feribilidade dos pseudopotenciais BHS para o c�alculo da se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao.

A informa�c~ao relevante, neste caso, �e aquela que diz respeito �a determina�c~ao do raio

de corte rc. De acordo com as propriedades do pseudopotencial BHS, o raio de corte deve

apresentar um valor m��nimo que corresponde �a posi�c~ao do n�o mais externo na fun�c~ao de onda

real para o orbital de valência. Portanto, quanto mais n�os tiver a fun�c~ao de onda all-electron,

maior ser�a o raio de corte que de�ne a regi~ao na qual esta fun�c~ao difere da pseudofun�c~ao de

onda.

Uma regra bastante simples, que relaciona o n�umero quântico principal n, o momento

angular l e o n�umero de n�os Nn da fun�c~ao de onda radial:

n = Nn + l + 1 (7.5)
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nos permite obter uma primeira estimativa para o comportamento do raio de corte fun�c~ao

do aumento do n�umero de el�etrons do sistema.

Como todos os �atomos considerados neste estudo possuem o el�etron de valência em uma

camada do tipo s, temos em todos os casos que o momento angular relativo �a fun�c~ao de onda

do estado inicial �e nulo, ou seja, l = 0. Com isto podemos relacionar diretamente o n�umero

quântico principal n ao n�umero de n�os da fun�c~ao de onda do orbital de valência Nn:

Nn = n� 1 (7.6)

Portanto, na medida em que aumenta o n�umero atômico do sistema multieletrônico,

aumenta tamb�em o n�umero de n�os da fun�c~ao de onda e, conseq�uentemente, o raio de corte

rc. Os exemplos que seguem ilustram esta propriedade. Na Figura (7.15) apresentamos a

fun�c~ao de onda radial para o n��vel 3s do �atomo de S�odio. A Figura (7.16) corresponde �a

fun�c~ao de onda de valência - n��vel 6s - do �atomo de C�esio.

A Tabela (7.10) resume os dados correspondentes a cada um dos �atomos

alcalino-met�alicos.

�Atomo Orbital de n Nn rc (u.a.)
Valência

11Na 3s 3 2 1.74

19K 4s 4 3 2.56

37Rb 5s 5 4 3.23

55Cs 6s 6 5 4.66

87Fr 7s 7 6 5.25

Tabela 7.10: Raio de corte para a fun�c~ao de onda do orbital de valência (estado fundamental) dos �atomos

alcalino-met�alicos.

Estes resultados mostram que, de fato, o raio de corte rc torna-se maior na medida em

que aumenta o n�umero de el�etrons do �atomo considerado.

Vamos veri�car no pr�oximo item de que maneira estes resultados se re
etem no c�alculo

da se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao.
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Figura 7.15: Fun�c~ao de onda radial para o n��vel 3s do �atomo de S�odio (estado fundamental). Compara�c~ao

entre os c�alculos all-electron (AE) e pseudopotencial (PS). Raio de corte rc = 1.74 Bohr .

� � �� ��
����

����

���

���

���

���

U
F

X
Q�O
�U�

U �%RKU �

$(

36

Figura 7.16: Fun�c~ao de onda radial para o n��vel 6s do �atomo de C�esio (estado fundamental). Compara�c~ao

entre os c�alculos all-electron (AE) e pseudopotencial (PS). Raio de corte rc = 4.66 Bohr .
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7.4.2 Se�c~ao de Choque de Fotoioniza�c~ao

Apresentamos neste item os resultados obtidos para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao

dos �atomos de S�odio, Pot�assio e Rub��dio.

Para cada um dos �atomos considerados realizamos a compara�c~ao cuidadosa entre os re-

sultados obtidos nos diferentes n��veis de c�alculo all-electron (AE) e com pseudopotenciais

(PS).

Em todos os casos observamos que a se�c~ao de choque obtida com a utiliza�c~ao dos estados

de ocupa�c~ao total (AEOT e PSOT) levam a resultados que n~ao reproduzem o comportamento

qualitativo da curva experimental. Sobretudo n~ao observamos para nenhum dos sistemas a

ocorrência do m��nimo de Cooper na se�c~ao de choque.

Assim como no caso do �atomo de L��tio, notamos que as se�c~oes de choque obtida a partir

dos c�alculos com os estados de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao (AEMO e PSMO) fornecem o

conjunto de resultados apropriado para o estudo da transferibilidade dos pseudopotenciais.

No que segue, apresentamos os resultados obtidos a partir dos c�alculos com os pseudopo-

tenciais originalmente propostos no artigo BHS e com os pseudopotenciais modi�cados [cf.

Tabela (7.11)], comparados �aqueles que resultam do c�alculo all-electron.

�Atomo Raio de Corte

l=0 l=1

Na 1.20 1.30

K 1.80 2.00

Rb 2.00 2.40

Cs 2.40 2.80

Fr 2.60 3.00

Tabela 7.11: Raio de corte rc para as fun�c~oes de onda que descrevem o estado fundamental (l = 0) e os

estados do cont��nuo (l = 1) na fotoioniza�c~ao dos �atomos de S�odio, Pot�assio, Rub��dio, C�esio e Frâncio.

Os resultados para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao dos �atomos de S�odio [Figura (7.17)],

Pot�assio [Figura (7.19)] e Rub��dio [Figura (7.21)] - obtidos a partir do c�alculo com os esta-
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dos de transi�c~ao - apresentam algumas caracter��sticas gerais em comum: em todos os casos

observamos a igualdade entre os resultados AEMO-comprimento e AEMO-velocidade. Este

fato novamente concorda com o modelo te�orico que prevê a igualdade entre as duas formas

da se�c~ao de choque no caso em que os estados inicial e �nal s~ao autoestados do mesmo

Hamiltoniano.

No que segue vamos continuar a discuss~ao dos resultados analisando cada um dos �atomos

separadamente.

Na Figura (7.17) apresentamos os resultados para a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao

do �atomo de S�odio. Inicialmente notamos que os resultados obtidos a partir do c�alculo

all-electron [AEMO-comprimento (�) e AEMO-velocidade (�)] reproduzem de maneira sa-

tisfat�oria a tendência dos resultados experimentais [55] e [56]. As se�c~oes de choque obtidas a

partir dos c�alculos com o pseudopotencial BHS [PSMO-comprimento (�) e PSMO-velocidade

(�)] apresentam um comportamento que difere tanto dos resultados do c�alculo all-electron,

quanto das medidas experimentais, em todo intervalo de energia considerado.

Os resultados obtidos a partir do c�alculo com o pseudopotencial Modi�cado [Figura (7.18)]

mostram uma melhora consider�avel na concordância entre os resultados AE e PS. Em parti-

cular a se�c~ao de choque obtida a partir do c�alculo PSMO-velocidade (�) apresenta um com-

portamento que reproduz a tendência da curva experimental, sobretudo para baixas energias

onde a posi�c~ao do m��nimo de Cooper �e muito bem determinada.

Os valores num�ericos resumidos nas Tabelas (7.12), (7.13), (7.14) e (7.15) permitem avaliar

quantitativamente a concordância entre os resultados obtidos com o uso dos pseudopotenciais

e os resultados do c�alculo all-electron, para algumas energias caracter��sticas.

A compara�c~ao para os diferentes pseudopotenciais (BHS e Modi�cado) mostra que o

c�alculo com o pseudopotencial Modi�cado fornece valores que aproximam consideravelmente

melhor os resultados do c�alculo all-electron, exceto para altas energias onde n~ao observamos

altera�c~oes apreci�aveis.

Finalmente �e bom notar que a se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao para o �atomo de S�odio,

obtida a partir do c�alculo com o pseudopotencial Modi�cado, n~ao reproduz os resultados do

c�alculo all-electron com a mesma qualidade que no caso do �atomo de L��tio. Ainda assim,

este resultado �e su�cientemente bom para motivar a continua�c~ao do estudo para �atomos mais

pesados.
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Prosseguindo com a discuss~ao, passamos �a an�alise dos resultados obtidos para a se�c~ao de

choque dos �atomos de Pot�assio e de Rub��dio. Em ambos os casos observamos que nenhum dos

resultados obtidos a partir dos c�alculos com os pseudopotenciais, BHS [Figuras (7.19) e (7.21)]

ou Modi�cado [Figuras (7.20) e (7.22)], aproxima de maneira satisfat�oria o comportamento

da se�c~ao de choque obtida a partir do c�alculo all-electron. Contudo, �e importante notar

que novamente a se�c~ao de choque obtida a partir do c�alculo PSMO-velocidade (�) com o

pseudopotencial Modi�cado reproduz o comportamento geral da curva experimental.

Os resultados obtidos para os �atomos de C�esio e Frâncio mostram que a modi�ca�c~ao

introduzida nos pseudopotenciais BHS (ou seja, a diminui�c~ao do raio de corte rc) n~ao �e

su�ciente para produzir a concordância entre os c�alculos AE e PS, e nem mesmo para melhorar

qualitativamente o comportamento geral da se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao. Al�em disso,

o procedimento de modi�ca�c~ao proposto n~ao pode ser mais extendido, uma vez que o raio e

corte j�a foi diminu��do ao seu limite inferior (ou seja, ao valor que aproxima a posi�c~ao do n�o

mais externo da fun�c~ao de onda para o correspondente orbital de valência).
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Figura 7.17: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao para o �atomo de S�odio. Compara�c~ao entre

os resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron e com pseudopotencial BHS. Todos os

c�alculos utilizam os estados de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao na descri�c~ao dos orbitais atômicos.

Os resultados experimentais correspondem �as medidas realizadas por G.V. Marr [55] (qua-

drados) e por Hudson e Carter [56] (linha pontilhada).
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Figura 7.18: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao para o �atomo de S�odio. Compara�c~ao entre

os resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron e com pseudopotencial Modi�cado.

Todos os c�alculos utilizam os estados de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao na descri�c~ao dos orbitais

atômicos. Os resultados experimentais correspondem �as medidas realizadas por G.V. Marr

[55] (quadrados) e por Hudson e Carter [56] (linha pontilhada).



Resultados 91

Energia N��vel de SCF
%

(eV) C�alculo (Mb)

0.1
AEMO 0.222

99.8
PSMO-BHS 2.9 x 10�4

5.8
AEMO 0.12935

134.8
PSMO-BHS 0.30372

108.8
AEMO 0.01734

94.0
PSMO-BHS 0.00104

Tabela 7.12: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao (SCF) do �atomo de S�odio (forma comprimento). Compara�c~ao

entre os resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron e com o pseudopotencial BHS.

Energia N��vel de SCF
%

(eV) C�alculo (Mb)

0.1
AEMO 0.222

24.5
PSMO-Mod 0.1677

5.8
AEMO 0.12935

34.0
PSMO-Mod 0.08537

108.8
AEMO 0.01734

90.7
PSMO-Mod 0.00161

Tabela 7.13: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao (SCF) do �atomo de S�odio (forma comprimento). Compara�c~ao

entre os resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron e com o pseudopotencial Modi�cado.
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Energia N��vel de SCF
%

(eV) C�alculo (Mb)

0.1
AEMO 0.22196

94.3
PSMO-BHS 0.0126

5.8
AEMO 0.12928

53.3
PSMO-BHS 0.19825

108.8
AEMO 0.01734

99.9
PSMO-BHS 3.5 x 10�6

Tabela 7.14: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao (SCF) do �atomo de S�odio (forma velocidade). Compara�c~ao

entre os resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron e com o pseudopotencial BHS.

Energia N��vel de SCF
%

(eV) C�alculo (Mb)

0.1
AEMO 0.22196

43.5
PSMO-Mod 0.12537

5.8
AEMO 0.12928

8.3
PSMO-Mod 0.11851

108.8
AEMO 0.01734

79.6
PSMO-Mod 0.00353

Tabela 7.15: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao (SCF) do �atomo de S�odio (forma velocidade). Compara�c~ao

entre os resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron e com o pseudopotencial Modi�cado.
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Figura 7.19: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao para o �atomo de Pot�assio. Compara�c~ao

entre os resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron e com pseudopotencial BHS.

Todos os c�alculos utilizam os estados de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao na descri�c~ao dos orbitais

atômicos. Os resultados experimentais correspondem �as medidas realizadas por G.V. Marr

[55] (quadrados) e por Hudson e Carter [56] (linha pontilhada).
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Figura 7.20: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao para o �atomo de Pot�assio. Compara�c~ao entre

os resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron e com o pseudopotencial Modi�cado.

Todos os c�alculos utilizam os estados de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao na descri�c~ao dos orbitais

atômicos. Os resultados experimentais correspondem �as medidas realizadas por G.V. Marr

[55] (quadrados) e por Hudson e Carter [56] (linha pontilhada).
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Figura 7.21: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao para o �atomo de Rub��dio. Compara�c~ao entre

os resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron e com pseudopotencial BHS. Todos os

c�alculos utilizam os estados de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao na descri�c~ao dos orbitais atômicos.

O resultado experimental corresponde �as medidas realizadas por G.V. Marr [55].
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Figura 7.22: Se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao para o �atomo de Rub��dio. Compara�c~ao entre

os resultados obtidos a partir dos c�alculos all-electron e com o pseudopotencial Modi�cado.

Todos os c�alculos utilizam os estados de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao na descri�c~ao dos orbitais

atômicos. O resultado experimental corresponde �as medidas realizadas por G.V. Marr [55].



Cap��tulo 8

Conclus~oes

Conclu��mos a partir dos resultados discutidos no cap��tulo 7 que os pseudopotenciais, como

originalmente propostos no artigo BHS [9], n~ao constituem uma ferramenta adequada para

o c�alculo da se�c~ao de choque de fotoioniza�c~ao dos �atomos alcalino-met�alicos (Li, Na, K, Rb,

Cs e Fr).

Os c�alculos adicionais realizados com o uso dos pseudopotenciais modi�cados fornecem

resultados que, apenas para alguns casos, concordam satisfatoriamente com o resultado all-

electron e/ou com as medidas experimentais. J�a que esta tendência n~ao �e con�rmada para

todos os sistemas estudados n~ao podemos garantir a transferibilidade destes pseudopotenciais

modi�cados para o c�alculo das respectivas se�c~oes de choque de fotoioniza�c~ao.

Outra observa�c~ao importante �e a de que os estados de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao for-

necem resultados �sicamente mais corretos (quando comparados aos dados obtidos com os

estados de ocupa�c~ao total) j�a que incluem a descri�c~ao dos efeitos de relaxa�c~ao do sistema em

primeira ordem na expans~ao da energia.

97



Apêndice A

Estados de transi�c~ao de Meia

Ocupa�c~ao

A Teoria do Funcional da Densidade, conforme discutido no Cap��tulo 3, �e um m�etodo

apropriadamente desenvolvido para o c�alculo das propriedades do estado fundamental de

sistemas multieletrônicos.

Em muitas situa�c~oes, no entanto, existe a necessidade de se obter uma descri�c~ao para as

poss��veis excita�c~oes do sistema. Este �e o caso, por exemplo, do problema da fotoioniza�c~ao de

�atomos que estamos tratando neste trabalho.

Uma quest~ao muito importante que surge naturalmente na an�alise deste tipo de situa�c~ao

�e, ent~ao, a de entender de que maneira a descri�c~ao destas excita�c~oes pode ser obtida dentro

do contexto te�orico proporcionado pela Teoria do Funcional da Densidade.

�E justamente este o sujeito da discuss~ao que ser�a apresentada neste apêndice.

A.1 Energia de um �Atomo como fun�c~ao dos N�umeros de

Ocupa�c~ao

A energia necess�aria para promover a excita�c~ao de um dos N -el�etrons de um sistema

multieletrônico �e usualmente de�nida em termos da seguinte diferen�ca:

E(n1; :::; ni � 1; :::; nv)�E(n1; :::; ni; :::; nv) (A.1)
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Apêndice 99

onde os termos E(n1; :::; nv) fornecem as energias totais que caracterizam, respectivamente,

os estados �nal e inicial do sistema multieletrônico.

Na express~ao anterior, conforme pode-se observar, tais energias s~ao convenientemente

representadas como uma fun�c~ao dos n�umeros de ocupa�c~ao n1; :::; nv dos correspondentes

orbitais.

Consideremos, como exemplo ilustrativo, o caso em que o sistema multieletrônico repre-

senta um �atomo neutro. A energia de excita�c~ao de�nida de acordo com a express~ao (A.1)

pode caracterizar, por exemplo, a transi�c~ao de um dos el�etrons entre dois n��veis discretos

de energia do �atomo. Nesta situa�c~ao, observamos que o estado inicial do sistema correspon-

de �a descri�c~ao do estado fundamental do �atomo, enquanto que o estado �nal corresponde �a

descri�c~ao de um dos estados excitados do mesmo.

Numa outra situa�c~ao de grande interesse, a diferen�ca de energia (A.1) pode ser relacionada

�a energia de ioniza�c~ao do �atomo neutro, ou seja, a energia necess�aria para remover o el�etron

mais externo do sistema:

I = E(n1; :::; ni; :::; nv � 1)�E(n1; :::; ni; :::; nv) (A.2)

onde E(n1; :::; nv) corresponde �a energia do �atomo neutro e E(n1; :::; nv � 1) corresponde �a

energia do ��on obtido como resultado da remo�c~ao de um dos el�etrons do orbital mais externo.

Observamos que, neste caso, ambos os estados, inicial e �nal, que caracterizam o processo

de excita�c~ao representam estados fundamentais, respectivamente, do �atomo neutro e do ��on

residual positivo. Deste modo, podemos obter a energia de ioniza�c~ao I usando a Teoria

do Funcional da Densidade, atrav�es do c�alculo das energias totais dos estados fundamentais

neutro e iônico.

Como �ultimo coment�ario desta se�c~ao, vamos utilizar o fato de que os �atomos que estamos

interessados em estudar neste trabalho possuem um �unico el�etron no orbital mais externo, ou

de valência. Com isto, podemos escrever a express~ao para a energia de ioniza�c~ao da seguinte

maneira:

I = E(n1; :::; ni; :::; nv = 0)�E(n1; :::; ni; :::; nv = 1) (A.3)

ou simplesmente:

I = E(nv = 0)�E(nv = 1) (A.4)
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onde E(nv) �e a energia total escrita como fun�c~ao do n�umero de ocupa�c~ao nv do orbital de

valência do �atomo.

A.2 Autovalores de Energia para os Orbitais de Kohn-Sham

A id�eia nesta se�c~ao �e simplesmente estabelecer a conex~ao entre os autovalores de energia

dos orbitais de Kohn-Sham e a diferen�ca entre as energias totais que caracteriza a ioniza�c~ao

do sistema. Faremos isto, pois tal conex~ao �e pass��vel de uma descri�c~ao matem�atica precisa,

e tamb�em porque, no contexto original da Teoria do Funcional da Densidade, os autovalores

s~ao introduzidos como quantidades puramente matem�aticas sem um signi�cado f��sico claro.

Al�em disso alguns resultados obtidos nesta se�c~ao ser~ao muito �uteis em discuss~oes posteriores.

Os autovalores �i da equa�c~ao de Kohn-Sham [cf. equa�c~ao (3.12)] entram no formalismo

como multiplicadores de Lagrange, associados �a condi�c~ao de n�umero �xo de part��culas. O

poss��vel signi�cado f��sico para estes autovalores n~ao �e, portanto, imediatamente �obvio.

Pode-se, contudo, demonstrar rigorosamente, que dentro do escopo da Teoria do Funcional

da Densidade, as derivadas parciais da energia total de um sistema com respeito aos n�umeros

de ocupa�c~ao s~ao iguais aos correspondentes autovalores de energia para um determinado

orbital, isto �e [45]:

@

@ni
E(n1; :::; ni; :::; nv) = �i(ni) ; i = 1; :::; v (A.5)

Substituindo este resultado na express~ao para a diferen�ca de energias totais (A.3), obtemos

a energia de ioniza�c~ao em termos das autoenergias �i, ou seja:

I = E(n1; :::; ni; :::; nv � 1)�E(n1; :::; ni; :::; nv) =

=

Z 0

1
dn�i(ni) (A.6)

O signi�cado expresso por estas equa�c~oes �e t~ao somente o fato de que a energia total E

�e uma fun�c~ao cont��nua dos n�umeros de ocupa�c~ao. A informa�c~ao impl��cita, entretanto, �e a de

que estes n�umeros de ocupa�c~ao podem admitir todos os valores no intervalo de zero a um,

inclusive valores fracion�arios.

Observamos, en�m, que n~ao h�a nada contido nas equa�c~oes fundamentais da Teoria do

Funcional da Densidade que limite os n�umeros de ocupa�c~ao a tomarem apenas valores inteiros.
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Esta pequena sutileza no m�etodo mostrar-se-�a uma propriedade bastante valiosa mais

adiante.

A.3 Expans~ao da Energia Total em termos dos N�umeros de

Ocupa�c~ao

J�a vimos na se�c~ao (A.1) que a energia total de um sistema pode ser escrita em fun�c~ao dos

n�umeros de ocupa�c~ao dos orbitais. Em particular, obtivemos a express~ao para a energia de

ioniza�c~ao de um �atomo em termos da diferen�ca entre dois valores de energia total, a saber,

a diferen�ca entre a energia total dos estados fundamentais do �atomo e do ��on positivo [cf.

equa�c~oes (A.2),(A.3) e (A.4)]. Vamos nesta se�c~ao derivar uma outra representa�c~ao para a

energia de ioniza�c~ao I obtida a partir da expans~ao em s�erie de Taylor da energia total em

potências da varia�c~ao no n�umero de ocupa�c~ao.

Inicialmente, consideremos o caso mais simples no qual a energia total depende explici-

tamente apenas do n�umero de ocupa�c~ao do orbital de valência, ou seja, E = E(ni). Vamos

expandir em s�erie de Taylor a energia total correspondente a um orbital com n�umero de

ocupa�c~ao ni = nio � 1 em torno do ponto n
0

i = nio. Ent~ao, obtemos:

E(ni = nio � 1) = E(ni = n
0

i = nio) +
@E(ni)

@ni

����
ni=n

0

i

(ni � n
0

i) +

+
1

2!

@2E(ni)

@n2i

�����
ni=n

0

i

(ni � n
0

i)
2 +

1

3!

@3E(ni)

@n3i

�����
ni=n

0

i

(ni � n
0

i)
3 + � � �

= E(ni = nio) +
@E(ni)

@ni

����
ni=nio

((nio � 1)� nio) + (A.7)

+
1

2!

@2E(ni)

@n2i

�����
ni=nio

((nio � 1)� nio)
2 +

+
1

3!

@3E(ni)

@n3i

�����
ni=nio

((nio � 1)� nio)
3 + � � �

Consideremos, ent~ao, a situa�c~ao onde temos apenas um el�etron na camada de valência,

ou seja, a situa�c~ao na qual nio = 1. Neste caso, temos imediatamente que E(ni = nio = 1) �e

a energia do �atomo neutro e E(ni = nio � 1 = 0) �e a energia correspondente ao ��on positivo.

A equa�c~ao (A.7) fornece, ent~ao, o seguinte resultado:
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E(ni = 0) = E(ni = 1)�
@E(ni)

@ni

����
ni=1

+
1

2!

@2E(ni)

@n2i

�����
ni=1

�
1

3!

@3E(ni)

@n3i

�����
ni=1

+ � � � (A.8)

Finalmente, utilizando as express~oes (A.4) e (A.5) podemos reescrever a energia de io-

niza�c~ao em termos das varia�c~oes no autovalor de energia do orbital de valência, ou seja:

I = E(ni = 0)�E(ni = 1) = ��i(ni = 1)�� (A.9)

onde a quantidade � �e de�nida como sendo igual aos termos remanescentes na s�erie de Taylor:

� � �
1

2

@�i(ni)

@ni

����
ni=1

+
1

6

@2�i(ni)

@n2i

�����
ni=1

� � � � (A.10)

Nesta representa�c~ao a energia de ioniza�c~ao �e escrita como uma propriedade do estado

fundamental, o autovalor de energia �i(ni), mais uma contribui�c~ao que descreve a resposta

do sistema �a remo�c~ao de um de seus el�etrons, no caso, o el�etron de valência. Mais ainda,

esta representa�c~ao permite que a contribui�c~ao devida �a resposta do sistema seja vista como

uma varia�c~ao da energia do orbital. Usualmente, esta varia�c~ao na energia �e chamada de

relaxa�c~ao do sistema. As express~oes (A.5-A.6) e (A.8-A.10) descrevem as rela�c~oes entre as

diferen�cas na energia total e as energias dos orbitais. Estas rela�c~oes se mostram bastante

�uteis tanto no sentido pr�atico de fornecer um c�alculo alternativo para a subtra�c~ao expl��cita

das energias totais que caracterizam os estados inicial e �nal do sistema, como tamb�em no

sentido interpretativo ao estabelecer uma correspondência desta diferen�ca de energias com

estados individuais dos el�etrons e suas varia�c~oes.

Vamos tratar agora a situa�c~ao em que a energia total do sistema sob considera�c~ao �e tal

que E = E(ni; nj). Ou seja, neste caso temos que a energia total �e fun�c~ao dos n�umeros de

ocupa�c~ao ni e nj dos respectivos orbitais envolvidos na transi�c~ao eletrônica do sistema. A

expans~ao da energia E(ni; nj) em s�erie de Taylor �e, neste caso, dada por:

E(ni; nj) = E(n
0

i; n
0

j) +
X
r

@E

@nr

�����
nr=n0

r

(nr � n
0

r) +

+
1

2!

X
r

X
s

@2E

@nr@ns

�����nr=n0

r

ns=n0

s

(nr � n
0

r)(ns � n
0

s) + (A.11)

+
1
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0

s

nt=n
0

t
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0
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0
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Consideremos um �atomo isolado em seu estado fundamental, para o qual a energia total �e

E(ni = nio; nj = njo). Analisemos, ent~ao o caso em que um el�etron �e excitado do orbital com

ocupa�c~ao ni para o orbital com ocupa�c~ao nj. Nesta situa�c~ao o estado �nal, que representa

agora o �atomo em um de seus estados excitados, �e caracterizado pela energia E(ni = nio �

1; nj = njo + 1), ou seja, temos que:

8><
>:

ni = nio � 1 ; nj = njo + 1

n
0

i = nio ; n
0

j = njo

(A.12)

Utilizando a express~ao (A.11) acima, obtemos:

E(ni = nio � 1; nj = njo + 1) =

= E(ni = n
0

i = nio; nj = n
0

j = njo) +

+
@E

@ni

����
ni=nio

((nio � 1)� nio) +
@E

@nj

�����
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+
1

2!

(
@2E

@n2i

�����
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+
@2E
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����� ni=nio
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((njo + 1)� njo)((nio � 1)� nio) +

+
@2E

@n2j
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1
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�����
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+ 3
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@n2i @nj
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nj=njo

((nio � 1)� nio)
2((njo + 1)� njo) +

+ 3
@3E
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����� ni=nio
nj=njo

((njo + 1)� njo)
2((nio � 1)� nio) +

+
@3E

@n3j

�����
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((njo + 1)� njo)
3

)
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= E(ni = nio; nj = njo)�
@E

@ni

����
ni=nio

+
@E

@nj

�����
nj=njo

+
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+
1
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@n2i

�����
ni=nio

� 2
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@ni@nj

����� ni=nio
nj=njo
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@2E
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�����
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Ou seja, podemos novamente interpretar a energia de excita�c~ao de um el�etron como a dife-

ren�ca entre os autovalores de energia dos orbitais envolvidos no processo, mais a contribui�c~ao

das corre�c~oes de ordem superior.

O procedimento desenvolvido acima corresponde �a maneira usual de tratar o problema da

excita�c~ao de um el�etron entre dois n��veis de energia. A an�alise neste caso �e feita em termos

da varia�c~ao na ocupa�c~ao do orbital por n�umeros inteiros.

Entretanto, podemos realizar esta mesma an�alise utilizando os estados de transi�c~ao de

meia ocupa�c~ao [54] que correspondem �a uma situa�c~ao intermedi�aria entre os estados inicial e

�nal do sistema.

Inicialmente vamos obter o estado inicial de ocupa�c~ao total em termos da expans~ao sobre

o estado de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao. Ou seja, consideremos a situa�c~ao:

8><
>:

ni = nio � 1=2 ; nj = njo + 1=2

n
0

i = nio ; n
0

j = njo

(A.14)

de modo que obtemos:

E(ni = nio � 1=2; nj = njo + 1=2) =

= E(ni = n
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Consideremos �nalmente a expans~ao do estado �nal em termos do estado de transi�c~ao de

meia ocupa�c~ao, ou seja, a situa�c~ao em que:

8><
>:

ni = nio + 1=2 ; nj = njo � 1=2

n
0

i = nio ; n
0

j = njo

(A.16)

Novamente, utilizando a express~ao (A.11), obtemos:

E(ni = nio + 1=2; nj = njo � 1=2) =

= E(ni = n
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((nio + 1=2) � nio)
3+

+ 3
@3E

@n2i @nj

����� ni=nio
nj=njo

((nio + 1=2) � nio)
2((njo � 1=2) � njo) +

+ 3
@3E

@n2j@ni

����� ni=nio
nj=njo

((njo � 1=2) � njo)
2((nio + 1=2) � nio) +

+
@3E

@n3j

�����
nj=njo

((njo � 1=2) � njo)
3

)
+ � � �

= E(ni = nio; nj = njo) +
1

2

@E

@ni

����
ni=nio

�
1

2

@E

@nj

�����
nj=njo

+

+
1

2!

1

4

(
@2E

@n2i

�����
ni=nio

� 2
@2E

@ni@nj

����� ni=nio
nj=njo

+
@2E

@n2j

�����
nj=njo

)
+ (A.17)

+
1

3!

1

8

(
@3E

@n3i

�����
ni=nio

� 3
@3E

@n2i @nj

����� ni=nio
nj=njo

+ 3
@3E

@n2j@ni

����� ni=nio
nj=njo

�
@3E

@n3j

�����
nj=njo

)
+ � � �

Finalmente subtraindo as equa�c~oes (A.15) e (A.17) obtemos o seguinte resultado:

E(ni = nio � 1=2; nj = njo + 1=2) �

�E(ni = nio + 1=2; nj = njo � 1=2) =

�
@E

@ni

����
ni=nio

+
@E

@nj

�����
nj=njo

+ (A.18)

+
1

24

(
�
@3E

@n3i

�����
ni=nio

+ 3
@3E

@n2i @nj

����� ni=nio
nj=njo

� 3
@3E

@n2j@ni

����� ni=nio
nj=njo

+
@3E

@n3j

�����
nj=njo

)
+ � � �

Conclu��mos a partir deste resultado que a utiliza�c~ao dos estados de transi�c~ao para o c�alculo

da energia de excita�c~ao de um sistema faz com que o termo de segunda ordem [principal termo

de corre�c~ao que aparece na equa�c~ao (A.13)] seja cancelado, e o termo de terceira ordem seja

diminu��do por um fator quatro em rela�c~ao ao valor que apresenta na express~ao (A.13).

Com isto esperamos que, a menos das pequenas corre�c~oes de terceira ordem, a diferen�ca

das energias totais entre os dois estados que caracterizam a excita�c~ao do sistema sejam iguais

�a diferen�ca entre os autovalores de Kohn-Sham dos correspondentes estados, desde que estes

�ultimos sejam calculados a partir de um tratamento autoconsistente dos estados de transi�c~ao.

Al�em disso, �e importante lembrar que esta representa�c~ao tamb�em inclui a descri�c~ao dos

efeitos de relaxa�c~ao do sistema. Portanto, a descri�c~ao de outras propriedades do sistema a
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partir de c�alculos que utilizam os estados de transi�c~ao deve fornecer resultados �sicamente

mais corretos.

Finalmente �e bom notar que embora os resultados (A.13-A.18) tenham sido obtidos para

a descri�c~ao de excita�c~oes entre n��veis discretos de energia em um �atomo, toda a discuss~ao

e resultados permanecem igualmente v�alidos para o estudo de processos de fotoioniza�c~ao

atômica. Neste caso o estado de transi�c~ao corresponde �a situa�c~ao intermedi�aria na qual

o el�etron situa-se parcialmente localizado no estado ligado do qual est�a sendo removido e

parcialmente no estado de espalhamento localizado a uma distância in�nita do n�ucleo, para

o qual est�a se dirigindo. O autovalor de energia relativo a este �ultimo meio el�etron n~ao

contribui para a descri�c~ao do problema. Assim, a energia de ioniza�c~ao do sistema �e igual

simplesmente ao negativo do autovalor do orbital de Kohn-Sham, no qual o el�etron �e descrito

por um estado de transi�c~ao de meia ocupa�c~ao.
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