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Abstract 

The APW method for calculating electronic energy bands 

in solids is based on the so called "muffin-tin" (HT) àpproxim-ª 

tion for the crystal potential. The potential is taken as spheE 

ically S'IJ'1:netric within Sl'heres centered at the atomic sites, 

and constant outside the srheres. "Ad hoc" crystal potentials 

are obtained by sunerposing self-consistent atomic potentials 

and calculating its HT averaae. 

Satisf actory resul ts for materials wi th lO'JI packing 

factors, as GaAs, usually involve adjusting arbitrary parameters 

of the NT apnroxir:-.ation. 

The main improvements to the method, namely, the intrg 

duction of non-l"!T terms in the potential and self" consistent 

calculations, have not been done simultaneously. Furthermore, 

in order to limit the numerical calculations involved in the 

self-consistent nrocedure, the crystal charge density is calcu

lated in its MT form. This is an additional source of error. 

In the nresent work, the nossibilities of the APW metb 

od in a self-consistent non-MT formulation are exnlored. Our 

results for GaAs inàicate an imnortant dependence on the assumed 

anproach to the exchange potential, for which the HT approxima

tion was kept. 



.Resumo 

O método APW para cálculo de bandas de energia eletrô

nica em cristais baseia-se na chamadà aproximação "muffin-tin" 

(MT) para o potencial visto por um elétron da rede: esse poten

cial é esfericamente simétrico no interior de esferas centradas 

nos sítios. atômicos e constante fora delas. Potenciais cristali 

nos são obtiêos 11 ad hoc", sunercondo potenciais atÔrnicos calcu

lados autoconsistentemente e Perfazendo sua média M·r. 

No caso de materiais com estrutura de pequeno fator de 

empilha'llento, como o GaJI.s, a obtenção de resultados satis.f atá

rios costuma exigir o ajuste de parâmetros arbitrários da apro

ximacão MT. 

Os principais aperfeiçoamentos ao método, a saber, a 

introdução de correcões à aproximação NT do potencial e o cálc~ 

lo de solucões autoconsistentes, não são praticados simulta~ea

mente. Além disso, a necessidade dé restringir a limites razo~ 

veis a tarefa numérica envolvida na determinação autoconsisten

te da densidade de carga cristalina leva a que essa densidade 

seja obtida em forma MT, o que se constitue em fonte adicional 

de erro no cálculo do potencial. 

No presente trabalho, são exploradas as possibilidades 

do método APW numa formulação em que carga e potenciàl coulom

biano com corTecões à anroximação MT sao calculados autoconsis

tentemer.te. Os resultados obtidos nara o GaAs indicam uma extra 

ordinária dependência com o tratamento dado ao potencial de ex

chançe, na r a o qual a anroximacão HT foi mantida. 
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CAPÍTULO I O Nf:TODO APW E A APROXH1AÇÃO HUFFIN-TIN 

I.l O MÉTODO APW 

1 Na formulação original de Slater , o método APW se acha 

desenvolvido sobre a chamada aproximação "muffin-tin" para o P.2 

tencial visto por um elétron da rede cristalina. Essa simplifi-
~ 

cação consiste em supor V(r) esfericamente simétrico no interior 

de esferas que envolvem os nÚcleos atômicos e que não se super

pÕem, e con-stante fora destas. 

A base para expansão de soluções à equaçao de Schrodinger 

""H UJ _. _. [ 2 ..> J !IJ _. ~ ""' til _. _. 
~T(r,k,E) = -~ + V(r) T(r,K,E) = E(k) T{r,k,E) (1) 

é composta pelas chamadas "ondas planas aurnentadas" (APvl's) 

<jl(k.) = 4> (r,k. ,E): na região interesférica, onde o potencial 
l. l. 

é constante, são ondas planas exp(iki•r); dentro das ~sfer2s 

são combinações lineares de produtos de harmônicas esféricas por 

funções radiais, com coeficientes estabelecidos impondo a conti 

nuidade da função nas superficies esPéricas: 

~ .... .. ~ 

~ (k.) = exp(ik.•r) 
p l. l. p :L 

.f.=O 

.e. 
L. .. , < 2i.+l l 
m=-L 

j. (k.R ) 
.... l. p 

( 2) 

.... 
onde r é o vetar posição do centro da esfera p, de raio R , e. 

p ... p l. 

e~- coordenadas angulares de k. em relação a um sistema com o-
J. l. 

rigem em rp' P~mJ polinÔmios de Legendre, jt funçÕes de Bessel 

esféricas, e as u.e. são soluções da eq''•"'çao radial em cada esfe-

l 



r a, 

As funções de onda eletrônicas sao então escritas como u

ma superposição ce APW's, 

w .. ~ 
T (r,k,E) = L. .v. cpn~.l. 

i l 1 
(4) 

Pelo teorema de Bloch, a periodicidade do potencial cris

talino restringe esta expansao a vetares satisfazendo 

.. 
k. =:;; 

1 
( 5) 

.. 
onde g. são vetares de translação da rede recÍproca. 

l 

Os coeficientes constantes v. são determinados variacio-
1 

nalmente: os autovalores de energia para um dado vetar de onda .. - , k sao tais que o valor esperado da hamiltoniana e estacionário; 

isso se traduz no sistema 

L C!t.- E 
j 

) .. .V.~ L_ H .• -i7. =O, 
1J J j lJ J 

i=l,2, ... (6) 

-onde H .. sao elementos da matriz secular H, 
lJ 

Hij =I ~*(ki)(31:- E) 

.n.. 
<t><t .) 

J 

_,. 
dr ( 7) 

(.ll. = volume da célula unitária), cujo cÔmputo é feito de forma 
tiJ ... .... • 

a assegurar a continuidade das T(r,k,E) na superf1cie das es-

feras; disso resulta 

H .. 
lJ 

onde 

lume 

( ~ _,. - ( ~ ~ "' p [ _,. _,. _,. ] ) = 12. k1.• k . + V - E) o ( k. , k . ) + .L . .F .. exp i( k .-k.) • r • ( 8 
J . o l J p l.J J J. p • 

V é o potencial constante da região interesférica, de vo
o 

J2.o' e 
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F~. = 41l'R
2 J-(k.·k. +V- E) 

l.J p l J. J o 

j
1
(1k.-k.IR) 

J J. p 

I k" .-k. I 
+ 

.1 J. ( 8a) 

o sistema (6) só tem solução não trivial se a equação se-

cu lar 

det H = o (9) 

é satisfeita. Visto que a energia ocorre explicitamente em ter-· 

mos não diagonais dessa matriz, e ainda implicitamente através 

das derivaqas logarÍ trnicas da função radial em ( 8a) ,. a resolução 

da equação secular compreende o levantamento de curvas det(H) X E 

para interpolação das raizes. 

Técnicas da teoria de grupos tornam possível urna extraor

dinária economia de cálcu~o numérico, bem corno facilitam a iden .. 
tificação dos autoestados de energia, desde que o ponto k em i~ 

vestigação contenha alguma simetria de rotação. Nesse caso, e 

supondo ainda que o grupo espacial de k é simórfico, 'f' (~,k,E) 
transforma-se irredutivelmente frente às operações do grupo de 

ponto do vetor de onda, formado pelas rotaçÕes R que satisfazem 

.. ... .. 
Rk=k+g. 

J. 
(lo) 

ll.Jt'( .. .. tiJ ..... 
Assim, indicando por T

1
(r,k,E) a parcela de T(r,k,E) 

que se transforma de acordo com a coluna I da representação. ir-
... 

redutível ~do grupo de k, e lembrando que H comuta com esse 

po, então elementos· de matriz desse operador entre '+'; e Y-'; 
não são nulos se ~ =(:> e I=J, e seu valor independe do Índice 

de coluna. 

gru 
, 

so 

Urna nova base para expansao das soluções à eq~ação de 

Schr~dinger é construida a partir das APW's, com o emprego de o-

3 



O( 

peradores de projeção P1J: 

. ( 11) 

onde r~(R) são elementos da matriz correspondente ao operador 

R na representação irred1.õ.tÍvel ex • 

No caso de representações bi e tridimensionais, as funções 

( 11) correspondentes aos no< Índices J ·(no<= dimensão da represe_!:! 

tação ~) podem não ser todas linearmente independentes; um con 

junto linearmente independente é então separado investigando-se 

essas funções mediante sua propriedade de transformarem-se como 

suas parcelas de onda plana: 

R<j}(k.) = ~ (Rk.) 
]. ]. 

as funções então selecionadas costumam ser referenciadas por seu 
.... 

"quadri vetar" ( k. , J) • 
]. 

A determinacão dos 
... , 

autoestados de energia em k e agora re 

alizada representação por representacão, mediante expansão nas 

APW's simetrizadas (SAPW's) da equação (11), 

-e resolvendo a equaçao secular 

onde 

"' det H = o 

= G/n,.~ [G.~ 1 (Rl] * S cp (ki)(Jt- E) (j}(Rkj) fu 
SI.. 

( 12) 

(13) 

(14) 

... 
(G. =ordem do grupo de k); assim, os elementos de matriz entre 

4 



SAPW's se reduzem a combinações lineares de elementos de matriz 

entre AP"w 's, explicita dos nas equações ( 8). 
O( .. 

Os coeficientes A/ki,E) são soluções de um sistema equi-

valente ao da equaçao (6): 

2::: (i, I) = (1,1), ••• (15) 
j,J 

IIJ IX 
A normalização das T I é discutida pormenorizadame'nte mais 

tarde, na seção II.3. 

1.2 O POTENCIAL MUFFIN-TIN 

A rigpr, a equação (1) só pode ser resolvida autoconsisten .. 
temente, visto que o potencial V(r) - ainda que em forma muffin-

-tin - é, ele prÓprio, resposta à densidade eletrÔnica no cris-

tal, 

onde i são Índices para os estados 

Desde a primeira aplicação do 

' 

ocupados. 

método APW 

(16) 

(ao cobre, em 1939, 

por 2) , Chodorow , porem, cálculos não autoconsistentes foram tam-

bém objeto de investigação. Nestes, o procedimento usual para a 

construção a priori da densidade de carga no cristal, ou da paE .. 
cela coulombiana C(r) do potencial cristalino, consiste em supeE 

por densidades ou potenciais coulombianos atômicos esfericamente 

simétricos, disponíveis através de cálculos autoconsistentes co 

mo o de Herman e Skillman3 : 

P( .. ) <ç""" p AT .. _. 
r = L- ( I r-r I ) 

n n n 
(17) 

~ AT -"' _. = ~ C C Ir-r I) n n n 

5 



Dentro da esfera p, a 

coulombiano MT C (r) sao as 
... p 

*-densidade MT p (r) e o potencial 
p 

médias esféricas das funções (17) 

em torno de r : 
p 

I d +r I n 

l/2rdn f x f(x) dx , 

I dn -r I 

... ... ... 
d = r -r 

n p n 
(18) 

onde o seg1J"nco termo à direi ta é a média esférica da superposi

ção das funções atômicas centradas nos demais sÍtios n da rede. 

O potencial de exchange nessa mesma esfera é calculado a 

partir da densidade HT com base numa aproximacão tipo Slater4 , 

onde 

I:ohn 

para o< , 
Ps 

e Scham 

além da unidade , são também usados 
6 

ou as médic.s atômicas de Schwarz • 

( 19) 

o valor de 

A constante V0 costuma ser feita igual à média espacial de 
... 

Vlr) na região interesférica. Em decorrência de sua propriedade 

de superposição, o potencial coulombiano médio nessa região po

de ser obtido imediatamente de 

00 

c 
o = 12~ 1 L{4rr f r

2 

p o 

R 
p 

411' f 
o 

2 
r (20) 

(onde a soma em p compreende os átomos de urna célula primitiva); 

contudo, para calcular a média E0 seria requerida uma integração 

tridimensional, já que E(~) = E[p 1 / 3 (~)] é um potencial local; n~ 

mericamente cara e de precisão insatisfatória, essa integração 

é em geral descartada em favor da aproximação 

E = - 6 c< ( 3/BTr o o 
- J 1/3 
p o J 

( 21) 

* "muffin-tin"; médias HT sao incicadas por uma barra superior. 

6 



onde p0 é a densidade eletrÔnica média em .fl.o, 

( 22) 

(Zp =número atÔmico do átomo em ~p)• e ~o é o valor empregado 
--para ~ nessa reg2ao. 

Procedimentos alternativos propostos, por exemplo para tra 

taro potencial coulombiano em cristais iÔnicos7 , ou formas di

versas de estabelecer a constante V0 , pouco se afastam, em linhas 

gerais, daquele apresentado acima. 

1.3 CORREÇ0ES À APROXI~~ÇÃO MUFFIN-TIN 

A hipótese mais frágil da aproximação MT está na atribui

ção de um valor constante ao potencial na região interesférica. 

~ de se esperar que essa aproximação se torne mais precária na 

medida em que aumenta a fração do volume cristalino onde ela é 
' empregada. Num cristal de estrutura zinc-·blende, como o que e 

objeto de estudo neste trabalho, ainda que as esferas dos átomos 

imediatamente vizinhos sejam escolhidas de forma a se tangencia

rem, a razão .IL./.fl. é da ordem de 60%. Nesses casos, descontinui

dades significativas v (R )-V0 criadas nas superfÍcies das esfe 
p p -

ras apontam a necessidade de introduzir correções à aproximação 

MT. Tais correções compreendem termos não esféricos suprimidos 

em V (r< R), <le menor importância8
, e desvios à constante V0 • 

p p 
Estes Últimos 

cular H .• : se 
lJ 

são facilmente incluídos no cÔmputo da matriz se

V(-:) é conservado na parcela da integral ( 7) efe-

tua da sobre.fl.0 , os termos contendo V0 na equação (8) são aban-

·donaóos, e a ela precisa ser acrescentado o elemento de matriz 

7 



o v . . ::::: 
l.J J $o~. l vc~l <Po~ .l 

l. J 

..Qo 

... 
dr (23) 

Mas nessa região do cristal as APW's sao ondas planas cu

jos vetores de onda obedecem à restrição (S), logo a expressão 

acima pode ser reescrita como 

o v .. = 
l.J 

... 
v (g) 

o = J V(~) 
Jlo 

.... ... ... 
exp(ig·r) dr 

... ... ... 
g = k.- k. 

J l. 
( 24) 

• o 
isto e, os elementos de matriz V .. sao coeficientes de Fourier 

l.J 
do potencial cristalino. 

Como no cálculo do potencial constante (V0 = 
a existência no potencial cristalino de uma função 

o(.. ) , V g=O)/Jl0 , 

local E[P(~l] 

impede o cÔmputo exato das componentes de exchange em (24). O 

termo coulombiano C~. é obtido na forma usual (já empregada pa-
l.J 

ra calcular C0 na equação (20)), isto é, subtraindo da integral 

sobre todo o cristal as integrais nas regiões esféricas, e sua 

expressao final é 

o 
c~ . = 

l.J 
:L 4'lT /g 

p 

o 

x C (x) 
p 

~T(x) sen(gx) dx -
p 

sen(gx) dx} 
( 25) 

R d F . 8 d d h ezen e e erreJ.ra eram ao termo e exc ange um trata-

mento aproximado, linearizando a dependência de Eo(:) com a den 

sidade local P< ~), 

E(p
0
)+ÔE/ôPip [P<~) 

o 

A essa parcela linear do potencial de exchange pode ser 

novamente aPlicado o princÍpio de superposição, e suas corr.pone~ 

tes de Fourier valem 



o 
E .. 
~J 

= (E - lJE/ôP j- ) o p 
o 

d:; - (3 E/{}P I p 
o 

.~ ... 

f 
~g-r 

p ( :;) e 

.O. o 

... 
dr 

( 2ó) 

(a primeira integral acha-se explicitada na seção III.3, e as 

componentes de Fourier da densidade eletrônica são obtidas corno 

na equação (25)). 

I .4 A NECESSIDADE DE AUTOCONSISTÊNCIA 

A construcão de um potencial MT pode envolver certo grau 

de arbitramento; é o caso, por exemplo, da razão a escolher en

tre os raios das regiões esféricas em cristais não monoatômicos, 

para a qual não existe um critério Ótimo. Diferentes corYigura-

-çoes decorrem estabelecendo esses raios de forma a empatar os 

potenciais nas superfÍcies das esfera.s, minimizar suas desconti 

nuidades em relação ao potencial constante ernll0 , maximizar a 

carga eletrÔnica contida nas esferas ou escolhendo-os proporciQ 

nais aos raios atômicos, por exemplo. 

t de se supor, em princÍpio, que a maior ou menor proprie 

d.aC!e da aproxirnacão MT para o potencial.· de determinado composto 

se meça pela estabilidade dos resultados frente a variações nos 

parâmetros arbitrados. Ora, a experiência acumulada em cálculos 

d f . . d d I . 9, 10,11 . leva os a e e~to por pesqu~sa ores este nst~tuto , v~-

sando em sua maior parte a compostos semicondutores, tem reite

radamente revelado a existência de instabilidades associadas à 
escolha de parâmetros corno a citada relação entre os raios das 

esferas ou ao tratamento do tipo de ligação suposto existir en

tre os átomos do cristal. Por esse tratamento, estamos nos refe 

rindo à possibilidade de emprestar às ligações um caráter mais 

ou menos iÔnico, mediante superpor potenciais atÔmicos autocon

sistentes calculados para configurações parcial ou totalmente 

iÔn:i.cas dos átomos em questão. Essa possibilidade é explorada, 

nor exernnlo, no estabPlecirrento do potencial cristalino de um 

9 



composto tipicamente iÔnico, como o KCl 7 , onde um termo de Na

delung pode mesmo ser tratado separadamente; mas seu significa

do não é ainda muito claro em outras situações, onde seu empre-
- 11 go determina, contudo, substanciais alteraçoes nos resultados : 

inexiste um critério para atribuir dado grau de ionicidade aos 

átomos a reunir, por exemplo, num cristal de GaAs, senão aquele 

que o vincularia à excelência dos resultados - caracterizando-o 

então como um parâmetro ajustável na teoria. 

A introdução de correções não-MT ao potencial fora das es 

feras deve subtrair grande parcela da responsabilidade recaÍda 

sobre a escolha dos raios, na medida em que descaracteriza essas 
_, 

fronteiras ao restabelecer, praticamente, a continuidade de V(r) 

(fica seu significado no que concerne à natureza composta das 

funções APvl) • 

Ainda· assim, a determinação "ad hoc" do potencial cristali 

no implica -numa distribuição de cargas arbitrária, que não nece2_ 

sariamente assemelha-se àquela existente no material em estudo. 

A simulação do cristal por uma superposição de funções de átomos 

(ou Íons) livres só pode ser entendida como uma aproximação de 

partida para o problema, já que nao se dispoe, então, de mais 

informação. Uma vez resolvida a equação de SchrOdinger, contudo, 

a informação adicional contida na equação (16) torna-se acessí

vel: a densidade eletrÔnica pode ser reobtida somando-se a.s pro

babilidades 1~1 2 sobre os estados ocupados ao longo da zona de 

Brillouin •. Urna comparação entre essa densidade e aquela empreg!:! 

da na partida permite avaliar a excelência da proposta inicial. 

Pode-se dizer que uma solução não consistente simultane~~ente 

com as equações (1) e (16) não reflete toda a informação básica 

disponível sobre o problema. Solucões autoconsistentes são obti 

das num cálculo iterativo no qual a equação de Poisson é resol

vida para a densidade da equação (16) e o novo potencial reinj~ 

tado na equacão de SchrOdinger. Consideracôes como a atribuição 

de um caráter parcialmente iÔnico às ligações atôrnicas, antes 

citada, passam a ter significado apenas na medida em que abre-

10 



viem c processo iterativo, isto é, medem-se pela aproximação que 

produzam entre a partida e a configuração autoconsistente. 

O advento de computadores mais rápidos tornou viável a e

dição de tais cálculos autoconsistentes, mas o procedimento en

tão adotado não exolora plenamente as possibilidades do método, 

visto que 
'd 10 

a aproximação HT do potencial cristalino foi neles ma!:! 

tJ. a ou -correçoes a ela só introduzidas no final, isto é, so-

bre a configuração M'T 
. . 7 
autoc::>nsJ.stente • 

Desse ~rocediT<ento pode-se dizer que se mantêm as restri

ções já feitas à aproximação M'f no tratamento de materiais de es 

trutura pouco empacotada; também parece pouco provável, nesses 

casos, que a autoconsistência confira maior estabilidade às so

luçÕes frente a diferentes raios das regiÕes esféricas. Por ou

tro lado, e proporcionalmente a sua relevância, a inclusão não 

autoconsistente de correções ao potencial NT convergido pode ser 

interpretada como devolvendo o problema a seu estágio inicial, 

ao retirar da solução seu caráter autoconsistente. 

Posto que permanecessem em aberto, portanto, as possibil.! 

dades do método APW frente a um tratamento mais completo, esta

beleceu-se cono objetivo deste trabalho determinar até que pon

to são relevantes as transferências de carga promovidas por um 

cálculo não-muffin-tin autoconsi~tente no GaAs, um material ti

picamente sensive111 a diferentes opções na construção do pote~ 

cial cristalino. A formulação do nrocesso autoconsistente e sua 

aPlicação ao GaAs são discutidas nos capitulas seguintes. 
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CAPÍTULO II UM PROCESSO AUTOCONSISTENTE COH POTENCIAL 

COULOMBIANO NÃO MUFFIN-TIN 

II.l INTRODUÇÃO 

A dificuldace funcamental da resolução autoconsistente 

consiste em integrar razoavelmente as autofunções eletrÔnicas 

da equa,-,ão ( 16) , 

P<~l = J 
ZB 

L jlj-'(;,k,e)l 2 dk 
est. ~cup. 

em k 

o que precisa ser feito a cada iteração. A tarefa é formidável, 

na medida em que essa integral pressupoe o conhecimento das au

tofunções da equacão de Schredinger ao longo da zona de Brillouin, 

e em que tanto a i:r.tegraçZco como a descrição de P na célula uni 

tária do cristal envolvem o problema de se representar satisfa

toriamente funções definidas num domÍnio tridimensional por seu 

valor num conjunto limitado de pontos aí escolhidos. Ainda hoje, 

e consideradas disponíveis facilidades computacionais médias, a 

condição de viabilidade de aplicação do processo autoconsisten-

te imp~e sérias restrições à precisão com que a equação (16) PQ 

de ser tratada numericamente. 

De um lado, integrações em reticulados tridimensionais 

são proibitivas, a menos que as autofunções 'P sejam aproxima-
........ 10 

das na zona de Brillouin por uma expansão do tipo k·P ; um e~ 

caminhamento alternativo foi seguido neste trabalho, e será dis 

cutido explicitamente na seção II.4. 

~ualquer que seja a o~ção escolhida para integrar no espa 

co re~ÍPToco, o nroblema permanece imp.raticável ·se se pretender 

algo como o estabelecimento de um conjunto de valores de P( .. r) 

em pontos discretos distribuidos densamente na c~lula primitiva 
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do cristal. 

A dificuldade é contornada aproximando-se a densidade P(~) 
- ~ por sua média MT p(r} -um procedimento tipicamente empregado 

em cálculos autocr•nsistentes. Os cálculos necessários à obtenção 

de p(~) são bastante simnles, mas essa simplificação tem seu pr~ 

ço. Em primeiro lugar, conforme apontado por Ferreira e colabo-
12 ' radares , ela desloca o potencial coulombiano nas regiões esf~ 

ricas em relação ao da região intersticial. Em segundo lugar, 

por reduzir a informacão sobre P na região intersticial a uma 

constante (obtida imnondo a condição de neutralidade da célula 

unitária do cristal), essa aProximação imPede que correcões não

-MT ao potencial de excnange sejam consideradas, ainda que em 

primeira ordem, como apresentado na secão I.3. 
. 12 . . d b. Ferrelra e colaboradores estudaram a prlmelra as o Je-

ções acima referidas, e calcularam as correçoes a adicionar ao 

potencial coulombiano para fazê-lo corresponder a uma densidade 

baseia-se em autoconsistente não-ET, Sua 

simular p(~) através de um 

técnica para cristais 

modelo analÍtico n(~) obtido de po

tenciais atÔmicos tipo Yukawa, e impondo a condição n(~) ~ p(:). 
Reservamos uma seção do capÍtulo III ao resumo dessa proposta. 

Reportando-nos aos cálculos autoéonsistentes até então d~ 

senvolvidos, verificamos que, além da aProximação NT para o po

tencial cristalino, contam eles com uma fonte adicional de erro 

por operarem com uma densidade de carga também em forma MT. Nes 

te trabalho, decidimos investigar parceladamente o efeito de 

correções autoconsistentes a um e a outro. No presente capÍtulo, 

além dos demais aspectos do método, analisamos os resultados ob 

tidos quando o potencial cristalino cor.1 correções não-MT a sua 

parcela coulombiana é autoconsistido para uma densidade de car

ga MT. No capítulo III, avaliamos o efeito sobre esses resulta

dos quando correcões à densidade HT são introduzidas, também au 

toconsistentemente, co~ base num processo alternativo ao prono2 

to por Ferreira e colaboradores. 

Quanto ao Potencial ~e exchange, nada·po~e ser feito se o 
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comDorta~ento explÍcito de 
.... 

p(r) na região intersticial nao fÔr 

reobtido a cada iteracão. Ora, como já comentado no capÍtulo an 

terior, ainda que a aproximação MT seja suficiente para descre

ver o exchange, a determinacão da média E0 depende ainda do co

nhecimento de p(~), ou então é incorretamente efetuada pela e

quação (21). A maior ou menor importância do potencial de excha!! 

ge em 1l 0 para a determinação das bandas do GaAs deverá infl1ür 

na qualidade dos resultados obtidos neste trabalho. 

11.2 CÁLCULO DO POTENCIAL CRISTALINO 

A configurcção MT de carga de que se dispõe ao cabo de ca 

da iteração. autoconsistente foi rePresentada esquematicamente 

na figura abaixo: no volume J1.. da célula primitiva do cristal 

se acham compreendidos z
1 

e z
2 

prótons descritos como cargas nu .. 
cleares puntiforrr.es que ocupam os centros r das respectivas es 

p 

Fig. 1 

feras atÔmicas; em cada uma dessas esferas, a resolução aproxi

mada da equaçao (16) dispÕe elétrons distribuídos conforme den

sidades esfericarnente simétricas p- (I~ - ~ I ) ; o restante da cé 
p p -

lula, de volume ~'1 0 =, Jl-..í21 - i22 , é ocupado uniformemente por 

um gás eletrÔnico de densidade p0 estabelecida pela condição 

de neutralidade da célula primitiva: 

R 

=:L{z -4iír 
P. p o 

( 27) 
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onde os R são os raios das regiÕes esféricas. 
p 

Para efeito de cálculo do potencial coulombiano, a linea-

ridade da equacão de Poisson permite redefinir essa configura

ção pela sm,erposição indicada abaixo, 

A B 

+ 
• 

Fig. 2 

• • isto e, por urna rede de ca.rgas puntiformes equivalentes a BP ]'rQ 
... 

tons nos rp. imersa numa geléia eletrônica uniforme de densid&de 

p tal que 
o 

(28) 

mais uma rede de esferas neutras contendo Z - B prótons nos ce!! 
p p 

tros, envolvidos por ~~ gás eletrÔnico de densidade esfericamen-
- ,.J. ..a. -te simétrica p (Jr- r I) - p ; imposta a neutralidade da se-

p p o 
gunda rede, 

R 
p 

Zp- BP= 47( J r
2

[pp(r)- p
0
J dr 

o 

p = 1,2 ( 29) 

ficam os B determinados por estas e pela equacão (28), de for
p 

ma a satisfazer automaticamente à equação (27). 

A parcela coulombiana do potencial de um elétron na confi 

guraçao MT é então a superposição dos termos coulornbianos para 

as configurações A e B. 

Para c<::lculc.r o potencial em A, escrevemos o potencial de 

um elétron no campo criado por outro elétron distante de r como 
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( 2/r) -Kr 
e {30) 

e passamos ao limite K ~O uma vez construido o potencial devi

do a todo o cristal. 

A contribuic-·ão a C A { -;) da geléia eletrônica de densidace 

p
0 

vele: 

J 
crist 

00 

= 87í p 
o J 

o 

-Kx dx x e = 

... 
dr' = 

- I 2 8n'f'0 K • ( 31) 

Para calcular a contribuição das carg2s puntiformes, tran2 
... 

lações funda~entais da rede serão rePresentadas por vetares ~ 

num sistema com origem no centro do átomo tipo 1 de uma célula 

pri~itiva escolhida; assim, os centros dos átomos 2 estão situa 

dos em pontos 

.. 
onde r 

o é o vetar que localiza o átomo 2 na célula-origem. Os 

prqtons B 
p 

um elétron 

c (~) 
+ 

= 

contribuem para a energia 
... , . 

em r na celula-or~gem com 

pQtencial coulombiana de 

l
.. ... ... 1 

-K t + r- r e o } . (32) 

O potencial coulombiano MT no interior da esfera 1 é apr~ 

ximado pela média esférica dessas contribuições em torno de ... 
r= o, mediante em::>rego da eqv.ação (13), 

+ 
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, 

onde x1 =11 + ~ 0 1- r e x2 =11 + ~ol+ r , resultando 

C+(r ~ R1 ) = - 2B1exp(-Kr)/r- 2 senh(Kr)/Kr • 

• { B1 ~ exp(-Kt)/t + B
2
exp(-Kr0 )/r0 + 

~;'O 

1.. ~ I .. ~ I exp(-K L+ r 0 l/1~ + r 0 } . 

(33) 

(34) 

As somas sobre a rede cristalina na equação acima têm seu 

tratamento numérico facilitado, urna vez convertidas em somas na 
1' rede recíproca, através do método de Ewald ~: 

L exp(-U.)/t = 4rí /.IlK2 
+ K + 

+ lirn { 4IT /Jl 
G .. oo 

[ 2 2 2] exp -(g + K )/4G 
L. 2 2 - 2G/Jrr 
g;o!O g + K 

. (35) 

L exp(-K/t + : 0 /l/l:l + : 0 ( = 4rí/11K2 - exp(-Kr0 )/r0 + 
... 
.t=O 

+ lim {4rr/.a. 
G-tco ... 

g;60 

..... 
exp(-ig·r ) 

o 

[ 2 2 2) exp -(g + K )/4G 2 } 
- ITj.QG 

2 2 ' g + K 

... 
onde representamos por g as translações na rede recíproca. 

Substituidas essas expressoes na equação (34), e adicion~ 

do esse termo à contribuição da geléia eletrÔnica calculada na 

equaçao (31), passamos ao limite K +O, obtendo 

17 



onde 

M(:0 ) = lim {411/.Q 
G-t oo 

~ exp(ig-~ 0 ) exp(-g
2
/4G

2
)/g

2
- 1T' /.ilG2

} 

g;tO 

... 
M(O) = lim { 4Tr /_Q 

G-too 

2 2 2 ·r;;;: ..,.. 2 } exp(-g /4G )/g - 2G/v1T- n/.fl..G .. 
g;éO 

Se invertemos o sistema de coordenadas e deslocamos sua 

origem de forma a coincidir com o centro do átomo tipo 2, uma 
- ' -A( ) expressao equivalente e obtida para C r ~ R

2 
, e podemos escre 

ver genericamente 

(36) 

-CA(r) I "" = - 2B r - 2 L-
~ 

B H(r ) - 2; 41T p0 r 3 , ( 37). 
P p q=l,2 q pq 

onde r tem ·sua origem no centro do átomo p. 

O potencial coulombiano no interior das esFeras é comple

tado superpondo-se a CA(r) aquele devido à configuração B, de 
p 

obtenção imediata, 

r 

c;(r) = - 2(Zp- Bp)/r + 8fT/r J r 2
[pp(r) - Po]dr + 

o 

R 
p 

... 8rrf r[rp<rl - p
0
)dr 

r 

e temos finalmente 

c (r) = - 2Z /r + 
p p 

r 

8fT/r J 
- 2' B M(; ) L q. pq 

q 

o 

2 -r p (r) dr + 
p 

(38) 

(39) 

Na região interesférica, o potencial é tratado via suas 

componentes de Fourier, como discutido na seção 1.3: 

... ~ ~ ~ 

C(r) exp(ig.r) dr = 

18 

f C(~) 
_Q 

... ~ ... 
exp(ig·r) dr-



-L J (40) 
p fl.p 

Nessa região, o potencial da configuração B é nulo, logo 

a função C(~) a integrar é 

... 
C( r) = lim {arrp;K

2
-

K -t O 
0 

' ... ""l ... ..., 2B1 ..;.-exp(-Kft -r )/Jt- r -
l!. 

(41) 

Na primeira integral à direita da equação (40), termos co 

mo 

( ~ ~ ~ ~r ) r
1 

= O, r = sao transformados em 
2 o 

~I f(x) 
~12. 

exp ig. x , "' • = [ ... c"" ~ t ~ ""rpl] dx"" 

-- -exp( ig·x) dx = 

-... J = exp(ig·rp) f(x) -- ... exp(ig·x) dx 
] 

crist 

e ficamos com 

... - -exp(ig-r) dr = lim 
K -t O 

{ 81Tf\/K
2 J exp( ig-~) d:; 

.n. 

- 2~>Pexp(ig-~P) J (exp(-Kx)/x] exp(ig.~) ~ = 

Crl.St 
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= 8lí/g
2 L B [J(g,~) - exp(ig.~ >J · 

p p p • (42) 

.. 
Termos nao esfericamente simétricos de C(r) no interior 

das esferas são desprezados, e a soma de integrais à direita da 

equação (40) é cc:ênletada com potenciais na aproximação HT obti 

dos na equação (39): 

= 

~ ... --. """ C (r) exp(ig.r} dr 
p 

2" ...... Blí/g L...exp(ig·r) 
p p 

+ [sen( gR ) - gR cos( gR l] /g L B H(; ) 
p p p q q pq 

Fina:mente, das equações (39, 41 e 42), 

= 2"' .... .... { - 3 81í/g ~exp(ig-rp) 2TTPJ3g • 

(43) 

21í/3g3 • 

• [(6gR - g3R3) cos(gR ) + (3g 2R2 - 6) sen(gR )l - B cos(gR ) -p p p p p) p p 

com 

... 
c (g 

o 

- gR cos(gR l]/g I> M(; ) } 
1 p p q q pq 

(44a) 

=0)=12C =41TL{BR
2

-2R3/32:_B M(j! )+ 
o o p p p p q q . pq 

~ 4Trp0 R;/15} (44b) 

Resta o termo de exchange; ele é calculado em função da 

densidade eletrônica autoconsistente com base na aproximação 

.. [ ]1/3 
E(r) = - 60( 3/BIT p(~) 
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Conforme discutido na secao anterior, o fato de essa den

sidade ser obtida e~ for~a MT implica em que a mesma aproximação 

é repassada ao exchange, isto é, 

. 1/3 
E (r) = 60(p [ 3/8ií f:Vr l} p (45a) 

1/3 
E = - 60( [ 3/8Tr p 

0
J , o o 

(45b) 

com o agrçvante de que as duas expressoes acima estabelecem E em 

função de densidades médias, já que a estas se resume a informa 

ção disponível sobre 
_. 

p( r). 

O potencial cristalino nas regi5es esféricas é a soma das 

equações (39) e (45a), 

V (r) = C (r) TE (r) 
p p p 

. • 
.. 

suas componentes de Fourier V (g) na região intersticial sao ob 
o 

tidas soma,do às equaç5es (44a) e (44b), respectivamente, 

e 

.. .. 
E (g 'f O) 

o 
= E f 

o..íl 
o 

... ... ... 
exp(ig.r) dr = 

..... 
E (g=O) = 

o 

[ sen\ gRP) - gRP cos( gRP) J 

E 
o 

(46a) 

(46b) 

Em síntese, a cada iteracão autoconsistente a função fp(r), 

tabelada num conjunto de valores de r, é lançada nas equações 

(28) e (29) para determinar as constantes B, e~ potencial 
p 

cristalino estabelecido mediante as equações (39), (44), (45) e 

(46). Cabe observar que na iteracão de partida se dispõe de uma 

.densid?de eletrÔnica não reduzida à for~a MT, o que permitiria, 

por exemnlo. considerar com~onentes de Fourier do exchange numa 

anroximacão linear. Tal .nrocedimento imnlicaria tão somente err. 
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deslocar o ponto de partida do cálculo autoconsistente, talvez 

no sentido de afastá-lo da solucão final, já que nesta Última a 

carga é ~iT; além disso, imnlicaria em quebrar a homogeneidade 

do tratamento dado à carga e ao potencial cristalinos, prejudi

cando a interprete.cão de sua evolucão autoconsistente. A densi

dade de partida foi, portanto, posta em forma MT. 

II.3 CALCULO DA DE:1SIDADE ELETRÔNICA 

.Na equacão (l6l,N'(~,k,E)j 2 
é a densidade de probabilida-.. 

de de que um elétron da célula primitiva se ache em r, no auto-

estado ( k,E), isto é, a integral de p(-;.) sobre o volume 12.. dessa 

célula é o número total de elétrons nela contido (Z
1

+ z
2 

pela 

notacão da secão anterior). O significado operacional dessa e

quação se torna mais aparente se consideramos a sequência obede 

cida na deterr:1inação dos autoestados 1./': 

um conjunto de pontos é selecionado para integração na 

zona de Brillouin (essa integração será discutida explicitamen-... 
te·na seção II.4); o grupo de ponto de 'cada vetar k e suas repr~ 

sentações irredutíveis sao estabelecidos; 

em cada ponto, parte dos autoestados ocupados - aqueles 

que não prescindem de determinação autoconsistente - são calcu

lados representação por representação, resolvendo a equaçao de 

Schrtldinger. 

A equaçao (16) é então reescrita como 

.. c .. 
p(r) = p (r) -;:- .. , ,<>< ...... 12 

+L- w(k) L .. 2n tfl1 (r,k,E) , 
ZB Eo<.{k) o< 

onde w(~) são eventuais pesos estatísticos ... 
k; 2n~ é a multiplicidade do autoestado de 

atribuídos aos 

eneruia E"' ('k). 

(47) 

pontos 

supo_2 

to degenerado em spin (n~ é a dimensão da representar;ão irredv.-
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• • . ' ) c( ... ) ' tJ.vel oc, o l.ndl.ce I e qualquer ; p r e a densidade de carga 

correspondente 

Além de 

• A • a estados "congelados" na autoconsl.stencl.a. 

L w(k) = 1 , 
ZB 

a equação (47) pressupÕe, portanto, a normalização 

Com 

quaçoes, 

de 'f~ em 

o propósito 

atribuiremos 

JJ~:(~,k,E)) 2 d~ = l. 
..n. 

de simrlificar a notação .. 
aos quaàrivetores ( k .• J) l. 

SAPW's conjunto à e Índices ' um unicos 

das 

da 

j • 

' proximas 

-expansao 

bem como 

(48) 

e-

(12) 

dei-

xaremos de exPlicitar o Índice de parceiro I. Aquela expansão 

passa a ser representada cano 

O( 

liJ ... ... ' O( ,-+,.t<. 
T (r,k,E) =L A.'+'· • 

i l. J 
(49) 

Normalizar as autofunções ~é determinar constantes N~ 

tais que 

obedeçam 
. 
a 

onde 

uF' .. 
T (r,k,E) = 

-equaçao {48), isto ' e, 

O( 

N-> = k <:L O( "' 0(. 0(. 
(A.) li .. A. 

ij l. l.J J 

"' N .. 
l.J = f <cp~t cp; 

fl 

{50) 

)-1 
• (51) 

.... 
dr (52) 

As integrais acima são, portanto-, os eleméntos da matri.z 

de- normalizar.~o N~ definida através de 
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L. 
ij 

O()... O( 
(a. N .. 

l. l. J 
O( 

a.= 
J 

1 • (53) 

onde os a~ sao os coeficientes já normalizados da equacão (50). 
l. .. 

Para cadz autovzlor E"'(k), o processo de normalizacão com 

preende, assim, resolver o sistema (15) (pelo método de triangu 

lacão, por exerrc:'lo) e calcular as integrais de superposição da 

equacão (52). 

Ora, o cálculo ce médias - 1.. .. I l-:T p ( r - r ) nc.s esferas na o 
p p 

requer o conheci:r,ento exn 1 Íci to dos coeficientes a?, senão a oe-

nas de produtos do tiro a~a., e estes Últimos podem ser relacio 
. l. J -

nados diretêmente com os elementos H':'. da matriz secular que sa 
l.J -

tisfaz ~ e~uacão (13), co~o de~onstraremos a seguir. Posterior-

mente, laYJ.çemcs m2.o do teorena Ce Feynr:<ar.~.-Hellman para mostr2.r 

que a matriz de normalização nais acima pode ser obtida deriva_g 

do a matriz secular que resolve (13) em relação a E. Então a 

contribuicão de 1'-/'"12 ~ densidade l·i'I' pode ser identificada calcu

lando os termos à esquerca da eqv.ação (53) e inspecion2ndo a dis 

tribuição do elétron nela representado entre as diferentes re

giÕes do cri<:' tal. 

Se representamos por C a matriz dos cofatores dos elemen

tos de H~, isto é, 

C .. = (-1/+j M .. 
l.J l.J • 

, « -onde M .. e o menor do elemento H .. , entao 
l.J l.J 

O( 

= Óik det H 

No autoestado E01 , temos, portanto, 

L H~. c .. = o • 
j l.J l.J 

(54) 

(55) 

(56) 

, H"' . ' Seja U uma matriz unitaria que diagonaliza , J.sto e, 

' 
(57) 

onde D é a matriz diagonal dos autovalores de H"'. Então se um 
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dos autovalores de HO( for zero, a coluna de U correspondente a 

esse autovalor ' formada e 

isto ' D .. o e, se = ' JJ 

e pela equacao (57) 

Segue-se que 

pelos coeficientes 

u .. 
l.J = A": • l. 

u .. = o • 
Jl. 

O( 
C .. ocA .• 

l.J J 

A"': do autovetor Y'"', 
J 

(58) 

(59) 

(60) 

Analogamente, a hermiticidade de C implica em que 

ou seja, 

c .. 
l.J 

.. "' OC (A"':) A .• 
l. J 

(61) 

(62) 

As e1uaçoes (55) e (62) estabelecem que, para valores de 

E# E~, mas muito prÓximos deste autovalor, 

O( O( «·* 
= C • ./ det H OC A. (A.) a 

Jl. l. J 
O( O( * 

VI a.(a.) 
l. J 

, (63) 

onde VI é uma constante de proporcionalidade. Se este resultado 

é substituído na equação (53), obtemos que 

"""""" ( O( -1 W=L._N •. H) .. = 
ij l.J Jl. 

0(, 

N-' k • (64) 

Por outro lado, se~O(já se acha normalizada, a probabili

dade Q"' de que o elétron da equacão (53) se ache numa determina R . -
da região R em ..D.. pode ser calculada deslocando o potencial ne2 

sa região de uma· cons tal•J.te LC.V R e determinando a variacão corre2 

pendente .D.E na energ:i.a do autoestado:. Pelo teorema de Feynman
'4 Hellman- , 
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lim 
AVR~ 

é:.E/ L'. VR 
o 

"Ç""" c{ * o( 
= L. (a. ) Ô H • • /à V R 

. . l lJ 
lJ 

(65) 

onde 9/JVR está representando derivação em relação a desloca

mentos constantes VR do potencial na região R, mantido constan

te o autovalor da equação de Schrlldinger nessa região. 

Para calcular dS/~IR, consideremos que se E~ é a energia 

daquele autoestado, então 

(66) 

(essa propriec'ade e outras da função [ Tr H-lJ-1 sao discutidas 

pormenorizadamente na seção II.5.1, em conexão com seu emprego 

na determinação dos autoestados), e 

onde ~/~E significa derivação com VR = o. 
Segue-se que 

(para simplificar a notação, omitimos o Índice~ na matriz in

versa). 

As derivadas acima são obtidas de H-1H = I 

• 

e ficamos cor:-t 
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ou ainda, pela equacao (63}, 

Da 

que 

ou 

O( * o< :L (a.) (9H . ./avR) 
O( 

a. 
J ij ~ ~J 

QO( = ·- ----------
R 

comparacao 

:L 
ij 

"'Ç"" O( * "" L_ (a.) (OH . ./ o E) 
. . ~ ~J 

"'a. 
J 

~J 

deste resultado COl'l a equaçao 

"< "" O( ~ (a.) (oH . ./oE) a. = - 1 • ~ ~J J 

O( o< 
N .. = - ÔH . ./ôE 
~J ~J 

( 67) 

(65), decorre 

(68) 

Para estabelecer a contribuição do elétron em 'i'« à densi

dade esfericamente simétrica 4TTr2p (r) na esfera p, explicita 
p 

mos os termos da equação de normalização (53), reescrita como 

( 69) 

"' Para tanto, reagrupa'llos os termos do elemento H .. da ma-

triz secular (equações (14) e (8)) na forma15 ~J 

onde 

O( 
H .• 
~J 

O( o<. "' =-EA .. +B .. +V .. + 
~J ~J ~J 

L. c~·-P 
n ~J,{, p,.._ 

L n (E) I p,., 

.... -'"J ',_. .... l) • j
1
(/ Rk.-k. R 1/.1Rk .-k. . } 
J~P J~t 

) 
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c~•P = 471(2t~l) j,(k.R ) 
ij,.(. " ~ p 

exp i(Rk.-k.)·r [ ~ ~ ~ J 
J ~ p 

P, (k.· Rk .) 
~ ~ J 

L (E) 
p,L 

= R2 
u' ,(R )/ u .(R ) 

p p ..... p p '"' p 

e onde 

v~j = (G/n"'l~[~:(R)fJ exp[i(Rk{ki)·:;Jv<~) 
J20 

....... 
= Rk .-k. ) 

J ~ 

(70b) 

(70c) 

... 
à r 

(70e) 

foi incluído com base na discussão da seção I.3 (as expressões 
.... ... ... 

para V (g) =C (g) +E (g; estão desenvolvidas na seção II.2). 
o o o 
A disposição de H~. na forma da equação ( 70) tem signifi-

l.J 
cado operacional, em função de seu tratamento numérico na dete.[ 

minação dos autoestados: o cálculo dos coeficientes A, B e C de 

pende apenas da estrutura cristalina e da representação o< consi 

derada (via um conjunto de quadrivetores e operadores de proje

ção). As funções L (E) contêm a dependência das soluções da 
' p ,.R., - .. ... 

equação radial (3) em cada esfera no potencial v(Jr- rpJ) e na 

energia. Finalmente, para um dado potencial cristalino (isto é, 

em cada iteração) funções fp(g) em 

( 71) 

(veja equaçoes 44 e 46) sao tabeladas num conjunto de inteiros 

2 2 2 
h. = ( a/2TT) g. 

1 ~ 

e os terl:'.os v"' C21C1JJ.<Odos pelas equaçoes ( 70e) e ( 71). 
ij 

2fl 

(70d) 



A dependência de H~. em energia se faz explicitamente a
~J 

través do termo- E A~. e implicitamente nas funções L .; das 
~J p, .... 

equações (68) e (69) segue-se que 

ai. 
N .. = 
~J (72) 

Mantendo constante o potencial com que é resolvida a equ2 

çao radial (3) na esfera p, é facilmente demonstrado {subtraindo 

de (3) a equaçao para uma nova u .{E -t-DE) e passando ao limi
p," 

te LIE + O ) que 

R 

- ~LP,L/9E = [ up,~(Rp)]-2 Jpr2 

o 

2 
u (r) dr . 
p,L 

A equação de normalização (69) fica, assim, 

O( -1.._ o< 
(Nk ... ) L- A .. 

. ~J 

J 

ou ainda 

_, 
H.:
J~ 

u
2 

.{r) dr p,;:. = 1 , 

c< ' o<, 0+L.._O.=l 1 

[
u2 (R )l-2 • 

p,.Q. p J 

{ 73) 

{74) 

O n p,.._ 
p, .... ( 74a) 

O( .~ ... onde Q é a probabilidade de que o elétron em T (k) se ache fo o 
ra das esferas, e q« = 2:: Qo< 

p .(. p.~ 
a probabilidade de que se ache 

na esfera do átomo p; as parcelas Q~ sao as frações dessa Úlp,.t 
tima probabilidade associadas com orbitais .t • 

Alternativamente, essas probabilidades podem ser calcula

das Pela equação {67): 

o;=L. 
ij 

a~.* 
(a.) (ôH':'./(JY ) 

~ ~J R 
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Por exemplo, 

potencial da esfera 

comparece na matriz 

a probabilidade Q; é. calculada deslocando o 

p de V = constante. Ora, esse potencial 
p 

secular através das derivadas logaritmicas 

das soluções u • da equação radial: 
p, .... 

'OH':' ./'OV = L (oH~ ./'O L n ) (;?L t/av ) 
~J p .t ~J p, .. p, p 

Has um acréscimo V P no potencial da equação radial· na es

fera p co:rresronde a um decréscimo igual na energia E com a qual 

é resolvida, logo 

e 

q"' 
p 

q"'
p =~ 

ij 

"'L /"'V = - ôL /'JE 0 PoR. u P p,t 

(-~L .f;:tE) p ,._ = 

-1 H . . ( - êJ L /'OE) • 
Jl. p,.t 

Se esse resultado é reescrito como 

R 
p 

2 (N~)-l -1 = 411 J. r fp(r) dr = L: c"'•P H .. 
k ,e,j ij,L Jl. 

o 
R 

J-2 ( 2 2 
[up,.f- (Rp) r u (r) dr • p,.t 

o 

(75) 

deduz-se que a contribuição do elétron considerado para a densi 

dade MT autoconsistente é 

CO( ,p -1 
• . H .. 
l.J .t Jl. 

r 2 u2 ,(r)/ u2 
(R ) p .... p. t p • ( 76) 

Consideremos o comportamento da equaçao (74) para um elé

tron de "core" do átomo p: chamando Ep à energia desse autoes 
15 n,L 

tado (n,t), pode-se mostrar que a derivada 
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-'?L /9E 1 p,,t 
E '"' Ep . 

n,.e. 

é extremamente alta, de forma que o termo (p,t) correspondente 

na somatória da equação (74) predomina largamente, e 

Esses elétrons são então esperados nao contribuir signifi 

cativamente à transferência autoconsistente de carga, uma vez 

que o notencial visto 

citada transferência. 

, , . 
por eles e por sua vez pouco sens~vel a 

Os elétrons de core sao então "congelados" no cálculo au-

toconsistente, e a equação (47) é reescrita finalmente como 

2 - ( ) . 2 -c ) 47Tr p r = 4Trr p (r 
p p +L. w(k) L. .. 

ZB E ( k) 
v 

.R 

P 0 =~{zP-4Tír r2 pP<rl dr}, 
o 

onde 

4rr/ pc(r) = 
p 

e 

L 4Trr
2 

P~, 1 (r) core 

I: 
.e 

L. 
t. j 

( 78) 

(77a) 

(77b) 

Nas equações ( 77), portanto, a forma NT da densidade ele

trônica foi explicitada, e os estados de core e valência indica 

dos resnectivamente por Índices (n,.e) e v. 
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11.4 IIITEGRhÇÃO SOBRE: AS BANDAS DE VALÊNCIA 

O cálculo 

corr.nutar médias 

da densidade eletrÔnica da equaçao (47) envolve 

de l~l 2 
ao longo das bandas de valência E (k). v 

Nesses casos, se a função a integrar na zona de Brillouin é tal 
.... , ~ , 

que o corr!puto de seu valor num grande numero de pontos k e pos-

sível, essa média é em geral calculada sobre um denso conjunto 

de Pontos UY!iforrerr.ente distribuídos numa fração irredutível da 
.... 

célula de \hgner-Seitz da rede redProca; os pesos w(k) na equ-ª 

ç:ão (47) são então proporcionais ao número de vetares da "estr§_ 
~ ~ 

la" de k (diferentes vetares obtidos por aPlicacão a k do grupo 

) . ' d 10 de nonto do cristal • Esse tipo de procedJ.mento e emPrega o , 

"'( ... k) por exerr.nlo, quando os autovetores T sao aproximados por u-- ~ ~ 

ma exp2nsao k·P a partir dos autoestados num ponto de alta sim§. 

tria; contudo, às dificuldades relacionadas com a convergência 

dessas médias em reticulados costuma acrescentar-se, então, a 

convergência dessas expansões para autovetores em pontos afast_i! 
_. 

dos de ko {em geral' o ponto r)' em especial aqueles prÓximos 

à sunerfÍcie da ZB. Mesmo o esquema desenvolvido na secão ante

rior para cálculo da contribuição de autoestados de valência em .. ' k a densidade autoconsistente, computacionalmente simples, tor-
4 

na-se inviável se mais do que uns poucos pontos k forem necessá 

rios para integrar na zona de Brillouin. 

O problema da obtenção de médias de funções periÓdicas 

f(k) na ZB foi abordado por Baldereschi
16

, com base no argumen-
A • 

to de que as propriedades de simetria cristalina provem meJ.os 
-' 

de definir "pontos de média" kB, particulares de cada rede, tais 

que 

(79) 

eh d . c h 17 d. . d'. b . a J. e o en expan J.ram essa J. eJ.a e ela oraram uma 

sistemática para a obtencão de conjuntos de pontos "representa

tivos" ou "es1•ccíais", tais que (f)zB f'Ode ser aradualmente ·c-
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oroxirnada, calculando médias ponderadas 

N 

(f)zB ';;! L w( kc) 
c=l 

f(k ) 
c ( 80) 

' em conjuntos contendo um numero N crescente de pontos. Esses 

conjuntos são, infelizmente, disjuntos, e a convergência de 

(f)ZB não é linear com o crescimento (explosivo) de N de um da

do conjunto para o melhor seguinte. 

Resumidamente, seu processo consiste em expandir uma fun

cão g(k) que tenha a simetria comPleta da rede (pode-se demons

trar que parcelas de f(k) com simetria menor não contribuem pa

ra a média) em série de Fourier na rede direta: 

.... 
g(k) = 

onde 

A ( k) 
m 

g + o 

..... 
exp( ik· t) , 

(81) 

( 82) 

... 
isto é, onde os vetares de translação da rede direta L estão or 

denados em mÓdulo crescente L . Ora, 
m 

(g)zB =..fl.../( 21Y)3 J .... .... 
g(k) dk = go . ( 83) 

ZB 

.... 
Inexistindo um ponto k para o qual 

.... 
A(k)=O, 

m m = 1,2, ... oo ( 84) 

..... -trata-se de pesquisar um ponto kB para o qual a equacao acima 

seja satisfeita 
... 

tesA ; se g(k) 
m 

raPidamente, e 

para um número finito 11 dos primeiros coeficieQ 

é uma funcão suave de 
.... 
k , a série (81) converue 

( 
.. ) ,.J 

go kB = (g)ZB • 
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Assim procedendo, e li~itado a M 6 3 pelo máximo número - ~ de e~uacoes (84) que determinam as três comnonentes de kB, Bal-

dereschi estabeleceu para as redes cÚbicas seus chamados "pon

tos de média". No caso esnecÍfico de redes fcc, M=2, e 

..> 
kB = (2Tí/a) (0.6223, 0.2953, O) • ( 85) 

Na extensão de Chadi e Cohen, busca-se um conjunto de N 
..> .... 

pontos k com cesos v(k ) tais que 
c c 

N 

L w( k ) A ( k ) = 
c m c 

c=l 
o • m = 1,2, ••• M 

com N 

c=l 
L w(k ) = 

c l • 

de forma que 
N 

c=l 
L. w( k ) g( k ) ·' 

c c go = (g) ZB • 

Os pesos w(kc) sao calculados corno 

.. 
w(k ) = c !L.n s 

s 

( 86) 

(87) 

(88) 

' ' -onde n e o numero de operaçoes do grupo de ponto do cristal 
c - .... que nao pertencem ao grupo de kc. 

Ainda especificamente para redes fcc, Chadi e Cohen cale~ 

laram inicialmente um conjunto de três pontos (a que chamaram 

"representativ')s") que satisfazem as sAte primeiras equaçÕes 

( 86) : 

.... 
(211'/a) ( 1/2 kl = o O) w(k

1
) = 0.25 .. 

(21l'/a) ( 1 1/2 O) w(k
2

) (89) k2 = = 0.25 .. 
(21l' /a) ( 1/2 1/2 O) w(k

3
) k3 = = 0.50 
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18 .- ~ . .. 
Posteriormente, demonstraram que se ki e k2 satisEazem a 

equação (84) para certos valores de m respectivamente indicados 

por {M
1
} e {M

2
}, então um novo conjunto pode ser gerado a par

tir desses vetares por 

.. .. ... 
k = k' + R k' 

i 1 i 2 
( 90) 

(onde R. são as rotacões do grupo de ponto do cristal), conjun
J. 

to esse que satisEaz às equações ( 86) para a superposição de 

{M1) e {M2} 
faz (84) para 

.... 
Partindo de ki = ( 211' /a)( 1/2 1/2 O), que satis-

todos os m Ímpares, e de k2 = ( 211' /a)( 1/4 1/4 1/4), 

-que o faz param= 2,4,6, etc, mas nao param= 8, por exemplo, 

obtiveram um novo conjunto 

.. 
( 2n' /a) ( 1/4 :I./4 1/4) 

.. 
1/4 .kl = . w(k

1
) = • 

(91) .. .. 
k2 = (211' /a) (1/4 3/4 1/4) . w(k

2
) = 3/4 • 

pelo menos tão eficiente quçnto o das equaçoes (89). Os dois 

próximos conjuntos de Dontos "especiais" de Chadi e Cohen para 

redes fcc são comnostos respectivamente por 10 pontos (a equa

ção (84) deixa de ser satisfeita pela primeira vez param= 37) 

e por 60 pontos (Ídem param~ 150). 

Baldereschi comparou seus resultados para a densidade de 

carga de valência do Ge na direção de ligação, calculada com o 

ponto kB da equação (85), àqueles obtidos a partir das mesmas 

funções de onda por vlalter e Cohen19 , estes integrando sobre u

ma amostragem de 3600 pontos na zona de Brillouin, constztando 

desvios de apenas 1%. A concordância é menor para as densidades 

de cada banda de valência individualmente: empregando o conjun

to de três pontos representativos das equações (89), Chadi e 

Cohen reProduziram resultados calculados com 512 pontos dentro 

de rol 
,.) /0. 

Em nosso cálculo autoconsistente, a !imit=cão do núnero 
- i , • • • de pontos sobre os quais integrar na ZB nao e o unJ.co unc>eratl-
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vo na escolha de um particular conjunto { k} : é preciso ter em 

conta ainda a excelência da exnansão de '!'"'que pode ser atingi

da em cada ponto desse conjunto. Ora, quanto menor a simetria 
~ 

de k, tanto maior o número de SAPvl's 

( .. k .. } .. g .• J. 
]. ]. 

a incluir r.essa expansão, de forma a cor>vergÍ-la razoavelmente 

(num dado raio de expansão na rede recÍproca). Essa expansão 

conhece também um limite de viabilidade, na medida em que deter 

mina o n{u-:tero de qv.3.ntidc..Ces a armazenar e manipular na determi 

-nacao dos autoestados em computador. 

Para o processamento numérico do presente trabalho, cont_9 

mos C8m o acesso em time-sharing ao sistema PDP-10 (Digital E

quipment Corporation) do centro de computação desta Universida

de. Em condições médias de utilização das facilidades providas 

por esse sistema, mostrou-se razoável trabalhar com expansoes 

envolvendo até 50 quadrivetores. Ora, com base numa estimativa 

' . d s . d. k 15 b d d . o 001 emp1r1ca e WJ.ten lC , an as s e p evem converg1r em • 

I
~ .. 

Ry para( k + g! , } R ~ 5 e 6, respectivamente. No GaAs, com max p 
R(As} = 2.166 u.a. (veja secão II.?), ~sso significa /k + gjmax 
~ }-1 = 2,8 (u.a. , ou seja, aproximadamente 100 SAPW's seriam ne-

, . ~ . ,.. . 
cessar1as para calcular com essa prec1sao n1ve1s de valenc1a en .. ,... ..., 
volvendo orbitais p em kB; com 50 SAPW's, ~ + g max ~ 2.2 

Por outro lado, os resultados de Kinoshita20 , ao perfazer um 

cálculo KKR autoconsistente para diferentes configurações atômi 

cas no Fe-fcc, indicam que imprecisões de centésimos de Ry em 

energia corresponde:11. a erros de centésirr.o de elétron na carga 

da região interesférica, e entendemos que essa precisão é ra

zoável para a determina,-,ão da cayga autoconsistente. 

O ponto de Baldereschi, bem como conjuntos com 10 ou mais 

pontos (que, além de numerosos, contêm tarr.bém pontos sem sime

tria) foram descartados em favor dos conjuntos (89} ou (91}, c~ 

jos vetares de menor simetria têm grupo de ordem 2. Destes, o 
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. ' ... conjunto de tres pontos "representativos" e tal que k
3

, o mais 

pobre, participa com 50;; na média ponderada (87), enquanto que 

no conjunto de dois pontos "especiais" da equação (91), o ponto .. ' k
2

, tambem de menor simetria, contribue com 75% a essa média. 

Cabe citar ainda que, no mesmo cálculo acima referido, Kinoshi

ta obteve para a densidade média de carga na região interesféri 

ca calculada no limite absoluto de temperatura com os pontos re 
' -

presentativos um valor mais prÓximo do resultado com 10 pontos 

do que aquele computado com o conjunto (91). Assim, decidimos 

empregar neste trabalho o conjunto (37). 

Nos quadros a seguir, são avresentados o grupo Td (sime

tria de rotação de estruturas zinc blende) e os grupos de sime-, 

tria desses três pontos, seguidos da decomposição das represen

taçÕes ~ = O, l e 2 do grupo esférico (veja discussão da secão 

11.5.2) nas representações irredutíveis desses grupos. Apresen-
_. ... 

tamos também uma lista de protótipos de quadrivetores (kc+g, J), 

calculados com o operedor de projeção P
1

J , presentes em cada ... ... 
:representa.ção, e o mÓdulo :l.o maior vetor k + g envolvido na 

expensão de~ em 50 SAPW's. Finalmente, no quadro 5A, são com-

paradas . . ' as convergenclas, com o numero de SAHI' s, da banda As 4s 
... 

em kB e das bandas de valência em k
3 

= (2T(/a)(l/2 1/2 O); aiQ 

da para este ponto, no quadro 5B, mostramos corno convergem as 

contribuições t = O, 1 e 2 à probabilidade em cada esfera (in-
-v R. - ( ) ) tegrais de p ' da equaçao 77b 

p 
de um elétron no autoestado 

de pior convergência em energia. 
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Quadro lA - Operações do Grupo Td 

R f . * e e1.to R i efeito R efeito 
i . . ~ 

E a b c 

c2 - b a c 
4,1 

c I - -
3,5 

c a b 

I 
' b -c I c a 3,6 

- b JC4,5 c a 

b -
JC4,6 c a 

c2 -a b c 
4,2 

c -
3,7 

c a b b -
JC2,1 a c 

c2 - -a b c 
4,3 I 

c - -
3,8 

b c a - -
JC2,2 c b a 

I 
c c a b 
3,1 JC4 ,1 

- -b a c -
JC2,3 a c b 

c 
3,2 

b c a JC 4, 2 b -a c JC2,4 b a c 

- b c c a 
3,3 JC4,3 

-a c b JC2,5 c b a 

c b -
3,4 

c a JC4,4 
- -a c b JC2,~ a c b 

Quadro lB - Caracteres de Td 

E 3C
2 
4 

8C
3 

6JC
4 

6JC
2 

. 

fJ. 1 1 1 1 1 

G 1 1 1 -1 -1 

'12 2 2 -1 o o 

'ls 3 -1 o -1 1 

Ss 3 -1 o 1 -1 

* .. sobre r = (a b c) 
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... 
Quadro 2A- Caracteres do Grupo de k

1 
= {2Tr/a)(l/2 O O) 

I E 
2 

c4, 2 JC2,3 JC2,6 
' 

.61 
I 1 1 1 1 

1::::.2 1 1 -1 -1 

.63 1 -1 -1 1 

~4 1 -1 1 -1 

t =O I 
1 1 1 1 ~1 

i 

e.. =1 3 -1 1 1 .61.,...63+..64 

(.. =2 5 1 1 1 2 ~1+~2+~3.,..64 

' 

Quadro 2B - Protótipos de Quadrivetores Presentes 

Índice de f1J de Coluna .. .... 
k1 ... g .61 1::.2 ~3 .64 

a o o 1 - - -
a b b 1 - 1 -
a b b 1 - - 1 

" 
a o b 1 1 1 1 

a b c 1 1 1 1 

I k1 + g l5o 3.02 - 3.45 3.45 
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• 
Quadro 3A- Caracteres do Grupo de k

2 
= {21T/a)(1 1/2 O) 

E c2 
4,3 JC 5 4, JC 6 4, I 

\l 
1 

1 1 1 1 

w2 1 1 -1 -1 

w3 1 -1 i -i 

1·1 
4 

1 -1 -i i 

r-~--~ 
. ~-· 

~=O 1 1 1 l w1 

~=1 3 -1 ' -1 \'1 + W3+ w4 -J. 
2 

. 

I 
t~2 5 l -1 -1 Wl+ 21v

2
+ w 

3
+ w 

4 

Quadro 3B - Protótipos de Quadrivetores Presentes 

Índice de Coluna de plJ ... .. 
k2+ g . wl w w3 w 

2 4 

a b o 1 1 1 l 

o a b 1 1 1 l 

b 
,, 

a c 1 1 l 1 

jk2+ gl50i 3.29 3.29 3.29 3.29 
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... 
Quadro 4A - Caracteres do Grupo de k

3 
= l2TT/a)(1/2 1/2 O) 

E JC2,4 

2:1 1 1 

L.2 1 -1 

t=O 1 1 !:1 
I 

t=1 3 1 2L.1+L.2 
I 

.t=2 5 1 3L.l+ 2L2 

Quadro 4B - Protótipos de Quadrivetores Presentes 

Índice de Coluna de plJ 
~ .... 
k3+ g :Ll :L2 

a a o 1 -
a a b 1 -
a a b 1 -
a b o 1 1 

a b c 1 1 

!""' .... I 
k3+ gl;o. 2.46 2.86 
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-1> 
!\) 

SAFW 

30 

35 

40 

45 

50 

.e = o 
0,0601 

0,0602 

0,0600 

0.0599 

0,0596 

Quadro 5A - NÍveis de Valência em kB e em k
3 

(Rydbergs). 

SAP~I -+ 30 35 .. 
kB -0.9389 -o. 9442 

l:l -0.9446 -0.9451 

1(3 
1:1 -0.4799 -0.4809 

z:1 -0.3016 -0.3046 

!:z. -0.1961 -0.1961' 

----~----- ------~ 

40 45 5 

-0.9499 -0.9555 -0.9 
~--------- -- ------

-0.9456 -0.9460 -0.9 

-0.4823 -0.4832 -0.4 

-0.3078 -0.3091 -0.3 

-0,1977 -0.1980 -0.1 

o 

679 

463 

842 

096 

985 

Quadro 5B - Distribuição de um E1étron com E(k
3

) = 0.43 Ry 

Esfera As Esfera Ga 

t = 1 .e ; 2 TOTAL t = o t = 1 .(. = 2 TOTAL 

0.1996 0,0072 o. 2669 0.3673 0,0376 0.0086 0.4135 

o. 2026 0,0072 0,2700 0,3649 0.0374 0,0085 0,4108 

0.2065 0,0070 0.2735 o. 36 27 0,0378 0.0086 0.4091 

0.2087 0.0071 0.2757 o. 3615 0.0381 0,0087 0,4083 

0.2109 0,0071 0.2776 0,3609 0.0383 0.0087 0,4079 

fl.o 

0.3196 

0,3192 

0.3174 

o. 3160 

0,3145 



II. 5 ASPECTOS T~CNICOS 

II.5.1 DETERMINAÇÃO DOS AUTOESTADOS 

Conforme observado no primeiro capítulo, a dependência im 

plÍci ta das AP'II em energia deterrr.ina que os autovalores E« de

vam ser calculados interpolando as soluçÕes da equação secular 

num "mesh" de energias .• A versão original do conhecido programa 

Portran de Wood para o método APW (ao qual parte das técnicas 

desenvolvidas para a presente autoconsistência foram implementE 

das) utilizava- se, Para tanto, do procedimento indicado na se

çao I.l, que consiste em levantar a curva det H« Para interpolE 

ção de E tal que det ~ = o. Esse procedimento apresenta alguns 

inconvenientes relacionados, por exemplo, com a necessidade de 

introduzir fatores de escala adequados para evitar a ocorrência 

de ordens de grandeza exageradas, ou com a identificação e de

terminação de zeros eventualmente muito próximos a assíntotas 

da função det H~. 

Essas dificuldades, mais aquela relacionada com a detecção 

de autoestados essencialmente degenerados (degenerados por sim~ 

tria; não ocorrem 2qui, uma vez que a equação secular é resolvi 

da para um Único parceiro em cada representação irredutível), 

são removidas quando a pesquisa dos zeros do determinante da mE 

triz secular H~ é substituída pela dos zeros do inverso do tra

ço da inversa dessa matriz, isto é, 

( H-1)-l Tr = O· ( 92} 

(Para simplificar a notação, suprimimos temporariamente o Índi

ce de representação da matriz secular). 

A inversão de H demanda uma tarefa computacional maior do 

que o cálculo de 

volver o cáiculo 

seu determinante; contudo, e justamente por en 
-1 • 

de H , essa prática se insere numa sequencia 
' . numeJlca rr:ais anm12, des_tin0.da a estabelecer simulta.rtearnente c.s 
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contribuições das bandas de valência à densicade eletrÔnica au

toconsistente (seção II.3). Ela vem sendo empregada pelo gruuo 

de L.G. Ferreira (USP) no 

em sÓlidos e moléculas, e 

a seguir. 

cálculo de propriedades eletrÔnicas 
20,21 - . seus fundamentos sao sumar~zados 

Em urirreiro lugar, lembremos que quando o parâmetro E da 

matriz sec~lar aproxima-se de um autovalor E da ha~iltoniana, 
o 

um dos autovalores de H tende a zero. Segue-se que um dos ele-

mentos 

e= D .. = (U-lH U) .. 
~~ ~~ 

(93) 

da matriz secular diagonalizc;óa D tende a zero. A matriz inver

sa de D é uma matriz diagonal cujos elementos nao nulos são os 

inversos de D .. , logo seu traço vale 
1.~ 

e o inverso desse traço é 

1/e + L 
jti 

e 

1/D .. 
JJ 

1/D .. 
JJ 

( 94) 

( 95) 

que vai a zero com e -~ o • Como o traço é invariante frente à 
transformação unitária da equação (93), 

lim (Tr H-l)-l =O • 
E -.E 

( 96) 

o 

Observe-se que autovalores essencialmente degenerados E 
o 

correspondem ainda a zeros simoles da equação (92), já que ape-

nas imnlican em retirar mais termos ( 1/D .. ) = 
JJ 

l/e da soma no 

denominador à direi ta da eque.ção (95), e transformá-la em 



e 
( -1)-1 -------Tr H = 

n + e L. 1/D., . , 
. • J J 
J 

( 97) 

onde n é ê degenerescência de e e a soma em j' não inclue os Ín 

dices dos autovalores degenerados. 

Mostramos agora como obter essa degenerescência: da equa

ção (97) segue-se que 

ainda quando e,o. Por outro lado, 

e Portanto 

lim 
e + o 

(Tr·D-1 ) 2/ Tr D-2 = lim 
e -+o 

{n + 2e 2: 1/D., .,) = 
J J j • 

( 98) 

( 99) 

n. ( 100) 

Alguma manipulação algébrica permite demonstrar que a im

precisão na determinação dos autovetores é de mesma ordem que a 

quela em n. Finalmente, 

( -1)-1 ' -Tr H e uma funçao 

pode-se demonstrar que, para E ~ E
0

, 

monotônica de E: 

(101) 

A derivada acima foi calculada na seção II.3: 

logo 

( I -1 -2 d dE)(Tr H ) = - Tr(H dH/dE) • ( 102) 

. -2 
Das equações (101) e (102), lembrando que H e (-dH/dE) 

(matriz de normalização) sao positivas definidês, segue-se que 
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( 103) 

( -1)-l Essa prJpriedade permite que os zeros de Tr H sejam 

interpolados usando um aproximante monotÔnico; por outro lado, 

assíntotas daque12 função são convenientemente separadas se para 

esse aproximante é escolhida uma fração racional PM( x)/./( x). 

A técnica que acabamos de descrever mostrou-se especial

mente adequada ao tratamento da equação secular no método AVi/, 

escolhido para interPolação um aproximante de Padé (1/1] : 

-' 
Em cada ponto representativo kc' a pesqu~sa do autovalor 

E (k ) de uma dada banda de valência obedeceu à seguinte sequên 
v c -1)-1 

cia: vma vez conhecida a qua:'ltidade y = ( Tr H em pelo me-

nos três pontos de um mesh de energias estabelec~do em torno da 

provável localização de E (mais determinada à medida em que 
v 

converge o notencial cristalino), a posição aproximada de y =O 

é extrapolada pelo aproximante ( 104), 

a varredura em energia prossegue até que esse zero seja detecta 

do no interior de um intervalo do mesh. A partir daÍ, E é cal-
v 

culado iterativamente em sucessivas interpolacÕes; o autoestado 

é considerado determinado se a degenerescência (n = 1) da equa

ção (100) é obtida a menos deAn = 0.0001. 

Como também as derivadas logarítmicas L ,da equação (70d) p, .. 
são funções moYtotÔnicas de E, o mesmo aproximante de Padé é em-

pregado para interPolar essas funçÕes em pontos não contidos no 

mesh original de energias (de Forma a estabelecer a matriz secu 

lar nesses pontos). 

Finalmente, uma vez calculaCo 

n<Jrmalização 

- 'iJL I lJE p,t 
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da equação ( 72) sao obtidas dos aproximantes de Padé o ara as de 

rivadas logarítmicas corresPondentes, por 

Isso permite calcalar a constante de normalização da equ~ 

ção (64) e então conhecer a distribuição de um elétron nesse au 

toestado entre as três regiões do cristal, bem como a decompos~ 

ção do autovetor em harrr,Ônicas esféricas t. 

:ti. 5. 2 LINEARIZAÇÃO DAS DERIVADAS LOGARÍTMICAS 

- w"' ... Se 50 quadrivetores sao ewnregados para exnandir r em k, 

o estabelecimento da "'atriz secular H"' corresponéente a uma oar . -
ticular energia E envolve calcular 

N=50 
L n = N(N+l)/2 = 1275 
n=l 

números co~plexos 
C"(, ~.p 

B .. e C. . , que 
l.J l.J. 

H~.(i ~ j). Para tanto, os coeficientes A":-., 
l.J l.J 

independem de E e do poten~ial, podem ser ar-

mazenados permanentemente. Para - ... .... 
cada reoresentaçao ~.(k ) (k = 

. J c c 
pontos representativos de Chadi e Cohen) presente nas bandas de 

valincia, ·isso significa armazenar 

1275 + 1275 + 2 (.tmax + 1) 1275 

números comnlexos, onde .e é o maior número quântico t empre-· 
max 

gado na expansão das AP'il 's em harrr,Ônicas esféricas. Outras 1275 

quantidades complexas v~. , dependentes de notencial, precisam 
l.J 

ser estabelecidas a cada iteração. 

Expansões até t = 12 mostram-se suficientes para assemax 
gurar a convergência das AFW's 11 • Pela estimativa acima, isso 

ir.,;.lica e:r. rr.2nipular mai-s de 350CO nÍu;:.cros co~r;plexos na n.on:~-

47 



gem de H"< em cada energia, demandando uma utilização espacial e 

temnoral de comrutador fora de nossas possibilidades. 

O . f. 15 . , . ' b d ra, ver1 1ca-se que, para energ1as prox1mas as an as 

de valência e conducão, as derivadas logar:ítmicas 

u' / u 
p,.t p,!l, 

da equacao (70d) tendem a depender linearmente de E para valores 

de .e. a Partir de R- = 3 ou 4. Isso sugere a possibilidade de e
o 

conomizar te1ooo e esoaço em computador, mediante tratar uma pal: 

te do termo 

( 105) 

do elemento de matriz da equaç2o (70) aproximando as funções 

L (E) em primeira ordem por 
p,.t 

L ,(E) = a + b E p,... p,.e, p,.t 
(106) 

(Essa simolificação foi DJJposta originalmente por DeCicco ). 

Em cada varredura em energia, destinada à pesquisa de au

toestados, os coeficientes da linearização (106) são determina

dos a partir dos valores da função L • nos extremos E. e Ef do 
p'.... l. 

mesh de energias: 

b = 
p ,.e 

a = 
p,t 

L (Ef) p,e, 

E -f 

L (E.) -p,.e. l. 

L ,(E.) 
p 'v l. 

E:. 
l. 

b E. 
p,.f.. l. ' 

onde p=l, 2 e t = 3, .R. • 
, max 

O ter:no da equacao (105) é então reescrito como 

2 

\,~(E) =L. L c~·P L (E)+ B!. +E A!., 
' p t=O l.J ,t p,.e. l.J l.J 

onde 

(107) 

(108) 



"< 

=2: L c~~P B! . a 
p,.C. ~J p ~>2 

~J • .t 
(108a) 

O( 

=L: L. c~·.P A! . b 
~J p .t?2 ~J • .t p. (, 

(108b) 

Como essa linearização é dependente do potencial (e mais 

precisa para esse particular mesh [Ei,Ef] ), o armazenamento pe~ 

e c~·P precisa ser abandonado em rnanente das matrizes ... 
favor de seu estabelecirc.ento em cada iteração, agora envolvendo 

alocar aPenas ten;porariamente espaços para 

o( 

AtI = 
ij 

... 
A .. 
~J 

"' A! . , 
~J 

"' B' • -
ij 

O( "' O( 
B .. tB!.tV .. 
~J ~J ~J 

e 
c<><,(p=l,2) 

i j, ( .t =O ,1, 2) 

ou seja, aproximadamente 10000 números complexos, necessários 

para a rrontagem ee 

"' H . . = - E "' A! •. + 
~J ~J 

.. 
B' • + ij 

2 

Co<,p L (E) • 
ij,.t p.~ 

( 109) 

O tempo gasto em calcular as matrizes de estrutura A, B e 

·C na Pesquisa de cada autoestado de valência (pois as derivadas 

logarítmicas foram linearizadas para cada mesh varrido) é 1arg2 

"" mente comnensado pela economia de tempo na mor1tc.gem de H .. em 
~J 

cada energia. 

Se nos reportamos agora às equações (77) e (78) da seção 

II.3, constatamos que a linearização das derivadas logarítmicas 

para .e.> 2 corresponde a subtrair a contribuição desses termos 

à densidade de valência nas esferas, deslocando essa carga paré. 

a região interesférica, através da equação (78). 

Ora, a simplificação discutida acima é especialmente ade-
' • A • quade a rre!>ente atltoconslstenclz., uma \'ez que és bandas de va-

lência do GaAs têm origem em níveis atôrnicos 4s e 4p (mais esp~ 

cificar.ente, são com,.,osta:; por níveis As 4s e As 4p hibridiza-

dos com Ga 4s nos pontos em qve requerimentos de simetria o 



Quadro 6 - Funções R2 L .(E = 0.5 Ry) Linearizadas 
p p." 

.t 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

LlE = (-1.0 Ry, 0.0 Ry) 
1 

LlE = (-0.56 Ry, -0.44 Ry) 
2 

As (R= 2.166 u.a.) 

calculaào 1in. em L>E
1 

lin. em L>E
2 

4.93862 4.91300 4.93843 

7.59318 7.58263 7.59310 

10.0039 9.99812 10,0039 

12.3215 12.3179 12.3214 

14.5914 14.5890 14.5914 

16.8334 16.8317 16.8333 

19.0574 19.0561 19.0574 

21.2692 21.26 82 21.2692 

23.4723 23.4715 23.4723 

25.6689 25.6684 25.6689 
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permitém). Nos quadros 2 a 4 da seçao II.4, as representações 

irredutíveis ~ = o, 1 e 2 do grupo de simetria esférica se a

cha~ decomrostas nas representacões irredutíveis dos grupos dos 
~ 

pontos rePresentativos k • . c 
Finalmente, confor~e converge o cálculo autoccnsistente, 

a linearizarão da equação (106) pode ser praticada em interva

los ~E cada vez nenores (isto é, um maior estreitamento do 

mesh de energias em torno do autovalor vai sendo possível). No 

quadro 6, valores de L. (E = 0.5 Ry) para t = 3 a 12 são com-
p,.C o 

parados àqueles obtidos linearizando essas funções num interva-

lo de 1.0 Ry,simétr~co em torno de E • Durante a presente auto
o 

consistência, esse intervalo foi da ordem de 0.1 Ry, com E mais 
v 

prÓximo de E f, como o segv_ndo intervalo de linearizaçiio mostra-

do no mesmo quadro. 

II .6 CRIT~RIOS DE REALIEENTAÇÃO E AUTOCONSISTÊNCIA 

Uma particular iteração n do processo autoconsistente se

rá entendida como a sequência de operações que leva de um pote~ 

cial cristalino de partida v1 
a um potencial de chegada v0

• 
n n 

Como discutido nas seções anteriores, essa sequência compreen-

de determinar os autoestados de valência em alguns pontos reprg 

sentativos da zona de Brillouin, integrar suas contribuicões à 

densidade de valência e resolver a equação de Poisson para o 

novo potencial v0 
• Esse potencial se acha convergido quando 

In 
coincidir com V dentro de uma margem de erro pré-estabelecida. 

n 
Completada a iteracão n, é preciso decidir·que função em-

pregc.r como VI 
1

• A'' exp~riência mostra que a iteração n·l-1 não 
nr I o 

deve ser inicic.lizada com V = V sob risco de instabilizar 
n+l n ' 

o çálculo iterativo, ou pelo menos de retardar sua convergência. 

Isso pode ser entendido com o recurso de um gráfico no qual o g 

feito de cada iteracão no potencial cristalino em um dado pon-
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... , 
te r e rerresentac'o por u:c ronto de coordenadas 

comnletada a pr::.Meirc iteração, nor exemplo, se 

I O (v,v) ... : 
n n r - ~ dispoe para r 

de a'""'enas ur;t -ponto n = 1, corr.o repre~entaào na figura abaixo; 

Fig. 3 

v0cn,-------------. 

_________ ,, 
I ---------T---
1 
I 
I 

I 
I 
I 
I 2 

----- .j.- .• - --"""1 
I I 
I I 
I I 
I I "'-·-----'----'-----' vi<n 

, AC _.) ( suponhamos que a solução autoconsistente e V (r logo, sobre 
I O 

a reta V = V ) • Nesse caso, uma combinação linear 

I(_.) v
2 

r ( llO) 

'"" < ' . ' . de VAC( _..r) d v0 ( ..,) ( com .... l estara maJ.s proxuna o que 
1 

r nesse e2 

tágio inicial, nada assegura, também, que C(= 1 nao provoque ?. 

divergência representada na r'ig. 3). 

O que se observa na prática é que valores tão menores sao 

requeridos para "', quanto mais complexo for o sistema em estu

do: no cálculo de potenciais atÔmicos de Herman3
, por exemplo, 

até médias aritméticas simPles (~ = 0.5) são possíveis na parti 

da, enquanto que as primeiras iterações do cálculo autoconsis-. 
tente de moléculas diatômicas já. req:<erem CC's não meiores do 

que 0.20
22

• 

O problema que se apresenta, nortanto, é o de construir 

critérios nara uma escolha otimizada c~ ~ a cad~ iteração, no 



sentido de acelerar a convergência do cálculo iterativo sem de

sestabilizá-lo. 

À medida em que avança esse cálculo, sua história anterior 

(representada por uma linha orientada liga~do os pontos (V~,V~)~) 

provê informação adicional para a solução do Problema. 

A ' d p 23 . d' d lem o esquema Proposto por ratt , 1n 1ca o para dete.r 

minação de o< em cálculos atÔmicos, só recentemente o assunto 

veio merecer u::-,a análise sistemática e suficientemente geral, 

num trabalh~ de Ferreira24 • 

O método de Pratt, aPlicável uma vez que pelo menos duas 

iteraçÕes já tenham sido completadas (e, portanto, um primei:co 

) o( .. ) -01 escolhico e:r.niricar.:ente , baseia-se em supor V r funçao a-
n 

VI(r .. ) ' penas de e aproximar linearmente essa depenàencia: n 

( lll) 

As constantes a(~) e b(~) são então determinadas do sist~ 

ma formado por esta equacã~ e a equivalente para ê iteração n-1: 

vo(~) v o ( ~) 
n n-1 O .-. I ~ .. 

a( r) = = L:;,.V (r)/AV (r) ( ll2a) 

VI(:) 
n 

VI ( :) 
n-1 

.... O ...), ..lo I ~ 

b(r) =V (r) - a(r) V (r) • 
n n 

( ll2b) 

... 
Então a constante odr) em 

( 113) 

é calculada tal que; a se manter para a iteração (n+l) a rela

ção (111), isso implique em 

( 114) 

resulta daÍ 
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( 115) 

Graficamente, o método de Pratt significa, em cada ponto 
~ 

r, interpolar linearmente pelos pontos (n-1) e n um valor tenta 

tivo situado sobre a reta de autoconsistência v1 = v0 
(figvra 

4). 
vo(fl 

r-------------------~ 

vo =VI 
n-1 

~~ 

Fig. 4 

Confor~ne observado p0r Ferreira, em cristais e moléculas 

a transferência de carga eletrônica promovida ao longo do pro

cesso iterativo (transferência essa que se constitue no objeto 

de determinação avtoconsistente) desautoriza um tratamento lo

cal como o da equaçãC> (111): ainda que o efeito do processo it~ .. 
rativo em V(r) possa ser aProximado linearmente, essa relaÇão 

passa a ser 

+ 

...... 
onde T( r,r') tem compone11tes de longo alcance. 

i .. ) c, r , ( 116) 

Aquele autor propÕe então que o comportamento do poten-
' .. 

cial cristalino ov molecular V(r) durante o cálculo iterativo 

nade ser razoavelmente caracterizado r>elo com:oortamento de al

guns nar~metros livres desse potencial (isto~. sensiveis, por 

exemplo, ~ ~itada tr2nsfer~ncia de cargas) adequadamente esco

lhirlos, e su~cre especifica~n~nte os potenciais vistos pelos n~-

54 



cleos atÔmicos, 
00 

up = 87( jrf(r) dr; 

o 

( 117) 

além de refletir a distribuicão de cargas, os produtos Z U sao 
p p 

os termos mais importantes da energia eletrônica total, portan-

to vinculados à soluç'iío autoc.:msistente (que corresponde a um 

extremo dessa enercria).. 

Os Potenciais U da equacao (117) foram emprecrados com s~ 
p 

cesso para acelerar cálculos autoconsistentes das moléculas de 

N
2 

eCO pelo método celular variacional. Sua aplicacão a este 

cálculo do Gahs é agora discutida, com base na referência 24, 

já citada. 
, ~ , 

t:o presente caso, o potencial visto pelo nucleo em r e, 
p 

pela equa~ão (39): 

u = - 2 L B M(-; ) 
p q q pq 

dr ( 118) 

Com esses parâmetros, a aproximação linear da equação (116) 

passa a ser escrita como 

2 

=2: 
q 

T 
pq + c ' p=l,2 p 

( 119) 

A 

e a determinação das quantidades T e C requer agora tres pares 

(u1
, u0

), correspondentes às iteracões n, n-1 e n-2: com eles 

podem ser construi das as diferenças 

nu1 I UI = u 
p,k p,n p,n-k 

k=l,2 ( 120) 

nu0 o uo = u 
p,k p,n p,n-k 

m-atriz T 
, 

solucão do sistema e ? e 
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= ....-- T ,b,. UI 
~ pq q,k • p=l,2 ; k=l,2 • ( 121) 

Se o potencial de partida da iteração (n + 1) for calcula 

do como 

I ~ O ..a. 
(1- ~)V (r) + ~V (r) n n 

então a mesma relacão vale para os parâmetros U, isto é, 

= ( l - oc) UI + 
p,n 

Definindo agora as variacões 

,6 n = Uo 
p p,n 

obtemos, com o uso das equações (119), (121) e (123), que 

f:j. n+l = 
p 

n 
+ o<:LT b,. • 

q pq q 

(122) 

( 123) 

(124) 

( 125) 

Um procedimento análogo ao de Pratt é determinar~ tal que 

A n+l = 
.Ll. o, 

p 
p=l,2 • (126) 

Com essa imposicão, a equação (125) fica 

L.{T -q pq 
(l - ( 127) 

isto é, há duas soluções - a que chamaremos 0{: , p = 1,2 - de

terminadas através dos autovalores t da matriz T, 
p 

o( p = (l - t )-1 
p p ( 128) 

A análise desse resultado é facilitada se consideramos i

nicialmente o caso mais simnles de um cálculo iterativo conten--

56 



do um Único parâmetro U (envolvendo moléculas ou cristais monoa 

tÔmicos, por exemplo); nesse caso, a equaçao (125) é 

( l25a) 

onde 
(l2la) 

a condicão de Fratt é ~n+l = O, logo 

Das equeçao 
J_~P ' -

~r~ e empregaaa 

cõ~s temos 

ex P = 1/( 1 - T) • ( l28a) 

(l25a) e (l28a), decorre que se uma const&nte 

dessa iteração em diante, ent&o após m itera 

(129) 

Se ~ p) o. - b . - d ...,. a equaçao acu1a esta elece como cond~çao e 

convergêncj_a que 

o < O(< 2<Xp (130) 

Ainda pela equaçao (12'!), no caso de ~P<o (isto é, 

T}l, como o exemplo representado na figura 5), a convergência 

implicaria misturas negativas, com 

(131) 

uo .-----------------------. 

Fig. 5 
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- '""p < d . ~ 24 Solucoes co,resuondentes a ~ O po em ser 2nterpretaoas 

como por.tos de instabilidade: para tanto, consideremos a figura 

6, onde sio representados segmentos de c~lculos iterativos, a) 

com T < l e realimentacio positiva e b) com T) l e realimenta

çao negativa. 

uo ,--------------------, 

Fig. 6 ~------------------~uL 

Se uma perturbasão externa L:;,.V é fej.ta no sistema (na Fig. 

6, .D. V) O), a solucão autoconsistente deve deslocar-se no mesmo 

. sen-tido; ora, a essa Perturbacão corresponde um deslocamento 

verticõl da curva (u 0
, u1

) que no caso (b) desloca a solução ex 

tranolada com o<.< O em sentido contr~:rio ao do deslocamento da 

solucão autoconsistente. 

Reportando-nos à equacão (128), os autovalores t nao sao 
p 

mais derivadas da saída em relacão à entrada de um Único parâm~ 

tro independente, como na equa-::ão (12la), mas de uma combinação 

linear de parâmetros U k cujos coeficientes são elementos da 
p, 

matriz 

cia de 

lucões 

que diagonaliza 
p 

um ou ambos c<. 

T. Pela discussão anterior, a ocorrên-

p 
negativos deve ser indicativa de que s~ 

instáveis seriaT:"": atjr.giCas co:-:1 ret:lirnentações negativas~ 

e Ce ql;e dificulCc.dcs poder.l ser encontradas para conver·gir o 

cálculo (meC:iante :r·ealirr.entações positivas). Supondo agorc. 

(P=l,2), a cq~~cao equivalente a (129) . ' par;.: duas vcr::.a-
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veis U • e 

L::. n+l 
p 

( 132) 

logo o processo diverge a menos que 

• p 
onde O( m e o menor dos O( q obticos. 

O esquer"a proposto por Ferreira compreende ainda a inclu-

são dos notencjais das iteracões (n-2) ••• (n-k+l) ( k ~ • numero 

de átor0.os difere!'.tes, ou de diferentes parâr.-tetros livres consi-

) - vn+l( ... r) • derac'os na cc:r.bir.açao linear cestiné da a estabelecer 

No presente trabcH:o, anenas os potenciais de entrada e sai da 

da Última iterac2o são misturados. 

L.7 

II. 7.1 

AUTOCONSISTg;NCIA DO GaAs CON POTENCIAL COULOMBIAI<O NÃO 

HUFFIN-TIN 

PROCEDIMENTO GERAL NO CÁLCULO DA CONFIGURAÇÃO DE PAR 

TIDA 

As densidades atÔmicas esrericamente simétricas Foram ob-

tidas superpondo soluções pP (r) ~ r Rp (r) 
nJ. n~ 

à equação radial 

de Hartree-Fock-Slater calculadas autoconsistentemente pelo pr_2 

grama de Herman-Skillman3 , incluída a correcão de Latter ao po

tencial atÔmico: 

AT(r) ~ p p . 

onde wni é o número de ocupaçao do orbital (n,.t). 
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Visto que a distribuicio da car-ga. cristalina seria pesqui 

sada autoco:r..sistente2c::-;te, a :-·ossibilidade se superpor densiêa

des at;micas calculadas par-a configuraç5es parcialmente i;nicas 

deixa de ser relevante, e foi descartada; permcneceu, contudo, 

. b. . d c d EXCH . f c . a noss1 111 ade e optar nor valores e ~p dl erentes a un1 

dade (anroxima~ão nelo exchançe de um gás de elétrons livres 

com densidace unifor~e igual à densidade local em t, Slater4 ), 

e os valores calc·Jlac'o~ por Scl1':1arz
6 

foram experimentados numa 

prirr.eira tentativa de autoconsistência (seção II.7.2). 

Uma vez estatelecidas as censicaces eletr;nicas da equa

c~o (133), a corfiguraçâo t~ da 6ensi~ate cri~talina passou a 

ser montada calculanêco ( eq·;<::c:ão 18) médias esféricas em torno 
~ ... 

de r
1 

=a (o o o) e r
2 

= a ~l/4 1/4 l/4) da 

contribuicEes dos ~tomos centrados nos sitias 

superposicão das 
... ~ .e + r (n = o, 

n P 
1, 2, ••• ) da rede cri~talina, dE ~strutura zinc blende. Para o . 
parametro de rede do GaAs, ercnregaT.os o valor extrapolado para 

O K por S!oaw Nane Lin Yi-Sham
25

, 

• 
a= 5.6403 A= 10.6588 u.a. 

... 
Até 20 camadas atômicas envolvendo um átomo em r foram 

p 
consideradas na super-posição das funç5es atômicas, e as médias 

esféricas interpoladas num conjunto de raios adequado à integr~ 

- - ( ) 15 cao da equacao radial 3 pelo processo de Numerov • Os raios 

dessas camadas e o número de átomos compreendidos em cada uma 

se acham indicados no quadro 7. 

A rápida convergência das 

dessas c~~adas às densidades MT 

contribuiç5es 
2 -4rrr p (r) 

·p 
menor distância interat;mica) é exemnlificada 

das 

em 

no 

lO primeiras 

r çt r /2 (r o -· o 
quadro 8. 

A configuração i··lT de carga foi cor.mletada delimitando-se 
. .... , . ., 

as reg~oes esfer~cas, a1. tendo lugar un1 segundo arbitramento, a 

escolha dos raios dessas regi5es. A densidade p na região in
o 

tersticial foi a seguir determinada nela condiç~o de neutralida 

de do cristal, e as eq· . .Ja_coes da sccão II.2 acion0C2s par-a est2-

GO 



~uadro 7 - Camadas AtÔmicas Envolvendo um 

camada 

o 
1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

A ~~ 

tomo Centrado em r~ 
p 

átomos 

1 

4 

12 

12 

6 

12 

24 

16 

12 

24 

24 

12 

8 

24 

48 

36 

6 

12 

36 

28 

24 

** raio 

o 

J3/4 
.J2/2 

\Íli/4 
1 

Ji914 
J6/2 

J27/4 

J2 
ffs/4 
.Jlõ/2 

J43/4 
J3 

J51/4 

.fiÂ/2 

J59/4 
2 

J67/4 
3J2/2 

65/4 

Vs 

*Camadas pares contêm átomos tino p, Ímpares tiRo 
q; convencionamos chamar "camada 0" ao átomo em r • 

p 
**Em unidades de parâ•11etro de rede. 
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belecer o ~otencial cristalino de partida. 

r-:ão logramos êxito em nossa primeira tentativa de autocon 

sistência, relatada a seguir. 

~uadro 8 - Contr·ib~i~5es ~s 

ca;:;càa 47Tr' 
2 

PAs(r') 

o 2.11317 

1 0.47457 

2 0.02007 

3 o. 00977 

4 0,00010 

5 0,00049 

6 0.00001 

7 0,00006 

8 o.ooooo 

9 0.00001 

10 o.ooooo 

soma 2.61825 

* r' 2.27 u.a. r /2 = a 1}3/8; = ~ ... 
o 

Esféricas 4'11' r' 
2 

2 -4TTr' p (r') Ga 

1.40096 

0.59689 

0,04046 

0,00298 

0.00069 

0,00005 

0.00021 

o.ooooo 
0,00001 

o.oocoo 
o.ooooo 

2.04225 

exchange de Slater. 

- * p (r') 
p 

II.7.2 PRIMEIRAS TENTATIVAS DE AUTOCONSISTÊNCIA. INSTABILI-

DADES 

Optamos originalmente por calcular funçÕes atÔmicas ernpr~ 
' 6 

ganc'o as constantes o< de Sc',warz para o potencial de exchange, 

o< (As ) -· o. 7 06 6 5 

o< (Ga) = 0.706SC 

G •) '· 

( 134) 



Essas constantes foram mantidas para calcular~ (r~ R ), . p p 
e na região interesférica uma média aritmética simples foi usa-

da. Os níveis atômicos assim obtidos estão tabelados abaixo. 

26 
ter 

Quadro 9 - NÍveis AtÔmicos com o{' s de Schwarz 

As Ga 

orb energia(Ry) orb energia(Ry) 

ls 
2 

-847.8 ls 
2 

-741.4 

2s 
2 

-106.5 2s
2 

-90.66 

2p6 -95.38 2p6 -80.46 

3s 
2 

-13.59 3s 
2 

-10.58 

3p6 -9.824 3p 
6 

-7.260 

3d lO -3.190 3d lO -1.546 

4S 
2 

-1.094 4s
2 

-{).7073 

4P
3 

-0.4578 4p -0.3020 

Raios proporcionais aos raios atÔmicos publicados por Sla 

R(As) 

R(Ga) 

. . 
= 1.15 A• 

• = 1.30 A 
( 135) 

27 
foram recentemente empregados com sucesso para delimitar as 

esferas da aproximação !1T em cálculos do GaAs pelo método SCP

x~ de Johnson. Contudo, decidimos experimentar o critério que 

consiste em delimitar essas regiões maueando a densidade· crist2 

lina p(-;) num segmento da direcão [111) compreendido entre os 

átomos da base, As(OOO) e Ga(l/4 1/4 1/4), estabelecendo como 
, 

ponto de tangência das esferas aquele no qual essa densidade é 

mínima. Esse critério nã~ esteve amparaào senão em considera-

ções geométricas sobre a densidade eletrônica: na figura ?a, a

presentamos as médias esféricas p (/~- ~ I) em ca~pos 1-;--; l 
p p p 

suficientemente amCJlos para conterem candidatos R(Ga) e R(As) 
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2.25 2.00 u.a. 

t 
0.05 

0.04 

0.03 C------
2.00 u.a. 2.25 2.50 

p(rl 

t 
0.0506 

0.0505 

RA5=2.413 u.o.----t+--RG0=2.202 u.o. 

DireçÕo (XXX) 

0.0504 '---"-----'-----'----'------'----' 
1.37 1.38 1.39 1.40 X(u.a.)-



que man te!1h2::t entre si nroporções razoá .. ;eis para átomos como g-ª 

lio e arsênio. Esse gráfico tem duas abscissas de sentidos ouos 

tos, deslocadas de for~a que em cada ponto sua soma ~ a dist~n

cia interatô>c,ica aú3/4 = 4.615 u.a. Observa-se que nessa re

gião i5 ( /:; - :;: \) cai 'l'.OY!otonicc.msnte com a dist~ncia ao cen-
'p p 

tro ~p' e pode-se prono:r como critério que essas médias empatem 

no uonto de tangência.. Co:no esse ponto se localiza sobre a re-
_. ... ~ 

ta r
8

a- rAs, o co:r.porto:r..ento de p(r) nessa direção foi pes-

quisado no domÍnio incicado pelo ret~ngulo tracejado na figura 

7a (fig~ra ?b). Uma vez 

te, o ponto de míni~o de 

que as médias p caem monotoniCc!r.en
p 

P ( ;) na direcão de tangêncic nos pare 

ceu uma escolha natural. Os raios correspondentes (ratificcdos 

no:r um cálculo iterativo do mínimo de p (:;:) naquele segmento) 

sao 

R(As) = 2.413 u.a. 

R(Ga) = 2.202 u.a. 
( 136) 

Por ocasião da escolha desse crit~rio, tínhamos em vista 

também que a'le permitiria, eventualmente, "descongelar" os raios 

autoconsistentemente, uma vez que um ·modelo de exponenciais con2 .. 
truido para p (r) - descri to mais tarde, na seção III .1 - reuro 

duz esse mÍnimo com grande precisão. 

No quadro lOa, apresentamos alguns parâmetros do potencial 

e da carga de Partida, calculados como discutido na seção II.2, 

e no quadro lOb estão alguns níveis de energia em r .... 
( k=( 000)) 

calculados com esse potencial, medidos em relação ao topo da 

banda de valência, e a distribuição de um el~tron nesses níveis 

entre as diferentes regiões do cristal. 

~~2.s três nrimeiras i terc.cões, o Processo foi realimen ta do 

misturc.'1do os potenciais de entracia e saÍda da iteração anterior 

·nas nroPorcões àe 80% e 20%, respectivamente. A evolucão do PrQ 

cesso iterativo foi acomr>anhada atr2wé; dos potenciais U(As) e 

U(da) vistos pelas n~cleos atS~icos (figura Sa; U(As) = 324 i· 
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Qu~Cro lOA - P:rir.-:eira Cor..fiçt~ração de Partida 

AT raie ( - \ u.a.; 

As 2.413 

Ga 2.202 

Po 

3 
p 

2.639 

2.425 

Q 
p 

31.35 

29.32 

c 
o 

~c 

-
-

E: 
o 

* (R ) 
p p 

0.453 

0.552 

v 
o 

Ll.E (R ) 
p p 

- o .148 

- 0.148 

0.653 0.0167 0.4933 -0.5340 

.JI< - ) 
~f (R = 

p p 
I (R ) - f 

p p o 

Quadro lOB - Alguns 

• n1vel energia 

As 3d -37.30 

Ga 3d -14.61 

fl:v -12.32 

fl5v 
o.o 

flc 1.32 

G5c 4.60 

r;:. 3 9.15 

r;:-5. 3 13.16 

em Ry, interpolados linear!:lente 

Níveis no Ponto r (eV) 

0As 0Ga Qo 

1.00 o.oo 0.00 

o.o1 0.97 0.02 

0.56 0.14 0.30 

0.62 0.12 0.26 

0.35 0.40 0.25 

0.18 0.32 0.50 

0.06 0.20 0.74 

0.10 0.09 0.81 
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X(As) Ry, U(Ga) = 297 + X(Ga) Ry), evidenciando-se desde o inÍ

cio a tendência do Processo a promover deslocamentos positivos 

do segundo desses parâmetros numa taxa ~U 0 /~U 1 
próxima do li 

mite de divergência. 

I .O 

0.9 

0.8 

/ 
/ 

5 

0.9 xis 

X(;a 
2.5 

2.0 

1.5 

1.0 

Figura 8A 

3 / 
/ 

/ 

/ 
/ 

1.5 

6 

/ 
/ 

/ 

Os deslocamentos de carga podem ser observados na figura 

8b, onde o número de elétrons Q contidos em cada esfera nas con 
p 

fj.gurações de partida e chegada de cada iteração se acham indi-

cados. 

QoGc 
6 

/ 

31.7 29.6 / 
/ 

/ 
/ 

' " 31.5 29.4 

31.3 31.5 293 29 5 a~. 

Figura 8B 

67 



ApÓs a terceira iteracão, a obtencão sistemática de u~a 

consta~te ~ neqativa (quadro lOC) quando aPlicado o cálculo de 

realimentação apresentado na seção II.6 veio ratificar a dific1a 

dade de convergência a curto prazo, previsível pelo comportame_!! 

to inicial do parimetro U(Ga) e pelo aumento explosivo de Q(Ga). 

Insistimos no processo por mais três iteraçÕes, aumentan

do progressiva;;,ente a taxa de realimentação, na tentativa de a

tingir uma configuração estável, mas sem êxito. 

Quadro lOC - Taxas de Realimentação Calculadas e Usadas 

n 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

~·s da equaçao {128) 

-7.24 

-1.01 

-0.29 

-1.22 

0.55 

0.57 

0.66 

0.25 

usado 

0.2 

0.2 

0.4 

0.5 

0.6 

Uma nova partida foi então exnerirrentada, er..pregando raios 

pronorcionais aos raios de Slater da equação (135): 

R(As) = 2.166 u.a. 

R(Ga) = 2.449 u.a. ( 137) 

Esses valores, bem como os raios de máxima de:'lsidade ra

dial dos orbitais atômicos mais externos calculados por l>aber27 
o o 

(respectivamente, 1.·oo A e 1. 25 A para os elétrons 4p de ar-

sênio e gálio) determinam para o Ga esferas maiores do que as 

do As, Pr2-tic2merite numa razão inversa daquela obtida com o cri 

tério do mÍnin•o ele p ( xxx) . 
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Parâmetros da nova configuração de Partida e alguns níveis 

em r se acham apresentados nos quadros lla e llb." 

Três iteraçÕes foram suficientes para mostrar que a evol:!! 

çao do processo iterativo aPresentava as mesmas características 

observadas na pri~eira tentativa, como pode ser verificado pelas 

figuras 9a e 9b, abaixo (parâmetros U e Q , respectivamente, . p p 
nesta seçunda tentativa), e pelo quadro llc. 

o XAsr-----------------, X~a .-----------, 

1.1 

1.0 

0.9 

0.7 0.8 

31.2-

31.0 '--

' , , 
' ' !...' 

30.8 

' 

' ' ' ' 

1.8 

1.6 

1.4 

Figura 9A 

' 

' ' ' , 

I 

31.0 0I 
As 

30.0 

29.9 

29.8 

Figura 9B 
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1.0 

, ' ' 

3 

' 
1.2 

, 
' ' , 

' ' 

' 
' ' 

' , 
, , 

' ' , 

29.9 ai 
Go 



Quadro llA - Segur.da Configuração àe Partida 

AT raio (u,a.) B 
p 

..t:..c <R > p p 
AE (R ) 

p p 

As 

Ga 

2.166 

2.449 

0,656 

3.038 

2.214 

Po. 
0.0173 

30.70 

29.85 

c 
o 

0.5036 

- o. 703 

- o. 386 

E 
o 

-0.5405 

Quadro llB - Alguns Niveis no Ponto r 

nível energia Q 
As ~Ga 

As 3d -37.78 1.00 0,00 

Ga 3d -13.95 0.01 0,98 

flv -12.31 0.49 0,18 

Gsv o.o 0,52 0,16 

fie 1.55 0,33 0,46 
,- 4.93 0,12 0.43 1 15C 

S,3 
9.53 0.04 0,23 

~5,3 13.53 0.06 0,13 

v 
o 

- o. 206 

- 0.103 

( eV) 

Qo 

o.oo 
0.01 

0.33 

0,32 

0.21 

0,45 

0,73 

0,81 

Quadro llC - Taxas de Realí~entação Calculadas e Usadas 

n 

1 

2 

3 

VI = ( 1 - o<) VI + o< v0 
n+l n n 

.cx's da equaçao ( 128) 

-0.58 0,58 
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No quadro abaixo, para cada uma das configura~Ões de par

tida discutidas anteriormente, intervalos de energia entre os 

dois Últimos níveis de core (As 3d e Ga 3d) e níveis de valên

cia no Pont~ r- são comparados a resultados experimentais (ní

veis de core com base na referência 28, largura da banda de va

lência pela referência 29). 

Quadro 12 - Primeiras Configurações de Partida: Comparação 
com Dados Experimentais 

R(As) R(Ga) r- - Ga3d r- ~ 

As 3d Ga 3d Ga3d-As3d _, 
lv 15v lv 

2.413 2.202 -37.30 -14.61 22.69 2.29 12.32 

2.166 2.449 -37.73 -13.95 23.83 1.64 12.31 

EXPERIIIE:lT AL -40.76 -18.82 21.94 5.92 12.9 

Observa-se que as duas configurações de partida tentadas 

com exchange de Schwarz apresentam, independentemente da relação 

de raios empregada, um estreitamento anômalo do gap entre o ní

vel de core Ga 3d e o fundo da banda de valência, :-1 • . v 
Segue-se que os correspondentes potenciais de partida de-

vem estar bastante afastados do resultado que seria obtido auto . 
consistentemente; é de se esperar, nesse caso, que a convergên-

cia do cálculo iterativo seja precedida por u:n estágio caracte

rizado por substanciais transferências de carga, até que uma 

configuração mais razoável seja atingida. 

O cita do estreitamento do gap r.;_ v - Ga 3d desaparece quan 

do o exchange de Slater (~ = 1) é empregado, permitindo atin

gir uma solucão autoconsistente, como discutimos a seguir. 
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RESULTADOS AUTOCONSIST81ITES 

• . • . _n~ Os n1ve1s atom1cos de Herman-Skillrnan calculados com ~ 

= 1 estão aoresentados abaixo. 

Quadro 13 - NÍveis -atomicos com O( 's de Slater 

As Ga 

orb energia(Ry) orb energia( Ry) 

ls 2 -856. 3 ls 2 
-749.2 

2s 2 -108.7 2s 2 
-92.64 

2p6 -97.82 2p6 -82.63 

3s 2 
-14.37 3s 2 

-ll. 24 

3p 
6 

-10.59 3p 
6 

-7.893 
3d lO -3.822 3d lO -2.040 

4S 
2 

-1.275 4S 2 -0.8378 

4P
3 -0.5825 4p -0.3620 

' . Um exchange mais atrativo torna mais profundos os n1ve1s 

atôrnicos, mas esse efeito é mais oronunciado no átomo As. Contu . -
do, urna vez que o exchange 

sidade eletrÔnica pAT(r), 

da aproximação (19) é função da den-

esse efeito é menor em orbitais·rnais 

externos, e a diferença de energia 

tuir o fundo da banda de valência) 

2 ( . . entre As 4s que va1 constl 
10 e Ga 3d aumenta. 

Quando as correspondentes densidades eletrônicas -sao su-

peroostas e efetuada sua média MT, mantidos os raios covalentes 

de Slater, o potencial calculado resolv2ndo a equaçao de Poisson 

passa a ter os parâmetros indicados no quadro 14A: os novos ní
veis de energia em r são anresentados no quadro 14b, e alguns 

saltos em energia comparados aos dados experimentais no quadro 

14c. 
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Quadro 14A - Configuracão de Partida da Autoconsistência 

AT raio ( u.a.) B 
p 

f:::,"é ( R ) 
p p 

L'.E (R ) 
p p 

As 

Ga 

CALC 

EXP* 

*. f Re s. 

2.166 

2.449 

0.656 

2.654 

1.934 

0.0152 

30.99 

30.00 

c 
o 

0.4399 

- 0.614 

- 0.337 

E 
o 

-o. 7311 

v 
o 

- 0.329 

- 0.164 

-0.2912 

Quadro 14B - Alguns NÍveis no Ponto f" (eV) 

nível energia 0As QGa Qo 

As 3d -44.32 1.00 o.oo ó.oo 
Ga 3d -18.56 o.oo 0.99 0.01 

Gv -12.31 0.53 0.17 0.30 

G5v o.o 0.54 0.15 0.31 

Gc 1.05 0.30 0.50 0.20 

G5c 
5.21 0.12 0.45 • 0.43 

r;:' 3 
9.76 0.04 0.21 0.75 

G:5, 3 
14.03 0.07 0.13 o. 80 

Quadro 14C - Comparação dos Dados Experimentais 

As 3d Ga 3d Ga3d-As3d r. - Ga3d 
1V G:'5v - r;: v 

-44.32 -18.56 25.76 6.25 12.31 

-40.76 -18.82 21.94 5.92 12.9 

28 e 29. 
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A largura da bar.ca ce valÊmcie, r;:
5

v -~v , nao se altera, 

mas a diferença de energia entre r;:-v e Ga 3d vai de 1.64 eV para 

6.25 eV, um valor bem próximo do experimental. O nível As 3d é 

agora mais profundo do que o real, e o gap direto r;:c - r;:
5
v 

(quadro 14B) bem menor do que o 1. 5 e V medido experimentalmente. 

O tratamento disoensado ao exchange revela-se, portanto, 

muito mais relevante do que a relação de raios das esferas, na 

deter,.,inaçã:J da estrutura de bandas do GaAs. O gap r:: - r-" lC I 15V 
é sensível a ambos, ainda com predominância do exchange., cuja a 

proximacão HT, mantida neste cálculo, determina que descontinu_i 

dades substanciais do ootencial na st,perfÍcie das esferas perl!'il 

necam existindo. 

A autoconsistência foi atingida ao cabo de 13 iteracões. 

A Última delas, alimentada com 100% do potencial de saÍda da 
a . ..... .... _'1: 

12- 1.teracao, pro;::oveu varia~oes da ordem de 10 .... eV nas ener-

gias de valência calculadas nos pontos de Chadi e Cohen e nos 

potenciais U vistos oelos nÚcleos, bem como deslocamentos meno o " -
res do que lo-3 elét:ron nas cargas Q contidas nas esferas. 

p 
t;as figuras lOa e lOb se acha apresentada a evolucão, res 

pectivamente, dos ootenciais U e das cargas Q • Nd quõdro 15, 
p p 

além das taxas de :realimentacão calculadas diagonalizando a ma-

triz T(U ) da equacão (127), se acham também listados valores 
p 

obtidos diagonalizando urna matriz equivalente T(Q ), formada 
p 

pelas derivadas de saÍda em relação a entrada das cargas Q ; 
p 

infere-se daÍ que estes Últimos devam ser parâmetros quase equi 

valentes aos U , no que concerne ao presente cálculo. Valores 
p 

complexos que 1á ocorrem estariam a indicar que a evolução do 

cálculo iterativo durante as duas iterações anteriores se fêz 

em função de m0is variáveis importantes, além daquelas conside·· 

radas na matriz T correspondente. 

Os valores usados para misturêr potencieis na realimenta

çao do i)recf::ssc iterc~tivo estiveram prÓximos dos menores o<(U ) , 
p 

ma$ reve12m a preocup2cão tida em conter um pouco o desenvolvi-
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mento do citado processo até a 7~ iteracão, quando U(Ga) e Q(Ga) 

passam a convergir nitidamente 

Quadro 15 - Taxas de Realimentação Calculadas e Usadas 

VI = ( 1 - ex) VI + e><Vo 
n+l n n 

n cx's(u) cx•s(Q) usado 

1 0.2 

2 0.2 

3 * * * * 0.2 

4 13.07 0.34 -1.09 0.40 0.2 

5 * * * * 0.2 

6 1.02 0.50 0.94 0.49 0.2 

7 1.03 0.49 0.96 0.48 0.4 

8 0.98 0.52 0.90 0.50 0.5 

9 1.02 0.49 0.95 0.48 0.4 

10 1.01 0.54 0.93 0.50 0.4 

11 1.07 0.35 1.02 0.51 0.45 

12 2.28 1.07 2.88 1.05 1.0 

13 1.33 1.10 2.95 0.96 

* cx•s complexos. 

O efeito geral do cálculo autoconsistente foi transferir 

alguma carga (~0.25 elétron) na direção do As, basicamente às 

custas da carga interesférica, como pode ser verificado compa

rando os valores de Q e p da configuração autoconsistente 
p o 

(quadro 16A) com aqueles de partida (quadro 14A). Essa pequena 

transferência de carga, contudo, determina um estreita:nento ac'i 

cional do gap r;_c -:. ~ 5 v , da ordem de 0.5 eV (veja quadros 16b 

e 16C, onde listamos OS nÍveis em r da configuração autoconsis

tente e alguns intervalos de ene~gia entre eles). 
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Quadro 16A - Configuração Autoconsistente 

AT raio (u.êl.) B 
p 

As 2.166 

Ga 2.449 

0.656 

2.351 

1.920 

0.0141 

31.25 

29.95 

c 
o 

0.4113 

.ó.'C (R ) 
p p 

- o. 548 

- 0.328 

E 
o 

-0.7139 

v 
o 

L!. E (R ) 
p p 

- 0.390 

- 0.201 

-0.3026 

Quadro 16B - Alguns NÍveis no Ponto j (eV) 

nível energia 0As 0Ga 
Q 

o 

t.s 3d -43.08 l. 00 o.oo o.oo 
Ga 3d -19.28 0.00 0.99 o.o1 

r:; v -12.35 0.50 0.19 0.31 

G5v 
o.o 0.52 0.17 0.31 

r;: c 0.66 0.33 0.49 0.18 

G5c 
4.67 0.12 0.45 0.43 

r;:' 3 
9.10 0.04 0.21 o. 75 

Gs, 3 
13.43 0.07 0.13 0.80 

Quadro l6C - Comparação com Dados Experimentais· 

As 3d Ga 3d Ga3d-As3d r;v- Ga3d G"5v - r;:-v 

CALC -43.08 -19.28 23.80 6.93 12.35 

EXP -40.76 -18.82 21.94 5.92 12.9 
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Quadro 17A- Caracteres do Grv.po de kA= (211/a)(x x x) 

E 2c
3

(1 e 2) 3JC
2

(1 a 3) 

1\1 1 1 1 

1\2 1 1 -1 

1\ 2 -1 o 
3 

Quadro 173 - Protótipos de Quadrivetores Presentes 

I Índice de Coluna de PlJ .. ~ 

kA+ g 1\1 /\2 /\3 

a a a 1 

a b a 1 1 

a b c 1 1 1,2 

X .1\1 .1\2 1\3 

0.125 3.34 3.11 

0.250 3.29 3.13 

0.375 3.29 3.15 

0.500 * 3.27 3.05 

* L = (21T/a)(l/2 1/2 1/2). 
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_. 
Quadro 18A - Caracteres do Grupo de X = (2ff/a)(l O O) 

E; c2 
4,2 2C!(l,3) 2JC

4
(1,2) 2JC

2
(1,2) 

xl 1 1 1 1 1 

' 
X 

2 
1 1 1 -1 -1 

x3 1 1 -1 -1 1 

x4 1 1 -1 1 -1 

x5 2 -2 o o o 

Quadro 18B - Protótipos de Quadrivetores Presentes 

I Índice de Coluna de plJ 
~ ~ 

X + g X 
1 x2 x3 x4 x5 

a o o 1 - 1 - -
o a a 1 - 1 - 2 

a o b 1 1 1 1 1,2 

o a b 1 1 1 1 1,2 

b a a 1 - 1 - 2 

b a a 1 - 1 - 2 

a b c 1 1 1 1 1,2 

lx + -gl3o 3.17 -- 3.17 -- 2.95 
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Quadro l9A - I kA+ gJ50 

X L':.l L-:.2 b.-3 .6.4 

0.25 2.98 3.44 3.44 

0.50 * 3.02 3.45 3.45 

0.75 3.01 3.41 3.41 

*->c 
(2TJ'/a)(l/2 o O) k = l 

Quadro l9B - ik:~:•g/50 

X 2:1 2::2 

0.25 2.51 2.89 

o.5o* 2.46 2. Bó 

o.75** 2.51 2.89 

*~c 
( 2 Tí /a) ( 1/2 1/2 O) **""' (2Tí/a)(3/4 3/4 3/4) k3 = K = 

Com a autoconsistência, estados prÓximos ao topo da banda 

de valência que se originem predominanter.lente de orbitais atÔmi 

cos do Ga tornam-se mais profundos em relação a estados com 

maior contribuição do As. Isso fica mais evidente quando são 

comparadas as bandas de valência e a primeira banda de condução 

calculadas com os potenciais de partida e autoconsistente em al 

gumas direcões de simetria da ZB. As bandas mostradas nas figu

ras ll e 12 foram levantadas perfazendo cálculos APW em. uns pou 

cos Pontos ao longo das direções /\([111]), Ll<[lOO)) e L. ([no]); 

os gruPos de simetria de vetares k nas duas Últimas dessas dire 

çoes são aqueles já registrados, resPectivamente, nos quadros 2 ... 
e 4; o grupo de k/\ = (21T/a)(x x x) se acha apresentado nos qu~ 

.... 
dros l7a e l7b, e o de X = {21T/a)(l O O) nos quadros l8a e l8b. 

Os raios das expansões em SAPW's para cada ponto calculado na 
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determinação das bandas se acham indicados nos quadros l7c, l9a 

e l9b. Nas figuras 11 e 12, as rosiçBes dos pontos W, L, r, X e 

K no eixo das abscissas nao mantêm entre si distâncias propor

cionais à distância entre esses pontos na zona de Brillouin; as 

linhas tracejadas ligam níveis de energia em pontos da superfÍ

cie da ZB entre os quais as bandas não foram calculadas. 

Nos quadros 20a e 2Gb, r:-.ostrc.mos o deslocamento promovido 

pela autoconsistência nós níveis de energia em pontos de sime

tria da ZB e os comParamos a resultados experimentais e a um 
32 cálculo OPW autoconsistente com exchange de Slater 

A primeira banda de valência origina-se basicamente de e

létrons 4s do P.s; a densidade de carga correspondente se acha 

distribuída de forma que aProximadamente 65% dessa carga se a

cha na esfera do As, 25% em 12
0 

e os restantes 10% no Ga. Fora 

do nonto r , os orbitais Ga 4S predominam nas bandas 

L::, e L:. (""50% na esfera do Ga, 30% em .Jl e 1,2 1,2 o 
enquanto os As 4p vão contribuir com aproximadç:'Tier..te 

ga nas b211das /\ 
3

, A 
3

, .6. 
4 

e ::;[
2

, concentrada 40% 

20% no Ga. Um elétron que ocupe a primeira banda de 

/\ 1,2' 
20% no As), 

40;é da car 

em 12 e 
o 

condução 

distribuir-se-á 80% entre JL e a esfera do Ga, e 20% na do As. 
o 

Ao retirar carga da região interesférica, a autoconsistên 

cia determina descoY1tinuidades maiores em exchange na superfÍ-

cie das esferas (~E (R ) nos quadros 14a e l6a; os Ac (R ) 
p p p p 

não renresentam descontinuidades em potencial coulombiano, pois 
.... 

o comportamento de C (r) foi considerado via correcões à arrcxi 
o 

macão MT). Nesmo sendo o rearranjo da carga cristalina um efei-

to autoconsistente, e portanto se fazendo também em funcão do 

potencial coulo:nbiano, pode-se conjeturar que as citadas descon 

tinuidades em exchange, criadas artificialmente pela manutenção 

da anroximacão HT, sejam em boa parte responsáveis pelo sentido 

daquele deslocamento de carga. 

Nesse asnecto, o fato de a equacão de Poisson ser resolvi 

da com uma densidade cristalina também err (isto -é, com descOl-.ti 
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'" Vl 

rlv 

PARTIDA I 12.31 

AUTOCON 12.35 

·EXPBR 28 13.8 

EXPER29 12.9 

SCOPw30 11.8 

* Quadro 20A - Níveis de Valência em Alguns Pontos de Simetria (eV) 

Ll 1:1 X 
1V 1v 1v 

w 
1v x3v w 

4V 
K2 

1V 
12 

1V 
K3 

1v '
1
3v 

\~ 2V x5v 

11.02 10.53 10.51 10.49 5.73 5.58 5.54 5.50 2.81 2.66 2.39 2.00 

10.94 10.38 10.35 10.32 6.19 6.05 6.00 5.90 3.04 2.86 2.63 2.17 

12.0 - 10.7 - 7.1 6.6 - 7.1 - 4.0 - 2.5 

- - 10.0 - t.9 - - 6.9 - - - -
10.2 - 9.5 - 6.3 6.0 - 6.3 - 3.0 - 2.3 

*valor absoluto da diferença para ~sv· 

-
Quadro 20B - Primeira Banda de Condução em Alguns 

Pontos de Simetria (eV) 

r1C L 
lc x3c K 

1c w 
4c 

PARTIDA 11.04 2.11 3.08 3.54 5.09 

1.68 2.66 3.09 4.90 AUTOCON 0.64 

K 
2v 

1
3v 

1.67 o. 86 

1. 82 0.95 

- 1.4 

- 0.8 

- 1.0 



nuidades em carqa na suc>orfÍcie das esferas) deve·imnlicar em 

que outra narcela de resnonsabilidade recaia sobre o potencial 

coulombiano. 

No canítulo seguinte, mostramos como a aproximacão MT na 

carga deteri~lina, por si só, deslocamentos artificiais no poten

cial coulombiano das esferas em relação àquele em_fl (que po
o 

dem ser avaliados Pelos Li C (R ) ~ c (R ) - c ) ; procuramos . p p p p o 
então coJ•rigir essa fonte adicional de erro, de forma a isolar 

o efeito da aProximação MT do exchange e sua responsabilidade 

no efeito da autoconsistência. 
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CAPÍTULO III CCRREÇuES AUTOCONSISTE!·lTES À CAiiGA HUFFIN-TH: 

III .1 UM MCDSLO Ni\0 NUFFIN-TIK PARA A DENSIDADE ELETRÔNICA 

No capÍ tnlo a!"terior, diante da im;>ossibilidade de trz.ba

lhar diretc.mer:te com a densidace eletrÔnica cristalina P(~) da 

equacão ( 16), esta foi anroximada por uma função 

-" - .. 
n(r) = P(r). ( 13 8) 

A considsracão de p ( ~) através de sua média MT, indicada 

na equcção (138), é uma particular solução do conjunto de fun

ções n(-;.) q1;e se pode construir para representar aquela densida 

de, impondo a condição mais ger&l 

ri<~> = - .. p(r). (139) 

Essa restrição determina que os potenciais coulombianos 

MT_ Cn(r) nas esferas atÔmicas e na reg~ão intersticial corres-
. .. 

pondentes a diferentes n(r) difiram apenas por constantes. 

Consideremos, por exemplo, o modelo n(;) t n(r) recente

mente Proposto para a densidade eletrÔnica em cristais, por 
12 ( .. ) , Ferreira e colaboradores • Nele, n r e escrita como uma super 

posição 

...;;- ...;;- A T .. .. 
=L.L-n (Ir-e.

:€, p p 
r P p 

(140) 

AT 
de densiêaces n esfericamente sirrétricas centradas nos átorr.os, 

p 
definidas tais que a narcela coulornbia!"a do potencial cristali-

no se i u uma sunerflosicão 
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~ 

C( r) =' " CAT( l·r - - \) L-L- -.f.-r ' t p p p 

onde os cAT têm a forma 
p 

( 141) 

~T(r ~ R ) = 
p p 

CAT (r) ; 
p,o 

2A exP(-0( r)/r -p - p 

( 14la) 

( 141 b) 

2Bpexp(-,13r)/r} 

Então, pela eq"acao de Poisson, 

AT ( n r ~ 
p 

R ) 
p 

= nAT 'r) 
p,o- tal qve 

- 8T(r nAT (r) 
p,o 

2 ex A exp(- o< r)/(41Tr) + 
p p - p 

+ lim {f32
B exp(-,6r)/(4Trr)} , 

,6 + o p 

( 142a) 

(142b) 

... 
e B é a carga total centrada em r 

p p 
AT 

A densidade n é determi 
p,o 

natia pela condição (139), 

n (r~ R ) = p (r~ R), 
p p p p 

(143) 

~ 

e os parametros BP, Ap e ~p pela condição de neutralidade do 

cristal, e impondo 

n (R ) = p- (R ) 
p p p p 

( 144a) 

(d/ dr) n (r)l = (d/dr) 
p R 

p (r) I 
p R 

(144b) 

p p 
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Deixa:-:'1.0S de assinalc1r os det<:llf:.es da f.lgebr.a interrr.ediá

riz à obtenção do potencial coulombiano cristalino, cujas expre2 

sões finais são: 

C (r) = 
p - 2Z /r + 8Tr/r p 

r R 
p 

f r
2

-n,.,(r) dr+ 87T J - ( l J , . r np r dr -

o r 

- 4 TT R
2/.n_ L B + 2 o< A exp(- o< R ) -
P qq PP PP 

- L 2 <>< A F ( O< q, -;: ) cosh ( <>< R ) 
q q q pq q q 

- g cos(gRPlJ +LI<'( ex .~ ) A [ <>< cosh(o< R )sen(gR ) -
q q pq q q q p p 

- g senh( <>< R ) cos(gR l]/[g(<>< 
2

+ g
2 )J - B cos(qR )/g

2 
.r qp p q p -p 

.r [sen(gR)- gR cos(gR l] /g3 L_B M(~ ) + 2TT/(3.Qg5 ) 
p p p q q pq 

• [(6oR - g3R
3

)oos(gR ) 
- p p p + (3g

2
R

2
- 6)sen(gR l] L B } 

p p q q 
. 
' 

+ R3/3 LB M(; ) -A exp(-0( R )/rx 2 
(1 +o< R)+ 

p q q pq p p p p p p 

+ L::> F( ~ , ~ ) [rx R cosh("' R )-ser.h( o< R l] /u..2 
} q q q pq q p q p q p q 

com 
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R 

BP = zp - 4 f( JP r
2 

o 

n (r) dr + .fl /.12...' B - A exp(- ex R ) • p p 'q q p . . p p 

• (1 -to< R)+ LA F(o< ,-;. ) ["'-R cosh(o< R )-senh(c< R l) p p q q q pq q p q p Cj p 

F(o<, O) = 1= exn(-cd.)/(o<..t) = lim { 1 + 4rf j(cd1) · 
.C.*O G -t oo 

l;. exp [- (g
2
+ o<

2
)/(4G

2
) J /(g2+ o<.2 ) + 2G/(oq}rr) 

g 

·L. 
n=o 

~ exp( ig·-;. o) exp(- <l + o<.2)/(4G2) J /( g2 + o<.2) 

'! 

e N( ~ ) definido nas equ,ções ( 36). 
pq .. -

Se as equacões acima para G (r) e C (g =O) =Jl C sao p o o o 
comparadas com as equacoes correspondentes obticas com n(~) = 
p(~) (equações 39 e 44b da seção II.2), observa-se que coinci-

dem a menos de constantes diferentes nessas regiÕes. 

No quadro 21, corr,paramos as descontinuidades C (R)·- C . p p o 
nas superfÍcies das esferas do As e do Ga, quando o potencial 

coulombiano é calculado a) a partir de uma superposição P(~) de 

densidades atÔmicas de Hermann, b) com n(-;.) = n(-;.) = p(-;.): como 

explicitado na seção II.2 ou 

acima (primeira tentativa de 

fazendo A = O nas expressões mais 
p 

autoconsi..Jtência) e_ c) pelo modelo 
..21 - .... - ... 

n(r) t n(r) = p(r) apresentado acima. 

A utilização desse esque:r.a na presente autoconsistência 

se acha, contudo, imPedica pela limitacão L = 2 imposta ~s max 
autofunções de valência: o corr.po:rta'T!ento de p (r"-' R ) (p:rÓ-

P p 

90 



Quadro 21 - Descontinuidades no Potencial •.;oulombiano na 

Superficie das Ssferas: C- ~ (R ) 
o p p 

As Ga 

p 0.3381 0.4217 

p 0.4534 0.5520 

n 0.3361 0.4215 

ximo à superfÍcie C as esferas) é sensível a essa expansão, e a 

ela se acha estreita_r.-.ente vinculadii a determinacão dos parârne~ 

tros élo rr.odelo. 

Na se~ão seguinte, discutimos a possibilidade de determi-

nar esses parâr.:.etTos com base numa formulação variacional, pro-

posta por F 
. 12 

erre1.ra 

IIJ.2 FOI<t1ULAÇÃO VARIACIONAL 

Uma vez que a distribuicão de cargas no cristal se faz de . 
for:na a minimizar a energia eletrÔnica total por célula, a fun

ção n(-;.) pode ser pesquisada construindo um funcional dessa e

nergia àepf?ndente de n( -;.) e da densidade p(-;.), para o qual a

quela condição de minimizacão implique em 

=L.IfJ.* \jl. . ~ ~ 

~ 

. 
• ( 145) 

(para simPlificar a r.otação, a cadJ estado de energia ocupado ao 

longo da ZB atrib1_;.irr:os um Único Índice i). 

r· [Y-'·' - ~ 

Co~siderernos, portanto, o funcio~Ial 

l1J-:; 
T .·' n, 
~ 

~ 

Vj 
-' = L;- f'v ~v~· v tJ-\ 

.L _(2_ 

~ 

dr + 1/2 
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+ f C(pJ 

.f2.. 

• n dr + E [nJ + 
X 

J v (p - n) 

.I2.. 

• dr , ( 146) 

onde Cfn1 e c[p] -sao os potenciais coulombianos criados em r, 

respectivamente, pela densidade eletrônica n(~•) e pela densida 

de de prótons p(~•), 

C[nJ 2 J n(~· )/() ~ ; ·i ) .. 
( 147a) = dr' 

.n.. 
cfp1 = -2 h p(;· >lU; - ;.1 > dr' • (147b) 

E [n) é ~~ funcional de energia de exchange e V(r) é uma função 
X 

multiplicadora de Lagrange a determinar. 

Fé um extremo para variaçÕes arbitrárias emiJ'*(e analo
~ 

gar.1ente para '/1 ) se a derivada funcional ÓF/ó'+'~ é nula, isto 
i ~ 

é, se 

( 148) 

onde E. são os autovalores da matriz de multiplicadores de La
~ 

grange E .. associados à condição 
~J 

Considerando agora variações arbitrárias em n, F é extre-

mo se 

ÓF/6n = c[pJ + c[n)- v(::)+ ÓE [n) /ón; 
X 

o • . ( 149) 

onde 6 Ex[n) / ó n. € um potencial local efetivo de exchange, CQ 

mo o de Slater. Desta equação 

dora V(~) é o potencial de um 

segue-se que a funcão multiplica-
' ... eletron em r. 

' ... ' Finalmente, para variacões arbitrarias em V(r), F e extre 
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mo se 

6F/ÓV=-n+p=O, ( 150) 

que é a condi~ã0 (145) desejada (F é então mínimo, e é a ener

gia eletrÔnica nQr célula). 

A dif:i C'üdac'e técnica de abordar o exchange fora da anro

ximacão HT altera um pouco o problema. Construímos um novo fun

cional c'e energia U no qual a dePendência do exchange em n( -;) é 

retirada, . ~ ' 1SL0 e, E [nJ = E [pJ . 
X X 

As condições nara que U seja extremo sao agora 

OF /61.\J~ [ ? .. - E.J tjl. ( 148a) = -\;r + C( r) + ?"x = o . • ~ ]. ]. 

6F/Ón = c[p J + C(n) - C(~) = o ; ( 149a) 

6F/ ÓC = - n(:;) + pC;l = o • (150a) 

onde c(;) é um novo multiPlicador de Lagrange associado à condi 

ção (149a) (o notencial coulombiano visto por um elétron em~) 

e }x ( :;;) é o potencial HT de exchange, 

{151) 

Se ao invés de variações ón e óc, impomos apenas a condi 

çao de que F seja extremo para variações MT Ón e ó:': (o que 

nao imnlica n e C HT), as condições (l49a) e (l50a) passam a 

ser, respectivamente, 

c(:) = c[p] + c(n1 ( l49b) 

e (15Gb) 

sobre as quais foi construido o modelo n(;) discutido na seçao 
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anterior. Ora, a restrição (l50b) é frágil, na l7<edida en que P.2 

de sey satisfeita Para diferentes conjuntos de parâmetros de 

n(;), isto é, Por diferentes densidades: na seção anterior apr~ 

sentamos difeTentes descontinuidades C - C (R ) obtidas com pa 
o p p 

râmetros determinados im~ondo a continuidade de n(R ) e de sua 
p 

derivada na superfÍcie das esferas, e no caso particular Ap = O 
'("") _ ... , (is to e, n r = p (r J ; um particular desses con.iuntos pode ainda 

( "")..., p("")) seT tal que n r = r • Por outro lado, pode-se estabele-

cer esses parâmetros através de um critério mais geral, abrindo 

Dao de c~ndicões co~o a citada continuidade, em troca de uma C~ 

terminacão variacional: busca-se parâmetros em relação aos quais 

o funcional U [~j;., \.fl*, n, C] seja estacionário. 
1. 1. 

Para tanto, acatemos para n(;) a forma genérica 

( 151) 

_( .. ) ' p-(""r) • -onde n r e a correcao a ~~jos parametros serao determina 

dos variacionalmente. A condicão (150b) imPlica em que 

( 152) 

A equação (148a) nao é exatamente satisfeita, já que cor

recões ao Potencial coulombiano MT só são introduzidas fora das 

esferas; como correções nas esferas são menos importantes, po

demos supor que as ~. obedecem 
1. 

E.] 1./J. =O , 
1. 1. 

(153) 

onde 

c. ( ~) ... 
= C(r) fora. 

{ 154) 
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Fel a equacao ( 154), temos então 

:L f v ..v:. v 'V i 
~1L 

+h_> p d~ • ( 155) 

e o funcional U fica 

u['-Jl., 1/-'~. c] =L_ E. f (c - c.) p ... 
E (p] n, + dr + -

~ ~ . ~ X 
1 

.fL 

-ff'-xP 
.... 

1/2 J c[n) 
.... 

( 156) àr - n à r 

J1. 1l 

Seja P um 
A 

àe n(~); ' relacão a P' nara~etro u e extremos em 

se 

dU/dP = O • ( 157) 

H a$ 

(à/cP)L_E. = 
. 1 
1 

I p (dC'/dP) à; 

_Q 

pela equação (156); 

(d/dP) J (C - c•) p .... I (dC/dP - dC'/dP) d~ dr = . 
• 

.fL ..fl 

1/2 (à/dP) J C(n) d~ = J c[dn/dP) 
.... 

eq. (147a); n n dr , pela 

.fl.. .fL 

dC/dP = dC[n)/dP = C[dn/dP) , pelas eqs. ( 147a) e ( 149a); 

dn/dP = dri/dP , pela equação (151) , 

e a equaçao (J57) fica sendo 

.... 
- n) àr = o. (158) 

Final~ente, reduzimos bastante o c2lculo limitanCo as cor 
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recoes nao Hr à densidade eletrÔni.ca na região interesférica, 

onde o desvio P(~) - p(~) é substancial: 

n (;) = O dentro das esferas; (159) 

entao a intecrral (158) nas regiÕes esféricas pode ser despreza

da, já que nessas reg:'..Ões n = p e v[àWdP) é aproximadamen

te constante (descartadas as conbinacões de harmÔnicas esféri

cas com .t 2> 4 presentes na solução da equação de Laplace em 

cristais de simetria cúbica); P fica sendo determinado pela con 

di cão 

III .3 

J C[d~JdP) (p- n) d~ = o. 
.!lo 

UH MODELO PARA AS CGI!LEÇUES AUTCCü;iSISTENTES À 

CARGA HUFFIK-TIN 

( 160) 

Conforme discutido na secao II.3, a carga na região in

teresférica Ceve-se básicomente aos elétrons Ge valência, cu_ja 

densidade pv foi estabelecida autoconsistentemente no capítu

lo anterior. se uma correção não MT n (;) é adicionada a essa 
v 

densidade, o potencial resultante daquele cálculo iterativo de_! 

xa de ser autoconsistente; o cálculo precisa então ser reencet~ 

do, e conduzido até que um novo potencial seja convergido para 

uma (nova) densidade corrigida P + n . v v 
Com os parâmetros de n vinculados variacionalmente à den 

v 
sidade p de chegada em cada iteração, e como esta é sensÍvél 

v 
ao deslocamento criado no potencial coulonbiano por n(;), isso 

é feito redeterminando aqveles parâmetros a cada iteração, pela 

(6) d 
.... ~ ... l-, 

eq'J.acao 1 O . Em suma, a .. eter?!l.::.na.çao aos pê.ra.-::.etros ue nv e 

a~toconsistente. 
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... 
Na figura 13b, aflresentz,mos o cor71nortêmento C_e P (r) no 

GaAs ( otti Ca svnerponCo ft\nções atômicas de Herf'lé_n) num segmen

to em fl. da linha. que liga um átono de Ga em (1/4 1/4 1/4) a 
o 

un átomo de hs em (1 1 1) (veja figura 13a), A linha tracejada, 

na figura 13b, registra a funçio n(;) calculada pelo esquema da 

seçio III.l, e i~~ica~os tamb~m a m~dia MT ~ = ~ (a horizon-
o o 

tal tracejada 

l"en to) • 

P[lll] ~ a média de 
... 

Plr) ao lonçc daquele seg-

De um ponto de vi~ta geor::étrico, poàe-se afirmar que o 

n:rincinal fator de E;rro na aL'TOAirr.2cão ET consiste em eliminar 

a concentr&c~o de carg2 prbxima ~ sunerficie das esferas, 1~ e

videnciaCa, distribvindo-a em 11.. • 
o 

Isso sugere que o efeito da intro~uç5o de correcaes n~o 
... 

HT seia Pesquisado e:r. nrir.:eira anroximação via um modelo n(r) 

mais si~ples do que as exnonenciais aoresentadas na ·sec~o III.l 

(para as quais a anlicaçio da condição variacional da equ2ção 

(160) envolve o cálculo de expressões longas e complicadas), e 

que se proponha a responder aPenas pela citada concentração de 

ccrgas envolvenCo as esferas. 

A versão mais simples dessa função, esquematizada na fig~ 

ra 14, consiste em deslocar D
1 

+ D
2 

elétrons da região interes 

férica e distribuÍ-los uniformemente sobre a superfície das es

feras dos átomos 1 e 2, resnectivamente; a densidade consta."lte 

na regiio fl_ fica, nortanto, reduzida de uma constante -d es 
o 

tabelecida pela condição de neutralidade da célula, 

d = (D + D )/_[)_ 
1 2 o 

( 161) 

Os desloc2I?Oentos no potenoi.al coulombiano Produzidos per

essa redistribuição de carqa sio facilmente calculados, e os p~ 

râ.,etros D
1 

e D
2 

de. n(:;) são estabelecidos imnondo a condição 

(160) autocons:istentemente, como detalhamos a seguir. 

Fixamo-nos inicialmente no potenc:ial. Num ponto quolquer 

si tuaCo em Jl , o poter.ci.al proCt1zido pel2. configuraç2.o n 
o v 

, 
e e-
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quivalente àqvel.e c:riado Por D elétrcms no centro de es.feras 
p 

vazias imersas n'-J:-::a geléia de prótons de densidade d, ou cinda 

ao potencial de u~~ rede de ca:rgas pur.tiformes constituidas r>or 

D 
p 

de 

o 
+ 4 11' R; cl/3 elétrons, imersa n'.Jma geléia protônica uni.forme 

densicede d (veja .figura abaixo). 

Dp el&trons 

Fig. 15 

Qd prótons 

r777"7"7"7.L"T7"7"1 

t~ 
~ 7W/ 

Dp + Q Pd elélrons 

O potencial er.1 SL é computado na matriz secular através 
o 

de suas comPonentes de Fourie:r. Ora, na seção 11.0 o potenciel 

coulombiano correspondente a n = p foi computado pela superp~ 

sição de duas configuracões de carga, das quais a primeira é a-

náioga à descrita acima; então as compOnentes o [- - ) -c .. p + n sao 
l.J v 

aquelas escritas nas equaçoes (44). mediante a troca 

B --+ B' = B + ÂB p p p p • ( 162) 

onde 

B = D ...o.pd p p 
( l62a) 

e 

Observe-se que, então 

P = Jl-\B +i')--+ n = ..Q-1(B' + B') = p
0

- d 
o 1 2 o 1 2 

(1G2b) 
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O desloca~ento no potencial coulo~biano na esfera p devi

do à correçao n é calculado também aproveitando os resultados 
v 

da sec:-ão II. 2 : num ponto interno a essa esfera, C(nvl é a su.-

perposicão dos potenciais coulombianos das configur·ações indica 

das na figura 16, respectivamente, 

2 L',.B /r 
p 

cc(r) = 2D /R • 
p p p 

Fig. 16 
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Então 

c [í'í] =LI c (r) = 20 /R - 2L LIB M(;:: ) + 4TfdR
2

• 
p v p p p q q . pq p 

(163) 

Finalmente, explicitamos os termos da equação (160) para 

o modelo n (D
1

, D?), 
v -

f 
..no 

dC/dD (p - p - n ) d;:: = O , p = 
p v v v 1,2 ( 164) 

onde c[nv) Passa a ser :representado simplesmente por C, não de

vendo, nas prÓxinas eqc;.açÕes, ser confundido com c[p) ou c[p + n J. 

. , 
J2 

f 
.!lo 

e 

As equ2çÕes (164) são ainda reescritas como 

~ .. 
J ( dC/dD - dC/dD ) p J dC/dD -àr = n dr 

p p v p v 
no. _!l 

o 

J dC/dD 
... 

= J dC/dD p .. 
qne Pv dr dr 

p p v 
Jlo .ao 

Mas 

dC/dD 
... 

=L_dC (R )/dD d 1 dC/dD n dr D 
p v q q q p q 

.!lo 
p 

=LdC (R )/dD D - ..Q d dC /dD 
q q q p q o o p 

Por outro lado, 

d/dD =I:: ((7/2).6B )(9.6B j(JD), 
p q q q p 

&b.B I é)D ·- ··S2.q!.fL. 
q p 
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( 166) 

.. 
dr = 

• ( 167) 

( 168) 

( 169) 



Se as equacoes (167 a 169) e (161) sao substituídas na e

quacão (165), ficcmos com 

onde 

~ 

~cjé'D.B ) dr 
p 

A ~ ÔC (R )/Cl.6B - (3 C /ôb.B . 
pq q q p o p 

(170) 

(170a) 

( 170b) 

O termo 'ô C /9 b.B na equa--;ão ( 170) é imediato: uma vez 
o p 

que c[p + n J em Jl é obtido pelas equacoes (44) apenas adicio 
v o 

nando .6B a B , 
p p 

'õc /(JL::;B = 'ôc [P + n ]/9LlB = 411/..!2 { Rp
2 

o p o v p o 

- 2/3L R
3 

q q 

... 
M(:r ) 

qp 
(171) 

Também imediato é o cálculo de 'ôC (R )/3LI.B : pelas e-
q q p 

quações (162a), (163) e (169), 

'/)C (R )/9/:::;B = - 2/R Ó - 2 H(:;: ) - 4ITR
2/(3.Il.) 

q q p q pq qp q" 
{172) 

As equaçoes (171) e (172) mostram que, no sistema (170), 

a partir do qual os parâmetros D são determinados a cada itera 
p 

cão, os coeficientes A só denendem de estrutura, e portanto . pq . . 

só são calculados uma vez. 

Quanto a S na equaçao ( 170a), 
p 

s =L wC~ lL. L. 
p k c v i,j 

c 

[
v ... ]* v .. p v a.(k) a.(k) s. '. , 
~ c J c ~J 

104 

(173) 



~ 

onde k sa8 os vet8res 
c 

-re~resentativos de Chadi e Cohen, v sao 

Índices para as bandas de valência, i e j são Índices de SAPvl 
, I.V _. 

( quadrivetor) na expansão de 't' ( k ) e 
c 

( 173a) 

' I ~ onde C< e a :rc:J:resentação irred:xtJ.vel do grupo de k segundo a 
c 

qual se transforma 'f' v (k ) e G é a ordem desse grupo. 
c ' . 

p ~ s ( g .. ) 
].J 

= 

... 
onde cr .. 

~lJ 

Mas 

f 
Jlo 

== 

... ... 
exp( ig ..• r) 

lJ 

.... .... 
Rk. k. e 

J l 

( Ô Cj(J~B 'ô C/B~B ) -p p 

• .... ... 
k. = k + g. • l ,., l ..... 

com ÔC /'õ~B já calculado na equaçao (171), e 
o p 

• [sen(gR ) - gR cos(gR >]. q q q 

... 
dr 

.... 
dr , 

(173b) 

(174) 

(175) 

fo' inalmente, pelo mesmo argumento empregado ao obter a e

quacão ( 171), 

J exp(ig·~) Bc,IB.óB d~ = 'B/8.6.B J exp(ig.;) 
.n· p p.fl. 

o o ( 176) 
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~ ~ 2 ~ ~ 

'ôC (g 1= o)I~B =- 8n'lg exp(ig·r) cos(gR) + 
o p p p 

+ 87rlg3 "exp(ia-~) { M(~ ) [sen(aR)- gR cos(gR >] + 
~ - q qp - q q q 

q 
(177a) 

+ 21TI(3.!lg
2

) [ (6gRq- g 3 R~)cos(gRq) + (3g 2 R~- 6)sen(gRq)J}. 

pois 

sP (g = Ô} = o , 

(j I 'O f':::.B 1 c d~ = 
p12 

o 

~c 1 í?.6.B 
o p = 1JI'ôÃB I c 

pflu 
.... 

dr • 

( 177b) 

O( 

Como no cálculo dos elementos de !'llatriz V. . da equaçao 
l.J 

( ) - , - l .... gl 70e , em éada iteracao e tabelado um conjunto de funçoes de 

dependentes do notencial. Então, quando a matriz secular H .. da 
l.J 

equação ( 5) é montada para pesquisar um particular autoestado 

o/ (k ), os sP(g .. ) são estabelecidos a partir das funcões ta-v c 'lJ . .... .... 
beladas, multiPlicando-lhes fatores como exP(ig ..• r ), e soma-

. 1J p 
dos como na equa~ão (173a) para o elemento de matriz S~~v. Fi-

- 1 J 

[ V('"" ))* V "'" ) nalmente, determinado o autoestado, os produtos a. k a .(k 
l. c J c 

são conhecidos (equações 63 e 64), e pode-se calcular 

~ [v .... )* v .... L-- a.(k) a.(k) 
. . ]. c J c 
l.,J 

- N--1 
v L. 

i,j 
H-:-~ s~ ,_v , 
Jl l.J 

( 178) 

de sorte que, para cada iteração, 

( 179) 

Vale observar~ que os 2550 complexos que compoem a matriz 

s"•v \.p 

minacão 

.o 

= 1,2) vão somar-se àqueles a armazenar durante a deter 

de cada autoestado de valência em k (secão II.5.2). . c . 
reinÍcio do cálculo iterativo para incorporar correções 
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nao HT à carga é feito calculando os termos independentes S do 
p 

sister.1a (170) com o potencial autoconsistente do capitulo 2, 

VAC[-p]. A ~ Os pa:re.:·,v.:::tros D determinam n , e o novo potencial cou-
? v 

lombiano em V(p + nv) = c(p + nvJ + ~x[p]; a partida da primei-

ra iteraçâo com carga n~o ~T é 

com o< peq'L'·2no. E;n ce.da iteraç~o subsequente, simultaneamente à 
dete:rminacão cie (saÍda), são estabelecidos os S sobre o 

p 
potencie.l de entrada da iteração, e deles calculada a corre c ao 

-I n ; essa correcão 
v 

é então adicionada a -o ~ p , e nao a 
v 

p (en
v 

trada), à qual se refere. Para evitar que esse procedimento de-

sestabilize o cálculo iterativo (pois implica em "forçar" o prg 
~ -o) cesso na direcao de Pv , os potenciais devem ser misturados 

com ex' s pequenos até que uma nÍtida convergência seja observa-

da. 

III.4 RESULTADOS AUTOCONSISTENTES 

Quando o processo descrito na seção anterior é aplicado à 

densidade autoconsistente do capítulo 2, os seguintes parmnetros 

são obtidos para a função n: 

e portanto 

D(As) = 0.4330 

D\Ga) = 0.2218 

d = 0.033 

,.6B(As) = 0.5733 

6B( Ga) = 0.4226 
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Se as correscondentes correc5es ao potencial coulombiano 

sgo integralmente adicionadas ~quele potencial autoconsistente, 

os valores listados no quadro 16A para c e ~c (R ) sofrem os 
o p p 

seguilltes deslocamentos (em Ry): 

CAC = 0.4113 ----+ c• = 0.3761 
o o 

b.;::AC ( , ) 
~ r.S = - 0.548 ----~ ~c·(As} = - 0.476 

AcAC(Ga) = 0.328 ----+ ~c I (Ga) = - 0.315 

(As correçoes da seçao III.3 não se estendem ao exchange, 

e nortanto deslocan'entos eqt:i valentes são determinados no pote!! 

cial cristalino). Ao novo potencial (não mais autoconsistente) 

correspondem no conto r os níveis de energia indicados no qua

dro abaixo. 

, r ( ) [ -AC - J Quadro 22 - N1veis no Ponto eV para V 1 = V p
13 

+ :n 

nível energia QAs QGa Qo 

As 3d -42.98 1.00 o.oo o.oo 
Ga 3d -19.99 o.oo 0.99 0.01 

G.v 
-12.50 0.47 0.21 0.32 

f"i5v 
o.o 0.51 0.18 0.31 

Gc 
0.16 0.35 0.46 0.19 

f"i.sc 
4.12 0.12 0.44 0.44 

I]_, 3 7.98 0.04 0.22 0.74 

Ss, 3 12.47 0.06 0.12 0.82 

Apenas 20% desse f'Otencial foi, porém, misturado ao pote!! 

cial convergido .na primeira fase, para reiniciar o cálculo ite

rativo. Ao cabo de 12 iterações, desenvolvidas ~mpregando as 
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taxas de mistura indicadas na Última coluna do quadro 23, o po

tencial achavc.-se novamente convergido, com os parâmetros rr.os

trcdos no ruacro 24A. O corr,porta:nento ele U , Q , D e da de~si-
~ . . p p p 

dade eletrÔrüca em 1l , se acham mostrados, respectivameEte, 
o 

nas fig~ras 17a, 17b, 17c e 17d. 

Quadro 23 - Taxas de Realimentação Ca1culc:das e Usadas 

n o( t s da eq:..1.açao ( 128) usado 

** 13 0.2 

14 0.2 

15 0.2 

16 6.64 0.31 0.2 

17 5.30 0.33 0.2 
. 

18 5.76 0.20 0.2 

19 -0.29 5.85 0.3 

20 2.16 0.02 0.4 

21 * * 0.5 

22 * * 0.6 

23 * * 0.8 

24 1.10 0.72 1.0 

25 -8.77 1.13 

** I 
(1 - ~) v~~[p] + v 13r;; + n.] v14 = O( 

No quadro 24B, as energias de valência e da primeira ban

da de condução do novo potencial autoconsistente {AUTO II) em 

pontos de simetria .dn ZB estão comparadas a seus valores na pa_! 

tida da prin:eira autoconsistência (sem cor:reções 

aos :res:;.ltacos autoconsistentes internediários ( 

à carga wr) e 

VAC = partida 
13 

da segunda autoconsistênc)a). As bandas calculadas a partir de 

V~~ estão na figura 18. 
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Quadro 24A - Configuração Autoconsistente II 

AT B 6B Q D ~c (R ) 6E (R ) 
p p p p p p p p 

As 2.44'1 -0.544 31.17 0.410 - 0.499 - 0.374 

Ga 1.917 -0.407 29.97 0.214 - 0.316 - 0.195 

Po d c E: v 
o o o 

0.0144 o.c031 0.3846 -0.7188 -0.3342 

Quadro 24B - NÍveis de Valência e Condução em Pontos 
de Simetria da ZB (eV) 

PART. AUTO 1 AUTO II EXP. 

As 3d -44.32 -43.08 -43.42 -40.76 

Ga 3d -18.56 -19.28 -19.61 -18.82 

flv 
-12.31 -12.35 -12.47 -13.8 

L 
lV 

-11.02 -10.94 -10.98 -12.0 

K 
1V 

-10.53 -10.38 -10.39 

X 
1V 

-10.51 -10.35 -10.36 -10.7 

vl -10.49 -10.32 -10.33 
lV 

x3v -5.73 -6.19 -6.39 -7.1 

w -5.58 
4V 

-6.05 -6.24 -6.6 

K1v -5.54 -6.00 -6.20 

1
1v 

-5.50 -5.90 . -6.13 -7.1 

K1v -2.81 -3.04 -3.26 

"'
1
3v 

-2.66 -2.86 -3.04 -4.0 

w2v -2.39 -2.63 -2.81 

x5v -2.00 -2.17 -2.28 -2.5 

K2v -1.67 -1.82 -1.91 

1
3v 

-0.86 -0.95 -0.98 -1.4 

r;:5v 
o.o o.o o.o o.o 

flc 
1.04 0.64 0.30 1.5 

1
1c 

2.11 1.68 1.28 

x3c 3.08 2.66 2. 23 

K 
lc 

3.54 3.09 2.62 

i'! 5.09 4.90 4.71 
4c 
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Se as c erga~- -./p dos qHadros 16a ( configuracão autocons is

tente I) e 24a (cor.figuracão autoconsistente II) são comparadas, 

ver-jficamos qlle -uMa parcela da carga transferida para o As na 

primeira etapa de autoc-:msistência (carqa HT) é devolvida à re-

gião no. agora que diferenças Llcp(r) = 
mas à solucão real da equacão de Foisson 

C (r) - C mais prÓxi 
p o 

são consideradas. 

O efeito de correcÕes à carga HT é mais importante no As, 

o que pode ser comPreendido consultando a figura 13b (a citada 

anroxima~ão provoca maiores descontinuidades em carga na super

fÍcie ca esfera desse áto:r.o), ott observando que D(As)"' 2 D(Ga). 

A inversão no sentido da transferência de carga ocorrida 

da pri~eira nara a segunda etana do c~lculo iterativo mostra 

que eSsa t:rartsferência pode efetiva::-:ente sofrer influência Ge 

deslocamentos em 

ma~ão vr: a carga 

b.V (r) criados artificialmente pela aproxi
P 

devolvida à região -'L teria sido deslocada, 
o 

na primeira fase, em função da aProximacão MT da carga. 

Segue-se então que a anroximacão 1-:T do exchange, Tcantida 

durante as duas etapas, deve influir substancialmente na evolu

cão do Processo iterativo, e é Provavelmente rest"'·-'ns2vel pelo 

estreitamento da banda Droibida nessas duas fases. 
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CONCLUSÃO 

Nosso objetivo ao encetar o presente trabalho foi o rr.éto

do APW em si: visar:1os a estabelecer a i~':)ortê.ncia de aperfeiçc.§ 

rr.entos como a inclusão autoconsistente de correções não-HT à 

ca:rga e ao ?Ot~:;f:cial coulo:r,biarJ.o na a\'licacão do método a rr.z.te

riais, como o Ga!.s, sensíveis ao ajuste de parânetros arbi tr.?.

rios da anroxima"'i'•o ~1T. 

Termos não-:·:T do potencial e da carga foram incluídos em 

estágios diferentes, Para que se pudesse avaliar separadamente 

sua relevância e o sentido das alterarões Dor eles determina-

das. 

Uma vez que essas correcões seriam calculadas autoconsis

tenter.Jente, o Processo iterativo em si foi objeto de estudo, no 

que se refere a integracões sobre a ZB e a critérios para acom

~anh2r a evoluç~o do ~rocesso e recli~entá-lo. 

Finalmente, nrocuramos anerfeiçoar a metodologia, exPlo

rando Possibilidades como a linearização das derivadas logarít

micas das funcões radiais, ou a pesquisa de zeros e determina

ção das autofuncões pelo formalismo da matriz secular inversa. 

O que se evidenciou foi a extraordinária importância do . 
(mau) tratamento dado ao exchange, desde a localizacão das ban

das d até a evolução do nrocesso iterativo de autoconsistência. 
- - 1/3 A aproximacao do exchange por uma funcao de p acarreta cer-

ta instabilidade das bandas frente a variações da constante o<; 

por outro lado, as descontinuidades de potencial na superfÍcie 

das esferas, decorrentes do fato de o potencial de excha~ge ser 

tratado na aProximacão ~:T, parecem determinantes na tl'ansferên

cia de carga Promovida ao longo do cálculo iterativo. 

Nossa conclusão é de que, m>m material de estrutura vazia 

como o GaAs, cálculos em Primeiros PrincÍpios só podem ser mE'

lho:rados se o exchange for considerado cem base em modelos mais 

apurados do que aqvele emprEgado neste t:rcbalho, cuja p1·incipal 
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Ceficiêncj a cc,r..siste er:1 esté.~<.:?lcc~?r pêTZ aqv.ele potenci2l na r~ 

gi&o inte~esférica uma constante que não reProduz sequer o va

lo:e mécio de E (~). 
o 

NessP caso, a efetividace da autoconsist~ncia poder~ ser 

reavaliada, em funcão da manutencão ou não de instabilidades 

das bandas de eneraia frente a eventuais parâmetros do potencial 

de exchange. Vale observar que, já anterior1rente, perfazendo cál 

culos AFW do diamante com Potenciais obticos para o carbono nas 
. - 22 13 8 

conf~gu.rêcoes s p e s p , Rezende observou que diferentes tra 

tzr;·entos de exchcnge são êe lcnÇJe mais determincntes, no que 
' se refere as ban~as de energia desse material, do que o tipo de 

cor.figur~cão atÓmica usado; isto estaria a inCic8r, pelo menos 

no caso de conpostos homopolares, ur:1a menor importâncic. Cos e

feitos de autoconsistência, desde que o exchange seja melhorado. 
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