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Resumo

Matéria, ao se acumular ao redor de um objeto compacto (e.g., um buraco negro), se
configura naturalmente na forma de um disco grosso (toro) em rotagao. A matéria do
disco pode ser considerada como um fluido, e suas estruturas de equilibrio hidrodinamico
podem ser obtidas a partir das equagoes basicas da hidrodinamica.

Nesse trabalho apresento uma extensa revisao da teoria basica de discos grossos de
acre¢ao, no ambito das teorias classica e relativistica, incluindo uma anélise da chamada
orbita circular marginalmente estdvel.

Formulo o problema incluindo a autointeracao gravitacional do toro, caso em que o
problema das estruturas de equilibrio se torna um problema de fronteira livre, o que
dificulta a obtencao das solugoes. Reviso os métodos e técnicas numéricas ja utilizadas
ao se atacar esse problema e desenvolvo um c6digo numérico proprio, chamado BLATOS,
que gera solugoes autogravitantes de toros ao redor de buracos negros.

Desenvolvo ainda uma metodologia para se aplicar o método nodal dos elementos
espectrais a dominios nao limitados. O desenvolvimento desse novo tipo de elemento, os
chamados elementos infinitos, gera uma extensao natural a elementos nao limitados com
bordas curvas assintéticas.

Aplico as solugdes numéricas obtidas no estudo da instabilidade runaway, mostrando
como a identificacdo da situacao de instabilidade pode ser feita a partir dessas solugoes.
A partir do cédigo numérico é possivel alterar o perfil de rotagdao e a razao das massas
toro/buraco negro, de forma a se realizar um estudo do espago de solugdes.
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Abstract

Matter, accumulating around a compact object (e.g., a black hole), appears naturally in
the form of a thick disk (torus) in rotation. The material of the disk can be considered
as a fluid, and its hydrodynamic equilibrium structures can be obtained from the basic
equations of hydrodynamics.

In this work I present an extensive review of the basic theory of thick accretion disks,
in the framework of the classical and relativistic theories, including an analysis of the so
called marginally stable circular orbit.

I formulate the problem including the torus self gravitational interaction, in which case
the equilibrium structures problem becomes a free boundary problem, making it difficult
getting the solutions. I revise the methods and numerical techniques used to attack this
problem and I develop a numeric code, named BLATOS, that generates autogravitating tori
solutions around black holes.

Further, I develop a methodology for applying the nodal spectral element method to
unbounded domains. The development of this new type of element, the so called infinite
element, generates a natural extension to unbounded elements with asymptotic curved
edges.

I apply the resulting numerical solutions in the study of runeway instability, showing
how the identification of the instability can be done from these solutions. The rotation
law and the torus/black hole mass ratio can be changed from the numerical code in order
to conduct a study of the solution space.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Buracos negros e ISCO

Buracos negros astrofisicos sao objetos muito massivos, com massa entre algumas até 10°
vezes a massa do Sol. Eles sao observados em galdxias (na maioria das vezes como sistemas
bindrios) e também como buracos negros “supermassivos” no centro de galaxias. Supde-
se que nossa propria galaxia tenha um buraco negro em seu centro. Sendo tao massivos,
buracos negros sao muito bem descritos pela teoria da relatividade geral classica.

Ao se observar esses objetos astrofisicos a uma grande distancia o que se vé sao centros
atrativos de matéria conforme descritos pela teoria da gravitagdo de Newton, na medida
em que a teoria da relatividade geral se reduz a essa no caso de campos gravitacionais
fracos. No entanto, em regioes proximas ao buraco negro, como no caso de estrelas em
Orbitas proximas e, principalmente, no caso de discos de acrecao, efeitos intrinsecamente
relativisticos sao importantes e, de fato, tém um papel fundamental na dinamica das
6rbitas nessa regiao.

Um efeito relativistico particularmente importante é o fato de haver um limite interno
para a existéncia de oOrbitas circulares estaveis. Esse fato define o que chamamos de
érbita circular estavel mais interna, ou ISCO (innermost stable circular orbit), também
chamada de orbita circular marginalmente estavel, cujo raio é denotado por 7,,s. A
existéncia de uma orbita circular marginalmente estavel ¢ uma previsao da teoria da
relatividade geral para particulas “teste” orbitando um buraco negro, e esse efeito tem
um impacto importante na estrutura de um disco de acrecao: em raios r > r,,s a matéria
do disco se move em Orbitas aproximadamente circulares e lentamente espirala em direcao
ao buraco negro; na ISCO, no entanto, a dinamica muda “repentinamente” e a matéria
do disco, que pode ser considerada como um gas, nao encontrando mais érbitas circulares
estéveis precipita-se em dire¢do ao buraco negro (porém, veremos na segao 4.1.3 que isso
nao é tao repentinamente como se poderia pensar, e outros efeitos devem ser levados
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em considera¢ao). O gds em um disco de acre¢do se inicia a um raio grande e percorre
uma espiral, através de uma sequéncia de Orbitas circulares préximas, ao perder momento
angular por viscosidade (bem como por outras instabilidades dindmicas). Quando o gas
atinge a ISCO nao existem mais Orbitas circulares estaveis possiveis, de forma que o
gas acelera rapidamente em direcao ao centro. Dessa forma, a ISCO deve funcionar
efetivamente como uma margem interna para um disco de acre¢ao. Note que discos grossos
autogravitantes naturalmente se conformarao como toros ao redor do objeto central, seja
ele um buraco negro ou nao.

Buracos negros podem ser vistos como particulas elementares perfeitas descritas in-
teiramente por trés parametros: massa (M), carga elétrica (@) e spin (ou parametro de
rotacao a,, definido de forma que seu momento angular J seja dado por a,GM?/c), sendo
esse restrito ao intervalo entre 0 (buraco negro sem rotacao) e 1 (rotagdo méaxima). No
entanto, ¢ pouco provavel que um buraco negro dentro de uma galaxia tenha carga elé-
trica significativa porque normalmente ela seria neutralizada pelo plasma ao seu redor [1].
Porém, supoe-se que tenham momento angular ndo nulo. E quase que certo que os proge-
nitores de buracos negros com massa estelar rodavam quando colapsaram, de forma que
seus produtos finais deveriam estar em rotacao. Buracos negros supermassivos também
deveriam ter momento angular consideravel, pois acredita-se que tenham obtido grande
parte de suas massas de um disco de acrecao orbital.

O spin de buracos negros obviamente nao tem nenhum efeito gravitacional na apro-
ximacao Newtoniana. Contudo, em um quadro relativistico o spin de um buraco negro
tem um efeito dinamico sobre as érbitas que o circundam, e em particular sobre o raio
da ISCO. Por exemplo, para um buraco negro sem rotacao r,, = 6GM/c*, enquanto
que para um buraco negro com rotagao maxima r,,, = GM/c* se a 6rbita tem o mesmo
sentido de rotacdo do buraco negro, e 7,,; = 9GM/c* se tem sentido contrério.

Dessa forma, existe uma relagao entre o spin e o raio r,,,, fato esse que tem sido usado
em medidas de spin de buracos negros. Sendo a medida da massa relacionada com a
propria identificagdo do buraco negro, a medida do spin é muito mais complicada, e os
métodos atualmente empregados para isso exigem o conhecimento do raio da orbita cir-
cular marginalmente estavel. De fato essa relacao motivou o desenvolvimento do presente
trabalho e, portanto, falo um pouco mais sobre essa relagao a seguir.

1.2 Medidas de spin de buracos negros

Muito provavelmente buracos negros astrofisicos tem spin nao nulo, considerando a ma-
neira como se formam (spin natal) ou o momento angular ganho pela acregao, porém
ha fortes evidéncias de que o spin de alguns buracos negros de massa estelar seja natal
[2]. Um conhecimento preciso sobre o spin desses buracos negros ird gerar uma maior
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compreensao dos modelos de formagao de buracos negros em supernovas [3] e explosoes
de raios gama. De maneira similar, conhecer o spin de buracos negros supermassivos pode
nos ajudar a entender a historia evolutiva de buracos negros e o papel da acrecao e fusoes
[4]. Uma outra aplicacdo das medidas de spin de buracos negros serd a compreensao da
relacao entre o spin e os jatos relativisticos, vistos em ambos os tipos de buracos negros,
de massa estelar e supermassivos. Por muitos anos reconheceu-se os buracos negros como
sendo importantes fontes de energia e tem-se especulado que esses jatos sejam alimentados
pelo spin do buraco negro através de um processo tipo Penrose, associado com campos
magnéticos [1].

Como acredita-se que qualquer carga elétrica inicial seja neutralizada pelo material
ao seu redor, buracos negros astrofisicos sao completamente definidos por sua massa e
spin. Estimar a massa de um buraco negro é relativamente facil pois essa tem um efeito
mensuravel mesmo a grandes distancias, onde a gravitacao Newtoniana se aplica, e, assim,
as massas de muitos buracos negros foram medidas usando métodos dinamicos através
de oOrbitas de estrelas proximas. De fato, a medida da massa estd associada a propria
identificagdo do buraco negro: encontre um objeto com massa maior que trés massas
solares (limite méximo para a massa de uma estrela de néutrons) e esse objeto é muito
provavelmente um buraco negro.

O spin, por outro lado, ndao tem nenhum efeito Newtoniano, e somente tem efeitos
mensuraveis para orbitas relativisticas. Consequentemente, para medir o parametro de
rotacdo a, sdo necessarias “particulas” em oérbitas de raio muito pequeno. Felizmente
buracos negros astrofisicos tém “particulas teste” na forma de gas de acrecao, e de fato a
maioria dos dados disponiveis para a medida do spin provém da radiacao eletromagnética
emitida pelo disco de acre¢ao ao redor do buraco negro (ao contrario da massa, que pode
ser deduzida de movimentos orbitais). Dada a massa do buraco negro, conforme o spin
aumenta o disco pode mover-se mais proximo do buraco negro. Assim, existe uma relagao
direta entre o spin do buraco negro e o raio interno do disco.

Como ja mencionado, supde-se que a margem interna do disco coincida com o raio
da orbita marginalmente estavel, o que nos leva a uma relagao direta entre a, e o raio
Tms (0 que obviamente depende da métrica utilizada). Para um buraco negro isolado e
com uma determinada massa mantida constante, a localizacao da ISCO é uma funcao
monotonica decrescente do seu spin. Dessa forma, uma vez que a massa do buraco negro
é conhecida, saber a localizagdo da ISCO é suficiente para se medir seu spin. Sendo
assim, uma variedade de métodos observacionais foram propostos para estimar o raio
Tin = Tms da borda interna do disco de acre¢ao (ou outras quantidades relacionadas como
a velocidade angular e a energia de ligacdo de uma particula em érbita) em vista de
através disso estimar a..

Como a regiao de interesse para o spin é o disco interno, é a emissao de raios-X
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provindos dessa regiao que é usada nos diferentes métodos de medida do spin. Pode-se,
por exemplo, observar a eficiéncia radiativa do disco de acre¢do de um nicleo galactico
ativo, definida como a razao da energia irradiada por unidade de massa acretada. Ela é
determinada pela energia de ligagdo do gas na ISCO, que depende de a, [5]. Ou ainda,
para buracos negros em sistemas binarios emissores de raio-X o espectro de poténcia de
variagoes de intensidade apresenta um ou dois picos em frequéncias de algumas centenas
de Hertz. Os picos sao relativamente largos, indicando que nao correspondem a oscilagoes
coerentes, e sim a oscilagoes quase periddicas. A alta frequéncia observada sugere que as
oscilagoes surgem no gas que estd proximo ao buraco negro. Supoe-se que esse gas seja
altamente influenciado por efeitos relativisticos, incluindo efeitos particulares associados
com o spin do buraco negro [5], o que também pode ser usado nessas estimativas.

De fato, nos ultimos anos tornou-se possivel medir o spin das duas classes de buracos
negros (de massa estelar e supermassivos). Os dois principais métodos que estao sendo
empregados [2], sao o método Fe Ky, em que se modela o perfil relativisticamente alargado
dessa linha do ferro, que se aplica a ambas as classes de buracos negros, e o método do
ajuste continuo, em que se modela o espectro térmico continuo de raio-X do disco de
acrecao, que tem sido aplicado até agora somente a buracos negros de massa estelar. O
importante aqui é que ambos os métodos dependem da identificagdo da margem interna
do disco de acregao com a ISCO [2, 3].

O método do ajuste continuo, por exemplo, consiste no ajuste do espectro de raios-X
observado a modelos em que um parametro de ajuste é o spin do buraco negro [2]. Nesse
método identifica-se a margem interna do disco de acrecao com a ISCO, e estima-se 7,
pelo ajuste do espectro continuo de raios-X. Como o raio r,,s ¢ uma funcao estritamente
monotonica decrescente do parametro de spin a, do buraco negro, sabendo o seu valor
imediatamente infere-se o valor de a, (veja por exemplo [2], onde é determinado o valor
de spin para oito buracos negros diferentes).

1.3 Objetivo e metodologia

A posicao da ISCO é um fator critico para as medidas de spin de buracos negros, e de-
pendente estritamente do modelo (no caso a métrica do espago-tempo) utilizado. Para
o caso de um buraco negro em rotacao o espaco-tempo ¢ descrito pela métrica de Kerr
(Kerr-Newman caso considere-se carga elétrica nao nula), na medida em que efeitos gra-
vitacionais de outros corpos possam ser desprezados. Dada a métrica, pode-se calcular
6rbitas de particulas teste (geodésicas) em torno do buraco negro sendo que, nesse caso
especifico, a chamada ISCO é muito bem determinada. (ver por exemplo se¢ao 2.2 para
caso de um buraco negro estiatico — métrica de Schwarzschild)

No entanto, o intenso campo gravitacional em torno do buraco negro agrega todo
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material gasoso em torno dele na forma de um disco em rotacao, e essa grande quantidade
de matéria altera as propriedades do espago-tempo (e sua métrica) e deve influenciar
de forma significativa na determinacao dessa dérbita. Contudo, ainda assim de maneira
geral utiliza-se a métrica de Kerr, pois no modelo padrao de discos finos despreza-se
a autointeracao gravitacional do disco, considerando-a insignificante perante o campo
gravitacional do buraco negro (além de simplificar imensamente as equagbes a serem
tratadas). Porém, isso é apenas uma hipétese e o préprio modelo padrao de discos finos
nao pode descrever corretamente um disco astrofisico proximo ao buraco negro, como
veremos na secao 4.1. Além disso, devemos lembrar que o disco esta em um delicado
equilibrio entre as forcas gravitacional e centrifuga, e é somente a diferenca entre elas
que integra o potencial efetivo. FKEssa nao ¢ a mesma situacdo em que a massa extra
adicionada ao sistema pelo disco residisse no buraco negro. Considere, por exemplo, o
campo gravitacional gerado por um anel dentro do disco: somente para a porcao externa
— e nao para a por¢ao interna ao anel — a forca gravitacional sentida devido a esse anel
seria em diregdo ao centro. Abramowicz et al. [6], em um estudo qualitativo preliminar
sobre os efeitos globais da autointeracao gravitacional, mostrou que essa tem um papel
importante mesmo em casos em que a massa do disco é pequena. Isso porque ela perturba
o equilibrio delicado que ha entre as forgas gravitacional e centrifuga, e a estrutura global
do disco é muito sensivel a tal equilibrio.

O efeito da autointeragao gravitacional, tanto local (como em instabilidades) quanto
em quantidades globais do disco, nao é ainda completamento compreendido. Assim, o
objetivo do presente trabalho é estudar de que forma a autointeragao gravitacional da
matéria agregada ao redor do buraco negro na forma de um disco de acregdo afeta a
determinacao da métrica do espago-tempo, e consequentemente a determinagao do raio
da orbita circular marginalmente estavel. Nao realizo aqui um estudo de como essa
alteracao na posicao da ISCO modificaria as medidas de spin de buracos negros que
vem sendo realizadas (onde considera-se a métrica de Kerr, desprezando-se outros efeitos
gravitacionais [2, 3]), sendo esse uma possivel extensao desse trabalho.

No ambito da gravitacdo Newtoniana as ISCO’s somente existem para centros de
atracao com deformacgoes quadripolares, conforme veremos na secao 2.3. Nesse caso, é
possivel adotar uma abordagem pseudonewtoniana (ver se¢ao 2.5) para simular o campo
gravitacional de um buraco negro. Isso permite que efeitos notaveis da relatividade geral
sejam incluidos através de um tratamento tanto conceitual quanto computacionalmente
mais simples que um modelo relativistico completo, por se tratar apenas de gravitacao
Newtoniana com um potencial modificado. Potenciais pseudonewtonianos foram introdu-
zidos por Paczynsky e Wiita [7], e sdo tradicionalmente aplicados em sistemas astrofisicos
quando um tratamento relativistico completo se mostra muito complexo. Apresento esses
potenciais na se¢ao 2.5. Solugoes Newtonianas servem como resultados preliminares para
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solugoes numeéricas relativisticas, e ainda como forma de comparativo e de consisténcia
dos resultados. O uso de potenciais pseudonewtonianos pode ser validado na medida em
que seus resultados se aproximam ao resultado relativistico completo.

Esse estudo requer ainda um modelo de disco de acrecao a ser empregado. Varios
modelos ja foram elaborados, e a escolha de um deles tem implica¢des na aplicabilidade
dos resultados, sendo que cada modelo se aplica a determinados sistemas astrofisicos es-
pecificos (ver breve discussao na se¢ao 4.1). Adoto o modelo de discos grossos chamado de
Polish doughnuts [8-10] (que descrevo no capitulo 4) por sua generalidade e simplicidade,
apesar do chamado modelo padrao de discos ser um modelo de discos finos. Por se tratar
de um modelo de discos grossos, ou toros, ele de certa forma se generaliza a discos finos,
pois é possivel manipular o seu formato por meio de parametros especificos.

O modelo relativistico analitico de toros ao redor de buracos negros em espacos-tempo
fixos foi introduzido por Abramowicz, Jaroszynski e Sikora [8][9]. Esse modelo foi entao
generalizado para discos relativisticos autogravitantes por Nishida e Eriguchi [11], usando
uma representacao integral das equagoes de Einstein, de forma que se possa levar em
conta automaticamente o comportamento assintético das fungoes métricas.

O atual interesse na teoria da estrutura, evolucao e estabilidade de discos grossos
de acrecao ¢ devido a possibilidade de que discos grossos devem ser relevantes para se
compreender as fontes de energia nos centros de radio-galaxias e quasares. Discos grossos
também podem ocorrer durante estagios iniciais da formagao estelar: eles poderiam estar
envolvidos na geragdo de jatos e correntes bipolares, e eles devem se formar durante a
fusdo de duas estrelas na medida em que o sistema tenta lidar com o excesso de momento
angular (ver se¢ao 4.1.1).

Ha uma vasta literatura referente a discos de acrecdo. Em geral eles sdo tratados
como sendo fluidos ideais com uma determinada equagao de estado (e.g., equagdo de
estado politrépica), e algumas outras simplificagoes para facilitar a anélise do problema.
Considero nesse trabalho estruturas fluidos autogravitantes na forma de um toroide, em
um estado de rotagdo estacionario ao redor de um buraco negro, e assumindo ainda
simetria axial. O problema entdo se resume a encontrar solucoes das equacoes da
hidrodindmica em conjunto com as equagoes da gravitagao classica (equacao de Poisson)
ou relativistica (equagoes de Einstein), utilizando essas hipdteses.

A dificuldade em se obter solugdes numéricas de fluidos autogravitantes em equilibrio
hidrodinamico esta no fato de que a superficie de equilibrio nao é conhecida a priori, onde
as condig¢oes de contorno sobre a densidade e a pressao sao impostas. Trata-se, portanto,
de um problema de fronteira livre, onde a prépria superficie do fluido deve ser obtida em
conjunto com a distribuicao de densidade, sendo as condigoes de contorno para o potencial
gravitacional dadas somente no infinito espacial.

Devido a complexidade das equacoes envolvidas e ao fato de se tratar de um problema
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de fronteira livre, ele é em geral tratado numericamente. Varios cédigos numéricos foram
desenvolvidos com a finalidade de se calcular esse tipo de estrutura. Na secao 4.6 apresento
os principais resultados obtidos nessa area e na se¢ao 5.1 a evolugao historica dos métodos
numéricos desenvolvidos.

O que faco nesse trabalho é utilizar varias técnicas numéricas em conjunto para de-
senvolver um codigo especifico, o qual batizo de BLATOS (black hole - torus sistem), para
a obtencao dessas estruturas, e para as quais é possivel se calcular a ISCO. Parte con-
sideravel desse trabalho, portanto, consiste no desenvolvimento e aplicacao de técnicas
numeéricas apropriadas para a obtencao de solu¢des do problema em questdo. A segunda
parte desse trabalho é dedicada ao métodos numéricos utilizados no desenvolvimento desse
codigo.

Tradicionalmente, o problema de se encontrar estruturas em equilibrio de fluidos au-
togravitantes ¢ abordado numericamente no ambito do chamado método do campo auto-
consistente, proposto inicialmente por Ostriker e Mark [12] para o problema de fronteira
livre. A equagao de equilibrio do fluido e a equacao de Poisson sao resolvidas iterativa-
mente, a partir de um estado inicial, até que a convergéncia seja obtida. Nos modelos
relativisticos, os modelos analiticos de Abramowicz et al. [8] servem como estados iniciais
para o processo iterativo.

Uma abordagem diferente foi adotada por Ansorg et al. [13], que realizam uma ex-
pansao em série dos campos de forma que o problema como um todo se torna um sistema
algébrico ndo linear para o conjunto total dos coeficientes (dos campos e da superficie
desconhecida, também expandida em série), que é resolvido iterativamente a partir de um
“chute” inicial através do método Newton-Raphson.

De qualquer forma, os métodos utilizados na resolucao do problema de fronteira livre
sao métodos iterativos: ou aplicam o chamado método do campo autoconsistente, que
resolve iterativamente a equagao de equilibrio e a equagao de Poisson (e.g., Bonazzola et.
al. [14]), ou geram um sistema nao linear, que é resolvido iterativamente pelo método
de Newton. Diante do carater iterativo de ambas as abordagem, optei pelo método do
campo autoconsistente, o qual apresento na secao 8.2.

Utilizo ainda um método espectral na resolugdo da equagao de Poisson/Einstein, em
particular o método de Galerkin, cuja principal caracteristica é a expansao dos campos
fisicos em funcgoes base que satisfazem as condigoes de contorno. Métodos espectrais tém
a vantagem de terem convergéncia exponencial, ou seja, tém uma ordem de convergéncia
“infinita” se a solucao satisfaz a certas condigoes de suavidade. No entanto, a implemen-
tagdo de um método espectral sobre um disco apresenta uma complicacao intrinseca ao
sistema de coordenadas: coordenadas adaptadas ao contorno de um disco terdo sempre
uma singularidade, de tal forma que se faz necessaria a imposicao de condig¢oes de regu-
laridade das fungdes no ponto singular. Apresento essa dificuldade na secao 5.4 e cito
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algumas formas ja utilizadas para contorna-la. Minha estratégia é a aplicagdo de uma
técnica de multidominios, em que o disco é dividido em subdominios, tendo cada um seu
proprio sistema de coordenadas, evitando assim a singularidade. Em particular, utilizo o
método dos elementos espectrais, que é um método intermediario entre os métodos espec-
trais e o método dos elementos finitos, e que herda vantagens de ambas as abordagens.
Nele o dominio ¢ dividido em subdominios, chamados de elementos, sendo que dentro de
cada elemento é feita uma aproximagao polinomial de alta ordem (diferentemente dos ele-
mentos finitos onde se usam fungoes lineares ou quadraticas). Difere ainda dos métodos
espectrais multidominio tradicionais no que se refere as condigoes de acoplamento dos
dominios. Descrevo em linhas gerais o método dos elementos espectrais no capitulo 6.

No calculo numérico de solucoes de toros ao redor de buracos negros o dominio se
estende até o infinito espacial, onde as condi¢oes de contorno sao aplicadas. Dependendo
do método numérico utilizado, varias estratégias ja foram empregadas para lidar nume-
ricamente com um dominio nao limitado. Alguns trabalhos utilizam um grid numérico
truncado em um raio externo finito. No entanto, modelos que preenchem completamente
o l6bulo de Roche (ser se¢ao 4.1.1) podem ter raio externo muito grande comparado com
o raio do buraco negro central, o que faz com que seja necessaria uma boa resolucao em
diversas escalas de distancia, e complica a tarefa de se calcular esses modelos.

Uma abordagem simples e eficiente é o uso de um grid compactificado. Em particular,
pode-se construir um grid compactificado através de uma redefinicao da coordenada radial,
como feito por Cook et al. [14] para modelos de estrelas de néutrons. Este tipo de
compactificagao foi adotado também por Stergioulas [15, 16], dentro da metodologia do
campo autoconsistente. Porém, nao encontrei na literatura uma compactificacao utilizada
dentro do método dos elementos espectrais na abordagem nodal (somente uma referéncia
[17] no caso da abordagem modal), e aparentemente nao existe uma abordagem “padrao”
para elementos nao limitados dentro desse método. O que fago entao é estender uma
compactificacdo de coordenadas desenvolvida para o método dos elementos finitos [18]
para uso dentro do método dos elementos espectrais, gerando o que podemos chamar de
elementos infinitos. Dada a similaridade dos métodos, essa extensao é um tanto quanto
direta, porém existem alguns pontos importantes a serem observados. Além disso, mostro
que a extensao dessa metodologia a elementos de ordem superior como usados aqui resulta
em elementos com bordas curvas assintoticas. Dedico o capitulo 7 ao desenvolvimento
desses chamados elementos infinitos, e a secdo 5.5 a algumas outras possiveis abordagens
a esse problema.

Em suma, aplico o método dos elementos espectrais na resolugao da equacgao de Pois-
son/equagoes de Einstein, no &mbito do método do campo autoconsistente para tratar o
problema de fronteira livre, e ainda as estratégias acima citadas para tratar as questoes
de singularidade do sistema de coordenadas e de elementos nao limitados. Empregando
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esses métodos, desenvolvi um cédigo numérico (descrito no capitulo 8) que gera solugdes
autoconsistentes de toros autogravitantes em ao redor de buracos negros.

O trabalho estd organizado em duas partes: I: Formulacao Fisica e II: Métodos Nu-
méricos. No capitulo 2, apresento equagoes de movimento e cdlculos basicos das ISCOS’s
na métrica de Schwarzschild e em uma métrica estacionaria e axialmente simétrica geral,
e de como se relacionam a potenciais pseudonewtonianos derivados dessas métricas. No
capitulo 3 faco uma revisdo das equacoes basicas da hidrodinamica, classica e relativis-
tica, bem como elementos de termodindmica utilizados na sequéncia. Ainda na primeira
parte, no capitulo 4, apresento o modelo de discos grossos Polish doughnuts, também
em sua formulacao Newtoniana e relativistica. Na segunda parte descrevo os métodos
numéricos que empreguei no desenvolvimento do cdédigo BLATOS, comecando no capitulo
5 pelas estratégias adotadas na abordagem dos problemas citados acima, e em sequéncia
pelo método dos elementos espectrais no capitulo 6. No capitulo 7 discuto do emprego de
elementos nao limitados dentro do método dos elementos espectrais e a maneira com que
realizo isso, bem como um novo tipo de elemento que surge dessa formulacao: elementos
com bordas assintéticas. A seguir, no capitulo 8, descrevo o c6digo BLATOS e por fim as
consideragdes finais no capitulo 9.

Apresento ainda alguns apéndices para explicitar alguns elementos e conceitos utili-
zados no texto principal. No apéndice A a derivada de Lie, utilizada em derivacoes rela-
tivisticas, e como essa se relaciona as coordenadas Lagrangianas de fluidos. No apéndice
B introduzo o conceito de tetradas ortonormais e como o transporte de vetores ao longo
de curvas é usado para se estabelecer um sistema de referéncia sem rotagcdo. A deducao
da métrica de um espaco estacionario e axialmente simétrico completamente geral pode
ser vista no apéndice C e no apéndice D a defini¢ao e a dedugdo da tetrada ortonormal
associada ao chamado observador com momento angular nulo, que vem a ser o sistema de
referéncia sem rotacao!. Encontra-se no apéndice E a definicao de uma classe de proces-
sos termodinamicos chamados de processos politropicos, que sera a base para a descri¢ao
termodinamica do modelo de disco utilizado. Por fim, no apéndice F apresento as ferra-
mentas computacionais (compilador, bibliotecas, etc.) utilizadas no desenvolvimento do
sistema computacional BLATOS.

TA importancia desse sistema de referéncia é que ao se projetar as quantidades fisicas e equacdes
relativisticas nele obtém-se suas componentes fisicas (componentes medidas por esses observadores), que
sao em geral mais simples do que as componentes tensoriais usuais.
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Parte 1

Formulacao Fisica
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Capitulo 2

Potencial efetivo e ISCO

2.1 Hipodteses e notacao

O presente trabalho consiste no estudo de discos grossos ao redor de buracos negros.
Considero o disco como sendo um fluido perfeito, com uma equacao de estado politropica,
em um estado de rotagao estaciondrio e ainda com simetria axial com relagao ao eixo de
rotacao que passa pelo centro do corpo central, no caso o buraco negro. O fluido deve
entao estar em um estado de equilibrio hidrodinamico, onde todas as forca aplicada sobre
ele estao em equilibrio, inclusive a pressao hidrodinamica. O fato de haver uma pressao
nao desprezavel faz com que o disco se torne espesso, assumindo a forma de um toro.

A hipétese fundamental do modelo padrao de discos finos é que a pressao hidrodi-
namica seja desprezavel diante da for¢ca de atragdo gravitacional, fazendo com que o
fluido assuma um movimento de rotagao Kepleriano, ou seja, um movimento onde a forca
gravitacional equilibra-se perfeitamente com a forca centrifuga. O fato da pressdo ser
desprezavel simplifica a estrutura vertical do disco, fazendo com que esse assuma uma
configuragao “fina”, onde a espessura vertical é muito menor que a dimensao radial.
Dessa forma, esse modelo contempla apenas movimentos no plano de simetria equatorial
do fluido em rotacao.

Para o estudo de discos grossos, como fago no presente trabalho, considero o teorema
de Lichtenstein [19] (1933), que provou que na teoria Newtoniana corpos fluidos em movi-
mento de rotagao estacionario sempre apresentam uma simetria com respeito a reflexoes
em um plano ortogonal ao eixo de rotagdo contendo o baricentro do corpo (plano equa-
torial). Para fluidos estaciondrios, axialmente simétricos, o plano equatorial é ele préprio
rotacionalmente simétrico, e assim podemos introduzir nele uma familia de circulos con-
céntricos em torno do centro de simetria. O raio circunferencial desses circulos nos da
uma coordenada radial conveniente no plano equatorial.

Ainda nao se sabe se o teorema de Lichtenstein é valido na relatividade de Einstein,

13
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mas muitas solugoes conhecidas das equagoes de Einstein descrevendo espagos-tempo
axialmente simétricos apresentam essa simetria discreta e, portanto, a assumirei como
hipétese.

Assumo ainda que o fluido apresenta um movimento de rotagao puramente circular, ou
seja, que as componentes poloidais da velocidade sejam nula, sendo a tinica componente
nao nula a componente azimutal: @ = ug.

Utilizo ao longo de todo o trabalho coordenadas cilindricas usuais (2%, x!, 22, 2%) =

(t,7, 2, ), e algumas vezes coordenadas esféricas (z°, ', 22, 23) = (¢, R, 0, p). Quaisquer
indices gregos p,v, o, 5 ... = (0,1,2,3) serdo usados para denotar componentes tenso-
riais na base de coordenadas. Os indices latinos i, j,k = (1,2,3) denotam componentes
tensoriais na base de coordenadas excluindo-se a componente temporal. Indices latinos
do inicio do alfabeto a,b,c... = (0,1,2,3) (escritos entre parénteses — e.g., T(q)e)) serdo
usados para denotar componentes em uma base ortonormal, e os indice [, m,n = (1,2, 3)
também, mas excluindo a componente temporal.

Emprego ainda a convencio de Einstein (z%z, = 33 _, 2%z, ), métricas com assinatura
2 (-+++) e unidades geométricas, G = ¢ = 1. A velocidade da luz ¢ seréd escrita apenas
quando se quiser enfatizar alguma relacao dimensional ou limite.

2.2  Orbitas na métrica de Schwarzschild

2.2.1 Equacoes de movimento e potencial efetivo

Comecarei mostrando como surge a 6rbita marginalmente estavel para um buraco negro
isolado, estatico e esfericamente simétrico, ou seja, para a métrica de Schwarzschild:

—1
Guodatde? = ds® = — (1 - 2?5) dt* + (1 - 2]];4) dR® + R* (d6° +sin® 0d”) . (2.1)
onde M é a massa do buraco negro, sendo R = 2M o raio do horizonte de eventos.

Devido a simetria o problema tridimensional das érbitas de particulas teste na métrica
de Schwarzschild, restritas ao plano equatorial, se reduz a um problema unidimensional
usando um potencial efetivo na coordenada r, como veremos a seguir [20].

As equacoes de movimento de uma particula teste sdo obtidas aplicando o principio
variacional que extremiza o intervalo relativistico ao longo de sua linha de mundo

ds
— _— — —_ rH Y 1/2 —
5/d3 5/ d)\d/\ 5/( GuatE”) 2N = 0, (2.2)

. K , A . .
onde i = 9 ¢ \ é um pardmetro qualquer ao longo da linha de mundo. Assim, para

dx
1/2

trajetérias tipo tempo (ds* < 0) temos a Lagrangiana £ = (—g,,@"i")"?. Para evitar
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raizes podemos substitui-la pela Lagrangiana equivalente

2

£ = ;fl; = ;guyzt“:t”, (2.3)
que resulta nas mesmas equagoes de movimento, mas com a condicao de que A seja
um pardmetro afim (de forma que A = as + b, com a e b constantes quaisquer) [20].
Tipicamente para particulas massivas é usado o tempo proprio. Essa escolha resulta que
£ é constante ao longo da trajetéria, assumindo os valores —%, 0 ou %, dependendo se
temos trajetérias tipo tempo, tipo luz (particulas sem massa) ou tipo espago (trajetorias
nao fisicas) respectivamente (ds* < 0, ds* = 0 e ds* > 0 respectivamente). Como estamos

tratando trajetorias fisicas de particulas massivas temos que 2£ = —1, o que, para a
métrica (2.1), resulta em
2M\ . 2MN\ T
— (1= = t2+(1—> R*+ R*p* = —1. 2.4
(1-F) 7 24

As equagdes de movimento sao obtidas através das equacoes de Euler-Lagrange

d (0f 0f
5y (m) = D (2:5)

que resultam na equacao da geodésica
i+ Thadd =0, (2.6)

onde I'} 5 = 29" (0agys + 089va — Ovgas)* é o chamado simbolo de Christoffel. Para a

[0
métrica de Schwarzschild temos o seguinte sistema de equacoes acopladas

2M

t+———— Ri = 2.

T RR—an =Y (27)

- M . 2M . .
—(R—-2M){* — ————R*— —2M)(6? in? 0¢%) = 2.

R+R3(R ) R(R—ZM)R (R )(0° +sin“ 0p°) =0, (2.8)

.. 2 .

0+ E@R — sinf cos p* = 0, (2.9)
2 . cosf .

p+ —pR+2 Op = 0. 2.10

SO—i_R(p * sinf* ( )

Consideremos movimentos no plano equatorial apenas, de forma que § = w/2e R=r. A
equagao (2.9) mostra que se a particula se move inicialmente no plano equatorial 9 =0,
ela se manterd nesse plano. Isso segue do teorema de unicidade para solugoes de tais
equagoes diferenciais, pois § = /2 para todo \ satisfaz a equagao (2.9). Além disso,

= 9f

ntroduzo aqui a notagio simplificada 9, f = Do+
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as equacgoes para as coordenadas ciclicas ¢ e t resultam nas respectivas constantes de

movimento
Y 2. _—
ﬁ[r ol=0 = r*¢ = L = constante, (2.11)
d 2M . .
P\ [(1 — T) t] =0 = (1 — %) t = FE = constante, (2.12)

que podem ser vistas como o momento angular e a energia por unidade de massa para
particulas massivas.

Juntas essas quantidades conservadas fornecem uma forma conveniente para estudar-
mos érbitas na geometria de Schwarzschild. Ao invés de usarmos a equagao (2.8) para r
diretamente podemos usar a expressao (2.4), que vem do fato de que a prépria Lagrangi-
ana é uma constante de movimento. Multiplicando essa equagao por (1 —2M/r) e usando
as expressoes para F e para L obtemos

oM L?
— Bt (1-"—)(1+= ] =0, (2.13)
r r?

0 que resulta em apenas uma equagao pra r(A) ao invés de um sistema de equagoes
acopladas. A equagao (2.13), juntamente com as equagoes (2.11,2.12), resulta em inte-
grais elipticas que particularmente nao sao muito informativas, mas podemos obter uma
descricao geral das orbitas escrevendo-a na forma

1 1
57;'2 —i—U(T, L) = §E27 (214)

por meio do potencial efetivo

1 M L[* MIL?
U(T,L):§—7+27102—7.

(2.15)
A equagao (2.14) é exatamente a equagdo para uma particula Newtoniana com uma
unidade de massa, e “energia” %EQ movendo-se em um potencial efetivo unidimensional
dado por U(r,L). (A verdadeira energia por unidade de massa é E, mas o potencial
efetivo para a coordenada r responde a %EQ)

E evidente que a nossa situacio fisica é completamente diferente de uma particula
Newtoniana se movendo em uma dimensao. As trajetorias em consideracao sao érbitas
ao redor de um buraco negro. As quantidades de interesse sdo nao apenas r(\), mas
também t(\) e p(A\). No entanto, podemos obter uma descri¢ao satisfatoria das orbitas
compreendendo o seu movimento radial, reduzindo o seu comportamento a um problema
que sabemos resolver.

Uma analise similar das érbitas usando gravitagdo Newtoniana produziria um resul-
tado similar: a equagdo geral (2.14) seria a mesma, mas o potencial efetivo (2.15) nao teria
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o ultimo termo. Nesse potencial o primeiro termo é apenas uma constante, o segundo
corresponde exatamente ao potencial gravitacional Newtoniano, e o terceiro termo é a
contribui¢cao do momento angular que assume a mesma forma na gravitacao Newtoniana
e na relatividade geral. O ultimo termo, a contribuicao da relatividade geral, fara uma
grande diferenga na regiao com r pequeno.

Sabemos que na teoria Newtoniana as Orbitas sao secOes conicas - Orbitas ligadas
sao circulos ou elipses, enquanto orbitas nao ligadas sao parabolas ou hipérboles. Em
relatividade geral a situagao é diferente, mas somente para r suficientemente pequeno,
pois para 7 — o0 o comportamento serd idéntico (U — constante). No entanto, para
r — 0 o potencial tende a —oo ao invés de +00 como no caso Newtoniano. Da equagao
(2.15) vemos que em 7 = 2M | no chamado horizonte de eventos, o potencial efetivo sempre
se anula.

H& diferentes curvas U(r, L) para diferentes valores de L (por isso escrevo L como
um parametro); em qualquer uma dessas curvas o comportamento da Orbita pode ser
analisado comparando-se $E? com U(r,L) (figura. 2.1). A distancia entre uma linha

0.527 2
0517 ""’f\ 1

05: | 1[2
0.49 3

0.45 \ 3 _L—%EZ
o] | N_____—

U485 10 15 20 25 30 3B 40
I/t

Figura 2.1: Perfil do potencial efetivo para uma particula com massa de repouso nao nula
orbitando um buraco negro de Schwarzschild de massa M. As trés linhas horizontais,
tracadas para trés diferentes valores de E?, correspondem a 6rbitas (1) nio ligada, (2) de
captura, e (3) ligada, respectivamente.

horizontal que determina a energia $E?, e U nos da 372 (vide equagao (2.14)).

Portanto, o comportamento geral de uma particula vinda do infinito com energia %EQ
serd se mover pelo potencial até encontrar um ponto de retorno, onde U = %E2, onde
comecgara a se mover no sentido oposto. Tal 6rbita ¢ chamada de nao ligada similar ao
caso Newtoniano de orbita hiperbdlica. Em alguns casos pode nao haver um ponto de
retorno, casos onde a energia supera a barreira de potencial, e a particula “cai” para
dentro do buraco negro. Dizemos entao que temos uma 6rbita de captura.

Para r — oo temos que U(r, L) — %, o que significa que se %EZ for menor que %, ou
seja, se £ < 1, pela equacao (2.14) tais érbita ndo sao possiveis. Entdo, para energias
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E < 1 a particula nao pode se afastar infinitamente do buraco negro. Temos nesse caso
uma orbita ligada, com dois pontos de retorno no caso geral, em analogia a érbitas elipticas
no caso Newtoniano, em que a particula oscila entre dois pontos de retorno.

2.2.2 Orbitas circulares e ISCO

Orbitas circulares, com r = r. = constante, ocorrem nos pontos de maximo e minimo
locais do potencial efetivo, ou seja, para

(gjl = 0. (2.16)

onde indicamos que a derivada ocorre para L constante, pois o momento angular por
unidade de massa é uma constante de movimento da particula, e é necessaria para se
definir um determinado potencial efetivo.

Essas orbitas sao estaveis sob perturbagoes radiais em pontos de minimo, e instaveis
em pontos de maximo local da curva U(r, L) (ver figura 2.1). Ou seja,

2
TUY L0 o orbita estavel (2.17)
or? I
2
<g:/2{> <0 = O4rbita instavel (2.18)
L

onde uso a notagao (%Qg)L = (% (%’)L)L, pois a derivada segunda é calculada mantendo-
se L constante.
Fazendo (%—Z)L = 0 para U(r, L) da equagao (2.15) encontro a equagao que nos fornece

o raio r. de Orbitas circulares:

871/{
67“L

No caso Newtoniano, onde o terceiro termo dentro dos parénteses nao aparece, r. = LM

1
== (M2 = LPr +3ML?) =0, (2.19)
TC

Tc

Para o caso relativistico temos

L2+ /LT 12MPL2
Te = oM .

(2.20)

Para L > +/12M ha duas érbitas circulares, uma estével (sinal +) e outra instavel (sinal

_ i ’u i
), 0 que pode ser visto calculando-se ar7 ), nesses pontos ou simplesmente observando

o grafico de U(r, L). Calculando a derivada segunda obtenho

2
1
(%’) = = (—2Mr* + 3% —12M L?) . (2.21)
or* ), r
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02U
or?
méaximo e minimo se encontram (ou seja, as érbitas estavel e instdvel se encontram). No

O ponto em que ( )L = () se caracteriza como um ponto de inflexdao, onde os pontos de
entanto, estou interessado apenas em orbitas circulares e, portanto, essa relacao deve ser
calculada em r = r.:
<a2u> 1
—— il
or? ),

- (—2Mr2 4+ 3L, — 12M ?)

<

Te

(-
— L (CoM? 4 L%, 4 L2 + [6MI2 — 6MLY))
(

;
1

= = ([-2Mr? 420 — 6ML?| + L. — 6ML?)
7,.C
L2

= = (re—6M) =0, (2.22)
.

c

onde o termo entre colchetes se anula devido a equagao (2.19) para 7.
= 0. Orbitas circulares

, 2
Dessa forma, tem-se que r,,;, = 6M ¢ tal que (%—%)
") Llre=rms
com raio r. > 6M sao estaveis, e as com raio r. < 6M sao instaveis, de forma que a orbita
circular com raio igual a r,,s = 6M é a chamada orbita circular marginalmente estavel,
ou ISCO (innermost stable circular orbit) do buraco negro. Esse é o menor raio possivel

de uma érbita circular estével na métrica de Schwarzschild (ver figura 2.2).

0.487%

L=+1ZM

043TE YT 6 A8 12 14 T8 18 2

1/
Figura 2.2: Potencial efetivo para particulas com varios momentos angulares L orbitando
um buraco negro de Schwarzschild de massa M. Os pontos de minimo local marcam o

raio de oOrbitas circulares estaveis. Essas drbitas existem somente para L > v/12M.

No limite L — oo o raio (2.20) das érbitas circulares se tornam

L2+ L*(1 — 6M?/L2 L2
( / ):<3M>.

(2.23)

Te —

¢ 2M "M

Nesse limite a 6rbita circular estavel se torna cada vez mais distante e o seu raio se
aproxima do valor encontrado para o caso Newtoniano (para um determinado momento
angular L) , enquanto que a instével se aproxima de r,, = 3M, o raio da 6rbita circular
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de uma particula sem massa, o que efetivamente é um valor limite (inferior) para o raio
das 6rbitas circulares de particulas massivas.

Vemos pela equacio (2.20) que para L < y/12M nao ha érbitas circulares possiveis,
caso em que existem apenas Orbitas de captura (a barreira de potencial desaparece). Se
L = /12M, temos que r, = % = 7ps. Ou seja, Lys = V12M é o valor do momento
angular para a [SCO.

Podemos ainda calcular a energia e o momento angular de uma particula teste em
6rbitas circulares quaisquer. Da equagao (2.19) obtemos diretamente que

2 Mnr?
L* = —Y Ve (2.24)
Substituindo o resultado acima na equagao (2.14), e lembrando que para 6rbitas circulares
7 = 0, obtemos a energia:

. 2
B = pro e D

Rt (2.25)

Observe que, de acordo com a expressao (2.20) r. ndo pode assumir valores menores ou
iguais a 7,, = 3M, o raio da oOrbita circular do féton.

Uma o6rbita serd ligada se £ < 1 e nao ligada se £ > 1. Para 6rbitas circulares a
equagao (2.25) nos mostra que isso ocorre respectivamente para r. > Tpp € Te < Timp,
onde r,,, = 4M 6é o raio da 6rbita circular marginalmente ligada, que tem E = 1. Orbitas
circulares estaveis sao sempre ligadas, mas podemos ter orbitas circulares instaveis ligadas
ou nao ligadas, e toda orbita circular nao ligada ¢é instavel. Isso pode ser resumido na
seguinte tabela:

Tph T'mb T'ms
r<3M 3M <r <4M AM <r < 6M 6M <r
nao permitida nao ligada ligada ligada
nao permitida instavel instavel estavel

Uma quantidade de grande interesse para a eficiéncia de um disco de acre¢do em um buraco
negro como uma fonte de energia é a energia de ligacdo da orbita circular marginalmente
estavel. A energia de ligacdo de uma particula & dada pela diferenca entre sua massa e
energia total. Para uma particula na ultima orbita circular estavel em r = 6M, a energia
de ligagao por unidade de massa ¢é

m — (mE,s)

8 1/2
Elig = =1 Ems =1 <9> ~ 5’ 72%7 (226)

m

calculando-se a energia por unidade de massa E através da equagao (2.25). Essa é a fragao
de energia da massa de repouso liberada quando, digamos, uma particula originalmente
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em repouso no infinito espirala lentamente em direcado ao buraco negro para a Orbita
circular estavel mais interna, e entao “cai” em direcao ao buraco negro. Uma quantidade
desprezavel de energia é liberada durante a queda final de r,,s; ao buraco negro. Entao,
a conversao de massa de repouso em outras formas de energia é potencialmente mais
eficiente para acrecdo em um buraco negro do que para fusdo nuclear, que libera um
maximo de somente 0,9% da massa de repouso (H — Fle).

2.3 1ISCO’s na gravitacao Newtoniana

Antes de avaliar uma métrica estacionaria axialmente simétrica geral, vou mostrar que
no ambito da gravitacdo Newtoniana a ISCO existe (em primeira aproximagio) apenas
para uma distribuicao de massa com momento de quadrupolo nao nulo, o que exclui a sua
existéncia para um corpo central com distribuicao esférica de massa. Estabelecerei ainda
a notacao e a metodologia a serem usadas no caso relativistico.

2.3.1 Critério de estabilidade epiciclica radial

O raio minimo r,,; de estabilidade epiciclica radial é calculado exigindo-se que

| (u
GrL_c%‘?L

para o potencial radial efetivo. No entanto, esse critério se equivale, como mostrarei a

=0 (2.27)

Tms Tms

seguir, a um conhecido critério de estabilidade epiciclica radial para fluidos, chamado de
critério de Rayleigh [21] (1916), que se mostrard mais conveniente no estudo da drbita
marginalmente estavel de uma distribuicao geral de matéria autogravitante. Considero o
critério de Rayleigh na escolha da distribuicdo de momento angular do disco a ser usado
mais adiante, mas aqui ele serd reinterpretado para ser aplicado a particulas teste e,
consequentemente, no calculo do raio da érbita marginalmente estavel.

A condigao necesséaria (mas nao suficiente) para a estabilidade de fluidos isentrépicos
incompressiveis em rotacao, com simetria axial, sob pequenas perturbagoes adiabaticas
axissimétricas, chamada de critério de Rayleigh [21] (1916), consiste em que o momento
angular especifico (por unidade de massa) L do fluido deva aumentar com o aumento do
raio circunferencial r das trajetorias circulares do fluido, ou seja,

(‘?:) > 0. (2.28)

Esse critério foi generalizado para fluidos isentrépicos e compressiveis por Solberg, e para
fluidos nao isentrépicos por Hgiland [22]. O critério de Rayleigh e Solberg, ambos tendo
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a mesma forma (2.28), podem ser derivados como casos especiais do critério mais geral
de Hgiland. Apresento aqui uma derivacao heuristica do critério de Raileigh e Solberg
conforme feito por Abramowicz [22].

O principio do método consiste em considerar um pequeno elemento do fluido e supor
que esse elemento ¢ levemente deslocado da trajetoria que segue, segundo o fluxo estaci-
onario considerado. Como resultado desse deslocamento, surgem forgas que agem sobre
o elemento deslocado. Se o fluxo original é estavel, essas forcas devem fazer com que o
elemento tenda a retornar a sua posi¢ao original.

Consideremos o caso de um corpo central rodeado por um disco-teste de matéria (sem
autointeragao gravitacional) na mecénica Newtoniana. Cada elemento de fluido no fluxo
nao perturbado se move em um circulo de raio r = constante. A discussao sera restrita a
movimentos no plano equatorial de simetria do fluido, porém essa restri¢cao nao é relevante
para os resultados, mas simplifica enormemente alguns argumentos.

No sistema de referéncia que roda junto com o elemento de fluido, ha trés forcas agindo
sobre ele: a forca gravitacional f,, a forga centrifuga f.r, e a forga aplicada (e.g., pressao)
fo. Em um elemento com trajetéria circular em r = ry e momento angular L essas forcas
devem se cancelar,

fg(ro) + fcf('f’(], Lg) + fa(ro) = 0. (229)

Considere uma perturbacao adiabatica axissimétrica, em que o pequeno elemento inicial-
mente localizado em r( é deslocado para r = rq + dr. Como a perturbacao é adiabatica e
axissimétrica, ela ndo muda o momento angular especifico do elemento. O (quadrado do)
momento angular na posi¢do perturbada r = ro + dr continua sendo, portanto L2. No
entanto, o (quadrado do) momento angular especifico necessario nesta nova posi¢ao para
o equilibrio das forgas (2.29) deveria ser

L2
L =L*ro+0r)= L2+ 0L* = L} + <dd) or, (2.30)
r
para que tivéssemos
fo(r) + fep(r, L) + fu(r) = 0. (2.31)
Como L2 # L?, ha uma forga nao balanceada § f, em r = ry + or,
fo(r) + fep(r, L2) + fulr) = . (2.32)

Subtraindo (2.31) de (2.32) temos
fep(r, L* = 0L%) — for(r, L?) = 6 fa, (2.33)

ou seja,

6fcf 2 _
_ <8L2) 5L2 = 5f,. (2.34)
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Usando ainda a equagao (2.30) obtemos

5fy = — (gﬁg) (ﬁ:) or. (2.35)

Obviamente o sistema serd estavel perante a perturbacao somente se a for¢ca nao balan-

ceada tender o elemento perturbado de volta a sua posi¢ao original, isto é, somente se
0 f,0r < 0. Portando, essa condi¢ao necessaria para estabilidade conduz a condigao

Of.p\ (dL?
<8L§> <dr> > 0. (2.36)

Na teoria Newtoniana f.;(r, L?) = L?/r®, portanto %J;C{ ¢ incondicionalmente positivo,
Ofer 1
<8L2 =5 >0, (2.37)

resultando no critério de Rayleigh (2.28) para a estabilidade, ou seja,

(if) > 0. (2.38)

Usando a convencao de que L > 0, ou seja, o disco roda no sentido de ¢ positivo, temos

que

dL
— > 0. 2.39
e (2.39)

Esse critério se mantém valido no caso da teoria de Einstein. A versao relativistica do
critério de Hgiland foi derivada por Seguin [23] e um curioso efeito reverso para orbitas
com raio menor que o raio do féton por Abramowicz [22]. O critério de Rayleigh, Solberg
e Hgiland é valido para fluidos com simetria axial em rotagao e equilibrio hidrodindmico,
e sua generalizacao relativistica é portanto derivada em espacos-tempo estaciondrios e
axialmente simétricos [22]. Reproduzirei a dedugao euristica do critério relativistico na
segao 2.4.6, conforme feito por Abramowicz [22].

2.3.2 Potencial efetivo e ISCO

O fato de que para um fluido axissimétrico sob a acdo de uma perturbacao axissimétrica
o momento angular especifico de uma particula de fluido se mantém constante faz dessa
situacao equivalente a de uma particula teste para a qual o momento angular ¢ uma
constante de movimento. Dessa forma, o raio da érbita circular marginalmente estavel
pode ser calculado a partir do critério de Rayleigh em uma configuracao com simetria
axial, pois de fato esse critério, aplicado ao momento angular Kepleriano, é equivalente
ao critério (2.27) imposto sobre o potencial efetivo, como mostrarei a seguir.
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Considere uma particula teste (ou equivalentemente uma particula de fluido) que gira,
com momento angular L, ao redor de um centro gravitacional. Seja ®(r,z) o potencial
gravitacional gerado nao s6 pelo corpo central, mas sim pela soma desse como o potencial
de autointeracao gravitacional do disco. No sistema de referéncia que roda junto com
a particula ha trés forcas agindo sobre ela: a forca gravitacional f; = —6@, a forca
centrifuga ﬁf = L?/r3f e uma forga aplicada genérica f nao dependente de L (no caso
de uma particula de fluido ideal essa forga é simplesmente a pressao hidrodindmica).

Orbitas estritamente circulares correspondem 4 situacio em que essas trés forcas estao
em equilibrio

fot+ fer+ F=0, (2.40)
ou seja . L2 .
~Vo+ Gi= (2.41)
Assim como fizemos para a métrica de Schwarzschild, podemos definir o potencial efetivo?
12
U(r, L) = d(r) + 5,2 (2.42)

O (negativo do) gradiente do potencial efetivo, calculado mantendo-se o momento angular
L constante, nos fornece a forca gravitacional e a for¢a centrifuga:

- - L?
VU), =V — —7, 2.43
r3
ou em termos de componentes
L2

Assim, a equagado de equilibrio (2.41) se torna simplesmente
oU),, = fi (2.45)

Observe que o potencial efetivo é construido de forma que ele nos forneca o “potencial
correto” somente mantendo-se L constante. No caso de um fluido, o momento angular
¢ uma fungao das coordenadas L = L(r, z), de maneira que o potencia efetivo tem uma
forma U (r, z) mais geral. Isso pode ser explicitado calculando-se o gradiente de U:

2Quando estiver considerando o calculo do raio da érbita circular marginalmente estdvel apenas érbitas
no plano equatorial serdao analisadas, dada a simetria de reflexdo nesse plano. Assim, os potenciais e forcas
aplicadas no plano equatorial sdo fungoes somente do raio cilindrico (com excecao do potencial efetivo, que
assume a forma U(r, L), e da forga centrifuga, pois dependem também do momento angular especifico).
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Calculando a derivada parcial de U (2.42) com relacdo a L temos

ou L
(1)~ 0
e, portanto,
OU = (0U), +QO,L. (2.48)

Dessa forma, a equagao de equilibrio (2.45) para um fluido pode ser escrita como
oU — Q0L = f;. (2.49)

Usarei agora o potencial efetivo no célculo do raio da oérbita circular marginalmente es-
tavel. Calculos totalmente analogos serao usados na versao relativistica, como mostrarei
na secao (2.4.4).

Consideremos por um momento que nao haja nenhuma outra for¢a (pressao, visco-
sidade, etc.) atuando na particula teste (ou particula de fluido), de forma que f = 0.
Assim, a equagdo (2.45), na auséncia de forgas extras, se torna

ou seja,
e L
o 8 0, (2.51)

o que define o equilibrio entre a forca de atracao gravitacional e a forca centrifuga. As
orbitas que satisfazem a essa condi¢ao sao chamadas de orbitas Keplerianas. O momento
angular que resulta em uma forga centrifuga que equilibra exatamente a forga gravitacional
local é chamado de momento angular Kepleriano, e sera denotado L. Da equacao acima

vemos que ele é dado por
L2(r) = 922, (2.52)
dr
Podemos observar que o momento angular Kepleriano depende exclusivamente do campo
gravitacional, ou seja, é independente das propriedades da particula. Assim, o momento
angular Kepleriano é equivalente a forga gravitacional, e isso serd usado mais adiante para
escrever os potenciais pseudonewtonianos.

Como L =rv e v = Qr, podemos escrever ainda a velocidade e a velocidade angular

Ao\ 1do\?

rdr

Keplerianas

Vimos para a métrica de Schwarzschild que o a orbita circular marginalmente estavel é
um ponto onde as Orbitas circulares estavel e instavel se encontram, e portanto é definida
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por
0*U
o), _,
ou seja
0Pd  3L?
— 4+ —" =0. 2.55
Or2 A ( )

Assim, o raio r,,, da ISCO pode ser dado implicitamente fazendo-se L,,s = Lj:
P 300
+ -
or?2  ror

Portanto, dado o campo gravitacional total (do corpo central mais o campo de autoin-

= 0. (2.56)

T=Tms

teracdo gravitacional do disco), o raio da ISCO pode ser calculada pela equagao acima.
Nao uso diretamente a equagao (2.54) para o potencial efetivo porque derivadas numéricas
resultam em derivadas totais, e como L(r, z) é uma funcdo das coordenadas, a derivada
segunda de U nao seria calculada a L constante. Contudo, veremos mais adiante uma
maneira mais conveniente de se realizar esse calculo, por meio do momento angular Ke-
pleriano.

Como exemplo, considere uma particula teste ao redor de um distribuigao esférica de
massa com potencial

B(R) —J‘g, (2.57)

que gera no plano equatorial o potencial efetivo

M L?
U=—44+—. 2.58
r * 2r2 ( )
As orbitas Keplerianas sdo caracterizadas por
L} = Mr, vi = M]/r, QF = M/r®. (2.59)

Vejamos como fica a d6rbita circular marginalmente estavel. A equagao (2.56) nos fornece

o0*U 2M  3M M
S e S 2.
<8r2 )L ( r3 * r3 )Trms r3 >0, (2.60)

e essa Orbita serd sempre estavel. Nao existe ponto em que a derivada segunda do potencial
efetivo se anule, e portanto, ndo existe érbita circular marginalmente estavel.

O que mostro a seguir é uma maneira mais conveniente de realizar o calculo acima.
Mostrarei que o critério de estabilidade epiciclica radial aplicado sobre o potencial efetivo
¢ na verdade equivalente ao critério de Rayleigh, se aplicado em termos do momento
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angular Kepleriano. Primeiramente vou usar o momento angular Kepleriano (2.52) para
fazer o papel da forga gravitacional na derivada do potencial efetivo (2.44)

ou ) L} — L?
— | ==, (2.61)
( or ), r3
ou seja,
ou
l=—=| =L{-L* 2.62
(5) - 262
Tomando a derivada radial a L constante:
au 0*U OL?
3r? | == 3 =%, 2.63
' (8T>L+T <8T2>L or ( )
Orbitas circulares se caracterizam por (0,U); =0, e portanto
2 L2
7 (gg)L = aa: (orbitas circulares) (2.64)

3

Como 7° é sempre positivo, podemos ver que o critério de estabilidade sobre o potencial

efetivo é equivalente ao critério de Rayleigh sobre o momento angular Kepleriano:

U L2

Dessa forma, uma vez que temos o potencial gravitacional podemos calcular o momento

angular Kepleriano e, assim, calcular o raio da ISCO por meio do critério de Rayleigh.
Vejamos novamente como exemplo o campo gravitacional esfericamente simétrico

(2.57), com um momento angular Kepleriano L;(r) = Mr. Aplicando o critério de Ray-

leigh obtemos ,
Ly =M >0, (2.66)
dr

o que resulta em uma orbita estavel, como haviamos obtido anteriormente.

Por fim, quero enfatizar que o resultado acima, de que uma 6rbita circular Kepleriana
ao redor de um centro esférico de massa ser sempre estavel, ndo implica que um fluido
rodando ao redor desse centro de gravidade serd estavel. Essa critério diz respeito a
Orbitas de particulas teste sob a agao apenas do campo gravitacional. No caso de um
fluido, existe ainda uma forca aplica f (devido a pressao hidrodinamica) que deve ainda
ser levada em consideracdo. Nesse caso, temos que considerar a equagao (2.45), que
inclui f O critério de estabilidade incluindo a forga f é o proprio critério de Rayleigh
descrito na secao anterior, envolvendo o momento angular L. Poderia escrever o critério de
estabilidade de Rayleigh em termos de um novo “potencial efetivo” que inclua f, porém,
convém ressaltar que esse critério de estabilidade mais geral nao diz respeito a ISCO, que
é definida tradicionalmente com relacdo ao campo gravitacional apenas.
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2.3.3 ISCO para uma distribuicao geral de matéria

O fato de ndo existir uma 6rbita marginalmente estavel para uma distribuicao esférica
de matéria na teoria Newtoniana nao significa que as ISCO’s nao existam de maneira al-
guma. Para alguns modelos simples a érbita marginalmente estavel pode ser determinada
exatamente, como mostrado por Zdunik e Gourgoulhon [24] em casos uni e bidimensi-
onais. Consideremos, por exemplo, uma barra em uma dimensao com densidade linear
constante pg, de forma que a massa da barra é M = 2pgr,, onde r, é o “raio” da barra,
igual a metade do seu comprimento. A atragdo gravitacional na linha que coincide com a
barra, a uma distancia r do seu centro, é dada por

Tg Po M
fo=— /_ ot = (2.67)

Obviamente, para uma configuracao bidimensional temos que assumir que o campo nao
muda durante o movimento orbital da particula, isto é, que a barra roda com a mesma
velocidade angular que a particula.
Fazendo f, = 0,® na equacao (2.56) temos que o raio da 6rbita marginalmente estével
¢ igual a
barra)

rl =371, 2 1.73r,. (2.68)

ms

O momento angular da particula nesta érbita é igual a

3v/3
Lbarra)? _ \2/_M7“g >~ 2 60Mr,. (2.69)

ms

Vimos no caso da geometria de Schwarzschild que a origem da érbita marginalmente
estével é um termo proporcional a 1/r® em U (ver equagao (2.15)) com o mesmo sinal do
potencial gravitacional (ou seja, com o sinal oposto a forga centrifuga). Na teoria Newto-
niana este termo é gerado, em primeira aproximacao, por um momento de quadrupolo ()
como veremos a seguir. No plano equatorial a forca gravitacional por unidade de massa
da particula em 6rbita é

M 3
f= 221 (2.70)
com a convencao de que () > 0 para distribui¢oes oblatas, e () < 0 para prolatas. Vejamos
como isso se da no caso tridimensional geral. Consideremos uma distribui¢do de matéria
localizada, nao nula apenas dentro de uma esfera de raio Ry. O potencial gravitacional é
dado pela equacao de Poisson

V2®(R) = 47p(R), (2.71)

cuja solucao na forma integral é dada por

O(R) = — ) (2.72)

R~ R
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Usando a expansdo de 1/|R — R| em harménicos esféricos (considerando R > R’, ou seja,
pontos fora da distribuigdo de matéria) [25],

1 4r  R"

Fom ZZ Z i1 R Ym0, ), (2.73)
0 m=

temos a seguinte expansao multipolar

Ym 0,
DIPIPLT 211

=0 m=—1

dada em termos dos momentos de multipolo
Qi = / Y (0, OV RUp(R)PR.. (2.75)
Em coordenadas retangulares temos

— M ﬁ-ﬁ xxJ
(I)(R) = _E - R3 B 7ZQU RS (2'76)

onde o momento de monopolo (I = 0) é dado pela massa M, o vetor momento de dipolo
(I =1) dado por
ﬁz/ﬁmﬁm%% (2.77)

e o tensor momento de quadrupolo @;; pelos coeficientes g, com | = 2:
Q) = / (322, — R”6,;)p(R)d°R.. (2.78)

Considerando uma distribuicao de massa com simetria cilindrica e simétrica com relagao
ao plano zy, o vetor momento de dipolo se anula, e o inico momento de quadrupolo nao
nulo é ¢a, ou @,., e é dado por

Q. = (32 — R)p(R)d'R. (2.79)

Qzz ¢ Qyy também sao diferentes de zero, porém nao sao independentes de ()33, sendo
dados por

Substituindo entao esse resultado na expansao em coordenadas retangulares (2.76) obte-
mos o potencial em aproximacgao de quadrupolo

o(F) - -4 _ 18 (1 - 322) | (2.81)
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resultando na equagao (2.70) para a forga de atracao gravitacional em aproximacao de
quadrupolo, no plano equatorial (z = 0). Fazendo o célculo do raio da érbita marginal-
mente estavel através desse potencial em aproximacao de quadrupolo obtemos

[3Q
(quad) _ , 2.82

Vemos entao que nessa aproximagcao a distribuicao de massa do corpo central deve ser
oblata (@ > 0) para que a ISCO exista.

2.4 1ISCO’s na gravitacao relativistica

2.4.1 Meétrica e observador Euleriano

Passo a tratar agora a existéncia e o calculo da ISCO no ambito ta teoria da relatividade
geral de Einstein. De acordo com as hipéteses estabelecidas na se¢ao (2.1) estou consi-
derando um espaco-tempo estacionario e axialmente simétrico. Apresento no apéndice
C a construcao da forma geral de uma métrica estacionaria e axialmente simétrica, que
tradicionalmente é dada pela equacao (C.40):

ds? = —e*dt? + ¥ (dp — wdt)® + e (d?“2 + dz2> . (2.83)

Existem quatro fungdes métricas: ®(r, z), ¥(r, 2), w(r, z) e A(r, z), que devido & simetria
considerada sao fungoes de r e z apenas.
Em alguma situagoes, no entanto, é conveniente usar as fungdes B(r,z) e ((r,z),
definidas por
e =rBe ?, e (=d+)\, (2.84)

no lugar de 1) e A. Assim a métrica assume a forma
ds® = —e*Pdt* + 72 [7“232 (de — wdt)® + % (dr2 + sz)} : (2.85)

Considero nesse trabalho apenas movimentos circulares, ou seja, qualquer particula ou
elemento de fluido terd velocidade azimutal apenas, o que matematicamente significa que

— dz*

o quadrivetor velocidade u* = “%- assume a forma (C.26)

W= A(E" + Qe (2.86)

" e (" sao os dois vetores de Killing associados as simetrias do espaco-tempo, estaciona-

riedade e simetria axial respectivamente (ver apéndice C.2-C.3), Q é a velocidade angular
(C.24)

N=—=— (2.87)



CAPITULO 2. POTENCIAL EFETIVO E ISCO 31

e A =u' o chamado fator redshift (C.25).
A existéncia de um vetor de Killing £ implica que a quantidade u”§, ¢ conservada ao
longo de qualquer geodésica (u* sendo a quadrivelocidade associada a geodésica):

u’'V, (u'€,) = uutV, ¢, + E*u'V,u, = 0. (2.88)

O primeiro termo se anula por causa da equagao de Killing (equaciao C.8 do apéndice C)?
e o segundo pela propria equagao geodésica. Com isso, ha duas constantes de movimento
em nossa métrica estaciondria axialmente simétrica: wu; e u,, associadas aos dois vetores
de Killing &# e ¢#.2

E conveniente, e simplifica as equacdes, calcularmos as quantidades fisicas e equacdes
em uma base ortonormal que “rode junto” com o espaco-tempo. O sistema de referéncia
que tem essa propriedade é chamado de “referencial localmente sem rotagao”, ou LNRF
(locally non-rotating frame), e os observadores associados a ele sdo chamados de “observa-
dores com momento angular nulo”, ou ZAMO (zero angular momentum observers). Esse
observadores sao tais que a vorticidade da congruéncia de linhas de fluxo ¢ nula, o que
faz com a congruéncia seja ortogonal a uma familia de hipersuperficies. Dessa forma,
existe uma geometria espacial bem determinada na qual pode-se definir o conceito de
simultaneidade para todos os observadores. Por essa razao sao conhecidos também como
observadores Fulerianos, em analogia com o caso Newtoniano em que existe a definicao
de um tempo absoluto. Apresento no apéndice D a construgao dessa base — efa) e el(f),
equagoes (D.67) e (D.68) — sobre a qual serao projetadas as equagoes e quantidades
tensoriais como velocidade e tensor de energia-momento.

O quadrivetor velocidade associado aos observadores ZAMO é denotado por n*. Como
eles giram com a geometria do espago-tempo, sua velocidade angular é dada por €2y = w,
e seu fator redshift por Ag = e~®, de tal forma que sua quadrivelocidade seja

nt = e ® (EF 4 wlh). (2.89)

Em qualquer instante de tempo, o referencial local de qualquer observador fisico (com
uma tetrada ortonormal associada), difere do LNRF na posigao do observador por uma
transformacao de Lorentz. E preciso apenas saber a velocidade relativa do observador com
relacdo ao LNRF e as férmulas da relatividade especial, para se obter qualquer quantidade
fisica em um referencial arbitrario. Considerando apenas movimentos circulares do tipo
(2.86) a tnica componente nao nula da velocidade relativa com relacdo ao LNRF serd a
componente azimutal (invariante) v = v(¥) = v“e,(f), dada por (ver apéndice D.5)

v=1e"""(Q—-w). (2.90)

30 resultado de se contrair a equagdo de Killing (C.8) com u’u* é u’ut (V& + V,€,) =
uYutV, €, =0

4Pela equacio C.14 do apéndice C £# = 1" e (* = 08, o que implica que u"§, = u,&" = w0y = uy e
analogamente para u, = u"(,.
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Além disso, o fator redshift é dado por
A=ul =~e®, (2.91)
e a quadrivelocidade (2.86) pode ser escrita em termos de suas componentes como
u' = e ®(1,0,0,9). (2.92)

Aqui v é o fator de Lorentz da relatividade especial

1

’}/:7,—1_1)2.

Calculando as componentes contravariantes u, = g,,u” diretamente da métrica obtive:

(2.93)

Uy, = ve¥ (—e(b—w —wv, 0,0, v) , (2.94)

e ainda as componentes covariante u) = u“e’(”a) e contravariante u(® = u“el(f) na base
ortonormal do ZAMO, através das tetradas (D.67) e (D.68):

U =7 (—1,0,0,v), u'® =~(1,0,0,v). (2.95)
A aceleragao desses observadores é definida por
a' =u"V,u", (2.96)

onde V, denota a derivada covariante. Veremos mais adiante que essa expressao resulta
em

QoL
1-QL

a; = 0;In (—uy) (2.97)

2 = 2, sendo nulas as componentes em ¢ e t. L é o momento

comi=12eaxl=rex
angular, que serd definido posteriormente, na equagao (2.108), e para o qual dedicarei a
secao 2.4.3.

As componentes contravariantes sdo dadas simplesmente por

a' = e Pay, (2.98)

) = apy = e . (2.99)
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2.4.2 Interpretacao da métrica estacionaria axialmente simé-
trica

Ao contrario da gravitacao Newtoniana, os referenciais inerciais dentro de um fluido re-
lativistico em rotacao nao estdo em repouso com relagdo a observadores infinitamente
distantes. Ao invés disso, os referenciais inerciais sao “arrastados” pelo fluido em rotacao.
Esse arrasto de referenciais inerciais é a razao da distingao entre observadores estaticos
e observadores que localmente nao estdao em rotacao. O arrasto de referenciais inerciais
aparece na métrica (2.85) como a componente nao nula g,. A quantidade w = w(r,z) é
a velocidade angular do observador que localmente nao esta em rotacao, e é considerada
como sendo a taxa de rotagao (a taxa de arrasto) do referencial inercial local.

Hipersuperficies ¥; com t = const (dt = 0) sdao ortogonais a quadrivelocidade do
observador ZAMO. Portanto, eventos pertencentes a »; podem ser considerados como
sendo simultaneos para esse observador. Dessa forma, pode-se medir o comprimento
circunferencial ao redor do eixo de simetria sobre as hipersuperficies ¥;, e esse serd o
comprimento circunferencial préoprio para o ZAMO. Da métrica (2.85) é possivel observar
que impor dt = dr = dz = 0 resulta que ds = e¥dp. Como 1) = 1(r,2), essa funcio
permanece constante sobre uma circunferéncia, e portanto o comprimento circunferencial
é6C = [ds =2me¥. Assim, e¥ = rBe~?® é o raio circunferencial préprio para o observador
ZAMO.

A quantidade e=® é o o fator redshift do observador ZAMO (ver equagao D.60). Ela
pode ser vista entdao como a razao entre a frequéncia observada no infinito e a frequéncia
emitida de f6tons com momento angular nulo no referencial LNRF. Dessa forma, (e=® —1)
é identificado com o redshift gravitacional, e ® pode ser considerado como o “potencial
gravitacional” relativistico (como veremos abaixo). Fétons com momento angular nulo
que sao emitidos em um referencial com velocidade de rotacao v # 0 sofrerao deslocamento
Doppler. A razdo entre a frequéncia observada e a emitida ¢ A~! = 77 'e® dada pela
equagao (D.82). O deslocamento de frequéncia nesse caso é uma combinagao do redshift
gravitacional e do efeito Doppler transverso, pois o fato do féton ter momento angula
nulo implica que sua emissao ¢ em uma dire¢ao perpendicular a dire¢do ¢ no referencial
LNRF.

Assumindo que o campo gravitacional é fraco e estatico, é sempre possivel encontrar
um sistema de coordenadas (z#) = (2° = ¢, 2%) tal que as componentes métricas assumam
a forma

Gudrtdr” = —(1+2®)dt* + (1 — 20) f;;dx'da?, (2.100)

onde ® é o potencial gravitacional Newtoniano (solucdo da equacio de Poisson V2@ =
AtGp) e fi; sdo as componentes da métrica Euclidiana no espago tridimensional. No
limite de campo gravitacional fraco (limite Newtoniano) |®| < 1 (em unidades onde a
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velocidade da luz ndo é um, isto seria |®|/c?> < 1). Na decomposicdo “3+1” a métrica

toma a forma (D.50), de onde vemos que e® = /1 + 20 ~ 1+ ®. Assim, nesse limite,
® < 1, de tal maneira que e® ~ 1 + ®. Dessa forma vemos que

o — O, (2.101)

e a funcao métrica ® tende ao campo gravitacional Newtoniano.

Permita-me ainda fazer uma interpretagdo do movimento circular, em termos de seu
limite Newtoniano. Vimos que o momento angular L é uma constante de movimento para
uma particula (ou ainda como veremos para uma particula de fluido). Portanto, nesse
caso, de um tinico observador ou particula, a quadriaceleracao (2.97) se torna:

a; = 0;In(—uy). (L constante) (2.102)
Mas —u; = y(e® + wve?), e no limite Newtoniano w — 0, o que implica que
a; = 0; (P +1nvy). (2.103)

Ainda nesse limite Iny = —(1/2)In(1 — v?) — v?/2 (v < 1). Com isso, vemos que o
termo In(—u;) se reduz, no limite Newtoniano, ao potencial efetivo

2

_ _ L
T

o que faz com que a aceleragao seja composta pela forca gravitacional e forga centrifuga

L2

Para entender a auséncia do sinal negativo nos gradientes dos potenciais gravitacional
e centrifugo precisamos lembrar que estamos tratando orbitas circulares em que hé trés
forcas em equilibrio f, + f.y + f = 0, e que a aceleragao relativistica é devida a forca nao

—

gravitacional apenas: @ = f = —f, — f.s.

2.4.3 Generalizagao relativistica da densidade de momento an-
gular

O momento angular por unidade de massa, ou densidade de momento angular (ou, por
simplicidade, somente momento angular), é definido na teoria Newtoniana por L = Qr?
onde €2 é a velocidade angular e r é a distancia ao eixo de rotacao.

Vimos na secao 2.3 que o critério de estabilidade, que determina o raio da orbita
circular marginalmente estavel, dado segundo o potencial efetivo, pode ser escrito também
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em termos do momento angular. Para podermos aplicar esse critério de estabilidade no
caso relativistico precisamos de uma generalizacao relativistica do conceito de densidade
de momento angular que imite da melhor maneira possivel as propriedades de L para o
caso Newtoniano. Além do critério de estabilidade, as principais propriedades a serem
consideradas sao:

e Para um movimento arbitrario em um campo gravitacional estacionario axissimé-
trico, L é uma constante de movimento (ndo muda sobre uma linha de fluxo):

DL

— =0. 2.106

Dt ( )

e No caso de fluidos barotropicos o teorema de von Zeipel garante que as superficies
de Q = const coincidem com a superficie L = const (como veremos na se¢ao 4.3.2).
Isto significa que L = L(r) e Q = Q(r) e, portanto, a lei de rotagdo de um corpo
pode ser caracterizada especificando a forma da funcao L = L(Q);

e [ tem uma relagao simples com o escalar de rotacao, w, da congruéncia das linhas

de fluxo:
2

—w? = ir‘Q(ViL).(ViL). (2.107)

A definigio de w é: —w? = (1/2)w*wy,; w* é a parte antissimétrica de Viu®.

As defini¢oes relativisticas mais frequentemente usadas da densidade de momento
angular sao as seguintes:

L E—u—w, (2.108)
t

L = u,, (2.10)

i = uy, (2.110)

todas convergindo para 272 no limite Newtoniano. Kozlowski et al. [9] apresenta a tabela
2.1, que compara essas definicbes de densidade de momento angular com respeito as
propriedades acima citadas. Com isso, parece claro que L seja a escolha mais razoavel e
natural. Observe, no entanto que na secao 2.2 usei a definicdo L = u, (equagao (2.11))
no desenvolvimento do potencial efetivo (devido simplesmente por ser uma constante de
movimento), mas de agora em diante passo a denotar L apenas por —u.,\u.
Escrevendo as definigoes (2.108-2.110) em termos do quadrivetor velocidade (2.94)
temos
v
=T (2.111)
= qveY, (2.112)

i = Yver? (2.113)
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Definicao Newtoniano Relativistico Relativistico Relativistico
L = Qr? L=—-u\uy L=u, | = u,u’
Limite
Newtoniano Qr? Qr? Qr? Qr?
Teorema Satisfaz Satisfaz Nao satisfaz Satisfaz
von Zeipel
E uma constante | Sim Sim Somente Nao
de movimento? no VAcuo
Critério de Simples, L~ Simples, L Simples somen-  Nao tem um
estabilidade aumenta aumenta te no vacuo, L critério simples
com r com r aumenta com r
Escalar de w? ~(VL)? w?~ (VL)* Sem relagao Sem relacao
rotagao simples simples
Distribuicao Monotoénica Minimo Minimo em r,,s, Minimo e
Kepleriana em 7T singular em 7,  singular em 7,

Tabela 2.1: Propriedades do momento angular por unidade de massa - (tabela retirada
de Kozlowski et al. [9])

No limite Newtoniano v — 1, ®,w — 0, B — 1 e ¢¥ = rBe~®* — r. Portanto, as trés

defini¢oes se reduzem a rv.

Manipulando as equagodes acima podemos ainda relacionar j com L:

L

P 2114
I=1an (2.114)

o que nos mostra que L = L(2) < j = j(Q).

2.4.4 Equacao de movimento e potencial efetivo

Vimos na secao 2.2 que dada a métrica, as equacoes do movimento geodésico sao ge-
radas pela Lagrangiana % Gu@"3”, e resultam na equagdo (2.6), a chamada equacao do
movimento geodésico:

P+ TH 237 =0, (2.6)
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No entanto, podemos ver que essa é exatamente a equacao do transporte paralelo do
quadrivetor velocidade u* = &* (ver apéndice B):
du* out
T I u"u’ = u” [W + F,‘,‘Uu"] =u’'V,u" = 0. (2.115)
Isso mostra que o movimento geodésico equivale exatamente a um movimento nao acele-
rado
at =0, (2.116)

como deveria ser.

De modo geral, os observadores circulares nao seguem geodésicas, e portanto devem
haver outras forgas além da forga gravitacional para os manterem em suas orbitas (no
caso que trataremos posteriormente serd a for¢a devido ao gradiente de pressdo). E
possivel introduzir essas forgas adicionais adicionando termos ao lado direito da equagao

da geodésica. Assim, a equacao de movimento geral é da forma
at = fr (2.117)

De fato, como veremos na secao 3.2.7, ao se desenvolver a equagao de conservacao do
tensor energia-momento de um fluido ideal surge um termo de forca devido a pressao
hidrodindmica, exatamente como no caso Newtoniano (equagdo (3.117)).

O que precisamos agora ¢ simplesmente escrever uma expressao para a,, € teremos

nossa equacao de movimento. Farei isso utilizando o fato de que a aceleragao ¢ a derivada

de Lie (ver apéndice A) do quadrivetor velocidade u, com relagao a si mesmo:®

a, = Lau,,. (2.118)

Utilizarei o quadrivetor velocidade (2.86) na forma u* = Ak* onde k" = " + QCH, ¢ a
propriedade abaixo
L pu, = ALpu, + u,k”0,A, (2.119)

derivada no apéndice A, equagao (A.21). Para o primeiro termo podemos escrever
Lruy = Lauy + Loruy,
= Lauy, +QLruy, + (0,82
= u,0,1, (2.120)

onde usamos a propriedade acima novamente para ﬁgg’u“, e o fato de que Eg—uu =L cup =0
devido a simetria do espago-tempo. Substituindo esse resultado em (2.119):

L e, = u'u,d,Q+ u, k"0, A. (2.121)

5£guu =u’'Vyu, +u,V,u” =u’Vyu, = ay, pois u, V,u” = %Vu(u”ul,) = %Vﬂ(—l) =0.
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Lembrando que A = v, u,k” = Ay, 0’ = =A™ e vu, = j = L/(1 — QL) (equagdes
(2.110) e (2.114)) obtemos

LO;S2
1-QL’
As componentes t e ¢ dessa equacao sao nulas pois nenhuma funcao depende de tais

coordenadas, e, portanto, emprego o indice i = 1,2, onde ' =r e 2% = 2.

a; = —0;Inu’ + (2.122)

Como veremos a seguir, ¢ conveniente transferir a derivada em {2 que aparece na
expressao acima para uma derivada em L. Para isso escrevo 2L como

ap—_Wle L q_gpotutuue 1
ut uy uty ubty
ou seja,
-1
— (u'w)  =1-QL. (2.123)

Derivando essa equagao obtemos
—2
(utut) (ut@ut + ut@ut) = —Q0; L — Lo,

0 que resulta em

Q0;L + Lo;X2
) _ ) vt TTvm T
O;iIn (—u¢) + 0; Inw 0L
Lo} Q0; L
) t 7 _ _9 o ()
= O;Inu T ol O; In ( ut)+1—QL'
Dessa forma, podemos reescrever a equagao (2.122) como
Q0; L
a; = 0;In (—uy) — T ol (2.124)

Aparece aqui o termo In(—wu;) que, como visto na secao 2.4.2, se reduz ao potencial efetivo
no limite Newtoniano. Mostrarei que de fato esse é o potencial efetivo relativistico, e

portanto, o definirei como
U=1In(—u). (2.125)

(u = u,&* < 0 pois u, e £ sao vetores tipo-tempo.) De acordo com a quadrivelocidade
(2.94) podemos escrever
U=In (”y(eq’ + wvew)> : (2.126)

No entanto, o potencial efetivo é de fato um potencial efetivo somente a L constante
e, portanto, temos que escrevé-lo em termos de L para podermos realizar a derivacao
apropriada. Da condigao de normalizagao u,u,g"” = —1 podemos observar que

g + 2uuyg'? + upu,gtt = —1. (2.127)
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Multiplicando por (u;) 2

tt  ole ¢ up)? -2
g +2—=Lg¥+ | —) g% =—(w) " (2.128)
Ut Ut
Como Y =In(—w) = —%In (u{Z), temos que
1 tt ¢ 2
uz—imcy +2Lg'? — L?g7?) . (2.129)

Com isso, fica explicito a dependéncia de ¢ em L. Calculemos entao o seu gradiente:

aL (8Y4
com
aﬂ B gtso _ ngw
oL ). . gt — 2Lgte 4 L2gw¥
= —-(g”’+-u@9“¢)(u02
Ut
= —ufu = —Quly,
= L (2.131)
1= '

2

onde usamos a equagao (2.128) para (u;)? na segunda linha, u¥ = u;¢"? +u,g#¥ na terceira

linha e a equacao (2.123) para u,u’ na quarta linha. Assim, a equagdo (2.130) se torna
Q0; L

Podemos ver entao que o quadrivetor acelera¢ao (2.124) se torna simplesmente

e com isso mostro que, de fato, U é o potencial efetivo a L constante. A equagdo de
movimento entao se torna

£ = (0U), - (2.134)

2.4.5 Determinacao da ISCO

Com o potencial efetivo em maos, basta seguirmos o mesmo procedimento que fizemos
no caso Newtoniano, se¢ao (2.3.2), para definir as érbitas Keplerianas e a érbita circular
marginalmente estavel. Dizemos que ocorre um movimento Kepleriano quando as érbitas
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circulares sdo geodésicas (a; = f; = 0) . Assim, o chamado momento angular Kepleriano
Ly, para o qual ocorre um movimento geodésico, é dado por

(&u)L:Lk =0. (2.135)
Usando o potencial da equagao (2.129) podemos escrever

109" = 2L0,g" + L?0,9%%

(ouU), = 2 gt _oLgv i L2gee (2.136)
o que resulta na equacao abaixo para o momento angular Kepleriano:
1 1
5 9" — Ly0,g" + §Liargw = 0. (2.137)
Resolvendo para L; obtemos
0,9 £ VA
L= gif, (2.138)
0rg%%
onde )
A= (&gw) — 0.¢"8,¢%. (2.139)

A expressao acima mostra que orbitas circulares existem somente para A > 0. O limite
A = 0 corresponde as 6rbitas de particulas nao massivas (f6tons).

Observa-se que em geral existem duas solucoes diferentes de érbitas circulares Keple-
rianas: L} e L ; correspondendo aos dois sinais na expressao (2.138). Elas correspondem
as orbitas direta, rodando na mesma direcao que o espago-tempo, e retrégrada, “tentando”
rodar na direcdo contraria. A oérbita direta corresponde ao maior momento angular Ke-
pleriano L¢; a érbita retrograda, ao menor, Lj. Portanto,

Li=L7 e L,=1L; (se 0,9%° > 0), (2.140)

Li=1L; e L;=1Lf (se 0,9%% <0), (2.141)

com Li> L. (2.142)

Dadas as componentes da métrica inversa ¢ = —e 2%, ¢#¥ = e — w2 2® e ¢g¥ =

—we™?* da métrica estaciondria axialmente simétrica, o potencial efetivo (2.129) se torna
1
U=~ 72 (1 = wL]? — e 2012 (2.143)

e a equacao do momento angular Kepleriano (2.137)

0, (€72%) = 2040, (we ™) + L30, (e *Pw? — ™) = 0. (2.144)
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O momento angular Kepleriano e o valor de A que determina a existéncia das orbitas
circulares sao dados por

Lo wO®— 30 Bw £ 1/ (0,w)? + 4e2(@=)(9,)( Tw)
ko wW20,® — e2(®=¥)9.9) — wdw
A= |(0w)’ + 467 (0,0)(0))] . (2.146)

Podemos ainda escrever a velocidade e a velocidade angular Keplerianas usando as equa-
¢oes (2.90) e (2.111):

(2.145)

o A
_ Orw _ 0:(e*®)0, ()
Y = wt oo <1i \1 D ) . (2.148)

Outra propriedade importante que podemos calcular é a orbita circular marginalmente
ligada, determinada pela equagao Ul , =0,

" —2L,9" + L2,,9%¢ = —1. (2.149)

O raio r,,; dessa oOrbita é determinado implicitamente igualando-se L,,, com L;. No
entanto, o significado fisico desta érbita ndo é muito claro. Uma particula estd em uma
6rbita Kepleriana nao ligada (isto é, com (—uy)r > 1 < Uy > 0) se é capaz de escapar para,
o infinito sob uma perturbacao infinitesimal, enquanto que uma particula com (—uy); <
1 & U, < 0 nao é (estou usando Uy, = U(Ly) como o potencial efetivo para momento
angular Kepleriano). Por outro lado, para um elemento de fluido, tal conclusdo nao pode
ser obtida porque simplesmente u; nao é mais uma quantidade conservada.

Por fim, a orbita circular marginalmente estavel, ou ISCO, é a orbita circular Keple-

2
<81/2{> =0, (2.150)
or LeL,.,

onde L,,s é seu o momento angular. Usando a equagdao (2.136), que da a dependéncia

riana para a qual

explicita em L, a derivada segunda do potencial efetivo é escrita como

) 102" — 2L0%g" + L20%g%*  1(0,9" — 2L0,g"* + L28Tgw)2
(a’"u)L:_§ tt _ 9L gty + [2g%% 2 tt_ t 2 2
g gt + Lg (9" —2Lg" + L2g¥¥)

(2.151)

O segundo termo dessa expressao se anula por causa da equagao (2.137) para o momento
angular Kepleriano, e portanto, o momento angular L,,; da ISCO ¢é determinado pela
expressao

O2g" — 2L,,,029" + L2 0%g%% = 0, (2.152)

msr
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e 0 seu raio r,,s implicitamente fazendo Ly = L,,s, usando a equagdo (2.137) para o
momento angular Kepleriano.

Ja possuimos entdo uma expressao que determina o raio da ISCO. Contudo, procuro
uma expressao em termos do critério de estabilidade sobre o momento angular Kepleri-
ano, exatamente como fiz na segao (2.3.2) para o caso Newtoniano. Para tanto, escrevo
novamente a equagao (2.151) da derivada segunda do potencial efetivo como

18, (8,9 — 2L8,g"% + L?0,¢%%
(33L{)L =3 (0rg ;(]2 + g >L, (orbitas Keplerianas) (2.153)
Uy

sem o segundo termo, por considerar 6rbitas Keplerianas. Escrevo agora o termo dentro
da derivada do numerador em termos do momento angular Kepleriano usando a equagao
(2.137):

() (02), = —50. [~2(L — Lo + (12~ 13)0,6°],

1
= (L= Ly)8%¢" — (8,L;,)0,9" — §(L? — L2)32g%% + Li(0,Ly)0,g%¢
= —(0,Ly)0,g" + Li(0,Li)0,9%¢
= (~0:g" + Lx0,9%%) O, Ly, (2.154)

onde usei que L = L; por tratar apenas de érbitas Keplerianas. Como u;? é sempre
positivo, o critério de estabilidade sobre o potencial efetivo é dado pela seguinte expressao:

o*u 0g¥¥ 1 g\ OL?
(W) >0 = ( 5 I or ) 8rk > 0. (2.155)
L

Usando a equagao do movimento Kepleriano (2.137), esse critério pode ainda ser escrito

(1 dgtv 1 89“) oL}

CcOomo

> 0, (2.156)

Ly or L} or ) or

ou ainda, somando as duas expressoes, como

dg*¢ 1 9g" oL}
or L or ) or

> 0. (2.157)

De acordo com a equagdo quadrética (2.137), as duas solugoes Keplerianas L; e L; e sido
relacionadas pelos coeficientes da equagao:

argtt
Org#?’

LiL; = (2.158)

Multiplicando a equacdo (2.157) por Lf e usando o resultado acima obtemos

2 + 75— P aLz
(L2 = LiLy) (Org ) 5k >0, (2.159)
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ou ainda,
- O gtt ) 8L2
L — L{L ( ) =R >0, (2.160)
( BTk ’“) LiL; ) or
Calculando o valor de L} L, explicitamente temos:
tt ar _6—2(19
0rg%? Oy (e72 — w?e2%)
B (0,9)
= e2@)(9,0) + w2(0,®) — w(O,w)
(0,2)?

= T N(0.0)(0,9) + 2607 —wow)@e) M

A hipétese das solugoes Keplerianas existirem, A > 0, utilizando a expressao (2.146),
expressa-se como

— 427 (9,4h)(0,D) < (O,w)>. (2.162)
Portanto,
LiL, > (6,2)"
~ 1 0w)? +w(0,9)? — w(0,w)(0,P)
= (0.2)° > 0. (2.163)

[%(8“*)) - w(arq)ﬂ

Isso significa que os dois momentos angulares Keplerianos, quando existirem, tém o mesmo
sinal!
Usando esse resultado, e o fato de que 9,¢" = 2¢72%9,®, podemos escrever condicio
de estabilidade (2.160) como
oL

(L% - LiLy) (0,9) a— > 0. (2.164)

Vimos que a func¢ao métrica ® se reduz ao potencial gravitacional no limite Newtoniano.
Para distribui¢oes usuais de matéria vale a condicao 0,9 > 0, que diz que o potencial
gravitacional diminui com o raio.

Considere entao a quantidade

Q= (L} - LiLy). (2.165)

Como Li > L}, a ¢6rbita direta terd sempre um valor Q > 0 e a drbita retrégrada Q < 0.
Portanto, considerando a situa¢do em que 9,® > 0, o critério usual (Newtoniano) de
estabilidade 9,L? > 0 vale para a ¢rbita direta e um critério inverso 9,L; < 0 para a
6rbita retrograda. Se 0,® < 0 a situacao se inverte.
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Usando as definigoes de L{ e L% das equagdes (2.140-2.141), e considerando que
9,9%¢ 2 0 & 0,® = 0, podemos verificar que o critério direto de estabilidade 9,L2 > 0 se
aplica a L} e o critério inverso 0,L7 < 0 a Lj, .

O caso L = L; corresponderd sempre a uma 6rbita marginalmente estavel (Q = 0).

2.4.6 Critério de Rayleigh relativistico

O que mostro agora é que as condigdes de estabilidade (2.155-2.157), que determinam a
orbita circular marginalmente estavel, sao equivalentes ao critério de estabilidade epici-
clica radial para fluidos na teoria relativistica aplicado ao momento angular Kepleriano,
de forma totalmente analoga ao caso Newtoniano. A derivagdo euristica do critério de
Rayleigh relativistico pode ser feita da mesma forma como na se¢ao 2.3.1 para o caso
Newtoniano, conforme descrito por Abramowicz [22]. Obtenho aqui, no entanto, uma
forma diferente desse trabalho, aplicada ao movimento Kepleriano.

Para essa deducao precisamos de uma generalizacao relativistica da forca centrifuga
(bem como da forga gravitacional). A questdo de como definir forgas inercias na teo-
ria relativistica consiste em como decompor a “forca aparente” total em gravitacional,
centrifuga, Coriolis e de Euler. Para tanto, Abramowicz et al. [26] sugeriram uma decom-
posicao de forcas a partir da decomposicao 3+1 do espago-tempo através de congruéncias
de observadores especiais. No entanto, essa decomposicao foi criticada por alguns auto-
res dizendo que as forgas inerciais, segundo a definicdo de Abramowicz et al. [26], tem
propriedades indesejadas e ainda que sdo em certo sentido ambiguas.

De fato, a decomposicao da forca total em suas componentes inerciais requer alguma
informagao adicional que permita uma decomposicao 3+1, ou seja, a definicdo de uma
geometria tridimensional para cada observador, de uma forma absoluta, ndo ambigua (a
proposicao de que a forca gravitacional nao tenha sentido absoluto é uma das versoes do
principio de equivaléncia). Dessa forma, a definigdo de forgas inerciais em espagos-tempo
arbitrarios é ainda matéria de debate. Contudo, em espacos-tempo estacionarios vimos
que existe uma congruéncia de observadores que permite uma decomposi¢do 3+1 nao
arbitraria, o que permite a definicio nao ambigua de forgas inerciais.

O que fago agora é escrever a aceleracdo de uma forma que aparecam os termos
inerciais conforme definido por Abramowicz et al. [26]. De acordo com a equagao (2.133) a
aceleragao pode ser calculada pela derivada do potencial efetivo, que escreverei conforme
a equagao (2.126):

U=1n (7(6‘1> + wvew)) . (2.126)
Invertendo a equagao (2.111) do momento angular L em termos de v obtemos

eV

- " 2.166
V=TT (2.166)
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o que faz com que o potencial efetivo acima possa ser escrito como

len( e’ ) =& +Iny—In(1 —wl). (2.167)
1—wlL
Tomando a derivada a L constante:
OU), = a;= 0,9+ 0;(Invy), —0;[In(1 —wl)],
= 0% + vy (0w) + (1—LwL> Ohw
= 0;® 4+ Y (0w) + ve¥ Pow (2.168)
A derivada de v, calculada pela equacao (2.166) resulta em
(00);, = v (P — ) +v%e’ * Jw, (2.169)
o que nos leva a uma aceleracao da forma

a; = 0;® 4+ Y 020,(® — ) + Yve? *ow. (2.170)

Abramowicz, Nurowski e Wex [26] explicam que a aceleragdo na forma acima sugere
uma forma natural e conveniente de se definir as forgas inerciais (por unidade de massa)
gravitacional G, centrifuga Z, e de Coriolis C:

G = 0;P; (2.171)
Z = F%0;(P —v); (2.172)
C = Y *ow. (2.173)

De acordo com Foertsch et al. [27] as forgas inerciais gravitacional, centrifuga, de Coriolis
e de Euler podem ser definidas de maneira nao ambigua sobre superficies tipo-tempo 32,
para observadores arbitrdrios n, sobre ela, em termos de uma decomposigao tnica da
aceleragao a,. Tomando a componente de a, ortogonal a n,: i) a aceleragao gravitacional
é a parte independente de v; ii) a aceleragdo centrifuga é a parte ortogonal a v, e par em
v; iii) a aceleragdo de Coriolis é a parte ortogonal a v, e impar em v; iv) A aceleracao de
Euler ¢ a parte paralela a v,,.

Podemos observar que essa definicao corresponde a decomposi¢ao acima. Escolhendo
n,, como sendo a quadrivelocidade do ZAMO, eles serao ortogonais as hipersuperficies que
contém a velocidade relativa v, oc (,. Portanto, a componente de a, ortogonal a n, sao
simplesmente as componentes espaciais a;, com (i = r, z, ¢). A velocidade relativa esté
na diregao ¢, portanto, a forca de Euler é identicamente nula (a, = 0). As aceleragoes
gravitacional, centrifuga e de Coriolis sao simplesmente a parte independente de v, a parte
par em v e a parte impar em v da expressao (2.170).
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Precisamos agora especificar qual é o momento angular conservado durante pertur-
bacoes radiais axissimétricas e nao estaciondrias, pois as perturbacoes nao precisam ser
necessariamente estaciondrias. As quantidades u, = u*§, e u, = u”(, sao conservadas sob
perturbagoes estacionarias e axissimétricas respectivamente. Isso significa que o momento
angular que estamos usando, L = —1;—“: (equacao (2.108)), somente é conservado sob per-
turbagoes estaciondrias também. Devemos utilizar portanto o momento angular £ = uy,
(equacao (2.109)), que é conservado em perturbagoes somente axissimétricas. Escrevendo
as expressoes (2.171-2.173) em termos de L:

G(r) = 0,%; (2.174)
Z(r, L% = e L2 0,(D —); (2.175)

Cr,L) = e *Ly\/1+e 2L ow. (2.176)

Portanto, a equacao da aceleragao (2.170) pode ser escrita, no plano equatorial, em uma
forma similar a equacao Newtoniana (2.29):

G(ro) + Z(ro, £3) + C(ro, Lo) + T (re) =0 (2.177)

para um elemento de fluido em ry, com momento angular Ly, sob a a¢do de uma forca
aplicada T (rg). Observe que a forga de Coriolis C ndo esté presente no caso Newtoniano.

Deslocando esse elemento para uma nova posicado r = rg + 0 havera uma forga nao
balanceada, porque o momento angular serd o mesmo:

G(r)+ Z(r,L3) +C(r, Lo) + T (r) = 6T. (2.178)

O desenvolvimento seguinte é completamente analogo ao feito na secao 2.3.1, bastando
observar que no lugar de f.f temos agora Z + C. Portanto, obtemos o resultado andlogo

(ERCI R
() @EIE- e

Usando as fungoes (2.175-2.176) obtemos

la@ )+ (1 ;}”2> eMaTw] @f) > 0. (2.181)

Essa é uma forma do critério de estabilidade epiciclica radial para fluidos, em termos do

a equagao (2.36):

ou seja,

momento angular £. Para comparé-lo com o critério de estabilidade dado em termos do
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potencial efetivo, devo escrevé-lo em termos do momento angular Kepleriano L. Comeco

entao escrevendo o logaritmo da relacao £ = —uL:
InL =In(—u) + In L. (2.182)
Como In(—uy) = U temos
0L oL
= : 2.1
C U + i (2.183)

Usando a equagao (2.132) para 0,4 e que (0,U4)r = a, = 0 (equagao (2.133)) para o
movimento Kepleriano, temos que

0, Ly, Qp 1
= — Ly,. 2.184
L (1-(U%‘*Lk>&"k (2.184)
Manipulando essa expressao chegamos a
(ue)r 2 (ue)i 2
- | "YE L = —25 L. 2.1

A quantidade 1—QL = —(u'u;), equagao (2.123), é sempre positiva pois u‘u; < 0 para tra-
jetérias tipo-tempo. Assim, podemos escrever o critério de Rayleigh relativistico (2.181)
em termos de L;:

1+ o, OL?
O (® — —F) e 0wl [ E) > 0. 2.186
o v (1) o] (O (2.156)
A velocidade Kepleriana vy, é definida pela equagao (2.170) com a,, = 0. Com isso obtemos
a relacao
(Vo) 0i(® — ) = —0,® — Yvge’ T Oiw. (2.187)
Multiplicando a equagao (2.186) por (yZv?) e substituindo a relagio acima obtemos
b oL2
_0,® — ow| [ZE) >0, 2.18%
oo (25) 2 (5) 2159
ou em termos de L, usando a equagao (2.166):
L L2
00— [—F N ow| [EE) >0, 2.189
e (i) (% 2159
Multiplicando-se por® 2¢72%(1 —wLy)/L%, e depois de alguma manipulagao, essa equacio
resulta em
Lo(ee®)  Lole®)) o, 2190)
Ly,  Or L  or or ’ '

que vem a ser a condi¢ao de estabilidade (2.156) derivada do potencial efetivo:

Lot 1 ogton
Ly Or L} or ) Or

6Usando as equagoes (2.113), (2.114) e (2.166) pode-se mostrar que (1 —wLy) = v?(1 — QL) > 0.

> 0.
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2.5 Potenciais pseudonewtonianos

2.5.1 O potencial de Paczynski-Wiita

Grande parte do que é conhecido sobre hidrodinamica proxima a objetos compactos,
em particular na astrofisica de buracos negros, tem sido descrita de forma satisfatéria
usando modelos Newtonianos. A maneira de se modelar o potencial gravitacional de um
buraco negro sem recorrer as complexidades da teoria da Relatividade Geral é usando um
potencial pseudonewtoniano, que imita a existéncia de um horizonte de eventos no raio
gravitacional de Schwarzschild.

Em 1980 Paczyniski [7] introduziu o seguinte potencial:

Cpy = — com ry=2M, (2.191)

R—ry
que se mostrou muito pratico, e foi usado por iniimeros pesquisadores na teoria de acre-
¢do em buracos negros, e se tornou uma ferramenta padrao em astrofisica relativistica.
Paczynski escreveu intuitivamente a forma do potencial, no entanto, ele pode ser de-
rivado de um procedimento formal, baseado na definicio padrao de “potencial efetivo”
relativistico no espago-tempo de Schwarzschild [28].

O potencial de Paczynski-Wiita, como ficou conhecido o potencial pseudonewtoniano
acima, pode ainda ser “deduzido” a partir da equagao do movimento circular Kepleriano
no plano equatorial (2.137). Aplicando essa equagdo a métrica de Schwarzschild, para a
qual g = —r/(r —r,), g% = 1/r? e ¢"* = 0 (para o plano equatorial), obtemos

d 1 r 1
i — L2 () =0. 2.192
d?“( 27’—7‘g> A3 0 (2.192)

Se pensarmos nessa equagao como uma equagao de movimento no ambito da teoria New-

toniana podemos entao definir um potencial gravitacional ®

1 r 1 T 1
) = —— = —— g 11 =90 0) — = 2.193
(T) 9 (’I"—Tg + > PW(T7 ) 9’ ( )

de tal forma que a equacao (2.192) assuma a mesma forma que sua versao Newtoniana
(equacao 2.51), que expressa o balango entre as forcas “gravitacional” e “centrifuga”.
Vemos com isso que o potencial ® difere do potencial de Paczynski e Wiita (2.191) no
plano equatorial apenas por uma constante.

Podemos observar ainda que o momento angular derivado de acordo com a teoria de
Einstein (no espago-tempo de Schwarzschild) e o derivado pelo potencial pseudonewtoni-
ano sdo dados pela mesma equagao (2.192), resultando, portanto, na expressao:

L} = Miﬁ. (2.194)
(r—rg)?
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Na teoria Newtoniana o momento angular e a velocidade angular sao relacionados por
L = Qr?, mas na geometria de Schwarzschild a velocidade angular é dada pela equacao
(2.87):

¢ L/r?
n=- = ——4
C B ()
1
L, = ——r%Q,. 2.195
= k 1—rg/rr k ( )

Portanto, a velocidade angular Kepleriana calculada na geometria de Schwarzschild e no
potencial pseudonewtoniano ndo sao iguais:

() ) () e

O potencial (2.191) também nao reproduz exatamente, mas apenas aproximadamente,

a frequéncia epiciclica radial. Além disso, velocidades de matéria calculadas por meio
dele podem exceder a velocidade da luz. No entanto, Abramowicz [29] encontrou uma
solugao para esse problema, mostrando como incorporar efeitos de relatividade especial
no esquema de Paczynski-Wiita: para isso deve-se interpretar as velocidades fisicas “ver-
dadeiras” v, em termos das calculadas veq POT Veqr = Vyer /(1 — V2, /C?).

2.5.2 Generalizagao para outras métricas

O potencial de Paczynski-Wiita, pode ainda ser “deduzido” a partir da generalizacao
relativistica do momento angular aplicado a métrica de Schwarzschild, definindo o poten-
cial pseudonewtoniano como sendo aquele que gera uma forca gravitacional que equilibra
exatamente a forca centrifuga gerada pelo momento angular Kepleriano L;. De acordo
com a segao (2.4.3), a generalizacao relativistica da densidade de momento angular mais
consistente é dada por L = —ug/ut, 0 que resulta na expressao (2.145) para o momento
angular Kepleriano. Para métrica de Schwarzschild isso se reduz a
M3

L} = Ct (2.197)

Na teoria Newtoniana a forca centrifuga é dada entao por

L
fer =35 (2.198)

que deve equilibrar a for¢a de atracao gravitacional

fo=—2 (2.199)
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para uma Orbita circular. Podemos entdo integrar a equacao de equilibrio (f; = —fef)
para se obter o potencial ®(r)
L2
O(r) = /—gdr. (2.200)
r

Realizando a integragdo acima utilizando o momento angular Kepleriano (2.197) para a
métrica de Schwarzschild obtemos o potencial de Paczynski-Wiita (2.191)

3
o(r) = /%édr = — %y — Oy (r,0) (2.201)
(a menos de uma constante), fornecendo uma outra “deriva¢ao” possivel para esse poten-
cial pseudonewtoniano.

O mesmo procedimento poderia ser utilizado para se “derivar” potenciais pseudonew-
tonianos de outras métricas. Foi exatamente isso o que fez Mukhopadhyay [30] para o
caso da métrica de Kerr. Aplicando agora a expressao do momento angular Keplreiano
(2.145) para métrica de Kerr, a forca centrifuga sera

ii_ M2(7’2—2a\/m+a2)2 B
re r3(\/Mr(T—2M)+aM)2

—f, (2.202)

Entao, f, pode ser identificado com a forca gravitacional do buraco negro sobre uma
6rbita Kepleriana. A expressao acima se reduz a forma de Paczynski-Wiita para a = 0.
A forma geral do pseudopotencial correspondente é algebricamente complicada, mas se
simplifica para qualquer valor dado de a [30].

Outros potenciais pseudonewtonianos ja foram propostos para a métrica de Kerr, como
por exemplo por Artemova et al. [31]. Porém essas outras formas ndo mantém uma relagao
clara com a métrica do espaco-tempo. Como essa forma envolve a métrica diretamente,
muitas propriedades da geometria de Kerr sao inerentes ao potencial por construcao, e
por isso deve fornecer resultados mais precisos, apesar da forma mais complicada.

O mesmo procedimento aplicado acima para a métrica de Kerr pode ser aplicado as
métricas de Reissner-Nordstrom (para um buraco negro carregado eletricamente)

L} r(Mr —Q?)

fo=—"3 = “ oM 1 P (2.203)

e de Kerr-Newman (para um buraco negro carregado eletricamente e em rotagao):

£ = o (\/Mr —Q*(r*+a*) + a(Q* - 2Mr)) | (2.204)

re P (r2 = 2Mr + Q2 + ay/Mr — Q7).
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2.5.3 Critério de estabilidade

As equagdes (2.197), (2.202), (2.203) e (2.204) fornecem o momento angular Kepleriano Ly,
para os potenciais pseudonewtonianos de Schwarzschild, Kerr, Reissner-Nordstrom e Kerr-
Newman respectivamente (que sdo os mesmos da derivacao relativistica). Como descrito
nas segoes 2.3.2 e 2.4.5, o critério de estabilidade de Rayleigh (2.39), ou seja, a condigao de
que o momento angular aumente com o raio r, aplicado ao momento angular Kepleriano
é equivalente a condicao de estabilidade sobre o potencial efetivo de uma érbita circular
de uma particula teste. Dessa forma, aplicando esse critério de estabilidade a cada um
desses potenciais efetivos, obtemos exatamente a condi¢ao obedecida pelo raio da orbita
circular marginalmente estavel em cada uma dessas métrica.

Primeiramente para o momento angular Kepleriano do potencial de Paczynski e Wiita:

a2q)pw sz d M7‘3
0 — >0 — 0 2.205
A i 7w \r—2my)” (2.205)
= r>6M, (2.206)

ou seja, obtemos o raio da 6rbita marginalmente estavel r,,s = 6m de Schwarzschild. Esse
¢ um dos motivos pelos quais esse potencial tem uma grande aplicabilidade e se tornou
muito pratico na abordagem de problemas envolvendo matéria ao redor de buracos negros.
Esse potencial também reproduz de maneira exata o raio da 6rbita marginalmente ligada
rmp = 4M . Isso pode ser visto da definicao Newtoniana de energia

L2
E, = 27’“ + O, (2.207)
T

e aplicando a condigao E, < 0, usando o potencial ®py, (2.191).
Aplicando agora a condicao de estabilidade para o momento angular Kepleriano de
Kerr (2.202), obtemos

d d (M(r? —2av/Mr + a?
Lo ( (r"—2a T+“)>>0 (2.208)
dr dr \ vV Mr(r —2M) + aM

= 72— 6Mr+8avVMr—3a*>0, (2.209)

que é entao a mesma condic¢ao sobre o raio da érbita marginalmente estavel para a métrica
de Kerr. Analogamente, para o momento angular Kepleriano de Reissner-Nordstréom
(2.203) e de Kerr-Newman (2.204) obtemos, respectivamente,

d d { r*/Mr—Q?
—L?=— 0 2.210
dr F 7 dr <7°2—2M7“+Q2> ” ( )

= 7 —6Mr* 4+ 9Q%* — 4Q*/M > 0, (2.211)



52 2.5. POTENCIAIS PSEUDONEWTONIANOS

e
d o, d VMr — Q%(r? + a?) + a(Q?* — 2Mr) 0 9919
ar % dr r? = 2Mr + Q? 4 av/Mr — Q? >> (2212)

= MrA —4(Mr — Q?) [\/Mr — Q% - ar > 0. (2.213)

Fazendo @ =0, a=0e @ = a =0 a condicao acima para a métrica de Kerr-Newman se
reduz as condigoes (2.209), (2.211) e (2.206) para as métricas de Kerr, Reissner-Nordstrom
e Schwarzschild respectivamente, como o esperado.



Capitulo 3

Hidrodinamica

3.1 Hidrodinamica classica

Nesse capitulo fago uma uma revisao das equagoes utilizadas na descricdo matematica de
fluidos, tanto na abordagem classica quanto na relativistica, dado que o modelo de discos
grossos que utilizo nesse trabalho trata os discos como sendo fluidos ideais em um estado
de equilibrio hidrodinamico, que assumem estruturas toroidais.

3.1.1 Descricao Euleriana e Lagrangiana de fluidos

Um fluido é considerado como um meio continuo. Isso significa que um pequeno elemento
de volume em um fluido, mesmo que tomado como sendo infinitesimal, é sempre consi-
derado grande o suficiente para conter um grande niimero de moléculas. As expressoes
particula de fluido e ponto em um fluido devem sempre ser entendidas dessa forma. Se
falarmos por exemplo no deslocamento de alguma particula de fluido, ndo nos referimos
ao deslocamento de moléculas individuais, mas sim em um elemento de volume contendo
muitas moléculas, apesar de ainda considerado como um ponto.

A diferenga entre as coordenadas Eulerianas e Lagrangianas é que em uma o referencial
¢ o mundo externo, e na outra é o fluido em movimento. Ambas sdo corretas, mas
dependendo da situacao, ambas nao sao igualmente apropriadas.

Coordenadas espaciais fisicas (isto é, coordenadas Eulerianas) sdo escritas como & =
(r,9,2) = (2}, 2% 23), com t denotando o tempo. Particulas individuais de fluido sdo
distinguidas pelas coordenadas Lagrangianas @ = (a',a?,a®) = (a,b,c) € IR?, e o seu
movimento descrito por um fluxo x(7,d), que da a posi¢ao da particula identificada por
@ no instante 7. A varidvel temporal 7 é usada em conjunto com @ (a* = (1, al,a? a?)).
Portanto, ¥ = X(7,d) faz a transformacdo de ¥ — d, enquanto que a transformagao
inversa é dada por @ = d(t,¥), onde t = 7 e & = (x,y, z) sdo as coordenadas Eulerianas.

23
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Por defini¢do, as coordenadas (a, b, c) permanecem constantes seguindo o movimento
das particulas de fluido, entao a velocidade da particula é dada por

ox(t,a

M‘ (3.1)
or

Isso define um campo de velocidade em cada ponto do espaco, o qual denotaremos por

u(t, 7):

Ug(T,0) = U(t =7,x(7,d)), < Ut T)=u,(r =1t adt 7). (3.2)

Considere uma massa de fluido contida em um volume M, se movendo com as particu-
las materiais. Sejam as particulas Va € A (onde A C IR?) que compdem a massa em
movimento M, (mapeadas para M, por ¥(7,d@)). E conveniente definir as coordenadas
(a, b, ) de tal forma que d*d = dadbdc represente a massa em um elemento de volume
d37 = dxdydz:

dm = d*a = p(t, ¥)d*%. (3.3)
Portanto, @ = (a, b, ¢) é considerada uma coordenada de massa. Essa igualdade expressa

a invariancia do elemento de massa dm, ou seja, a conservacao de massa. Dessa relagao
vemos que a densidade de massa é dada por

p(t, T) = (3.4)

J(t,Z)’

onde

_ o XY Oy, 2)
/= d(a',a?,a3)  9(a,b,c) (3:5)

¢ o Jacobiano da transformagao x : & — #(@) em um instante de tempo t especifico.

Podemos tratar todas as quantidades fisicas escalares, representadas genericamente
por F', em coordenadas Eulerianas, ou seja, como funcao de t e #: F = F(t,Z). Usando
coordenadas comoéveis, F' = F(7, X(7, @)), podemos definir a chamada derivada convectiva
como sendo a derivada temporal nesse referencial comoével:

DF _OF 0tdoF 0% -

Dr o —orar Tar VP
DF  OF >
S 4@ VFE .
= Dy 8t+u : (3.6)

que funciona como se as coordenadas ¥ fossem funcoes da varidavel temporal ¢ para as
particulas de fluido. Porém deve estar claro que isso é uma simplificacado de notacao, e
que as coordenadas ¥ e t sao variaveis independentes. Aqui e sempre que aparecerem,
0/0t e 0/0t querem dizer (0/07), e (0/0t), respectivamente.
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A hipétese de que @ = d(t,Z) segue o movimento do fluido pode ser expressa pela
independéncia de @ e 7, ou seja, 0;a = 0,
Da oa =
—=—+4+(u-V)a=0, 3.7
Dr 0ot + ) (37)

mostrando que @ permanece constante conforme é transportado pela particula de fluido.

3.1.2 Equilibrio termodinamico

Sabemos que a dindmica de um fluido estd sujeita ao comportamento de varidveis termo-
dindmicas (e.g., pressdo), e ndo apenas a varidveis cinemadticas. A termodinadmica trata
de sistemas em equilibrio, e processos entre estados de equilibrio.

Por equilibrio termodindmico nés entendemos um sistema termodinamico de matéria
que atingiu um estado perfeitamente estacionério, estando em equilibrio mecénico (hidros-
tatico) e a uma temperatura uniforme. Normalmente, em grandes sistemas de matéria,
o equilibrio termodinamico é satisfeito somente de forma aproximada ou mesmo nao sa-
tisfeito de forma global, no sistema como um todo. Contudo, muitos casos de interesse
podem ser divididos em sistemas menores onde o equilibrio termodinamico vale, pelo
menos com uma boa aproximagao. Nesse caso estamos falando em equilibrio termodina-
mico local. Esse é o caso quando estamos tratando de fluidos, que estritamente falando
s6 podem estar em equilibrio termodindmico no caso estaciondrio (e sem gradientes de
velocidade).

Em um sistema que nao estd em equilibrio termodindmico, como um fluido com gradi-
entes de temperatura ou velocidade, as defini¢oes usuais das quantidades termodindmicas
nao mais fazem sentido e devem ser modificadas. As defini¢oes necessarias sao, primeira-
mente, que p, U e 4 sdo definidas como antes: p e pU sdo a massa e a energia interna por
unidade de volume, e # é o momento de uma unidade de massa do fluido. As quantidades
termodindmicas restantes sao entao definidas como sendo as mesmas funcgoes de p e U
que sao em equilibrio térmico.

O simples fato de existir um gradiente de velocidade implica na auséncia de equilibrio
termodindamico. A pressao P que aparece na expressao para o tensor de densidade de fluxo
de momento em um fluido viscoso deve ser tomada entdo como sendo a mesma fungao
P = P(p,U) que em equilibrio térmico. Nesse caso P nao serd, estritamente falando, a
pressao no sentido usual, ou seja, a forga normal em um elemento de superficie. H4 uma
diferenca de primeira ordem com respeito aos gradientes; a componente normal da forca
inclui, além de P, um termo proporcional a V- (em um fluido incompressivel esse termo
¢ zero, e a diferenca é entao de ordem superior) [32].

Dado que nenhuma reagdo quimica ocorra, o estado termodinamico de um sistema de
matéria em equilibrio pode ser descrito completamente por trés quantidades: a pressao
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P, a temperatura absoluta 7', e a densidade de massa p (ou o volume especifico V = 1/p).
Para qualquer sistema de matéria existe uma fun¢ao termodinamica F' conectando as trés
variaveis, chamada de equacao de estado:

F(p,P,T) = 0. (3.8)

Todas as quantidades termodinamicas sao determinadas pelos valores de duas delas quais-
quer, junto com a equacao de estado.

3.1.3 Equacgoes de movimento

A descri¢do matemaética do estado de um fluido em movimento é feita por meio de fungoes
que dao a distribuigao de velocidade do fluido @ = @(Z, t) e de quaisquer duas quantidades
termodinamicas pertencentes ao fluido, a pressao P(Z, t) e a densidade p(Z, t) por exemplo.
Se forem dadas as cinco quantidades a seguir: as trés componentes da velocidade ,
a pressao P e a densidade p, o estado do fluido em movimento estard completamente
determinado.

Dessa forma, um sistema completo de equacoes da dinamica de fluidos deve ter um
total de cinco equagoes (além da equagao de estado). A primeira equagao determina a
conservacao de massa, e ¢ chamada de equagcdo da continuidade

Dp -
— —pV - L. 3.
DTt B (3.9)

Temos também a equacdo de Navier-Stokes'

Di VP

—— = .o+ 7 (3.10)
Dt PP
que na verdade é a 2*lei de Newton aplicada a uma particula de fluido (de massa unitaria)
sujeita a uma forca devido ao gradiente de pressao, a forgas dissipativas de origem arbitra-
ria (e.g., viscosidade ordinaria, turbuléncia, viscosidade radiativa, dissipa¢ao por radiagao
gravitacional), representadas pelo tensor das tensoes o, e a outras forgas externas (por
unidade de massa), representadas genericamente por f P ¢é a pressao hidrostatica e u é
o campo de velocidade do fluido.

As equagoOes acima estao escritas em sua forma Lagrangiana. Em sua forma conserva-
tiva, elas assumem a forma

L 4v-j=0, (3.11)

IPara um texto basico em dindmica de fluidos, com as equacdes apresentadas aqui, ver Landau e
Lifshits [32]
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+V-1=pf, (3.12)

ot

onde j = pii é o vetor densidade de fluxo de massa (ou densidade de momento), e H; =
P(S;- + pu'uj — U;. é o tensor densidade de fluxo de momento. Essa forma das equacoes de
conservacao tem a vantagem de mostrar explicitamente as quantidades conservadas pelo
fluxo, além de terem se mostrado convenientes para calculos numéricos.

Na abordagem Lagrangiana, quantidades fisicas extensivas (como as varidveis termo-
dindmicas extensivas) sdo tratadas em termos de suas quantidades “especificas” (locais),
que dizem respeito as quantidades por unidade de massa, enquanto que na abordagem Eu-
leriana sao tratadas em termos de quantidades por unidade de volume. Exemplo: seja S
a entropia por unidade de massa, pS é a entropia por unidade de volume. Nesse trabalho
utilizo na maior parte do tempo quantidades fisicas especificas.

Em situacgdes em que a condutividade térmica e a viscosidade nao sao importantes a
equacao de Navier-Stokes se reduz a equacio de Euler?

?;+(ﬁ-ﬁ)ﬁ:——vq>. (3.13)
Essa equagao se aplica aos chamados fluidos ideais, para os quais nao é levado em conta
processos de dissipacao de energia que possam ocorrer em consequéncia da friccao interna
(viscosidade) e da troca de calor entre as diferentes partes do fluido em movimento.

As equagoes de Euler e de Navier-Stokes sao equagoes vetoriais, e sdo compostas por
trés equacgoes escalares. Cada uma delas, junto com a equacao da continuidade formam
um total de quatro equacoes, faltando ainda uma equacao para se especificar o movimento
do fluido completamente. A equacao faltante é a equacao que estabelece a conservagao
de energia, chamada de equacao geral do transporte de calor

0 /1 - 1 -
o (Q/M + pU> - v {pﬁ <2u2 + h) _d-5— /@VT} , (3.14)
que pode ainda ser escrita em termos de S, a entropia especifica do fluido (ver Landau e
Lifshits [32, p. 193]):
22 (5.9) 7+ V- (w97) (3.15)
Dt

k é a condutividade térmica, U é a energia interna por unidade de massa e h = U + P/p
é a entalpia por unidade de massa do fluido.

2Utilizo aqui f = -V por considerar somente forcas externas do tipo gravitacional, determinadas
pelo potencial gravitacional total .
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Se nao ha viscosidade ou conducgao térmica, o lado direito da equacao acima se anula,
o que resulta na equacgao de conservacao de entropia:

DS S ooy
Ho=0 s E—F(U-V)S—O. (3.16)

Processos termodinamicos que ocorrem sem troca de energia térmica com o exterior do
sistema sao chamados de processos adiabaticos. Por essa razao, a equacgao de conservagao
de entropia também é chamada de equacdo do movimento adiabdtico.

A auséncia de troca de calor entre as diferentes partes de um fluido ideal significa que
o seu movimento é adiabatico por todo o fluido. Assim, o movimento de um fluido ideal
deve necessariamente ser considerado adiabatico, e suas equagdes de movimento devem
ser usada em conjunto com a equac¢ao do movimento adiabatico. Nesse trabalho considero
apenas fluidos ideais, de forma que as equacodes do movimento adiabatico e de Euler serao
suficientes.

Em um modelo de disco autogravitante a autointeragao gravitacional do fluido deve
ainda ser considerada. Nesse caso, o campo gravitacional total ® aplicado sobre o fluido
pode ser escrito em termos de um campo gravitacional externo ®, (que no caso serd o
campo gravitacional devido ao buraco negro) e do campo gravitacional ¥ gerado pelo
proprio fluido:

d =, + V. (3.17)

De acordo com a teoria da Gravitacao classica, esse ultimo depende exclusivamente da
distribuicao de densidade do fluido, e satisfaz a chamada equagdo de Poisson (ver Marion
e Thornton [33, p. 194]):

V2 = 47p. (3.18)

3.1.4 Leis da termodinamica

Considerando apenas processos térmicos e mecanicos infinitesimais em um sistema mate-
rial, e desprezando o movimento de massas, a 1°lei da termodindmica (lei da conservagao
da energia) pode ser escrita como

dQ = d€ + PdV. (3.19)

dQ@ denota a quantidade infinitesimal® de energia térmica adicionada ao sistema, que é
usada para aumentar a energia interna total £ do sistema em d& e para realizar o trabalho
mecanico PdV. dV é a mudancga infinitesimal do volume V' do sistema.

3Normalmente utiliza-se dQ para denotar a quantidade infinitesimal de calor devido ao fato de nao se
tratar de um diferencial exato, que seria denotado por dQ. [34]
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A 2%lei da Termodinamica pode ser descrita como segue: para cada estado de um
sistema termodinamico existe uma fungao das varidveis de estado S = S(p, P, T") chamada
entropia. A mudanca de entropia dS durante um processo termodinamico do sistema

obedece a restricao
dS > dQ/T. (3.20)

Para processos reversiveis dS = dQ /T, enquanto que para processos irreversiveis dS >
dQ/T. Uma consequéncia imediata da segunda lei é que processos adiabaticos (dQ = 0)
reversiveis tem dS = 0 (S = const.), enquanto que processos adiabéticos irreversiveis tem
dS > dQ/T =0, isto é, dS > 0 (S nao é constante, mesmo nao havendo trocas de calor).
Para processos reversiveis d@) = T'dS, e podemos escrever a 1*lei da termodinamica

(3.19) como
d€ =TdS — PdV. (3.21)

Veremos na sec¢ao a seguir que essa equacao pode ser escrita em termos das quantidades
especifica U e S

P
dU =TdS + ?dp, (3.22)
ou ainda em termos da entalpia especifica:
1
dh =TdS + —dP. (3.23)
p

3.1.5 Relacao de Euler

Quantidades termodinamicas extensivas como a energia e a entropia tém a propriedade
da aditividade. A aditividade de uma quantidade significa que, quando a matéria (e
consequentemente o nimero de particulas N) muda por um dado fator, a quantidade
também muda pelo mesmo fator. Em outras palavras, podemos dizer que uma quantidade
termodinamica aditiva deve ser uma fungdo homogénea de primeira ordem (linear) com
respeito as variaveis aditivas.

A energia interna total £, que poderia ser vista como uma fung¢ao somente da entropia
total S e do volume V', também deve ser fungao do nimero de particulas N. Como S e
V' séo eles proprios aditivos, esta fungao deve ser da forma
£=Nf (;f] ]‘O — Nf(s,0), (3.24)
onde s =S/N e v=V/N. Essa é a fungdo homogénea de primeira ordem mais geral em
N,SeV.

Considerando N como uma varigvel independente, a equagao (3.24) é uma equagao de
estado &€ = £(S,V, N), e sua diferencial total deve incluir um termo proporcional a dNV:

d€ = TdS — PdV + pudN, (3.25)



60 3.1. HIDRODINAMICA CLASSICA

onde p é o chamado potencial quimico, e denota a derivada parcial

() o

No entanto, diferenciando a equacao (3.24) obtemos,

dE — de+Naf< dS—SdN> N (Ndv VdN)

d N? v N?
af . of - Sof vof
= 5.dS+ 5 dV + ( S M 8U>dN. (3.27)

Comparando essa equagao com (3.25) encontramos que

_of _ 9
T=%. P=—2, (3.28)
Sof Vof

Usando f = E/N (equagao (3.24) novamente), isso resulta na chamada relagio de Fuler
£=TS — PV + uN. (3.30)

A energia interna e a entropia totais £ e S, escritas em termos da energia interna e da
entropia especificas (por unidade de massa) U e S sao

E=mNU e S =mNS§S. (3.31)

(sendo m a massa de uma particula mN é a massa total do sistema.) Com isso, a relagao
de Euler (3.30), dividida por mN, resulta em

P
TS+ L U+ =h, (3.32)
m p

onde usamos ainda que V/(mN) =1/p.

A caracteristica mais importante de um sistema extensivo é que o nimero de para-
metros requeridos para uma completa especificacdo do estado termodindmico pode ser
reduzido por um, de tal forma que sobram somente variaveis termodinamicas intensivas.
Podemos ver isso escrevamos a equagao para a energia interna especifica U em termos da
energia total (3.24)

& N

U:mN:me<

mN S V)
N 'N

m

1y <ms ) —U(S,0).
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ou seja,
1
0(S.0) = o (m5. ) = o0 3.3
Calculando as derivadas parciais de U(S, p) a partir de (3.33):
oUu of
il - L _7 3.34
<8S ) ) Os ’ (3:34)
ou 1Lof P
(@)S - —n (3.35)
devido as equagoes (3.28). Assim a diferencial de U(S, p)
ou ou
dU=|—==] d — | d .
U <05>p S+<@,0>S o (3.36)

resulta na 1*lei da termodinamica (3.22), escrita em termos de varidveis intensiva (espe-

cificas):

P
dU = TdS + el

(3.37)

Essa equacao é equivalente a forma (3.21) para uma tnica particula, dividindo aquela

equagao por m e usando dV = —mdp/p?.

3.1.6 Conservacao de energia

A lei de conservacgao local de energia em um fluido ideal segue imediatamente da 1?lei da

termodinamica (3.22) e das equagoes de movimento do fluido (3.9) e (3.10) (com o = 0).

Seja E a energia total por unidade de massa, definida como sendo a energia cinética mais

a energia interna especificas:

1
E=_u*+U.
2
Calculando a derivada convectiva da energia cinética:
1D _ Di 6P+q -
—_—_ YU — = =Y — u -
2 Dt D ) ’

e a derivada convectiva da energia interna:

DU DS P Dp
- T7_|_77
Dt Dt p?> D1
PD P-
= S l=""V.q
p* DT p

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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no caso de um fluido ideal (g—f = 0). Dessa forma, a derivada convectiva da energia
especifica E é
DE P P -
—:——V-ﬁ—ﬁ-—v +ua-f,
DT p p
ou seja,
DE J >
— =—-V - (Pu)+u-f. 3.41
Dy~ v PaFi-f (3.41)

Assim, a variagao da energia de uma particula de fluido devido a pressao é proporcional
ao divergente de Pu.

No caso particular em que a pressao nao depende explicitamente do tempo ( - VP =

Dp

5-) temos que

DE_FPDp 1DP o 7 (3.42)
Dt p>Dt  p Dt
Reagrupando os termos:
2
£<E+i>:ﬁ-f = li(ngh):ﬁ-f. (3.43)
Com isso vemos que a pressao funciona como uma forma de energia por unidade de
volume, e P/p se adiciona a energia especifica (de uma particula de fluido), o que motiva
a definicdo da entalpia, como a energia interna mais P/p. Essa expressao mostra que a
equagao de Bernoulli (3.52), que vamos obter a seguir, nada mais é do que a manifestagao
da conservacao de energia no caso estacionario.
Vamos agora obter a forma conservativa do balango enegético local. Calculando-se a
derivada convectiva de energia por unidade de volume:

D(pE)  _dp DE
pr = "pr o
= —EpV-i—V-(Pi)+pi-f,
ou seja,
J(pE - = -
gt>+ﬁ V(pE) = —pEV -4 —V - (PuU)+ pu - f
Isso resulta na equacao
J(pE - -
%)t ) + V- [(pE+ P)u] = ptu - f, (3.44)
ou em termos da entalpia especifica:
o/ 1, Lo /1, o
a75(/)(2u —i—U)) +V- {pu (2u —i—h)] =pi-f. (3.45)
A quantidade
(pE + P)ii = p(u®/2 + h)ii (3.46)

¢ o vetor densidade de fluxo de energia.
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3.1.7 Equacao de Bernoulli

Consideremos um fluido ideal sob a acao apenas de campos gravitacionais (ou de forgas
conservativas, com um potencial total ®). Considerando que seu movimento é estaciondrio
a equagao de movimento (3.13) pode ser escrita como

(- V)i = —;ﬁp — Vo, (3.47)
Usando a identidade vetorial
;%2 (@ V)i 4+ x (V x ) (3.48)
obtemos - 1. L1
T (Vx ) = SVP+ ¥ (2u2 4 @) . (3.49)

Tomando o produto escalar dessa equagao com u, o lado esquerdo se anula pois © X (ﬁ X
@) é ortogonal a 4. O lado direito, por sua vez, pode ser transformado em derivadas
convectivas, visto que nenhuma quantidade depende explicitamente do tempo:

1DP D (1

e e T <I>>:O. 3.50
pDT+DT 2u+ ( )

Da 1%lei da termodinamica (3.23) vemos que
= — ——— =0, (3.51)
que se anula para fluidos adiabaticos. Portanto, substituindo esse resultado em (3.50):

D /1,
Pleinie)= 52
DT(2u+ +) 0, (3.52)

e temos a chamada equacdo de Bernoulli, que diz que a quantidade escalar %uQ +h+o
é constante ao longo de uma linha de fluxo em um fluido adiabatico estacionario. Em
geral, a equacdo de Bernoulli é obtida para um fluido barotrépico. Essa generalizagao

para casos nao barotrépicos é 1til pois tem uma analogia relativistica (ver se¢do 3.2.8).

3.2 Hidrodinamica relativistica

3.2.1 Observadores Eulerianos e Lagrangianos

A diferenca chave entre fluidos Newtonianos e seus analogos relativisticos é que para
os primeiros se tem uma nocao a priori de tempo. Fluidos Newtonianos tem também
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uma nocao a priori de espago. Tal estrutura tem uma clara vantagem em problemas
evolutivos, onde ¢é necessario se falar em taxas de variagdo do sistema de forma nao
ambigua. Felizmente, para teorias covariantes do espago-tempo ha o chamado formalismo
“341” (ver apéndice D, segao D.2) que permite definir “taxas de varia¢ao” de forma nao
ambigua, introduzindo uma familia de hipersuperficies tipo-espago (o “3”) definidas como
as superficies de nivel de um escalar no espago-tempo (o “1”).

Algo que fluidos Newtonianos e relativisticos tem em comum ¢é que ha um referencial
preferencial para se medir variagoes: aquele que estd fixo aos elementos de fluido. Nos
referimos na hidrodinamica classica como observadores Lagrangianos, em contrapartida
aos observadores Eulerianos, que sao aqueles estaticos com relagdo a um ponto fixo no
espaco, e que “vé” os elementos de fluido passarem por ele, enquanto faz medidas da sua
densidade, velocidade etc. em uma dada posicao. Em contrapartida, observadores La-
grangianos viajam junto com um elemento de fluido particular e mede variagoes daquele
elemento conforme esse se move pelo espaco e tempo. Um observador Lagrangiano rela-
tivistico é totalmente andlogo. O observador Euleriano relativistico, no entanto é mais
complicado de se definir. Eles podem ser definidos como aqueles que seguem uma linha de
mundo que permanece, em cada ponto, ortogonal a uma familia de hipersuperficies tipo-
espaco. Essa é exatamente a estratégia utilizada para se definir os chamados observadores
FEulerianos que utilizo (e utilizei na segao 2.4), e que apresento no apéndice D.

3.2.2 Coordenadas comodveis

Seja um sistema de coordenadas geral com z*(u = 0, 1,2, 3) em que o elemento de linha é
dado por ds* = g, dz*dz”. Em tais coordenadas z* = x*(7) representa uma curva, com
um parametro 7 que identifica um evento sobre a curva. O vetor tangente a essa curva é

dado por
dx*

VH = e (3.53)
Se V#V,, for maior, menor ou igual a zero a curva serd tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz
respectivamente. Trajetorias de particulas de um fluido em movimento sao sempre descri-
tas por curvas tipo-tempo, que sao também chamadas de linha de mundo das particulas.
Para tal curva o pardmetro 7 pode ser sempre escolhido tal que V#V,, = —1. Nesse caso
dr? = —ds?, e 7 é chamado de tempo préprio ao longo da linha de mundo.

Suponha que em uma dada regiao aberta do espaco-tempo o movimento do fluido é
tal que em cada ponto dessa regiao passe somente uma linha de mundo de particulas de
fluido, ou seja, as trajetérias das particulas de fluido nao se interceptam. Dizemos entao
que as linhas de mundo formam uma congruéncia de curvas tipo-tempo. Denotaremos
por x# = x*(7,a’) cada curva da congruéncia, onde a‘(i = 1,2,3) identifica a curva.
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A congruéncia de linhas de mundo determina um campo vetorial normalizado u*,
chamado de quadrivetor velocidade, que é uma funcao dos eventos no espago-tempo, que
é definido como sendo o vetor tangente ao longo de cada trajetoria

ax*
dr’

ut = (3.54)
onde na diferenciacdo os a' sdo mantidos constantes, caso em que uma linha de mundo
particular é selecionada. Se pelo contrario, um campo de velocidade u* for dado pela
equagao diferencial (3.54), o teorema de existéncia e unicidade de equagdes diferenciais
ordinarias garante uma solugao, pelo menos para algum subconjunto do dominio. Deno-
taremos essas solugoes por

= x*(1,a"), (3.55)

que sao as equagoes das linhas de mundo de cada particula de fluido. Temos também que
ot = xh(a") = x*(0, a") (3.56)

sdo as equagdes paramétricas requeridas da hipersuperficie Yy, a hipersuperficie inicial

sobre a qual as particulas estao localizadas no tempo préoprio 7 = 0. As quatro variaveis

a', T, denotadas por a* = (7,a"), formam um sistema comdvel de coordenadas no espago-

tempo. Elas sdo analogas as coordenadas Lagrangianas da hidrodinamica classica.
Como a é constante ao longo de cada curva, podemos escrever u* como

ox*
== . 3.57
! ( or )a’i ( )
Podemos entao definir uma base z!' | adaptada as coordenadas comdveis, ou base comdvel:
(o) 2CAP
ox*
T

com ;) = uk.

No apéndice A descrevo como uma base adaptada as coordenadas Lagrangianas é
transportada pelo fluxo de u*, e de como isso se relaciona a derivada de Lie. No entanto,
podemos observar essa relagao aqui calculando as derivadas segundas a partir das equagoes
(3.57) e (3.58):

Xt
— 1
aalaT = :L’(l)al,u . (359)
Com isso, vemos entao que

Ega:?l) = u”&,x‘(‘l) — x(dut = 0. (3.60)
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A equagao acima é andloga a equagao (A.13) para o caso nao relativistico. Essa equagao
diz que o comutador [u, z()] = ng’é), equagao (A.18), é nulo quando a base x(,) ¢ adap-
tada a um sistema de coordenadas. Essa condigao é de fato o inverso do chamado teorema
de Frobenius (ver secao D.1.2) que diz que se [e(q), )] = 0 para uma base qualquer, entao
essa base é adaptada a um sistema de coordenadas.

Cabe ressaltar, no entanto, que essa base assim definida nao é necessariamente
ortogonal! Em particular, a condicao xf‘l)uu = 0 nao ¢é valida em geral. Isso somente
acontece quando as linhas de fluxo sao, em cada ponto, ortogonal a uma familia de
hipersuperficies tipo-espaco, quando a congruéncia é dita ser hipersuperficie-ortogonal. A
condicao para que isso acontega ¢ que a vorticidade w,, da congruéncia seja nula. Esse
resultado é um caso particular do de teorema de Frobenius, e é a base para a defini¢ao
dos observadores Eulerianos, ou observadores com momento angular nulo, apresentados
no apéndice D. A partir disso, constréi-se uma base ortonormal, ou tetrada, ao longo
de cada curva da congruéncia “transportando-se” os vetores ao longo das trajetérias de
forma que a ortogonalidade da base permaneca, o que é feito por meio do transporte de
Fermi-Walker. Descrevo esse transporte de vetores, e a definicdo das tetradas ortonormais
no apéndice B.

3.2.3 Consideracoes termodinamicas

Os principios de conservacao que guiam as leis de movimento na hidrodindmica nao re-
lativistica sdo: i) conservagao de matéria; ii) conservagao de momento; e iii) conservagiao
de energia. Poderia parecer que, com a equivaléncia de massa e energia, a condigao i)
seria supérflua em uma teoria relativistica. Mas esse nao é o caso, o que se torna claro se
matéria for interpretada como niimero de moléculas ao invés de inércia.

Os principios ii) e iii) se combinam em uma tnica equagio tensorial. Isto é de certa
forma desconcertante, pois a primeira lei da termodinamica é uma equacao escalar: sua
relacao com o principio de energia-momento deve entao ser estabelecida.

Eckart [35] introduz o conceito de vetor de matéria j*, com unidade de massa por
volume, que depende somente do peso molecular e do movimento das moléculas. A inércia
e a energia interna serao introduzidos depois, de forma que o peso molecular deve ser
considerado somente como um fator de conversao conveniente. A conservacao de matéria
é expressa pela equagao

V" = 0. (3.61)

E assumido que 79 >0, e que a densidade invariante

P = \/ _g,uz/j'ujyv (362)
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¢ real e positiva. O vetor (adimensional) velocidade de matéria é definido por
W=, (3.63)

de forma que
utu, = —1. (3.64)

O vetor u* serd uma funcao das coordenadas, e determinard uma dire¢do em cada ponto
do espago-tempo — o eixo local do tempo préprio.

Adotando o sistema de referéncia em que o fluido se encontra em repouso, ou seja,
o chamado sistema de referéncia proprio ou sistema comdével, as quantidades fisicas sao
ditas assumirem seus valores proprios. Como os valores medidos de quantidades fisicas
dependem do referencial adotado, em geral as denotaremos por seus valores proprios
(escalares, i.e., invariantes). Por exemplo p, pela definigdo (3.62) é e serd sempre a
densidade prépria de massa.

Definiremos entao a densidade propria de particulas n (ou densidade barionica, para
contemplar casos em que ha criacdo e aniquilacdo de pares de particulas), medida em
particulas por unidade de volume:

p = mn, (3.65)

onde m é a massa de uma particula. Com isso, de (3.63) obtemos também o quadrivetor
fluxo de particulas

nt = j*/m = nut, com n=,/—g.n"n’, (3.66)

e a lei de conservagao de matéria (3.61) pode ser escrita como
V.t =0. (3.67)

A energia e o momento da matéria sao descritos pelo tensor energia-momento T*”. Vere-
mos que 7% é a densidade de energia, T /c sdo as componentes da densidade de momento
e T% forma o tensor fluxo de momento. A densidade de fluxo de energia ¢T% difere da
densidade de momento somente por um fator ¢?.
As equagoes de Einstein implicam o principio de energia-momento na forma relativis-
tica usual
Vv, =0, T =1T"". (3.68)

Eckart argumenta que a equacao obtida fazendo p = 0 na equacao (3.68) deve ser vista
como a equacao de conservagao de energia, diferenciando-a dos conceitos de conservacao
de matéria, massa ou inércia. A equacio T% = T"° pode ser vista como o principio de
inércia da energia.

O vetor u* determina em cada ponto do espaco-tempo a direcao do eixo local do tempo
proprio. Trés diregoes ortogonais a essa sao os eixos locais do espaco proprio. Usando o
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tensor h# = 0¥ + ufu, que projeta um vetor qualquer no espago préprio local (equagao
(B.6)), podemos resolver o tensor 7" em componentes proprias: se

E = p 'T"u,u,, (3.69)
P = —hETPu, (3.70)
" = hihiT*, (3.71)
entao
T" = pEufu” + pf'u” + ul'p” + 11", (3.72)

Cada uma dessas componentes tem uma interpretacao fisica importante. E é a densidade
especifica (prépria) de energia. O vetor ¢* = ¢p* é o fluxo de calor (em coordenadas
comdveis a densidade espacial de momento tem origem exclusivamente no fluxo de calor)
e II"™ é o tensor de tensdes. A componente espaciai II¥ pode ser entendida como a
componente ¢ da forca através de uma unidade de area perpendicular a direcao j.

3.2.4 Conservacgao de energia

O fato da energia interna nao relativistica conter uma constante aditiva arbitraria pode
parecer incompativel com uma teoria relativistica, pois o principio de equivaléncia entre
massa e energia parece dar um sentido absoluto para o conteido energético de qualquer
porcao de matéria. No entanto, veremos que para a conservacao de energia essa constante
¢ in6cua. A densidade de energia interna e (por unidade de massa) é definida por

E=c+a, (3.73)

onde a é uma constante arbitraria. Eckart [35] mostrou que se a matéria for conservada (ou
seja, se vale a equacdo (3.67)) a constante a ndo entra na primeira lei da termodindmica
(como veremos a seguir).

A densidade de energia interna relativistica por unidade de volume

£ = pe (3.74)

inclui a energia de repouso nmc? = pc? das particulas de fluido. Portanto, denotando por
U a densidade especifica de energia térmica (andloga a energia interna nao relativistica)
temos que

e = pc* + pU, (3.75)

ou seja,
e=1+4+U. (3.76)
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(usando ¢ = 1.) A entalpia especifica é definida como

h

P P
L Y (3.77)
p p

A equagao de conservagao de energia pode ser derivada de (3.68) e das definigoes adotadas.
Multiplicando-se a equagao (3.68) por —u, e rearranjando, obtemos

-V, (w,T") + TV u, = 0. (3.78)

Usando a decomposicdo (3.72) do tensor energia-momento na base comével, e o fato de
que u”V,u, = 0, obtido da condicdo de normalizagao (3.64), temos a identidade

TN yuy, = p"u'Vu, + 11"V u,. (3.79)
Devido as defini¢oes (3.69-3.71) temos ainda que

—u,T" = pEut+ p* (3.80)
= ple+a)u" + ¢ (3.81)

Como put = j*, a constante a desaparece da equagao (3.78) se o principio de conservagao
de massa (3.61) for vélido:

—V, (w,T") = V,(peu +¢")+aV,, (pu") (3.82)
=0
= put'V,e+eV, (pu")+V,q" (3.83)
=0
De
= p—= K. 3.84
pDT _'_ vﬂq ( )

D(.)/Dt = w'V,(.) denota a derivada absoluta ao longo da curva com vetor tangente
dado por u*. T é o tempo proprio ao longo dessa linha de mundo (ver apéndice B).
Juntando essa equagdo com a equagao (3.79) na equagao (3.78) obtemos

pgi + V" + q“ll))u: + 11"V u, = 0. (3.85)
Podemos notar nesse ponto que a introdugao do vetor de matéria j* serve somente para
definir a velocidade e a densidade de matéira u* e p. Alternativamente poderia-se in-
troduzir diretamente o vetor u*, no entanto ¢ importante que a matéria seja conservada
(equagao (3.61) ou equivalentemente a equagao (3.67)), devendo ser postulado o principio
de conservacao. Se assim nao fosse, a constante a apareceria na equacao de conservacgao
de energia na forma de um termo aV , u".
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Para comparar a equacao acima com a equacao classica de conservagao de energia
tomemos o caso de um fluido ideal, para o qual ¢* = 0 e II* = Ph*”. Usando a relagao
(3.76) a equagao (3.85) pode ser escrita como

DU P

B + ;h”’jvuul, —0. (3.86)

A equagao acima é equivalente a equagao classica da derivada convectiva da energia interna

(3.40):

DU P
—— =—--V-1u 4
Dt P Y (3.40)

Em coordenadas coméveis a energia cinética do fluido é nula e a variacao da energia
total se da exclusivamente pela variacdo da energia interna. Por outro lado, se fizermos
a decomposicao do tensor energia-momento nao com relagdo a base comoével, mas com
relacdo a um observador que se move em relacdo ao fluido, a componente T do tensor
vai conter a energia cinética com relagao a esse observador.Note que aqui aparece um
termo proporcional a V,(pn*), ja que pn* nao é conservado.

3.2.5 Tensor energia-momento de um fluido ideal

Consideremos um elemento de volume em um fluido sob a agao apenas de forgas devido a
pressdo (sem forgas externas). Se adotarmos o sistema de referéncia préprio, ou comével,
a densidade de momento obviamente é zero, dado que o fluido estd em repouso. Con-
siderando um fluido ideal o fluxo de energia também ¢é nulo e, dado que nao ha forgas
tangenciais a uma dada superficie no fluido, o tensor densidade de momento ¢é diagonali-
zavel. Portanto podemos escrever o tensor energia-momento, no sistema comovel é’(‘a) que
realiza essa diagonalizacao, como

onde a densidade de energia é simplesmente a energia interna por unidade de volume
e = pE (no sistema comovel a energia cinética é nula). Nesse sistema se aplica o prin-
cipio de Pascal, ou seja, o fluido é isotrépico, com P, = P, = P3; = P iguais a pressao
hidrodinamica; a for¢a por unidade de area normal a uma superficie no fluido.

Nesse caso a base pode ser escolhida como sendo uma tetrada ortonormal (ver apéndice
B) satisfazendo a relagao de completeza (B.25), com é[y = u” (sistema comével). Portanto

A

T = e’ + P(é)0) + &80 + €5)3)
= eulu” + P(g" + uv'u”),
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ou seja,
T" = (P + e)utu” + Pg"”, (3.88)

ou ainda em termos da entalpia especifica h = (P + ¢)/p:
T" = phutu” 4+ Pg"”. (3.89)

Esse tensor tem componentes coméveis (3.69-3.71) dadas por

pEideal = & (390)
példeal = 07 (391)
1T dea Pr™. (3.92)

3.2.6 Tensor energia-momento na base LNRF

Os observadores Eulerianos, chamados também de observadores com momento angular
zero (ZAMO), definem uma base ortonormal de vetores, chamada de sistema de referéncia
localmente sem rotagdo (LNRF'), conforme descrito no apéndice D. As equagoes relativis-
ticas se simplificam nessa base (conforme veremos mais detalhadamente na se¢ao 4.4.6), e
portanto, escreverei as quantidades tensoriais (e.g., tensor energia-momento) em termos
de suas componentes fisicas, ou seja, suas projecoes na base LNRF.

Podemos calcular as componentes em tetradas do tensor energia-momento de um fluido
ideal diretamente de suas componentes ordinarias (3.89) por meio da projegao

T(a)(b) = TWe’(La)e?b), (393)

onde e’(‘a), dados pelas equacoes D.67, sao os vetores da base LNRF. Entao,

Taywy = [(P+e)uuuy + Pgulelyeh,
= (P +e)u@ue) + Piaye)- (3.94)

N@e) = diag(—1,1,1,1) sdo as componentes fisicas da métrica, ou seja, é a propria métrica
de Minkowski do espago-tempo plano.

Usando ainda as componentes da quadrivelocidade na base ortonormal ) = ef‘a)uu =
~v(—=1,0,0,v), equacao (2.95), obtemos:

Ty = (v*P +e), T = =720 (P +¢),
T)p) =7 (P +v%), Ty = Ty = P, (3.95)

e, calculando seu traco:
T=T9, =—e+3P. (3.96)
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Podemos ainda fazer uma decomposi¢ao do tensor energia-momento em uma base genéria,
equivalente & decomposigao (3.72),

TH = pEn'n’ + pPn? + nbp” + 1M, (3.97)

mas agora em termos de quantidades relativas ao observador Euleriano, sendo n* a qua-
drivelocidade desses observadores. Teremos assim as seguinte defini¢oes, andlogas a (3.69-
3.71):

E = p'T"n,n,, (3.98)
o= AT, (3.99)
™ = AkyyTe?, (3.100)

usando agora ¥, o projetor espacial do observador Euleriano, definido pela equacao
(D.41):

vE =88 + ntn,. (3.101)
A equacao (D.77) nos da u* em termos de v* (a velocidade fluido relativa ao observador

Euleriano):
ut =y (n* +0t), com n*v, =0, (3.102)

com o fator de Lorentz v dado pela equagao (D.74):
v = —ufn,. (3.103)
As equagdes acima implicam ainda que
uv, = 7, e yEu" = ot (3.104)

Usando o tensor energia-momento (3.88) de um fluido ideal, e as expressoes acima, obte-
mos:

pE = T"n,n,
(P + e)u*n,u’n, + Pg"'n,n,
— 2(Pte)-P, (3.105)

—hTPny
—(P+ 5)75uau6n6 + Pvggaﬂnﬁ
= Y (P+e¢)vH, (3.106)

=
=
I



CAPITULO 3. HIDRODINAMICA 73

fIMV _ ,YZ,YETOcﬁ
= (P+e)ytuygu’ + Pg* kv
= (P +e)vhv” + Py (3.107)

Para matéria sem pressio (poeira), a equacio (3.105) se reduz a pE = 72¢, ou equivalen-
temente a £ = 42%e. Isso vem da famosa férmula E = yme? da energia relativistica de
um corpo de massa m (ver equagao (3.75) para ¢). O fator v adicional se deve ao fato de
que pE é energia por unidade de volume, e portanto esse termo extra aparece devido a
“contracao do espacgo” na direcao do movimento.

Podemos obter o limite nao relativistico (v < 1) da densidade volumétrica de energia
pE fazendo

pE = 42 (5+v2P> ~ (1 +0v%) (p+pU+v2P>
= p+pU +0*P + pv?® + pUv? +0*P
~ p(14+U+0?). (3.108)

em primeira ordem em v? (a pressdo e a energia interna nio relativistica sio da ordem da
energia cinética: P,U ~ v* < 1).

Devemos lembrar ainda que p é a densidade “prépria”, ou seja, massa por volume
proprio (comével ao fluido). Dessa forma, ao tomar o limite nao relativistico devemos
fazer

0 v’
p—);:g\/l—zﬂ% (1—2> 0, (3.109)
onde p é a densidade nao relativistica (o fator v aparece devido a contra¢ao do espago).
Dessa forma, a componente 7% = pE na base do observador Euleriano tem limite néo
relativistico dado por

pE =~ p(1+U+U2>

v? )
Q<1—2> (1+U+v),

Q

ou seja,

2
pE%g(l—i—U—l—UQ), (3.110)

que é a energia de repouso oc* (estamos usando ¢? = 1) mais a densidade de energia nao
relativistica.

A relagao simples entre densidade de momento e densidade de fluxo de energia (di-
vidida por ¢?) nao vale no limite nio relativistico porque a energia nao relativistica nao
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inclui a energia de repouso. O vetor tridimensional p’ é aproximadamente igual a

Po= PP
= (pE+P) v
~ (o(1+U+v*/2) + P)of

= o'+ <QU + P+ 291)2) v, (3.111)

onde usamos a equacao (3.105) na primeira linha e (3.110) para pE na segunda linha.
Portanto, o valor limite da densidade de momento é exatamente pv’, como deveria
ser. A densidade de fluxo de energia, no entanto, com a auséncia do termo (pc?)v’ da
energia de repouso, resulta na expressao nao relativistica (oU + P + %Qvg)vi encontrada
na equacao (3.46).
A forma limite do tensor tridimensional ﬁ; é

I = 7 (P+e)v'v; + Py

~ ou'v; + Pdl, (3.112)

que coincide com a expressao usual para a densidade de fluxo de momento, que denotamos
em (3.12) por II.

3.2.7 Equacgoes de movimento de um fluido ideal

As equacgoes de movimento de um fluido ideal relativistico sao dadas pela lei de conservagao

de energia-momento (3.68)
v, T, =0, (3.113)

com tensor energia e momento dado por (3.89). Calculemos primeiro a proje¢ao da equa-
¢ao (3.113) na direcao de u*:

WV, I, = ut'V, (phutu, + P3))
= (v'u,)V, (phu”) + phu” (v"V,u,) +u”V, P
=21 —0
= —hV,(pu") — pu*V,h+u"V,P

Dh  DP

AR T T

Pela 1%lei da termodindmica na forma (3.23) temos que

pdh — dP = pTdS, (3.114)
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e a equacao (3.114) resulta em
DS h
=2 _ 2y, 3.115
Dt ol J ( )
Aplicando a lei de conservacao de massa (3.61) obtemos a equacio adiabdtica
DS
— =0 3.116
DT ) ( )

o que faz sentido, dado que partimos do tensor energia-momento de um fluido ideal.
Projetando agora a equagdo (3.113) na dire¢ao ortogonal a u* obtemos:

WAN,TY, = iV, (phu’u, + POY)
= (hhu,) V, (phu”) + hhph (u"V,u,) +h. NV, P
—— —_—

=0 =ay,

= phhta,+hV,P =0,
Usando ainda que hta, = a, obtemos a chamada equagao de Euler relativistica:

vV, P
—hr
P+ ¢

a, = (3.117)
As trés componentes espaciais desta equacao sao a generalizacao relativistica da equacgao
de Euler. A componente temporal é uma implicacao das outras trés.

A equagao (3.117) pode ser escrita em outra forma interessante. Escrevendo-a como

P
hu'Vyu, = — (6 + u’u,) Vp : (3.118)

e aplicando a 1*lei da termodindmica (3.23) novamente, na forma

V,h=TV,S + V;P (3.119)
obtemos
hu"V,u,, = Yl u,u’Vyoh + Tu,u”V,,S.
Como u*V,S =0,
V;P = —hu"Vyu, —u,u’Vyh

= —u'V, (hu,)
= —u"V, (hu,) — hu,V, u",
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onde usamos ainda o fato de que v, V,u” = 0. Dessa forma, o lado direito vem a ser
(menos) a derivada de Lie de hu, (ver equagao (A.22) do apéndice A):

Vil
p

H4 ainda uma outra forma alternativa de se escrever V, 7! = 0, que faz com que fluidos

—Lq (huy,) . (3.120)

ideais tenham muito em comum com o eletromagnetismo no vacuo. Partindo da equagao
(3.118) e usando novamente a 1%lei da termodindmica na forma (3.119) obtemos

hu'V,u, = TV,S—-V,h+Tu,u'V,S—-u,u"V,h,
=0

= 17V,S—-V,h —u,u’V,h,

ou seja,
TV,S =u"V, (hu,)+ V ,h. (3.121)
Usando o fato de que u”u, = —1 e u”V, u, = 0, podemos escrever essa equagao como
Tv,S = u'V,(hu,)—u"u,V,h—hu'V,u,
= v’ (V, (hu,) =V, (hu,)). (3.122)

Definindo entao o chamado tensor vorticidade €2, por
Qw =V, (hu,) -V, (hu,), (3.123)

chegamos na chamada equacdo de Carter-Lichnerowicz:
u’ €y, =TV,S. (3.124)
E importante ressaltar a diferenca entre a vorticidade (3.123), formada pelo momento hu,,,
e a quantidade correspondente em termos da velocidade, o chamado tensor de rotagdao w,,

1
Wy = 3 (Vyu, — Vou, +uua, —ayu,)

_ ; (Mo Vo, — hgVauy) (3.125)

definido no apéndice D.1.1, equagao (D.20). Pode-se mostrar que enquanto €2, é conser-
vado ao longo do fluxo, w,, nao é.

Calculando-se w,, diretamente da equagao (3.125), usando a aceleracdo dada pela
equacao de Euler relativistica (3.117) e a 1°lei da termodinamica(3.119) obtemos uma
relacao entre esses dois tensores:

1
T (Qu +T (v, V,S —u,V,59)). (3.126)
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Dessa forma vemos que a equagao de movimento (3.124) é simplesmente a condigao (D.18)
de transversalidade de w,,:

wu” = 0. (D.18)

No caso isentropico (V,S = 0) os dois tensores de vorticidade diferem apenas por um
fator de proporcionalidade: €2, = 2hw,,,.

3.2.8 Equacao de Bernoulli e conservacao de momento angular

O teorema de Bernoulli se aplica para um sistema estacionario, que no caso relativistico
significa que temos um vetor de Killing £ associado com a estacionariedade (ver apéndice
C.2), tal que para qualquer quantidade fisica escalar ¢ a condigdo de estacionariedade
implica que qu =V,q = 0.

Assim, vamos usar a equagao de movimento na forma (3.121)

u’'V, (hu,) +V,h=TV,S, (3.127)

e contrai-la com &*:

&'V, (huy,) + €'V ,h = TEFV S =0
= S“U”V (ha,)
Vy (hug") — huu, vV, €
= u"V, (hu,&") — hu"u"V ,&,. (3.128)

O resultado de se contrair a equagao de Killing (C.8) com u”u*
u’ut (V& + V,€,) = 2u"u'V,€, =0 (3.129)

pode ser usado em (3.128), de maneira que chegamos a uma generalizagao relativistica do
teorema classico de Bernoulli:

D
V. (hu,&") =0 & — (hu,&"). (3.130)
DTt
Essa equacao nos mostra que a quantidade
£ = —hu"¢, (3.131)

é conservada ao longo das linhas de fluxo.



78 3.2. HIDRODINAMICA RELATIVISTICA

Sabemos que a existéncia de um vetor de Killing {# implica que a quantidade u*¢,
¢ conservada ao longo de qualquer geodésica (u* sendo a quadrivelocidade associada a
geodésica):

D
Dr (u"€,) = u'V, (u"¢,)
= wu'V, €, + Mu"Vyu, = 0. (3.132)

O primeiro termo se anula por causa de (3.129) e o segundo pela equagdo geodésica.

No caso da equacao de Bernoulli (3.130) nao é mais a quantidade u*¢,, que é conservada
ao longo das linhas de fluxo, mas hu*¢,. O “fator de corregao” h aparece porque as linhas
de mundo das particulas de fluido nao sao geodésicas devido a pressao no fluido. Como
visto na equagdo de Euler relativistica (3.117), elas sdo geodésicas somente se P for
constante (P = 0 por exemplo).

E interessante verificar o limite ndo relativistico da quantidade conservada:

E=—hu,&'=—hu,df' = —hu, = hy (eq) + wvew) , (3.133)
onde usamos (2.94) para u;. Tomando o logaritmo de £ vemos que
H+d+Iny+1In (1 + e¢_¢wv> = constante ao longo das linhas de fluxo, (3.134)
onde aparece a chamada entalpia logaritmica
H=Inh=In(1+U+ P/p). (3.135)

No limite nao relativistico U + P/p < 1 (energias nao relativisticas muito menores que a
energia de repouso relativistica). Portanto H — U + P/p, que é a prépria entalpia nao
relativistica (sem a energia de repouso).

Além disso, é facil ver do fator de Lorentz (D.79) que Iny = v?/2 para v — 0.
Considerando que nesse limite w — 0 e que, como vimos na secao 2.4.2, ¢ tende ao
potencial gravitacional Newtoniano, o limite nao relativistico da equagao (3.134) se torna

2
H+®+ % = constante ao longo das linhas de fluxo, (3.136)

que nada mais é do que o teorema classico de Bernoulli (3.52).

Para estabelecer a equagao de Bernoulli relativistica (3.130) nao usamos nada além
do fato de que o fluxo obedece a uma simetria e que &* é um vetor de Killing. Para um
fluxo que é axialmente simétrico, com vetor de Killing (* associado a essa simetria, temos
a propriedade analoga

é)T (hu,C") = 0. (3.137)
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A quantidade conservada nesse caso é

L = hu,cl"
= hu,d, =hu,=h~yv eV = hyvrBe™®. (3.138)
No limite Newtoniano, v — 1, ® - 0, B—>1eh=1+4+U + P/p — 1 de tal forma que
a quantidade conservada ao longo das linhas de fluxo é vr. Isso nada mais é do que o
momento angular especifico na direcao do eixo de rotagao.
Dado que as quantidades £ = —hu; e L = hu, sao conservadas ao longo das linhas de

fluxo, o momento angular especifico para particulas de fluido (ver se¢ao 2.4.3 e equagao
2.108)

L=—-——"F=— 3.139
’U,t 87 ( )

que vem a ser uma quantidade puramente cinematica, também sera conservado.

3.2.9 Integral de movimento em espacgos-tempo simétricos

Encontraremos uma condi¢ao para que hu,&" seja uma integral de movimento, supondo
apenas que o espaco-tempo possua alguma simetria descrita pelo vetor de Killing £#. Nesse
caso, o movimento do fluido sera tal que essa simetria deve ser satisfeita para qualquer
quantidade fisica ¢: qu = 0. Vamos aplicar essa condigao para a quantidade hu,,, usando
a expressao para a derivada de Lie (A.22):

Ef(huu) = &'V, (hu#) + hu, V£
= &'V, (hu,) +V, (huw,&") — 'V, (hu,)
= quVM + Vu (h quy) =0. (3140)

Ou seja, quanto a condicao £"€),,, = 0 for satisfeita, hu, £ serd uma constante global, e
nao meramente uma constante ao longo de cada linha de fluxo que pode variar de uma
linha para outra:

€0y =0 & YV, (hu,&’) =0 (3.141)

Um caso particular interessante em que vale a condigao acima acontece quando €2, = 0,
caso em que ha duas quantidades conservadas, hu,&” e hu,(”. Da equacao de Carter-
Lichnerowicz (3.124) podemos ver que se €2, = 0 o fluido é necessariamente isentrépico
V.S =0 (ou a temperatura é nula 7" = 0). Nesse caso, o préprio tensor rotacao w,, =
Q,,/(2h) = 0 se anula, e o fluido serd entao irrotacional. O contrario, porém, nao
¢ verdadeiro: w,, = 0 nao implica que 2,, = 0, o que significa que existem fluxos
irrotacionais para os quais €2, # 0.
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Vamos considerar um fluido com movimento puramente circular, cuja quadrivelocidade
¢ dada pela equagao (2.86):

ut = A (e + QM) . (2.86)
Definindo o vetor
kF = &4+ QcH, (3.142)
temos que
ut = AkH. (3.143)

Note que se €2 for constante, k* serda um vetor de Killing, satisfazendo trivialmente a
equacao de Killing, dado que ambos £* e (* a satisfazem. Nesse caso u* é colinear a um
vetor de Killing, e dizemos que o fluido esta em rotacdo rigida. Se €2 ndo é constante,
dizemos que ocorre uma rotagdo diferencial.
No caso de uma rotagdo rigida k* é um vetor de Killing, e a equacdo de movimento
(3.124)
u'Qy, = AEYQ,, =TV ,S (3.144)

implica que a condigao (3.141) é satisfeita para um fluido isentrdpico. Assim, a quantidade
hu,k" = const. (3.145)

¢ uma constante global em um fluido isentrépico em rotacao rigida.
Podemos calcular k*u, a partir da condi¢ao de normalizacao de u* e do valor de A,
equagao (2.91):

—1=ulu, = Ak'u,. = K'u,=-A""=—y""e" (3.146)

Tomando entao o logaritmo de menos a equagao (3.145), vemos que a seguinte quantidade
¢ uma constante:
H+ ® — Invy = const. (3.147)

Seu limite Newtoniano é obtido fazendo Iny ~ v?/2 e lembrando que ® se reduz ao
potencial gravitacional Newtoniano:

2
H+®— % = const. (3.148)

Note a diferenga do sinal em frente ao termo v?/2 com relagdao ao teorema de Bernoulli
(3.136). Aparece aqui o potencial efetivo

TQQQ
2 )

U=>a— (3.149)
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(gerado pela forga gravitacional e pela forga centrifuga) no referencial em rotagao com
velocidade angular Q (observe que v — (2, tomando o limite Newtoniano da equacao
(2.90)).

No caso geral em que u* nao é proporcional a um vetor de Killing (rotacao diferencial),
a condigdo (3.141) nao se aplica. No entanto, veremos na se¢ao 4.4.3 que se o fluido for
barotropico havera uma quantidade conservada, e as equagdes de movimento poderao ser

integradas.
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Capitulo 4

O modelo Polish doughnuts

4.1 Modelos de discos

Nesse capitulo fago uma breve introducao histérica aos modelos de discos astrofisicos e
motivo a introdugdo do chamado modelo Polish doughnuts, que utilizo nesse trabalho.
Desenvolvo entao o formalismo matematico necessario para a obtencao dessas estrutu-
ras, tanto no caso Newtoniano quanto no relativistico, quando se introduz autointeracao
gravitacional e apresento as solugdes autogravitantes (analiticas e numéricas) existentes.
Apresento ainda a escolha que faco para a distribuicdo de momento angular, baseado
no trabalho de Qian et al. [36], que é construida de forma a se obter modelos analiticos
qualitativamente semelhantes a resultados mais complexos de simulagoes numéricas.

4.1.1 Bases observacionais

O modelo de discos de acrecao tratado com maior frequéncia é o modelo de discos finos
desenvolvido por Shakura e Sunyaev [37], Novikov e Thorne [38] e Lynden-Bell e Pringle
[39]). Nesse modelo o gds é suposto estar frio, de forma que, i) forgas de pressao radial
sao desprezaveis e a velocidade angular do gés ¢é essencialmente igual ao valor Kepleriano,
e ii) o gas forma um disco fino com espessura vertical muito menor que o raio.

A equacgao de energia que descreve o balango entre a geragao de energia local devido
a dissipacao pela viscosidade e o resfriamento devido a transferéncia radiativa vertical e
radiagao da superficie do disco, se simplifica consideravelmente na geometria do disco fino
e o calculo da densidade e temperatura do gas como fun¢ao da distancia radial é direto.
O modelo de disco fino tem sido aplicado com sucesso a anas brancas e estrelas em pré-
sequéncia principal [40]. No entanto, apesar de plausivel e autoconsistente, o modelo de
disco fino nao é capaz de explicar uma componente do espectro observado (raios X duros
e raios gamma) em discos acretivos ao redor de buracos negros [41].
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Em vista da incapacidade dos modelos de discos finos de acrecao produzirem raios
X e raios gamma, varias tentativas foram feitas para desenvolver modelos alternativos
de acre¢ao: modelos de corona; modelo de duas temperaturas SLE (Shapiro, Lightman
e Eardley [42]); modelos opticamente finos dominados por advecgao (Narayan e Yi [43],
Chen et al. [44]).

Apesar disso, a teoria de discos finos é razoavelmente bem entendida e amplamente
corroborada por firmes bases observacionais. O caso de discos grossos de acrecao é,
no entanto, muito menos convincente pela teoria ainda estar em desenvolvimento, e as
observacgoes relevantes serem poucas, dificeis e indiretas.

Contudo, héa razoes tedricas para se insistir no estudo de discos grossos. Na teoria
de discos finos o gradiente radial de pressao é desprezado e o balango vertical de forgas
é resolvido separadamente. Foi mostrado que esta aproximacao é adequada na medida
em que o disco é geometricamente fino. Esta condi¢do deve ser violada nas regides mais
internas dos discos de acre¢ao em torno de buracos negros estelares e estrelas de néutrons
(ver discussao na secao 4.1.3). O estudo de discos grossos fornece um melhor entendi-
mento tedrico de discos finos como um caso limite, e nos permite lidar com situagoes
intermediarias.

Além disso, atualmente acredita-se que sistemas compreendendo discos grossos de
acrecao relativisticos ao redor de buraco negros sao comuns no universo. Em diver-
sos modelos astrofisicos tais sistemas podem ser formados como estruturas transientes.
Acredita-se que a regiao central de um nucleo ativo de galaxia consista em um buraco
negro supermassivo, de massa aproximadamente entre 10° e 10 massas solares, rodeado
por um toro, sendo formados provavelmente a partir do colapso de estrelas supermassivas
[45]. E provéavel também que a fusdo de estrelas de néutrons bindrias e sistemas binarios
buraco negro/estrela de néutrons também resulte em um buraco negro e um toro [46].

Supoe-se que os eventos de fusdo e colapso estao ligados a explosoes de raios gama de
curta e longa duragao, respectivamente [47]. A duragdo da emissao de raios gamma ¢é de
> 25 (< 2s) para emissoes longas (curtas). Porém, além da emissdo inicial de raios gama
ha ainda uma emissao posterior de raios X que pode durar um longo periodo de tempo,
até cerca de ~ 10°s [48]. A quantidade de energia liberada na fase posterior da emissdo
pode ser comparada aquela produzida durante a fase “rapida” de emissao de raios gama.
Em ambos os casos a grande emissao de energia pode ser explicada como o resultado da
atividade do mecanismo central [48, 49] (apesar de existirem modelos alternativos [50]).

Para que esses modelos de explosoes de raios gamma sejam plausiveis um disco sufici-
entemente massivo (grosso) precisa estar presente para suprir matéria para um processo
de acregao quase estaciondrio que dure por um periodo de alguns segundos [48]. Porém,
alguns estudos prévios da estabilidade de discos grossos de acregao revelaram que esses
estdo sujeitos a instabilidades axissimétricas e nao axissimétricas [51-53] que poderiam
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destruir o toro em uma escala de tempo de milissegundos. Em anos subsequentes alguns
efeitos estabilizadores foram descobertos [54], mas a total implicacdo desses efeitos per-
manece ainda a ser entendida. Apresento na secdo a seguir um resumo desses estudos de
estabilidade, porém, em resumo, os resultados sao ainda inconclusivos e a possibilidade
da existéncia de toros astrofisicos ao redor de buracos negros permanece. Os resultados
obtidos até agora praticamente excluem a realidade de discos grossos como sendo toroides
nao acretivos em equilibrio, mas deixam em aberto a possibilidade da existéncia de toros
de acrecao intimamente relacionados a toros em equilibrio, que poderiam ser de interesse
astrofisico.

De fato, depois da descoberta dessas instabilidades dinamicas em toros com rotagao
diferencial, o interesse em discos grossos nessas estruturas inicialmente diminuiu, e se
voltou para os modelos de acre¢gdo dominados por advec¢ao, ou ADAF’s (advection do-
minated accretion flows) contornando, mas deixando em aberto muitas questdes sobre os
toros. Apesar de restarem incertezas tedricas sobre sua estrutura e estabilidade, discos
grossos sao ainda uma possibilidade e devem ser, apesar do pessimismo inicial, centrais
nos fendmenos mais energéticos observados no universo.

No presente trabalho adoto o modelo de discos grossos chamado de Polish doughnuts
[8-10], o qual apresento na secao (4.1.4). Considero apenas discos em equilibrio hidros-
tatico, e é 6bvio que em tais discos ndo pode ocorrer acrecao. De fato, discos de acrecao
astrofisicamente relevantes devem extravasar (ligeiramente) o seu lébulo de Roche de tal
maneira a resultar em um fluxo acretivo. O lébulo de Roche em sistemas buraco ne-
gro/toro é uma superficie toroidal analoga ao 16bulo de Roche em sistemas binarios. Um
corte meridional dessa superficie tem uma cispide localizada no ponto de Lagrange L,
que se configura como sendo um circulo localizado entre a érbita circular marginalmente
estavel e a orbita circular marginalmente ligada. Entao, o 16bulo de Roche toroidal é a
superficie “equipotencial” que se cruza ao longo da cuspide, e o extravasamento dessa
superficie induz perda de massa do disco. A figura 4.1 mostra duas situagdes em que o

\6)

Figura 4.1: Superficies equipotenciais de um disco grosso ao redor de um buraco negro:
a) Disco estacionario; b) Disco extravasando o 16bulo de Roche, causando um processo
acretivo
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disco nao preenche, e em que ele extravasa o l6bulo de Roche.

A taxa de acre¢ao (fluxo de massa) na cuspide depende fortemente do quanto o l6bulo
de Roche é extravasado. Isso gera um mecanismo de estabilizagao autorregulador contra
perturbagoes térmicas e viscosas. Em uma situagao astrofisica tipica envolvendo acre¢ao
em estado estacionario a quantidade em que o 16bulo de Roche ¢é extravasado ¢ sempre
muito pequena [55] e, portanto, discos grossos de acregio estacionarios devem ser descritos
por modelos idealizados que preenchem exatamente o seu l6bulo de Roche (figura 4.2).

Figura 4.2: Modelo de disco grosso preenchendo exatamente o l6bulo de Roche

Considero entao estados de equilibrio baseando-me no fato de que estados acretivos
quase estacionarios podem ser aproximados por estados em equilibrio preenchendo com-
pletamente o 1l6bulo de Roche. Aproximagao essa que deve ser valida para baixas taxas
de acregao, e portanto baixas luminosidades [55].

4.1.2 Estabilidade de discos grossos de acrecao

Estudos iniciais da estabilidade de discos grossos de acrecao revelaram que esses estao
sujeitos a instabilidades axissimétricas e nao axissimétricas [51-53] que poderiam destruir
o toro em uma escala de tempo de milissegundos. Dentre elas a instabilidade nao axissi-
métrica de Papaloizou-Pringle [52], e a chamada instabilidade runaway [51], que é uma
instabilidade axissimétrica.

Papaloizou e Pringle [52] descobriram a existéncia dessa instabilidade hidrodindmica
global, que se desenvolve na escala de tempo dinamica, em discos com autointeracao gra-
vitacional desprezavel e momento angular especifico constante. Trabalhos subsequentes
esclareceram a natureza da instabilidade Papaloizou-Pringle [56], como ela redistribui
momento angular especifico [57] e descobriram que a acre¢ao tem um efeito estabilizador
sobre o disco [54, 57]. J4 a instabilidade runaway de discos de acregao grossos foi desco-
berta primeiramente por Abramowicz, Calvani e Nobili [51]. Essa instabilidade é similar
a instabilidade dindmica em sistemas binarios proximos, quando o elemento mais massivo
transborda para além do 16bulo de Roche. Nesse caso, o raio do lé6bulo de Roche diminui
mais rapido que o raio da estrela, levando a sua ruptura. Se o disco extravasa o l6bulo de
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Roche, entao a transferéncia de massa através da cispide vai transportar a cispide para
dentro do disco, ou seja, radialmente em direcao pra fora. Isso poderia resultar em um
aumento catastrofico da transferéncia de massa e na ruptura do disco em pouco tempo
na escala dinamica.

Estudos subsequentes mostraram que a rotacao do buraco negro tem um efeito estabi-
lizador [58], e que um perfil ndo constante de momento angular tem efeito fortemente
estabilizador [58, 59]. Contudo, estudos usando potenciais pseudonewtonianos [60] e
célculos relativisticos com espago-tempo fixo [53, 61] encontraram indicagoes de que a
autointeracao gravitacional favorece a instabilidade.

Recentemente Montero et al. [62] realizaram as primeiras simulagdes de discos de
acrecao grossos completamente relativisticas e autoconsistentes, para um curto periodo de
tempo na escala dindmica. Eles ndao encontraram sinal da instabilidade runaway durante
o periodo de tempo simulado, indicando talvez que a autointeracao gravitacional do disco
nao tem papel critico em favor da instabilidade, pelo menos nao durante a escala de
tempo simulada. No entanto, deixaram em aberto a influéncia de instabilidades nao
axissimétricas. O mesmo resultado com relagdo a instabilidade runaway foi encontrado
por Korobkin et al. [63], que observaram ainda o desenvolvimento de certos tipos de
instabilidade nao axissimétrica, dentro do regime linear da instabilidade. Kiuchi et al.
[64] mostrou ainda que uma instabilidade nao axissimétrica se desenvolve, para além do
regime linear, em uma grande gama de toros autogravitantes ao redor de buracos negros.
Porém, o disco nao é destruido, mas a estrutura nao axissimétrica resultante, que persiste
por uma escala de tempo muito maior que a escala dindmica, se torna uma forte emissora
de ondas gravitacionais quase periddicas de grande amplitude, possivelmente detectaveis.

Apesar do esforgo significativo, tanto tedrico quanto numérico, os estudos de instabi-
lidade nao deram ainda uma resposta definitiva a essa questao. O espago de parametros
a ser investigado para as condi¢oes da “ativacao” dessas instabilidades, em particular da
instabilidade runaway, ainda é grande e ainda sao necessarios modelos autoconsistentes
precisos que sirvam como condic¢oes iniciais para as simulacoes.

4.1.3 Margem interna do disco e ISCO

O truncamento do disco na ISCO é uma hipdétese em geral assumida, e utilizada em cal-
culos, por exemplo de medi¢gdo de spin de buracos negros citados na introducao. FEssa
hipétese é obviamente valida no modelo padrao de discos finos, porém, sua validade para
discos de acregao realisticos tem sido objeto de debate [65]. O modelo de disco padrao
no uso de ajuste espectral é o modelo de disco fino de Shakura e Sunyaev [37], que é um
modelo hidrodinamico Newtoniano que simplifica o problema do disco de acrecao através
das hipdteses de que o disco seja geometricamente fino, estacionario e axissimétrico, e
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ainda aplica o que hoje é conhecida como prescricio de viscosidade . Resolvendo as
equagoes de conservacao da hidrodinamica usando essas hipoteses, ele nos fornece expres-
soes analiticas para o padrao radial de dissipagao de energia nesses discos. Este ¢ um
modelo simples no qual a matéria tem somente velocidade azimutal Kepleriana, apesar
de que perto do buraco negro o disco deva ter velocidade radial para que haja acrecao.
Apesar disso, o modelo tem tido sucesso em ajustes espectrais durante décadas, e é a
base para modelos mais avancados que estao sendo desenvolvidos. No entanto, questoes
relativas a regiao de transicao e a margem interna do disco nao podem ser corretamente
abordadas no modelo padrao de discos finos de Shakura-Sunyaev por causa das duas sim-
plificacbes matematicas cruciais que esse modelo faz: o momento angular especifico do
disco L(r) deve ser Kepleriano por todo o disco, L(r) = Lg(r), e que o aquecimento por
viscosidade é equilibrado pelo resfriamento radiativo. Em regides mais externas do disco,
r > 1., €ssas hipéteses sao certamente aceitaveis no sentido de que muitas propriedades
do disco, em particular o seu espectro, nao dependem muito delas. No entanto, elas fa-
lham completamente na regiao mais interna, r < r,,s, onde elas fornecem uma descrigao
qualitativamente errada do fluido.

Essas e outras questoes relativas a regiao de transi¢ao onde o fluxo de matéria acretada
muda seu carater de quase circular para quase em queda livre, foram estudadas exten-
sivamente e muitas delas respondidas nos anos 70 e 80 por dois grupos de pesquisa: o
grupo de Warsaw, liderado por Bohdan Paczynski, e pelo grupo de Kyoto, liderado por
Shoji Kato.

Pesquisadores em Warsaw e Kyoto formularam muitos teoremas e formulas analiticas
exatas, simples, e praticas, que sao praticamente independentes da natureza da dissipagao,
processos radiativos e viscosidade. Eles deram uma descri¢ao geral da parte mais interna
de um disco de acrecao ao redor de um buraco negro, isto é, da regiao localizada entre
o horizonte do buraco negro e a ISCO. Desenvolvimentos posteriores em hidrodindmica
e magneto-hidrodindmica de discos de acre¢ao confirmaram esses resultados. Isso inclui
modelos numéricos detalhados de discos de acregao com luminosidade supercritica (taxa
de acrecao maior que a de Eddington), opticamente grossos e geometricamente grossos ou
delgados, e ADAFs subcriticos, opticamente finos e geometricamente grossos (veja Kato
et al. [66] para uma revisao desses modelos).

Abramowicz e Kato [67] fizeram um sumério curto, util e conveniente dos trabalhos
dos grupos de Warsaw e Kyoto, com citagoes de resultados particulares. Repetirei aqui
trés pontos do seu suméario. Todas as afirmacoes abaixo sdo teoremas gerais provados e
confirmados posteriormente por simulagbes numéricas (veja Igumenshchev et al. [68] para
referéncias descrevendo os resultados dessas simulagoes).

1. Dindmica: na parte mais interna do disco o momento angular da matéria acretada
nao é Kepleriana. A dindmica do fluxo depende sobretudo da magnitude do mo-
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mento angular nessa regiao: fluxos com momento angular baixo tem propriedades
muito diferentes daqueles com momento angular alto.

O fluxo com baixo momento angular, do tipo Bondi, tem L(7) < L5 = Lg(Tms)-
A forca centrifuga nao é importante nessa regiao, e o fluxo esta longe do equilibrio
mecanico. Linhas de fluxo nao sao circulos fechados, e as propriedades do fluxo sao
similares as do caso bem conhecido de acrecao esférica. Para fluxos do tipo Bondi,
o conceito de margem interna perde sua utilidade: nesse tipo de fluxo acretivo
simplesmente nao existe um raio caracteristico que possa ser chamado de margem
interna.

Os fluxos com momento angular alto tem L(r) > L,,s. A parte mais externa do fluxo,
isto é, o disco propriamente dito, estd préximo do equilibrio mecénico determinado
pelas forcas gravitacional, centrifuga e da pressao. O potencial efetivo ®.; (potencial
gravitacional total mais o potencial centrifugo) tem dois extremos em posigoes r,
dadas pelas duas solugdes da equagdo L(r.) = Li(rs), ou seja, o raio r, em que o
momento angular L(r,) da matéria se iguala ao valor Kepleriano correspondente.
Note que, como a distribuicao relativistica de momento angular Kepleriano tem um
minimo em 7,5 € que estamos interessados no caso L(r) > L,,s, devem haver duas
dessas posi¢oes em ambos os lados de r,,,. A primeira, r, = rg > 7,,, corresponde
a um minimo de ®.¢(r,0) no plano equatorial z = 0 (que pode ser definido como
sendo o “centro” do disco). A outra, 1. = reusy < Tms, define o 1ébulo de Roche, ou
seja, a superficie equipotencial ®(r, z) = const = P(reusp, 0) que cruza a si mesma
ao longo do circulo (r,2) = (Teusp,0). Dentro do disco, isto é, para r > 7eysp, a
matéria se move lentamente em direcao ao centro devido a acdo de torque devido
a viscosidade. Para r < 7., ela vai para dentro muito rdpido devido a auséncia
de um estado de equilibrio, dado que a sustentagao centrifuga é insuficiente. Essa é
uma situacao similar a do extravasamento do lobulo de Roche, mais conhecido no
contexto de bindrias préximas.

Portanto, na regiao préxima a posicao da cuspide, 7 = 7¢ysp, 0 fluxo muda seu cardter
de quase circular para quase em queda livre, e por essa razao, a ctuspide representa
exatamente o significado fisico crucial de uma “margem interna” do disco. Uma
outra possibilidade seria o raio s6nico r4,,;., onde a velocidade radial do fluxo muda
de sub para supersonica. O raio sonico é ligeiramente mais préximo do buraco negro
que a Cﬁspide; Tmb < Tsonic < Tcusp < Tms-

2. Viscosidade e dois tipos de fluxo: para fluxos acretivos estaciondrios que sao des-
critos pelo modelo padrao de Shavkura-Sunyaev assintoticamente, isto é, para raios
grandes, e que tem viscosidade dada pela prescricao a padrao, o valor do momento
angular na parte interna do disco, expresso em unidades adimensionais de Lg(7,s),
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depende de « e da taxa de acrecao M.

Para qualquer valor de M ha um valor critico o, tal que para a > a..;; o fluxo é
do tipo Bondi, enquanto que para o < ag.;; o fluxo é do tipo de disco. Para taxas
de acregao baixas, muito subcriticas, ag.;; < 0.1.

3. Localizacao da margem interna e eficiéncia: assumindo a “condic¢ao de torque nulo
na margem interna”, isto é, que o torque dado pela viscosidade nao pode agir através
do horizonte do buraco negro, a localizacao da cuspide é diretamente conectada com
a eficiéncia da acrecdo. A eficiéncia se iguala a menos a energia orbital de ligagao
na margem interna dividida pelo quadrado da velocidade da luz n = —Ey(ry,)/c2.
Em particular, para discos de acre¢do que sao radiativamente ineficientes n ~ 0, ou
seja, para discos grossos, discos delgados e ADAFs, a margem interna se aproxima da
localizagao da érbita circular Kepleriana marginalmente ligada r,,,, porque n(r,,) =
0.

Esses resultados fundamentais dos grupos de Warsaw e Kyoto foram revisados muitas
vezes, também em varios livros texto e monografias sobre teoria de acregao (Frank, King e
Raine [40]; Kato, Fukue e Mineshige [66]; Abramowicz, Bjornsson e Pringle [69]). Alguns
deles se enquadram entre os resultados mais citados em teoria de discos de acrecao em
buracos negros.

Em suma, é pouco provavel que a margem mais interna de um disco de acrecao coincida
com a posicao de sua o6rbita Kepleriana circular marginalmente estavel r,,s. No entanto,
esse fato é uma forte motivagao ao estudo de modelos além do modelo padrao de discos
finos, em particular, de discos grossos de acrecdo. O raio mais pertinente nesse caso, que
pode ser identificado com a margem interna do disco, é o raio da cuspide ao invés do raio
da Orbita marginalmente estdvel. Ainda assim, uma analise do comportamento da ISCO
nesses modelos é importante pois é 6bvio que ambas as Orbitas estao relacionadas.

4.1.4 O modelo Polish doughnuts

Modelos de discos grossos em estado estacionario sao baseados no fato de que a maioria dos
fendomenos interessantes que ocorrem em discos de acrecao em buracos negros tem escalas
de tempo caracteristicas ¢, muito menores que o tempo t;, necessario para a redistribuicao
do momento angular, ou o tempo tg necessario para a redistribuigdo da entropia (¢, <
tr,ts). Durante o tempo t, as distribuigdes de momento angular e entropia ndo mudam.
Portanto, ao se desenvolver um modelo de situagoes estacionarias e axialmente simétricas
de equilibrio dindmico, as distribuicdes de momento angular e entropia

L =L(r,z2), S =S5(r,z), (4.1)
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podem ser consideradas como fungoes livres [36]. No entanto, em uma descrigao fisica
completa essas fungoes (4.1) nao sao arbitrarias, mas dadas por processos dissipativos tais
como viscosidade, convecgao, turbuléncia ou transporte radiativo, e ainda pelas condigoes
iniciais.

Aspectos importantes desses processos sao ainda desconhecidos, de forma que nao ha
ainda uma forma pratica de se calcular modelos fisicamente consistentes de fluxos acretivos
a partir de primeiros principios, sem envolver algumas hipétese ad hoc, ou desprezando
alguns processos importantes. As simplificagoes feitas sao matematicamente equivalentes
a supor uma forma determinada para essas funcoes de distribuicao. Paczynski argumentou
que seria mais pragmatico fazer hipéteses fisicamente motivadas do resultado final, isto
é, da forma do momento angular e da entropia.

Portanto, quando sao calculados, por exemplo com a ajuda de simula¢des numéricas
longas e complexas, os resultados sao, pelo menos em certa medida, arbitrdarios:

passo 1 passo 2 passo 3
hipéteses | — | célculos | — | L = L(r, z)
arbitrarias complexos S = S(r z)

Dessa forma, nao haveria uma razao ébvia para se acreditar que seria mais facil prever
quais as hipdteses necessarias no passo 1 do que assumir (“chutar”) o resultado no passo
3. Entao, as distribui¢oes de momento angular e entropia (4.1) poderiam ser consideradas
como fungoes livres. A hipdtese possivel mais simples seria uma situagdo com momento
angular constante. Ela foi usada por Paczynski e por seu grupo Warsaw (ver [8], [9]
e [70]) para construir o modelo Polish doughnuts, isto é, o modelo de discos grossos
de acrecao com luminosidade super-Eddington. Discos grossos tém uma forma toroidal
caracteristica, lembrando uma rosquinha (doughnut).

Os modelos de discos grossos assim desenvolvidos mostram os mesmos tragos caracte-
risticos de buracos negros acretivos:

i) um funil ao longo do eixo de rotacao, relevante para a colimagao e aceleracao de
jatos;

i1) uma pressao maxima, possivelmente relevante para modos oscilatérios epiciclicos;

i17) uma superficie equipotencial particular que cruza a si mesma em uma cispide, rele-
vante para a condi¢ao de contorno interna, e para a estabilizacdo das instabilidades
térmicas, viscosas e de Papaloizou-Pringle.

Para se construir o modelo, sdo assumidas as hipdteses de fluxo estacionario e axissi-
métrico, e que a escala de tempo dinamica é muito menor que as escalas de tempo térmica
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e de viscosidade. Dessa forma, qualquer efeito de dissipagao térmica é desprezado, assu-
mindo um tensor de energia-momento de um fluido ideal.

A matéria é ainda suposta seguir trajetérias puramente circulares. Essa condicdo nao
é satisfeita perto do limite interno do disco, ou seja, na cispide, onde ha uma transicao
de trajetorias “quase circulares” para trajetérias radiais de “queda livre”. Contudo, a
transicdo pode ser incorporada na forma de condigoes de contorno na margem interna
(ver Abramowicz [55]).

4.2 Equacao de estado politrépica

4.2.1 Propriedades térmicas da matéria e politropos

O fato de considerar nesse trabalho apenas fluidos ideais se deve ao fato de que as pro-
priedades térmicas da matéria sao desprezaveis ou podem ser ignoradas para um toro
sob determinadas condigoes, de forma que suas propriedades termodindmicas possam ser
descritas por simples relagdes entre pressao e densidade. Veremos a seguir (na segao 4.3.2)
que para um disco em estado de rotagao obedecendo a algumas condi¢oes simples existe
uma relagado puramente geométrica do tipo P = P(p) entre a pressao e a densidade in-
dependente de suas propriedades térmicas, o que faz com que essas tultimas nao sejam
importantes no estabelecimento dessa relagao.

Escolho entao trabalhar com uma relacao do tipo politropica, adotando a hipotese de
que no fluido ocorram apenas processos termodinamicos chamados de processos politro-
picos'. Uma mudanca politrépica ou processo politropico é definido como sendo uma
mudanga reversivel (quase-estatica) em um sistema termodinamico que ocorre de tal ma-
neira que o calor especifico por unidade de massa seja constante durante essa mudanca
reversivel. Isso implica que as fungoes termodinamicas se relacionam pelas expressoes
abaixo (ver apéndice E para uma revisao dos processos politrépicos)

1 dnP

14— —
+n dlnp’

, dnP I dlnT

dInT’ n'  dlnp’

(4.2)

+n

Juntamente com a equacao de estado, as rela¢des acima implicam que um politropo (ou
fluido politrépico) contém apenas uma varidvel termodindmica independente.

De maneira geral os chamados indices politrépicos n, n' e n” sdo varidveis, mas isso
introduziria muitos graus de liberdade. Por isso, em geral considera-se todos os indices

!Geralmente se faz uma distingdo entre processos politrépicos ocorrendo em um ponto fixo (e.g.,
oscilagoes locais), e uma distribuigdo espacial global de matéria obedecendo a uma equagio de estado
politropica. Estarei tratando sempre de mudancas politrépicas ocorrendo em um ponto fixo no espaco,
de tal forma que todas as varidveis termodindmicas sdo fungoes do espago e do tempo (e.g., P = P(Z,t)).
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como constantes, de forma que as expressoes acima possam ser integradas:

Pp~ "V = const.;  PT " = const.; Tp Y™ = const., (4.3)

para (n,n’,n") = const.
Da primeira dessas equacoes, obtemos a equacao de estado geral para um politropo:
P=Kp". (4.4)

K é referida como constante politrépica e I' = 1 + 1/n o chamado expoente politrépico.
Geralmente o indice politropico n (ou expoente politrépico I') é considerado constante
quando usado em conexao com uma equagao de estado da forma (4.4) acima.

A variacao de p com T ou a relagao entre P e T podem ser obtidas pelas outras duas
equagoes, ou de forma genérica pelas expressoes em (4.2). No entanto, em muitas aplica-
¢oOes as propriedades térmicas da matéria sao desprezaveis ou podem ser ignoradas, e os
sistemas sao descritos por simples relacoes pressao-densidade da forma P = Kp'*'/™. Por
exemplo, algumas vezes até mesmo a estrutura espacial de sistemas sem colisao (clusters
de estrelas por exemplo) é descrita por uma lei politropica de “pressao-densidade”. Dessa
forma, o tnico indice politrépico pertinente em muitos problemas praticos é n, podendo
ser ignorados os outros dois indices n’ e n”, relacionados as propriedades térmicas da
matéria. Equagoes de estado politrépicas podem ser usadas com sucesso (as vezes com
indice politropico varidvel) sempre que equagoes envolvendo a temperatura ndo sao bem
estabelecidas ou podem ser ignoradas. Esse é o caso de um disco de matéria satisfazendo
as condigoes de rotacao adotadas nesse trabalho (ver segdo 4.3.2).

A nogao de politropo (ou variagoes politropicas) teve sucesso em muitos aspectos
devido ao fato de que:

i) Ela oferece uma equagao de estado concreta e concisa, contendo somente duas va-
riaveis de estado, P e p, uma vez que o indice politrépico n e a constante politropica
K sao fixadas.

i1) Para certos intervalos de n a equagao de estado politrépica é valida - pelo menos de
forma aproximada - para muitos sistemas termodinamicos ocorrendo no universo:
zonas convectivas de estrelas ordinarias, atmosferas convectivas planetérias e estela-
res, interiores planetarios, matéria interestelar, anas brancas, estrelas de néutrons,
ventos solares e estelares, distribuicao de massa em sistemas estelares, campos de
radiagdo de corpo negro, pares elétron-pésitron, etc. [71]

Podemos destacar alguns casos especiais de variagoes politropicas (ver Maciel [72]):

e n=3/2: P, < P, (pressao da radiacao for desprezavel frente a pressao do gas); caso

adiabético; Aplica-se também a um gas degenerado néo relativistico, onde P o< p°/3;
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e n =3: P, > P, (radiacdo pura); aplica-se ao caso degenerado relativistico, onde
P o p*/3;

e n = —1: Politropo de pressao constante;

n = 0: Politropo de densidade constante;

n — oo: Politropo de temperatura constante;

onde a pressao P na equacao de equilibrio hidrostatico é a pressdo total, incluindo no
caso mais geral a pressio do gds P, (lons, elétrons etc.) e a pressio da radiagio P,:
P=PFP,+P,.

O caso n = 3/2 é associado ao equilibrio convectivo adiabdtico, isto é, o interior é
completamente convectivo, e elementos de massa subindo (ou descendo) de uma regiao
com densidade p e temperatura T para outra com densidade p’ e temperatura 7" ajustam-
se rapidamente as novas condi¢des sem trocas de calor. O caso n = 3 corresponde ao
equilibrio radiativo, sendo a pressao puramente de radiacao.

Para a maioria dos processos adiabaticos em sistemas termodindmicos simples os in-
dices politrépicos estao contidos no pequeno intervalo 1,5 < n,n’/,n” < 3 (ver Horedt [71]
para indices de diversos sistemas, onde se discuti ainda a generalizagao obtida introdu-
zindo equagdes de estado com indices no intervalo —oo < n < o0).

E importante notar que ao se utilizar uma equacio de estado politrépica do tipo
P = Kp" a pressao é uma funcio da densidade de massa de repouso somente, e a equacao
de estado nao fornece nenhuma informacao sobre as propriedades da energia interna espe-
cifica, que fica livre (sem restrigoes). Uma hipdtese perfeitamente possivel seria assumir
U = 0,2 por exemplo.

Uma equacao de estado amplamente utilizada para se determinar as propriedades
térmicas do fluido é a equagao de um fluido perfeito (ou géas perfeito)

P= <R> pT. (4.5)
1
Essa ¢ a equagao classica de um fluido monoatomico, mas é usada como um prototipo
para comportamentos mais gerais de uma equacao de estado em que a pressdo pode ser
expressa em termos da densidade (densidade de energia de repouso no caso relativistico) e
da temperatura (ou energia interna especifica), e que se mostrou apropriada para fluidos
que sao nao degenerados e relativisticos, nao degenerados e nao relativisticos, ou nao
degenerados e ultrarelativisticos. [73]

2Um fluido obedecendo a equacio de estado de um fluido perfeito com U = 0 teria temperatura zero,
e seria um modelo razodvel para uma estrela de néutrons antiga e fria, por exemplo. [73]
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Lembrando que a 1%*lei da termodinadmica para a transformacao a volume constante
de um fluido monoatomico é simplesmente dada por dU = C\ydT, é possivel escrever,
para um fluido com calor especifico C'y constante, que U = C/T". Usando ainda o fato de
que R/ = Cp — Cy (equagao (E.10) do apéndice E.2) podemos escrever a equagao (4.5)

Cp— Cy
p= (X 2V
( Cy )”U’

de tal forma que, utilizando o expoente adiabatico v = Cp/Cy do fluido, temos

CcOo1mo

P =pU(y—1). (4.6)

A equagao acima é amplamente usada em simulagoes numéricas. Sua nomenclatura,
contudo, é de certa forma confusa pois é chamada por alguns de equacao de estado de
um fluido ideal. Reservo nesse trabalho o termo fluido ideal aqueles para os quais % =0
(que alguns chamam de fluido perfeito), referindo-me a equagao de estado acima como
equacao de estado de um fluido perfeito (ou gés perfeito).

Se utilizada em conjunto com uma equagao de estado politrépica, a equacao (4.6) pode
ser escrita como
K prl
v—1

o que determina a energia interna do fluido.

U= , (4.7)

O que mostro agora é que a equagao acima se assemelha a energia interna de um
politropo geral no caso isentréopico. A 1%lei da termodinamica (3.22) com dS = 0 escreve-
se como

P
aU = 5. (4.8)

Entao, usando P = Kp" e o limite lim, o U = 0 temos

B Kpl"—l

U 1

(4.9)

A equacao acima é similar mas distinta de (4.7), mas é claro que coincidem quando I" = .
Colocando de outra forma, uma equagao de estado politrépica é equivalente a uma equagao
de um fluido perfeito somente sob a condi¢ao de isentropia, para a qual o indice adiabatico
do fluido v é o mesmo que o indice politropico I'. Na prética, simula¢des numéricas que
aplicam uma equacao de estado politropica fazem em geral a suposicao implicita de que
I' = ~, de forma que a energia interna pode ser computada e integrada para obter a
expressao algébrica (4.9).

A constante politrépica K introduzida em (4.4) é mais que somente uma constante e
é de fato relacionada a entropia ao longo das linhas de fluido. Para mostrar isso, vamos
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relaxar por um momento a condi¢ao de que K seja constante, e considerar o caso particular
de um fluido perfeito, em que a energia interna é dada pela equagao (4.9). Entao

pF—l
dU = dKF 1+KpF—2dp

U P
= —dK + —dp. 4.1

Comparando essa expressao com a 1?lei da termodinamica (3.22) temos que

TdS:Ud[[; = dS:gdan. (4.11)
A equagao acima mostra que (o logaritmo natural da) constante politropica é diretamente
proporcional a entropia especifica, e portanto constante para cada linha de fluxo se o
elemento de fluido sofre uma transformagdo adiabatica (22 = 0 = 2& = (). No entanto,
assim como S, K pode variar ao longo das linhas de fluxo. Isso reflete o fato de que
um fluido perfeito é intrinsecamente adiabatico, mas nao necessariamente isentropico.
Todas as implementacoes numéricas da equacao de estado politropica assumem que K é
constante ao longo de todas as linha de fluxo, o que, em conjunto com a hipétese de um
fluido perfeito, implica que o fluido é isentrépico.

A equacao de estado politrépica nao precisa necessariamente ser usada em conjunto
com a de um fluido perfeito. No entanto, um politropo completamente geral ainda tera
energia interna dada por uma lei do tipo U = U(p) (como veremos a seguir), de tal forma
que dU = %dp. Entao, pela 1%lei da termodinamica:

dU P

A expressao acima esclarece o fato de que um fluido politrépico nao € necessariamente
isentrépico, e que a condicao

1S =0 w_r (4.13)
dp  p?
deve ser satisfeita pela energia interna especifica para que isso aconteca.

Como a equacao de estado politrépica coincide com a equacao de estado de um fluido
perfeito no caso de transformagoes isentropicas, para as quais o indice politrépico I' coin-
cide com o indice adiabatico v do fluido, nao é surpresa que a condicao de isentropia é
satisfeita somente quando a energia interna especifica é expressa como em (4.9).

De fato, um fluido politrépico que é também isentropico somente podera ter energia

interna como em (4.9). Uma transformagao (e.g., o desenvolvimento de ondas de choque)
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que leve a uma violagao da equagao acima essa transformacgao serd acompanhada por um
incremento de entropia. Por outro lado, se em uma simulagdo numérica a equagao (4.9)
for imposta, entao a conservacao de entropia é automaticamente garantida. [73]

A elaboracao de um modelo Polish doughnuts necessita da escolha de uma distribuicao
de entropia S(r,z), que especifique as propriedades térmicas da matéria. O que é feito
em geral é a suposi¢do de um fluido perfeito na condicao de isentropia. No entanto, isso
nao ¢é estritamente necessario, e uma equagao de estado politrépica geral, sem a condicao
adicional de um fluido perfeito e sem a condi¢ao de isentropia, terd suas propriedades
térmicas determinadas exclusivamente pelos outros indices politropicos n' e n”.

Apesar disso, as propriedades térmicas da matéria nao terao efeito na dindmica do
fluido quando uma equagao de estado politrépica for utilizada (fluido barotrépico), como
veremos na secao (4.3.2). Porém, mesmo assim podemos determiné-las a partir dos indices
politréopicos.

Um processo politropico é definido como sendo um processo termodinamica que ocorre
de tal forma que o calor especifico C' permanece constante (ou varia de uma maneira
fixa). Considerando apenas processos quase-estéticos (reversiveis), isso implica que (ver
apéndice E)

TdS = CdT. (4.14)
Por exemplo, se a entropia for constante ao longo das linhas de fluxo (fluido adiabatico,
g—f = 0), entdo a equagao acima diz entdo que a temperatura também serd (% =0). O
fluido serd isentrépico (dS = 0) somente se C' = 0.
De acordo com a equagao (4.2)
dp _ ,dT
—=n —. 4.15
PRy (4.15)
Utilizando a condigao politropica (4.14) isso resulta em
N d
ds = (//) L. (4.16)
n") p

Com isso vemos que a entropia ¢ determinada exclusivamente pela distribuicao de densi-
dade, S = S(p), e dados o calor especifico C' e o indice politrépico n” essa fungao pode
ser integrada:

S(p) = So + <§) Inp. (4.17)

3Em se tratando de fluidos, o termo fluido politrépico ou politropo é definido como sendo um fluido
para o qual vale a relagdo (4.14) acima entre a entropia e a temperatura, mesmo quando a variacao dS
se der em funcdo de uma variacdo entre linhas de fluxo diferentes. Entdo, mesmo um fluido adiabético
pode ter C' # 0. Nesse caso, essa relagdo diz somente que em um deslocamento virtual de uma particula
de fluido entre linhas de fluxo implicaria em determinada troca de calor.
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Portanto, a fungao S(r, z) ndo é mais uma funcao livre mas calculada a partir de p(r, 2).
Além disso, os indice politrépicos das propriedades térmicas da matéria (incluindo n”)
nao influenciam na dindmica do fluido e na determinagao de p(r, z).

Usando (4.16) e a 1*lei da termodinamica podemos ainda escrever uma equagio para
a energia interna na forma U = U(p):

T  P\d
dU = <C,, + ) . (4.18)
n' " p)op

A temperatura pode ser integrada de (4.15),

T(p) = K"p"" 7, (4.19)
onde K” é uma constante de integracao e I' = 1 + % Isso resulta entdo na energia
interna o

11 K -
Up) = CK"p™" =1 4 %. (4.20)

Obviamente o caso isentrépico C' = 0 retoma a forma (4.9).

4.2.2 Condicao de estabilidade

Abramowicz et al. [74] estudou a estabilidade de discos grossos axissimétricos perante
perturbagoes adiabaticas locais no caso de viscosidade desprezavel e sem autointeracao
gravitacional, e mostrou a validade nesse caso do chamado critério de estabilidade Hgiland-
Solberg [75]

1 [0L? 1 = -
—|—=—]—-—=—-VP-VS > 0 4.21
r3 < or ) Cpp ’ (4.21)
oP oL?\ [0S oL?\ [0S
— | = — ) l= - ||= 4.
(5:)1G5) () -(5) ()] - o o2
bem conhecido no estudo da estabilidade de estrelas em rotacao. Aqui, Cp = —p (%)P
é o calor especifico a pressao constante.
No caso de uma configuracao isentropica (65 = 0) o critério acima se torna
dL?
— >0 4.23
d?" Y ( )

ou seja, para que haja estabilidade o momento angular especifico deve aumentar para fora.
A condicao (4.23) é o critério de Solberg, que generaliza para configuragoes isentrépicas
o critério de Rayleigh para um fluido ideal incompressivel.
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Quando nao ha rotacao envolvida (L = 0), o critério de Hgiland-Solberg resulta em

1 dS

Ej—};gﬁyﬁmko (4.24)
d
= C”SD <0, (4.25)

para o caso em que existe uma rela¢do biunivoca entre P e S (e.g., fluido politrépico),
onde usamos ainda o fato de que Cp > 0. Esse é justamente o critério de Schwarzschild
para a estabilidade convectiva. Essa condi¢ao, derivada via consideragoes termodinamicas
simples [32], é necessdria para que um elemento de fluido, em algum campo gravitacio-
nal fixo g, sofra uma forga que o impulsione a sua posi¢do original apds ter sofrido um
deslocamento adiabatico por uma distancia pequena. Nesse caso simples de um campo
fixo

(—F) - VS > 0. (4.26)
Se o campo ¢ estd na direcdo —Z entao

oS

5. > 0. (4.27)

O que vamos ver agora é que se ambos os critérios, de Schwarzschild e o de Rayleigh
forem satisfeitos, entao o critério de Hgiland-Solberb também sera, para um fluido politré-
pico (para o qual existe uma relagdo S = S(P)). Se usarmos uma distribui¢do de momento
angular que satisfaga ao critério de Rayleigh (4.23) entdo uma condigao suficiente para
a equagao(4.21) serd dada pela equacao (4.25). Entao, escolhendo uma distribuigao de
entropia que satisfaga a condigao de Schwarzschild, a equagao (4.21) é satisfeita.

Por outro lado, usando o fato de que 0,L = 0 para um fluido barotrépico (para o qual
P = P(p) = L= L(r) — ver se¢ao (4.3.2)), a equagado (4.22) pode ser escrita como

dP dL*9dS
Como s  dS o
P

a equagao (4.28) sera satisfeita se ambas as equagoes (4.23) e (4.25) valerem, e assim, o
critério de Hgiland-Solberg serd satisfeito.
Para um fluido politrépico existe uma relacdo do tipo S = S(P). Substituindo a
equagao (4.2)
apP T

- = (1+ n')7 (4.30)



100 4.3. FORMULACAO NEWTONIANA

na condigao politrépica (4.14) temos

ds C
—_— = (4.31)
dP (1+n)P

Basta entao utilizar um indice politrépico e calor especifico tais que % < 0 e a condicao

de Schwarzschild (4.25) sera satisfeita. Utilizando ainda uma distribuigdo de momento
angular que satisfaca o critério de Rayleigh a condicao de estabilidade de Hgiland-Solberb
serd satisfeita.

Isso nao significa que nao possam existir outros tipos de instabilidade, como modos
nao axissimétricos ou gerados por autointeracdo gravitacional por exemplo. A questao
da estabilidade de toros autogravitantes ¢ uma questao complexa e nao completamente
resolvida (como discutido na segao 4.1.2).

Convém observar que normalmente para discos grossos

oprP dp

dP
<0 e — <0 = -

rn 9 a0 > 0. (para z > 0) (4.32)

A equagdo de estado politropica (4.4) implica que

dP P
— =I—, (4.33)
dp p
de tal forma que a condi¢ao dP/dp > 0 é equivalente a I' > 0. Escrevendo a condigao
(4.31) em termos dos outros expoentes politrépicos temos:

s (" -1\ C
dP( - )P. (4.34)

Como em geral C' > 0, a condigao de estabilidade se reduz a I' =1 + # <1l&en<0.

4.3 Formulacao Newtoniana

4.3.1 Simplificagcoes

As equacgdes de movimento de um fluido ideal sdo compostas pela equacao da continuidade
(3.9), equagao de Euler (3.13) e equagdo do movimento adiabatico (3.16) e foram descritas
no capitulo 3. Em nosso modelo de discos grossos elas serao simplificadas pela hipotese de
que o disco seja uma estrutura estacionaria, em equilibrio hidrodinamico, e com simetria
axial. Adotando um sistema de coordenadas cilindricas (r, z, ¢) com eixo z coincidente
com o eixo de rotacao do fluido (eixo de simetria), nenhuma quantidade fisica dependera
explicitamente da coordenada temporal ¢ (devido & estacionariedade) e nem da coordenada
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azimutal ¢ (devido a simetria axial). Dessa forma, qualquer quantidade fisica ¢ sera
expressa por uma fun¢do apenas de r e z, ¢(r, z).

De acordo com as condigoes acima, a componente ¢ da equagao de Euler e a equagao
do movimento adiabatico podem ser escritas como

@-VL=0 & ud,L+u.d.L=0 (4.35)

VS=0 & u,0,S+u0.5=0 (4.36)

£y

respectivamente, com L = ru, sendo o momento angular especifico e S a entropia es-
pecifica. Se temos um fluido estaciondrio axissimétrico sem dissipacao e u, e/ou u, nao
nulos, as equagdes acima nos dizem que as superficies de nivel de S e L coincidem (a nao
ser que L = const ou S = const) e uma relagdo S = S(L) pode ser estabelecida. Mas
se u, = u, = 0, entdo as equagodes acima sao automaticamente satisfeitas, e portanto as
superficies de S e L nao necessariamente coincidem.

Quando o fluido é isentrépico (S = const por todo o fluido) a equagao (4.36) é satis-
feita, e a distribuicdo de L é independente de S, mesmo se u, e/ou u, forem nao nulos,
mas L deve obedecer a condicao (4.35). Grande parte dos modelos de discos grossos usam
uma equagao de estado politropica em conjunto com a condicao de isentropia.

Modelos plausiveis de discos grossos com superficies de S e L coincidentes ja foram
construidos (e.g., Paczynski e Abramowicz [76]) usando uma relagao do tipo S = S(L).
Isso pode parecer excessivamente restritivo, porém deve-se notar que discos grossos sao
intermediarios entre discos finos e acregoes esféricas e podem ter u, e u, nao nulos com
valores de a (constante de viscosidade) extremamente pequenos.

No entanto, na medida em que as velocidades nao azimutais sao pequenas com relagao
a ug, e essa ¢ uma condi¢do chave em discos grossos [77], as superficies de S e L nao
necessariamente coincidem. Dessa forma, na aproximagao w, = u, = 0, formas pré-
estabelecidas para S = S(r, z) e L = L(r, z) podem ser adotadas independentemente, pois
as superficies de S e L nado necessitam ser coincidentes. Essa ¢ a hipétese adotada pelo
modelo Polish doughnuts, pelo fato de ndo compreendemos completamente os mecanismos
de viscosidade e conducao de calor em um disco grosso. Assim esse desconhecimento das
propriedades térmicas sao incorporadas na escolha arbitraria das distribui¢oes de entropia
e momento angular, sendo o fluido tratado como um fluido ideal.

Assumirei entao a hipotese do fluido estar em um estado de pura rotagao sobre o eixo
de simetria, ou seja, que o campo de velocidade tenha componentes

u, =0, u, = 1€, v, =0, (4.37)

onde 2 = Q(r, z) é a velocidade angular. Fluidos com essa forma de campo de veloci-
dade, em conjunto com as hipoteses de estacionariedade e simetria axial, tém um fluxo
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necessariamente incompressivel, ou seja, fluem como se fossem incompressiveis:

ap =

—+u-Vp=0 4.38
dado que a densidade ndo tem gradiente na direcao . Dessa forma, a equacdo da conti-
nuidade (3.9) se torna

Vi =0, (4.39)

que é automaticamente satisfeita para o campo de velocidade (4.37).
Aplicando ainda essas restrigoes sobre a equacao de Euler (3.13) obtemos

=

57 = o Vo, (4.40)

cuja componente na dire¢ao ¢ é identicamente nula para a simetria adotada. Essa equagao
representa o balango das forgas (nas diregdes r e z) agindo em um elemento de fluido: do
lado esquerdo da equagao (o negativo da) forga centrifuga e do lado direito a for¢a devido
ao gradiente de pressao e a forca gravitacional.

4.3.2 Fluidos barotrépicos

Em um fluido com uma equagio de estado geral da forma (3.8) as superficies isobaricas
(pressao constante) e isopicnicas (densidade constante) sdo, de um modo geral, inclinadas,
e se cruzam a um determinado angulo. Neste caso o sistema é chamado baroclinico
(“inclinado na pressao”). No entanto, se a equagdo de estado tem a seguinte forma
especial

P = P(p), (4.41)

o sistema é chamado de barotropo ou sistema barotropico (“se comportando como a pres-
sao”). Em um sistema barotrdpico as superficies isobaricas e isopicnicas coincidem, pois
p = const implica P = const na equagao (4.41), e vice-versa.

Por outro lado, se as superficies isopicnicas e isobaricas coincidem, os vetores 6p e
ﬁP, ortogonais as superficies isopicnicas e isobaricas respectivamente, sdo colineares, ou
seja, VP = kﬁp, para alguma constante k. Portanto, a pressao e a densidade devem ter
uma relacao funcional do tipo (4.41) (com k = dP/dp).

A condicao para que isso aconteca, chamada de condi¢cdo barotropica, pode ser escrita
como:

Vpx VP =0. (4.42)

Em resumo, essa condicao diz que o estado térmico do sistema depende somente da den-
sidade.
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De modo geral, a estratificacao de pressao e de densidade nao coincidem. No entanto,
ha uma condicao simples sobre a lei de rotacao que governa a relacao entre essas duas
familias de superficies. Vejamos isso a partir da equacao de equilibrio (4.40), escrita em
termos da velocidade angular 2 = L/r?:

VP -
— + Vo = O°F, (4.43)
p

onde 7 = r7. Tomando o rotacional da equacao acima:

\Y <1> x VP = 20VQ x 7, (4.44)
p

pois V x 7= 0. Tendo em vista que 4 = r{2p, podemos escrever essa equagdo como

1= - o)
—VpxVP==-2|—]u. 4.45
2V <82> (4.45)
Assim, se 0€2/0z = 0 em todos os pontos, as superficies isobéricas e isopicnicas coincidem,
e existe uma relaggio P = P(p) entre a pressdo e a densidade. Por outro lado, se as
superficies isobaricas e isopicnicas coincidem, entdo a equagao (4.45) implica que Q = (r)
para rotacao nao nula. Portanto,

QO=Q(r) <  P=P(). (4.46)

Esse resultado, chamado de teorema de von Zeipel (Tassoul [75]), é importante porque
o fato da velocidade angular ser constante sobre cilindros simplifica consideravelmente a
tarefa de encontrar a estrutura de um disco.

E importante notar que, em geral, (4.46) nao é a equacao de estado do fluido: se
002/0z = 0, entao existe uma relagdo geométrica da forma P = P(p) seja qual for a
equacao de estado. Algumas vezes esses sistemas sao chamados pseudobarotrépicos, para
distingui-los dos barotropos verdadeiros, para os quais P = P(p) por razoes fisicas inde-
pendentes do estado de rotacao.

Considerando a situagao em que exista uma relagdo um-pra-um entre a pressao e a
densidade (um fluido que satisfaz a condigao barotrépica), a relagio P = P(p) pode, em
principio, ser invertida: p = p(P). Podemos entao definir uma fungao W = W (P) tal que

dw 1
—_— = 4.4
PP 40
Isso pode ser feito definindo W como sendo a funcao
P dp
W(P) = — / , 4.48
(P) o (4.45)
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o que resulta na relagao

Tw=22¥p— VP 4.49
dP p (4.49)

Dessa forma, a quantidade ﬁP/ p que aparece na equacao de Euler pode sempre ser
substituida por —VW para um fluido barotrépico.

Podemos verificar que um fluido isentrépico é barotropico, com —W = h (equagao
(3.23) com dS = 0 implica que dh = dP/p). Ou seja, a fungdo —WW é a entalpia especifica
nesse caso. Da 1?lei da termodindmica (3.22) obtemos que, para um fluido isentrépico,

P dauU P
Portanto qU
=g =P 4.51

e um fluido isentropico é necessariamente barotropico.

O fato de um fluido barotrépico ter velocidade angular constante sobre cilindros im-
plica que a mesma condi¢io vale para o momento angular L = r2Q, ou seja, L = L(r).
Dessa forma podemos introduzir o chamado potencial rotacional

T2
F(r) = — / L T(g i, (4.52)
que é tal que
- L2
VF = _ﬁf' (4.53)
Com isso, e com a funcao potencial W, a equagao de Euler (4.40) se torna simplesmente
VF =VW -V, (4.54)

que pode ser imediatamente integrada:
W(r,z) = ®(r,z) + F(r). (4.55)

Um caso particular de fluido barotrépico é o caso de uma equacao de estado politrépica
(4.4)
P(p) = Kp'™/m, (K,n = const.),

que é a equagdo de estado que usarei nesse trabalho (conforme descrito na secao 4.2).
Utilizando essa relacao barotrépica para integrar a fun¢ao W (4.48) obtemos

W(p) = We— (n+ DEP", o W(p)zws—(rr_l) Ko~ (456)

onde Wy é uma constante (o potencial efetivo na superficie se usada a condigao de contorno
P = p =10). Em geral existe um circulo interno ao toro onde a pressao e a densidade
atingem seus valores maximos. Denotando esses valores por Fy e pg respectivamente, a

constante K é entao dada por K = Po/p(l)+1/".
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4.3.3 Determinacao da superficie

Resumindo o que foi tratado até o momento, as equagoes que determinam a estrutura
do nosso toro, que devem ser resolvidas em conjunto, sao a equacao de Euler integrada
(4.55),

W(T, Z) = (I)(ra Z) + F(T‘),

a equagao de Poisson (3.18)
V23U = 47p,

e a equacao de estado politrépica (4.56)
W(p) = Ws— (n+ 1)K pH/",
Além disso, temos as seguintes condicdes de contorno®

o v —-0 para R — oo,
P=p=0 e W =W, na superficie, (4.57)

que dizem que o potencial gravitacional deve se anular no infinito espacial e que a pressao
e a densidade se anulem na superficie do toro. A equacao de Poisson deve ser resolvida
em todo o espaco, sendo a condi¢ao de contorno sobre o potencial gravitacional aplicado
no infinito espacial. Ja a equacao de Euler integrada é aplicada somente na regiao de
matéria (dentro do disco), e portanto a funcao W tem condi¢do de contorno sobre o
disco. A constante de integragdo de F'(r) é incorporada na constante Wj.

Porém, surge aqui o problema de que a superficie do toro nao é conhecida a prior: e,
portanto, nao é possivel (em geral) aplicar as condigbes de contorno acima de maneira
direta. Trata-se portanto de um problema de fronteira livre.

De modo geral, os potenciais do disco ¥ e do objeto central ®, (suposto conhecido)
se somam para formar o potencial gravitacional total (» = &, 4+ ¥), e entao o potencial
gravitacional total depende da distribui¢do de massa dentro do disco. Contudo, no caso em
que a massa do disco € relativamente pequena e que as forgas gravitacionais sao dominadas
pela massa central (&, > W¥), entdo & ~ &, e conhecemos o potencial gravitacional
independentemente da forma e estratificagdo do disco. Isso nos permite encontrar a forma
a equacao da superficies equipotenciais como veremos a seguir.

Introduzirei, a partir da equacao de Euler, a chamada aceleragao gravitacional efetiva
gey como sendo a soma vetorial das aceleracoes gravitacional e centrifuga:

o 1=
G = —VO+ Q*F=-VP. (4.58)
P

4Usarei em todo o texto R = /72 + 22 como sendo o raio esférico, que em conjunto com as coordenadas
0 e ¢ formam sistema de coordenas esférico (R, 6, ).
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Portanto, a aceleragao gravitacional efetiva deve ser ortogonal as superficies de pressao
constante (superficies isobéricas). Em particular, se o fluido em consideragao estiver
imerso em um meio externo de pressao constante, sua superficie (livre) deve ser perpen-
dicular a gy em cada ponto.

Esta propriedade pode ser explorada para se obter uma relagdo geral entre a forma da
superficie (qualquer superficie isobarica) e o campo de rotagdo. Suponha que sabemos a
equacao da superficie. Dada a simetria, temos especificada a equacao da se¢do meridional

zs = 25(7), (4.59)

onde o subscrito s indica quantidades sobre a superficie (isobarica). Portanto, g.;-dzs = 0,
ou seja,
Gef, drs + gey dzs = 0. (4.60)

Usando a equagao acima e a definicdo de aceleragao gravitacional efetiva (4.58), obtemos

00\ dzg 0P
(@) = <E)z> —+ <€37“> . (4.61)

Sob essas condigbes a equagao (4.61) nos permite encontrar o campo de rotagio que gera

a situagao de equilibrio sobre a superficie sem referéncia ao interior. Por outro lado, se
sao conhecidas as coordenadas de algum ponto sobre a superficie, entao a equagao (4.61)
pode ser integrada para encontrar a secao reta dado um determinado um dado campo de
rotacao.

A equagao (4.58) diz que a fungdo W = F + & funciona como um potencial efetivo
para aceleragao gravitacional efetiva ge;:

Gef = —VW, (4.62)
e a equacgao para as superficies isobarica e isopicnicas se tornam simplesmente
W = const. (4.63)

Portanto, em uma configuracao barotropica as superficies de pressao, densidade e po-
tencial efetivo constantes todas coincidem. Assim, encontrar a forma e estratificacao de
um disco barotrépico é reduzido a obter as superficies equipotenciais de W. Essa tarefa
é simplificada se o potencial gravitacional é conhecido a priori, como no caso onde ® é
devido a fontes externas. Como todas as superficies de nivel satisfazem W = constante,
temos

W = ®(r,z) + F(r) = constante. (4.64)
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Podemos resolver (4.64) para z como fun¢ao de r para obter uma expressao para a segao
reta das superficies equipotenciais para cada valor de W. Por outro lado, podemos usar
(4.64) para obter o campo de rotagao de equilibrio para uma dada forma das equipotenciais

F(r) =W, —®(r, z(r)). (4.65)

Este método pode ainda ser aplicado para discos autogravitantes se soubermos uma ex-
pressao geral para o potencial gerado por uma estratificacdo de densidade da forma z4(r).
No caso mais geral em que isso nao € possivel a equagao de Poisson deve ser resolvida
e temos um problema de fronteira livre. Essa é a situagdo que estamos tratando: dados
O,(r,2) e Qr) (ou equivalentemente L(r)) conhecidos a priori, precisamos resolver as
equagoes para a distribui¢do de matéria p(r, z) e para a superficie z4(r) desconhecida.

4.3.4 Toro com vorticidade nula

Diante do modelo descrito nas secoes anteriores, os graus de liberdade que temos na
determinacao de uma estrutura toroidal autogravitante em equilibrio hidrodinamico, com
simetria axial e rotagdo pura (sem movimento poloidal) estd na escolha do potencial
central ®,(r, z) e na escolha de uma distribui¢ao de momento angular L(r). Usarei como
modelo Newtoniano do potencial gravitacional ®,(r, z) de um buraco negro um potencial
pseudonewtoniano conforme descrito na se¢ao 2.5. A distribuicdo de momento angular
que escolherei sera baseada em um modelo analitico que imita resultados numéricos mais
realisticos, conforme descreverei na secao 4.7.

Para ilustrar as caracteristicas basicas de um disco grosso descreverei aqui um modelo
mais simples: um toro em equilibrio ao redor de um objeto compacto Newtoniano de massa
M muito maior que a massa do disco (i.e., desprezando-se a autointeragao gravitacional
do disco), com distribuigdo de momento angular dada por L(r) = const (i.e., momento
angular constante).

Essa distribuicao equivale a situagao em que a vorticidade do fluido é nula como vere-
mos abaixo, e é possivelmente a distribuicao de momento angular mais simples possivel.
De fato, o toro com vorticidade nula foi a primeira situagao de equilibrio discutida na lite-
ratura e foco dos primeiros estudos de estabilidade de discos grossos. Além disso, grande
parte dos estudos iniciais de estabilidade se restringiram a toroides barotrépicos em equi-
librio em um estado de rotagao pura [40, se¢do 10.6], com uma lei de poténcia simples da
forma (r) oc 779 (sendo o toro com momento angular constante correspondente a g = 2).

Um célculo direto da vorticidade de um campo de velocidade definido pela equacgao

(4.37) resulta em
e N\ . N\ .
w:VXU—<QQ+TaT>Z—T<aZ>T. (4.66)
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Supondo que © = Q(r) temos que 9€2/0z = 0. Além disso, fazendo & = 0 obtemos

ds) 2Q)

—_— = Q(r) = Lr2, com L = const. 4.67

=2 (r (467)
Isso implica em uma estrutura barotrépica com momento angular L = r2Q = const

constante por todo o fluido.
Dada que a condigdo barotrépica é satisfeita, existe um potencial efetivo (equagoes

(4.52) e (4.64)):
W=—-"=4+_ (4.68)

Nesse caso W é a energia por unidade de massa (isso é uma propriedade exclusiva do
campo de rotacdo L = const.). A estratificagdo de densidade e pressao é obtida simples-
mente fazendo W = const. na equagao (4.68) e resolvendo para z como fung¢ao de r, com
parametro W. Mas antes de encontrar as superficies equipotenciais, introduziremos uma
notacdo mais conveniente. Seja rj o raio Kepleriano® de um elemento de fluido rodando
com momento angular especifico L:

L* = My, (4.69)
Podemos expressar todos os comprimentos em unidades de ry, e reescrever (4.68) como

EEW:<T’“>2_ 21y

M r ‘/r2+22’

onde E é a energia especifica do fluido em unidades da energia de ligacdo de uma érbita

(4.70)

circular de raio r;. Pode ser mostrado que essa equagao atinge um valor minimo £ = —1
no circulo r = r, 2z = 0. Para que o fluido se mantenha ligado ao objeto central temos
que ter —1 < E < 0.

Introduzindo a coordenada polar 6 da definicao usual » = R sin 6, obtemos

2
Tk

.92 0 —
St ER? + 2r R’

(4.71)
que é uma equacao quadratica para R como fun¢ao de 6, com parametro E. A figura 4.3
mostra uma secao reta de algumas superficies equipotenciais identificadas por seu valor
E. O disco resultante é toroidal, com os elementos de fluido mais fortemente ligados
se movendo em um circulo equatorial de raio r;. Esta é também a posicao de maior
pressao e densidade, sendo seus valores ainda arbitrarios. Conforme nos afastamos desses
equipotenciais limites o fluido se torna mais fracamente ligado e a pressao e a densidade
diminuem.

50 raio Kepleriano ¢ definido como sendo o raio em que o momento angular L se iguala a0 momento

. . - L}
angular Kepleriano Ly, que por sua vez satisfaz a equagao & = %—f.
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0.1

Figura 4.3: Sec¢ao reta de superficies equipotenciais do disco toroidal com L = constante.
Contornos sao identificados pelo valor adimensional de energia E. O fluido é ligado se
E < 0. Os pontos sobre o eixo r correspondem a maxima pressao: r = rg, z = 0. (figura
retirada de Frank et al. [40])

Pode-se mostrar da equacao (4.71) que uma dada superficie equipotencial se estende
entre os raios equatoriais interno r;, e externo r,,;. Expressoes para esses raios sao obtidas
resolvendo (4.71) com sin? 6 = 1:

o = 1+ VITE] (4.72)
ro = e [L-VITE] . (4.73)

Como esperado, quando F = —1, r;, = 7w = Tk, mostrando que a superficie toroidal
mais fortemente ligada degenera em um circulo equatorial de raio r,. Quando E — 0
Vemos que Ty, — T,/2 € 7o — 00. Dessa forma, a equipotencial limite para discos ligados
é uma superficie aberta. Para F > 0 todas as equipotenciais sdo abertas (um exemplo é
mostrado na figura 4.3 por linhas pontilhadas).

Uma caracteristica importante desse disco e de outros modelos de discos grossos ¢é a
existéncia de um funil axial estreito. A matéria em rotacao estacionaria, sustentada pela
pressao, pode “preencher” todas as equipotenciais até um valor negativo pequeno de F.
(O valor preciso de E pode ser obtido, como em modelos de estrutura estelar, fornecendo
condigoes de contorno apropriadas e a massa do disco.) A configura¢ao resultante é um
toro gordo distorcido com um canal axial estreito ao longo do qual ha grandes gradientes
de pressao-radiagao. Isso pode ser visto observando-se diretamente a figura 4.3: préximo
ao equador as equipotenciais estao compactadas, “espremidas”, resultando em grandes
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gradientes de pressao, e portanto, grandes fluxos de radiacao. Conforme nos movemos ao
longo do funil, nos afastando do plano equatorial e em direcao a “abertura” do funil em
ambos os lados, o fluxo radiativo emitido pelas paredes diminui. Portanto, a densidade
de radiacao ao longo do funil é maxima perto do equador e diminui em diregao a “saida”.
Se, como resultado de uma pequena viscosidade ou simplesmente de um “preenchimento”
excessivo de matéria o gas se acumular no funil, ele serd sugado pelo objeto central ou
sera expelido ao longo do eixo pela pressao de radiacao.

Podemos estimar a abertura do funil diferenciando a equagao (4.71) com respeito a R

e encontrando que o valor minimo de 6. Isso ocorre em R = —ry/E para um dado valor
(negativo) de E. Substituindo de volta em (4.71) obtemos
sin? 0pin = —E. (4.74)

Se a superficie do disco é a equipotencial E entao um cone de abertura 6,,;, com vértice

na origem é contido no funil e é tangente a superficie do disco (veja figura 4.4).Portanto,

-
h S

Figura 4.4: Uma visao perspectiva do funil axial de semi-abertura 6,,;, gerado por um
toro com energia superficial E. (figura retirada de Frank et al. [10])

a colimacao gerada pelo funil é da ordem de 6,,,;,,. Um funil estreito requer |E| pequeno e
consequentemente tal funil é definido por paredes em rapida rotacao fracamente ligadas.
Como a energia de ligacao da matéria proxima a superficie do funil é relativamente baixa
é facil, em principio, para a matéria das paredes escapar para o infinito impulsionada pela
pressao de radiagdao. Esse é o mecanismo basico pelo qual um par de jatos colimados em
direcoes opostas poderia ser gerado por um disco grosso.
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4.4 Formulacao relativistica

4.4.1 Equacgoes basicas

Apresento aqui as equacOes necessarias na elaboracado de um modelo de disco grosso
relativistico. Estou supondo uma métrica estaciondria e axialmente simétrica (2.85)

ds? = —e®2dt? + e*¥ (dp — wdt)” + > (dr2 + d22> :
um fluido ideal, com tensor energia-momento (3.88)
™ = (P + e)u'u” + Pg",
e movimento puramente circular na diregao ¢ (2.92):
u = A(1,0,0,Q).

A equagao de movimento ¢é a equagao de Euler relativistica (3.117)

Vv, P
—hY .
P+ ¢

a, =

Vimos na segdo (2.4.4) que as componentes ¢t e ¢ da quadriaceleragdo sdo nulas, pois
nenhuma fun¢ao depende dessas coordenadas devido a estacionariedade e simetria axial.
Com isso, o projetor espacial i}, nao tem nenhum efeito, e podemos escrever essa equacao
como

o;P
4 =-7 e com i=rz. (4.75)
Usando a aceleragao da equagao (2.124) essa equacao é escrita como
0;P Q0; L
= —0; ) 4.
P+e au—i_l—QL (4.76)
ou ainda, com a aceleragao da equagao (2.122), como
o;P
P+ " J (4.77)
sendo
U = In(—w)

= In (fy(eq’ + wvew))

R e i
- 1 —wl
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o potencial efetivo — equagoes (2.125), (2.126) e (2.167),

o fator redshift (2.91), e

equagao (2.114).

4.4.2 Equacao de Estado

Devido ao principio de equivaléncia, a 1?lei da termodindmica no referencial comovel do
fluido é a mesma que no espago-tempo plano, e basicamente define a conservacao de
energia interna € = ¢* + U (composta da energia de repouso por unidade de massa c?
e da energia térmica U — veja equagdo (3.76) e a discussdo sobre a energia relativistica
na segao 3.2.4). A relagao U(S,p) (como vimos na se¢ao (3.1.5)) pode entdo ser vista
como a equagao de estado, a ser determinada no espaco tangente a cada ponto do espaco-
tempo, ou fisicamente, em uma regiao pequena o suficiente na qual as mudancgas no campo
gravitacional sao desprezaveis, mas grande o bastante para conter um grande niimero de
particulas. Em outras palavras, é suficiente determinar as propriedades da matéria na
relatividade especial, desprezando efeitos da curvatura do espago-tempo [34]. A equagao
de estado é a maior ligacdo entre a microfisica que governa o comportamento local do
fluido e as quantidades globais.

A equacao de estado de um fluido perfeito (4.6) se estende ao caso relativistico fazendo
a identificacao de U com a energia térmica. Escrevendo essa equacao de estado em termos
da densidade volumétrica de energia interna ¢ = p(1 + U) (3.75):

P

P=(E-pv-1) <« e=pt

(4.78)
Da mesma forma, a equagao de estado politropica (4.4) se generaliza para o caso relati-
vistico por

P=Kp", (4.79)

onde p denota aqui a densidade prdpria de massa (ou densidade de repouso).

A defini¢do (4.79) de uma equagao de estado politrépica relativistica foi introduzida
por Tooper [78] para permitir um expoente politrépico T' que coincidisse com o indice
adiabético v de um fluido perfeito relativistico isentrdpico (da mesma maneira como vimos
na segio 4.2.1). Tooper [79] havia tentado previamente usar a forma P = Ke'. Porém,
essa forma nao é consistente com a 1%lei da termodindmica para um fluido isentrépico
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pois, escrevendo essa em termos da densidade de energia ¢ temos

P P
dU="dp = de="TZ4p (4.80)
p p
Utilizando entao a defini¢ao (4.2) para o indice politrépico
p dP
=—=— 4.81
L (1.81)
chegamos a
P+e
de = dP. 4.82
=T ap (482

condicdo essa nio satisfeita por P = Ke''. Isso obviamente se deve ao fato de se usar a
densidade de repouso para definir o indice politropico. Se fosse adotada outra defini¢ao,
o resultado seria diferente.

A literatura contudo nao aceita universalmente uma tnica conven¢ao. Em particular,
duas das melhores introdugoes a equagoes de estado de objetos compactos, Shapiro e
Teukolsky [20] e Glendenning [80] usam as duas definigoes diferentes, com Shapiro e
Teukolsky adotando a escolha P = Kp', que considero mais natural e que adoto aqui.
(Convém observar, no entanto, que o uso de Glendenning da equagdo de estado P = Ke'
é restrito aos dois casos onde as defini¢bes concordam: matéria nao relativistica, para a
qual € = p, e gds de Fermi ultrarelativistico, para o qual € = 3P.)

4.4.3 Fluidos barotrépicos

Considere a equagao de Euler relativistica (4.76)

0.P 00,
Prs_ OUTT—ap

Se o lado esquerdo da equagao acima for um gradiente o lado direito também sera. Isso
significa que P = P(e) implica que L = L(f2), e vice-versa. Portanto,

P=PE) o  L=LQ), (4.83)

o que pode ser visto mais claramente tomando-se o comutador 9,0, — 0,0, da derivada
segunda da equagao toda:

0,Pd.e —0.Pde  0,Q0.L — 0.Q0,L

(P +¢)? o (1-LQ)e2

(4.84)

Temos com isso a condi¢do de que as superficies P(r, z) = const coincidem com as de
e(r, z) = const se e somente se as superficies L(r, z) = const coincidirem com as superfi-
cies Q(r, z) = const. Essa é a versao relativistica do teorema de von Zeipel, andloga a con-
digdo Newtoniana de que para um fluido barotropico (que satisfaz a condigdo P = P(p))
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ambos o momento angular e a velocidade angular sdo constantes em cilindros: L = L(r),
Q=Q(r) = L = L(Q2). Observe que o que caracteriza um fluido barotrépico agora é
a condi¢do P = P(g), e que as superficies de momento angular constante nao sdo mais
necessariamente cilindros (L = L(r, z) em geral), valendo apenas a relagdo L = L(12).

Apesar do resultado acima, a extensao da definicao de fluido barotrépico em hidrodi-
namica relativistica nao é tnica. Geralmente assume-se a condi¢do € = ¢(P) como aqui
(assumindo que a relagao é inversivel), mas alguns autores utilizam a definigdo € = ¢(p)
ao invés disso (e.g., Gourgoulhon [81] 2006).

De acordo a defini¢ao, um fluido perfeito (4.78) ndo é em geral um fluido barotrépico,
apesar de poder ser em um determinado caso. Para um fluido perfeito

P=P(pe)=(c—p)(y—1),

que em geral ndo é uma funcdo de € somente. Nesse caso, a condigao barotropica sera
satisfeita somente se p = p(e).

Uma equagao de estado politrpica é uma relagao do tipo P = P(p), e também requer
certos cuidados. No caso em que ela descreve um fluido com U = 0 (energia térmica nula),
a densidade de energia ¢ = p(1+U) coincide com a densidade de massa de repouso p, isto
¢ e = g(p), e o fluido é obviamente barotrépico, pois P = P(p) = P(e). Contudo, se o
fluido tiver uma energia térmica especifica nao nula, o fluido politropico sera barotrépico
somente se U = U(p), pois isso implica que € = p(1 + U(p)) = €(p). Supondo que essa
relagdo é inversivel p = p(e), e portanto P = P(¢).

Observe que isso faz com que ambos um fluido perfeito e um fluido politrépico se
tornem barotropicos sob a mesma condigdo U = U(p), e esse é o Unico caso em que um
fluido perfeito é barotrépico.% Além disso, vimos na se¢ao (4.2.1) que um fluido politrépico
completamente geral tera suas propriedades térmicas dependentes do indice politrépico
n’ e terd necessariamente uma relagao do tipo U = U(p) (equacao (4.18)), garantindo a
condicao barotropica.

Como outros exemplos de fluidos barotropicos temos o fluido de matéria escura, fluido
de fotons, e ainda fluidos ultrarelativisticos nao degenerados ou fluidos de Fermi ultrare-
lativisticos degenerados. Por outro lado, fluidos relativisticos degenerados ou nao degene-
rados, um fluido nao relativistico ndo degenerado ou qualquer fluido de Fermi degenerado
que nao seja ultrarelativistico ndo sdo barotrépicos. [73]

Assim como para fluidos barotropicos nao relativisticos, se a equagao de estado é da
forma e = ¢(P), podemos definir uma fungao W = W (P) tal que ;W = —0;P/(P + ¢):

P dP
W(P) = —/ it (4.85)

6Se um fluido perfeito tem U = U(p), entdo P = P(p,e) = P(p), mas isso nio forga o fluido perfeito a
ser politrépico. Qualquer dependéncia funcional, diferente de P = K p', poderia em principio ser usada.
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No caso isentrépico (ou equivalentemente, no caso de um fluido perfeito politrépico), a
1*lei da termodindmica (3.23), escrita em termos de h é escrita como 0;h = 0;P/p. Isso
implica que’
oh  O;P
nh =5 = 2 (0.5 =0) (4.56)

e W se reduz — In h, que como vimos na secao 3.2.8 é igual a menos a entalpia no limite

nao relativistico. Portanto,

W(p) = —1In [1 + (FK_FJ pH] , (0;S=0) (4.87)

onde usamos a func¢do U(p) da equagdo (4.9) (fluido isentrépico/fluido perfeito politré-
pico).

No caso politrépico geral, podemos usar que € = p(1 + U(p)) e a equagdo (4.20) para
U(p) para escrever a integral (4.85) como

. p TKp' 'dp
(p) - _/ / KI'\ /I IPNINN
P+ (F_J P +CK'"p

(4.88)

Com isso, vemos que os indices politropicos referentes as propriedades térmicas da matéria
(C e I'), que nao tinham influéncia dindmica no caso Newtoniano, atuam de maneira
efetiva no tratamento relativistico. Se, por outro lado, adotédssemos a convencido P = Ke'
para um fluido politrépico relativistico eles permaneceriam inécuos, pois essa equacao de
estado por si s6 ja seria uma equagao barotrépica, do tipo P = P(g).

O integrando de (4.88) acima é uma funcao racional e, para quaisquer valores dados
das constantes politropicas, pode ser integrado por fragoes parciais. Em particular, se
I =T obtemos

W(p) = — (1 + OK;;{”) h In [1 + (FK_Pl + CK”) p“] , (I=T). (4.89)

Definindo entao o potencial rotacional

L Q(L)dL
F(L)=- # (4.90)
1— Q)L
de tal forma que 0;F = — fl_a;i, a equagao de Euler (4.76) é escrita como
7O denominador que aparece na definicio de W pode ser escrito em termos da entropia relativistica
h:
h:1+U+£ = ph=¢+P = &«W:—&P.
p ph
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o que pode ser imediatamente integrado:
Wir,z) =U(r,z) + F(r, z). (4.92)

Como j = L/(1 — QL), equacao (2.114), vemos que L = L(Q2) = j = j(2). Entao, a
equagao de Euler pode ser integrada também na forma (4.77):

Q
W= —InA+ / H(Q)dSY. (4.93)

4.4.4 Forma das superficies equipotenciais

A construgao de um toro relativistico pode ser feita no caso em que as func¢oes métricas
sao conhecidas, ou seja, desprezando os efeitos de autointeragao gravitacional. Nesse caso,
escolhida uma forma L(r, z) para a distribuigdo de momento angular, o potencial efetivo
U(r, z) e o potencial rotacional F(r,z) sdo determinados.

Por meio das equagoes (2.90), (2.111) e (2.114) vemos que se as fungdes métricas sao
dadas o momento angular L(r, z), a velocidade v(r, z), a velocidade angular Q(r, 2) e a
funcao j(r, z) sdo determinadas por uma dessas quantidades apenas. Escrevendo-as em
termos da velocidade temos,

L= m j=~ve™? Q=w+ve? Y, (4.94)

ou ainda em termos do momento angular:

Le®¥ 1 +wl)L Le2—0)
‘ o Udwl) O=wt oo (4.95)

YT e T2 + 20y 1+ wl’

Pode-se entao encontrar facilmente todas as superficies equipotenciais pelo seguinte pro-
cedimento:

i) Especificar a fun¢do L = L(r,z) e entdo encontrar a forma explicita da funcao
F(r,z) por meio da equagao (4.90), com a forma (4.95) para Q; (poderia-se alter-
nativamente apenas especificar uma fungao Q2 = Q(L) — ou L = L(Q) — e integrar
F(L) diretamente, ou mesmo j = j(2), como veremos na secao 4.7, integrando

S ()ds.)

i1) Calcular a forma explicita de U(r, z) por meio da equagao (2.167) (ou alternativa-
mente, calcular A = A(r, z) por meio de (2.91));

iti) Calcular W = W(r,z) usando a equagao (4.92) (ou alternativamente usando a
equagao (4.93)) e entdo, conhecendo a equagao de estado, calcular P = P(r, z).
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Dessa forma, para um campo gravitacional fixo conhecido, as superficies de pressao cons-
tante (equipotenciais, pois W = W(P)) sao determinadas por

W (r, z) = const. (4.96)

Portando, o problema da construcao do modelo do disco estda completamente resolvido,
no caso considerado (desprezando-se a autointeracdo gravitacional).

Para um fluido nao barotrépico a equagao de Euler ndo pode ser integrada diretamente.
Esse caso foi discutido por Jaroszynski et al. [70], que comeca notando que se zg = z4(r)
é a equagao da superficie isobarica P(r, z) = const, entdo obviamente

dz o, P
= — . 4.97
dr 0,P ( )
Utilizando o potencial efetivo na forma da equagao (2.129)
_ 1 it 127 2 oo
U——iln(—g +2Lg"¥ — L°g )
podemos escrever a equagao de movimento a; = (0;f); (2.133) como
o0; P 10;9" — 2L0;9" + L?0,g%%
— % GETLGGT _ (au), . (4.98)

P4+e 2 gt —2Lgtv + L2g¥%

Pode-se entao escrever a equagao de movimento (4.98) duas vezes, uma para ¢ = r e outra,
para ¢ = z, e dividir as duas equagoes, resultando em

oP  0.9" —2L0,9" + L?*0,¢%%
0,P  0.¢g —2L0.g'% + L20,g%%

= —F(r,2). (4.99)

O fato importante aqui é que novamente se a métrica g"” é conhecida explicitamente
em termos de r e z, e assumindo-se ou calculando-se a distribuicdo de momento angular
L(r, z), o lado direito dessa equagao é uma funcao explicita de r e z, denotada por F(r, z).
Combina-se entdao as equagoes (4.97) com (4.99) na forma de uma equacao diferencial
ordinaria,

dz

dr
com o lado direito explicitamente conhecido. Isso pode ser integrado diretamente para se

obter todas as possiveis posi¢oes das superficies isobaricas.

= F(r, z2), (4.100)

4.4.5 Toro com momento angular constante

De forma a ilustrar o modelo, apresento o caso simples de distribui¢cao de momento angular
constante,
L(r,z) = Ly = const, (4.101)
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na métrica de Schwarzschild (2.1)

-1
ds® = — (1 - 22,4 ) dt? + (1 - 2};\,4 ) dR” + R (d6° + sin’ 0d?)
desenvolvido por Abramowicz et al. [8] e Kozlowski et al. [9].

A forma original da métrica de Schwarzschild envolve coordenadas anisotrépicas. A
métrica de um espago estaciondrio axialmente simétrico geral na forma (2.85) esta escrita
em coordenadas isotrépicas (ver se¢cao C.4). Entao, para escrever as fungdes métricas @, 1,
w e A para o espaco de Schwarzschild é preciso escrever a métrica de Schwarzschild acima
em coordenadas isotrépicas, o que foi feito por Eddington [82, p. 93] (para R > 2M):

2R — M\? MN*
ds® = — <2§+M) dt? + <1 + 2R> (dr? + d2® + r2dp?), (4.102)

onde utiliza-se ao invés de R’ uma nova coordenada radial R que é tal que R? = r? 4 2.
Elas sao relacionadas por

M? ‘- M /
R’:R<1+2R> , R:R 5t JZ(R'—2M). (4.103)

Comparando-se a métrica acima com as formas gerais (2.83) e (2.85) temos as seguintes
fungoes métricas:

2R— M
(D(T', Z) = ln <2R—|—]\4> s Ld(?", Z) = O,
M Mr
/\(r,z):2ln(1+2R>, w(r,z):2ln(7‘+2R>,
M? M?

¢(r,z) =In <1_4R2> , B(r, z) :1—4—R2. (4.104)

Para momento angular constante temos que F'(L) = 0, e portanto

Ny

W(r, z) (r,2)
(

= O(r,2z) +Invy(r, 2)
1 M\*( 2R MN?

pelas equagoes (4.92), (2.167) e (4.95) para W, U e v respectivamente.

A figura 4.5 mostra as superficies equipotenciais W = const com Lo = 3,77M para a
métrica de Schwarzschild. As superficies equipotenciais W (r, z) = const < 0 sdo super-
ficies fechadas enquanto que as superficies W (r, z) = const > 0 sdo abertas. A matéria
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w=0 Lms< L< Lmb

wyo

Figura 4.5: Superficies equipotenciais de um disco com Ly = 3, 77M orbitando um buraco
negro de Schwarzschild. Esta é a secao meridional do disco. A topologia das superficies
equipotenciais é a mesma no caso correspondente da métrica de Kerr. (figura retirada de
Abramowicz et al. [8])

pode preencher qualquer superficie fechada, formando um toréide. Perceba que uma des-
sas superficies tem uma cispide no plano equatorial. Kozlowski et al. [9] mostraram que
tipicamente a cuspide existe para qualquer distribuicao estavel de momento angular.

As posigoes do centro do disco e da cispide podem ser encontradas observando que
nesses pontos VW = 0. Isso significa que VP = 0, e o fluido se move livremente pois
nao ha forcas de gradiente de pressao. Ou seja, nesses pontos temos um movimento
Kepleriano:

Lo = Li(r), 2=0. (4.106)

Temos ainda que, como o gradiente da pressao é nulo, a pressdo no centro do disco é
maxima.

A existéncia da cuspide € tipica para qualquer distribuicao estavel de momento angular
simplesmente porque a distribuicao sera estavel se L aumenta com o raio. Dessa forma,
uma distribuicdo de momento angular “geral” pode cruzar a distribuicao Kepleriana tipi-
camente em dois pontos, exatamente como no caso L = const (ver figura 4.6).

Podemos entender melhor a natureza dessa solu¢ao com momento angular constante
examinando o comportamento do potencial W no plano equatorial. A figura 4.7 mostra,
para a métrica de Kerr, esse comportamento que qualitativamente nao depende do para-
metro a da métrica. O valor minimo de W corresponde ao centro do disco (isto é, pontos
em que a pressao é maxima) e o valor maximo corresponde a cispide.
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Lmb

Lm s

Figura 4.6: Momento angular Kepleriano Ly (r) para a métrica de Kerr e a localizagdo
do centro do disco e da ctspide. 7, € rys sA0 08 raios € Ly = Li(rmp) € Lps =
L (rms) os momentos angulares Keplerianos das 6rbitas circulares marginalmente ligada
e marginalmente estavel respectivamente. (figura retirada de Abramowicz et al. [8])
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Figura 4.7: Comportamento do potencial W no plano equatorial, com L = Lo = const,
para varios valores de Lg. A linha tracejada mostra a posigdo de minimo (centro do disco)
e de maximo (cuspide) de W ao longo dos valores de L. (figura retirada de Kozlowski
et al. [9])
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A configuragao de disco é possivel (ou seja, existe o centro) somente quando
L > Ly (4.107)

Para o valor critico L = L,,s o centro e a ctspide estdo no mesmo ponto r,,;. E evidente
que 7,,s € o valor minimo de r para o centro e o valor maximo de r para a cuspide. O
valor minimo de r para a cuspide (e portanto o valor minimo também para a margem
interna do disco) é atingido quando a cuspide é localizada na superficie equipotencial
marginalmente aberta W = 0. Tal situagdo ¢ possivel quando L = L,,;. Dessa forma, as

Figura 4.8: Topologia das superficies equipotenciais. (figura retirada de Abramowicz et al.

[3)
cinco possibilidades topolégicas dos modelos de disco grossos sao as seguintes:

I) Ly < L,,s; Nao sdo possiveis estruturas de disco (figura 4.8a).

IT) Ly = Lys; O disco existe como um anel instével infinitamente fino, localizado no
circulo r = 7,5 (figura 4.8b).

II) Lys < Lo < Ly, Muitos discos sem cuspide sao possiveis, e um disco com cis-
pide(figura 4.5).

IV) Lo = Lp; O cispide esta localizado sobre a superficie equipotencial marginalmente
fechada (W = 0) (figura 4.8c).
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V) Lo > Lyp; O disco ndo tem cuspide (figura 4.8d).

E facil ver da figuras 4.6 e 4.7 que a cispide tem que estar localizada entre a 6rbita
circular marginalmente ligada de uma particula livre orbitando o buraco negro (r,.;) a
6rbita circular marginalmente estavel (r,,s). O mesmo é vélido para a margem interna do
disco:

Tmb < Tin < Tms- (4.108)

Kozlowski et al. [9] d& uma prova formal da condigao r;, > 7, para uma distribuicao de
momento angular estavel e continua. Para essa prova, notemos primeiro que, pelas nossas
convencoes

¢ dt
ds
Portanto, a equacao (2.131) nos mostra que

Q2 >0, A=u > 0, up = un&™ < 0. (4.109)

Q
(?;i) =T al~ —Quluy = Q Auy > 0. (4.110)

Além disso, a equagao (4.92) nos mostra que

e QL
W, :um+/ d (4.111)

Lin 1—QL

pois W,U — 0 no infinito (u; = gyu’ + gr,u? — —u’ — —1). Dessa forma, a integral na
equacao acima ¢ negativa, e portanto

Wi > U, (4.112)

A condicdo L;, > Ly(r;,) é necessaria para o equilibrio (ver figura 4.6). Dessa condigao,
e do fato da derivada de U com respeito a L ser positiva, equagao (4.110), temos que
Ui > Ur(Tin), € portanto

Win > Uy (i) (4.113)

A condicao para a superficie W, ser fechada é 0 > W,,, entao
0> Wiy, = U(rim) <0. (4.114)

Conforme vimos na se¢ao (2.4.5) uma 6rbita Kepleriana de raio r serd ligada se Uy (r) < 0
e nao ligada se Ui(r) > 0. O raio r,,;, da érbita marginalmente ligada é definido por
Uy (rmp) = 0, de tal forma que uma 6rbita Kepleriana serd ligada se r > r,,,. Portanto,
chegamos a conclusao de que

Tin = Tmb, (4.115)

mostrando que nao é possivel qualquer superficie fechada W = const na regiao r < 7.
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4.4.6 Equacgoes de campo para toros autogravitantes

Como visto, o modelo de disco grosso e o problema de se encontrar suas superficies equipo-
tenciais é bem posto e pode ser resolvido de maneria simples quando é possivel desprezar
efeitos de autointeragdo gravitacional do disco. Nesse caso, dada a métrica, a equagao
de estado politropica e a distribuicdo de momento angular, todas as propriedades do
disco podem ser obtidas. O préximo passo agora é considerar um tratamento relativistico
completo, levando em conta todos os efeitos gravitacionais do disco.

De modo geral, efeitos relativisticos em configuracoes de fluidos em rotacao podem ser
considerados basicamente de quatro diferentes maneiras: i) Efeitos de rotagao e efeitos
relativisticos sao levados em conta como uma perturbacao de uma configuracao Newtoni-
ana estatica; ii) Efeitos relativisticos sdo levados em conta como uma corre¢ao de primeira
ordem na gravitacdo Newtoniana, mas sem limitagdo no momento angular; iii) Velocida-
des angulares pequenas, quando a rotacao é considerada como uma perturbacao de uma
configuragao completamente relativistica que nao esta em rotagao; iv) Abordagens numé-
ricas, quando praticamente nao existem limitagoes na magnitude da velocidade angular e
em efeitos relativisticos. Adoto aqui a abordagem iv), com um tratamento numérico das
equacoes.

Para problemas em que o campo gravitacional do fluido pode ser desprezado as equa-
¢oes bésicas sdo somente a equagao da conservagao de matéria (3.61)

V,.(pu") =0

e a equagao (3.113)
v, 1%, =0,

O tensor métrico determina o campo gravitacional criado pela fonte e nesse caso nao é
influencio pelo fluido, ou seja, é pré-estabelecido e nao muda. Quando o campo de alguma
outra matéria ou energia deve ser levada em conta (buraco negro central por exemplo) esses
problemas diferem daqueles em relatividade especial no fato de que o espago-tempo muda
do espaco de Minkowski para um cujo tensor métrico é g,,. Os coeficientes nas equagoes
diferenciais satisfeitas pelas variaveis do fluido s@o em muitos casos mais complicadas que
aqueles que ocorrem na relatividade especial.

No caso em que o fluido pode ser considerado como um fluido ideal, 7, ¢ dado pela
equagao (3.89)

T, = phuyu, + Pg,,.

e as equagoes (3.61) e (3.113) valem em regides onde as varidveis do fluido sdo continuas
e tem derivadas continuas.
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Para problemas em que o campo gravitacional do fluido é relevante o tensor métrico
¢ determinado pelas equacoes de Einstein®

1
R, — QQWR =8 T,,. (4.116)

onde R = R¥, ¢é o escalar de curvatura e R, = R%,,, o tensor de Ricci, calculado a
partir do tensor de Riemann:

Ra,@uu = au]-—‘gﬁ - ayl—‘lo:ﬂ + Fzévl—‘35 - S’YFZB (4117)

As equagbes de Einstein formam um conjunto de 10 equagoes diferenciais parciais nao
lineares de segunda ordem para g,,. Ao se “resolver” essas equagoes juntamente com a
equacao (3.61), precisamos determinar as dez componentes do tensor métrico g, as trés
componentes independentes da quadrivelocidade u* e as duas fungoes termodindmicas
escalares, digamos P e p. A fungdo escalar £(p, P) é a equacgao de estado, que é dada
quando a natureza do fluido é conhecida. E necessdrio entdo resolver as dez equacdes
(4.116) quando nem o lado esquerdo, nem o lado direito sdo dados. Uma abordagem para
se resolver esse problema seria resolver a equacao de conservagao (3.61) em coordenadas
comoveis e assim reduzir as variaveis independentes para g,,, somente.

Um outro método consiste em escolher coeficientes g, apropriados e entao calcular
T,,. Como o tensor de curvatura deve satisfazer as identidades de Bianchi, as equacoes de
conservagao (3.113) sdo uma consequéncia das equagoes de Einstein (4.116), que podem
ser consideradas como uma integral das equagoes (3.113). Esse fato pode ser usado para
determinar as variaveis do fluido quando a métrica é conhecida de outras consideragoes.
Pode-se utilizar a liberdade na escolha do sistema de coordenadas em um problema au-
togravitante para se resolver as equacgoes de conservagao para as variaveis do fluido em
termos das variaveis da métrica e entdo reduzir o nimero de varidveis independentes do
problema. As equagoes de Einstein que permanecem a serem resolvidas sdo equagoes nao
lineares para os coeficientes métricos g,,, .

Em geral as equacoes resultantes sao muito complicadas e um tratamento numérico é
feito. A abordagem que adoto aqui é direta: assumo uma forma para a métrica, a forma
geral para um espago-tempo estaciondrio com simetria axial (2.83), e escrevo as equagoes
de Einstein (4.116), para as quais ambos os lados sdo desconhecidos — fungoes métricas e
variaveis do fluido. Essas equagdes podem entdo ser resolvidas por um método numérico
autoconsistente, em que as equagoes sao resolvidas iterativamente até que uma situacgao
de equilibrio seja obtido (até que as equagoes sejam resolvidas com a precisao desejada).
Descrevo com maiores detalhes o método numérico no capitulo 8.

O tratamento numérico é baseado na projecao das equagoes de campo (4.116) sobre
a tetrada LNRF do observador com momento angular nulo. Ao invés de descrever as

8Para um texto basico em relatividade geral contendo as equagdes apresentadas aqui ver Schutz [83].
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quantidades fisicas por suas componentes coordenadas em cada ponto, elas sao descritas
por suas projecoes na tetrada ortonormal, que sao as componentes medidas fisicamente
no sistema de referéncia do observador local. A vantagem em se descrever processos
fisicos por esse observador é que nesse sistema eles sdo mais simples. Em um sistema
de referéncia como o de Boyer-Lindquist a fisica ndo é simples porque i) o arrasto de
referenciais inerciais se torna tao intenso que o vetor base 8_; da coordenada t se torna
tipo-espago em determinadas regides do espago-tempo, e ii) como a métrica nao é diagonal,
subir e descer indices tipicamente introduz complexidade algébrica.

A simplicidade do referencial localmente sem rotagao é transparecido na simplicidade
matematica das componentes do tensor de Riemann e do tensor de Ricci medidas por
esse observador quando expresso em termos das fungoes métricas na equacao (2.85). Em
particular, a componente

|
R = ¢ " (0w: (¢ — @) = 0:w0, (v — ) (4.118)

¢ um invariante sob transformagoes de Lorentz na dire¢ao ¢. Denotando V =70, + 20,
como o operador gradiente no espaco Euclidiano tridimensional? usual e & = —we?~® a,
velocidade do sistema estacionario (¢ = const < 2 = 0) com relagdo ao sistema LNRF,
entao

e o
Riie = 5 (Vo x Vo) (4.119)

(¥)

Isso é, portanto, uma medida invariante da “rotagao” do espacgo-tempo devido ao arrasto
de referenciais inerciais [84].
As equacoes de Einstein (4.116) podem ser escritas como

R, =81 (T, —9.,7T/2), (4.120)

e R = —8aT, com T'=T*",. Como visto no apéndice B.3, para se obter as componentes
fisicas'® dos tensores, basta contrai-los com os elementos e’(‘a) da tetrada ortonormal:

Rayw = Buweiely;  Two) = Twlh)y; Mo = Iuweia)€)- (4.121)
Portanto, a forma em tetradas das equacoes de Einstein é simplesmente

Ra)p) = 87 (T(a)(b) — N@yw T/ 2) : (4.122)

9Dada a simetria adotada nenhuma quantidade fisica ¢ depende das coordenadas t e ¢, e portanto,
q = q(r, z). Dessa forma, as equagoes diferenciais podem ser escritas de tal forma que (9;q) (com i =7, 2)
& Vg = (0,q)F + (0:9)%.

10Para, subir e descer indices usamos a métrica de Minkowski N(a)(b) = n(@®) = diag(—1,1,1,1).
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A tetrada do LNRF foi obtida no apéndice D, e é dada pelas equagbes D.67:

ey = e 7(1,0,0,w),
ey = €7(0,1,0,0),
ey = €7(0,0,1,0),
e,y = ¢7(0,0,0,1).

Na secao 3.2.6 calculei as componentes em tetradas do tensor energia-momento de um
fluido ideal utilizado a base ortonormal acima — equagoes (3.95):

Ty =7 (VP +¢), Tayp) = =70 (P +¢),

Tip)p) =7 (P +0%), Ty =T = P,

T =T, =—c+3P. (4.123)
Calculando as componentes do tensor de Ricci Ryp) = R(C)(a)(c)(b) e inserindo-as nas

equagoes (4.122) juntamente com as componentes do tensor energia momento acima,
obtemos equagoes diferenciais para as quatro func¢oes métricas w, ®, A e B:

2 I = B e o
Ryw = € B‘V-(BVCD)—?e_ Vw - Vw

(P+e)l+0?
= P 4.124
o ( > 11— ) (4.124)
1 - o
Ry = §T_IB_262(¢_)\)V : (rZBg’e_M)Vw) = —8my*u(P +¢). (4.125)

A equagao para ®(r, ) (4.124) é a prépria equagao de Raychaudhuri para a linha de mundo
do ZAMO. Usando o quadrivetor aceleracgdo do ZAMO ag; = 0;® (equagao (2.170) com
v =19 = 0), e o quadrado do cisalhamento (D.21) das linhas de mundo do ZAMO

1

1 ..
op = gaowao’“’ = ZeZW_q’)e_”Vw -Vw, (4.126)

a equagao (4.124) pode ser escrita como
Vuag = 20’3 + R(t)(t)- (4.127)

Em configuracoes altamente relativisticas e com rapida rotacao o cisalhamento das linhas
de mundo do ZAMO podem predominar sobre os termos de matéria como uma fonte para
o potencial gravitacional relativistico ® [85].

A fungao métrica w(r, z) é determinada pela equagao (4.125). Sua origem é o mo-
mento angular da matéria, pois um campo gravitacional axialmente simétrico nao carrega
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momento angular préprio. Isto pode ser visto da equagdao (4.125): o momento angular
por unidade de volume em coordenadas ¢ [85]

Tt“C“’ (—9)1/2 = —16myv(P + e)TBQeQ(_CHA). (4.128)
A fungao métrica B(r, z) é obtida das equagoes de Einstein R(t)(t) + R(‘p)(w):
— RY ) = R¥,) =r'B~'e™®V - (1VB) = 167P. (4.129)

Como esta equacao é linear em B, é relativamente facil de resolvé-la. Em particular, se a
pressao é efetivamente nula sobre um espago inteiro com topologia Euclidiana, a solugao
para B ¢ determinada de maneira tnica por B = const.

A fungdo métrica restante A(r, z) aparece somente multiplicando termos de matéria
em (4.124), (4.125) e (4.129), de tal forma que se desacopla de w, ® e B no vicuo. Uma
vez que as fungoes w, ® e B sao conhecidas, A\ pode ser encontrada por quadratura por
qualquer combinacao das equagoes de Einstein R,y e R ) — R(z)(»). Definindo a funcao
métrica ¢ = ® + A — equacao (2.84) — a equacdo de Einstein Ry — R(») =) pode ser
escrita como

(Rm(r) - R(z)(z)) e? = r7'9,(+ B (8,B0,¢ — 0.BI.C)
1

128719, (+20,B) + 2 B~10..B — (6,0)’

2 2
1
+ (0.9)% + 17”232674(I> ((@w)Q — (6zw)2)
= 0, (4.130)
e a equagao de Einstein R,y como
Rpyme®™ = 17100+ B (9,B0:¢ + 0.B0,C)
— v 'B719, (r0.B) — 20,80,
1
+ 57’2326’4¢8rw8zw
= 0. (4.131)

Cada uma dessas equagoes é uma equacgao diferencial parcial de primeira ordem para ¢ (e
portanto para \); sua consisténcia é garantida pelas identidades de Bianchi. Os termos
de matéria ndo entram nessas equagoes pela hipotese de um tensor de energia momento
de um fluido ideal.

As componentes nao nulas restantes das equagoes do campo gravitacional produzem
mais duas equagoes elipticas e mais uma equagao diferencial parcial de primeira ordem,
que sdo consistentes com as quatro equagoes acima [85].
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Os operadores operadores diferenciais vetoriais VeV que aparecem nas equagoes
elipticas sao o gradiente e o divergente no espaco Fuclidiano tridimensional, em que r,
z e p sao coordenadas cilindricas. Se esse significado for mantido, as equagoes (4.124),
(4.125) e (4.129) mantém a mesma forma para quaisquer coordenadas x' e 2% cobrindo o
plano perpendicular aos vetores de Killing, com r uma funcio conhecida de z! e 22. As
equagoes (4.130) e (4.131) nado tem uma forma invariante, mas sua nova forma pode ser
obtida da maneira com que as novas coordenadas estao relacionadas com r e z de uma
maneira direta.

Butterworth e Ipser [86] usaram coordenadas esféricas (R,0,p) usuais (tais que r =
Rsinf e z = Rcosf) para manipular as equagoes (4.130) e (4.131) de forma a obter uma
equagao para Jg(:

O = ((1 — 01 +rB9,B) + (6~ (1~ @2)B‘18@B)2>_1
X {;B‘l (r*0%.B — 0o (1 - ©%)0eB) — 2006 B) (—0 + (1 - ©*) B0 B)

+ rB9,B (;@ +OrB 9B+ ;<1 - @2)31893)

+ 23‘1893 (62 + (1 - 0)B'90B) — (1 — 62)rB~'93, (1 + rB~'0,B)

— 0r%0,®)* — 2(1 — ©%)rde®0,® + O(1 — ©2)(9e®)?

— 2(1-©*)r’B'0,B0e®d,® + (1 — ©*)B' 06 B (1*(0,®)* — (1 — 6%)(0e®)?)
+ (1- @2)326_4¢[1@T4(3Tw)2 + ;(1 — 0Hr*Oewi,w

4

—i@u L A2)r2(Bew)? + ;(1 %) B0, Blowd,w

1

—(1-0*B 0B (rP(0w)? = (1 - ©%)(0ew)?)]},  (4.132)

(onde © = cosf), que pode ser integrada diretamente. H& também uma equagao para
Or(, mas ela nao introduz nenhuma informacao nova.
O que fago, no entanto, é definir as quantidades

- 2 2 1 o’e 1 2 2
= = o[(0.0)° - (0.9)] + 5 0r0 = Ouz0l = = (9,w)” = (2:w)?] (4.133)
2= = 200,90,0 + 0,.0 — ;QSe@&nwﬁzw (4.134)

(onde introduzo ainda a fungio métrica o = e®*¥ = rB para simplificar as equacoes) de
forma que as as equagoes (4.130) e (4.131) podem ser escritas como

[1]

o = 8,000 —8,00,C (4.135)
. = 0,00, +0,00.. (4.136)

[1]
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Dessa forma, podemos escrever equagoes para 9, e 9,( como:

1
&«C = = (87~QEO + aZQEX), (4137)
Vol?
1
8ZC = = (87«@ EX - 82@ Eo ) . (4138)
Vol?

A fungao métrica ((r, z) pode entdo ser obtida a partir de uma integral de linha'!

¢(r,2) = / (8,Cdr +.Cdz) = / V¢ dl (4.139)

dada uma condic¢ao de contorno, se as outras fungoes métricas sao conhecidas.

As equagbes (4.124), (4.125), (4.129) e (4.137-4.138) determinam as quatro fungoes
métricas ®(r, z), w(r, z), B(r,z) e ((r, z) a partir da distribuicdo de matéria. As trés pri-
meiras sao determinadas por equagoes elipticas, enquanto que ¢ por equacoes diferenciais
parciais de primeira ordem (ou pela integral de linha (4.139)) envolvendo somente fungdes
métricas.

Por outro lado, a distribuicao de matéria é determinada através das duas equagoes
nao triviais de equilibrio hidrostatico V,T}" = 0, com (i = r, z), que vem a ser as duas
componentes nao triviais da equagao de Euler relativistica (4.76). Esta, por sua vez, pode
ser integrada e escrita como (4.92)

W(r,z) =U(r,z) + F(r, z).

As equagbes (4.124) e (4.125), (4.129), (4.139) e (4.92), mais a equagao de estado € =
e(p,S), formam um conjunto completo de equagdes. No entanto, para resolvé-las sdo
necessarias condigbes de contorno. A equacao (4.92) foi integrada utilizando a condigao
de que P = 0 na superficie da configuracao de matéria. Ja para as equacoes de Einstein
devemos impor condi¢oes sobre o eixo de simetria, no infinito assintoticamente plano e
ainda, quando ha a presenca de um buraco negro, condi¢oes sobre o horizonte de eventos.
As condig¢bes usuais de continuidade sobre os potenciais gravitacionais devem ainda ser
satisfeitas [87].

No limite da coordenada radial esférica R — oo, a condicao de que o espago seja
assintoticamente plano implica que (ver apéndice C.5)

® w,(—0, e B — 1. (R — o0) (4.140)

Exigindo que um tnico sistema de coordenadas cubra, de forma suave, toda a hipersu-
perficie tipo-espago t = const, existe uma tnica solu¢do para B(r,z) correspondente a

UUsando df = dr # +dzz.
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uma dada configuragdo de matéria. Fora do disco é possivel fazer B = 1 por uma trans-
formacao de coordenadas, mas dessa forma as coordenadas exteriores ndo se juntam de
maneira suave as coordenadas interiores, a nao ser que B = 1 no interior seja consistente
com a equagao (4.129).

Sobre os eixos de simetria ®, w e B devem ser regulares com gradientes normais aos
eixos nulos. As equagoes (4.137-4.138) garantem entao que o mesmo vale para a fungao
¢ (ou para A). A constante de integragao em ( é fixada pela exigéncia de que o espago-
tempo seja localmente plano no eixo, isto é, que o raio linear de um circulo ao redor do
eixo de simetria, dre*, deve ser igual ao raio circunferencial, Be~®dr. Entdo, sobre o eixo
temos que

e =B, (r=0) (4.141)

o que determina a constante de integracdo em (4.139) para (.

As condigoes de contorno restantes sdo as condi¢oes sobre as func¢oes ¢, w e B no
limite interno do intervalo em R. Se ¢é o caso de nao haver um buraco negro, se aplicam
as condigbes usuais de regularidade na origem (R = 0) de um sistema de coordenadas
esférico.

No caso de um buraco negro estar presente, as condigoes devem estar fundadas sobre
as propriedades gerais de horizontes de eventos estacionarios e axialmente simétricos,
assim com discutido por Hawking [88] e Carter [89]. Sem perda de generalidade, o lugar
geométrico do horizonte pode ser feito uma esfera de raio constante [89]. O valor da
coordenada radial no horizonte,

R =Ry (4.142)

é um parametro livre do buraco negro. Dessa forma é removida a ambiguidade na escolha
das coordenadas associada com transformacoes que deixam inalterada a forma do elemento
de linha (2.83). Quando nao hd um buraco negro, a mera regularidade de B ¢ suficiente
para essa determinacao, pois R = 0 é um ponto singular da equacao para B.

O coeficiente métrico €*® é zero no horizonte (hipersuperficie nula gerada por dois
vetores de Killing). Os coeficientes métricos e?¥/sin?0 e R?e** devem ser funcdes re-
gulares positivas de cosf no horizonte, para que a interseccdo do horizonte com uma
hipersuperficie tipo-espaco tenha uma geometria regular [85]. Com isso concluimos que

R?B? = ) /sin?9 = 0 (4.143)

no horizonte, ou seja, B = 0 (para horizontes nao degenerados).
Carter [89] mostrou que certas quantidades sdo necessariamente constantes sobre o
horizonte. Umas delas é a velocidade angular do buraco negro,

Wy EW|R=RH- (4144)
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Outra delas é a quantidade x, que é a aceleracao gravitacional (redimensionada) do ZAMO

2

no horizonte. Usando ag; = 9;® e ay’ = e **ay; (equagoes (2.170) com v = vy = 0 e (2.98)

respectivamente) a aceleragao real sentida pelo ZAMO é
(a,a")/? = e ((0,9)° + (0.9)2) " (4.145)

A aceleracao fisica é dada por unidade de tempo préprio do ZAMO. Quando ela é redi-
mensionada por um fator e® para ser dada por unidade de tempo da coordenada temporal
(tempo préprio no infinito), seu limite no horizonte é

kg =e (836‘1))’ (4.146)

R=Ry’

que é uma constante, independente de 6.

O buraco negro tem dois parametros livres que o determinam, que devem ser especi-
ficados juntamente com a distribuicao de matéria ao redor do buraco negro. Os valores
desses dois parametros podem ser considerados como parte das condi¢ées de contorno so-
bre o horizonte. E conveniente usar Ry como um desses pardmetros. O outro pardmetro
poderia ser wy ou ky. Bardeen [85] argumenta que pode ser conveniente ainda usar a
area superficial do buraco negro.

Resumindo, as condigoes de contorno no horizonte de eventos para as equagoes (4.124),
(4.125) e (4.129) sao:

e? =0, W= wy, B =0. (R = Rpy) (4.147)

As condigoes de regularidade seguem naturalmente da solugdo das equagbes com essas
condic¢oes de contorno.
Em termos da massa M e do momento angular por unidade de massa a da métrica de
Kerr, os parametros do horizonte de um buraco negro de Kerr sao [85]
1 1/2
Ry = 5 (0 —a)”,

2
a

oM (M + (M2 — a2)172)’

(MQ . a2)1/2
= . 4.148
T O9M(M + (M2 — a2)172) (4.148)

wg =

4.5 Solucoes analiticas

4.5.1 Introducgao

Nas secoes (4.3.4) e (4.4.5) apresentei modelos analiticos de toros, descritos por fluidos em
equilibrio hidrodindmico com uma distribuigdo de momento angular simples (constante),
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no ambito das teorias Newtoniana e relativistica respectivamente. Esses modelos anali-
ticos s6 sao possiveis de serem obtidos de maneira simples na hipotese da autointeragao
gravitacional do disco ser desprezavel. Ao se levar em conta os efeitos gravitacionais, o
problema se torna um problema de fronteira livre, pois existem condigoes de contorno
a serem aplicadas na superficie do disco, que é desconhecida, e que deve ser obtida em
conjunto com sua estrutura interna.

O estudo de figuras de equilibrio de corpos fluidos em rotagdo sob influéncia de seu
campo gravitacional é relevante para se entender a forma e a estrutura de estrelas e
planetas. Desde o inicio do desenvolvimento da gravitacao de Newton se tém procurado
solugoes de fluidos autogravitantes em equilibrio hidrodindmico (em geral com topologia
esférica), e grandes nomes da ciéncia se dedicaram a procura de tais solugoes, dentre
eles Newton, Maclaurin, Jacobi, Liouville, Dirichlet, Dedekind, Riemann, Poincaré, F.W.
Dyson, Kowalewskaja, H. Cartan, Linchtenstein e Chandrasekhar.

A procura por estruturas toroidais é mais recente, e se deve a descoberta de que tais
sistemas podem estar presentes em alguns cenarios astrofisicos. Hoje em dia acredita-se
que sistemas compreendendo discos grossos ou toros de acrecao relativisticos ao redor de
buraco negros sdo comuns no universo (ver comentério na introdugao 1.3 e referéncias).

Mesmo na gravitagao Newtoniana o problema ¢ dificil, e solugoes analiticas sao escas-
sas. Em geral um tratamento numérico é necessario. Apesar do grande esforco, ainda nao
foi possivel explorar o espectro completo de solugoes Newtonianas — sem contar as relati-
visticas — mesmo restringindo-se ao caso de simetria axial e estacionariedade. Contudo,
ja existe um estudo do espectro de solugoes relativisticas para de fluido homogéneo em
rotacdo uniforme (ver Ansorg et al. [90]).

Para um texto detalhado de figuras relativisticas de equilibrio ver Meinel et al. [91]
e Friedman e Stergioulas [92]. Uma referéncia bésica para caso Newtoniano é Chandra-
sekhar [93].

4.5.2 Solucoes Newtonianas

Solugoes analiticas sao possiveis quando se tém um bom chute da forma da superficie.
As solucoes analiticas existentes se utilizam desse fato, como a solu¢ao para rotacao nula
(simetria esférica), para o limite de um disco fino, ou ainda para os esferoides de Maclaurin
(elipsoides de rotagao).

Foi demonstrado Jardetzky [94] que a esfera é a tinica solu¢ao do problema de equilibrio
hidrostatico para um fluido em repouso no espaco tridimensional. No entanto, o problema
complica enormemente se a esfera estd rodando rigidamente ou de forma diferencial, e/ou
se é perturbada magneticamente ou por forcas de maré. Mesmo para o caso mais simples
de um fluido homogéneo com rotagao uniforme essas solu¢des nao sao faceis de serem
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encontradas (Zharkov e Trubitsyn [95, p.222]).

No caso de um disco fino o problema se torna um problema de valor de contorno
e se simplifica enormemente, bastando apenas resolver a equacao de Laplace com as
condi¢oes de contorno dadas. Para cada funcao descontinua no plano do disco e que
tenha o Laplaciano nulo, temos uma distribuicao de densidade sobre o plano satisfazendo
as equagoes dadas. Algumas dessas solugdes podem ser encontradas em Binney e Tremaine
[96] (1987).

Em 1742 MacLaurin [97] mostrou que para um fluido homogéneo com rotagao uniforme
(velocidade angular constante) lenta (abaixo de um valor critico), ha duas solugoes com
superficies esferoidais, uma quase esférica e outra muito achatada, e que acima de uma
determinada rotacao critica €2, ndo ha figuras de equilibrio esferoidais. Ele encontrou

a seguinte relagao entre a excentricidade € do elipsoide de revolucao e a velocidade angular
Q:

02 6
— = =V 1 —€earcsine — — (1 - 62) . (4.149)
T € €2

Conforme a rotagao é diminuida a solucao achatada se aproxima de um disco de didmetro
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Figura 4.9: Velocidade angular dos elipsoides de Maclaurin em funcao de sua excentrici-

dade.

infinito, enquanto a outra, de uma solucao esférica (ver figura 4.9).

Por quase um século se pensou que os esferoides de Maclaurin fossem as tinicas con-
figuragdes de equilibrio possiveis para corpos fluidos homogéneos em rotagao uniforme.
Porém, em 1834 Jacobi [98] provou que também hé solugoes elipsoidais com trés eixos
diferentes (ndo axissimétricas) para rotagoes lentas, chamados de elipsoides de Jacobi, e
que para determinada rotacao, ela coincide com os esferoides de Maclaurin. Em 1860
Riemann [99] mostrou que os elipsoides de Jacobi sdo uma classe especial de uma fami-
lia muito mais ampla de configuragoes elipsoidais de equilibrio, chamadas de elipsoides
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de Riemann. Em 1885 Poincaré [100] mostrou que os elipsoides de Jacobi sdo de fato
as configuragoes preferidas de fluidos em rotacao por possuirem a mais baixa energia de
rotagdo por massa e momento angular fixos. Poincaré encontrou que, no limite de um
anel (razao - entre raio interno e raio externo tendendo a 1) existe uma solu¢do com
velocidade angular

02 1 A2 16 Z-
— = - (1 — T) In —  para Y (4.150)
o 4 Te 11— Te

Dyson [101] obteve entdo uma expansao de quarta ordem desses anéis homogéneos com
simetria axial e rota¢do uniforme (com secao circular). Em 1971 Bardeen [102] fez a
conjectura, que foi mostrada posteriormente por Eriguchi e Sugimoto [103] (1981), de que
os anéis de Dyson sao conectados parametricamente aos esferoides de Maclaurin.

Para valores altos o suficientes de €2 sabemos que um fluido nao pode estar em equilibrio
(forga centrifuga grande o suficiente para vencer a atragdo gravitacional e a pressao). Ao
valor limite da-se o nome de limite de perda de massa, que ocorre quando a superficie do
fluido gira com a mesma velocidade angular de uma particula teste nesse ponto (velocidade
angular Kepleriana). A forma geométrica correspondente do fluido possui uma cuspide
nesse ponto.

4.5.3 Solugoes relativisticas (casos limite)

Algumas poucas solucoes da formulacao relativistica se baseiam no fato de que o problema
se simplifica enormemente em certos casos limites:

1. no limite Newtoniano, onde se tem um potencial gravitacional satisfazendo a equa-
¢do de Poisson: o limite Newtoniano é atingido quando sao satisfeitas as seguintes
condigoes: 1) A métrica difere muito pouco da métrica de Minkowski; ii) a velocidade
de rotacao é muito baixa comparada a velocidade da luz; iii) e a pressao é pequena
comparada a densidade de massa-energia. Nesse caso temos as solu¢oes encontradas
no calculo Newtoniano como solugoes limites para a formulacao relativistica.

2. o limite estatico (sem rotagao), em que se tém simetria esférica e o sistema de equa-
¢oes diferenciais parciais se torna um sistema de equagoes diferenciais ordinarias: a
solucao global das equagoes de Einstein descrevendo um fluido perfeito esférico de
densidade de massa-energia constante foi encontrada por Schwarzschild (1916), que
¢ dada pelas chamadas solucoes interna e externa de Schwarzschild.

3. o limite de disco fino, onde um problema de valor de contorno para as equagodes no
vacuo pode ser formulado: a formulacao relativistica de um disco infinitamente fino
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em rotac¢ao uniforme conduz a um problema de valor de contorno para a equagao de
Ernst, que pode ser resolvido pelo chamado “método inverso”. Uma solugao aproxi-
mada desse problema foi encontrada por Bardeen e Wagoner [104] 1971, resolvendo
numericamente a expansao post-Newtoniana até altas ordens. A solucao exata foi
encontrada em 1995 por Neugebauer e Meinel [105], que confirmaram muitas das
predicgoes feitas no trabalho anterior. A ideia estd em se descrever o limite de disco
fino do fluido como um problema de valor de contorno das equagoes de vacuo de
Einstein com condic¢oes de contorno derivadas das equagoes de campo de dentro do
fluido, que degenera para um disco circular.

4. existe ainda o limite ultrarelativistico, quando o corpo degenera para um buraco
negro: Meinel [106] (2006) mostrou que uma condigdo necesséria e suficiente para a
existéncia de uma transicao paramétrica continua entre um fluido estacionario para
um buraco negro é que M — 2QJ — 0, onde M, J e {2 sdo a massa e momento
angular do buraco negro, e velocidade de rotacao do fluido, respectivamente. Uma
consequéncia direta disso é que tal limite sempre leva a um buraco negro de Kerr
com rotacao maxima (J = M?), e Q se torna a velocidade angular do horizonte de
eventos.

4.6 Solucoes numéricas

Ao longo de muitos anos, e depois do trabalho de muitos, o estudo numérico de figuras
de equilibrio se fez de maneira muito extensa, mas pode-se dizer que o quadro qualitativo
geral foi desenhado por Eriguchi e Hachisu nos anos oitenta, em conjunto com o trabalho
de outros. Na secdo 5.1 apresento a evolugdo dos métodos numéricos utilizado nesses
trabalhos.

O quadro qualitativo geral obtido é o seguinte: ao se mover ao longo da sequéncia
de Maclaurin de fluidos elipsoidais homogéneos, axissimétricos, com rotagao uniforme e
massa e densidade fixas, comegando com uma configuracao sem rotagao e prosseguindo
em direcao ao aumento do momento angular, encontra-se primeiro o ponto de ramificagao
de Jacobi, onde os elipsoides se tornam instaveis com relagao a primeira perturbagao nao
axissimétrica (veja, por exemplo, Chandrasekhar [93]). A sequéncia de Jacobi bifurcando
nesse ponto conduz a outras ramificagoes, em particular para a sequéncia em “forma de
pera” (veja Eriguchi, Hachisu e Sugimoto [107] 1982b). Seguindo pelo ramo de Maclaurin
chega-se aos pontos de bifurcagao das sequéncias nao axissimétricas (veja figura 4.10) em
forma de “tridngulo”, “quadrado” e “amonite” (Chandrasekhar [93], Eriguchi e Hachisu
[108] 1982a), antes de se chegar a primeira sequéncia axissimétrica bifurcando a uma
excentricidade €; = 0,98523 (Chandrasekhar [109], Bardeen [102]). Como conjecturado
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por Bardeen [102] (1971), e confirmado por Eriguchi e Sugimoto [103] 1981, as estruturas
nessa sequéncia se apertam gradualmente no centro até que eventualmente formam as
configuragoes em forma de anel estudadas por Dyson.

Jacobi
ellipsoid

Binary mass Binary mass
ratio =3 ratio =10

Concave Hamburger Pear shaped

Figura 4.10: Algumas formas de figuras de equilibrio sem simetria axial. Algumas figuras
bifurcam de pontos de instabilidade da sequéncia de Maclaurin (axissimétrica), onde ha
uma quebra esponténea de simetria (veja figura 4.11). (figura retirada de Horedt [71])
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Figura 4.11: Diagrama do momento angular adimensional versus velocidade angular adi-
mensional para configuragdes hidrodinamicas com densidade constante. Os circulos pe-
quenos no final das curvas denotam o término de sequéncias de estados de equilibrio
devido a perda de massa pela superficie, ou — no caso de bindrias com massas diferentes
— devido ao fluxo de massa de uma para a outra. O término de sequéncias binarias é
localizado na linha tracejada. (figura retirada de Horedt [71])

Uma outra conjectura, ainda nao confirmada, de Bardeen 1971 diz respeito a uma
sequéncia axissimétrica de configuragoes com “bojo central”, também bifurcando em ;.
Ansorg et al. [110] de fato encontraram essa sequéncia, que deve ser considerada uma
continuagao da sequéncia dos anéis de Dyson além dos elipsoides de Maclaurin e que
termina em um limite de perda de massa (o outro extremo da sequéncia segue até anéis
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arbitrariamente finos — com razao entre o raio interno e externo préxima de 1). Contudo,
a forma das superficies dos corpos fluidos correspondentes nao geram uma regiao com
“bojo central”, tendo na verdade uma aparéncia mais como uma “forma de lente”.
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Figura 4.12: Secao transversal de configuragoes pertencendo a sequéncia €; (coluna da
esquerda) e a sequéncia €; (coluna da direita). As figuras hachuradas correspondem as
configuragoes de Maclaurin. (figura retirada de Ansorg et al. [110])

A préxima sequéncia axissimétrica bifurcando da sequéncia de Maclaurin, o primeiro
ramo ‘“nucleo-anel”; ocorre em €; = 0,99375. Da mesma forma, ha uma sequéncia bifur-
cando em €3 = 0,99657, tendo em um de seus extremos um limite de perda de massa, e
segue além da sequéncia de Maclaurin terminando na formacgao de um sistema de “dois
anéis” (ver figura 4.12).

O mesmo quadro qualitativo se repete ao seguir para pontos de bifurcagao axissimé-
tricos mais altos em e¢; = 0,99784, €5 = 0,99851 etc., os quais hd um ntmero infinito,
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acumulando em e = 1 [102]. Iniciando no limite de perda de massa, as sequéncias seguem
em direcdo a sequéncia de Maclaurin e além, levando eventualmente a formacao de um
sistema “nucleo-anel” e “dois anéis”. Continuando o processo além da formacao de um
sistema de dois corpos, o sulco externo deve também se cortar, gerando eventualmente
um sistema “multi-corpos”, consistindo de um nicleo e anéis ou somente anéis.

Dado o que foi descrito acima, percebe-se que o espaco completo de solugdes é muito
rico e contém um numero infinitamente grande de sequéncias Newtonianas que ramificam
da sequéncia de Maclaurin (observe grande parte do espago de solugoes na figura 4.11).
Ao considerar essas configuragoes no ambito da relatividade geral pode-se imagina a total
complexidade do espago de solugdes nesse caso. Ansorg et al. [111] estenderam o estudo de
anéis de Dyson para esse caso da gravitacao relativistica. Ao se afastar de configuragoes
Newtonianas, observaram efeitos relativisticos tipicos como a formacao de ergosfera e a
transicdo para um buraco negro de Kerr extremo (rotagdo maxima).

Em 2004 Ansorg et al. [90] fizeram um estudo completo do espaco de solugoes para
um fluido homogéneo em rotacao uniforme no ambito da relatividade geral. Suas consi-
deracoes numéricas nao excluem a possibilidade da existéncia de solu¢des desconhecidas,
porém elem sugerem que as classes apresentadas cobrem todo o espago de solugoes (veja
figuras 4.13 e 4.14).

Eles descobriram que o espago de solugoes consiste de um nimero infinitamente grande
de classes de solugoes disjuntas. Dentro dessas classes (que sao subconjuntos bidimensio-
nais do espago de solugoes), segoes especificas das sequéncias Newtonianas acima formam
curvas limites particulares. Uma consequéncia dessa estrutura de classes é que qualquer
sequéncia continua de solugoes relativisticas comecando em um corpo esférico e estatico
e seguindo pela classe esferoidal associada, nao é conectada ao regime de configuragoes
com forma toroidal. Ao invés disso, tais sequéncias eventualmente levam a um limite de
perda de massa ou um limite de pressao central infinita. Tomando as solugoes dos anéis de
Dyson no regime relativistico encontra-se a chamada classe toroidal, que é disjunta com
respeito a classe esferoidal. Em contraste com a classe esferoidal, ela possui sequéncias
continuas de solugoes relativisticas que levam a toros finos.

Anéis com outras equagoes de estado foram ainda estudados por Fischer et al. [112]
(equagoes de estado politrépica e gés de Fermi completamente degenerado) e Labranche
et al. [113] (matéria estranha: fluido formado por quarks up, down e strange).

Os trabalhos acima descritos foram desenvolvidos para fluidos com rotacao rigida
(uniforme). Ansorg et al. [114] fizeram entdo um estudo das mudangas sofridas pelo
espaco de solucoes devido ao perfil de rotagao. O perfil de rotacao utilizado é o mais
amplamente aplicado em relatividade geral, que foi introduzido por Komatsu et al. [115]
1989 (equacao (4.151), que apresento na se¢ao a seguir), e que permite ir de rotagao rigida
até perfis de rotagao com altos gradientes a partir de um parametro A. Eles descobriram
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Figura 4.13: O quadrado da velocidade angular normalizada versus a razao A = ry/re
dos raios para curvas limites das trés primeiras classes; r1 = raio polar; r9 = raio equatorial
para o caso esferoidal (com € = /1 — A?) e r; = raio interno; ro = raio externo para o caso
toroidal. (figura retirada de Ansorg et al. [90])

que aparecem alguns valores criticos de A em que ocorre a fusao de classes tipicas. Esse
resultado mostra que a introducao de diversas classes disjuntas, inicialmente assumidas
para caracterizar o espago de solugoes correspondendo a rotacao uniforme, somente tem
sentido para rotagao diferencial suficientemente pequena. Além disso, esses valores criticos
dependem sensivelmente da equacao de estado.

Todos os trabalhos acima citados contemplam fluidos em equilibrio hidrodinamica sob
a acdo somente de seu proprio campo gravitacional. Ao se inserir o campo gravitacional
de um objeto central (em geral um objeto compacto como um buraco negro ou estrela de
néutrons) o cenario é muito menos claro, e os trabalhos se voltaram principalmente ao
estudo da estabilidade e da possibilidade de existéncia de tais objetos do que de outras
propriedades de solugoes de equilibrio.

Bodo e Curir [116] obtiveram numericamente discos grossos autogravitantes em equi-
librio hidrodindmico ao redor de um objeto central (buraco negro, usando um potencial
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aparecem, elas sao representadas por linhas tracejadas. (figura retirada de Ansorg et al.

[90])

pseudonewtoniano) no Ambito da gravitagdo Newtoniana, e analisaram a influéncia da au-
tointeragao gravitacional nas propriedades globais do disco. Consideraram o disco como
sendo um fluido politrépico geral, resolvendo a equacao de Poisson e a equagao de equili-
brio hidrostatico separadamente e iterativamente, até que a convergéncia fosse obtida.

Nishida e Eriguchi [11] resolveram numericamente, pela primeira vez em relatividade
geral, o problema de um toro com rotagao diferencial (ndo uniforme) ao redor de um bu-
raco negro, usando uma formulacao integral das equacoes de Einstein. Eles consideraram
o toro como sendo um fluido politrépico perfeito e uma prescricdo de um tinico parametro
para a lei de rotacdo (equagao (4.152), conforme discutiremos na se¢do 4.7). Os métodos
usados (hé cerca de vinte anos atrds) ndo permitiram uma precisao suficiente para des-
crever completamente o impacto da distribuicao de matéria sobre o buraco negro, e ainda
os autores se enganaram ao fazer conjetura incorretas a respeito da forma de um buraco

negro com momento angular nulo [117].

Em 2005 Ansorg e Petroff [117] utilizaram um cddigo pseudoespectral para estudar o
problema de anéis homogéneos (densidade constante) com rotac¢ao uniforme ao redor de
buracos negros. Analisaram a influéncia da matéria nas propriedades do buraco negro e
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verificaram como a forma do horizonte se desvia de seu valor nao perturbado.

Shibata [118], utilizando o chamado método da puncao (puncture framework), consi-
dera um fluido perfeito com uma equacao de estado politropica e densidade de momento
angular arbitraria. Os modelos assim gerados servem como dados iniciais para codigos
de evolugao temporal desenvolvidos dentro do mesmo formalismo (e.g., Montero et al.
[119], Shibata e Sekiguchi [120]).

Stergioulas [16] obtém ainda modelos com momento angular constante, em que o toro
preenche exatamente o 16bulo de Roche (ver discussdo na segdo 4.1.4). Seus modelos
foram usados como estados iniciais por Korobkin et al. [121] em estudos de estabilidade.

4.7 Distribuicao de momento angular

Dado o que foi exposto na se¢ao anterior, o caso de um fluido com rotagao uniforme é
bem compreendido, havendo estudos do espaco completo de solucoes de equilibrio hidro-
dindmico, principalmente na auséncia de um corpo central. A situacdo nao é a mesma
para toros autogravitantes com rotacao diferencial, e ainda mais no caso de haver um
buraco negro central. Veremos abaixo parametrizacoes apropriadas para a distribuicao
de momento angular ao se introduzir rotacao diferencial no disco.
O perfil de rotacao mais amplamente difundido em relatividade geral foi introduzido
por Komatsu et al. [115]:
7(Q) = A2(Q. — Q). (4.151)

onde A é uma constante positiva e (). é a velocidade angular no centro do sistema de co-
ordenadas. Essa é uma escolha simples que se mostrou conveniente computacionalmente.

Aqui a distribuicao geral de momento angular é determinada especificando-se a quanti-
dade j = u,u’ =7 e?™" (equacgio 4.94), que é uma quantidade que se reduz ao momento
angular no limite Newtoniano. Especificar j(£2) determina a funcao (L) (de acordo com
as equagoes 4.95). Apesar da escolha de j(2) ser arbitraria, o critério de estabilidade deve
ser observado nessa escolha.

Devemos notar aqui que €. depende implicitamente do valor de A. Calculando o valor
de j em termos de Q (por meio das equagoes 4.94) temos que

(Q —w)r’B%e1?

2 _
AT - Q) = 1 —(Q —w)2r2B2e—1®"

(4.152)

Essa relagao implica que a velocidade angular no eixo de rotagao (r = 0) deve ser igual a
Q..

Quando A — oo a lei de rotagao acima se reduz ao caso de rotagao rigida Q — ..
Quanto menor a constante A, também chamada de parametro de rotag¢do, maior é o “grau”
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de rotagdo diferencial. Para valores pequenos de A (A — 0), podemos ver que Q — w.
Isso levaria a condicao absurda de que o potencial de arrasto é igual a velocidade angular
mesmo se a gravidade é fraca. Podemos ver que se {2 > w em algum ponto do espago (i.e.,
se o fluido ndo estd completamente em repouso), o lado direito da equagao (4.152) nao é
nulo. Portanto, conforme A — 0, a seguinte relagdo deve valer:

Q. —Q~1/A% (4.153)
Fazendo j — Qr?, o limite Newtoniano do perfil de rotagio (4.152) pode ser escrito como

Q A?

Quando A — oo, isso se aproxima da rotacao rigida, com dito acima. Quando A — 0,
temos que Q/Q. — A?/r?, ou seja, temos um perfil de rotagdo com momento angular
J — Qr? constante (exceto perto do eixo de rotagao). Esse perfil rotacao satisfaz o critério
de Rayleigh para estabilidade dindmica local com perturbacoes radiais axissimétricas, isto
¢, 7 nao deve diminuir com o raio.

Jaroszynski et al. [70], por outro lado, apresenta argumentos bastante gerais mostrando
que a distribuicao do momento angular especifico deve variar entre dois extremos: L =
const e aquele para o qual ) = const. Esses dois casos, juntos com o caso Kepleriano
L = Li, devem ser considerados como casos fundamentais em discussoes referentes a
distribuicao de momento angular.

Para regioes longe do buraco negro r > rg os argumentos sao bem conhecidos (ver
Frank et al. [40] 2002), e junto com numerosas simulagdes numéricas mostram que tipica-
mente (no caso estacionario e sem ondas de choque) o momento angular especifico deve
ser levemente sub-Kepleriano L(r, z = 0) &~ Lg(r). H4 um sélido consenso nesse ponto.

A situagao perto do buraco negro é menos clara porque nao ha conhecimento suficiente
sobre a natureza da tensao em operacao na parte mais interna, isto é, aproximadamente
entre o horizonte de eventos e a ISCO. Formalmente, considera-se dois casos ideais extre-
mos, dependendo se a tensao ¢ muito pequena ou muito grande.

No primeiro caso, a tensao quase nula implica que o fluido esta quase em queda livre,
e portanto o momento angular é praticamente constante ao longo das linhas de fluxo.
Isso implica que L(r,z = 0) &~ const. Essa ¢ a situagao tipica para discos finos (Shakura
e Sunyaev [37] 1973) e discos slim (Abramowicz et al. [122] 1988). No segundo caso,
imagina-se que ocorra uma instabilidade muito forte quando d€2/dr # 0. Isso deve forgar
o fluido na direcao de um estado marginalmente estavel 2 = const. Esta situacao é
relevante para ADAFs (Narayan e Yi [43]).

Considerando isso, Qian et al. [36] sugerem uma distribuigdo de momento angular fisi-
camente flexivel e realistica que se assemelha a resultados de simulagoes. Essa distribuigao
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é escrita na formas:

8
L(R,0) = Lo (Lk(R)> sin?" ¢ para R > Ry
8
— I (m) sin%" 6 para R < R, (4.155)

A constante Ly é definida por Ly = 1L, € Liys = Li(Rpns). Dessa forma, ha trés
parametros livres adimensionais no modelo: (5,v,n). Seus intervalos sao,

0<p<, -1<y <1 1 <1 < Mag- (4.156)

A fungdo Li(R) é o momento angular Kepleriano no plano equatorial, 0 = 7/2, € npee =
A figura 4.15 mostra sequéncias de modelos de Qian et al. [36] calculados a partir de
diferentes escolhas de 8 e 7, com 1 = Nq, fixo, para a métrica de Schwarzschild.

Figura 4.15: Superficies equipotenciais, para 17 = 7,4 = 1,085. As linhas correspondem
a f = (0,0), (0,9) e (0,99) de cima pra baixo. As colunas correspondem a v = (0,0),
(0,1), (0,5) e (0,9) da esquerda pra direita. O canto superior esquerdo mostra um toroide
Polish doughnuts “padrao”. O canto inferior direito mostra um disco quase Kepleriano
no plano equatorial, envolto por um envelope de momento angular muito baixo. (figura
retirada de Qian et al. [36])
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Capitulo 5

Técnicas numeéricas

Nesse capitulo introduzo as técnicas numéricas e motivo as escolhas que fiz na imple-
mentagao do cédigo numérico, que estao relacionadas as dificuldades que se apresentam
nessa implementacao, a saber: i) o problema de fronteira livre; ii) a existéncia de pontos
singulares em um sistema de coordenadas adaptado a um disco (utilizado nos métodos
espectrais); iii) o problema de dominio nao limitado.

Comeco apresentando os trabalhos que ja foram feitos nessa area e sua evolugao histo-
rica, e em sequéncia dou um panorama geral dos principais métodos de resolu¢ao numérica
de equagoes diferenciais parciais. Apresento entao os trés problemas citados e as estraté-
gias que adotei para soluciona-los.

5.1 Evolucao histérica dos métodos numéricos

H&a uma vasta literatura referente a discos de acregao, que em geral sdo tratados como
sendo fluidos ideais. Varios cdédigos numéricos foram desenvolvidos com a finalidade de
se calcular esse tipo de estrutura: fluidos autogravitantes em equilibrio hidrodinamico.
Apresento aqui a evolug¢ao dos métodos propostos para a determinacao das estruturas de
equilibrio de sistemas autogravitantes, em que a fronteira nao é conhecida a priori.

O método de James [123] (1964) foi o primeiro a obter sequéncias de equilibrio de
politropos axissimétricos e rotacao uniforme por meio de um computador. Contudo, este
método nao foi capaz de gerar modelos com indice politropico n > 3 e nem modelos muito
achatados.

Pouco tempo apds o trabalho de James dois outros métodos foram propostos, por
Stoeckly [124] (1965) e por Ostriker e Mark [12] (1968). O método de Stoeckly, muito
mais facil de se lidar que o método de James, foi estendido para calcular estruturas de
estrelas relativisticas em rotacao (Butterworth e Ipser [86] e Butterworth [125], 1976) e foi
aplicado também a politropos em rotacao sem simetria axial (Ipser e Managan [126], 1981).

147
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Entretanto, seu método numérico nao funcionou para todos os problemas. Nao foi possivel
obter solugoes para configuragoes altamente relativisticas [12] nem para configuragoes
Newtonianas nao axissimétricas altamente deformadas [126]. Apesar de nao ser claro
a causa dessas limitacoes, quando as equagoes sao usadas em sua forma diferencial, as
dificuldades sao provavelmente devido ao tratamento das condi¢des de contorno.

Outra abordagem foi adotada por Ostriker e Mark [12] (1968), o chamado método do
campo autoconsistente ou SCF (self-consistent field method), em que o potencial gravita-
cional ¢é obtido da equacao de Poisson em sua forma integral, de modo que as condi¢oes
de contorno podem ser incluidas facilmente. Como o método SCF ¢é mais facil de lidar e é
tao poderoso quanto os métodos de James e de Stoeckly, muitos pesquisadores usaram o
método SCF. Esse método permitiu a eles estudar extensivamente estruturas de estrelas
em rotacao (e.g., Bodenheimer e Ostriker [127], 1973). Infelizmente o método SCF nao se
aplica a qualquer problema, o que foi indicado por alguns autores [127, 128]. Para estru-
turas muito achatadas ou configuragbes com um alto contraste de densidade (estrutura
nicleo-halo) o método nao funciona satisfatoriamente, porque o potencial gravitacional
e a equacao de equilibrio hidrostatico nao sao resolvidos simultaneamente, mas iterati-
vamente, com se fossem independentes. Nao ha garantia de que tal esquema iterativo
convirja, e de fato para configuragoes altamente deformadas ou para estruturas com alto
contraste de densidade, o niimero de ciclos iterativos requerido se torna muito alto e no
final nenhuma solugao pode ser obtida, apesar de existir o equilibrio.

Em 1978 Eriguchi [129] prop6s um método diferente para eliminar essas limitagoes.
Em seu método uma equagao do tipo eliptica (equagao de Poisson) é convertida em uma
do tipo hiperbélica usando uma continuacao analitica de uma variavel no plano complexo,
e a estrutura pode ser obtida resolvendo-se um problema de Cauchy, que é muito mais facil
de lidar do que um problema de valor de contorno. O método foi ainda estendido para se
aplicar a politropos relativisticos em rotagao (Eriguchi [130], 1980). Contudo, no método
original haviam alguns erros no tratamento das condi¢des de contorno, que foram corrigi-
dos em 1982 por Hachisu, Eriguchi e Sugimoto [131]. O método revisado, que foi chamado
de método EFGH, dado o nome de seus desenvolvedores (Eriguchi, Fukushima, Garabe-
dian e Hachisu), pdde gerar solugoes para estruturas altamente achatadas e configuragoes
possuindo um alto contraste de densidade. Foram entao obtidos varios tipos de estruturas
para politropos em rotacao, como estruturas nao axissimétricas semelhantes a elipsoides
de Jacobi (Hachisu e Eriguchi [132], 1982). Apesar desse método ter se mostrado muito
poderoso, ele também tem alguns defeitos. Se qualquer das quantidades fisicas como den-
sidade ou temperatura for descontinua em algum lugar o método nao funciona, devido ao
fato de que a solugdo nao sera mais analitica no ponto de descontinuidade.

Eriguchi e Mueller [133] (1985) propuseram um outro método que supera todas as di-
ficuldades mencionadas acima. Nesse método, o campo gravitacional é calculado a partir
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de uma representagao integral da equagao de Poisson como no método SCF (que permite
o tratamento simples das condi¢oes de contorno), e a distribui¢do de densidade é obtida
diretamente com o uso de um procedimento iterativo Newton-Raphson. A equacao de
equilibrio hidrostético para uma lei de rotagao (barotrépica) arbitraria é usada na forma
integral também, e resolvida simultaneamente com a equagao de Poisson. A resolugao
simultanea de ambas as equagoes é necessaria se se deseja calcular o equilibrio de configu-
racoes altamente deformadas, como pdde ser constatado nos métodos mais antigos, que
tratam as equacgoes separadamente.

Com esse método, chamado de SFNR (straightforward Newton-Raphson), eles con-
seguiram obter estruturas altamente achatadas de politropos em rotacdo [133]. Em se
tratando de configuracoes em equilibrio, esse método nao tem limitacoes. De fato, o mé-
todo é muito poderoso, e sua tUnica desvantagem é o seu custo computacional, pois uma
matriz densa grande tem que ser invertida. Para as iteragoes, sao usados os valores da
densidade nos pontos do grid, portanto a ordem da matriz do sistema linear é igual ao
numero de pontos no grid, e ainda a matriz é densa, e nao esparsa.

Hachisu [134] (1986) propds um método alternativo que é tao poderoso quanto o mé-
todo SFNR, mas muito mais eficiente, e muito mais rapido que o SFNR em muitos caso.
O método, chamado de método HSCF, é uma variacao do método SCF, mas sem as limi-
tagoes da versdo original. Se alguns pontos (geralmente dois) da superficie do politropo
sao especificados, o resto da configuracao nao deve distanciar da solucao original, e con-
verge para ela se ela existir [135]. Desta forma sao eliminadas as dificuldades numéricas
dos calculos anteriores de Ostriker e Bodenheimer [136], que especificavam a massa e o
momento angular ao invés de pontos fixos na superficie e a densidade maxima. Com essa
escolha de condicoes iniciais Hachisu estendeu as investigacdes numéricas prévias para
muitas sequéncias de equilibrio novas, que aumentaram consideravelmente a nossa visao
sobre politropos distorcidos em rotagao. De fato, a maioria das figuras de equilibrio ob-
tidas com o método do campo autoconsistente de Hachisu, ja haviam sido encontradas
com precisao similar pela estratégia do plano complexo de Eriguchi [129].

Para uma visao geral comparativa de cada método ver Horedt [71] (2004). Vejamos
agora os codigos numéricos desenvolvidos para a resolucao de sistemas relativisticos. Os
primeiros cédigos foram computados por Hartle e Thorne [137] (1968) na aproximagao de
rotacao lenta. Os primeiros modelos com rotagao rapida foram obtidos por Bonazzola e
Maschio [138] (1971) usando uma formulacao baseada em coordenadas Lewis-Papapetrou
(a versdo cilindrica das coordenadas quase isotrépicas) e aplicando o método do campo
autoconsistente.

Todos os codigos numéricos desenvolvidos desde entdo foram baseados no método do
campo autoconsistente (até surgirem os métodos espectrais mais recentemente). Em 1972,
Wilson [139] usou a formulagao de Bardeen e Wagoner [104] para computar modelos de es-
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trelas com rotacao diferencial sem uma equagao de estado explicita. Em 1974 Bonazzola e
Schneider [140] melhoraram o c6digo de Bonazzola e Maschio e computaram os primeiros
modelos de estrelas relativisticas em rotagao construidos sobre uma equagao de estado ex-
plicita (um gés ideal de Fermi de néutrons). Em 1975, Ostriker e Mark [12], Butterworth e
Ipser [141] desenvolveram um c6digo baseado na formulacao de Bardeen-Wagoner e com-
putaram corpos homogéneos em rotagao [12, 141] bem como politropos [125]. Friedman,
Parker e Ipser [142, 142] (1986, 1989) aplicaram seu método para algumas equagoes de
estado realisticas (isto ¢, baseadas em célculos de microfisica detalhados). Este estudo foi
estendido em 1990 por Lattimer et al. [143] para incluir mais equagdes de estado.

Em 1989, Komatsu et al. [144] desenvolveram um novo cédigo (KEH), também baseado
na formulacao de Bardeen-Wagoner, e o aplicaram a politropos em rotacao diferencial
[115]. Seu método foi melhorado por Cook, Shapiro e Teukolsky [14, 145] (CST, 1992,
1994), pela introducdo da variavel radial s = R/(R + R.,), onde R., ¢ a coordenada
R do equador estelar, para que o dominio computacional se estenda ao infinito espacial
— 0 Unico lugar onde as condig¢oes de contorno sao conhecidas. Em 1995, Stergioulas e
Friedman [146] desenvolveram seu préprio cédigo baseado no esquema CST, melhorando
sua precisao, resultando no famoso cédigo de dominio ptiblico rns .

Em 1993, Bonazzola, Gourgoulhon, Salgado e Marck [147] (BGSM) desenvolveram um
novo codigo usando métodos espectrais, enquanto todos os c6digos anteriores empregavam
diferengas finitas. Este cddigo foi melhorado em 1998 [14, 148] (introduzindo dominios
numéricos adaptados a superficie da estrela) e incorporado na biblioteca LORENE, se
tornando o cédigo de dominio ptblico nrotstar 2.

Em 1998, Nozawa et al. [149] fez uma comparagio de performance detalhada dos
coddigos KEH, rns e BGSM, mostrando que a diferenca relativa entre KEH e BGMS é
somente da ordem de 1072 a 1072. Isto ¢ devido ao dominio computacional finito usado
por KEH, implicando em condi¢bes de contorno aproximadas para um valor finito de R.
Ao contrario, gracas a compactagao espacial, ambos rns e BGSM sao baseados em um
dominio que se estende para R = +oo onde condigoes de contorno exatas podem ser
impostas.

Um novo céddigo espectral multidominio foi desenvolvido por Ansorg, Kleinwachter e
Meinel [13][90] (AKM) em 2002. Ele é muto preciso, resultando em modelos que atingem
até a precisao da maquina. Ele foi usado para calcular sequéncias de estrelas com rotagao
diferencial, com um alto grau de rotacao diferencial, levando a formas estelares toroidais
[114]. Nesse método espectral multidominio o interior e o exterior do corpo sdo mapeados
separadamente em um quadrado. Os campos, assim como a forma da superficie do corpo
sao escritos em termos de expansoes de Chebyshev, cujos coeficientes geram um conjunto

"http://www.gravity.phys.uwm.edu/rns/
2http://www.lorene.obspm.fr/
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de equagoes nao lineares de alta dimensao, que incorporam tanto as equagoes de campo
quanto as condi¢oes de transicao. Esse sistema é resolvido por um método de Newton-
Raphson, e um chute inicial para a solucao é dado pelos esferoides de Maclaurin, que sao
conhecidos analiticamente.

Shibata [118] apresentou uma nova formulagao em que as equagoes de Einstein para as
fungoes métricas, em sua decomposicao 341, sao resolvidas por meio do chamado método
da pungao (puncture framework).

Em 2011 Stergioulas [15] apresenta um método em que as equagoes elipticas para as
fungoes métricas sao invertidas usando fungoes de Green, e as somatorias resultantes sao
truncadas em um nimero maximo de 10 termos. No entanto, sua formulacao apresenta
dificuldades com derivadas de duas fung¢oes métricas, que individualmente divergem no
horizonte de eventos apesar de sua diferenca ser regular. Como cada termo é calculado
separadamente, e devido a erros numéricos do método das diferencas finitas empregado,
nao ha um cancelamento exato dos dois termos. Dessa forma, aceita-se uma certa apro-
ximagao para manter a regularidade no horizonte.

Stergioulas [150] apresenta uma discussao mais extensa dos codigos numéricos, em par-
ticular, uma comparagao entre os cédigos AKM, KEH, BGSM, rns e LOREN E/rotstar.

Atualmente ja existem codigos numéricos que realizam a evolugdo temporal de siste-
mas hidrodindmicos (e magneto-hidrodindmicos) em relatividade geral (e.g., cédigo Nada
[119]), onde ainda estdo sendo introduzidos efeitos de radiagao [120]. Porém, ainda assim
solugoes precisas de sistemas estaciondrios sao necessarias como dados iniciais para tais
simulagdes, bem como em estudos de instabilidade (e.g., Montero et al. [119], Shibata e
Sekiguchi [120], Korobkin et al. [121]). Como h& muito pouco disponivel em dados ini-
ciais para o problema de dois corpos em geral, tais solugoes numéricas sao ainda muito
importantes. Além disso, me parece valido o estudo dos poucos tipos de solugoes fisi-
cas das equagoes de Einstein que podem ser obtidas e trabalhadas (mesmo que apenas
numericamente) com alta precisao.

5.2 Resolucao numérica de equacoes diferenciais par-
ciais

Métodos de elementos finitos constituem uma das mais gerais e poderosas classes de técni-
cas para a resolucao numérica de equacgoes diferenciais parciais e sao amplamente usadas
no design e andlise de problemas em engenharia. O procedimento de elementos finitos
vem a ser, no final das contas, uma técnica de residuos ponderados aplicada a uma série
de expansbes, cada uma sobre apenas uma pequena regiao do espago (um “elemento”).
Quando a técnica de residuos ponderados é derivada diretamente de um principio varia-
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cional, a continuidade das condig¢oes naturais de contorno é satisfeita implicitamente na
fronteira entre os elementos como parte do processo de convergéncia.

M¢étodos espectrais envolvem a expansao da solucao de uma equagao diferencial em uma
expansao ortogonal de alta ordem, cujos coeficientes sdo determinados por uma técnica de
projecao de residuos ponderados. Os métodos tém uma ordem de convergéncia “infinita”
se as fungoes de expansao sao escolhidas apropriadamente. Em outras palavras, a solugao
¢ expandida em uma série de fungoes base ortogonais, a expansao é entao substituida
na equagao diferencial, e os coeficientes da expansao sao calculados por projecao ou por
colocacao. Esses métodos geralmente sao apropriados quando o dominio da solucao tem
geometria simples. Conforme a geometria se torna complexa, os métodos espectrais se
tornam cada vez mais inconvenientes e trabalhosos.

A principal vantagem das técnicas espectrais é a precisao. A principal vantagem do
método dos elementos finitos é a generalidade; os elementos sao tipicamente escolhidos
como no maximo quadraticos, e consequentemente, uma precisao muito boa é obtida
somente a muito custo. A vantagem pratica mais significativa dos elementos finitos é
a capacidade em lidar com dominios com geometria arbitraria. Uma outra vantagem
importante é que a transformacao das equacoes diferenciais em um sistema de equagoes
algébricas é feita de uma forma teoricamente sélida e consistente, e livre de hipotese ad hoc
e aproximagoes numéricas heuristicas. O método dos elementos finitos é construido sobre
uma base tedrica rigorosa. Em particular, para uma certa classe de equacoes diferenciais,
pode ser mostrado que o método dos elementos finitos é equivalente a um método de
minimizacao funcional bem posto.

Os elementos espectrais foram inventados no intuito de se construir aproximagoes de
alta ordem, mais precisas que o método dos elementos finitos, mas que evitassem algumas
das restricoes dos métodos espectrais com um tnico dominio. O método dos elementos
espectrais permite aproximacoes em dominios com geometrias mais complicadas, quando
comparado ao método espectral com dominio tinico, dividindo o dominio do problema em
subdominios nao sobrepostos. Dentro de cada dominio é construida uma aproximagcao
por meio de uma combinacao linear de polindomios ortogonais de alta ordem. Em outras
palavras, o método dos elementos espectrais ¢ uma técnica de elementos finitos de alta
ordem que combina a flexibilidade em lidar com geometrias complexas dos elementos
finitos com a alta precisao dos métodos espectrais. A vantagem do método dos elementos
finitos é que é possivel se obter algoritmos estaveis e de alta precisao com um baixo nimero
de elementos.

O ponto de partida de métodos espectrais polinomiais é a construcdo de uma base
ortogonal para func¢oes quadrado integraveis, de forma a se expandir as fungoes que que-
remos aproximar. Uma forma conveniente de gerar essas bases é usar o teorema de
Sturm-Liouville, que diz respeito ao problema de autofungoes e autovalores conhecido
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como problema de Sturm-Liouville. Algumas escolhas de fungoes de expansao sdo mais
uteis que outras. Uma classe de fungoes sao os polindmios de Jacobi: em particular, as
bases de Legendre e Chebyshev sdo as mais titeis para se aproximar solugdes de equagoes
diferenciais. Essas bases sao ditas expansdes modais ou hierarquicas, porque as variaveis
fundamentais sao os coeficientes da expansao de fungoes ortogonais, ou modos, e o con-
junto de funcgoes base de ordem p — 1 esta contido dentro do conjunto de fungées base de
ordem p. H& uma nocao de hierarquia no sentido em que os conjuntos de expansao de
ordens altas sao construidos a partir dos conjuntos de expansao de ordens mais baixas.
Os polindmios de Lagrange formam uma base nao hierarquica porque consistem de
p+1 polinémios de ordem p, e fornecem uma forma alternativa de representar a solugao em
termos dos valores sobre os pontos do grid, por meio de um interpolante. Uma abordagem
por interpolacao esta relacionada aquela feita por aproximacoes de diferencas finitas, onde
as variaveis desconhecidas sao valores em pontos especificos no espaco. Nas aproximagoes
por diferencas finitas, as derivadas nos pontos do grid sao aproximadas por derivadas
de um polinémio que interpola a solucao no ponto em questao e em seus vizinhos. Da
mesma forma que podemos representar uma série de poténcia (uma forma modal de um
polindémio) como um interpolante na forma de Lagrange ou de Newton, podemos também
representar uma aproximacao polinomial ortogonal por um interpolante através de um
conjunto de pontos, ou valores nodais. Tais aproximagoes sao chamadas de nodais ou
ainda de aproximagoes pseudoespectrais. Aproximagoes nodais sdo intimamente ligadas a
introducao de uma regra de quadratura para manter as propriedades de ortogonalidade
que sao usadas para se encontrar os coeficientes modais. De modo geral, sejam modais
ou nodais, todas as expansoes sao ditas como consistindo de modos de expansao, que
normalmente sao chamadas de fungoes de forma, como em mecanica estrutural.

5.3 Problema de fronteira livre

Conforme citado na introducgao, a dificuldade em se obter estruturas autogravitantes em
um estado de rotagao estacionario se complica pelo fato de nao se tratar de um problema
de valor de contorno usual, mas sim de um problema de fronteira livre, onde a superficie do
toro nao é conhecida a priori, e portanto, deve ser obtida em conjunto com sua estrutura
interna. Vimos que tradicionalmente esse tipo de problema ¢ abordado por meio do método
do campo autoconsistente, proposto por Ostriker e Mark [12]. A equagdo de equilibrio e
a equagao de Poisson sao resolvidas iterativamente, a partir de um estado inicial, até que
a convergéncia seja obtida.

Uma abordagem diferente foi adotada por Ansorg et al. [13], que realizam uma ex-
pansao em série dos campos de forma que o problema como um todo se torna um sistema
algébrico nao linear para o conjunto total dos coeficientes (dos campos e da superficie



154 5.4. SINGULARIDADE DO SISTEMA DE COORDENADAS

desconhecida, também expandida em série), que é resolvido iterativamente a partir de um
“chute” inicial através do método Newton-Raphson.

De qualquer forma, os métodos utilizados na resolucao do problema de fronteira livre
sao métodos iterativos: ou aplicam o chamado método do campo autoconsistente, que
resolve iterativamente a equagao de equilibrio e a equagao de Poisson (e.g., Bonazzola et.
al. [14]), ou geram um sistema nao linear, que é resolvido iterativamente pelo método
de Newton. Diante do carater iterativo de ambas as abordagem, optei pelo método do
campo autoconsistente, o qual apresento na secao 8.2.

Para a resolucao da equagao de Poisson/Enstein, boa parte dos trabalhos ja realizados
utilizam o método dos elementos finitos, no qual o dominio é particionado em pequenos
elementos, e dentro de cada elemento a solucido é aproximada por uma funcao linear
ou quadratica. No entanto, ¢ interessante a utilizacao de métodos espectrais, pois esses
atingem uma convergéncia espectral (decaimento exponencial do erro com o aumento da
ordem de aproximacao utilizada) para fungoes suficientemente suaves. A utilizagdo de
métodos espectrais para a resolugao desse tipo de problema foi introduzida por Bonazzola
et. al. [147], e aperfeigoada posteriormente com a técnica de multidominio por Bonazzola
et. al. [14], no &mbito da gravitagdo relativistica. Além desse, um novo método espectral
multidominio foi desenvolvido por Ansorg et al. [13]. O que utilizo aqui é na verdade o
método dos elementos espectrais, que € um método pseudoespectral, em que os coeficientes
da expansdo (modal) em série sdo obtidos por meio de quadraturas Gaussianas.

Em suma, utilizo o método do campo autoconsistente para lidar com o problema de
fronteira livre, onde, a cada iteragdo sao obtidas uma nova superficie e uma distribuigao
de densidade. Em cada iteragao, as equagoes de Poisson/Einstein sao resolvidas por meio
do método dos elementos espectrais, que ¢ um método multidominio para evitar a singula-
ridade do sistema de coordenadas. O processo segue até que se obtenha convergéncia. No
préximo capitulo descrevo o método dos elementos espectrais, passado para os elementos
infinitos (ndo limitados) no capitulo 7. Por fim, no capitulo 8, os detalhes do cédigo
BLATOS, que compreendem o processo iterativo, a malha utilizada e o remapeamento do
dominio numérico a cada iteracdo. Antes, porém, veremos os problemas de singularidade
do sistema de coordenadas e do dominio infinito nas se¢oes a seguir.

5.4 Singularidade do sistema de coordenadas

Além da questao fundamental de que nem a superficie nem a distribuicao de densidade
sao dadas (problema de fronteira livre), uma particularidade numérica encontrada no uso
de métodos espectrais na resolucao desse problema é que um sistema de coordenadas
adaptado a um disco, como o que estou tratando, terd sempre pontos singulares (como
veremos abaixo) e se faz necessario um tratamento especial desses pontos.
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O sistema de coordenadas melhor adaptado a um disco é o sistema de coordenadas
toroidais simples (¢, ), que se relaciona com o sistema cilindrico por

r = Tr.—qcosa, (5.1)

z = gsinaq,

onde r. é o raio de maxima pressao e densidade (ou centro) do disco. Nesse sistema, a
superficie pode ser representada por ¢ = ¢s(«) e o centro do disco por ¢ = 0.

Uma caracteristica dos métodos espectrais é a utilizacao de um sistema de coorde-
nadas adaptado ao dominio, e 0 mapeamento do dominio fisico a um dominio numérico,
geralmente tomado como sendo em um quadrado unitério [—1,1] x [—1,1] (em duas di-
mensoes). Dessa forma, fazendo a seguinte transformacao de coordenadas:

aly) = (y+m, (5.3)
r+1
d@y) = (5 alaly) (54)
a superficie serda dada por x = 1 e o centro por x = —1.

No entanto, como todos sabem, esse sistema de coordenadas tem uma singularidade
em ¢ =0 < x = —1 (exatamente como a origem do sistema de coordenadas polares), e
o calculo de operadores diferenciais regulares tais como o Laplaciano ird divergir. Essa
singularidade é apenas “aparente”; pois o calculo do Laplaciano de uma func¢ao reqular
deveria ter um resultado bem definido, j4 que em coordenadas cilindricas ele é V2 =
d/0r? + 0/02*. Para se evitar calcular coeficientes de equagoes diferenciais onde eles sio
infinito, o grid espectral pode simplesmente excluir o ponto singular [151]. No entanto,
isso é somente uma uma complica¢do trivial. Boyd [152] mostra que as condigoes de
contorno devem ser impostas como condig¢oes de regularidade das fungoes nesses pontos.

Para métodos de diferencas finitas, normalmente impoem-se explicitamente condigoes
de contorno numéricas, baseadas em uma cuidadosa analise do comportamento da solu-
¢ao proxima a origem, no ponto do grid mais proximo dela. Para métodos espectrais, no
entanto, a condicao de contorno na origem é comportamental e nao numérica: o compor-
tamento correto é que a solugao deveria ser analitica na origem mesmo que os coeficientes
da equagao diferencial ndo sejam. Como os termos de uma série espectral sao individu-
almente analiticos, segue que uma série de Chebyshev ou outra similar no raio satisfaz
automaticamente as condi¢oes de contorno na origem, e nao sao necessarias condicoes
adicionais. De certa forma a existéncia da singularidade na origem é uma questao de
consisténcia, pois sem ela seria necessario impor explicitamente condigoes de contorno
numéricas nesse ponto.

Portanto, sempre havera uma singularidade qualquer que seja o sistema de coordenadas
que mapeie o disco no quadrado unitario, mas ainda assim métodos espectrais podem ser
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aplicados de maneira eficiente. Contudo, para isso ¢ necesséario lidar com condigdes de
regularidades das fungoes, o que nem sempre é uma tarefa simples.

Nas coordenadas (z,y) dadas por (5.3-5.4), baseadas nas coordenadas toroidais, uma
expansao espectral simples seria uma série de Chebyshev-Fourier, Chebyshev em z e
Fourier em y (ou o). Uma expansao em série desse tipo, de Chebyshev-Fourier, é usada por
Bonazzola et al. [14] no método BGSM. Vejamos abaixo como exemplo como a condi¢ao
de regularidade é tratada nesse trabalho.

A condigao de regularidade é baseada no fato de que, se uma fungao f(x,y) for analitica
em R = 0, entao ela pode ser escrita como uma série

flx,y) = Z cijr'y! = Z cij R cos'(0) sin? (6). (5.5)
ij=0 ij=0

Em [153] temos duas demonstragoes de a condigao de regularidade implica que sua série
de Fourier em coordenadas polares (R, )

f(R,0) = i:o @ (R) cos(mb) + io by (R) sin(md) (5.6)

deve ter coeficientes que satisfazem

. am
. by
Em outras palavras,
am(R) = R"AL(R), bm(R) = R"B(R), (5.9)

onde A,,,(R) e B,,(R) sao nao singulares em R = 0. Além disso, através dessa condicao e
das condigoes de paridade [153] chega-se que

tn(R) = R™ [amo + @R + apaR' + - (5.10)

sendo a dependéncia do coeficiente b,,(R) da mesma forma.
Em coordenadas esféricas, a condi¢ao de regularidade implica que uma funcao regular
deve ser expansivel como [14]

ML
f(RO,0)= Y 3 RT(R*sin™ 0P, (cosd)e™?, (5.11)
m=—M {=|m|

onde L e M sdo inteiros positivos, L > M, Py_j,, é um polindémio de grau ¢ — [m| e T'(R?)
¢ um polindémio par.
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No método BGSM, Bonazzola et al. [14] aplicam o método espectral para modelos de
estrelas, e realizam o calculo em trés dimensoes, mas nao aplicam a condi¢ao acima direta-
mente. Isso porque, como dito acima, nos métodos espectrais sao necessarias coordenadas
adaptadas a superficie de tal forma que essa possa ser representada por uma coordenada
x = 1, como por exemplo na transformacao R(z,6,p) = Rs(0,p)z. E para tal transfor-
macao de coordenadas a condigao de regularidade (5.11) seria muito complicada quando
expressa em termos de (z,0, ). Utilizaram entao, alternativamente, a transformacao

R(z,0, ) = ag [ + Ao(z) Fo(0, ) + Bo(x)Go(0, ¢)] (5.12)
onde Ay e By sao os seguintes polinémios

Ag(z) = 32 — 225 (5.13)
Bo(z) = (bz® —32°)/2. (5.14)

A constante ay bem como as fungoes Fy(0, @) e Go(6, @) sao tais que i) a expansao de
Fo(0,¢) (Go(8,¢)) com respeito a ¢ contém somente harménicos pares (impares) e ii) a
equacao da superficie pode ser escrita como

Rs(ea 90) = Qo [I + Fo(@, 90) + GO(ev 90)] . (515)

Os polinémios Ay e By foram escolhidos de tal maneira a satisfazer em um nivel minimo
as condicoes de regularidade mencionadas acima. Em particular, proximo a origem R
se comporta como R = aopx e é independente de (6, ), o que ndo seria o caso para a
transformagao R = Rs(6, p)z.

Gourgoulhon et al. [148] utiliza uma especializagao desse método para o caso de sime-
tria axial, em que a transformacao (5.12) se reduz a

R(x,0) = a [z + (32" — 22%) Fy(0) ], (5.16)
onde a equagao da superficie é dada por
Rs(0) = ag [1 + Fy(0)]. (5.17)

Boyd e Yu [153] compararam sete métodos espectrais para interpolar e resolver a equagao
de Poisson em um disco, a saber: séries de Chebyshev-Fourier; mapa conforme quadrado-
para-disco; polindomios Zernike; polindomios Logan-Shepp; fungoes cilindricas de Robert;
expansoes Fourier-Bessel; e fungoes base radiais. Concluem que nao existe uma base
que seja “a melhor” para o disco em todas as situacao, e apresentam as vantagens e
desvantagens de cada uma.

A imposicao de condigoes de regularidade nao se aplicam de maneira direta a métodos
espectrais. Por isso, muitas aplica¢cbes empregam varios truques diferentes para se evitar
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ter de lidar com essas condigoes de regularidade. Por exemplo, em Foucart et al. [154]
a regiao proxima a origem é descrita por coordenadas cartesianas. Ansorg et al. [151]
procuram a solugdo no espago de configuragdo com pontos de colocacdo que evitam a
origem.

Minha conclusao é que nao ha uma maneira simples, ao meu ver, de lidar com a
singularidade utilizando um tnico sistema de coordenadas. Uma abordagem totalmente
diferente das citadas acima seria a utilizagdo de uma técnica de multidominios. Ao sub-
dividir o dominio do disco em subdominios é possivel obter sistemas de coordenadas sem
pontos singulares, evitando assim a imposicao de condigoes de regularidade. Observe na
figura 5.1 como a divisao do disco em dominios, cada qual com seu préprio sistema de

Figura 5.1: Decomposi¢do de um disco em (a) dominio unico; e (b) multidominios.

coordenadas, pode evitar a singularidade.

A técnica multidominios apresenta uma maneira muito mais direta e simples de lidar
com a singularidade, e portanto, adoto essa abordagem no presente trabalho. Ao invés
de usar o método espectral multidominio tradicional, opto por aplica o chamado método
dos elementos espectrais, que difere do anterior no que diz respeito as condigoes de aco-
plamento entre os subdominios. Difere ainda no fato de ser, na realidade, um método
pseudoespectral, ou seja, utiliza-se de uma base nodal de fungoes. Nele sao utilizada fér-
mulas de quadratura no calculo das integrais utilizada no computo dos coeficientes de uma
expansao modal, resultando assim em uma expansao nodal (veja o capitulo 6 a seguir).

Os métodos espectrais nodais, ou pseudoespectrais, também sofrem do problema da
singularidade do sistema de coordenadas. No entanto, a formulacao de Galerkin utilizada
para a geracao do sistema algébrico resultante implica que é possivel aplicar esse método
mesmo sem condigoes adicionais. Contudo, a singularidade faz com que a convergéncia
seja lenta e compromete a precisao e a eficiéncia do método, e assim, algum tratamento
da singularidade também se faz necessario (o que apresento na se¢ao 6.2).
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5.5 Dominio nao limitado

Uma outra questao pertinente na implementagdo de um cédigo numérico na resolucao do
problema dado diz respeito ao fato de estarmos lidando com um dominio nao limitado.
A regido externa ao disco se estende até o infinito espacial, que é exatamente onde as
condicoes de contorno sobre o potencial gravitacional sao impostas.

Os métodos espectrais lidam de maneira natural com dominios nao limitados por meio
de fungoes base decrescentes com o raio, tendendo a zero no infinito (veja segao 7.1). No
entanto, aparentemente nao existe uma abordagem “padrao” para lidar com elementos
nao limitados no ambito do método dos elementos espectrais. Uma forma possivel seria
utilizar a técnica de mapping para realizar uma compactificacdo do espaco, assim como
feito no método dos elementos finitos [18]. Isso é exatamente o que Black [17] faz, porém
dentro do formalismo modal do método dos elementos espectrais. Nao é do conhecimento
do autor a aplicacdo de uma compactificacdo do espago no ambito do formalismo nodal
do método dos elementos espectrais. O que fago entdo é estender a metodologia de [18],
desenvolvida para o método dos elementos finitos, para o método (nodal) dos elementos
espectrais. Dedico entao o capitulo 7 para apresentar como isso é feito.

Contudo, inicialmente me pareceu que havia uma outra abordagem que poderia ser
eficiente no tratamento de elementos nao limitados, que seria por meio do chamado método
de elementos de contorno. Na regiao externa ao disco o potencial gravitacional obedece a
equacao de Laplace, e se forem dadas condi¢oes de contorno sobre a superficie, bastaria
obter solugoes dessa equacao.

O método de elementos de contorno é uma maneira eficiente e direta de se resolver
um problema externo porque se utiliza apenas de informagodes na superficie para obter
o potencial em qualquer ponto do dominio. A solucdo exata da equacgao diferencial é
escrita na forma de uma equacgao integral sobre a superficie somente. Se o potencial for
conhecido em todos os pontos da superficie, entao a integral pode ser calculada para se
obter o potencial em toda a regiao externa.

Para escrever a equacao integral é necessario encontrar uma solu¢ao fundamental do
problema (ou fun¢ido de Green), ou seja uma solugdo da equagdo de Laplace que nao
necessariamente satisfaca as condi¢oes de contorno. Portanto, o método somente se aplica
a problemas para os quais fungoes de Green podem ser calculadas.

A grande dificuldade no método dos elementos de contorno é o calculo das integrais,
que vém a ser integrais impréprias pois os integrandos nao sao bem definidos sobre pontos
na superficie e devem ser interpretados no sentido do valor principal de Cauchy. No
entanto, existem maneiras aproximadas (e.g., quadraturas) de se calcular essas integrais
de maneira eficiente. Veja por exemplo Hunter e Pullan [155] e Gray et al. [156].

Observe, no entanto, que nao existem condi¢oes de contorno para o potencial sobre
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a superficie, mas somente no infinito. O que poderia ser feito é acoplar a resolugao
do problema externo, discretizado por meio do método dos elementos de contorno, com a
resolucao do problema interno, por exemplo por meio do método dos elementos espectrais.
Para a obtencao da solucao numérica no método dos elementos de contorno ¢é preciso
discretizar a equacao integral em elementos que, nesse caso, sao elementos sobre o contorno
da regiao procurada, ou seja, elementos de contorno. Para realizar a discretizacao é
possivel usar o método de Galerkin, o método da colocacgdo, dentre outros. Usando o
método de Galerkin, talvez seja possivel acoplar o sistema resultante dessa formulagao
para a regiao externa com o sistema resultante do método dos elementos espectrais para
a regiao interna, por meio dos mesmos pontos de colocagao. Isso seria feito aplicando-se o
método dos elementos de contorno na abordagem simétrica de Galerkin [157], que tem a
possibilidade de se usar aproximagoes de alta ordem e tem a caracteristica de gerar uma
matriz simétrica (essencial para se fazer o acoplamento com os elementos espectrais).

Porém, ao avaliar as particularidade do método citado observei que com ele nao con-
seguiria a generalidade desejada, pois ele resulta em integrais singulares dificeis de serem
computadas (através de métodos muito especificos), o que implicaria que, por exemplo,
se precisassemos alterar a ordem dos polinémios de interpolacao, o algoritmo de resolugao
dessas integrais deveria ser alterado. Devido a essas dificuldades e a prépria dificuldade
de implementagao desse método (razoavelmente mais complicado que o dos elementos
espectrais), procurei uma alternativa que fosse equivalente, ou seja, um outro método de
contorno. Dentre eles existe o chamado método das solugdes fundamentais [158], através
do qual podemos obter a solu¢ao de uma equagao por meio de uma solucao fundamental,
fazendo uma combinacao linear de solugoes que envolvem essa solugao fundamental. O
método ¢ desenvolvido para equacgoes lineares e homogéneas mas pode ser ampliado para
equacgoes nao lineares e nao homogéneas também. Porém, se torna muito mais complexo,
e ainda, haveria a complicacao de realizar o acoplamento com o método dos elementos
espectrais para a regiao interna. Existem ainda outros métodos de contorno, como o mé-
todo simétrico de né de contorno [159] e métodos sem malha baseados em fungoes base
radiais [160], por exemplo. Porém, devido a dificuldade que teria em resolver equagoes
nao lineares e de realizar o acoplamento com os elementos espectrais (ja que nao tenho
referéncias sobre isso), busquei uma alternativa dentro do préprio método dos elementos
espectrais, abordando o problema por meio de uma compactificacdo do espaco. Como dito
acima, adaptei ao método dos elementos espectrais a forma de compactificacao aplicada
ao método dos elementos finitos [18].

Se usasse um método de contorno para resolver a regiao externa nao teria o problema
da singularidade do sistema de coordenadas cilindrico no eixo de simetria, pois a solugao
externa seria obtida por meio de informacoes sobre a superficie somente. Porém, ao
optar por usar a técnica de mapping, ¢ preciso levar em consideragao que o sistema de
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coordenadas cilindrico é singular no eixo pois a solucao externa é obtida em pontos por
todo o espaco.



162



Capitulo 6

Método dos elementos espectrais

Nesse capitulo, descrevo em linhas gerais o método dos elementos espectrais, que é um
método multidominio baseado no método de Galerkin. Comego descrevendo o método
nodal de Galerkin, que é a abordagem de resolucao da equagao diferencial adotada pelo
método dos elementos espectrais, dentro de cada elemento. Na verdade, esse é um método
pseudoespectral, pois se utiliza de quadraturas Gaussianas no calculo das integrais.

A técnica multidominio nao resolve completamente o problema da singularidade do
sistema de coordenadas para o caso que estou tratando. Persiste ainda a singularidade
do sistema cilindrico de coordenadas sobre o eixo de rotagao r = 0, o que apresento na
secao 6.2, e a maneira que adotei para resolvée-lo.

Na secao 6.3 descrevo entao como é feito o acoplamento entre os elementos, que é
o que de fato distingue esse método dos métodos espectrais multidominio. Reservei um
capitulo a parte, o capitulo 7, para descrever a forma com que introduzo elementos nao
limitados dentro do formalismos dos elementos espectrais.

Todos os detalhes de implementacao dessas técnicas podem ser encontrados em Ko-
priva [161] (2009).

6.1 Meétodo de Galerkin

Considere o problema de Dirichlet para a equagao de Poisson

V20 =4rp em V (6.1)

=0, em 9V (6.2)

onde V C IR? é a regidao de IR?® para a qual p > 0, e 9V é sua fronteira. p e @, sdao funcoes
dadas em V e JV respectivamente.

Para simplificar a exposicao usarei condi¢oes de contorno homogéneas ®, = 0, porém
o método pode ser estendido para condi¢cdes nao homogéneas. Para isso basta achar uma
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funcao B(r, z) que satisfaca as condigdes ndo homogéneas (uma maneira simples é através
de interpolacio transfinita — veja se¢ao 7.2), definir um novo “potencial” & = & — B e
uma nova “densidade” p = p — V2B tais que o problema ¢ modificado para

V20 =dnp em V

=0 em 0OV

e ® satisfaz condicoes de contorno homogéneas.

Trato aqui um problema com simetria axial e, portanto, basta considerar o problema
no plano Orz, em que r e z sao coordenadas cilindricas usuais. Dessa forma, denoto por
S a projecao de V sobre o plano Orz, ou seja, a regiao nesse plano onde p > 0, e por S
a sua fronteira. Portanto, o problema se torna

V20 = 47p em S
®=0 em 0S

Métodos espectrais se caracterizam por aplicar um sistema de coordenadas (z, y) adaptado
ao dominio fisico S, através de uma transformacgao de coordenadas que leva o dominio
fisico no quadrado unitario [—1,1] x [—1,1]. Em geral tem-se a transformacao inversa

(@, y) = (r,2)

em que z € [—1,1] ey € [—1, 1] s@o as novas coordenadas. Adiarei até a se¢do 7.2 a descri-
¢ao do mapeamento do dominio fisico (curvo) para o dominio numérico (quadrado), i.e.,
a determinagao das fungoes R(x,y) e Z(x,y). Utilizarei para isso a chamada interpolagdo
transfinita, e ainda estenderei essa metodologia a dominios nao limitados.

As coordenadas x e y definem uma nova base covariante

. oR . 07

&= 9n T s P (6.9)
OR YA

o _ R, 3 1

€y 3y 7+ 3y 2 (6.10)

Como nao é feita uma transformagao na coordenada ¢ o Jacobiano da transformacgao se
torna

L OR 0Z OR 0Z
No caso de um dominio na forma de um disco, os pontos singulares aparecem nos pontos
onde o Jacobiano se anula (em particular R = 0 para esse sistema cilindrico de coordena-
das — veja se¢do a seguir).
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Podemos calcular o produto vetorial dos vetores da base diretamente, e definir os
vetores normais’

. . . OR,. 07 .

nt= Jé&* = ré,x¢ = R (ayz — 8yr> , (6.12)
0Z . OR

Y = Je¥ = rpxe, = —r———2]. q

n Jé o X €y R (axr e z) (6.13)

—

As componentes g = & - & da métrica contravariante do novo sistema de coordenadas

podem ser calculadas facilmente a partir dos vetores (6.12-6.13) acima:

R* [(0R\® (0Z\’] 0,R)* + (0,2)"
gt = = () —1—() = (0,R)” +(0,2) 7 (6.14)
J2 [\ 9y d) | [0.R0,Z~0,RO.Z|
2 [ 2 2] 2 2
A Z
g = R72 (81%) + <3> = (0:72) + (0:2) 5 (6.15)
J I Oz 0w ] 0,R0,Z — 0yR 0, Z]
R? [OROR 0Z0Z 0:RO,R+ 0,7 0,7
oy — _ |7 TS Ty it Ay 6.16
=9 72 [8:15 oy | Ox ay] 0.R0,Z — 0,R 0,2’ (6.16)
O Laplaciano deve entao ser escrito na forma tensorial:
19(Jf")
2p = = . 6.17
v J 0xt (6.17)
onde 9%

sao as componentes contravariantes do gradiente de ® na nova base. Por conveniéncia,

trabalharei com as componentes F* = .J f?, chamados de fluzos contravariantes, ao invés
das componentes contravariantes f':

F* = Jg"(0,®) + Jg™(0,P), (6.19)
FY = Jg™(9,®) + Jg™(0,®), (6.20)
ou seja,
g _ B[O\ (0z\*| 0o R [oROR o0zoz)oe ...
- J [\ dy Oy) | 0z J [Ox dy  Ox Oy dy’ '
poo— R[(0RY" (0z\*| oo R [oROR o0zoz)oe ..
— J |\ oz Ox oy J |0z 0y Ox dy| Ox '

10s vetores contravariantes sao calculado por €@ = J~1(€; x &), onde (i, j, k) é uma permutagio par
de (z, y, @), com €, = r.
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Assim, o Laplaciano (6.17) se torna

v2q>:1<

oF*  OFY
7 .

B + ay (6.23)
Para derivar a aproximagao de Galerkin, a forma forte da equagao (6.5) sobre o dominio
fisico é convertida para uma forma fraca no quadrado de referéncia. A forma fraca (in-
tegral) inclui solugoes nao diferencidveis com uma exigéncia de suavidade menor do que
a forma forte, e é obtida multiplicando-se a equacao (6.5) por uma fungao arbitraria ¢
que satisfaca as condigoes de contorno homogéneas de Dirichlet, e integrando-se sobre o
dominio:

/Sv2<1>¢d,4 :47T/Sp¢dA. (6.24)

(Como vamos integrar por partes nao inserimos uma funcao peso, significando que essa
deve ser a identidade e, portanto, a quadratura utilizada mais adiante devera ser a qua-
dratura de Legendre. No caso do uso de uma quadratura diferente a fungao peso corres-
pondente deve ser inserida)

Convertendo as integrais sobre o quadrado de referéncia usando o Laplaciano na forma
(6.23) e o elemento de area dA = rdrdz = J dxdy temos

/ / l@F‘T ]quxdy—éhr/ / pJ ¢ dxdy. (6.25)

Integrando por partes a integral do Laplaciano:

[t + [ et - [ [ 50 3] sy
=47 /_1 /_lpJ¢dxdy. (6.26)

Como ¢ é nulo na fronteira, as integrais de contorno se anulam, restando

_ / / lF:c + Fygjl dxdy = 4w /_11 /_11 pJ ¢ dxdy. (6.27)

Agora que temos a forma fraca da equagao, podemos aproximar a solucao ® fazendo uma
interpolagao polinomial de Lagrange:

®(z,y) ~ Z: D0 li(x)l(y), (6.28)
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onde /;(x) sao os polindmios cardinais de Lagrange® e ®;; sdo as aproximagoes (nodais)
de ®(x;,y;) sobre os pontos (z;,y;) do grid, comi=0...N e j=0... M. Das condigoes
de contorno ¢ facil ver que ®g; = @0 = P, = ;s = 0, de tal forma que temos um total
de (N — 1)? graus de liberdade para determinar.

Para encontrar as equagoes que determinam esses graus de liberdade, usamos ¢ como
sendo um polinémio de mesmo grau que a solucao, também escrito na forma nodal

N M
=YD i li(x);(y)- (6.29)

=0 j=0
Como ¢ é uma funcao arbitraria, os coeficientes ¢;; comi = 1,2, .., N—=1lej=1,2,..,M~-1
sao arbitrarios, com ¢;; = 0 nas fronteiras. Substituindo essa expansao em (6.27) obtemos:

1M-1

Sl ) (Fg

Nngg b [47r /11 11pm( )ej(y)da;dy.] (6.30)

ol
Yy, J
(y) + FY;(z) 8y> da:dy]

Da independéncia dos valores nodais ¢;; temos que:

_ / / [Pt (@), (y) + FL(a)(y)] dedy = 4r / / pJ li(x)t;(y) dedy,  (6.31)

parat = 1,2,.., N—1ej=1,2,... M — 1. Podemos agora substituir as integrais por
quadraturas de Gauss-Lobatto:

S [y )

n=0 m=0

FY (@0, Ym) (20 (Yrn) | @t

m) +
Z Z_ P(Zrs Ym) T (T Yo ) i (2005 (Yim) W Wi, (6.32)

que usa apenas valores das fungées nos pontos nodais (z,,y,). Como nas integrais em
(6.31) as fungoes peso sdo a identidade, precisamos usar quadraturas de Legendre, para

as quais
2 1

N(N +1) [Py(,)]*

(6.33)

Wy =

20s polinémios de Lagrange sdo calculados a partir de um conjunto de pontos x;, com i = 0...N e
x; # x; para i # j. Cada ¢; pode ser definido como sendo o tinico polindémio de ordem < N que satisfaz
a condigdo /;(z;) = 6;. Uma forma dos polindmios de Lagrange é dada por
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e x, sao os valores da fronteira £1 e os N — 1 zeros da derivada Py (x) do polinémio de
Legendre de ordem N.

Os valores nodais de p e J sdo denotados por pum = p(Tn, Ym) € Jnm = J(Tn, Ym)-
Ja para os fluxos contravariantes, temos que tomar um certo cuidado. Usando a matriz
D@ = (' (z,) que representa o operador derivada no espaco dos coeficientes (ver [161]),

podemos calcular, através das equagdes (6.21-6.22), os fluxos contravariantes referente ao
interpolante (6.28):

Fon = {5 |50+ ()]}, Eho Dl 2
R2

{5 (35 + ), S Dl (030

RCICE RS 1 W= N Y

No entanto, é importante notar que, em geral, isso ¢ diferente dos valores nodais F'(,,, Y, )
do interpolante dos fluxos contravariantes:

i ij oo i ij N zJ
FH (20, Ym) = [Jg &U] ) # Fim = [167] Ny 2 Do i (6.36)
=0

Ou seja, o interpolante do fluxo ¢é diferente do fluxo do interpolante. Isso porque a
diferenciacao e a interpolacao nao comutam, e o erro associado a essa diferencga é chamado
de erro de aliasing, que em geral é pequeno.

No entanto, a comutagao entre a diferenciacao e a interpolacao é necessaria para que
as identidades métricas sejam satisfeitas e, portanto, deve ser imposta para que o método
numérico seja consistente. Essa comutagao s6 ocorre quando nao ha erros de aliasing, ou
seja, quando a quadratura usada no calculo dos coeficientes da expansdo em polinémios
ortogonais é exata, e o interpolante ¢ igual a série truncada de polindmios ortogonais
[161].

A quadratura de Gauss-Lobatto é exata somente quando o integrando é um polinémio
de grau 2N — 1 ou menor. Portanto, as fungoes R(z,y) e Z(x,y), cujas derivadas deter-
minam a métrica, devem ser polinémios de grau N — 1 ou menor, para que as quadraturas
sejam exatas. Para o nosso caso isso é conveniente porque as fungoes que determinam
a fronteira (usadas na construgao das fungoes R e Z, que veremos mais detalhadamente
na secao 7.2) sao dadas apenas numericamente, e ndo analiticamente, de tal forma que
sao naturalmente aproximadas por um polinémio interpolante. Dessa forma, mesmo que
tivéssemos a forma analitica da transformacgao, nao deveriamos usa-la para calcular as
derivadas, pois isso introduziria erros de aliasing.
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Dentro dessa condi¢ao entdao temos que F'(x,,,y,) = F"

nm?’

e a equagao (6.32) se torna

=33 [ i) (ym) + i)y (ym) | warwn,

N M

n=0m=0

Por fim, usando a propriedade dos polindémios cardinais de Lagrange ¢;(x,) = 0;, e as
matrizes Dl(f) = l(x;):

1=1,2,..,N —1

=1,2,..,. M —1
(6.38)

Essa é a forma final do sistema linear gerado pelo método de Galerkin, que deve ser re-

Z D! x)Fr Wyw; — Z D]m Y Wiwy, = A7 piiJii wiw;. (

solvido para se obter ®;;, e conseqiientemente, a aproximacao (6.28) do potencial ®(x,y).

O caso de termos condi¢oes de contorno de Newman pose ser facilmente implemen-
tado observando que, nesse caso, a integral de contorno em (6.26) referente a condigao
de Newman nao se anula. Quando substituimos o polinémio interpolante e trocamos a
integral por quadratura,

[F(1Ly;)0(1, y5) — FP(=1,y5)9(=1,y;)] w
+ [FY(xs, 1)p(w4, 1) — FY (2, —1)p(s, —1)] wy (6.39)

aproxima os termos de fronteira. Para contornos de Dirichlet, o valor de ¢ correspondente
se anula. Ao longo de fronteiras de Newman uma contribuicao do fluxo deve ser adicionada
a equagao (6.38). Por exemplo, se o contorno definido por x = —1 for um contorno de
Newman, e os outros de Dirichlet, entdo a equagao (6.38) se torna

—F*(—1,y;)¢ Z Dt(w)Fw Wpw; — Z D]m Y W W, = AT piiJi; wiwj, (6.40)

e especificamos o valor de contorno do fluxo contravariante nessa fronteira. Note que
¢;(—1) = ;i é nulo para todos os pontos interiores do grid. Dessa forma, basta adicionar
o termo de fluxo para a equacao ao longo das fronteiras de Newman e resolver ®;; para
os pontos interiores e de fronteira. Por exemplo, no caso de uma condi¢cao de Newman
homogénea F*(—1,y;) = 0 (como é o caso sobre o eixo de simetria R = 0 se esse cor-
responder ao indice i = 0), basta utilizar resolver a forma padrao (6.38) para os pontos
dessa fronteira também, inserindo as equagoes ¢ = 0 e as varidveis ®y;.
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6.2 Singularidade do sistema cilindrico de coordena-
das

Observe que, de acordo com o método de Galerkin, os pontos em que o Jacobiano da

transformagao se anula sdo pontos singulares do Laplaciano (6.23). De acordo com a

expressao (6.11), isso ocorre em R = 0 para coordenadas cilindricas. No entanto, perceba

as componente métricas (6.14-6.16), bem como o gradiente (6.18) de ® na nova base, sdo

bem comportadas sobre o eixo de simetria (contanto que 0,R0,Z — 0,R0,Z # 0). Isso

faz com que seja possivel escrever o sistema algébrico resultante mesmo sobre o eixo.
Escrevendo a forma fraca (6.27) da equagio de Poisson em termos de f:

_/ / lfw + fY ﬂ J dxdy = 47r/ / (pp)J dzdy. (6.41)

Observe que o Jacobiano insere um fator J na integragdo. Substituindo as fung¢des por
suas expansoes em série e as integrais por quadraduras chega-se a forma final (6.38) do
sistema, algébrico em termos de f%

N
—ZDZSC) i Inj Wnw; — Z D]m Y T WiWe, = 47 piJi5 wiw;. (6.42)

Supondo que os pontos sobre eixo R = 0 tenham um indice relativo a coordenada x como
sendo ¢ = 0 (correspondendo a o = —1), teremos Jy; = 0, e

Z Do £2: Jnj waw; = 0. (6.43)

Assim, as equacgoOes sobre o eixo nao resultam em 0 = 0, e isso se deve ao fato de que a
integracao por partes transfere a derivada para a fun¢ao teste. No entanto, a contribuigao
dos fluxos fY e da densidade p para o sistema algébrico é nula, afetando as propriedades
de convergéncia do método.

Os métodos espectrais podem entao produzir solugdes convergentes para muitos pro-
blemas singulares mesmo sem um tratamento especial. Contudo, as singularidades re-
sultam em uma convergéncia muito lenta, comprometendo a precisao e a eficiéncia com-
putacional. A convergéncia pode ser acelerada significativamente impondo condi¢oes de
contorno adicionais para recuperarem o comportamento da solu¢do conforme R — 0 (Ei-
sen et al. [162], Huang e Sloan [162], Shen [162]). Uma abordagem diferente é usar pontos
de colocagao de Gauss Radau, que excluem o centro R = 0 evitando a singularidade, e
portanto nao necessitam de condigdes de contorno adicionais (Chen et al. [163], 2000).
Para se evitar a singularidade Lai e Wang [164] (2002) adotaram expansoes em série de
Fourier especiais juntamente com um deslocamento do grid para anular as dificuldades
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numéricas introduzidas pela singularidade. Em contrapartida, Gerritsma e Phillips (2000)
[165] propuseram construir polindémios de Jacobi incorporando o fator R na funcao peso
da quadratura utilizada.

Resolvi seguir a metodologia proposta por Gerritsma e Phillips [165], que exponho
em sequéncia. As regras de quadratura e os polinémios de interpolacao de Lagrange sao
definidos com uma funcao peso capaz de compensar a singularidade do polo. Esse método
pode ainda ser aplicado de maneira totalmente andloga ao polo do sistema de coordenadas
esférico (como veremos abaixo).

Permita-me escrever apenas uma das integrais de (6.41), sendo a outra desenvolvida
da mesma maneira:

/ / [ - + fY gb] jxdxdy_/_ll [/_11 (fﬁgb)jxdx} dy, (6.44)

onde J = Jx. x é o termo responsavel pelos pontos singulares, o que depende do
sistema de coordenada: y = 1, R, R? para coordenadas cartesianas, cilindricas e esféricas
respectivamente. Para o sistema cilindrico que utilizo aqui x = Re J = 0,R0,Z —
OyRO.Z.

Na metodologia usual, aplica-se a quadratura de Gauss-Lobatto-Legendre para subs-
tituir as integrais por somatorias, pois o peso de integracao é considerado como sendo 1.
Sendo assim, os pontos da quadratura sao zeros dos polinémios de Legendre.

No entanto, para se evitar o problema apresentado acima, pode-se alterar esse peso

L 90) 7 (5

Fazendo com que R = 0 corresponda a coordenada x = —1, os pontos singulares corres-

de integragao para w:

dy. (6.45)

ponderao apenas a integral em z, e portanto, precisamos apenas alterar o peso correspon-
dente a essa integral. O peso na integral em y permanece sendo 1 como usualmente.

A ideia ¢ escolher um peso w de tal forma que X(z — —1) seja diferente de zero.
Assim, ap0s a integragdo, as somatorias (6.42) ndo irdo conter um termo que se anula em
r=-1(:=0).

Veremos na se¢ao 7.2 que a transformagao R(x,y) obtida por interpolacao transfinita
para um elemento com uma aresta sobre o eixo é dada pela equagao® (7.10):

Lly)
2

Isso motiva a escolha do peso w para coordenadas cilindricas (x = R):

R(z,y) = (1+ ). (6.46)

w(z) =1+uz, (6.47)

3Fazendo as seguintes identificacdes: £ =z, n = v, Ih'=0ely 7= I (y).
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de tal forma que, mesmo quem ambos x(z) e w(x) tendam a zero para R — 0, a sua razao
permanece nao nula. Podemos ver isso calculando a derivada parcial 9, R no ponto (xo,

y):

OR _ o (Bzy) — R(xo,y)
5 Fooy) = lim ( - : (6.48)
Usando zg = —1 e R(—1,y) = 0 temos
OR R X

Assim, basta escolher uma transformacao R(z,y) tal que 0,R(—1,y) # 0 que a singulari-
dade sera removida. Por exemplo, uma transformagao do tipo (6.46) terd 0, R = I'.(y)/2.
(I+(y) é necessariamente nao nulo para um elemento com quatro lados.)

O mesmo pode ser feito para coordenadas polares (x = R?), por meio da funcio peso
w(z) = (1+2)%

, R . R \* [(0R ’
lim X = lim — = <hm ) = (ax(—l,y)> : (6.50)

x——1 z——1 (1 + I) z—=-11+x

Sabemos que os polindmios de Jacobi P{®% sdo autofuncoes de um problema de Sturm-
Liouville singular, e assim, satisfazem a uma relacao de ortogonalidade

1
/ Pr(n%ﬁ) (l’)PT(LO“/B) (l‘)w(a’ﬂ) ([L’)dl’ =0 m 7£ n. (651)
1

com peso
W = (1 - 2)*(1+2)". (6.52)

Os polindmios de Legendre (« = 8 = 0) e os polinémios de Chebyshev (a = § = 1/2)
sao casos particulares dos polindémios de Jacobi. Portanto, os pesos cilindrico e esféricos
correspondem, respectivamente, aos casos (a« = 0,5 =1) e (a = 0,5 = 2). Os polinémios
de Lagrange podem entao ser gerados pelos zeros dos polinomios de Jacobi, e a integral
em z (6.45) substituida por uma quadratura de Gauss-Lobatto-Jacobi conveniente.

Fournier et al. [166] (2004) apresenta algumas férmulas de recorréncia e de derivadas
satisfeitas pelos polindémios de Jacobi utilizados nessa formulacao. Ainda, em Fernan-
dino et al. [167] (2007), foi verificada a convergéncia espectral dessa formulagao para um
problema de convecgao-difusao.

Aplico entao, em meu c6digo numérico, quadraturas Gauss-Lobatto-Jacobi (com o = 0
e 5 = 1) nos elementos que contém uma aresta sobre o eixo singular (e somente na
integracao em x) e quadraturas Gauss-Lobatto-Legendre para todos os outros elementos,
de acordo com o que foi apresentado.
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6.3 Método dos elementos espectrais

Nos métodos multidominios o dominio de interesse é dividido em subdominios menores,
dentro dos quais é possivel realizar as aproximagoes individualmente, impondo certas con-
digdes de acoplamento. A extensdo dos métodos espectrais para métodos multidominios
tem muitas vantagens, dentre as quais podemos elencar o tratamento de geometrias com-
plexas, problemas com solugoes descontinuas, singularidades nas coordenadas e questoes
sobre eficiéncia e precisdo. Além disso, métodos multidominios sdo melhor adaptados a
sistemas de computacgao paralela.

O método espectral nodal (também chamado de método pseudoespectral) baseado no
método de Galerkin discutido na se¢do anterior pode ser estendido ao caso multidominio,
caso em que é chamado de método dos elementos espectrais. Nele o dominio é dividido
em quadrildteros que nao se sobrepoem (o que sempre é possivel de ser feito em duas
dimensoes). Cada quadrildtero é chamado de elemento. O conjunto de todos os elementos
é chamado de malha. Os elementos podem ter lados retos ou curvos, assim como em um
unico dominio. Dentro de cada elemento coloca-se um conjunto de N x M nés de Gauss-
Lobatto, sobre os quais a aproximagao de Galerkin da solucao é feita. Para evitar confusao,
o conjunto de nods dentro de um elemento é chamado g¢rid, enquanto que o conjunto de
elementos é a malha.

Para facilitar a implementacao, elementos vizinhos devem compartilhar um lado inteiro
ou um unico vértice. Malhas que satisfazem essa condi¢ao sdo chamadas de geometrica-
mente conforme. Os nés em cada lado da fronteira para dois elementos vizinhos podem
nao coincidir, caso em que a malha é chamada de funcionalmente ndo conforme. Po-
rém, por facilidade de implementacao utiliza-se a condi¢ao de que os nos sobre as arestas
de elementos vizinhos coincidam, ou seja, os polindmios tém sempre a mesma ordem na
direcao da aresta para elementos vizinhos.

Para estender o método nodal de Galerkin para o caso multidominios é necessario
somente uma maneira de se acoplar os dominios. No método dos elementos espectrais o
acoplamento é feito impondo-se apenas a continuidade das aproximagoes nas fronteiras.
Como o método nodal de Galerkin segue da forma fraca das equagoes, ¢ natural que as
condi¢oes de suavidade das solucoes sejam atenuadas. Com isso, sao obtidas solugoes
nao estritamente diferenciaveis, o que é conveniente ao se tratar de problemas em que as
solugbes tém esse perfil, necessitando somente ajustar o dominio numérico as linhas (ou
superficies) fisicas de ndo diferenciabilidade’.

A classe de métodos multidominios que se utilizam dessa formulacdo Kopriva [161]

4Um exemplo desse comportamento é a densidade de matéria em um disco grosso politrépico. A
fungéo p(r,z) deve ser continua na superficie do toro, com p(r,zs(r)) = 0, mas ndo necessariamente

FKpQ_FﬁW — oo para I' > 2.

S

diferenciavel: ‘64 =
S
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chama de métodos de elementos espectrais, por causa da similaridade com os métodos
dos elementos finitos. Alguns autores, porém, dao esse nome a métodos espectrais multi-
dominios em geral. Tradicionalmente, nos chamados métodos espectrais multidominio, é
utilizada a forma forte das equacOes e o acoplamento é feito exigindo-se a continuidade
das fungoes e dos fluros (derivadas primeiras) através de dominios vizinhos.

Vejamos entao como ¢ feito o acoplamento entre os elementos vizinhos no método dos
elementos espectrais. O método é baseado na forma fraca, dada pela equagao (6.24)

/SV2<I>¢dAz47r/$p¢dA.

Integrando por partes, e para condi¢oes de Dirichlet ¢ = 0 ao longo da fronteira temos

_/96¢.6¢dA:4W/Sp¢dA. (6.53)

Nesse ponto, no método dos elementos espectrais o dominio § é subdividido em K ele-
mentos quadrilateros que nao se sobrepoem, denotados por Si, £ = 1..K. As integrais
podem entao ser quebradas em uma soma de integrais sobre os elementos

K K
. Z/ Vb - Vo dA, — sz/ pddA;, (6.54)
k=1"5k k=1 Sk
de tal forma que em cada elemento contribui
Li=[ Vo -VedA, +4n / pddAy, (6.55)
Sk Sk

para a integral total, que sao contribuigoes exatamente iguais a integral para um unico
dominio. Note, no entanto, que as somas acima nao se anulam para cada elemento
individualmente, mas somente para a soma de todos eles (X1, I, = 0). As contribuigoes
nao nulas vem dos elementos de fronteira, que se anulam quando somadas as contribui¢oes
de elementos vizinhos, iguais ao negativo dessas.

Mapeando agora cada elemento no quadrado unitario através de uma transformagcao
de coordenadas r, = Ri(Tk, Yk), 2k = Zk(Tk, Yk),

11 o o 11
I, — / / [Fﬂb + Fyﬂ drpdyy + 4 / / pJ® ¢ drydys,  (6.56)

—1J-1 ox Jy —1J-1
o que é analogo ao caso de dominio tinico (6.27). A diferenga agora é que, para aproximar
a expressao (6.56), aproxima-se p e ® por polindémios continuos por partes. O mesmo para

as fungoes teste ¢:
Ny My,

oM =330 ()65(y). (6.57)

i=0 j=0
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Para forcar a continuidade das fungoes teste exigimos que os valores nodais gbz(f) sejam

os mesmos ao longo de cada borda e de cada vértice dos elementos na malha. O mesmo

vale para o potencial e para a densidade. Perceba, no entanto, que isso garante que as

aproximacoes sejam apenas continuas nas fronteiras, e nao necessariamente diferenciaveis.
Substituindo a expansdo (6.57) por ¢ em (6.56):

Ny My

I —ZOZ%% { / / [Pt (0)t,(y) + Fre ()0 (y)] da:kdyk}
+§Z§:¢§? [47r /_ 11 /_ 11 pJ® 6:(2)6,(y) dmkdyk]. (6.58)

A expressdo acima é igual a equagao (6.30) do problema de dominio tnico, com a tnica
diferenca que naquele caso as somatoérias vao de 1 a N —1 e 1 a M — 1, pois os valores
nodais de fronteira se anulavam devido as condi¢oes de contorno de Dirichlet. No caso da
expressao (6.58) esses valores de fronteira nao se anulam, mas devem igualar aos valores
nodais dos outros dominios dos quais o ponto em questao pertence.

Como as integrais da expressao (6.58) acima sdo idénticas as integrais da equagao
(6.31), ja sabemos quais sao suas aproximacoes nodais apo6s aplicadas as quadraturas:
sao dadas pela equagao (6.38). Assim,

- Z Z gbg.“) Z Dfﬁlx)F,f](k) wpw; + Z D;Sii)ﬂ%k)wiwm + 47 pl(-f) Ji(f) wyw;| . (6.59)
1=0 7=0 n=0 m=0

A soma global sobre todos os elementos nos da a forma final da aproximacao:

N, M,
> {ZZ(% [Z Dt(x ,fj wpw; + Z D]m v FYOpan,, + 4r pU JZ(] wiwj] } =0.

k=1 | =0 5=0
(6.60)
Assim como no caso de dominio tnico, um termo do tipo (6.39) que dé a contribuicao do
fluxo, deve ser adicionado a cada borda que tenha condi¢oes de contorno de Newman.

Uma tultima coisa a ser feita: usar o fato de que os valores nodais gzﬁgf) sao independen-
tes, exceto ao longo da borda dos elementos e nos seus vértices, para obter as equagoes
referentes a cada ponto que a solugdo deve satisfazer.

Para obter as equagoes de cada ponto para a aproximagcao (6.60), a primeira coisa é
notar que os termos dentro das chaves é simplesmente a aproximacao de dominio tinico
aplicada ao elemento Sg. Em pontos interiores aos elementos os valores nodais qﬁl(f) sao
independentes, o que significa que a aproximagao em um elemento é exatamente a apro-
ximagao de dominio tinico aplicada a ele. Isso porque podemos tomar as fungoes teste
¢g-€) como sendo igual a 1 em um tdnico ponto x;; interior ao elemento k e zero em todos
os outros, sobrando apenas um termo entre colchetes.
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Os elementos se acoplam porque a solugao e as fungoes teste sao continuas nos pontos
compartilhados por mais de um elemento. Em pontos de borda, a aproximacao sera
a soma das aproximagoes de dominio tinico dos dois elementos que compartilham essa
borda. Finalmente, nos vértices todos os elementos que compartilham o mesmo ponto
contribuirao para a soma. Escrever todas as somas explicitamente seria muito longo, mas

isso é relativamente facil de se implementar.



Capitulo 7

Elementos Infinitos

7.1 Introducao

Uma vasta gama de técnicas foram desenvolvidas para lidar com dominios nao limitados
dentro dos métodos espectrais e dos elementos finitos. O que procuro é uma metodologia
para tratar eficientemente esse tipo de dominio utilizando o método dos elementos espec-
trais, e assim manter as vantagens de ambos os métodos, a saber a eficiéncia espectral
com a generalidade dos elementos finitos. Os métodos para a resolucao de equagoes dife-
renciais parciais em dominios nao limitados podem ser classificados, essencialmente, em
trés categorias:

i) Truncamento do dominio: trunca o dominio nao limitado, tornando-o limitado e
resolve as equacoes diferenciais parciais no dominio limitado, suplementado por
condicoes de contorno artificiais ou transparentes;

i1) Fungbes de decaimento: aproxima a solugao por funges de decaimento para garantir
que o comportamento da aproximagao no infinito reflita a fisica do problema;

i11) Mapeamento: Mapeia o dominio nao limitado a um dominio limitado e aplica mé-
todos usuais para resolver as equagoes diferencias mapeadas no dominio limitado.

Boyd [152] apresenta uma excelente revisao sobre as propriedades gerais e implementa-
¢Oes praticas para muitas dessas abordagens. Em geral, a estratégia de dominio truncado
somente é uma opgao vidvel para problemas com solugoes com decaimento rapido (expo-
nencial), ou quando condigoes de contorno exatas ou bastante precisas estao disponiveis
para a superficie de truncamento. Por outro lado, com uma escolha apropriada de ma-
peamento e/ou pardmetros de dimensionamento, as duas outras abordagens podem ser
aplicadas de maneira efetiva a uma variedade de problemas que apresentem solu¢des com
decaimento rapido ou lento (ou mesmo crescentes).

177
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Nos métodos espectrais, a técnica de mapeamento é aplicada essencialmente resolvendo-
se a equacao diferencial parcial mapeada (o que geralmente é trabalhoso de se lidar) por
meio de técnicas usuais. A principal vantagem dessa abordagem é que ela pode ser im-
plementada e analisada usando procedimentos e resultados de aproximacao padrao, mas
sua principal desvantagem ¢é que a equagao transformada geralmente ¢ muito complicada,
o que, em muitos casos, faz com que sua andalise e implementacao sejam muito onerosos.
Por outro lado, no método dos elementos finitos sdo necessarios dois mapeamentos em
geral: um para a fungao de forma e um para a férmula de integracao [18]. Sao algumas
vezes chamados de elementos infinitos “mapeados”.

Uma variedade infinita de mapeamentos é possivel, mas podemos classificd-las em trés
classes, ilustradas cada uma por um exemplo:

e Mapeamento algébrico:

s(1+¢) r—s
_ = . 7.1
v 1-¢ 7 § r+s (7.1)
e Mapeamento logaritmico:
1 3
x = sarctanh <—;£> = gln 1 i_ ? §=1-—2tanh (s’lx) . (7.2)

e Mapeamento exponencial:
2
r = sinh (Z(l—i—f)), £:gln(a:+\/a:2+1)—1. (7.3)

Esses sdo mapeamentos do intervalo semi-infinito, i.e., mapeamentos entre x € (0,00) e
¢ € (—1,1), com s > 0, mas mapeamentos para intervalos infinitos, * € (—o0, 00), das
mesmas classe sao também possiveis.

A caracteristica especial que distingue esses mapeamentos é que, conforme & — 1,
x varia algebricamente, logaritmicamente ou exponencialmente para mapeamentos al-
gébricos, logaritmicos ou exponenciais respectivamente. O parametro s é um fator de
escala/dimensionamento que pode ser usado para um ajuste fino do espagamento entre os
pontos de colocagao.

Métodos espectrais podem lidar de uma forma muito natural com dominios infinitos
quando é possivel usar fungoes de decaimento como as fungoes de Hermite (para domi-
nios infinitos) ou de Laguerre (para dominios semi-infinitos), que sdo o produto de uma
exponencial de decaimento com um polinémio, apesar de necessitarem de parametros de
escala apropriados para melhorar os resultados numéricos [168].

Para o método dos elementos finitos, a ideia basica na abordagem de funcoes de
decaimento é manter a funcao de forma dos elementos finitos mas multiplica-la por uma
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fungdo de decaimento [18, 169]. O papel da fungdo de decaimento é garantir que o
comportamento do elemento no infinito reflete bem a fisica do problema 14. Isso em geral
significa que a variavel de campo deve tender monotonicamente ao seu valor de campo
limite. Se a geometria do problema é simples (retangular) as integrais resultantes do
método podem ser resolvidas analiticamente. Para elementos paramétricos (curvos) deve
ser realizada uma integragdo numérica no intervalo de zero a infinito.

O uso de fungoes de decaimento tem algumas desvantagens. Por exemplo, polindomios
de Laguerre dimensionam muito mal para polinomios de alta ordem [170] e resultam em
uma convergencia lenta para aproximagoes de solucoes que nao decaem a zero exponen-
cialmente [171]. Para evitar essas dificuldades Boyd [171] propos uma nova abordagem,
que poderia ser enquadrada em duas das classes apresentadas. De fato, as trés estratégias
acima citadas nao sao completamente distintas: pode-se sempre combinar o mapeamento
de coordenadas com o truncamento de dominio ou qualquer base para um intervalo nao
limitado, por exemplo. Além disso, o mapeamento é equivalente a se criar novas fung¢oes
base cujo espago natural de aplicacao seja o intervalo infinito ou semi-infinito. E foi exa-
tamente isso que Boyd fez: ele usou uma familia de polindomios ortogonais, no caso os
polinémios de Chebyshev T;(£), e realizou um mapa do infinito a um intervalo finito — o
mapa algébrico £(z) da equagao (7.1) — obtendo uma nova familia de fungées ortogonais
em z € (0,00), as fungdes base racionais ortogonais T;(£(z)). Esse método foi estudado
extensivamente na literatura (e.g., [172]).

Apesar de todas essas estratégias desenvolvidas no ambito dos métodos espectrais e
dos elementos finitos, aparentemente nao existe uma abordagem padrao para lidar com
elementos infinitos dentro do método dos elementos espectrais. Qualquer uma das técnicas
usadas com os outros métodos poderia ser tentada. Além disso, ndo é de meu conheci-
mento referéncias na literatura sobre o uso elementos infinitos com esse método numérico,
a nao ser por Black [17], que faz uso do mapeamento e das fungdes racionais introduzidas
por Boyd, porém utilizando polinomios de Legendre. Nesse trabalho a metodologia de
Boyd foi aplicada dentro do chamado método dos elementos finitos h — p, que permite
um refinamento em h (escala dos elementos utilizados) e outro em p (ordem do polinémio
dentro de cada elemento). Essa, no entanto, é uma abordagem modal do método dos
elementos espectrais, em que as variaveis essenciais sao os coeficientes de uma expansao
modal em fungoes base ortogonais, como os polinémios de Legendre, usando uma funcgao
peso para utilizar a ortogonalidade de tais funcoes'. A aproximacao é portanto construida
no espaco espectral, como uma combinacao linear de polinémios de Legendre. A matriz de

INo caso dos polinémios de Legendre essa funcio peso é a identidade, w = 1. Para polinémios de
Jacobi em geral é dada pela equacio (6.52): w(®?®) = (1 —2)* (1 + z)°.
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rigidez? resultante dessa formulacdo, apesar de ndo ser diagonal, ¢ uma matriz de banda
mas que nao ¢ simétrica. Black [17] faz uma comparagao de seu método com o método de
polinomios de Laguerre e mostra também que esse ultimo gera uma convergéncia rapida
para equagoes cuja solucao decai exponencialmente, mas nao mais para aquelas cuja solu-
¢ao decai somente algebricamente. Por outro lado, usando a técnica de mapeamento com
polinémios de Legendre (fungbes racionais), obtém a convergéncia em ambas as situagoes.

O método que emprego nesse trabalho, no entanto, é o método dos elementos espec-
trais nodal, em que a aproximacao ¢ encontrada a partir de um polinémio interpolante
sobre as abscissas de uma quadratura de Gauss-Lobatto, os pontos de colocagao. O que
desenvolvo entdo no restante desse capitulo é uma técnica para implementar elementos
nao limitados, seguindo as linhas gerais sugeridas por Zienkiewicz para o método dos
elementos finitos. Trabalho aqui somente com mapas para intervalos semi-infinitos, i.e.,
mapas entre x € [0,00] e £ € [—1,1]. O que fago é basicamente mapear as bordas que se
estendem ao infinito, aplicando em seguida uma interpolacao linear transfinita para obter
o mapeamento final. Dessa forma as equagoes mapeada podem trabalhadas da maneira
usual por meio do método dos elementos espectrais.

A teoria dos elementos infinitos mapeados na forma dada por Zienkiewicz foi esbocada
em 1981 por Zienkiewicz, Bettess, Chiam e Emson [173], em um artigo que revisou todos os
tipos de problemas exteriores até entao, e os primeiros resultados usando o novo elemento
publicados em 1983, por Zienkiewicz et al. [174]. Apresento essa formula¢do na secao 7.3.

Na proxima secao apresento escrevo as equagoes mapeadas do método espectral nodal
e a técnica de interpolacdo transfinita para lidar com elementos gerais (curvos). Em
seguida, na se¢ao 7.3, introduzo o mapa usado no método dos elementos finitos, conforme
descrito por Bettess [18]. Entéo, apresento a minha estratégia para introduzir elementos
infinitos no método dos elementos espectrais, para o caso em duas dimensoes, na se¢ao
7.4. Por fim, na secao 7.5, mostro como a minha metodologia gera elementos com bordas
curvas assintoticas ao utilizar mapas de ordens superiores para as bordas que se estendem
ao infinito.

7.2 Mapeamento do dominio fisico para o dominio
computacional

Nesta secao apresento o mapeamento usado nos métodos espectrais para lidar com geo-
metrias curvas. Por simplicidade mostrarei as equacoes para o caso de duas dimensoes,

2 A matriz de rigidez é a matriz do sistema algébrico de equacdes resultante do processo de discretizacio,
e que deve ser resolvido para se obter a aproximacao da solu¢do. Para a equacgao de Poisson e o método
de Galerkin apresentado na sec¢do 6.1 é dada pelo lado esquerdo da equagdo 6.38. O nome se deve ao
desenvolvimento do método dos elementos finitos em anélise estrutural.
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mas a extensao para trés pode ser feita de maneira direta.

Geralmente em um método espectral nés temos coordenadas no espago computacional
E: (&,m),onde &, n € [—1, 1], que mapeiam coordenadas do espago fisico ¥ = (z,y) através
da transformagao ¥ = X (&,m). Por motivo de simplicidade e generalidade da metodologia
desenvolvida, trabalho nesse capitulo com coordenadas retangulares ¥ = (z,y) ao invés
das coordenadas cilindricas ¥ = (r, z) apresentadas no capitulo 6, e denoto as coordenadas
numéricas por (£,7n) ao invés de (z,y). Assim, a transformacao serd dada pelas fungoes
X(&n) = (X(&n),Y(En)) ao invés de B = (R(x,y), Z(z,y)). Chamarei a atencio as
situagoes em que o sistema cilindrico (ou esférico) apresentar alguma particularidade,
0 que basicamente ocorre na determinacao dos pontos singulares do Jacobiano e dos
coeficientes métricos, como veremos abaixo.

No método dos elementos espectrais uma transformacgao desse tipo é feita dentro de
cada elemento. A situacao mais geral ocorre quando cada elemento é limitado por quatro
curvas, r 5 (7 =1,2,3,4), o que gera um sistema muito flexivel para tratar geometrias
complexas (veja figura 7.1).

Figura 7.1: Elemento genérico, com quatro lados curvos. O elemento ¢é limitado pelas
quatro curvas I1(n), I5(n), I3(€) e I'y(§), que ligam os quatro vértices Ty, Zo, T3 € T4. As
curvas I e Iy sao parametrizadas pela coordenada n e I's e I’y pela coordenada &.

Essas curvas devem ser representadas por uma féormula analitica ou por interpolagao.
No entanto, vimos na se¢ao 6.1 que mesmo se tivermos sua forma analitica, devemos
usar uma interpolacdo polinomial para evitar erros de aliasing. Portanto, geralmente é
usada uma interpolagao transfinita isoparamétrica, onde essas curvas sao aproximadas por
polinémios de mesma ordem que as aproximagoes para a solugoes espectrais. Ao se fazer
isso diferenciacao e interpolagao comutam, o que faz com que as identidades métricas
sejam satisfeitas, o que evita assim erros de aliasing [161].

Parametrizando as curvas I'1(n) e I5(n) pela coordenada n e I'3(€) e I4(€) pela coor-
denada &, e denotando por ¥y, Zo, T3 e T4 0s quatro vértices do elemento de acordo com
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a figura 7.1, orientamos as coordenadas numéricas de forma que

[(=1) = I3(=1) = 7,
[y(=1) = I3(+1) = o,
[(+1) = Iy(=1) = &,
[y(+1) = Ty(+1) = &4 (7.4)

A transformacao é criada por uma interpolacao linear entre as quatro curvas que repre-
sentam as fronteiras, chamada de interpolagao transfinita. O mapa X (&,n) resultante é
dado por [161]

X’(ﬁ,n) = M1(§)f1(77) + M2(f)f2(77) + Ll(n)fs(f) + La(n) 44(@ +
— My (&) [L1(n)T1 + La(n)@s] — Ma(§) [L1(n)T2 + La(n)T4] -

Li(n) e M;(§) sdo fungoes interpolantes de Lagrange, que interpolam as coordenadas 7 e
¢ respectivamente, para os pontos +1

Li(n) = ——, Ly(n) = ——, (7.5)

com Mi(§) = Li(§) e My(§) = Lo(§), de tal forma que Li(—1) = 1, Li(+1) = 0,
Ly(—1) =0, Lo(+1) = 1.

Essa transformacao é criada impondo-se a condi¢ao de resultar nas quatro curvas
limitantes para as coordenadas numéricas £, 7 = +£1:

X(~1,m) = I (n),
X(+1,n) = fz(n),
X(€,-1) = I3(6),
X(&,+1) = (), (7.6)

e fazendo-se um acoplamento linear entre elas no interior.

Em geral, a regiao fisica ¢ limitada por quatro bordas curvas, e os elementos que
contém um de seus lados sobre a fronteira do dominio total terdo necessariamente a
borda correspondente curva. No entanto, podemos utilizar retas para separar elementos
interiores ao dominio. Seria entao suficiente manter apenas uma borda do elemento curva,
a borda do dominio fisico, tomando as outras como sendo linhas retas, as chamadas bordas
internas. Manterei aqui, no entanto, duas bordas genéricas (curvas), I'1(n) e I»(n), o
que nao tornara a formulacdo muito mais complicada e permitird construir um sistema
de coordenadas global mais suave para elementos infinitos bidimensionais, na sec¢ao 7.6.
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Dessa forma, as outras duas curvas I3(§) e I4(§) serao retas, que podem ser escritas por
meio dos interpolantes de Lagrange M; () e dos vértices de cada curva:

!

(&) = Mi(§)T1 + Ma(§) 72, (7.7)
4(§) = Mi(€)T3 + Ma(§)7s.

A equacao (7.5) resulta entdo na transformagao de coordenadas

X(&m) = M()I1(n) + Ma(€) Ta(n), (7.9)
ou seja,
S - (55) i+ (555) B (7.10

I'(n) e I'y(n) podem ainda ser tomadas como sendo linhas retas, como em (7.7-7.8),
resultando em um elemento quadrilatero com lados retos.

A partir dessa transformacao, as equagdes podem ser mapeadas, elas mesmas, para
o novo sistema de coordenadas, essencialmente como resultado da regra da cadeia. Na
secao 6.1 vimos como é feito esse mapeamento, mas para o caso de coordenadas cilindricas.
Nas coordenadas retangulares apresentadas nessa segdo o Laplaciano (6.23) é escrito da

1 (OF¢ OF"
2= - | — 11
v J<8§+ZM>’ (7.11)

mesma forma

com o Jacobiano (6.11) dado por

0X oY 090X oY
J=——— - — . (7.12)
on 0¢ o0& On
Observe que aqui ndo aparece um termo R na frente como no caso cilindrico. F sdo os
fluxos contravariantes

, L O 0P
Fi— £ " - 1
dados em termos dos coeficientes métricos
r 2 27 2 2
goo L[y @) e,
72 [\ on o) | [0,X0Y — 0:X 0,Y]”
1 [/ox\* [ov\?] 0: X )2 + (0:Y)?
J I o0& 0& ] [0,X 0Y — 0:X 0,Y]
g - L [KOX O] AKX
J2 |06 on ' 0¢ on 0,X 0:Y — 0:X 9,Y T
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Observe que a segunda forma dos coeficientes métricos acima segue a mesma relacao funci-
onal com as derivadas de X (£, 1) e Y(§,7n) que os coeficientes (6.14-6.16) da transformagao
das coordenadas cilindricas com as derivadas de R(z,y) e Z(x,y).

Assumindo que X (&,1m) é definido pelo mapa transfinito da equagao (7.10), as derivadas
da transformacao, que compoem os termos métricos g¥ acima, sao dadas por:

i))g( = ;[E(n)—fl(n)}, (7.17)
= (55 o (Y55 o (7.18)

Construindo as curvas I’ ; por meio de interpolagdes sobre nos prefixados usando po-
linébmios interpolantes de Lagrange, os coeficientes métricos pode ser obtidos utilizando
derivadas desses polinémios de Lagrange. Esse ¢ o procedimento padrao no método nodal
dos elementos espectrais.

Dada essa formulacao padrao para elementos curvos, a tarefa agora é modifica-la para
permitir elementos infinitos. Para tanto, o que fago é modificar as curvas I 3(€) e I 1(€)
para fazer com que elas se estendam ao infinito espacial (veja secao 7.4), de forma que
o restante do procedimento padrao pode ser mantido inalterado. Contudo, ao se fazer
isso surgem algumas complicagoes: o Jacobiano e alguns termos métricos explodem no
infinito de forma que para descrever o comportamento correto da aproximacao no infinito
é necessario uma analise da equacdo mapeada.

Permita-me antes, no entanto, descrever o procedimento dos elementos infinitos ma-
peados, conforme formulado por Bettess [18], para o método dos elementos finitos.

7.3 Elementos infinitos mapeados

Dois dos principais conceitos envolvendo elementos infinitos sdo o uso de fungoes de de-
caimento que multiplicam a funcdao de forma® do elemento na direcdo infinita, e o uso
de alguma funcao de forma completamente nova na direcao infinita. Esse segundo tipo
de elemento infinito quase sempre envolve um mapeamento, ao menos para obter uma
formula de integragdo numérica, e sao chamados de elementos infinitos “mapeados”.
Normalmente o processo envolve dois mapeamentos: um para a funcdao de forma e
um para a integragdo numeérica, geralmente realizada por quadratura de Gauss-Legendre.
A metodologia de Zienkiewicz et al. [173, 174] identifica esses dois mapas. Isso tem a

3No método dos elementos finitos constréi-se a aproximacdo da solucdo sobre um conjunto de pontos.
A funcao de forma é qualquer férmula matemadtica que realiza a interpolacio entre esses pontos para
se obter as aproximagoes onde nao hé pontos definidos pela malha. No caso do método dos elementos
espectrais nodal as funges de forma sdo os polinéomios de Lagrange.
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grande vantagem de que as abscissas e pesos da integragao original de Gauss-Legendre sao
mantidos. A tnica mudanca em uma rotina de elementos finitos para tornar o elemento
infinito é um novo calculo da matriz Jacobiana. O principal beneficio desse método é
sua simplicidade, e a forma com que polinémios de ¢ sao mapeados em polindémios em
poténcias inversas de x, o que é altamente desejavel para convergéncia. Outras abordagens
sao similares, mas tém algumas desvantagens: alguns executam a integragdo no dominio
infinito, e portanto devem modificar as abscissas e pesos, por exemplo.

7.3.1 Elementos infinitos mapeados de Zienkiewicz

Considere a geometria de um problema unidimensional. O elemento se estende do ponto
x1, passando por xp, até o ponto x3 que estda no infinito. xg é tomado como sendo o
“polo” do comportamento radial. Esse elemento deve entao ser mapeado no dominio
finito —1 < ¢ < 1. Isso é mostrado na figura 7.2.

» " o
et Xz -— I
- |
i }!u-l-J r "'i

node 3
| 4] 1 2 al infinity -

o

2

N

|1 i2 13
' T =
E=-1 k=0 i=1

Figura 7.2: Elemento infinito mapeado de Zienkiewicz.

Um mapa apropriado seria

onde ¢ .
No(f) = —ﬁ Nz(f) 1 _¢ (7.20)
Em
=1 T = § (xg — ) + T3 = 13 = 00
) 1_&-
£E=0, T = T
£—_1 e (7.21)
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O ponto em ¢ = —1 deve corresponder ao ponto x1, que é definido como sendo o ponto
médio entre zy e xo. Isso significa que a metade interna do elemento infinito tem a mesma
extensao que a distancia, finita, do “polo” a borda interna do elemento infinito. Se isso
nao for adequado, é possivel escolher z; tal que ele fique em qualquer lugar entre xg e x5
e nao simplesmente no meio. Isso pode ser obtido escrevendo

Ty = X+ ")/(.1'2 — xo), (722)

mas o formalismo foi desenvolvido somente para o caso v = 1/2.
O mapa acima pode ser escrito em termos de quaisquer duas das quantidades seguintes:
Xg, X1, Ta, a, onde a = 9 — r1 = 1 — xo. Por exemplo o mapa poderia ser escrito como

r = (21‘1 — ZL‘Q)NO + ZEQNQ. (723)

E mais conveniente relacionar o mapa aos nés do elemento (conforme feito nos elementos
finitos e elementos espectrais), ao invés do polo xy. Entdo, substituindo as fungoes Ny(&)
e Ny(€) na equacdo (7.23) obtemos

r = M1<§>.T1 + MQ<§>$27 (724)

onde 1 ve
Mi(§) =———+ M(§) = T—¢

sao as fungdes de mapeamento para os nés x; e ro respectivamente. Elas tém as mesmas

(7.25)

propriedade de interpolacao das fungoes de Lagrange para os pontos 1 = —1 e x5 = 0
(que seriam Ly (€) = —¢ e Lo(&) = %), ou seja, Mi(—1) =1, M;(0) =0, My(—1) =0e
M5(0) = 1. A diferenga é que contém um fator adicional 1—2

Em teoria teriamos que ter uma fungdo de mapeamento para o ultimo né z3 em £ =1
também, o né no infinito, mas ela nao é escrita porque é dificil de conceber e de definir.
Além do mais ela ndo é necessaria pois a transformagao ja “interpola” esse ponto, visto
que z(1) = 0o = x3.

Uma propriedade importante para esses mapas é a condicao de que
No(€) + No(€) = My (€) + Ma(€) = 1, (7.26)

pois caso contrario o mapeamento sera afetado por qualquer mudancga na origem do sis-
tema de coordenadas.

Um mapa entre os dominios finito e infinito foi entdo estabelecido. O préximo passo
¢é verificar qual a forma que polindomios no dominio finito, em &, sao transformados no
dominio nao limitado x. Considere o polindémio

P= g + Oélf + @252 + 04353 + ... (727)
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que o polinémio tipico usado no método dos elementos finitos. O mapa de £ para = (7.24)
e sua inversa, escritos em termos de x e a sao

2a 2a

PE Rt ¢’ ¢ xr — X (7.28)
Definindo r = z — xy, podem ser escritos como
2a 2
= , =1-=. 7.29
e g=1-= (7.29)
Substituindo isso no polindomio geral P, obtém-se um novo polinémio em poténcias do
inverso de r: 8 5 5
P=p+=+2+2 4. (7.30)
roor r

onde f3; podem ser detereminados dos a’s e a. Se exige-se que o polindmio decaia a zero
no infinito entao By = 0. Agora vemos o porqué xy é dito ser o polo do mapa. Muitos
problemas de potencias externos tem solugdes da forma (7.30) e a grande vantagem desse
mapa é que eles podem ser modelados usando polinémios ordinarios em elementos finitos.
Qualquer grau de precisao pode ser obtido adicionando termos extras a serie.

A equagao (7.29) implica em uma relagao estrita entre £ e r, que deve ser seguido ao
se posicionar os nos do elemento infinito na direcao radial. Por exemplo, ao se usar o
mapa quadratico acima, se o primeiro né estd a uma distancia a do “polo” do problema,
o n6 central deve estar a uma distancia 2a para se obter um mapa apropriado. Se os nos
sao colocado em outras posi¢oes o resultado nao estara necessariamente errado, mas sao
imprevisiveis. Certamente o polindémio em £ ndo mapeara a uma forma como a equagao
(7.30). Contudo, o uso de espagamentos entre nés nao ditados pela relacdo entre & e r
dada pela equagao (7.29), em conjunto com fungoes de mapeamento mais complicadas,
abrem a possibilidade de modelar tipos de comportamentos mais complicados. Muitas
formas de fungoes racionais poderiam ser simuladas, por exemplo.

7.3.2 Funcoes de mapeamento de ordem superior

A fun¢do de mapeamento de um elemento unidimensional linear, ou seja, com dois nés:
um em 7 e outro em ry = 00, seria simplesmente

~ 2
M =—. 7.31
(6 = 1= (7.31)
Pode-se mostrar que esse mapeamento ja fornece um desempenho satisfatério. Seja a
coordenada r; do limite esquerdo do elemento infinito igual a a. Entao,

2a

T:M1<€>7’1: 1_5

(7.32)
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que é o mapa obtido antes, na equacao (7.29), usando fungoes quadraticas (para trés nos:
x1, Tz e x3 = 00). Ele possui todas as caracteristicas interessante do mapeamento de um
polinémio em £ em outro em 1/r. Poderia-se entdo argumentar que nao hé necessidade
de se ir além disso para obter uma funcao de mapeamento ideal para elementos infinitos.
O beneficio adicional de fungoes de mapeamento quadraticas e de ordens superiores esta
no controle da posigao do polo da expansao (através da transformacdo r = z — xy para
fungoes quadréticas), que pode variar de elemento para elemento.

Além disso, o que de fato estou interessado aqui, é que fungoes de mapeamento de
ordem superior abrem a possibilidade de se construir elementos infinitos isoparamétricos
de ordem superior. De fato, o método dos elementos finitos é usado em sua grande maioria
com fungoes de forma lineares e quadraticas, sendo o método dos elementos espectrais sua
extensao a fungoes de forma de ordens superiores. Bettess [18] sugere uma forma com que
elementos infinitos mapeados podem ser estendidos a func¢oes de mapeamento de ordens
superiores. O método, que mostro abaixo, ¢ uma extensao natural da formulagdo acima,
e ¢ o que de fato usarei para estender os elementos infinitos mapeados ao método dos
elementos espectrais.

Considere um elemento finito quadratico unidimensional, com os nés convenientemente

posicionados em & = —1, & = 0e &3 = 1. As fungoes de forma sdo dadas pelos polindmios
interpolantes padrao de Lagrange para esses noés, e sao dadas por
(e (-6 [(E-0N[E-1) _(1-¢
we = (5=2) (5=8) - (555) (520) =(5F) o
RSS! §—8&\ [(&+1)[&—1) B
no = (S20) (E22)-(50) (551) —n+roa-o. aa
(=N (6= [E+1) [£-0) [1+¢
wo = (g=2) (6=2) - () (i=0) - (%)«

Comparando as duas primeiras fungdes, para &; e &2, com as fungdes de mapeamento (7.25)

(7.35)

notamos que a unica diferenca entre elas é o termo referente a £ = 1, isto é, o termo no
“infinito” (os quais envolve um (1—¢)/2). Isso é demonstrado na tabela (7.1): O termo no

Nimero | & | Fungoes de Forma L;(§) do | Fungoes de Mapeamento M;(§) do
do No: 1 Elemento Finito Quadratico Elemento Infinito Quadrético
e —Ex (1-4))2 —€x2/(1-§)
2 0 (1+&) x(1-¢) (1+8/0-¢
3 1 [(1+8)/2] x ¢ -

Tabela 7.1: Comparacao entre funcoes de forma do elemento finito e infinito.

infinito é invertido. Isso abre imediatamente a possibilidade de gerar um vasta gama de
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funcoes de mapeamento de elementos infinitos. Isto é, o mesmo processo pode ser feito em
qualquer ordem: construa as fungoes de forma dos elementos finitos da ordem desejada e
entdo inverta o termo no infinito. Como exemplo, veja a tabela (7.2), que mostra fung¢oes
de forma L; e fungoes de mapeamento M; de ordem ciibica, i.e., interpolando quatro nos
(sendo o quarto no infinito). O elemento infinito pode ser imediatamente estendido a

N6: 7 | & Li(§) M;(§)

HEIRCSIC N =
92 _% (—95226&3)‘(3(1;6)) —3&?:2&1
3|5 [ 55 (09 | St
4 1 9E3+91§;—£—1 _

Tabela 7.2: Fungoes de forma cubicas L;(§) e fungdes de mapeamento M;(§) do elemento
infinito.

duas ou trés dimensoes. O caso mais usual seria aquele em que o elemento é finito em
uma direcao e se estende ao infinito na outra. Mais raros sdo os casos em que o elemento
se estende ao infinito em duas diregoes. Para o primeiro caso, que é a situagao que irei
trabalhar, a funcao de mapeamento bidimensional é derivada da fun¢ao de mapeamento
unidimensional na dire¢do &, que é considerada como sendo infinita, e das funcoes de
forma usuais, os polindomios de Lagrange, na direcao 7. Essas expressoes sao obtidas
multiplicando-se as correspondentes fungdes de forma e de mapeamento. Por exemplo,
para o elemento de 6 nés da figura 7.3 (dois dos quais estdo no infinito), quadréatico em &
e linear em 7, as fungbes de mapeamento correspondentes sdo mostradas na tabela (7.3)
abaixo: A numeracao dos noés esta definida de acordo com a figura 7.3.

No: @ | & | m M;(€,n)

I [-L[-1| (d-ng0-9
2 [0 [ 0A-n0+9201-9
3 1| 1] —(+ng/1-9
101 [ A+ni+9201-9
5 1 |-1 —

6 1|1 —

Tabela 7.3: Fungoes de mapeamento M;(&,n); & infinito; 7 finito.

Isso leva a uma transformacio da forma X (€,7) = 9_, M;(&, n)@; para elementos com

bordas retas. A matriz Jacobiana e sua inversa podem entdo ser calculadas e a matriz do
elemento formada.
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mapping

x poles of mapping

— = %

Figura 7.3: FElemento infinito mapeado bidimensional de 6 nds, finito na direcdo n e
infinito na direcao &.

Na secdo 7.6 mostrarei as alteragoes necessérias a essa transformacao permitir bordar
curvas em elementos infinitos, e qual a transformacao resultante.

7.4 Elementos infinitos para o método dos elementos
espectrais

Munido de um procedimento que constréi elementos infinitos com mapeamentos de alta
ordem, posso agora ajusta-lo ao método dos elementos espectrais, estendendo esse proce-
dimento a elementos com fronteiras curvas. Essa generalizacdo se dd de maneira direta,
mas sao necessarias algumas consideragoes:

i) Primeiramente, ndo é conveniente relacionar a ordem das fungoes de mapeamento a
ordem das fungoes de forma, isto é, gerar ambos os conjuntos de fungoes pelo mesmo
conjunto de nés. Se isso fosse feito, o mapeamento dependeria dos nds utilizados
e da quantidade deles. Se qualquer alteragao nesses nés fosse feita (como alterar a
precisao aumentando o grau do polindémio utilizado por exemplo), o mapeamento
deveria também ser alterado. Portanto, ¢ mais conveniente nao relaciona-lo, e usar
os nés de Gauss-Lobatto-Legendre da ordem desejada para as fungoes de forma
normalmente, e alguma ordem apropriada para a funcao de mapeamento;

i1) A segunda consideragao é sobre a ordem de mapeamento. Como discutido na segao
anterior, seria suficiente utilizar a funcao de mapeamento do elemento linear, pois
essa ja possui as propriedades de convergéncia desejadas. No entanto, isso nao
permitiria um controle sobre a posi¢ao do polo. Entao, o uso de um elemento infinito
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mapeado quadratico, com trés nés posicionados em x = a, 2a e 0o é mais adequado.
O que mostro na se¢ao seguinte 7.5 é que o uso de func¢oes de mapeamento de ordens
superiores (em particular de ordem trés), gera bordas curvas que tendem ao infinito
de forma assintotica quando se flexibiliza o posicionamento dos nés. Isso pode ser
util ao se construir malhas para geometrias complexas. Além disso, o uso de ordens
ainda maiores nos daria a possibilidade de controlar a forma dessa bordas;

it1) Por fim, o Jacobiano e os termos métricos do elemento infinito envolve derivadas da
funcdo de mapeamento, que “explode” no infinito. Entao, algumas delas também
“explodirao”, de forma que é necessario analisar a equagao mapeada para garantir
que o comportamento da aproximacgao no infinito seja o correto. Fago essa anélise
a seguir para um simples termo, o Laplaciano.

Seguindo a primeira consideracao, escrevo a transformacgdo de coordenadas para o ele-
mento infinito usando a funcao de mapeamento independentemente das func¢oes de forma,
construidas depois. Permita-me escrever novamente as fungoes I'3(€) e I'y(§) — equagoes
(7.7,7.8) — que agora descrevem as bordas que se estendem até o infinito:

Lot
—
I
SN—

I

M, (&)%) + My(€) s,
My (€)Z3 + My (€)Zy.

'

—

m

N—
I

A numeragao das curvas e vértice segue o que foi utilizado na secao 7.2 (veja figura 7.1).

Agora, as fungoes M;(€) e M(£) nao sdo mais as fungoes de forma usuais (7.5). Como

citado na segunda consideracdo acima, utilizarei funcoes de mapeamento quadraticas
(7.25):

2¢ 1+¢

)=~ MO = T

As curvas I'; e Iy sdo ainda linhas retas, mas agora estendendo-se até o infinito (veremos

(7.36)

a seguir como relaxar essa condi¢ao). De acordo com a figura 7.1 os pontos ¥y e 74 (e
portanto a curva I ») estariam no infinito, a funcao M, acima ¢é a fungao para o né central
(em £ = 0). Entao, a partir de agora denoto os pontos 7 e &y como sendo os nds centrais,
de acordo com a figura 7.3, e I, uma curva ligando esses dois nos.

Essa mudanga na posi¢ao de I'; ndo muda a forma da interpolagdo transfinita (7.5),
contanto que reinterpretemos os noés e as curvas conforme a figura 7.3, e usemos as fungoes
de forma M; adequadamente.

Além disso, como as curvas I3 e Iy sao descritas pelas equagoes (7.7,7.8) (apenas
agora com uma reinterpretagdo das fungoes de forma M;), a expressao da interpolagao
transfinita ainda resulta em (7.9)

)?(5777) = Ml(f)ﬁ("]) + Mz(@fz(ﬁ)
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sejam quais forem M;(§) e My(§). O que fazemos aqui é utilizar as fungoes de forma
(7.36) para fazer com que o elemento se estenda a infinito. Portanto, isso resulta na
transformacao

Sen = - (2¢) i+ (155) oo, (737

A grande vantagem em se inserir o mapeamento ao infinito nas curvas I3 3 € I 4 estd no
fato de que sao as coordenadas computacionais que sao usadas na construcao das fungoes
de forma e na integracdo numérica. Dessa forma, nenhuma mudanga deve ser feita no
procedimento padrao de obtencao dessas fun¢des ou nas abscissas ou pesos de integracao,
que sdo construidas sobre as coordenadas padrao (§,7n) € [—1,1] x [—1,1], e portanto
podem ser escolhidas independentemente da funcao de mapeamento. A tnica mudanca
¢ a prépria funcdo de mapeamento, que ¢ dada pela equagao (7.37) acima (ou mais
especificamente, as fungdes M; dadas pelas equagbes (7.36)), ao invés da forma padrao
(7.10).

A matriz Jacobiana é calculada usando as derivadas dessa funcao de mapeamento, e
nao mais pelas formas (7.17-7.18):

oX 2 qmo. Xe(n)
— =——1I%(n) = I(n = , 7.38
o€ (1—5)2[ 2(1) = 1) (1-¢) 739
0X _ (1+¢) = 2\ » G (€m)
[ . [’/ N ]—1/ — n\S» .
o= () o - (%) R = &2, (730
onde defino
Xe(n) =2 [Ia(n) — Ti(n)] (7.40)
X, (&) = (14 ) Ty(n) — 26T (), (7.41)
para separar os fatores que explodem no infinito (§ = 1). Dadas essas derivadas, o
Jacobiano e os termos métricos se tornam
1
J= X, Ye — XY, ], 7.42
(1_5)3[775 RO (7.42)
X214 y?
Jo%¢ = (1 — I/ R/ B 7.43
X, Xe +Y,Y,
&n = — M 44
= ) 4
1 X2+Y?2
Jg" = [ ¢ £ ] . (7.45)
(1 - f) XnYE - XSYW

Os termos métricos Jg“ sdo os que aparecem nos fluxos contravariantes (7.13), cujas
derivadas compoem o Laplaciano e outros operadores diferenciais. Podemos observar que
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o termo métrico J" explode no infinito, apesar desse termo ser necessario para descrever o
comportamento correto da aproximacao no infinito. Mesmo para o problema de Dirichlet
isso é verdade porque ele é usado para se calcular numericamente a derivada em & dos
fluxos contravariante no infinito (usando é claro pontos de Gauss-Lobatto usuais). As
coisas sao ainda piores em coordenadas cilindricas e esféricas, para as quais cada termo
métrico acima inclui um fator (1 — &)~! ou (1 — £)~2 a mais, respectivamente (provindos
dos fatores adicionais R e R? do Jacobiano nessas coordenadas).

O que mostro agora é a andlise para o caso de um problema de Dirichlet, sendo as
outras condi¢oes de contorno tratadas de maneira andloga. Observa-se que nos fluxos
contravariantes (7.13) os termos métricos sempre acompanham uma derivada da fungao
®. Por exemplo, em F" aparece o termo J g""‘g—:. Aplicando a condicao de Dirichlet

®(00) = (&, m)|e—; = 0, temos que %}7’") = 0, e portanto, é possivel aplicar a regra do
I"Hopital:
ob X2 +v2 1 0
lim J¢g"— = lim £ £ —
S0y T XY - Xy -9 o
XZ+Y? 9’
= - [H] L (7.46)
XyYe — XY, =1 g ¢=1
Dessa forma, contanto que ‘327? - nao exploda, podemos calcular esse termo numerica-
mente.

Essa ¢ a formulagao basica para se usar elementos infinitos no método dos elementos
espectrais. O que veremos na proxima secao € o que acontece quando usamos mapeamen-
tos de ordens superiores, e como isso leva naturalmente a bordas curvas assintoticas.

7.5 Bordas curvas assintoticas

Foi citado na segao 7.3.2 que o mapeamento basico é o baseado no elemento linear (dois
nos, sendo um no infinito), escrito em (7.29) e (7.32):

2a
r = ig,
que converte um polinémio em £ em um polinémio em 1/r, conforme explicado na segao
7.3.1, equagoes (7.27) e (7.30). Isso implica em uma estrita relagdo entre £ e r, que deve
ser seguida ao se posicionar os nés do elemento infinito na direcao radial. Essa relacao é
mostrada na tabela 7.4, por meio de alguns valores especificos. Se os nés forem colocados
em outras posigoes, o resultado do mapeamento sera seriamente afetado e é provavel
que o polindmio em & ndo mapeie mais um polindémio em 1/r. Por exemplo, permita-
me escrever a equagao (7.7), as equagoes paramétricas de fg(ﬁ) para um mapeamento
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-1 —1/2]—1/3] 0 [1/3[1/2] 1
r| a | 4a/3 | 3a/2 | 2a | 3a | 4a |

Tabela 7.4: Relacao entre £ e r para elementos infinitos mapeados.

quadrdtico novamente, em termos de suas componentes:

z(§) = (—12_2) 1 + Gfé) T, (7.47)
y(§) = (—12_2) v+ (Tjg) Yo, (7.48)
De acordo com a tabela 7.4, a distancia entre z; (£ = —1) e 25 (§ = 0) deveria ser

a, = x1 — T, que é a distdncia de x; com relagdo ao polo (o mesmo para a coordenada
y). Definindo r, =z — zy obtemos

2a,

2
rz(§) = ﬁ’ ry(§) = 1 iyé

Nesse caso, a posicao dos nos, i.e., os valores de x; e 9, fixam a posicao do polo por meio

. (7.49)

de a, = x5 — x1, e quaisquer que sejam esses valores as posigoes tabeladas serao satisfeitas
se a, for definido desta forma (perceba que para isso é necessario uma flexibilizagao da
posicao do polo da transformagao).

E possivel mostrar que as equagoes paramétricas (7.47,7.48) (e portanto as equagoes
equivalentes (7.49)) resultam em uma linha reta, quaisquer que sejam os valores x; e xs.
Primeiramente, note que no limite £ — 1:

y(€) _v2—yi _ay

=1 . 7.50
“ glg% z(§) xe—x1  ay ( )
Depois, calculo
b=y(€) — ax(€) = 2L 1P2 (7.51)
To — X1

que é constante (independente de &). Isso prova que as equagoes paramétricas se tratam
realmente de uma linha reta: y(§) = ax(§) + b.

As coisas mudam quando vamos para um mapa cubico. A tabela 7.2 mostra fungoes
de mapeamento para a transformacao cibica, de tal forma que podemos construir o mapa

9¢2 — 1 —362-26+1 32+ 46 +1
0= (fig) ot ()= (Mtg ) o

e uma equacao totalmente andloga para y(€) (escreverei apenas as equagoes para x, sendo
as equagoes para y as mesmas).
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As coordenadas computacionais £ de x1, x5 € x3 sdo, —1, —1/3 e 1/3 respectivamente.
A tabela 7.4 mostra que as diferengas xo — x; e 3 — xo deveriam ser a,/2 e 3a,/2
respectivamente. Isso pode ser obtido fazendo-se

T3 — T = 3(1‘2 - Il), (753)

o que fixa a posicao do polo por a, = 20,, onde defino ainda 0, = x9 — z1. Isso resulta
no mesmo mapeamento (7.49), assim como no caso quadratico, e a também, é claro, a
uma linha reta, devido ao fato da transformacao ser a mesma. O mesmo valeria para um
mapa de qualquer ordem superior se os nos satisfizerem a relacdo dada pela tabela 7.4,
ou seja, todos resultam na mesma transformagao.

Porém, essa nao é a unica possibilidade: outras relagoes entre z3 — x5 € 9 — 7
resultariam em outros mapeamentos. Parametrizo essa escolha por

T3 — Tg = dx(.CCQ — 33'1) (754)

(sendo d, = 3 a escolha padrao, como feito acima). Por exemplo, se fazemos d, = 1, a
equagao (7.52) resulta no mapeamento

3
() :$1+§(1+5) Oz, (7.55)
que é uma relagao linear, e nem mesmo tende a infinito conforme & — 1. As outras
possibilidades podem ser analisadas colocando-se a equacao (7.52) na forma abaixo:
1
4(1=¢)

que em geral nao resultard em uma relacao do tipo (7.49) para z, x5 r x3 arbitrarios. A

x(§) = {(9x1 — 1225 + 323) €2 + (425 — 8x3) € + (23 + 4day — xl)} , (7.56)

inversa £(r,) nao converte, em geral, um polinémio em £ em um polindémio em 1/r como
desejado.

Poderia-se perguntar entao qual é a vantagem de um mapa cubico, porque se usarmos
os noés conforme a tabela 7.4 obteremos a mesma transformacao que no caso quadratico. Se
nao posicionarmos os nos dessa forma, teremos uma transformagao que nao se comporta
da maneira que desejamos. O que mostro agora é que existem outros posicionamentos para
os nos, além daquele mostrado na tabela 7.4, que se ajustam a propriedade de transformar
um polinémio em £ em um outro em 1/7.

Primeiramente, mostro que as equagoes paramétricas do mapa ctbico geral (equagao
(7.56) sua analoga em y) descreve uma curva assintética, cuja assintota é y = ax + b:

. —2y2+ Y3

Qi YO _ 4 , 7.57

@ fl—rg z(€) Ty — 229 + ZL’37 ( )
- — 2ys +

b= lim (&) —az(§)] = (W) (21 — 22 — x3) — (y1 — Y2 — y3) . (7.58)
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Como x; — 2w9 + x3 = (d — 1)d,, 0 caso x1 — 229 + 23 = 0 < d, = 1 equivale a uma
assintota vertical (para d, # 1). Se d, = d, = 1, entdo as equagdes paramétricas se
tornam

WO =mt s (1400, yO=nts0+84, (7.59)

que sao simplesmente as equagdes paramétricas do seguimento de reta (limitado) entre
(x1,y1) e (21 + 304, y1 + 3d,). O caso padrao d, = d, = 3 também ¢é um caso particular,
em que as equagoes paramétricas serdo do tipo (7.49), e que formam simplesmente uma
semireta tendendo ao infinto.

O que veremos agora é que, para uma escolha apropriada da posi¢ao dos nés, a curva
assintdtica geral é uma rotacdo de uma curva assintética padrao*, a qual tem o compor-
tamento que desejamos. Permita-me escrever as equagoes paramétricas para d, = 1 e
d, = 3:

/ / 3 ! / / 45/

2(§) = a1+ 51 +8 0, y'(€) =y0+1—_y€, (7.60)
onde uso variaveis com linhas para distingui-las das variaveis rotacionadas, que escreverei
a seguir. Essa curva é a curva assintética mostrada na figura 7.4a), cuja assintota é dada
pela equagao x’ = 2| + 30.,.

Em um novo sistema de coordenadas, rodado de um angulo 6, essa curva é descrita
pelas equacoes

z(§) = cos(0)z'(§) — sin(0)y'(£), 1)
y(€) = sin(0)a'(€) + cos(0)y'(€),
isto é,
(€)= [cos(0)38L] & + [cos(0)(x] + 38L) — sin(O)yp] — 252, (7.63)
y(€) = [sin(0)30.] € + [sin(0)(x} + 28L) + cos(@)yp] + 1% (7.64)

Essa transformacao é mostrada na figura 7.4b).

Podemos ver que ha trés termos distintos em cada equacao, um independente de &,
outro linear em £ e ainda um outro proporcional a (1—¢)~!'. Além disso, podemos colocar
a expressao geral (7.56) para o mapa cubico nessa forma:

3 1 2xy — 2y +
..'L'(f) = Z (—31’1 + 4..7}2 — .I3) 5 + 1 (—91»1 + 2029 — 71,3) + (-Tl : _-xz 1'3)’
3 1 2(y1 — 22 +
y(§) = 1(—3y1 +4yy —y3)§ + 1 (—9y1 + 20y, — Tys) + (1 1_y25 93)_ (7.65)

4Exceto para os caso particulares citados d, = dy=1ed, =d, = 3.
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Figura 7.4: a) Curva assintética padrao: d, =1 e d, = 3; b) Sistema rodado de coorde-

nadas.

Entao, identificando os temos com a mesma dependéncia em & obtemos relagoes que nos

permitem encontrar 0, ¥, d,, y, e J, em termos de w1, T, T3, Y1, Y2 € y3. No entanto,

estou interessado nas condicoes de consisténcia, isto ¢, nas condigoes que garantem que

tal transformacao existe. Identificando os tltimos termos podemos escrever

T1 — 29 + X3

tan(0) = :
Y1 — 2y2 + ys

Por outro lado, dos temos lineares em & obtemos

tan(@) _ _3y1 + 492 — Y3
—31’1 + 41’2 — IL’3'

Portanto, a condicao de consisténcia é que®

w1 =2z 4wy 3y HAy — s

Y1 — 2y2 + Y3 N —3x1 4+ 4xo — 73

(7.66)

(7.67)

: (7.68)

5Verifica-se que a identificacdo dos termos independentes de £ segue dessa condicdo.
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que pode ser escrita como
(d — D)(dy —3)8 = —(d, — 1)(d, — 3)5. (7.69)

Os casos (d, = 1,d, = 3) e (d, = 3,d, = 1) satisfazem a essa condi¢ao (que equivalem a
rotagoes de 0° e 90° — assintotas vertical e horizontal — respectivamente). Além disso, das

equagoes (7.66) e (7.57) obtemos
1
tan(f) = ——, (7.70)
a
o que vem do fato de que a assintota e o eixo &’ sdo ortogonais (veja figura 7.4b)). Assim,

da identidade acima e da equagao (7.69) obtemos duas relagoes:
4 =—2 =t (7.71)

que podem ser resolvidas para d, e d:

2 a‘iy_f_l 2 2&2(%—1-1) 2
dx=1+7( ~ >:1+—0, dy=1+—"_ L1422 (172
1+ a? O

onde defino a quantidade o abaixo:

[ 05+ ad,

Permita-me agora escrever a equagao (7.54) como
T3 = X9 + dy0,, Ys = Yo + dy0,,. (7.74)
Assim, uma vez que a, 9, e ¢, sao fixados, as equagoes acima definem x3 e y3 como
xg=x1+2(0; +0), ys=uy+2(0,+ao). (7.75)

Os casos particulares d, = d, = 1 e d, = d, = 3, que nao correspondem a curvas
assintoticas, equivalem as condigoes 0, + ad, = 0 e o, — ad, = 0 respectivamente. Isto ¢é,
a Unica condigao a ser observada é que a diregao (d,,d,) ndo pode ser nem ortogonal nem
paralela a assintota, senao as equagoes paramétricas nao corresponderao a uma rotagao
da curva assintotica padrao.

Podemos substituir os valores de z3 e y3 no mapa ctibico geral. A transformagao geral,
na forma (7.65), pode ser reescrita como

2[(z3 — 3) — (z9 — 71)]

1-¢ ’

z(§) = :cl—i—i [13(xe — 1) — T(x3 — :cg)]—l—i [3(z2 — 1) — (23 — 2)] E+
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e uma equagao equivalente para y. Usando que xy — x1 = 0, € 3 — Ty = d0, = 0, + 20

obtemos . 3 4
o
(€)= i+ 5180, — Tl + 518~ o]€ 4 g,

o que nos leva ao resultado

o(6) = o+ (1%) lgax 4 (1 i 35) a] , (7.76)

2 1-¢
y(&) = n+ (1;5) [3@, + (11t35€> aa] . (7.77)

Podemos escrever ainda as equagoes acima em uma forma vetorial. Manipulando as
equagdes acima temos que

(€)= x1+3(1+g)a<M> +2<1+5> <“5y+5x> (7.78)

2 1+a? 1-¢ 1+ a2
3 8, — ad, 1 Oy + 0a
y€) = m+50+9 (M)m(lJ_rg)a(al:a? ) (7.79)

Definindo o vetor da curva assintética como I,(€) = 2(€)2 + y(€)§, o vetor unitério na

direcao da assintota
T+ ay

Q= —F—, 7.80
=ra (7:80)
e o vetor & = dxd + 0y7, chegamos a forma final
= L3 . > 1+&\ /. .
Fa(g):x1+2(1+§)a><(5xa)+2<1_6>(a.®a. (7.81)

Para posicionar a assintota conforme desejado bastaria especificarmos as constantes a e b
que a definem, que sdo dadas pelas equagoes (7.57) e (7.58):

{ Y1 — 22 +ys = a(r) — 229 + 13) (7.82)
Yi—Y2—Yys = a(r; —z9—73) b
Somando as duas equagoes temos que

(y1 +36,) = a(x1 + 39,) +b. (7.83)

Essa relacao mostra que o ponto (24, y4) = (21+30,, y1 +36,) pertence a assintota. Entao,
ao invés de escolhermos b para definir a assintota, podemos escolher (z4,y4), um ponto
sobre o qual a assintota passa. Veja um exemplo na figura 7.5.
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Figura 7.5: Posicionamento da assintota: exemplo para o caso de um ponto (z1,y1) =
(1,0) e uma assintota com inclinagdo a = 3. Escolhendo (d,,0,) = (1,0.5) a assintota
passara pelo ponto (z4,y4) = (214 30,, y1 +39,) = (4, 1.5) e terd a inclinagao especificada.

Na construcao da malha é importante ainda saber a inclinagao das bordas nos vértices
com relacao aos elementos vizinhos. Isso significa saber a inclinagao a da curva resultante
no ponto (z1,y;). Para a curva padrao isso é calculado por

d /
a=W dif,(_l) _ 2y (7.84)
do'|__,  GE(=1) 30

Para a curva rodada basta notar que a inclinacao serd a da curva padrao mais a da
rotagao, ou seja, serd a = tan(a + 6) onde tan(a) = @’. Se o valor exato for necessario,
ele pode ser calculado por

(=1 (3+2a*)d, — as,

2 (1) " (21 3a2)0, — ad, (7.85)

I
I

Em resumo, dado um ponto inicial (x1,y;), a prescricio para se construir uma borda
assintotica é:
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1. escolha uma inclinagdo a para a assintota;

2. escolha uma direcéo (d,, d,) de tal forma que o ponto (z1 + 304, y1 + 30,) posicione a
assintota e resulte em uma inclinagao a conforme desejado, respeitando as condigoes
0y + ad, # 0 e 0, — ad, # 0. Isso define o ponto (x2,ys).

3. calcule a transformagao (o mapa cibico) por meio das equagoes (7.76-7.77).

O mapeamento resultante converte um polinémio em £ em um polinémio em 1/r, con-
forme o esperado, onde r,, = y' — y(, é uma coordenada radial na diregao da assintota, e
Yy, € a posigao do polo.

7.6 Elementos infinitos bidimensionais

Nesta secao desenvolvo elementos bidimensionais que se estendem ao infinito em uma
direcao, o pode ser estendido de maneira direta a elementos em trés dimensoes, mantendo
a terceira direcao limitada.

Como ja citado anteriormente, para cada elemento ¢é suficiente permitir que apenas
um de seus lados seja curvo, de maneira que se adapte a geometria do problema. As
bordas internas podem ser tomadas como sendo linhas retas. Porém, para gerar um
sistema de coordenadas mais “suave” em elementos infinitos, mantenho duas de suas
bordas curvas, sendo uma ajustada a geometria do problema e outra tendendo ao infinito.
A transformagao geral para um elemento desse tipo é dada pela equagao (7.9):

X(&,n) = Mi(€)I1(n) + Ma() Ia(n).

As fungoes M;(€) e My () sao dadas pela equagdo (7.5) para um elemento limitado (finito):

1-¢ 1+¢
My(§) = ——, My(§) = ——,
2 2
e pela equacao (7.36) para um elemento nao limitado (infinito):
2 _1+¢
MO =1 M-

As fungdes I’ (n) e I3(n) sdo as duas bordas (ndo adjacentes) que podem ser curvas. Para
elementos infinitos fl(n) serd o lado curvo ajustado ao dominio fisico, e serd tomado como
sendo o lado oposto ao lado “no infinito”. Os lados que se estendem ao infinito sao I’ &)
e I'y(€), dados pelas equagdes (7.7-7.8):

T3(8) = My ()71 + My(€) s,
T4(&) = My(&)Fs + Ma()Fs.
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Usarei um elemento com quatro vértices como na figura 7.3. I 1(n) sera a borda entre os
nos 1 e 3, sobre a fronteira “fisica” do problema, e I 5(n) serd a borda “média” do elemento,
que liga os nos 2 e 4, que nesse caso permitirei que seja curva também. Para um sistema
de coordenadas melhor ajustado a geometria do problema, construirei I 5(n) com a mesma
“forma” de I} (1), como mostrarei a seguir. Veja um elemento infinito genérico na figura
7.6 abaixo, com as curvas e nos que o determinam. Utilizo nessa secao, para simplificar a

T'3(8)

Figura 7.6: Elemento infinito com bordas laterais I'3(€) e I'y(€) retas (que se estendem
até o infinito), com os pontos e curvas que o definem.

notacao, a seguinte defini¢ao:

Comeco tratando do caso em que os dois lados que tendem ao infinito sao retos, para
o qual é usado o mapeamento quadratico e as fungoes de forma 7.36. Tratarei o caso de
bordas curvas assintéticas (utilizando um mapa cibico) a seguir.

Os pontos T e T3 estao sobre a superficie fisica, e sao definidos na construcao da malha.
Os pontos 73 e ¥4 podem ser escolhidos livremente, de forma que as retas I 3(&) e I 1(€), nas
direcoes de T e Z43, delimitem o elemento infinito conforme desejado. Note, no entanto,
que essa escolha determina a parametrizacao das retas fg(g ) e ]1(5). Dependendo dessa
escolha, pode acontecer que no limite de & = 1 (no infinito), a reta I4(¢) — I'5(€), que liga
dois lados opostos do elemento, seja paralela a um dos lados I 3(€) ou I 1(&). Isso geraria
um ponto singular no sistema de coordenadas, onde o Jacobiano tenderia a zero.

Por exemplo, calculemos o produto vetorial entre 45 ¢ Iy (€) — I3(€) para o limite no
infinito, cujo médulo (dividido pelo médulo de ambos) resulta no seno do dngulo entre
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eles:
— = =3 2 g - 1 — —
d x [T - Do) T [ () (B - ) + () (@ - 7|
LT[ - T5©)] &1 |Tus| [ (25) (@ — 30) + (1) (74 — 7)
_ T3 X [—((133 — fl) + (f4 — .fg)]
| Zaz| | =31 + Taa
s Xdm (7.87)

|3343| |$42 - $31|

Podemos ver que isso se anula para Ty3 o Ty, mas com Ty3 # Ty (pois isso anularia o
denominador também). Essa situagao ¢ mostrada na figura 7.7. Um elemento desse tipo

Figura 7.7: Elemento infinito com bordas laterais paralelas. Se ;3 # 75 entao o sistema
de coordenadas desse elemento é singular no infinto, e portanto nao deve ser utilizado.

tem um sistema de coordenadas singular no infinito, e deve ser evitado.

Se 43 = Ty teremos simplesmente I'4(€) — I'5(€) = T3, constante (serdo sempre retas
paralelas para cada &), o que nao gera problemas no infinito.

Podemos escolher 74 e 75 de forma que 73, e T4 sejam paralelos, o que simplifica e
evita a situagao de singularidade acima. Fazendo

11_3"42 = ngl, (788)
onde .
K= |f?|, (7.89)
|Z51]

a direcao das retas I 1(8) — I 3(€), que ligam os dois lados do elemento para cada &, serao
sempre paralelas:

Iy(§) = I3(§) = Mi(§) (Z3 — 71) + Ma(§) (T4 — Ta),
= [Mi(§) + KM (£)] Z51. (7.90)
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Além disso, ¢ preciso notar ainda que a distancia entre 7y e Ty determina a distancia
do polo da transformagao das coordenadas fisicas para as coordenadas numéricas (veja
figura 7.2) para a curva fg(ﬁ). O mesmo vale para f4(£). Dessa forma, dados os vértices
T e T3, escolhe-se um dentre 7 e 74 de forma que se posicione o polo de sua respectiva
curva conforme desejado. O outro ponto deve ser encontrado pela condi¢ao de paralelismo
(7.88).

Entao, dados os pontos Z; e 73, e escolhido 7, (por exemplo) que posicione o polo
conforme desejado, é preciso encontrar ¥ que satisfaca a condicao de paralelismo. Em
geral, na construgao da malha podemos facilmente encontrar um ponto arbitrario , sobre
a reta I 3(€) que desejamos construir. Na figura 7.8 vemos um exemplo em que escolhe-se

Figura 7.8: Construgao de um elemento que satisfaz a condigao de paralelismo Ty o< 3.
Dados os pontos ¥, T3, T4 € T, 0 ponto s ¢ obtido por meio da equagao (7.91).

a coordenada y de &, como sendo a mesma de Z4 (y5 = y4), € a coordenada = a mesma
de 7y (24 = x1).

Encontra-se por simples geometria que o ponto ¥ que satisfaz a condigao de parale-
lismo (7.88) é obtido por

—

L = 7+ |f31 X f41| —

| Ty x @y |72 (791)
onde Ty, = ¥ — 7.

Definidos os quatro vértices, nos resta agora construir a curva I 5(n) com a mesma
“forma” de I (n). Para isso, faco com que o vetor fg(n) — 7y seja paralelo a I} (n) — &4,
ou seja,

Ly(n) = & = K [T1(n) — &),
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o que resulta em

o(n) = & + K [Th(n) — 7). (7.92)
Isso implica que todas as curvas X (€,m) (para cada valor fixado de &) serdo semelhantes e
nio apenas I () e Iy(n), que correspondem a X (€, 1) com € = —1 e £ = 0 respectivamente

Com isso, temos todos os elementos para para a construcao da transformacao de
coordenadas (7.9) para o elemento infinito bidimensional com os lados I’3(€) e I'y(€) retos.

Passemos agora para o caso dos elementos infinitos bidimensionais com lados curvos
assintoticos. Na se¢ao 7.5 desenvolvi uma curva assintotica I 2(&), descrita pela equagao
(7.81), que é parametrizada pela coordenada numérica £ de tal forma que um polinémio
em £ sobre essa curva ¢ mapeado em um polinémio em 1/7,, onde ry =y' —y; e (2/,y)
sdo coordenadas rodadas com relagdo a (z,y).

Para construir um elemento infinito bidimensional com bordas curvas assintéticas,
basta permitir que as curvas “laterais” fg(f) e f4(§) sejam curvas do tipo (7.81), isto é,

Fo(€) = F1 5 (14€)ay x (Fn x 3) +2 Gfé) (43 - 1) s, (7.93)
f4(£) = T3+ ; (1 + 5) (g X (543 X @4) + 2 (ﬁ) (@4 . 543) Qy, (7.94)

onde cada curva I 3(€) e f4(§) tém sua propria assintota, com inclinacoes as e a4 respec-
tivamente.

Comecemos verificando a condicao de singularidade no infinito. Calculando para essa
nova situaco (o vetor cujo médulo €) o seno do angulo entre (Z4 — #3) e 14(€) — I3(€)
para o limite no infinito obtemos:

Ty3 X [2 (%g) (5L4 : f43) iy — 2 (%) (d3 : ﬁ21) @3}
o1 |Tys[2 (%g) (Qy - Ty3) Gy — 2 (ifg) (s - T91) as)
X

[(d4 : 543) é\L4 - (a3 : 521) &3]

|Z43|| (G - Ty3) Qg — (G3 - To1) O3]
_ (@4 : f43) [5543 X &4] - (&3 : 3721) [33'43 X &3]
!9743” (G4 - Tu3) Gy — (A3 - To1) Q3]

(7.95)

Observe que o numerador se anula somente® para és = @4. Se o denominador for nao nulo,
ou seja, se (ay - Ty3) # (a3 - T21), 0 numerador serd nulo se Zy3 o< a3 = dy. Isso implica que
as bordas serdo retas (ndo assintéticas) e paralelas, o que resultard na mesma situagao
singular mostrada na figura 7.7.

SLembre-se que para que essas curvas sejam de fato assintéticas é necessario que (ag - 1) # 0 e
(G4 - ¥43) # 0.
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Caso o denominador seja nulo, entao (G4 - Z43) = (a3 - To1), com Gz = Gy. Se Ty = Toy
teremos simplesmente 'y(€) — I'3(¢) = @3, constante (situagio ndo singular, também jé
citada na discussao de elementos com bordas retas). A situagdo T3 # T2 também é nao
singular, pois somente os dltimos termos de (7.93-7.94), os termos singulares de I'y(£) e
I5(€), se cancelam em I'y(€) — I'3(€). Essa situacdo ¢ mostrada na figura 7.9.

|

i}

Figura 7.9: Elemento infinito com assintotas paralelas (43 = a4 = @) e Zy3 # T21. Para
que esse elemento nao tenha um sistema de coordenas singular no infinito é necessario

que (ay - Z43) = (a3 - T91) = 0y.

Observe que para o elemento mostrado na figura 7.9 nao ¢ possivel manter as diregoes
de 731 e Z49 paralelas como em (7.88), pois isso geraria uma situagao singular no infinito,
como descrito acima. Portanto, para se construir a curva I 5(n) com a mesma “forma”
de I} (n) devemos considerar essa situagdo mais geral, mostrada na figura 7.10. Usarei a
seguir, para simplificar a notacao, a defini¢ao

Fi(n) = Li(n) — 7. (7.96)
O vetor S ¢ definido como sendo a projecao ortogonal de 7;(n) sobre Z3;:
Si(n) = (M) T31, (7.97)
T31 * 131
¢ o vetor T (n) ¢ definido por
Ti(n) = 71(n) — 5. (7.98)

O mesmo vale para S,(n) e Ty(n).
O vetor Sy(n) pode ser construido de forma que ele parametrize o seguimento de reta
Ty — Ty da mesma maneira que S;(n) parametriza T3 — 1, ou seja,

Sy(n) = <M> To- (7.99)

—

X31 - T31
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Figura 7.10: Construcao da curva I 5(n) para um elemento infinito com lados curvos
assintoticos.

De acordo com a figura 7.10, para que a curva Iy (n) tenha a mesma “forma” de I (n) os
dois triangulos retangulos formados por 7;(n), S;(n) e Ti(n) (i = 1,2) devem ter um fator
de proporcionalidade de K (equagao (7.89)) para todo 7. Dessa forma, podemos escrever
o vetor fg(n) em termos de sua diregao e de seu médulo (com um fator K com relagao ao
modulo de fl(n)):

— Z X 542 -
T = | —| K|T} . 7.100

Escrevendo o médulo de 7' (7)) como

- 2 [T X T1(n
Ti(n)| = Ty > )] (7.101)
L31 - T31
obtemos o vetor T(n):
To(n) = 2 x T4 (Z. [Z‘z X:EZi(n)}) ’ (7.102)

0 que resulta na curva I (1)

L) = T+ S+ Th(n)

N v - T . 2T x & .
= Bt <7£(U) - 31) T + ( [431 q%(ﬁ)]) % X T
X31* T31 T31 * 31

— 1 — — — 2 — = 2 -
= Tt == M) Ta| Tao + (- [Far x 1)) 2 x Tu} . (7.103)
(-7531 '-’1731)
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E possivel ainda simplificar essa expressao, separando a dependéncia em (7). Para isso,
usarei algumas identidades vetoriais. Primeiro, a expansao de um dado vetor ¥ em termos

X

U=

5 (8 % &

—i] (6 x &) e+

€1 -

A expansdo de £ X Zyp em termos de €1 = 2, & = ¥3; e €3 = ¥;(n) resulta em

(2 x Zg2) - (T51 X Y1(n)) 2 +
—_————

(- [T x (n)]) £ x Tpp =
-0 —
[(2 % Z42) - (F1(n) x 2)] Ta1 +
[(2 X Za2) - (2 X T51)] T1(n) (7.105)
Da simetria do Jacobiano
€1 (€y X €3) =€3- (€] X €) =& - (63 X &) (7.106)
e do produto vetorial triplo
€1 X (€y x €3) = (&) - €3)ey — (€] - €)e3 (7.107)
obtemos que
(2 Za) - () x 2) = T1(n) - [2 x (2 X Tap)]
= 1) |ETe) - (22T
= —%(n) 542:0 (7.108)
O mesmo vale para o ultimo termo de (7.105):
(2 X Za2) - (2 X XT31) = Ty - T31. (7.109)
Assim, a expressao (7.105), que é o tltimo termo de (7.103), se torna
(2 [F31 x 1)) 2 X Tag = (Faz - T51) T1(0) — (V1(n) - Taz) T, (7.110)
(7.111)

ou seja,
U31] Ta2 — [71(n) - Tao] Ts1 + (Ta2 - T51) T1(n) } -

LA
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Utilizando novamente a identidade do produto tripo (7.107)

(Vi(n) - Z31] Tao — [1(0) - Tao] 31 = F1(n) X (Ta2 X T31) (7.112)
obtemos
) = Zpt ——— {71(77) (Tag X T31) + (Taz - 31) Y1(n) }
($31 I31
X Tyo - T
_ fz-i-( (Ta2 X T31) i <!i42 {31)71(77). (7.113)
T3+ T3y T31 - T31

Colocando em termos das componentes I';(n) = X;(n)2 + Yi(n)§ obtemos:

Xo(n) = w2+ Ko [Xi(n) — 1] + K« [Yi(n) — yi] (7.114)
Yo(n) = g2 + Ko [Yi(n) —w] — K« [Xi(n) — 2] (7.115)
onde
C Gaeedn) . @a—@)(zs — @) + (va — ) (g3 —w1)
K, = (T31-T31) - (1.3 _ xl)($3 _ -1'1) + (y3 — y1)<y3 _ y1) (7.116)
_ Z2(#a2xd31) (ZL’4 — ﬁz)(yg ) (y4 - y2)<I3 - xl)
T (23 — x1) (w3 — 1) + (Y3 — 1) (Y3 — 1) (7.117)

Enfim, as expressoes acima geram uma curva [5(n) = Xa(n)2 + Ya(n)§ com a mesma
“forma” de I'1(n) = X1(n)2 + Y1(n)7, dados os quatro vértices &y, T, T3 e 4.

O préximo passo € gerar a transformacgao de coordenadas para o elemento bidimensi-
onal com bordas assintéticas. Como as curvas I'5(€) e I'4(£) ndo estio escritas em termos
das fungoes de forma como em (7.7-7.8) ndo é possivel aplicar a expressao para a inter-
polacdo transfinita (7.5) diretamente. Entao, o que fago é impor a condi¢ao de que a
transformacio X (&,7) seja uma curva assintética, do tipo (7.81), para cada 7.

Note que uma curva assintética do tipo (7.81) é determinada simplesmente pelos pon-
tos I e Ty = 5 — Z1, e por uma inclinagdo a para a assintota. Dessa forma, posso definir
pontos que sejam fungoes de 7, isto é, curvas 1 (n) = I (n), Zo(n) = fg(n), e especificar
uma inclina¢ao para a assintota a(n), para cada curva X (&,m) com 7 fixo. Fazendo isso,
escrevo a transformacao geral como

-

X(&m) = I =
= )+ 5 (- 9a) x [l x ato)] +2

w

ou seja,

R = Tl 5 1+ ata) 57 x ata)]+2

2
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onde 6I'(n) = I'y(n) — I'1(n).

Falta ainda especificar as inclinagoes a(n) das assintotas, de tal forma que a(—1) = ag
e a(1) = a4 (assintotas laterais). Para que ndo ocorra um “cruzamento” das curvas X (€, 1)
para cada valor de 7 constante, ¢ necessario que a funcao a(n) seja uma fungdo mondtona
entre os valores ag e as. Ao invés de simplesmente especificar uma func¢ao a(n) mondtona,
vou exigir que todas as assintotas passem por um mesmo ponto, denotado por &y, o ponto
de cruzamento das assintotas laterais:

{ Yo = aszTo + b3 (7.119)

Yo = asxo + by

Isso naturalmente satisfaz a condicao de monotonicidade. Veja na figura 7.11 as curvas

Figura 7.11: Determinacao da inclinagao das assintotas para as curvas assintoticas interi-
ores ao elemento infinito. As curvas laterais e suas assintotas (n = 41, em verde e azul)
determinam o ponto 7. Exige-se entdo que a assintota de qualquer curva interna (e.g.
n = 0, em vermelho) passe por Zj.

laterais (n = £1) com suas assintotas em verde e azul, ¢ uma curva interior (e.g. n = 0)
com sua assintota em vermelho.

Um ponto de cada assintota ja ¢ fixado” pelas curvas I'1(n) e I3(n) por meio da
equagao (7.83). Vou denotar esse ponto (para cada 7, o que na verdade gera uma curva)
por I'o(n) = Xo(n)& + Yo(n)9. Entio

Yo(n) = a(n)Xo(n) + b(n), (7.120)

"Portanto, especificar um outro ponto pelo qual essa assintota passa implica em especificar sua
inclinagao.
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com

Xo(n) = 3X3(n) —2X1(n), (7.121)
Yo(n) = 3Ya(n) —2Yi(n) (7.122)

dados pela equagao (7.83)
Esses pontos podem ser usados para eliminar as constantes bs e by das assintotas

“laterais”:
{ bg = %(-1) - a(-l)Xo(—l) = 3y2 - 2’y1 - Clg(?)ﬂfz - 2131)

7.123
b4 = Yb(‘i‘l) — a(+1)X0(+1) = 3y4 — 2y3 — a4(3x4 — 2%3) ( )

Substituindo essas constantes na equagao (7.119) podemos escrever o ponto Zy em termos
dos valores dados:
Ty = b3 —by
a4—a,
" b%iiSZ‘;“B (7.124)

ou seja,

{ xo = {as(3x4 — 223) — a3(3wy — 221) + 3(ys — y2) — 2(ys — 1)} /(as — a3)
yo = {as(3y2 — 2y1) — as(3ys — 2ys) + asas [3(zs — 22) — 2(xs — 21)]} /(a4 — as)
(7.125)
Se ay, = ag essa andlise é desnecessaria pois basta fazer a(n) = a3 = a4. Se uma das
assintotas for vertical (inclina¢do “infinita”) basta calcular o limite das expressoes acima.
Por fim, a inclinacao de cada assintota é escrita em termos de seus pontos Zy e fo(n):

o) = Yo(m) —yo _ 3Ya(n) —2Y1(n) — %o
Xo(n) =@ 3Xa(n) —2X1(n) —x’

com (xg,yo) dado pela equagao (7.125).

(7.126)

Para finalizar essa secdo, se os elementos com bordas assintéticas forem usados em
conjunto com elementos infinitos com bordas retas, é necessario que a parametrizacao
de ambos coincidam, pois os nés de ambos os lados deverao ser os mesmo. No entanto,
as parametrizagoes utilizadas nas duas formulacoes nao coincidem, pois os mapeamentos
foram construidos de forma que os pontos ¥y e ¥y correspondam a coordenada & = 0
para elementos com bordas retas (I'3(0) = @ e I4(0) = &, pois utiliza-se um mapa
quadratico do tipo (7.47)), e a coordenada & = —1/3 para elementos com bordas curvas
assintéticas (I3(—1/3) = @ e I'y(—1/3) = &, pois utiliza-se um mapa ctibico do tipo
(7.52)). Poderiamos alterar a parametrizagdo do mapa cibico, mas é mais facil alterar
a parametrizacdo do mapa quadratico. Isso pode ser feito simplesmente alterando as
fungoes de forma (7.36) — como explicado na sec¢ao (7.3.1) — para

My(§) = - (11+_3§> , o My(§) =2 Gfg) : (7.127)

Isso corresponde a v = 2/3 na equacgao (7.22).
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Capitulo 8

O cédigo BLATOS

Nesse capitulo apresento o codigo numérico BLATOS. Na verdade, as técnicas numéricas
utilizadas no seu desenvolvimento ja forma apresentadas em capitulos anteriores, faltando
apenas a descrigdo da malha numérica utilizada (se¢do 8.1), e apresentagdo do método do
campo autoconsistente (segao 8.2), que trata do problema de fronteira livre. Na secao 8.3
descrevo como é feito o remapeamento do dominio a cada passo do processo iterativo, visto
que emprego um método espectral, que tém por caracteristica basica ajustar o dominio
numeérico aos contornos do dominio fisico.

Apresento entdo na secao 8.5 um modelo fisico de disco grosso de acregao e alguns
resultados numéricos originais que obtenho a partir desse cédigo. Nao realizo aqui um es-
tudo das propriedades das solugoes, apenas ilustro as solugoes gerais obtidas. No entanto,
mostro como posso realizar um estudo da estabilidade runaway a partir dessas solugoes,
exemplificando com solug¢oes numéricas estaveis de acordo com essa metodologia.

8.1 Malha

Para a resolugdo numérica das equagoes por meio de um método espectral é necessario
a utilizacdo de uma malha adaptada a geometria do problema, nesse caso, a superficie
do toro. Assim, construi a malha mostrada na figura 8.1. Dada a simetria assumida
U(r, z) = ¥(r, —z) das solugdes, trabalho apenas com a metade superior (z > 0) do toro.

A decomposi¢ao do dominio numérico em subdominios depende da superficie do toro,
nesse caso da curva dS, descrita de maneira geral por uma fungao zs(r). Na secdo 8.3
mostro como a malha é construida a partir dessa superficie.

Essa malha é composta de 14 elementos, dentro dos quais é realizada uma interpolagao
polinomial de alta ordem. Na figura também ¢é possivel visualizar os nds internos e de
fronteira de cada elemento. O ntimero de noés de cada aresta é igual ao grau do polinémio
utilizado nessa direcao.
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Figura 8.1: Malha composta de 14 elementos, 5 dos quais sao elementos nao limitados.

Essa é uma malha conforme, ou seja, elementos somente compartilham vértices ou
arestas inteiras. Elementos que compartilham uma aresta utilizam os mesmos noés sobre
essa aresta, e consequentemente a mesma ordem de interpolacao nessa direcao. O niimero
de nés (e a ordem de interpolagao) utilizado em uma aresta é totalmente independente
das outras, devendo apenas satisfazer a condi¢ao de conformidade da malha.

Dentro de cada elemento o sistema de coordenadas e os nés internos sao construidos
por interpolacao transfinita, conforme descrito na secao 7.2. J& a superficie do toro é
construida utilizando interpolacao isoparamétrica, o que quer dizer que a superficie é
descrita por um polindémio de mesma ordem que o utilizado internamente nos elementos
que contém uma aresta sobre a superficie. Dessa forma, sdo os proprios nés internos das
arestas sobre a superficie que sao utilizados para interpolar a superficie.

Sobre cada aresta sao utilizados os nés e quadraturas de Gauss-Lobatto-Legendre para
integracao numeérica, com exce¢ao dos elementos 7, 9 e 10, que contém uma aresta sobre o
eixo z. Como descrito na secao 6.2, para esses elementos (e somente na dire¢ao do eixo r) é
preciso utilizar nés e quadraturas de Gauss-Lobatto-Jacobi para se evitar a singularidade
do sistema cilindrico de coordenadas.

Os elementos 1 e 4 em geral cobrem uma regiao fisica menor, fazendo com que a
resolucao da malha nessas regides seja maior. Isso é conveniente porque o gradiente das
quantidades fisicas aproximadas (potencial gravitacional e densidade) sdo maiores nessas
regioes, mais préximas ao centro.

Os elementos 10, 11, 12, 13 e 14 sao elementos nao limitados, que sao mapeados de
acordo com os elementos infinitos descritos na se¢ao 7.4. Para testar os elementos infinitos
com bordas assintoticas construi ainda a malha mostrada na figura 8.2, a qual contém trés
elementos desse tipo. Perceba que esse tipo de borda simplifica a construcao da malha
nesse caso.

Construi ainda outra malha para a resolucao das equagoes relativisticas, para as quais
ha condicoes de contorno impostas sobre o horizonte de eventos do buraco negro. Essa
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Figura 8.2: Malha contendo elementos com bordas curvas assintéticas.

malha é vista na figura 8.3. Observe que ela é bem semelhante a malha da figura 8.1, com

Figura 8.3: Malha adequada a resolucao das equacoes relativisticas e que se adapta ao
horizonte de eventos do buraco negro, onde sao impostas condi¢des de contorno de Diri-
chlet.

a diferenca que o elemento 7 é dividido em trés partes: dois elementos e a regiao interna
ao buraco negro, que por sua vez nao ¢ um elemento numérico pois essa regiao esta fora
do dominio de resolucao.

As decomposi¢oes do dominio em elementos mostradas acima nao foram as tnicas
decomposigoes consideradas. Analisei outras possibilidades, mas essas me pareceram as
mais consistentes e robustas com relagao as variagoes da superficie do toro. Alguns fatores
que determinam a qualidade da malha foram levados em conta nessa escolha.

Como regra geral, é preciso tornar os angulos na malha o mais proximo possivel de
90°. Perceba que utilizei alguns angulos com 45° e 135°, mas isso se deve ao fato de que
nao sabemos a priori os angulos com que as arestas que se ligam a superficie dS farao
com ela, entdao é necessario uma estrutura que garanta que esses angulos nao se anulem ou
cheguem a 180°. As malhas mostradas evitam situac¢oes extremas em que surgem angulos
muito pequenos e/ou muito grandes (caso algum desses dngulos seja igual a 0° ou 180° a
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decomposi¢ao nao mais funciona). Com as estruturas acima consigo que todos os angulos
estejam no intervalo [45°, 135°] para as formas usuais de 0S.

As condigoes de contorno aplicadas nas arestas internas de cada elemento sao condicoes
de continuidade da solugdo. A condig¢ao de continuidade da derivada primeira é obtida
pelo processo de convergéncia do método dos elementos espectrais, conforme descrito na
secdo 6.3. Para arestas sobre os eixos r e z aplica-se condi¢oes homogéneas de Newman,
dadas as simetrias axial e de reflexao sobre o plano z = 0. Aplica-se condi¢oes homogéneas
de Dirichlet sobre as arestas no “infinito” (para os elementos infinitos) e ainda condigoes
nao homogéneas de Dirichlet para arestas sobre o horizonte de eventos.

8.2 Método do campo autoconsistente

O método do campo autoconsistente foi aplicado a politropos primeiramente por Ostriker
e Mark (1968) [12]. Na verdade, um esquema de campo autoconsistente foi originalmente
criado por Hartree e Fock em conexao com célculos de estrutura molecular (veja Tassoul
[75]). Veremos nessa capitulo em que consiste essa metodologia.

De acordo com o modelo apresentado no capitulo 4 as figuras axissimétricas de equi-
librio de um fluido barotrépico autogravitante com equagao de estado P = P(p) ao redor
de um corpo central com potencial gravitacional ®,(r, z) sdo governadas pelo conjunto de
equagoes nao lineares

{ V2 = 47 p, (8.1)
Wi(p(r,z)) = @(r,2) + F(r),

formado pela equagao de de Poisson (3.18) e pela a equagao de Euler integrada (4.55). A
fungao F(r) é o potencial rotacional calculado por (4.52) a partir de dada uma distribuigao
de momento angular L(r), e W(p) definida pela equagdo (4.56) para uma equagao de
estado politrépical:

W(p) =Wy — (n+ 1)K, p*/™.

Assume-se que o potencial gravitacional é composto por dois termos
¢ =0, + VU, (8.2)

onde &, é o potencial gravitacional de um corpo central esfericamente simétrico, assumido
ser estatico e nao influenciado pelo fluido em rotacao, e ¥ é o potencial gravitacional
associado ao fluido autogravitante em rotacao.

E claro que as equagoes (8.1) devem ser suplementadas por condigbes de contorno.
Como trata-se de corpos isolados, é natural impor que o campo gravitacional ® se anule

!Nesse capitulo denoto a constante politrépica usual por K. Reservo a letra K para a constante
definida pela equagdo (8.5), que incorpora o fator (n + 1) e cancela a poténcia n na equacao (8.4).
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no infinito. Em coordenadas cilindricas, isto é equivalente a impor que

0.9 (r,0) = W¥(r,00) =0,
{ 0,V (0,2) = ¥(oo,z) =0,

(8.3)

dado que as solugoes de (8.1) s@o supostas simétricas sob reflexdes em z (U(r,z) =
U(r, —z), p(r,z) = p(r, —z)) para corpos centrais esfericamente simétricos. Além disso, é
preciso impor que p = P = 0 (o que corresponde a W = Wy, condicao essa satisfeita por
(4.56)) sobre a superficie de equilibrio. De fato, as equagdes (8.1) fora do fluido devem
ter p = 0. Contudo, ndo sabemos a priori a superficie do fluido, e portanto esse é um
classico problema de fronteira livre. A principal complicacao na resolucao desse problema
vem dessa particularidade.
Pode-se eliminar a fungdo W das equagoes (8.1). Invertendo a equacao (4.56)

p(W) = K [W, — W]", (8.4)

onde
K=[(n+1)K,™, (8.5)

as equagoes (8.1) se tornam

drK (Wy —U(r,z) — ®y(r,2) — F(r))", para (r,z) € S(V),

0, para (r,z) ¢ S(¥), (8:6)

V20 = {
O lugar geométrico S(¥) corresponde a regiao ocupada pelo fluido, que é a dada pela
regiao conexa contendo o ponto central (rg,0) e delimitada pela superficie

OS(V) ={(r,2) e Ry x R4 |¥(r,2z) + Po(1,2) + F(r) = W;}. (8.7)
O algoritmo consiste em rodar os passos iterativos

drK (W — Ui(r,2) — o(r,2) — F(r))", para (r,z) € S(Vy),

0, para (r,z) ¢ S(Vy), (88)

Vi = {
Comegando com Wy(r, z) = 0. A cada passo, a equagao de Poisson é resolvida para Wy,
impondo-se as condigoes de contorno (8.3).

A cada iteracao, a distribuicao de densidade é calculada por

| W= (r,2) = o(r,2) — F(r)]",  para (r,z) € S(Vy), (8.9)
Pr = 0, para (r,z) ¢ S(Vy), '
e 0 processo iterativo é repetido até que a diferenca relativa
er = max o = prcal (8.10)

(rfj,zfj)ES Pk
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entre dois passos se torne suficientemente pequena. Essa é uma medida da precisao obtida
e nao da exatidao do resultado.

A primeira aplicacao desse método em relatividade geral foi feita por Bonazzola e
Maschio [138] para computar modelos estelares com rotacao rapida. A andlise matemé-
tica do método do campo autoconsistente aplicado as equagoes de Einstein foi feita por
Schaudt e Pfister [175]. Eles provaram a convergéncia exponencial do método e que o
problema interno e externo de Dirichlet para estrelas relativisticas em rotacao é soltvel,
sob algumas condig¢oes nos valores de contorno.

Uma observacao importante com relagao ao método do campo autoconsistente ¢ que
nao ha uma prova formal de que esse método convirja. Porém ele tem sido usado com
sucesso em muitas aplicacoes e aparentemente converge para todas as situagoes fisicamente
relevantes. Para o caso particular de uma estrela estacionaria em rotacao, no ambito da
relatividade geral, uma prova rigorosa da convergéncia (exceto pelo remapeamento do
espaco fisico a cada iteracdo) foi dada por Schaudt e Pfister [175].

8.3 Remapeamento do dominio

Nos métodos “nao espectrais”, assume-se uma regiao sobre a qual é realizado o calculo
numérico, e a simulagdo nao se estende até o infinito espacial. Com isso, é possivel aplicar
o método do campo autoconsistente de forma direta, pois nao é preciso que se altere a
malha numérica utilizada na resolucao da equacao de Poisson a cada iteragao. Para isso
o método adota uma representagao integral, ao invés do uso de equacgoes diferenciais,
porque as condigoes de contorno sao mais faceis de se manipular na forma integral.

Em sua forma integral, a equacao de Poisson é dada por

/
U(7) = —/ p(rl dv’. (8.11)
V7]
A vantagem da formulacao integral é que as condigoes de contorno para o campo gravi-
tacional podem ser incluidas facilmente, e a desvantagem é que para configuracoes onde
o desvio da simetria esférica é grande, altas ordens dos polindomios de Legendre devem
ser consideradas para se calcular (8.11) numericamente, implicando em um grande custo
computacional. Se o problema é formulado na forma diferencial, um sistema de equagoes
lineares deve ser resolvido, o que pode ser feito de maneira muito eficiente. A desvantagem
da formulagao diferencial é que é mais dificil de se incluir as condigoes de contorno.
Para se resolver a equacao de Poisson, sao usadas expansoes em série dos campos da
seguinte forma: a equacao (8.11) pode ser escrita, em coordenadas esféricas, como [71]

X roo /2
U(R,0) = —4r S /0 /0 (R, R')Py(cos 0) Py(cos ') p(R', 0') R sin 0'dR'd6’. (8.12)
=0



CAPITULO 8. O CODIGO BLATOS 219

onde

R /R para R> R,
R2/RT para R<R.

Essa expansao se adequa melhor a modelos que incluem a origem, como modelos estelares.

fa(R,R') = { (8.13)

Para o caso de um toro convém expandir em coordenadas esferoidais oblatas

U(E,n) = —2nr? d(20+1
1=0

n) [ /_ (€ +0®) PO ) d ot (8.14)
v al© [ [ (€ ) ROm@)pe ) gy ). (315)
Inserindo as expansdes
o) = X g (= cons) (8.10
U(r,z) = kioxpklrkzl, (Uyy = const). (8.17)

na equagao (8.12) obtém-se um tensor Tj;x tal que

oo
U= > Tijw pis- (8.18)
i,j=0
Além das expansodes em série muitos outros métodos ja foram empregados para se resolver
a equagao de Poisson. Clement [128] e Blinnikov [176] utilizam, ao invés de expansoes
em série, o método de diferencas finitas para resolver a equacao de Poisson, alegando que
as expansoes envolvem erros de truncamento incertos e nao representam variagoes radiais
com precisao suficiente.
Storzer [177] utilizou o método dos elementos finitos, resolvendo o problema variacional
equivalente. O problema variacional é dado pela condi¢ao de que o potencial gravitacional
extremiza a seguinte expressao

ov*  ov?
I_/ [ (87" + 5 ) —i—47r,0]rdrdz (8.19)

Com isso quero mostrar que a aplicagao tradicional do método do campo autoconsis-
tente com métodos “nao espectrais” envolve certas complicagoes que derivam do fato das
condic¢oes de contorno serem impostas somente no infinito.

Métodos espectrais, por outro lado, lidam com dominios nao limitados de uma forma
muito mais natural, a partir de fungoes de expansao que decaem no infinito. No entanto,
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nesse tipo de método a regiao espacial é separada em dominios, de tal forma que um domi-
nio (ou vérios) limita exatamente a regiao de matéria S. Isso faz com que, a cada iteragao
esse dominio deva ser recalculado, procurando uma nova fronteira 9S, definida pela curva
z = z(r) (superficie) equipotencial satisfazendo Wy(r, z) = Wy, ou equivalentemente, a
curva onde pg(r,z) = 0. Isso define um novo dominio & com um novo contorno, e um
novo sistema de coordenadas deve ser construido a cada iteracao.

A seguir descrevo com a malha é readaptada a superficie do toro a cada iteragao. Uti-
lizo a fungao Wy (r, z) como quantidade fisica fundamental para se determinar a superficie
(e consequentemente a malha) ao invés de pi(r, z). Portanto, dada a fungao Wy (r, z), trés
passos sao executados:

1. Encontrar os 4 vértices de cada elemento;
2. Encontrar (os nés sobre) a superficie e gerar os nds sobre as arestas;
3. Gerar os nos internos a cada elemento.

Na primeira etapa encontro (ou defino) todos os vértices. Vou denotar aqui cada vértice
pelo ponto #;, segundo a numeragao mostrada na figura 8.4.

Zp |

z. ]

Z, ]

T T
Tin Te Tm T Tout

Figura 8.4: Numeracao e construcao dos vértices da malha.

O primeiro a ser encontrado é o vértice central Zs = (7., 0), que é o ponto sobre o eixo
r para o qual %—‘f(rc, 0) = 0. Em seguida vém os vértices internos e sobre a superficie 0S.
Por meio de uma busca por bissec¢cao que descrevo na segao 77 encontro primeiramente
os limites interno #; = (r4,,0) e externo do toro &5 = (ry,0). Os dois outros vértices
internos sobre o eixo r sao definidos simplesmente por ¥7 = (r4,,0) e s = (r,,0), onde

Tout — Te

re + -2 —° (8.20)

6
= % (8.21)

'm
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Escolhi essa distribuigao baseado na forma geral do toro, em que os gradientes sao maiores
proximo do limite interno.

Encontro dois pontos auxiliares (7., z.) e (r,, z,) fazendo uma busca vertical da super-
ficie a partir dos pontos (r.,0) e (r,,0). Defino entdo o valor z, como

ze = 0.4min{z, 2, }, (8.22)

de tal forma que os trés vértices internos sao definidos como Zg = (r¢, 2¢), T10 = (F'm, 2e)
(§] fll = (Tn,Ze).

Um dos trés vértices restantes sobre a superficie, o ponto médio Z3 = (7, 2pm), €
encontrado por uma busca vertical da superficie partindo de #7. Os outros dois, ¥5 e T4,
por uma busca da superficie partindo de Zy e Z11, ao longo das diregoes de 135° e 45°
respectivamente.

Os vértice externos sao definidos por simples geometria. O vértice Z15 = (0,0) é a
origem do sistema de coordenadas. 73 e T4 sdo definidos de tal forma que |7; — Z14| =
|¥14 — T13], e que a aresta T4 — ¥13 seja horizontal. O vértice Z16 estd no cruzamento da
reta de 135° partido de 75 e da reta vertical que passa por T4, enquanto que o vértice s
é tal que a aresta 1 — 15 seja horizontal.

Os vértices de 17 a T99 nao sao de fato vértices de elementos, mas sim pontos utilizados
na construcao do mapa dos elementos infinitos. Dados esses vértices, a curva I 5(n) de
cada elemento infinito é obtida de tal maneira que essa tenha a mesma forma da superficie
I'1(n). As curvas I'5(n) de cada elemento infinito sio mostradas na figura 8.5 em vermelho.

Figura 8.5: Obtencao dos vértices “médios” que satisfazem a condigao de paralelismo para
a construgao das curvas I5(n) (em vermelho) dos elementos infinitos.

Algo importante a se observar na fixacao desses pontos é que a parametrizacao de
elementos vizinhos deve coincidir, pois eles compartilham os nés da fronteira. Além disso,
eles sdo construidos de forma que os vetores [fl(l) — fl(—l)} e [fg(l) - fg(—l)] sejam
paralelos (veja secao 7.6). Isso implica que eles devem ser obtidos em sequéncia, seguindo
a condicao de paralelismo, para ajustar todas as parametrizacoes.
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Comeco entao escolhendo um ponto sobre o eixo r para o vértice Zas, 0 que posiciona
o polo desse elemento. Em particular, utilizo a condicao roy — 15 = 15 — 3. Isso ajusta a
“extensao” do elemento infinito, e pode ser alterado conforme se necessite que a malha se
estenda ou se reduza. A partir dos nds Ty, T5 e Tae escrevo um ponto auxiliar @, sobre a
reta de 45° partido de @y e tal que T, — Zao seja vertical. Entao 71 é obtido pela condigao
de paralelismo (7.91)

le - .’f4 -+ (823)
O mesmo é feito em seguida para o nd o, e assim por diante para os demais.

Isso finaliza o primeiro passo de encontrar os vértices. O proximo passo é encontrar
os noés sobre a superficie e sobre as arestas. Para arestas “comuns” basta gerar nos de
Gauss-Lobatto-Legendre entre os vértices que a definem, lembrando que para arestas com
um de seus vértices sobre o eixo z esses nos serao os n6s de Gauss-Lobatto-Jacobi.

Para a superficie, é preciso encontrar os nos sobre ela, que sao utilizados para inter-
polar sua forma final. Para isso, seleciono uma das dire¢des r ou z, dependendo de qual
componente de [I5(1) — I'5(—1)] for maior, para distribuir os nés da quadratura, e a outra
para procurar a superficie. Por exemplo, seja o elemento entre os nés g, T11, T4 € T3,
que de acordo com a figura 8.6 tem ry — r3 > z4 — z3. Distribuo entao retas verticais nos

Figura 8.6: Determinacao dos nos sobre a superficie: distribui-se retas verticais ao longo
dos raios r;, que sao os nés de Gauss-Lobatto-Legendre entre I3 e 7, e encontra-se a
coordenada z; da superficie em cada uma delas por uma busca por bisseccao.

raios 7;

- <r4;7’3>m+ (7“4;‘7’3> (8.24)

onde 7n; sao nés da quadratura de Gauss-Lobatto-Legendre, e procuro as posigoes z; da
superficie, como mostra a figura 8.6. Se z4—z3 > r4—r3, inverte-se a situagao, distribuindo-
se z; nos nos da quadratura e procurando r; da superficie. Fazendo isso para todos os
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quatros elementos com arestas sobre a superficie determina-se a préopria superficie. Como
aplico interpolagao isoparamétrica, esses nos serao os mesmos utilizados internamente nos
elementos, o que finaliza a definicdo dos nds sobre as arestas de todos os elementos.

O terceiro e tultimo passo é gerar os nos internos a cada elemento, o que significa
na verdade construir a transformacgao de coordenadas X (&,m) dentro de cada elemento.
Para elementos finitos (limitados) essa transformagao é feita por meio da interpolagao
transfinita, e para elementos infinitos (ndo limitados), o que foi descrito na segao 7.6.
Dada a transformagao de coordenadas, os nés internos serao simplesmente X (&,m;), onde
x; e 1; sao os pontos da quadratura apropriada.

Terminada a constru¢ao da malha, é necessario ainda obter a fun¢ao W¥(r, z) nos novos
pontos da malha. Perceba que a solugdo que temos na verdade sao os valores nodais
Wy (r*;, 2%i;), e que agora os pontos de colocacdo (r*;;, z¥,;) ndo sdo mais os mesmos da
iteragao anterior, ou seja, variam com k (de iteragao pra iteragao). Isso porque dependem
do sistema de coordenadas, que é reconstruido a cada iteracdo. Com isso, os valores
nodais devem ser recalculados a cada iteracao.

Nos métodos “nao nodais”, ou modais (e.g., expansoes modais de Legendre) esses
valores nodais sao calculados por meio da série que da a expansao espectral do campo,
calculando-se diretamente as somas dessas séries. Essas somas tém um alto custo com-
putacional e de fato, essa é a opera¢do de maior custo computacional do método [14]. A
substituicao da soma completa por uma interpolagao sobre os pontos de colocagao dimi-
nui o custo computacional. A vantagem da soma direta (formalismo modal) é que ela
nao introduz nenhum erro no método, e o valor da funcao é calculado com a precisao
espectral. Nos métodos espectrais nodais, como o método da colocacao e o método nodal
de Galerkin que utilizo aqui, os campos sao conhecidos nos pontos nodais, e portanto,
esses valores sao calculados por interpolacao dos valores sobre os pontos do grid anterior.

12 T T T T T —
. £ o 0,07053

" 00529 °,
- 0,03526
'9,01763

o - 1

192

Figura 8.7: Primeira iteracdo: malha adaptada a superficie do toro, com distribuicao de
densidade p;.

Com isso, se completa o remapeamento do dominio. Resumindo o que foi feito, dada
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T
0,3139

0,2354 -,
0,157
'9,07848

0l

Figura 8.8: Segunda iteracgao: nova distribuicao de densidade ps sobre a malha construida
e ajustada a densidade p;.

Figura 8.9: Terceira iteracao: nova distribuicao de densidade p3 sobre a malha construida
e ajustada a densidade ps.

Figura 8.10: Quarta iteracdo: nova distribuicao de densidade p, sobre a malha construida
e ajustada a densidade ps.
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a solugdo de uma iteragao Wy (r";;, z%;;), calculada sobre os nds (r";;, 2%;;), calcula-se os

novos nos (r#1,; 21

;;) (e um novo sistema de coordenadas) pelo procedimento descrito
acima, de tal forma que a nova malha se ajusta a superficie z = z(r) que satisfaz a
condi¢do Wy(r, z) = Ws. Entéao, a solugdo é interpolada sobre a malha “antiga” para os
pontos nodais da nova malha, resultado em novos valores nodais Wy (r**1;; 281} que
estao prontos para uma nova iteragao.

As figuras 8.7-8.10 mostram a saida do sistema BLATOS de quatro iteracoes seguidas.
Foi escolhido um valor “grande” para a constante K, de forma que a cada iteracao a massa
do sistema aumente consideravelmente e a nova superficie seja relativamente distante da
anterior para se observar o efeito de remapeamento. Obviamente essa sequéncia nao

convergiu.

8.4 Testes de precisao e exatidao

A convergéncia do processo pode ser observada verificando a evolugao do valor do “erro”
ek, equacao (8.10), ao longo das iteragoes. As figuras 8.11 e 8.12 apresentam graficos de

Figura 8.11: Grafico log;,er x k para uma malha com 1331 graus de liberdade.

log,, ex X k do mesmo sistema, alterando-se apenas a resolugdo da malha (com 1331 e
3046 graus de liberdade respectivamente).
Observa-se que o sistema converge a uma taxa constante, com a precisao seguindo

uma “lei” de convergéncia do tipo e, ~ eg10704¥

até uma determinada precisao limite.
Em geral foi possivel obter precisoes proximas da precisao da maquina, até ordem de
10713 aproximadamente, como mostra o grafico 8.11. No entanto, em algumas situacoes
observou-se um limite inferior a esse, como mostra a figura 8.12.

A exatidao do procedimento numérico foi aferida apenas no que se refere a resolucao

do problema de valor de contorno de cada iteragao, e nao do problema de fronteira livre



226 8.4. TESTES DE PRECISAO E EXATIDAO

Figura 8.12: Grafico log;, ex x k para uma malha com 3046 graus de liberdade.

completo (que carece de solugbes analiticas a serem testadas). Para isso, realizei uma
simples resolugao de um problema de valor de contorno com solugao analitica conhecida e
avaliei o erro do resultado numérico. A equagao analisada foi a equacdo de Poisson abaixo

45
VAU = 7 (8.25)
(r? + 2% +5)
com as condigoes de contorno (8.3), cuja solugao analitica é
Weo(r, 2) ’ (8.26)
(1, 2) = ——F——. .
VT2 +1?2+5
O erro avaliado foi simplesmente
\Ijn - \I]ex
e, = max g, (8.27)

(rij,zij)€S v,

onde VU, (r, z) é a solugdo numérica.

Ao se aumentar o nimero de graus de liberdade da solu¢do numérica (aumentando
a resolugdo da malha) o seu erro com relagdo a solucao analitica acima deve diminuir,
evidenciando a convergéncia. O grafico 8.13 mostra esse tendéncia, até um valor de erro
de 10719 aproximadamente, a partir do qual nao houve melhora na exatidao do resultado
numérico. Isso se deve principalmente ao fato de que, para os valores de maxima exatidao
foram necesséarios polindmios interpolantes de grau em torno de 20. Para polinémios de
graus maiores que esse observei um aumento no erro numérico ao invés de uma queda, o
que pode ser explicado pela instabilidade intrinseca do processo de interpolacao polinomial
de alta ordem. Portanto, para se obter solugbes com maior exatidao seria necessario
refinar a malha aumentando-se o niimero de elementos, e ndo apenas aumentar o grau do
polinomio interpolante dentro de cada elemento.
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Figura 8.13: Grafico log,, e, X graus de liberdade.

8.5 Um modelo fisico de disco grosso de acrecao

Apresento agora um modelo fisico de disco grosso de acre¢ao. Utilizarei uma equacao de
estado politropica e o calculo sera feito no ambito da gravitacao Newtoniana, utilizando
o potencial pseudonewtoniana de Paczynski-Wiita (2.191).

A primeira coisa para se obter uma solugdo numérica é escrever o conjunto total de
equacoes que descrevem esse sistema fisico em uma forma adimensional, escolhendo uni-
dades de comprimento a e de massa M apropriadamente. Uma unidade de comprimento
conveniente ¢ o raio do horizonte de eventos, que para um buraco negro esfericamente
simétrico é o chamado raio de Schwarzschild r, = 2GM/c*. Defino entao a escala de
comprimento a = GM/c* = r,/2. Para a escala de massa usarei a massa M do buraco
negro. Teremos entdo as quantidades fisicas em sua forma adimensional, dadas abaixo?:

re I, qu—(M“G)\I/,
Qa
2 o o
ce 2, <_(MG> ,
p %p, O, (‘MGG> D,
Db W (4rg) W (8.28)

Usando essas defini¢oes, a equacao de estado politropica se torna simplesmente
p(W) =KW, —-W)", (8.29)

sendo a constante adimensional K (redefinida em termos da constante politrépica original

2Manterei as mesmas letras para denotar as formas adimensionais da quantidades fisicas.
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K, pela equagao (8.5)) dada por
a? GM "
K+ —|—/——| . 8.30
M [aKo(n + 1)] (8:30)

A constante adimensional W incorpora o mesmo fator que W.
As equagdes de Poisson e Euler integrada em sua forma adimensional sao

V2 = 47p, (8.31)
W(r,z) =VY(r,z) + o(r, 2) + F(r), (8.32)
onde aparece o potencial gravitacional de Paczynski-Wiita3
1
Oo(r,z) = (8.33)

Vit 22 -2
A distribuicdo de momento angular que emprego é uma simplificacdo da distribuicao
desenvolvida por Qian et al. [36], descrita na secdo 4.7. Para o cdlculo Newtoniano
precisamos de uma forma funcional do tipo L = L(r). Aplicarei simplesmente a hipdtese
de que o momento angular deva ser constante para r < r,,s e Kepleriano para r > .
Portanto, para o potencial de Paczynski-Wiita temos que

9 L%ns = (r"f%g)% para r S T'ms
L*(r) = ) e (8.34)
Li(r) = ek para T > Ty,

sendo o momento angular Kepleriano dado pela equagao (2.194). Observe que essa distri-

S, , . N , . dL? -
buigdo ¢ continua, com derivada primeira continua, pois —* = 0 (segundo a defini¢ao

Tms
do raio ), e satisfaz ao critério de estabilidade de Rayleigh para r > 7, (para r < 7,
ela é somente marginalmente estével).
Podemos integrar esse momento angular de acordo com a equagao (4.52), para obter

o potencial rotacional F(r). Para isso, divido a integral em duas

L2(r") L2
T / T /
F( ) B fooms I;/3 d/r - frms r’r’%s d/]" Y pa’/r‘a’ r S Tms
)=
r L3 ;5
— Joo Zzdr, para T > Ty

e utilizo a condicao® F(r — co) =

Line _ Lins 1
F( ) 272 2r2,, + Tms—27 para. 1 < T (8 35)
r) = .
1
5 para T > Ty

30bserve que nessas unidade rg = 2.
4Essa condicdo é necessaria para que W (r — oo, z) = 0, o que faz com que a constante de integracio
da equagdo de Euler integrada (8.32) seja nula (integrando-se do infinito até o ponto em questdo.)
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com

7,3

L}, = —m 8.36
ms (Tms _ 2)2 ( )

Observe que os termos provindos da integracio de L3 resultam simplesmente no potencial
®,(r,0) no plano equatorial (o que era de se esperar, pois a fun¢ao potencial do momento
angular Kepleriano se iguala ao potencial gravitacional). Dessa forma, a fungao W(r, 2)
(8.32) pode ser escrita como

Wi 2) U(r,z) + ®o(r, 2) — Po(Tms, 0) + Lj;? — QL:%, para 1 < Ty (337
r,z) = ,
U(r,z) + Oo(r, 2) — Po(r,0), para T > T
No plano equatorial essa equacao se torna
U(r,0) + @o(r,0) — Po (75, 0) + L;"Q — 2%;, para T < T
W (r,0) = (8.38)
U(r, z), para T > Ty

de tal forma que o raio da orbita circular marginalmente estavel é obtido simplesmente

87\11
or .

o que pode ser calculado numericamente a partir de uma solugao da equagao de Poisson
(8.31).

Dadas as formas adimensionais das equagoes e essa escolha de distribuicdo de mo-

pelo potencial ®:
=0, (8.39)

mento angular e equacao de estado politrépica, os parametros do modelo sao W, K e
n. Contudo, analisarei modelos com indice politrépico n fixo, de forma que os parame-
tros livres sejam apenas W, e K. Portanto, fixados esses dois parametros obtém-se como
solu¢do um unico estado de equilibrio (quando esse existir). A unidade de comprimento
a € fixada pelo raio do horizonte de eventos do buraco negro central, o que fixa a escala
de comprimento da solu¢ao. As massas, no entanto, sao dadas em termos da massa M
do buraco negro, que ¢é livre e pode ser assumida como sendo qualquer valor. Entao, a
solucao na verdade é uma familia de solugoes, vilida para qualquer escolha de M.

A constante W, seleciona a superficie equipotencial que o toro “preencherd”; e pode
ser definida independentemente de K. Vimos na se¢ao 4.1.1 que para que seja possivel um
estado quase-estacionario de acre¢ao é necessario que o disco preencha completamente o
l6bulo de Roche. Essa condi¢ao, dentro do modelo apresentado, fixa o valor do parametro
Wy, definido-o como sendo o valor de W (r, z) calculado no plano equatorial (z = 0) e no
raio da cuspide 7,s,. Esse raio é ponto ¢ um ponto critico de W, e pode ser definido como
sendo a menor raiz da equagao

ow

(r=rcusp, 2=0)
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A outra raiz dessa equagao € o raio do “centro” do toro rg, o circulo de maxima densidade
e pressao. Dessa forma,
Wy = W (reusp, 0), (8.41)

restando-nos apenas o parametro K para especificar o modelo, que como veremos a seguir,
estd relacionado a massa do sistema.
A massa do toro resultante pode ser obtida por uma integracao simples:

mE/pdV:///prdrdzdgszW//prdrdz, (8.42)
12 % S

ou, usando a equagao (8.29),
m = 2m / / K (W, — W)" rdrdz. (8.43)
S

Essa massa é na verdade a massa “adimensional” m /M, ou seja, a massa do toro em termos
da buraco negro, pois integra a densidade adimensional. Posso escrever essa relagao como

m = K I(W,, K), (8.44)
onde defino a integral
(W, K) =2 / / W, — U(r, 2) — o(r, 2) — F(r)]" rdrdz. (8.45)
S

A integral acima pode ser calculada a partir de um estado de equilibrio (solugdo das
equagdes acima), e portanto tem uma dependéncia funcional em Wy e K, os parAmetros
do modelo. A dependéncia em W, aparece explicitamente dentro da integral, mas a
dependéncia em K é implicita e vem da equagao de estado (8.29), da qual depende a
solugdo (que aparece na integral como sendo o potencial ).
Determinada a massa m do toro, a massa total do sistema toro/buraco negro sera
entao:
Mr=(m+1)M, (8.46)

lembrando que m ¢é a razao da massa do toro pela massa do buraco negro. Obviamente a
massa total do sistema depende da “escala” de massa M escolhida, o que aparentemente
nao ¢ relevante para a obtencao de uma solucao. Na verdade, a massa do buraco negro
aparece dentro da defini¢do da constante K (8.30), e definidos a constante Ky e o indice
n politrépicos (além do raio a do buraco negro), ela pode ser calculada por

s (Ko + 1)\
= s (Bl =D o

0 que posso escrever em termos de uma nova constante com unidade de massa M:

M(K) = My K+, (8.48)
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onde

My = la”—?’ (W)n] - : (8.49)

Podemos entao escrever uma forma adimensional para a massa total (8.46), que escrevo
como sendo M = My /M, dividindo aquela equagao por Moy:

M
= 1)— 8.50
M= (m+ 1) (8.50)
Usando a expressao (8.48) para M (K) e a equacao (8.44) para m (W, K') podemos escrever
a forma funcional F'(Ws, K) da massa total adimensional em termos dos pardmetros do
modelo:

F(W,, K) =M, (8.51)

onde
F(Wy,K) = [KI(W,,K)+ 1] KwT. (8.52)

Isso nos permite fazer um estudo da instabilidade runaway. Escolhendo um parametro
inicial de superficie Wy que gere um toro que preenche completamente o 16bulo de Roche,
e uma determinada constante adimensional K, o toro em equilibrio (caso ele exista) que
terd uma massa m dada pela equacao (8.44). Havera entdo uma massa total adimensional
M dada pela equagao (8.51).

Podemos entao gerar um outro modelo que diminua “levemente” a massa do toro, com
m’ < m, mas que mantenha a massa total M, simulando um processo acretivo quase-
estacionario em que matéria é deslocada do toro para o buraco negro. Isso pode ser feito
alterando-se “levemente” a constante K de um modelo para o outro, ou seja, fazendo-se
K’ = K+ K. Para que esse modelo final mantenha a massa total inicial, o parametro de
superficie final W sera diferente de Wy, ou seja, W! = W, + Wy, pois serda determinado
implicitamente pela equacao (8.51)

F(W! K"y = M. (8.53)

Diferenciando-se essa expressao podemos ver que, para “pequenas” alteragoes 0 K teremos

que

OF OF
_ 54
o W + 50K =0, (8.54)

ou seja,

[ OgF
SW, = <8WF> K. (8.55)
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Utilizando a forma funcional (8.52) podemos calcular essas derivadas parciais em termos

de I:

(OuF) = Ko [K@k[ 4 <ni1> (n[ 4 ;)} , (8.56)

(. F) = Knidy,I. (8.57)

Assim, a equacao (8.54) se torna

SW, = — <a;]> laKI 4 K(an) (n[ 4 [1()] SK. (8.58)

No entanto, as derivadas dy,I e OxI ndo podem se encontras analiticamente, pois de-
pendem da solucao, que por sua vez depende do préprio valor de 6W, por meio de
W! =W+ 6Ws.

Dessa forma, o novo modelo, com parametro K’ = K + 0K, deve ser calculado nu-
mericamente utilizando como segundo pardametro a massa total M e nao mais W/. Isso
pode ser feito exigindo que, a cada iteragao, a nova superficie gerada satisfaca a condicao
da massa total (8.53), de onde calcula-se o novo valor W_.

Portanto, podemos observar que o novo modelo terd um novo valor W/, que em geral
nao correspondera a uma superficie que coincida com o l6bulo de Roche. Assim, esse
modelo somente resultard em uma solugao de equilibrio se a nova superficie for interna ao
l6bulo de Roche, ou seja, se a superficie W (r, z) = W for uma superficie fechada. Caso
contrario, se essa for uma superficie aberta (significando que nao haverd a formagao de um
toro em equilibrio), isso significa que haveria matéria do toro na regido interna da ctspide
(em um estado de ndo equilibrio). Isso implicaria em uma “reagao em cadeia”, pois a
perda de massa pelo toro resultaria em uma ctspide posicionada mais externamente, o que
geraria maior perda de massa. Esse processo é o que caracteriza a chamada instabilidade
ruUnaGway.

O procedimento acima, ainda que possivel para se estudar a instabilidade runaway,
é inconveniente pois encontrar uma superficie que encerra uma determinada massa nesse
caso se torna complicado pois a prépria densidade depende da constante W, que determina
a superficie por meio da expressdo (8.29). O que mostro abaixo é que pode-se realizar
esse estudo de uma forma muito mais direta.

A situagao que desencadearia o processo de instabilidade (em um toro preenchendo
completamento o 16bulo de Roche) seria quando dW,0m < 0, pois nesse caso uma perda
de massa pelo toro (dm < 0) faria com que ele “preenchesse” uma superficie equipotencial
“superior”, i.e., a superficie com W, constante se deslocaria para “dentro” das outras
superficies, e a posicao que antes estava a cuspide agora estara fora do 16bulo de Roche
(0W, > 0) desencadeando o processo acretivo.
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Entao, como condigdo de estabilidade temos que
oWsdm > 0. (8.59)

Considerando que o processe acretivo nao altera a massa total (0F = 0), e escrevendo a
equagao (8.52) como
1
F=(m+1)K»1

temos que
K ) (——— | Ko1K =
om + (m + )<K(n—1)> J 0,
ou seja,
KI+1

Podemos observar que para n > 1 o fator acima sera negativo, d Kom < 0, o que significa
que um aumento em K gera uma diminui¢do da massa do toro (ao se fixar a massa total).
Usando essa condigao, podemos escrever a condigdo de estabilidade (8.59) como

1 0K W, >0, = 0K oW, < 0. (8.61)

Usando ainda a equagao (8.55) para 6W, obtemos

) <6KF

W) (6K)* < 0. (8.62)

A constante K é sempre positiva, e portanto, a integral I deve ser uma fun¢ao monotona
crescente de W, pois a massa m = KI do toro deve aumentar ao se “preencher” uma
superficie com um valor de Wy maior (mantendo-se K constante). Isso é equivalente a
dizer que (Ow,I) > 0. A equagio (8.57) mostra entdo que a derivada (0w, F') também serd
positiva:

(Ow. F) = Ka1(dy. 1) > 0. (8.63)

Com isso, a condigao de estabilidade (8.62) se torna simplesmente

(g}i) > 0. (8.64)

Isso significa que a condicao de estabilidade é que a massa total aumente com o aumento
de K, ao se manter W, constante.

Esse resultado permite um procedimento muito mais direto para se estudar a instabi-
lidade runaway. Para isso, primeiro constréi-se um modelo preenchendo completamente
o lobulo de Roche como anteriormente, usando parametros K e W, e calcula-se sua
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massa total> M = F(K,W,) (equacio 8.52). A seguir, basta realizar um pequeno au-
mento em K de forma que o novo valor seja K’ = K + ¢ K, mantendo-se o mesmo valor
de W,. Encontra-se entdo a nova solucao de equilibrio e calcula-se a massa total final
M = F(K',Wy). Se M’ > M, entao o sistema é estavel, se M’ < M, instével.

A partir dessa analise, obtive alguns resultados preliminares ao rodar o cédigo e cal-
cular as massas envolvidas na solugao. A figura 8.14 mostra um disco grosso tipico

T T
7,269e-06
1162 A
- 5,452e-06

9.96 - -3,634e-06

1,817e-06

0

0 332 6.64 9.96 13.28 16.6 19.92 23.24

Figura 8.14: Solugao numérica tipica preenchendo “quase” completamente o 16bulo de
Roche.

preenchendo “quase” completamente o l6bulo de Roche. Na figura 8.15 vemos a malha

; = - T T
P < 5 . 7,269€-06 -

« [} 5.452e-06

-3,6346-06

1817e06

HaprC]

0 332 6.64 9.96 13.28 16.6 19.92 2324

Figura 8.15: Solugao numérica tipica preenchendo “quase” completamente o 16bulo de
Roche, mostrando a malha ajustada a sua superficie.

ajustada a sua superficie.

Modelos preenchendo exatamente o 16bulo de Roche podem ser obtidos facilmente nao
mais fixando a cada iteracao o valor de W, mas escolhendo o valor de W, da cuspide.
Assim, a cada iteragdo obtém-se um toro que preenche o seu lébulo de Roche. Com isso,
dado o valor inicial escolhido de K, essas solugoes fornecem o valor de W de preenchi-
mento completo. Pode-se entao a partir disso alterar a constante K mantendo-se esse
valor de W constante.

A integral I(K, W) (8.45) é calculada numericamente a partir da solugao ¥(r, z).
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No entanto, em uma situacdo muito proxima do preenchimento completo do l6bulo
de Roche o resultado de um determinado passo iterativo pode “extravasar” o lobulo de
Roche, parando o processo. Para evitar isso, o que faco é calcular a solucao preenchendo
exatamente o 16bulo de Roche com uma precisao baixa (calculando Wy a cada passo
iterativo), para sé entdo fixar o valor W para o seu valor de preenchimento completo, i.e.,
A solucao de preenchimento completo para K’ serve como estado inicial para o processo
iterativo da solugdo proxima.

A partir desse procedimento, obtive alguns resultados preliminares apresentados na
tabela 8.1:

K m M /M, Wi (16bulo de Roche completo)
0,001 0,001567 | 1,002e — 06 | —0, 03064 sim
0,00099 | 0,001488 | 9,230e — 07 | —0,03064 nao
0,0009 | 0,001372 | 8,111e — 07 | —0,03064 nao
0,1724 | 0,04419 | 0,03104 —0,10313 sim
0,1707 | 0,02859 | 0,02997 —0,10313 nao

Tabela 8.1: Solug¢oes numeéricos para a analise da instabilidade runaway.

A tabela apresenta dois sistemas estaveis sob a instabilidade runaway, pois o valor
de M diminui com a diminui¢do de K. Ao se aumentar o valor de K dessas solugoes o
sistema extravasa o lobulo de Roche e nao é mais possivel obter solugoes de equilibrio.

O 16bulo de Roche funciona como de fato um limitante para a massa do toro, pois esse
nao pode conter mais que uma dada massa limite ao se fixar o perfil de rotacao.

8.6 Equacoes relativisticas

O problema relativistico também podem ser resolvido por meio do método do campo
autoconsistente. Para isso basta substituir a equagao de Euler integrada pela equagao
relativistica equivalente (4.92):

Wi(r,z) =U(r,z) + F(r, z).
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e a equagao de Poisson pelas equagdes de Einstein (4.124, 4.125, 4.129, 4.139),

2

e~ (B—lﬁ (BVCI))

r—lB—2€2(<1>—,\)§ . (7"2B3 4«I>Vw)
) =

S A VAR Vw) = Ss,

r B le Y . (rVB Sg,
/ (0,0Z, + 0.0 +/ (8,0x — B.0%, [ Ve ai=cir,2),
Vol Vol ’
respectivamente, onde
B (P+¢e)1+v?
Se = 8 ( 5 1.2 + P, (8.65)
S, = 16my*v(P +¢) (8.66)
Sp = 167P. (8.67)

As fungoes acima sao “fontes” para as func¢oes métricas ®(r, z), w(r, z) e B(r,z), e sdo
completamente definidas dadas a equagao de estado e a distribuigdo de velocidades (ou
momento angular).

As equagoes elipticas, para as fungoes métricas ®(r, z), w(r, z) e B(r, z), sao suple-
mentadas por condi¢oes de contorno. Sobre os eixos r e z, as simetrias axial e de reflexao
sobre o plano z = 0 implicam que

0,9(0,z) = 0.9(r,0) = 0,
0rw(0,2) = d,w(r,0) =0, (8.68)
0,B(0,2) = 0,B(r,0) = 0.

Temos ainda condigoes de contorno no infinito espacial (4.140)

(
P (00, 2) = P(r,00) =0,
0

w(o0, z) = w(r,o00) =0, (8.69)
B(oo,2) = B(r,o0) =1,
e sobre o horizonte de eventos (4.147):
(I)(RHa 9) — —oQ,
W(RHa ‘9) = WH, (870)

B(Ry,0) =0,

sendo essas ultimas dadas em coordenadas polares.
A funcdo ((r, z) é obtida por uma integracao de linha que envolve apenas as outras
trés fungoes métricas, e nao depende diretamente dos termos de fonte (equagao de estado
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e distribuicdo de momento angular). A integracao deve ser feita a partir de uma das
condigoes de contorno (4.140) ou (4.141):

((00,2) = ((r,00) = sy
€(0,2) =InB.

A resolucdo numérica das equacoes e condi¢oes de contorno acima apresenta alguns de-
safios. Em primeiro lugar, a fungdo ® tende a (menos) infinito no horizonte de eventos,
0 que obviamente nao pode ser implementado como uma condicao de contorno usual de
Dirichlet. Em segundo, dentro do divergente das trés equagoes elipticas aparece termos
envolvendo r, B e e®, que se anulam no eixo z (r) e no horizonte de eventos® (B e e?).
Essa situacao é equivalente a singularidade do sistema cilindrico de coordenadas, onde
aparece um fator r no computo dos fluxos contravariantes” (o que gera uma “perda de
informagao” sobre eixo z), e a singularidade no infinito devido a nao regularidade do Jaco-
biano e de alguns termos métricas l4. Em ambas as situagoes anteriores de singularidade
foi possivel aplicar um limite (em geral por meio da regra do 'Hopital) que o removesse.
Veremos que aqui é possivel aplicar um procedimento semelhante.

O primeiro dos problemas apresentado (i.e., a condi¢do de contorno & — —oo no
horizonte de eventos) pode ser resolvido por uma transformagao de varidveis, definindo
uma nova funcao métrica a partir de & que seja regular por todo o dominio, inclusive
sobre o horizonte de eventos. Aproveito para modificar as outras fung¢oes também para
obter o mesmo comportamento para todas elas. Colocando as condi¢des do contorno no
horizonte de eventos e no infinito espacial em uma tabela temos:

RH (0. 9]
$| o0 0 (8.72)
w| wg 0
B| 0 1
Utilizando as seguintes defini¢oes:
U(r,z) = ™) 1, (8.73)
w(r,z) = —M, (8.74)
wH
C(r,z) = B(r,z)—1, (8.75)

6 A situacdo é pior ainda para a equacio de w, em que aparece um fator e ~*® que diverge no horizonte.

70 Laplaciano em coordenadas cilindricas é V2¥ = =19, (r9,¥)+02,¥. O fator r dentro da derivada
é que gera a singularidade sobre o eixo cilindrico. O mesmo ocorrerd para termos dentro do divergente
que se anulam em alguma fronteira.
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as fungodes métricas sao normalizadas de tal forma a satisfazerem as mesmas condig¢oes de

contorno:
RH (0. ¢]
U | —1
0 (8.76)
w| —1 0
c| -1 0

As condigbes de contorno sobre os eixos (8.68) permanecem as mesmas. Isso pode ser
visto calculando-se as derivadas das novas fung¢oes métricas:

OV =e*9,0 = (V=0 & 9®=0) (para® » —0c0) (8.77)
O = —i"w = Ow=0 o Jw=0) (8.78)
H

Obviamente isso resolve o problema da imposi¢ao da condi¢cao de contorno de Dirichlet,
mas os termos singulares dentro dos divergentes permanecerao, s6 que agora escritos em
termos das novas fung¢des métricas.

O que é preciso entao para se retirar os termos singulares dos fluxos contravariantes é
retirar esses termos de dentro do divergente. Entéo, reescrevo as equagoes (4.124), (4.125)
e (4.129) como

2 L op.% B\ g o 21
VR4 - (VB-Ve) = (5 | Ve Vot+e?ss,  (880)
gt L /r2B3\ . 2\
Viw + <r233> lv( i ) -Vw] = — (TB> S, (8.81)
1o =
VB + (Vr-VB) = Be?Sp. (8.82)

Com isso, nao aparece mais os termos divergentes no computo dos fluxos contravarian-
tes. Perceba, no entanto, que nas equagoes acima ainda aparece os fluxos (gradientes)
multiplicados por termos que divergem em algumas fronteiras. O que acontece é que se
as fronteiras onde esses termos divergem forem fronteiras de Dirichlet (se forem aplicadas
condigoes de contorno de Dirichlet sobre elas) os nds sobre ela nao serao graus de liber-
dade da solugdo, ou seja, estarao fora da resolugao resolu¢ao numérica. Isso ocorre para
o horizonte de eventos mas nao para o eixo z. Com isso, permanece apenas o problema

® se anulam em

da divisao por r, que se anula em uma fronteira de Newman, pois B e e
uma fronteira de Dirichlet.

Observando as equagoes (8.80-8.82), vemos que elas tém uma estrutura semelhante.
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Reescrevendo-as em termos das novas fungoes métricas temos:

1+C) _ l 2(1+0)?

VAU 4 VU - vm( ]v Vi (14 0)eP Sy, (8.83)

1+ v 2(14+w)3
) - o LA+CPL [+ )P (e*
Viw 4+ Vw - Vin [r axoi| — lraxo| \ey S, (8.84)
V2O +VC -Vinr = (14 C)e*Sp. (8.85)

Existem duas principais (e grandes) diferengas entre essas equagoes e a equacao de Poisson.
Primeiro, temos trés equagoes acopladas, ou seja, um sistema de trés equacgoes elipticas
nas trés fungoes métricas ao invés de uma tunica. Segundo, e talvez mais importante, é
que essas equacoes sao nao lineares, enquanto que a equacgao de Poisson é linear.

Contudo, podemos tomar vantagem do carater iterativo do método do campo autocon-
sistente para contornar essas duas dificuldades. Como a solucao é refinada iterativamente
a partir de uma aproximagao inicial, é possivel utilizar o resultado da iteracdo anterior
de cada funcao nas nao linearidades, e se resolver um problema linear a cada iteracao.
Além disso, é possivel ainda resolver cada uma das trés equagoes separadamente, recor-
rendo novamente aos resultados da iteragao anterior (ou mesmo da prépria iteracao para
fungoes cujas equagoes ja foram resolvidas) das fungoes que nao a fun¢do cuja equagao
esta sendo resolvida.

Entéao, posso escrever cada uma das trés equagoes (8.83-8.85) como

V2O +VIn(r*f) -VQ=gQ +s, (8.86)

fazendo Q@ = V¥, w, C. Aqui a é uma constante e f, g e s sdo funcoes das coordenadas,
das fungdes métricas e dos termos de fonte. Contudo, no processo iterativo do método do
campo autoconsistente é possivel utilizar os valores da iteracdo anterior para se calcular
as funcgoes f, g e s, de tal forma que a equacgdo acima se torna uma equacao linear em Q,
e cada uma das trés equagoes pode ser resolvida separadamente.

Os valores particulares de f, g e s para cada equagdo sao:

0 =V:
gy = 0
fo=1y (8.87)
gv = €S ‘
Sy — €2>\Sq> [ﬁ} Vw Vw
OQ=w
Oy = 2
f o (1+C)3
Gk 8.88
o = 0 ( )

= = [fth] (57) S
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o=C
a. =1
fc =1
s, (8.89)
s. = e*Sp

Separei o fator r de dentro do logaritmo porque é o termo singular sobre o eixo z. Rees-
crevendo esse termo:
Vin(rf)-VQ = Vlnf-VQ+aVlnr-VQ =
= Vhf-VQ+2Vr-vQ =

. . - B
— Vlf-VQ+2.-VQ = Vnf: VQ+O‘8%
o que resulta na equagao abaixo:
adQ
V2Q +Vinf- VQ+——8 =gQ+s. (8.90)

Para implementar essas equagoes dentro do formalismo dos elementos espectrais é preciso
discretiza-las da mesma forma com que foi feito para a equacao de Poisson na se¢ao 6.1,
por meio do método de Galerkin.

A acdo do operador discreto de Laplace, que vou denotar por (V2Q,(;0;) . foi de-
duzida na sec@o 6.1, e encontra-se na equacao (6.38):

(V’Q.6ty) = — Z DI\ FE w,w Z DY FY wiw, (8.91)

assim como o termo independente
(8,0il;) Nap = Sijij wiw;. (8.92)
A discretizacao do termo gQ é totalmente analoga a de s:
(99, 6ils) s = 915 Qi Jij wiw;. (8.93)

O produto escalar dos gradientes escrito na forma tensorial é

0 0Q0In f

e sua discretizacao se torna

> > 0 01
(9105 90.06), =60 (53), () v
ij
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Lembrando que J gkl% = F* sdo simplesmente os fluxos contravariantes, ja utilizados na
discretizacao do Laplaciano, temos que
= > L (O0Inf y (Ol f
(V In f- VQ,&@)NM = [Fij < o7 )ij + F3j ( y ), Wiw;. (8.95)

Nos resta apenas a discretizacao do termo da derivada radial de Q. Considerando que
esse termo ¢ igual ao termo acima (8.95) com f = r*, podemos escrever diretamente

OR OR
re (2 gy (28
K (875 >¢j T (3@/ )ij

Utilizando os fluxos das equagoes (6.34-6.35) obtemos

07\ & . 07\ M
<ay> Z Dz(n)an - (%) Z D%sz] QW;Wj. (8.97)

«
Rij

(ozr_l&Q,Eiﬁj)NM = w;wj. (896)

(ozr_l&a Q, Ezﬁj) NM =

ij n=0 1j m=0

O fator R no denominador se cancela com um fator que vem do Jacobiano definido junto
com os fluxos F*, de tal forma que a quantidade acima é regular. Esse termo pode ser
calculado diretamente sobre um elemento regular.

Note, no entanto, que como os fluxos contravariantes se anulam em r = 0, é adotada
uma metodologia para se eliminar o fator singular (como explicado na se¢ao 6.2), absor-
vendo o fator r no peso de integragdo. Porém, esse procedimento aplicado ao termo acima
gera um fator r~1 (divergente) adicional (pois o termo inicial ndao é singular).

Esse problema pode ser resolvido observando que o termo a ser integrado é r~19, Q.
Sobre o eixo z temos que r = 0 ao mesmo tempo que 9,Q = 0. Isso significa que o termo
acima entre colchetes se anula em r = 0 de tal forma que a regra de I'Hopital pode ser
aplicada.

Escrevendo o termo (8.97), incluindo o fator r~! inserido pelo tratamento da singula-
ridade do sistema cilindrico de coordenadas, temos

(r™0,Q.0:4;) = R5'[(8,2),;(Qu); — (02);;(Qy) ;] awsw;. (8.98)

onde (Q.);; = >N, D Qnj e (Qy);; = >M D](-f,)LQim. Aplicando, entdo, a regra de
I’Hopital, temos
(O”_la’“g’gigj)w = (9.R);; [(8§yz>zj (Qa)ij + (0y2),5 (Qun)is

—(0%,2),;(Qy);; = (0:2),; (Quy) 5] cwiw;.  (8.99)

Em suma, para elementos regulares aplica-se a forma (8.97); para elementos que contém
uma aresta sobre o eixo z aplica-se a forma (8.99) (mas apenas para os pontos sobre o eixo).
Com isso, completa-se a descricao das equagoes relativisticas dentro do formalismo de
Galerkin dos elementos espectrais desenvolvido para o sistema cilindrico de coordenadas.
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Capitulo 9

Conclusao

Nesse trabalho realizei uma extensa revisao da teoria basica de discos grossos (toros) de
acre¢ao, no ambito das teorias classica e relativistica, introduzindo o fator fundamental
da autointeragao gravitacional do toro.

Considera-se atualmente que discos grossos ao redor de objetos compactos tenham
relevancia astrofisica, ja que acredita-se que essas estruturas sejam o mecanismo por tras
de eventos energéticos com geracao de jatos e correntes bipolares como em quasares e
fusoes de sistemas binarios compactos.

Atualmente existe um esforgo para se medir a rotacdo dos buracos negros astrofisicos,
o que é feito em geral supondo uma métrica subjacente, na grande maioria dos casos a
métrica de Kerr, que é a métrica de um buraco negro “isolado” com simetria axial. E
possivel, no entanto, que apesar da massa do toro ser pequena comparativamente a do
buraco negro, ela tenha influéncia significativa na métrica e desse modo nos resultados de
medidas astrofisicas. E necessério portanto entender de que forma o campo gravitacional
do toro influencia e se pode alterar de maneira significativa as medidas astrofisicas que
vém sendo feitas.

A matéria do disco, considerada como sendo um fluido, ao se acumular ao redor
de um objeto central (e.g., um buraco negro) se configura naturalmente na forma de um
disco grosso em rotagao. As estruturas de equilibrio hidrodindmico, assumindo-se simetria
axial, devem ser calculadas a partir das equacoes basicas da hidrodinamica, levando-se em
conta ainda as equagoes da gravitagdo Newtoniana (equacao de Poisson) ou relativistica
(equagoes de Einstein).

Devido a sua complexidade matematica, se faz necessario um tratamento numérico
desse conjunto de equagoes. Dessa forma, revisei os métodos e técnicas numéricas ja
utilizadas ao se atacar esse problema e apresentei os resultados numéricos obtidos até o
momento e o que se sabe sobre figuras de equilibrio e seu espaco de solugoes.

A partir de toda essa revisao do assunto pude entao desenvolver um cédigo numérico
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proprio que gera solugoes numéricas de toros autogravitantes ao redor de buracos negros,
que chamo de BLATOS. Os resultados numéricos da se¢do anterior mostram que a partir
da metodologia apresentada ¢ possivel realizar um estudo da estabilidade runaway, in-
vestigando o espacgo de parametros das solugoes e como variam em relagado a condicao de
estabilidade. A partir do c6digo numérico pode-se alterar o perfil de rotacao e a razao de
massas toro/buraco negro, bem como o indice politrépico das solugdes. E possivel ainda
implementar as equagoes de Einstein ao invés da equacao de Poisson, e com isso, obter
como solugao as func¢oes métricas das solugoes de equilibrio.

O presente trabalho constituiu em desenvolver apenas uma ferramenta de estudo, uma
c6digo numérico para a obtencao de solucoes de equilibrio de toros autogravitantes ao re-
dor de buracos negros, a partir da qual é possivel estudar a estabilidade de tais estruturas
(para verificar a viabilidade de sua existéncia fisica e como explicagdo para fenémenos
astrofisicos) bem como suas propriedades (como por exemplo a métrica e propriedades
associadas como o raio da érbita circular marginalmente estavel). Esses resultados numé-
ricos podem entao ser usados em ajustes tedricos de observagoes astrofisicas, como por
exemplo em medidas de momento angular de buracos negros. Como extensao natural
desse trabalho pretendo implementar as equacoes relativisticas e realizar um estudo do
espago de parametros da instabilidade runaway.
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Apéndice A

Derivada de Lie

A.1 Derivada de Lie de um campo vetorial

O campo de velocidade do fluido (¢, ¥) pode também ser usado para definir uma derivada
de um outro campo vetorial ¥(¢, ¥) ao longo de 4. Essa sera a chamada derivada de Lie,
que apresentaremos a seguir.

Podemos transportar o vetor ¢ ao longo de uma dada linha de fluxo, com parametro
d, de um ponto P com 7 = p a um ponto vizinho Q com 7 = ¢ = p + € (onde € é uma
variagao infinitesimal), e entao definir a variagdo de ¢ como a diferenga entre o valor em
si de ¥ em Q e o valor transportado via @. O vetor ¥(q) em Q pode ser obtido a partir
do vetor ¥(p) em P por expansao de Taylor:

ig) = 0o +0) = i(p) + 222, (A1)
ou seja, .
v(q) —v(p) =€ gf) (A.2)

Temos agora que definir o vetor transportado ao longo de #. Se multiplicarmos o vetor
U(p) por um parametro infinitesimal A, ele se torna um vetor infinitesimal. Entao existe
um unico ponto P’ em ¥(7 = p/,d’) em uma dada linha de fluxo com parametro @ tal que

e
\(p) =PP"
X', d') = X(p, @) + Mv(p). (A.3)
Podemos transportar esse ponto ao longo da trajetéria dada pelas coordenadas d’' pela
mesma “distancia” € até o ponto Q', em (¢, d) = X(p',d') + eu(p’) com ¢ = p’ + e
(estamos usando a simplificagdo de notagao u(p') = i, (p/,d’).) Definimos entdo o vetor

_>
transportado ¥, como % QQ' (ver figura A.1):
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L

& AV(p) P v( p)

Figura A.1: Construgao geométrica da derivada de Lie de um campo vetorial: dado um
parametro pequeno A\, cada extremidade do vetor \v é transportado por algum parametro
pequeno € ao longo de #, para formar o vetor vU.(p). Esse tltimo é entdo comparado com
o valor em si de A\t no ponto Q, a diferenca (dividida por \e) define a derivada de Lie
LzV. (figura retirada de Gourgoulhon [178])

v(p) = ~WX(d,a)—X(q a))

(a(p') —u(p)) - (A-4)

L4t = liy - (7(a) — .(9) (A5)
que, substituindo-se (A.4) resulta em
Lot =l (7) — 7) - § @) - 7))
0 € A
= i (e - 5 @09 - ). (A0

onde usamos ainda a equagao (A.2) para v(q) — v(p). Ou seja,

Lt = Lip) -

o (u(p) —(p)) - (A7)
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Podemos usar X(p', @) = X(p, @) + A\U(p) (equacao (A.3)) para reduzir a expressao u(p’) —
u(p):

= (Mip) - V)t 2), (A.8)

por expansao de Taylor novamente. Por fim, usando esse resultado em (A.7), escrevemos
a derivada de Lie como
LU= — — (V- V)u. (A.9)

Vamos ver entdo como a base adaptada as coordenadas Lagrangianas (sistema comével)
é transportado pelo fluxo 4. Essa base pode ser definida como

. 9 ., .
€ = < 5 T a)) (A.10)

Para usar as defini¢des acima tomemos um vetor da base €(; no ponto P como sendo na,
diregao de v(p)

T )Z(pa C_i/) B %(pa C?) =
onde parametrizamos a trajetéria dada por @ de forma que no ponto P’ a coordenada

7 = p seja igual a p’ = p. Dessa forma, o ponto Q' terd coordenada 7 =¢ =p+e=gq, e
teremos que €(;), no ponto Q sera

D _ 5. (A12)

Como o vetor €(; em Q é o préprio vetor transportado pelo campo #, a sua derivada de
Lie é nula (pela definigao (A.5)):
ou seja

dé; B}
0 — (&0 - V)i (A.14)

Portanto, a base adaptada as coordenadas Lagrangianas tem derivada de Lie nula com

relacdao ao fluxo .
Vamos agora escrever o campo U em componentes na base comével (7 = v(i)«?(i)) e
calcular a sua derivada convectiva:

Zlg = dgf i) +v<i>d§¥)
dv®
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dv - dv®
= (T V)a= e,
o~ (0 V)i= e
ou seja,
Ov@
ﬁfﬂ_f: ;7_ €(Z) (A.15)

A derivada de Lie pode entdo ser vista como a taxa de variagdo de um vetor (de suas
componentes) com relagao a base comodvel. Por isso a taxa de variagao da base adaptada
as coordenadas Lagrangianas é nula (pois nao varia com relagao a si mesmal).

A.2 Derivada de Lie em uma variedade

Da mesma forma como feito anteriormente, a definicao da derivada de Lie em uma dada
variedade requer um campo vetorial u de referéncia, para que se possa estabelecer o
conceito de derivada de um dado vetor ¢ ao longo de 4. Seguindo a andlise feita acima,
essa definicao é dada pela equagao (A.5):
R S "
Lz0 = lim — (¥(q) — Ue(p)) , (A.5)

e—0 €

Se considerarmos um sistema de coordenadas (z*) adaptado ao campo @ no sentido de
que U = (%, onde 50 é o primeiro vetor da base natural associada as coordenadas (z*),
entao a derivada de Lie é dada simplesmente pela derivada parcial das componentes do
vetor com respeito a z° (veja figura A.1):

ovt
L)l = —. A.16
(Lav)" = 55 (A.16)
Em um sistema de coordenadas arbitrario, esta férmula se generaliza para
ovt out
Lzt =u” — v, A7
R T ( )

onde usamos a notagao de que Lzv* = (LzVU)*. A relacdo acima mostra que a derivada
de Lie de um vetor com respeito a um outro nada mais é que o comutador desses dois
vetores:

L0 = [, V). (A.18)
A derivada de Lie é estendida para qualquer campo tensorial por: i) exigindo que para
um campo escalar f, Lzf = u'0,f, e ii) usando a regra de Leibniz. Como resultado,
a derivada de Lie LT de um tensor do tipo (k,[) ¢ um tensor do mesmo tipo, com
componentes

‘CﬂTalmakﬁl--ﬂz =

a aq...o i a1...0...Q 6uai l at...Q 8u‘7
=ty T s = 2 T T g 2T o g (A9)

i=1 =1
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em um dado sistema de coordenadas (z*). Por exemplo, a derivada de Lie de um vetor

covariante se torna
,0v, ou”

u v )
oxv Y Ot

No caso em que a torsdao nula, ou seja, quando a conexao I, é simétrica, todas as

(A.20)

Egv# =

derivadas parciais que aparecem na expressao da derivada de Lie de um tensor qualquer
podem ser substituidas por derivadas covariantes.

Uma propriedade 1til, derivada da equagao acima, é que a derivada de Lie de um vetor
covariante com relacdo a um vetor da forma Awu, onde A é uma funcao arbitraria, pode
ser escrita como

w v, o 0Au”
oxr” Y Oz

0 ou” 0A
= Au”ﬂ + Av au + v,u” ——
oxH

ox” Y O
0A

= AL p— A.21

Lav, +v,u gy ( )

,CAgUV = A

No caso em que a torsdo ¢ identicamente nula, ou seja, quando a conexao I';, é simétrica,
todas as derivadas parciais que aparecem na expressao da derivada de Lie de um tensor
qualquer podem ser substituidas por derivadas covariantes. Em particular temos:

Liv, = u"'Vyvu, +v,V,u", (A.22)

L agv, = ALzv, + v,u"V A, (A.23)
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Apéndice B

Tetradas ortonormais

B.1 Transporte paralelo

Definiremos a derivada absoluta de um campo tensorial geral T# ao longo de uma curva
I' com vetor tangente dado por u*, como

DTH- dz®
L = ytV I = ——V TH. B.1
D'T Uu VOC V... dT va V... ( )
No caso especifico de um campo vetorial V#(z") temos que
DV*# oVH avr
=Y ' ve | = — + T VY. B.2
Dt “ (8:10” thva ) dr eV (B.2)

A derivada absoluta é a generalizacao relativistica do conceito de derivada convectiva do
caso nao relativistico. O campo tensorial T ¢é dito ser transportado paralelamente ao
longo de I se
DTH-
— = (). B.3
Dt (B:3)

Intuitivamente isso quer dizer que o tensor é transportado sem alteracao (ou “constante”,

0 que no caso de um vetor significa sem alterar sua “dire¢do” e mddulo). Ou seja, que é
conservado pelo fluxo (obviamente levando-se em consideragiao a variagao local da base,
ou seja, a curvatura do espago-tempo). Curvas que satisfazem a condigdo a* = 0 sao

geodésicas, com
Du#

-
sendo o quadrivetor aceleracao. O quadrivetor velocidade é portanto transportado pa-

att =

=u"V,u" (B.4)

ralelamente ao longo de uma geodésica. Uma caracteristica importante do quadrivetor
aceleragao é que ele é ortogonal a u*:
o
D (u"uy)

P 2u,at =0, (B.5)
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pois u*u, = —1.

B.2 Transporte de Fermi-Walker

Introduziremos aqui a ideia de um vetor que é transportado de forma rigida com relacao a
um observador comével ao longo de uma curva. Ou seja, um vetor que é fixo ao observador
comovel, e se movimenta com ele.

Considere um observador comdével ao fluido, com um campo de quadrivelocidade u*,
e um dado vetor V# que queremos que seja transportado com o fluido. Para isso, vamos
impor uma certa condicao sobre a derivada absoluta desse vetor. Porém, antes disso,
precisamos decompor esse vetor em uma componente na dire¢ao de u* e outra componente
ortogonal a u*. Para isso usaremos o tensor

rt, =68 + utu,, (B.6)

que projeta um vetor arbitrario no espato-tempo em um ortogonal a u*, com

h* u” = 0. (B.7)
Temos ainda que
h* he, = h*,. (B.8)
Além disso, o tensor
h/'uy = guahay — g'ul/ + uNuV (Bg)

deve ser interpretado como sendo a métrica no espago tridimensional ortogonal ao vetor
u"(P) no evento P. De fato, ele é efetivamente tridimensional: no sistema de Lorentz
comével em um dado ponto P, u* = (—1,0,0,0) e g, = diag(—1,1,1,1), e portanto
h, = diag(0,1,1,1).

Com isso, a derivada absoluta de V* pode entao ser decomposta

Dve . DV® - DVH

= h*, B.1
Dt Dt ( 0)

Vamos entdao impor a condi¢ao de que a projecao de V* na direcao de u* seja constante,
ou seja, que D(V¥u,)/Dt = 0:
D(V¥u,) DV¥ Du,,

e B.11
Dt Dt u +V Dt 0, ( )

o que, multiplicando por u*, resulta em

uu, Dr —V"a,u", (B.12)
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onde usamos a quadriaceleracao (B.4).

Agora temos que impor uma condi¢ao sobre a projecao ortogonal. Queremos te con-
vencer que a condi¢do que garante que o vetor V* serd fixo ao observador comovel, e que
ainda ndo apresente rotacao, é dada por

D (he, V")

h*.,
Dt

= 0. (B.13)
Essa condicao diz que o vetor h*, V", que da a projecao ortogonal de V¥ ao ser trans-
portado ao longo da trajetoria tem uma derivada absoluta nao nula somente na dire¢ao
paralela a u*. Para o observador comdével, isso garante que a componente perpendicular
de V" ficara fixa.

Vejamos entao em que isso resulta. Da equagao (B.13) temos que

DVY Dh*

h*  h%, = —ht, v, B.14
Dt Dt ( )
Usando a equagao para (B.6) para h*, e o fato de que esse é um projetor (B.8) temos

DVvvY Dh*, D (u®u,)
B = _hH ‘/ Vi _pr — 77
Wy Dt Mo Dt e DT

VY = —h*, (a®u, + ua,) V", (B.15)

onde usamos ainda o fato de que o tensor 0¥ sempre é transportado paralelamente
(D% /Dt = 0). Por fim, usando que a projecao de u* é nula (h*,u® = 0) e que a* é
ortogonal a u* (h*,a® = a*), temos

, DV”

h*,
Dt

= —V"u,a". (B.16)
Juntando agora essa equagao da componente ortogonal com a componente paralela (B.12)
na equagao (B.10) obtemos

DV#
Dr

=V, (a"u" —u"a"). (B.17)

Vetores que tem sua derivada absoluta dada pela equagao acima sao ditos serem trans-
portados por Fermi-Walker. Perceba que se a trajetéria é uma geodésica entao a* =0 e
o transporte de Fermi-Walker coincide com o transporte paralelo.

Uma caracteristica importante do transporte de Fermi-Walker é que o vetor tangente
unitario u# automaticamente sofre transporte de Fermi-Walker, dado que u,u* = —1 e
u,at = 0. Para vetores ortogonais a u#, o transporte de Fermi-Walker se torna

= V,a"u", (B.18)

sendo entao chamado simplesmente de transporte de Fermi.
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Assim como no caso do transporte paralelo, a equagdo (B.17) define V# ao longo
de uma curva I' se V# é dado em um ponto qualquer de I". Por ser definido por uma
equacao mais simples, o transporte paralelo é matematicamente mais fundamental que
o transporte de Fermi-Walker, mas o transporte de Fermi-Walker é mais importante em
algumas situagoes fisicas. A razao para isto é mostrada na figura B.1.

7

“(0)

—ut

(@ (b)

Figura B.1: (a) Transporte paralelo. (b) Transporte de Fermi-Walker. (figura retirada de
Synge [87])

Tanto o transporte paralelo quanto o transporte de Fermi-Walker conservam o produto
escalar, e portanto podem ser usados para definir uma base ortonormal ao longo de uma
dada curva I'. Se tomarmos uma base ortonormal sobre I', com o primeiro membro
tangente a I' em algum ponto (de forma que e’(o) = uM), entao, sob transporte paralelo, e‘(‘o)
separa de u* (a nao ser que I' seja uma geodésica). Mas sob transporte de Fermi-Walker
eé‘o) permanece tangente a I'. Portanto, o transporte de Fermi-Walker nao s6 fornece uma
tetrada (base ortonormal) ao longo de I', mas também fornece uma triade ortonormal a I
Isso forma um “sistema de referéncia espacial” para um observador cuja linha de mundo
no espago-tempo é I' e é este sistema de referéncia que nos da a generalizagao relativistica
correta do conceito Newtoniano de um “sistema de referéncia sem rotacao”.

B.3 Tetradas ortonormais

Um conjunto de quatro quadrivetores unitarios eé‘ a) (a = 0,1,2,3) mutuamente ortogonais
(no sentido apropriado para a assinatura da métrica do espago-tempo) é chamado de uma
tetrada ortonormal. FEscolhendo trés dos vetores do tipo-espago e’é) (I =1,2,3) e um
tipo-tempo eé‘o), a ortonormalidade

e’(‘o)e(o)u = —1; ez)e(lm =1; eé‘a)e(b)# =0 se a#b, (B.19)
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é expressa de forma sintética pela condicao

Guv€(a)€(5) = Ma)(b)s (B.20)

onde nyp = WY = diag(—1,1,1,1) é a métrica de Minkowski. A possibilidade de se
usar uma base ortonormal em cada ponto do espago-tempo é equivalente ao fato de que
o espago-tempo é localmente plano, ou seja, existe uma base em que a conexao se anula
o = 0 (qualquer tetrada ortonormal).

Os indices latinos nao tem significado tensorial, contudo podemos subir e descer esses
indices por meio da matriz 7(,)s). Portanto, podemos definir a base reciproca como

el = n 0%, (B.21)
e deduzir que
€y = My (B.22)

Dessa forma, a equagao (B.20) pode ser escrita como

e’(‘a)eg’) =0y, (B.23)
e como consequéncia disso
e‘(‘a)el(,“) = oM. (B.24)
Ainda podemos escrever (B.20) como
G = e&“)el(,b)n(a)(b). (B.25)

Podemos construir uma tetrada ao longo de uma dada curva I' escolhendo uma solucao
das equagoes acima em um evento da curva com parametro 7, e fazendo

€(oy(T0) = " (7o), (B.26)

e entao transportando a tetrada por Fermi-Walker para o evento com parametro 7. Tal
tetrada contém uma triade ortonormal e‘{l) (I = 1,2,3) ortogonal a I'. Isso forma um
sistema de referéncia espacial para um observador cuja linha de mundo é I, e esse sistema
de referéncia é o chamado referencial sem rotagao.
Observe que quando e’(lo) = u*, entao eg]) = —u,. Portanto, a condicao (B.24) pode
ser escrita como
eé‘l)e(l) = ht = oF + utu,, (B.27)

v

onde a soma ¢é feita para [ = 1,2, 3, e o projetor h% é dado em termos da tetrada.
Se, em um determinado ponto no espago-tempo, forem dadas duas tetradas efa) e )\?O),
elas sao conectadas por uma transformacao de Lorentz. Seja a matriz de Lorentz
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de forma que A(((lz) = 0 se as duas tetradas coincidem. Multiplicando-se (B.28) por eé‘a) e
por A{) resulta em

Aoy = A(‘(lg)e’(a), el(f) = A(C(Lg))\l(f), (B.29)

respectivamente. FEssas sdo expressoes equivalentes para a transformacgao de Lorentz.
Podemos definir também a chamada transformagao inversa

AW =aPer . (B.30)

de tal forma que
AO A = o, (B.31)

As transformacoes de Lorentz deixam a forma canonica da métrica inalterada, ou seja,
(o)
@A HAD = mwe- (B.32)

Temos a liberdade de realizar uma transformacao de Lorentz em cada ponto do espaco-
tempo (alterando a tetrada em cada ponto). Essas transformagoes sdo chamadas de
transformagoes de Lorentz locais.

Qualquer vetor ou tensor pode ser decomposto em componentes ao longo de uma
tetrada ortonormal e’(la). Essas componentes sdo invariantes no sentido tensorial (isto
é, com respeito a transformagoes de coordenadas), mas dependem da escolha da tetrada
ortonormal, e sdo covariantes ou contravariantes com respeito a transformagcoes de Lorentz
da tetrada. Temos as seguintes decomposicoes tipicas:

‘/(a) = Vﬂe?aﬁ ‘/(a) = V e(a)
Vu - ‘/(a)el(f})a Vhk=V a) l(Lay
Ttayv) = Tuuel(Aa)el(jb)a T = T(a)(b)el(la)e(yb), (B.33)

e assim por diante.

B.4 Conexao de spin

Estou interessado em definir uma base ortonormal sobre uma determinada curva I' no
espaco-tempo, e dessa forma generalizar para uma congruéncia de curvas em um fluido.
Definimos entdo uma quantidade wib()a), chamada de conexdo de spin, que determina a
derivada covariante da base escolhida, e define como essa base muda ao longo das traje-
torias:

Vu€loy = Ouey) + el = elpw (b() ) (variagao da tetrada com (B.34)

relagio a base coordenada)
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onde consideramos os indices latinos como meros identificadores dos vetores da base. No
entanto, como o conceito de derivada covariante depende da base escolhida, pois nos da a
nocgao de variacao com relacao a base, e a base nao pode variar com relacao a si mesma,
redefinimos entao a derivada covariante de forma que

Vel = 0. (B.35)
Com isso a equagao (B.34) nos mostra que,
v v a TV v b
Vﬁem)::5%€m>+*%@fpa-6@yu() =0, (B.36)

(b)
w(a)

latino em um tensor ganha um termo em w

funciona como a conexao da base ortonormal. Dessa forma, cada indice

(b)
wla
(b)

Sob uma transformacao geral de coordenadas, a conexao de spin W
como um vetor covariante, como indicado pelo indice . No entanto, sob transformagoes

e portanto w
) na derivada covariante.

) se transforma

de Lorentz locais ela se transforma de forma nao homogénea, como [179]
1) A (@0 (d) (©g A®)
ta) = Moy Ay @ue) ~ oy I (- (B.37)

A compatibilidade métrica, V,g,, = 0, expressa na base ortonormal nos conduz a

_ (0) (©) _
Vil@e = ul@)®) = W) le)®) — Yum Na)e) =
= —Wub)(a) ~ Wp)p) = 0. (B.38)
Ou seja,
Wy(a)(b) = ~Wu(b)(a)> (B.39)

e a compatibilidade métrica é equivalente a antissimetria da conexao de spin nos indices
latinos.
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Apéndice C

Meétrica de um espaco-tempo
estacionario axialmente simétrico

C.1 Meétrica estacionaria axialmente simétrica

Vamos nos limitar a configuragoes em equilibrio axialmente simétricas, que somente po-
dem estar em equilibrio se nao irradiarem ondas gravitacionais. Uma condigao necessaria
e suficiente para a auséncia de radiacao gravitacional é a auséncia de momentos depen-
dentes do tempo na distribuicdo de massa, e esta condi¢ao ¢ garantida pela hipétese de
campos gravitacionais axialmente simétricos (Hartle e Sharp [180, p318]). Note que em
campos estacionarios (diferentemente de campos estaticos), as componentes mistas go, do
tensor métrico sao definitivamente diferentes de zero. Podemos ignorar o caso especial
nao realistico de um campo axialmente simétrico produzido por um corpo estatico, que
exigiria campos de tensao muito especiais dentro da distribuicao de massa.

Vamos denotar por 2 a velocidade angular de um elemento de massa, medida por
um observador a grandes distancias da configuracao, isto é, medida no espago-tempo
assintoticamente plano. Antes de tudo, precisamos de uma métrica apropriada para o
estudo de configuragoes relativisticas em rotacao, estacionarias axialmente simétricas.
Para se ter uma ideia do tipo de métrica envolvida, vamos voltar para um sistema inercial,
Galileano, com a métrica

ds? = —dt* + dr’? + d2"* + 1"%dy"?, (C.1)

para um sistema em rotagao uniforme, com velocidade angular €2. As coordenadas es-
paciais cilindricas sdo denotadas por r/, 2/, ¢/, e t é a coordenada temporal universal,
no sistema estaciondrio considerado. Obviamente, as coordenadas esféricas r, z e ¢ no
referencial em rotagao estao relacionadas a r’, 2/ e ¢’ por ' =r, 2/ =z e ¢ = o+ Qt.
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Inserindo isto em (C.1) encontramos:
ds* = —dt* + % (dp + Qdt)* + dr® + d2°. (C.2)

ou
ds? = — (1= Q%) di? + 20r2dipdt + dr? + d2* + r2d?. (C.3)

Como ggg = 1—0Q%r? > 0, o sistema em rotacio pode ser usado até uma distancia r < 1/9Q.
Em coordenadas cartesianas, a transformacio equivalente de um referencial inercial para
um em rotacao é

11

2"t = 2 cos Ot — 27 sin Qt; 2" = 2 sin Qt + 22 cos Qt; 7" = 23, (C4)

e as duas métricas (C.1) e (C.3) se tornam, respectivamente
ds® = —dt* + (dz'")? + (do'™)? + (d2”)?, (C.5)

ds* = — (1 —0? {(azl)Q + (xZ)Z]) dt* — 2022 dzt dt 4 2Qt da?dt + (da')? + (dz?)? + (da®)?.

(C.6)
Veremos que no caso geral obteremos também uma métrica com componentes ¢p, nao
nulas, semelhante a (C.3).

C.2 Simetrias e vetores de Killing

Estamos interessados em estudar espagos-tempo que possuem duas simetrias: estaciona-
riedade e simetria axial. As simetrias do espacos-tempo podem ser descritas através de
grupos de transformacoes sob os quais a métrica seja invariante. Um espago-tempo é dito
ser estaciondrio se existe um grupo de translagoes unidimensionais sob a acao do qual a
métrica seja invariante, e as érbitas geradas por essas translagoes forem do tipo-tempo.
Isto significa que existe um conjunto de hipersuperficies tipo-espago invariantes sob trans-
lacao temporal preenchendo todo o espago-tempo. Seja t uma parametrizacao das érbitas
geradas pela acdo do grupo (indexando cada hipersuperficie invariante), o vetor tangente
E correspondente a essa parametro é chamado de gerador do grupo de simetria associado
com a parametrizagdo t. A invaridncia da métrica sob a ac¢do do grupo é descrita como

ﬁggwj =0. (07)

A derivada de Lie £5gm, mede a variagao de g, ao longo das linhas de campo de 5, ou
seja, sua variagdo sob a acdo do grupo de transformagoes (ver apéndice A).

Um vetor E que satisfaz a condigdo (C.7) é chamado de vetor de Killing. Usando a
compatibilidade métrica V,g,, = 0, encontramos que (C.7) resulta na condi¢ao

V.6, + V.8, = 0. (C.8)
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Esta é a chamada equacao de Killing, e o vetor 5 gerador da simetria é chamado de vetor
de Killing.

A propriedade (C.7) é independente da escolha do gerador E, isto é, é independente
da parametrizagao t das hipersuperficies. De fato, se mudarmos a parametrizacao t — t’,
induzindo uma mudanca de gerador 5 — 5’ , & seguinte regra se segue:

dt
ﬁg/ gw, = gﬁgguy. (CQ)

Para um espago-tempo assintoticamente plano, como o que queremos considerar, podemos
determinar o campo de Killing 5’ unicamente exigindo que longe do objeto central E .
5 — —1. Consequentemente, o parametro associado ¢ coincide com o tempo préprio do
observador estdtico assintoticamente inercial (cuja quadrivelocidade u* é paralela ao vetor
de Killing €).

Estacionariedade nao quer dizer estaticidade. Um espaco-tempo é dito ser estdtico se:
i) ele for estaciondrio; e ii) o campo de Killing E associado for ortogonal a uma familia
de hipersuperficies. De maneira nao rigorosa, a condigao i) significa que nada depende do
tempo, e a condigdo ii) que nao ha “movimento” no espago-tempo.

Passemos agora para o caso de simetria axial. Um espaco-tempo ¢ dito ser azialmente
simétrico se existe um grupo de transformagoes isomoérfico a SO(2), ou seja, ao grupo de
rotacoes no plano, sob a agao do qual a métrica seja invariante:

Leguw =0, (C.10)

sendo 5 o gerador associado com algum pardmetro ¢ e Eg g denota a derivada de Lie
de g, ao longo do campo vetorial 5 O conjunto de pontos fixos sob a ac¢ao do grupo
deve ainda ser uma superficie bidimensional, denotada por =. Carter [181] (1970) de-
monstrou que para espagos-tempo assintoticamente planos, essa condicao de que = seja
uma superficie bidimensional é implicada pela propriedade de simetria enunciada. Além
disso, ele mostrou também que = é necessariamente uma 2-superficie tipo-tempo, ou seja,
a métrica induzida por g, tem assinatura (—,+). = é chamada de eizo de rota¢do. Dado
um grupo de agao SO(2), podemos determinar o vetor de Killing f unicamente exigindo
que ¢ assuma os valores [0, 27].

C.3 Espacos-tempo estacionarios e axissimétricos

Consideraremos um espago-tempo que é ambos, estaciondrio e axissimétrico. Carter [181]
mostrou em 1970 que ndo ha perda de generalidade se considerarmos que as agoes de
estacionariedade e simetria axial comutam. Em outras palavras, o espago-tempo € inva-
riante sob a agao do grupo Abeliano IR x SO(2) e ndo somente sob a a¢ao de IR e SO(2)
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separadamente. Esta propriedade pode ser traduzida em termos dos vetores de Killing 5

e ¢ por
[£,¢=o0. (C.11)
Uma consequéncia importante da propriedade de comutagao é que os parametros t e ¢,
que rotulam os dois grupos de simetria, podem ser escolhidos como coordenadas sobre o
espago-tempo. De fato, tendo determinado as coordenadas (0,0) para um dado ponto P,
(C.11) implica que podemos atribuir as coordenadas (¢, ) de forma nao ambigua para
o ponto obtido de P por uma translagao temporal de parametro ¢ e uma rotacao de
parametro ¢, seja qual for a ordem das duas transformagoes.
Completemos entao (t,) com outras duas coordenadas (z',2%) = (r,z) para se ter

um sistema completo de coordenadas:
(‘r#) = (IO,II,LU27[E3) = (t,T,Z,QO). (C]_Q)

(r, z) sado escolhidas de tal maneira que r € [0,4+00[, z € R er =0 em Z. As coordenadas
espaciais (r, z, ¢) sdo entdo do tipo cilindricas.

Por construgao, o sistema de coordenadas (C.12) é tal que o primeiro e o quarto vetores
associados a base natural sao os dois vetores de Killing:

— —

5;‘/ = g e 850 =G, (013)

ou seja
=58 e ¢t =05, (C.14)
Consequentemente, em termos de componentes tensoriais nas coordenadas (z*), as de-
rivadas de Lie com respeito a £ e ¢ se reduzem a derivadas parciais com respeito a t e
a ¢. Em particular, as condigoes de estacionariedade e axissimetria (C.7) e (C.10) sdo,
respectivamente, equivalentes a
0 0
D _g e Yy, (C.15)
ot Op
e portanto, g = g(z',z%) = g(r, 2). Por esta razao, t e ¢ sao chamadas de coordenadas
ignordveis. As quatro coordenadas (z#) sao ditas coordenadas adaptadas as simetrias do
espaco-tempo.
H& uma certa liberdade na escolha das coordenadas (z#) com as propriedades acima.
De fato, quaquer transformacao de coordenadas na forma

t = t+T(r2)
r = R(rz
2 Z(r

)
(r, 2)
o = o+ d(rz2) (C.16)
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onde T, R, Z e ® sao fungoes (suaves) arbitrarias, resulta em um outro sistema de
coordenadas adaptado tal que

—

8,5/ = g (& é;pl = 5 (Cl?)

(R e Z devem ainda satisfazer a certas propriedades para se manter o carater cilindrico
das coordenadas espaciais.)

No entanto, é importante notar que na equagao (C.17) acima 5 e 5 sao ainda os mesmos
vetores que em (C.13). A mudanga de coordenadas ¢ — t' de acordo (C.16) é meramente
uma reparametrizacao de cada orbita gerada pela acao do grupo de translagoes temporais
- reparametrizacao que deixa invariante o vetor tangente associado 5 (ver figura C.1). Um

I

s o= e s ] Y, 1t =const
i %

X} o t'= const

Figura C.1: Transformacdo de coordenadas t +— t' de acordo com (C.16). As linhas
sélidas representam hipersuperficies de ¢ constante (3;) e as linhas tracejadas sao as de
t" constante (X},). As linhas pontilhadas sdo as érbitas das agoes de estacionariedade
(gerador €). (figura retirada de Gourgoulhon [178])

argumento similar pode ser dito para ¢ — ¢'.

Como visto na figura C.1, estacionariedade por si mesma nao introduz uma decom-
posicao 3+1 privilegiada do espaco-tempo, pois a mudanca da coordenada t para t' em
(C.16) muda as hipersuperficies de ¢ constante.

C.4 Circularidade
Com relagao as componentes do tensor métrico g,
ds* = g, dztdx”, (C.18)

as propriedades (C.15) sdo as tUnicas resultantes diretamente das simetrias do espaco-
tempo (estacionariedade e simetria axial). Em particular, ndo podemos anular outras
componentes de g,,, que simplificaria a expressao das equagoes de Einstein. No entanto,
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ha uma classe de espagos-tempo estacionarios axissimétricos para os quais podemos fa-
zer isso para 5 componentes: os chamados espacos-tempo circulares. Além disso, esses
espacos-tempo sao muito relevantes para astrofisica.

Primeiro notemos que ter g, para algum valor de (1, v) é uma condigao de ortogonali-
dade: dos vetores 8; ¢ ,,, isto ¢, das linhas {2/ = const, i’ # p} e {z¥ = const, V' # v}.
Além disso, notemos que, no presente contexto, ha superficies bidimensionais privilegi-
adas no espago-tempo: as 6rbitas do grupo de acdo IR x SO(2). Elas sdo chamadas de
superficies de transitividade, e sao denotadas por 7, (rz rotula determinada superficie).
Os dois vetores de Killing E e E sdo tangentes a essas superficies em cada ponto (exceto
no eixo de rotagao).

Dada a familia de superficies 7., se existir uma outra familia de superficies bidi-
mensionais, digamos My, que for ortogonal a 7,. em cada ponto, dizemos que o grupo
IR x SO(2) é ortogonalmente transitivo [182], e o espago-tempo é dito ser circular. As
superficies My, nas quais t e ¢ sao constantes, sao chamadas de superficies meridionais.
No caso de transitividade ortogonal, a ortogonalidade entre 7., e M, implica que as
seguintes componentes da métrica sao nulas:

Jtr = 07 gtz = 07 Gor = 07 Gpz = 0. (019)

O teorema de Papapetrou generalizado diz que um espago-tempo estaciondrio axissimé-
trico regrado pelas equacgoes de Einstein é circular se e somente se o tensor de energia-
momento 7),” obedece a

T, =0 (C.20)
T lee P = 0. (C.21)
Este teorema foi demostrado por Papapetrou [183] (1966) para solugoes no vacuo, e ge-
neralizado para casos de nao viacuo por Kundt e Triimper [184] (1966) e Carter [182]

(1969). No caso de um tensor energia-momento de um fluido perfeito, na forma (3.89),
essa condigao equivale a condigao [178]

ule¢? =0, (C.22)

o que ¢é equivalente a dizer que @ deve ser uma combinagao linear de £ e (, ou seja, que
pertence ao espaco tangente a 7,.. Considerando que { = 0, e ( = 0,, essa condigao
equivale a u” = 0 e u* = 0, ou seja,

i =u (§+QC). (C.23)
A quantidade €2, definida por

= —=—/—=—, (C.24)



APENDICE C. METRICA DE UM ESPACO-TEMPO ESTACIONARIO
AXIALMENTE SIMETRICO 285

é a velocidade angular de um elemento de fluido medida por um observador estatico com
relacdo as coordenadas (z#). Definindo ainda o chamado fator redshift

A=, (C.25)

temos, em componentes,

ut = A (" + QM) (C.26)

O fator A leva esse nome porque se 7 denota o tempo proprio do observador com quadri-
velocidade u# = dx*/dr, entdao A = u' = dt/dr, portanto

dt = Adr. (C.27)

O campo de velocidade (C.26) descreve um movimento do fluido puramente circular em
torno do eixo de rotagao, de tal forma que a qualificagdo de circularidade é dada a
espagos-tempo que obedecem a propriedade de transitividade ortogonal. Nesse caso nao ha
movimento do fluido nas superficies meridionais, isto é, ndo hé convec¢ao. Existem estudos
de espacgo-tempo estacionarios axissimétrico nao circulares, mas nao consideraremos tal
situagao no presente trabalho.

Podemos ainda usar os graus de liberdade associados a escolha das coordenadas adap-
tadas através da transformacao de coordenadas (C.16) para reduzir o nimero de fungoes
métricas independentes. Fazendo uma transformagao em r e z como em (C.16), podemos
escolher coordenadas (r, z) ortogonais em cada superficie bidimensional My, tais que

Grz = 0 € Grr = Gzz, (028)

ou seja, coordenadas tais que a métrica induzida g;“, em My, assuma a forma
gi;da'da? = f(r, z) (dr2 + dz2> : (1,7 =1,2). (C.29)

Em duas dimensdes isso sempre pode ser feito (veja Eisenhart [185] 1926), mas ndo em
trés ou mais dimensoes. Dessa forma, as trés componentes g, g,., g.. podem ser expres-
sas em termos de uma unica funcdo independente, digamos g,. = f(r,z). Coordenadas
que satisfazem a condigdo (C.28) sdo chamadas de coordenadas quase-isotrdpicas, e as
coordenadas cilindricas que usamos aqui satisfazendo a essa condi¢cdo sdo chamadas de
coordenadas de Lewis-Papapetrou, do trabalho de Lewis (1932) [186] e Papapetrou (1966)
[183].

C.5 Forma da métrica

Combinando todos os argumentos acima, obtemos que o elemento de linha (C.18) de um
fluido estacionario axialmente simétrico em rotacao circular depende de quatro fungoes
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métricas distintas, e tem a forma
ds® = gu(r, 2)dt* + g..(r, 2) (dr2 + dz2) + G (1, 2)d® + 244, (1, 2)dtdep. (C.30)

Esta métrica tipo Kerr pode também ser escrita sob a forma equivalente

2 2
ds* = (gtt - %“) dt* + g,y (dso + ;’”dt) + g (dr? + d2?) . (C.31)

PP PP

As condigoes para que as métricas (C.30) e (C.30) sejam assintoticamente planas sdo, no
infinito espacial,

g — —1; Grrs Gozs Gpp —> 1 Grp — 0; (C.32)

Podemos escrever componentes do tensor métrico como combinagoes invariantes dos ve-
tores de Killing & e (:

g = £%6a <0, Jpp = (“Ca >0, Jtp = §%Ca- (0‘33)

Com isso, podemos definir as fungoes w, ¥, ® e A:

w = —ggw = —?:g“, (C.34)
ey v

P = g = (G0 (C.35)

20 (gtﬂo)Q . ¢H (gug“)Q 0 C.36

e’ = —gu+ - E"E, + o >0 (C.36)

e = g,>0, (C.37)

Assim, a métrica (C.30) pode ser escrita na forma
ds? = —e**dt? + e (dip — wdt)® + e (dr? + dz?) . (C.38)

(Comparar com a forma (C.2) da métrica para um sistema Galileano em rotagdo uni-
forme.)

A forma acima é a mais comumente usada para a métrica de espacos estacionarios
axialmente simétricos. Contudo, usarei uma transformacao de varidveis adicional. No
vacuo, as equacoes de Einstein permitem uma transformagao de r e z que pode ser usada
para reduzir e¥ para e = re~®. No entanto, conforme o campo gravitacional tem pressao
nao desprezavel, um unico sistema de coordenadas do tipo (C.38) requer uma forma mais
geral,

eV =rBe™?®, (C.39)
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sobre o espago-tempo todo, e nao somente na regiao onde a pressao é nao nula, o que
define, portanto uma nova func¢ao métrica B, com a condicdo de que B > 0.
Portanto, a métrica para um espago-tempo estacionario axialmente simétrico geral

pode ser escrita na forma
ds* = —e**dt* + r? B2 (dyp — wdt)® + ¢ (dr® + d2?). (C.40)

As condigoes de contorno no infinito espacial (C.32) aplicadas sobre essas fungoes

métricas sao escritas como
Q. wA—>0 e B—1. (C.A41)
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Apéndice D

Observador Euleriano ou ZAMO

Para se ter uma interpretacao fisica das componentes do tensor métrico poderiamos usar
uma descricao de uma geometria espacial local vinculada a observadores estaticos. No
entanto, quando estamos tratando problemas envolvendo rapida rotagdo em campos gra-
vitacionais arbitrariamente grandes e envolvendo tanto as fontes do campo gravitacional
quanto a métrica do vacuo exterior, uma analise baseada em observadores estaticos, obser-
vadores em repouso vistos do infinito, ndo é apropriada porque nao ha uma propriedade
local do espago-tempo que selecione tais observadores. Isso porque, quando o campo
gravitacional é forte, é perfeitamente possivel que

g = —€** + w?e? (D.1)

seja positivo em parte do espago-tempo. Em tal regiao onde g; > 0 o “eixo do tempo”,
a linha com (7, z,p) = const, ndo é uma diregao tipo-tempo. Em outras palavras, um
observador local com € = dy/dt =0 e r = z = 0, que seria estacionario visto do infinito
em um espaco-tempo assintoticamente plano, nao existiria nessas regioes.

Queremos entao uma interpretacao fisica das componentes do tensor métrico que per-
maneca valida ndo importando o quao rapida é a rotagao ou o quao forte sdo os campos
gravitacionais, contanto que o espago-tempo seja estacionario e axissimétrico. Para isso
é possivel usar um sistema de referéncia local amarrado aos observadores que localmente
nao estdo em rotagdo, pois eles sdo os unicos observadores estaciondrios (cuja quadri-
velocidade é uma combinacao linear dos dois vetores de Killing) para os quais existe
uma geometria espacial em uma regiao finita contendo o eixo de simetria r = 0. Esses
observadores devem ter linhas de mundo tipo-tempo contanto que o espago-tempo seja
estacionario, como veremos isso a seguir.
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D.1 Congruéncias de curvas tipo-tempo

D.1.1 Vorticidade da congruéncia

A cinemaética de um meio continuo trata do comportamento relativo de linhas de fluxo
adjacentes. Tratando uma congruéncia de curvas tipo-tempo, que sao as linhas de mundo
das particulas de fluido, considere uma linha de mundo I' e seja P um ponto sobre ela,
com coordenada 7 = 7p. Considere a hipersuperficie >;, formada pelos eventos de todas
as curvas da congruéncia com coordenada 7 = 7p. Construimos entdo em uma pequena
vizinhanca ao redor de P, um pequeno conjunto de pontos 0¥, € 2., tais que através de
cada um desses pontos passe uma outra curva da congruéncia. Esse conjunto forma uma
regiao tridimensional, um pequeno seguimento da hipersuperficie ¥,,. Denotando cada
curva por z# = y¥(1,d'), as coordenadas a' (I = 1,2,3) identificam cada curva em 6%,,.

l

As quatro variaveis a', 7, denotadas por a* = (7,a’), formam um sistema comdvel de

coordenadas. Elas sdo analogas as coordenadas Lagrangianas da hidrodinamica classica.

Como a' é constante ao longo de cada curva, u# é escrito como
ox*
=== . D.2
Podemos entao definir uma base x’{a) adaptada as coordenadas coméveis, ou base comavel:
ax*
peo_
Ty = (aaz> ) (D.3)
com ;) = ut.
Calculando as derivadas segundas a partir das equagoes (D.2) e (D.3):
U ot _
prewie U 8,,:6(1) e o :c(l)al,u“ (D.4)
podemos observar que
£1—;x’(‘l) = u”ﬁyx‘(‘l) — x(p0,u" = 0. (D.5)

Consideremos entao um vetor 7*, tangente a 02,,, chamado de vetor desvio, que “aponta”
na dire¢cao de uma outra curva qualquer de 61",

rt = ril)x’é). (D.6)

) o~ , . .
Os escalares 7" sio as coordenadas de 7" na base comovel, e identificam uma curva em

or

TP *

Multiplicando-se a equagao (D.5) por m(f) vemos que Lzr* = 0, ou seja,

u’'NV,rt =1V, ut. (D.7)
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A definicao de Einstein de simultaneidade diz que o conjunto dos eventos que localmente
podem ser considerados simultaneos a P para um observador com linha de mundo I" for-
mam uma hipersuperficie ortogonal a I' em P. No entanto, como os vetores :r;’(‘l) da base

adaptada as coordenadas comoveis, tangentes a §3,,, nao sdo necessariamente ortogonais

TP
as linhas de mundo I' das particulas, a hipersuperficie 40X, nao é necessariamente ortogo-
nal a I'. Dessa forma, as componentes i nao podem ser consideradas como “componentes
espaciais” fisicas para esses observadores.

Vimos no apéndice B que uma triade e 0 transportada por Fermi é sempre ortogonal
a ut e ainda identifica-se fisicamente com um sistema de referéncia espacial sem rotacao.
Dessa forma, é razoavel (segundo o conceito de simultaneidade) considerar as componentes

fisica do vetor desvio como suas componentes na base de Fermi:
T(l) = Tue(l)u. (D.8)

Essas sao as “componentes espaciais” do vetor r* para um observador com linha de mundo
I'. Podemos entao calcular a derivada absoluta dessas componentes:

DT(Z) _ Dr# n De(l
Dr Dr Cwu+ 7" Dr
Dr# o
= ﬁe(l)u +r (e(l)ua“ua) ) (D.9)

Aplicamos aqui a equagao (B.18) para a derivada da base de Fermi.

Usando ainda a equagao (D.7)

ZZS) = (V") ey, +r® ((Mu”vyu“u&)
= (" +ruu’) eq,V,u"
(08 + uau )ef‘l)vyuu
= r%hgelyViuy,
= r“e(”m)egém)e’(‘l)vyuu, (D.10)

usando o projetor ortogonal h¥ dado pela equagao (B.27). Por fim, podemos reescrever

essa equagao como

D?“(l)
— = Biymyr™ D.11
Dy~ Bomr™, (D.11)

onde

B(l)(m) = eé‘l)e’(’m)vyuu. (Dl?)
Considerando as coordenadas de Fermi 7™ como cartesianas, reconhecemos na equacio
(D.11) as equagoes de movimento de um meio continuo sob deformacao linear. Dessa
forma, podemos falar em uma matriz de tensao (simétrica), dada por

1
o0 = 5 (Bomo + Baoym) (D.13)
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e uma matriz de rotagiao (antissimétrica), dada por

Wayom) = 5 (B — Baym) - (D.14)

Para um observador viajando ao longo da linha de mundo 7 e usando eixos propagados por
Fermi-Walker, w)m) € 0()m) representam a velocidade de rotagao, e a taxa de deformacao
(expansao e cisalhamento) de uma nuvem de particulas vizinhas.

E desejével trabalhar com tensores ao invés de com invariantes, e devemos procurar
um tensor simétrico o, e um antissimétrico w,, que tenham componentes invariantes
dadas por (D.13) e (D.14) respectivamente. Ou seja, procuramos tensores tais que

1
B
oWm) = TaBCW)Em) = gvauﬁ( Belm + €imeln) (D.15)
1
_ a B _ a B a B
W(I)(m) = WaB€()E(my = 2Vau5 (e(l)e(m) — e(m)e(l)) . (D.16)

No entanto, essas componentes nao servem para definir os tensores completamente pois
T(1)(m) € W()(m) Sa0 matrizes 3 x 3 simétrica e antissimétrica tendo 6 e 3 componentes in-
dependentes respectivamente, enquanto que os tensores o, e w,, sao quadridimensionais.
Com isso, temos a liberdade de impor outras condi¢oes adicionais para determina-los. A
maneira mais simples seria estender os tensores (i) € Wi)(m) @ quatro dimensoes (ou
seja, a o)) € Waye), com a,b=0,1,2,3) e definir as componentes:

I(a)0) = 0, Wa)(0) = 0; (D.17)

condicoes essas que sao equivalentes as condigoes tensoriais

opu’ =0, wu” = 0. (D.18)
Assim, voltando a equagao (D.16), multiplicando-a por eﬁ)ef,m), e usando a condicao (D.18)
obtemos
1
e B m o m) B
Wy = §Vau5 (e(l)eg)e(m)ef, )—e(m)el(, )e(l)eg))
1
— app appB
= ;Vaug (hehl — hgns) (D.19)
1
= Vaug (65 + uu,) (8 + uPu,) — (53 +u®u,) (0] + u’u,))
1
= —Vaug (5"55 + 5fju6u,, + u“uuéf + uauﬁuuuy +

2
—(5365 — 0% u, — uauy5£ — uuPuu,).

Como u’Vaug = 3V (u’ug) = 0 obtemos

1
Wy = B (Vyu, — Vou, +uua, —ayu,) . (D.20)
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Analogamente para o, temos:

1
= (Vyu, + Vou, +uya, + ayu,) . (D.21)

T = 5
Somando as equagoes (D.20) e (D.21) obtemos a seguinte decomposigao para V ,u,:

Vouu, = o + wp — uuay, (D.22)

ou em termos do escalar de expansao = V*u, e do tensor de cisalhamento (de trago

/ — 1 .
nulo) o'y, = 0 — 300,

1
Vuu, = gehw + 0 + W — uyay, (D.23)

O tensor 0, nao tem 10 componentes independentes, mas somente 6 em vista de (D.18).
Da mesma forma w tem somente 3 componentes independentes, que quando resolvidas
na tetrada de Fermi sao w(ig), wees) € wan). O tensor de rotagao ¢ intimamente ligado ao
vetor velocidade angular, definido por

1
wh = §n“”p”ul,vpua, (D.24)
onde n¥P? ¢ o tensor permutagao
W = (—g)E £, (D.25)

com EMP? sendo a densidade tensorial completamente antissimétrica de Levi-Civita. As
componentes de w,, na tetrada de Fermi sao

1 _ 1
w(a) = §C€adeU(b)V(C)U(d), C e (—g)2 det 6’?&). (D26)
Agora, como u) = —1 e ugy = 0 temos
1 mn mn
w = 5CEM Vi) = CEM Wimy ), w® =0, (D.27)
de forma que
o =Cuee, WP =, WP = e (D-28)

O tensor de rotagao e o vetor velocidade angular sdo essencialmente a mesma coisa em
diferentes formas. No limite nao relativistico, w* nada mais é do que o rotacional da
velocidade do fluido, e é portanto chamado também de vetor vorticidade. Perceba que
por construcao (D.24) a vorticidade é ortogonal a quadrivelocidade:

whu,, = 0. (D.29)
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D.1.2 Teorema de Frobenius

Congruéncias de linhas de fluxo podem ter um tensor de rotagao w,, = 0. Essas con-
gruéncias sao ditas serem hipersuperficie-ortogonais, o que significa que a congruéncia é
em cada ponto ortogonal a uma familia de hipersuperficies tipo-espago.

A congruéncia sera ortogonal a hipersuperficies se u* for em cada ponto proporcional
a n*, a normal as hipersuperficies. Supondo que essas hipersuperficies sao descritas por
equagoes da forma W(z#) = C, onde C' é uma constante especifica para cada hipersuper-
ficie, de forma que n, < V, ¥, e

u, = —kV, ¥, (D.30)

para algum fator de proporcionalidade . (Estamos supondo que ¥ aumenta em diregao
ao futuro, e a quantidade positiva xk pode ser determinada da condicao de normalizacao
utu, = —1.) Diferenciando esta equacao temos V ,u, = —xV,,¥ =V, UV k. Calculemos
entdo, com essas defini¢oes, o tensor w, utilizando a forma (D.19):

2w = Vaug (hgh] — hghl)
= (Vaug — Vaua) bR,
— (kVap¥ + VUV ok — 6V W — Vo UV k) hh)
= (VUVak — VoUVgk) hh) =0, (D.31)

onde usamos o fato de que V,3¥ = Vg, U e que, como V¥ U, hfL‘Va\IJ =0.

Chegamos entao ao resultado de que se a congruéncia é ortogonal a uma familia de
superficies tipo-espaco entao w,, = 0. Esse ¢ um caso particular do chamado teorema de
Frobenius, que diz que de uma maneira geral, uma congruéncia de curvas (tipo-tempo,
tipo-espago ou tipo-luz) é ortogonal a uma familia de hipersuperficies se e somente se
Vi uyuy = 0, onde u, é o vetor tangente as curvas, nao necessariamente normalizado. O
contrario também ¢é verdadeiro, de que w,, = 0 implica a existéncia de um campo escalar
U tal que u, o< V, ¥ (mas mais dificil de se provar!).

Da equagao (D.24) vemos que wH = %n““p"v[l,upua], pois n#**P? é completamente an-
tissimétrico, e portanto o teorema de Frobenius se aplica quando

congruéncia ortogonal a hipersuperficies

Viuuuy =0 & wt =0 & Wy =0 (D.32)

O caso relativistico w* = 0 é analogo ao fluxo potencial nao relativistico @ =V x @ = 0.
Mas nesse caso u, nao ¢ igual a um gradiente, mas somente proporcional a um. Veremos
a seguir que a igualdade ocorre quando lidamos com uma congruéncia geodésica.
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D.1.3 Congruéncias geodésicas

Para um fluido em movimento onde a congruéncia é formada pelas linhas de fluxo, estamos
lidando com curvas tipo-tempo. No caso particular em que estas linhas de fluxo sado
geodésicas, e considerando o caso em que se aplica o teorema de Frobenius (w,, = 0), u,
nao ¢ apenas proporcional a um gradiente, mas ¢ igual a um. No caso geodésico a, = 0
a equacao (D.20) se reduz a

2w = Vyu, —Vyu, =0
= V,¥V,k -V, UV, =0.

Multiplicando-se por ku*:

(ku'V,U)V,yk = (kut'V,k)V, U
—Vok = (W'V,K)u,. (D.33)

Portanto, k dever ser constante em cada hipersuperficie, porque varia somente na dire¢ao
de u, ortogonal as hipersuperficies. Entao, x pode ser expresso como funcao de ¥, e
definindo um novo escalar ¥ = [ xk(¥)dW¥, encontramos que u, = —9,¥’. Note que se u,
puder ser expresso dessa forma, a equacao geodésica é satisfeita automaticamente:

a, = u'Vyu,
= 0"UV,, ¥V =0"VV,V¥
1 1
= §VM (0"V0,V) = §VM (u’u,) =0 (D.34)

D.2 Decomposicao 3+1 e observador Euleriano

O formalismo 3 + 1 consiste em “fatiar” o espago-tempo M por uma familia de hipersu-
perficies tipo-espaco (¥;),c tal que o espaco-tempo como um todo seja a unido dessas

hipersuperficies,
M=J =, (D.35)
teR
as quais nao se sobrepoem,
S (Zy =@ para t#£1. (D.36)

Nem todos os espagos-tempo permitem uma decomposicao global dessa forma, mas so-
mente aqueles pertencentes ao conjunto de espacos chamados de espacos-tempo global-
mente hiperbolicos. Esses espacos-tempo sao os que admitem uma hipersuperficie tipo-
espago de Cauchy, que seria uma hipersuperficie tal que cada curva causal (isto é, nula ou



296 D.2. DECOMPOSICAO 3+1 E OBSERVADOR EULERIANO

tipo-tempo) sem um ponto final intercepta > em um unico ponto. O nome globalmente
hiperbdlico vem do fato de que para esses espagos a equacao de onda escalar é bem posta.
Essa classe é grande o suficiente para englobar todos os espagos-tempo estacionarios
axialmente simétricos. As hipersuperficies tipo-espaco ¥; nesse caso sao as hipersuperficies
obtidas fazendo-se t = const. A coordenada t pode entao ser considerada como um campo
escalar sobre o espago-tempo, cujo gradiente V#t é um quadrivetor tipo-tempo ortogonal
a qualquer quadrivetor v* tangente a 3, (v,V#t = 0). Como as hipersuperficies ¥, sao
tipo-espago, elas tém em cada ponto um vetor normal tipo-tempo n*, orientado para o

futuro:
nfn, = —1, (D.37)

e os dois vetores normais V¥t e n* devem ser necessariamente colineares
n* = —N V*¢. (D.38)

O fator de proporcionalidade N = (—V“tvut)fl/ % ¢ chamado de funcdo lapso. O sinal de
menos é escolhido de tal forma que N > 0 para o campo escalar ¢t aumentando em dire¢ao
ao futuro.

Como n* é um vetor unitario tipo-tempo, podemos considerar a familia de observadores
cuja quadrivelocidade é n*. Suas linhas de mundo sao as linhas de campo de n*, e portanto
sao ortogonais as hipersuperficies ¥; em cada ponto. Fisicamente isso significa que, de
acordo com a convencao de Einstein, cada hipersuperficie ¥; é um conjunto de eventos
que localmente sao simultaneos para tais observadores, e formam portanto uma geometria
espacial para todos eles. Esses sao os chamados observadores Eulerianos, em analogia
com o caso Newtoniano, para o qual existe uma geometria espacial absoluta para todos
os observadores.

Vimos na secao D.1.2 que a condigdo necessaria e suficiente para que uma congruéncia
de linhas de fluxo seja ortogonal a uma familia de hipersuperficies tipo-espaco é que a
sua vorticidade seja nula, ou seja, que w,, = 0 (D.32). Por isso, esses observadores
sdo também chamados de “observadores com momento angular nulo”, ou ZAMO (zero
angular-momentum observers), e a base associada a esses observadores, de “referencial
localmente sem rotagao”, ou LNRF (locally non-rotating frame) [187].

Devido a relagao (D.38), o tempo préprio 7 do ZAMO ¢ relacionado a t por

dr = Ndt, (D.39)

e por isso o nome fun¢do lapso dado a N. Comparando a equagdo acima com a equagao
(C.27), vemos o fator redshift Ay do ZAMO é o inverso de N:

Ay = (D.40)

1
N
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Como cada hipersuperficie »; é tipo-espacgo, a métrica v,, induzida por g, em X, é
definida positiva, ou seja, para qualquer vetor ndo nulo ¢ tangente a X;, v* = 5, 0"v” > 0.
Y € 0 projetor ortogonal (B.9) sobre 3;:

Vv = Guv + NpNy. (D41)

D.3 Coordenadas adaptadas e vetor deslocamento

Um sistema de coordenadas (2*) ¢ adaptado & decomposi¢ao (3;),. se 2° = t. O tripleto
(x") = (x', 22, 23) constitui um sistema de coordenadas em cada hipersuperficie 3;, e
podem entao ser chamadas de coordenadas espaciais. Dado tal sistema de coordenadas
adaptado, podemos decompor o vetor da base natural 8: = 5, que € o proprio vetor de
Killing (C.13) associado & estacionariedade, em uma componente ao longo de 7 e outra
tangente a X;:

&= Nn* + pH, com n'p,=0. (D.42)

O vetor tipo-espaco B* é chamado de wvetor deslocamento. De fato ele mede o desloca-
mento das linhas que tem coordenadas espaciais constantes, com relacdo a normal as
hipersuperficies ¥, (ver figura D.1).

7)'6‘7 s

= const.

Figura D.1: Coordenadas (z*) em cada h1persuperf1c1e ¥ cada linha x' = const atravessa
a fatia (3;),. e define o vetor temporal , = { e o vetor deslocamento 3 do sistema de
coordenadas do espago-tempo (z#) = (t,2°). (figura retirada de Gourgoulhon [178])

O fato do coeficiente de n* em (D.42) ser a funcdo lapso N vem do fato de que
§-it=0,-i=—N0, -Vt=—N, (D.43)

onde usamos a equacao (D.38) e que J, -Vt = 1. Assim como qualquer vetor tangente a
Y, o vetor deslocamento nao tem componente ao longo de 0;:

3= g, (D.44)
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A equagao (D.42) leva a seguinte expressao para as componentes de 7i:

1

nt = (1,—51, —52,—ﬁ3). (D.45)

As componentes covariantes de 7 sao dadas por (D.38):
n, = (—N,0,0,0). (D.46)

Pode-se checar diretamente de (D.45) e (D.46) que 77 é um vertor unitario tipo-tempo:
n-n=n'n,=(—N)(1/N)=-1

Vamos escrever a decomposigao “3+1" da métrica g, utilizando a métrica v,, induzida
em ;. Como os vetores da base adaptada 52 sao tangentes a Y, temos que

Yij = 5@ : 5—; = Gij- (D.47)
Além disso,
G =0, -0, =§-§ = -N? + BB (D-48)
onde usamos (D.42). Por fim,
di=8-G=E 8 =Ni-5+5 8=, (D49

pois 7i-0; = 0. Dessa forma, as componentes g,,, da métrica do espago-tempo sao expressas
em termos das componentes do vetor deslocamento e da funcao lapso:

Gudatda? = —N?dt* + ~;; (da’ + Bidt) (da’ + B/dt) . (D.50)

(Lembrando que v;;3? = f3;). Comparando-se essa expressio com a expressao (C.40)
da métrica de um espaco-tempo estacionario axialmente simétrico, obtemos as seguintes

identificagoes:
N = 2, (D.51)
vij = diag (62>\,62)‘,T‘2B26_2¢). (D.53)

D.4 LNRF de um espaco estacionario axialmente si-
métrico

Nessa se¢ao vamos obter uma tetrada relativa aos observadores Eulerianos (a base LNRF)
para um espaco-tempo estacionario e axialmente simétrico. Esses observadores sao tais
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que suas linhas de mundo sao ortogonais a familia de hipersuperficies »; com t = const.
Ou seja, seu vetor quadrivelocidade u* é o quadrivetor n* da se¢ao anterior.

Comparando a equagao (D.42) da decomposigao do vetor de Killing £# com a equagao
(C.26) da quadrivelocidade para um movimento puramente circular, fazendo u# = n*, e
usando que N = 1/A, (D.40) encontramos que

pr = —QpC", (D.54)

onde )y é a velocidade angular do ZAMO. Portanto, o vetor deslocamento [ é propor-
cional ao vetor de Killing (*. Assim, reescrevendo a equagao (D.42) novamente usando
esse resultado obtemos

& = Nn# — Qu(*. (D.55)

Em particular, em uma espaco-tempo em que €2y = 0, £&# é colinear a n* e, portanto,
ortogonal as hipersuperficies ¥;. De acordo com s defini¢ao no apéndice C.2, isto significa
que para )y = 0 o espago-tempo ¢ estatico.

Seja entao e‘(‘a) a base ortonormal (ver tetradas ortonormais no apéndice B.3) com
componente temporal dada pelo quadrivetor velocidade n*:

A equagao (D.55) é entdo a equagao (C.26) da sua quadrivelocidade, assumindo que seja
do tipo circular:

nt = A (& + QoC*), (D.57)

com Ay = N~!. Portanto, esse observador é necessariamente estaciondrio, ou seja, n* é
dada por uma combinacao linear dos vetores de Killing.

Temos agora que determinar Ay e {2y desse observador. Isso é conseguido impondo
que esse quadrivetor seja ortogonal as hipersuperficies Y; e, consequentemente, ortogonal
a " o< ¢*, que é tangente a X, (pois n*3, = 0):

Com isso,

e = Ao (€ + %) G
= Ag (€"Cu+ Q20¢"C)
= A (—wew + Qoew) =0,

= Q=w, (D.59)
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onde usamos as equagoes (C.34) e (C.35) para &*(, e (*(,. Portanto, esse observador
tem uma velocidade angular igual a w. Para se determinar Ay basta impor a condicao de
normalizagao:

—1 = egeon
= Ao (§" +wd) Ao (§ + wiy)
= A7 (£"€ + 208" G + W CMG)

£¢, ¢\’
= A} (% +2 (— % gﬁ> &G, + ( % gﬂ) c*‘cu)
<£a<a>2>
¢8¢p

= Ayt =N =€, (D.60)

onde usamos as equagoes (C.34) e (C.36).

O tripleto (r, 2z, ¢) forma um sistema de coordenadas espaciais para cada hipersuper-
ficie 3J;. Portanto, os vetores 8:, 8: e 81, da base natural adaptada a essas coordenadas
sao tangentes a X, e consequentemente ortogonais a € = 7. Basta entao normaliza-los
para encontrar os trés vetores espacial da tetrada procurada. Denotemos os vetores da

base por
5(1) = Al 81, com (l = 1, 2, 3), (D61)

onde A; sao fungoes a se determinar. Impondo a condi¢ao de normalizacgao:
1:14151'14151:1412 (5151) = A7 gu,
ou seja,
A= (grr)_1/2 = B_Aa A, = (gzz)_1/2 = €—>\’ Asa = (gsw)_l/Q =e v (D.62)

Em resumo, um observador Euleriano tem linha de mundo dada por r = const, z = const,
¢ = wt + const, e carrega uma base ortonormal (o conjunto de vetores da base LNRF)

dada por:
ey = e (8_; + w@}) ) (D.63)
g(r) = 6_/\3_;, (D.64)
&y = €0, (D.65)
€y = € Y0, (D.66)
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—

ou, em termos de componentes e’(’“a) tais que €(,) = eé‘a)(‘?@:

ey = ¢ 7(1,0,0,w),
ey = €7(0,1,0,0),
ey = €¢7(0,0,1,0),
e,y = ¢7(0,0,0,1). (D.67)

A base reciproca pode ser encontrada diretamente da condigao (B.23), de onde obtemos:

el = €"(-1,0,0,0),

el = ¢(0,1,0,0),
elf) = €(0,0,1,0),
el?) = e’ (-w,0,0,1). (D.68)

Em qualquer instante de tempo, o referencial local de qualquer observador fisico (com
uma tetrada ortonormal associada), difere do LNRF na posi¢do do observador por uma
transformacao de Lorentz. E preciso apenas saber a velocidade relativa do observador com
relacdo ao LNRF e as férmulas da relatividade especial, para se obter qualquer quantidade
fisica em um referencial arbitrario. Veremos na préxima se¢ao como se define a velocidade
relativa entre dois observadores.

D.5 Observadores, fator de Lorentz e velocidades re-
lativas

Consideremos um observador Oy com linha de mundo I'y, e quadrivelocidade n*. Lembre-
mos que segundo a convencao de Einstein para a definicao de simultaneidade, os eventos
considerados por Oy como sendo simultdneos a um dado evento P sobre sua linha de
mundo formam uma hipersuperficie M localmente ortogonal (com relagao a g,,) a I'y
em P. Portanto, se eﬁl) é uma tetrada ortonormal sobre sua linha de mundo (tal que
e?‘t) = n*"), os eventos localmente simultdneos a P sao aqueles ligado a P por um vetor
dz) = dx“eff), com (I =1,2,3).

Seja entao um outro observador O, com quadrivelocidade u*, cuja linha de mundo I"
intersepta a linha de mundo de Oy em P. Podemos escrever o quadrivetor u*, na base
local e’(‘a) de Oy:

ul® = utel®. (D.69)

o
Denotando o tempo préoprio de Oy e O por 719 e T respectivamente temos que, depois
de um intervalo infinitesimal de tempo préprio dr, O estara localizado em Q (ver figura
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) I

Figura D.2: Velocidade relativa ¢ = dZ/dry de uma particula com quadrivelocidade @ com
relacdo a um observador com quadrivelocidade 7. ¥ entra na decomposicao ortogonal de
@ com relacao a 7 via 4 = (71 + ¥)). Obs.: ao contrario do que a figura sugere dry > dr.
(figura retirada de Gourgoulhon [81])

D.2). Para o observador Qg tera transcorrido um intervalo de tempo dry até o evento
Qp simultaneo a 9, em sua base local eé‘a), segundo a convencao de simultaneidade de

Einstein. R
O vetor deslocamento espacial dZ =QyQ, ortogonal a I'y em Q, é dado pela compo-
nente espacial uY) da velocidade de O na base eé‘a), multiplicada pelo tempo transcorrido
dr (isso porque ut = “2):
dzV =W dr com ([ =1,2,3). (D.70)

A wvelocidade de O relativa a Oq é definida entdao simplesmente como sendo o vetor deslo-
camento dz" dividido pelo tempo préprio dry transcorrido para Og:

l
o0 = Y pdr (D.71)

dTO Y dTO )

Podemos definir ainda o chamado fator de Lorentz + entre os observadores Oy e O pela

dilatacao temporal
o d’Tg

~ pode ser expresso também em termos das quadrivelocidades n* e u* de Oy e O. Como

(D.72)

n(®) e ul® sio vetores unitdrios, a seguinte igualdade se aplica (ver figura D.2):

dr u' = dry n'¥ + dz'@, (D.73)
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Além disso, dz® =0 e n® = n“el(f) = n*n, = —1. Portanto, a componente (a) = (¢) da
equagao (D.73) acima resulta no fator de Lorentz como

v =—u = —un,, (D.74)

onde usamos ainda que u?) = u“eg) = utn,. Dessa forma, do ponto de vista geométrico,
o fator de Lorentz nada mais é do que (menos) o produto escalar dos vetores unitarios
tangentes as linhas de mundo dos dois observadores.
Usando (D.72) podemos escrever a velocidade relativa (D.71) como
N0

0 — D.75
v , .
. (D.75)

ou seja,
o _u k)
u(®) uveld

(D.76)

Diferentemente da quadrivelocidade u*, que é intrinseca a @, v depende do observador
Oy. Geometricamente, vY) pode ser vista como sendo a parte de u* que é ortogonal a n*
(ver figura D.2) pois, combinando (D.72) com (D.73) obtemos

u(a) — ,y (n(a) + U(a)) , com n(a)v(a) = /U(t) = O (D77)

Note que (D.74) e (D.75) sao meras consequéncias da relagao acima. Usando a equagao
(D.75) podemos calcular o quadrado v* = v®v;y do médulo da velocidade relativa:

1 1 1 1
2 _ Mg, — (a) t) — 2\ —
v? = —=uuy = gy — '\ ug ) = —1+4)=1—-—, (D.78)
~2 O ~2 ( (a) ()) ~? ( ) 2
onde usamos ainda que u) = n(t)(a)u(a) = —u® = ~. Assim temos uma expressao para o

fator de Lorentz que é idéntica a expressao da relatividade especial:
B 1
T A

O caso em que estamos interessados é na velocidade relativa de um dado observador com

(D.79)

movimento puramente circular, com quadrivelocidade u* dada por (C.26)
ut = A (" 4+ Q¢CH). (C.26)

com relagao ao observador ZAMO com momento angular nulo, cuja quadrivelocidade n*
também é dada por (C.26), mas especificamente com Qy =w e Ag=N"1=¢"?

nt = e ® (EF 4 wlh), (D.80)



304 D.5. OBSERVADORES, FATOR DE LORENTZ E VELOCIDADES RELATIVAS

em um espago-tempo estaciondrio axialmente simétrico, com métrica dada por (C.40).
Nesse caso, o fator de Lorentz (D.74) se torna

v = —ufn, = —-A(E"n, +Q¢"n,) = —A"n,, (D.81)

P

pois n# é ortogonal a ¢*. Multiplicando (D.80) por n, vemos que {#n,, = —e®, e a equacao

(D.81) acima se torna
7= Ae®. (D.82)

Substituindo-se entdo as expressoes de quadrivelocidade (C.26) e (D.80) na velocidade
relativa (D.77), e usando o fator de Lorentz(D.82), obtemos

vt =e P (0 —w) (" (D.83)

Considerando que ¢* = 4, a tnica componente nao nula é v¥. Portanto, a unica compo-
nente invariante vV = v“eﬁ) = v“”eg) nao nula é dada por

v=0l = (Q—w), (D.84)

dadas as componentes (D.68) da tetrada.



Apéndice E

Politropos e processos politropicos

E.1 Processos politrépicos

O objetivo do estudo da estrutura do disco é determinar as varia¢oes internas das prin-
cipais propriedades fisicas, como a pressao, a densidade e a temperatura em termos dos
parametros de entrada como a massa total e a composicao quimica. Para isso é necessario
conhecer os principais processos fisicos que ocorrem no disco, quantificar esses processos e
obter um sistema de equagoes, cuja solugao deve em principio levar as variacoes desejadas.
Existem, entretanto, modelos muito simplificados que permitem obter essas solugoes de
forma analitica. Esses modelos sao chamados de politropos.

A equacao de estado é quem determina como as variaveis termodinidmicas variam
umas com relacao as outras diante de determinados processos termodindmicos. Revisa-
rei aqui uma determinada classe de mudancas termodinamicas, chamadas de mudancas
politropicas. Uma mudanca politrépica ou processo politrépico é definido como sendo
uma mudanga reversivel (quase-estatica) em um sistema termodinédmico, que ocorre de
tal maneira que a derivada d@Q/dT', o chamado calor especifico C' (onde nos referiremos
sempre ao calor especifico por unidade de massa), varia de uma maneira pré-determinada
durante essa mudanca reversivel:

d
C = Q = determinada funcdo. (E.1)
dT
Um caso especial muito importante ocorre quando
d
C= d? = const. (E.2)

Apesar de que algumas derivacoes e resultados envolvendo processos politrépicos sejam
validos também com a defini¢do mais geral (E.1), geralmente é assumido que C' = const.
As definigoes (E.1) ou (E.2) produzem uma segunda equagao, junto a equagao de estado

305



306 E.1. PROCESSOS POLITROPICOS

F(p, P,T) = 0. Desse conjunto de duas equagoes podemos eliminar duas das trés variaveis
de estado p, P, T, e o sistema termodindmico politropico tem portanto uma tinica variavel
de estado independente.

Se o calor especifico C' da mudanca politrépica é zero, o processo politropico se torna
adiabético (d@Q@ = 0). Ainda, se o calor especifico do politropo é C' = +oo, a mudanga
politrépica se torna isotérmica (d1° = 0). Portanto, processos politrépicos sdo processos
intermediarios entre processos adiabaticos e isotérmicos.

Quando o calor especifico do processo politropico C' é igual ao calor especifico a pressao

_ (dQ Y . . fo. .
constante Cp = (W)P’ o processo politrépico é um processo isobarico (P = const), e
quando C é igual ao calor especifico a volume constante Cy = (%)v’ 0 processo é

isométrico.

A definicao de processos politropicos envolve uma certa arbitrariedade. Estamos ado-
tando a definicdo mais restritiva, definindo processos politrépicos como mudancgas rever-
siveis (quase-estaticas). E claro que, de maneira geral, processos politrépicos poderiam
também ser processos irreversiveis.

Para processos politropicos reversiveis temos que d@) = T'dS, e portanto

ds
C = Tﬁ = const. (E.3)
Dessa forma, para C' # 0 temos que
S =S(T)=CIn(T) + const. (E.4)
Um fluido para o qual C' = 0 é isentrépico, pois dS = 0 dada a equagao (E.3).
Em fluidos adiabaticos (ndo necessariamente isentrépicos) g—f = 0, e para uma parti-
cula de fluido sofrendo processos politrépicos
DT T\ DS
() === E.5
Dt <C ) Dt ’ (E-5)

ou seja, a temperatura também nao muda ao longo das linhas de fluxo, mantendo a relagao
(E.4) com a entropia.

No entanto, em se tratando de fluidos, falaremos em termos de fluidos politrépicos,
ou politropos, que sao definidos como fluidos para os quais sempre vale a relagao (E.3)
entre a entropia e a temperatura, mesmo quando a variacao dS se der em fungdo de uma
variacao entre linhas de fluxo diferentes. Por exemplo, seja r uma coordenada espacial
ortogonal a diferentes linhas de fluxo, entdo de maneira geral % # (0, mesmo nao havendo
uma transferéncia real de calor envolvida no fluido (de onde vemos que mesmo um fluido
adiabéticos pode ter C' # 0). Nesse caso essa relacao diz somente que em um deslocamento
virtual de uma particula de fluido entre linhas de fluxo implicaria em determinada troca
de calor.
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De forma totalmente genérica, politropos poderiam ser definidos como sistemas onde a
pressao e a densidade sdo conectados por uma lei da forma (E.18). Contudo, tal definigao
esquece completamente a base termodinamica por tras da nogao de politropo.

Para entender melhor as definicbes de expoentes politrépicos e indices politropicos,
definiremos essas quantidades primeiramente para sistemas termodinamicos que obedecem
a equacao de estado de um gas perfeito.

E.2 Processos politropicos em um gas perfeito
Para um gas perfeito, a pressao é dada pela equagao
R
P = <> pT = nkT. (E.6)
i

= mN, é o peso molecular (a massa de repouso de um mol de particulas livres), k é a
constante de Boltzmann, R = kN4, a constante dos gases perfeitos, e N4 o ntimero de
Avogadro.

Devemos notar que a lei dos gases perfeitos (E.6) é vélida para sistemas compostos
de particulas nao interagentes e nao degeneradas, em ambos os limites, nao relativistico
(quando a energia relativistica total das particulas é praticamente igual a sua energia de
repouso) e relativistico (quando a energia relativistica total das particulas nao é quase
igual a sua energia de repouso). Para particulas relativisticas a equacao (E.6) tem o
mesmo significado que no caso nao relativistico, com p igual a densidade de massa de
repouso.

A energia interna U de um gas perfeito é uma func¢ao somente da temperatura absoluta
U=U(T). E, de acordo com a 1*lei da termodinamica (3.37):

C(dQ\  (dU\  aU
v-(z),~ (), - "

O calor especifico a pressao constante Cp pode ser determinado diferenciando a equagao
de estado (E.6)
PdV = (R/p)dT — VdP (E.8)

e introduzindo na equacao (3.37) da 1*lei da termodindmica

dQ = dU + (R /) dT — VdP. (E.9)

_ (dQ) _dU_ R
“r = (ciT)P—dT+u
)

Cp = Cv—l-(R//L. (ElO)

Dessa forma,
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Usando que d@Q = CdT e dU = CydT

dQ = dU + PdV = dU — (P/p?)dp (E.11)
T
= (CdT =CydT — <R> dp. (E.12)
Hp
Como R/u=Cp—Cly:
(Cv = C)dT/T = (Cp — Cy)dp/p. (E.13)

Por convencao, definimos o indice politropico n de um gas perfeito como
n = (C\/—C)/(CP—C\/). (E14)

Se n = const, ou seja, se fizermos C, Cy, Cp = const, podemos integrar a equagao (E.13),
resultando na equagao para um politropo com calor especifico constante C'

Tp~ Y™ = const. (E.15)

Com a ajuda da equagao de estado (E.6) encontramos outras duas formas equivalentes

PT~'"" = const, (E.16)
Pp~ 7Y™ = const. (E.17)
Das duas equagoes acima é 6bvio que quando n = —1, P = const (processo politrépico

isobarico). Da equagao (E.15) observamos que T = const se n = £0oo (processo politrépico
isotérmico). Se escrevermos a equagao (E.15) como T~ "p = const, vemos que se n = 0
temos p = 1/V = const: Ocorre entdo um processo politrépico isopicnico (p = const) ou
isométrico (V' = const).

Da equagao (E.17) obtemos a equacao de estado para um gas perfeito:

P = Kpti/n, (K,n = const). (E.18)

Se n = 0, poderia parecer que P = 0o, mas esta aparente singularidade pode ser removida
de uma vez por todas, se escrevermos (E.18) sob a forma P = L'/"p'*'/" ou P* = Lp"*!,
(K = LY™ = const). Se n = 0, vemos que p = 1/L = const, ndo importando qual o valor

de P. Portanto, sempre que o fator Kp'/™

aparecer, podemos substitui-lo por P/p, de
acordo com a equacao (E.18), e a aparente singularidade para n = 0 é removida.
Em analogia com o expoente adiabético v = Cp/Cy para um gas perfeito, podemos

definir o expoente politrépico de um gas perfeito por

7' =(Cpr—=C)/(Cy = C), (E.19)
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e considerando a defini¢ao (E.14), o indice politropico de um gas perfeito pode ser escrito
como
n=1/(-1); v =1+1/n. (E.20)

Com essa defini¢ao, as equagoes (E.15-E.17) podem ser escritas como
Pp™ = const; PTV/07) = const; Tp'™" = const. (E.21)

Somente para um géas perfeito isentrépico (C' = dQ/dT =0) é que v/ = v = Cp/Cy e as
equagoes acima se tornam as equagoes usuais de processos adiabaticos em gases perfeitos.

Usando a derivada logaritmica dP/P = dp/p + dT /T da equagao de estado T)p/P =
const, podemos escrever a equagao (E.13) sob as formas equivalentes (Cy — C)dP/P =
(Cp—C)dp/pe (Cp—Cy)dP/P = (Cp—C)dT/T. Essas equagoes, junto com a equagao
(E.13), podem ser usadas para definir o expoente politrépico da equagao (E.19) nas trés
diferentes formas seguintes:

, dlnP v dnP ,_1idlnT
7_dlnp7 v —1 dlnT’ 7 ~dlnp’

(E.22)

Usando ainda a defini¢ao (E.20) e a equagao (E.22) acima, o indice politrépico para um
gés perfeito pode também ser definido por uma das trés equagoes

L 1_dmp _dP 1 dWnT
n  dlnp’ ~ dInT’ n  dlnp’

+n (E.23)

E.3 Processos politropicos para uma equacao de es-
tado geral

Quando a equagdao de estado tem a forma geral (3.8), o expoente politropico nao é o
mesmo entre as defini¢oes dadas pelas equagoes (E.22). Contudo, podemos ainda definir,
analogamente as equagoes (E.22) os trés expoentes politrépicos

dIn P I dIn P dInT
p—4nr. e . (E.24)
dlnp ["—1 dinT dlnp
Dividindo a primeira equacao pela terceira, obtemos uma importante identidade:
r I
= E.2
rm—-1 1-1 (8:25)

o que mostra que apenas dois dos trés expoentes politropicos sao variaveis independentes.
Consideremos entao uma equagao de estado geral

P=Pp,T), (E.26)
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e as derivadas parciais

Oln P Oln P
Xo = <81np)T’ AT = <8lnT>p' (E27)

Diferenciando logaritmicamente a equagao de estado (E.26), obtemos
dln P = xrdInT + x,dInp ou I'=xr(I"—=1)+ x,. (E.28)

Portanto, quando as derivadas parciais x, e xr sdo calculadas da equacdo de estado (E.26)
e se um dos expoentes politropicos (E.24) é conhecido, os outros dois expoentes podem
ser calculados de acordo com as equagdes (E.25) e (E.28).

Podemos escrever os expoentes politrépicos (E.24) como funcao dos calores especificos
Cp e Cy, e das derivadas parciais x, e xr [71]:

_Cp-C I Cp-C

- _ _Cr=Cvxp
Cy — O I'—1 Cp—0Cy

r ; M"—-1= .
X Cv —C xr

(E.29)

Se C' = dQ/dT = 0, obtemos de (E.29) os expoentes adiabdticos para uma equagao de
estado geral P = P(p,T), calculada a entropia constante:

= <8lnP> _Cp I <8lnP> _ Cp ‘

““\omp), " 1,1 \omT),” Cr— "
OlnT CP—C\/X

F// _1: — 7'0 E

ad <8lnp>s CV XT ( 30)

Ou em termos da razao v = Cp/Cly entre os calores especificos:

v =Taa/xp = 1/[1 = xr(Tog = 1)/Taal = 1+ x2(Ta — 1)/ X, (E.31)

Os trés expoentes adiabaticos sao iguais a razao dos calores especificos (I'yqg = I, =T, =
7v) se e somente se x, = xr = 1. Quando x, = xr = 1, a equacdo de estado deve ser
da forma de uma equagao de gas perfeito (E.6): P o pT. Os trés expoentes adiabéticos
podem ser iguais entre si mesmo se x,, xr # 1, mas nesse caso I'yy # 7. Tal situagao
ocorre por exemplo para radiacdo do corpo negro, para um gas completamente degenerado
nos limites nao relativistico e extremamente relativistico, e para pares elétron-poésitron
[71].

Analogamente as equagoes (E.22) e (E.23), podemos definir os indices politrépicos
para uma equacgao de estado geral

/

1
— =71, (E.32)

1
1+-=0; 140 = : =
T MRS T n”
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que podem ser reescritos como

1 1 1
n — n = "

r—1’ —1 L e

(E.33)

Geralmente os indices politrépicos n, n’ e n” sao diferentes entre si para a equacao de
estado (E.26).

No caso particular onde todos os expoentes sao constantes, podemos integrar as equa-
¢oes (E.24) para obter um sistema equivalente a equacao (E.21)

Pp~V = const;  PTV/0T) = const;  Tp'™"" = const,

(I, T, T") = const. (E.34)

Da primeira dessas equagoes, junto com a defini¢do (E.32), obtemos a equacao de estado
geral para um politropo em uma forma similar as equagoes (E.17) e (E.18):

Pp~ 17V = const ou P=Kp't/m, (K,n = const). (E.35)

K seré referida como constante politrépica. Sen = —1 e K, p # 0, temos que P = K =
const. Se n = 0, temos p = const, como visto subsequentemente a equagao (E.18). E
finalmente, se n = +oo, temos que P = Kp.

A equagao de estado (E.35) é valida para processos politrépicos obedecendo a equagao
de estado geral P = P(p,T), mas somente no caso particular I',n = const. A definigao
mais geral (E.24), juntamente com (E.32), permite um expoente politrépico I' e um indice
politrépico n variaveis, mas isso introduziria muitos graus de liberdade; geralmente, o
indice politropico n é considerado constante quando usado em conexao com uma equagao
de estado da forma (E.35).

O expoente adiabatico I'yq (E.30) caracteriza o comportamento local da matéria poli-
trépica quando sao realizadas oscilagoes adiabaticas e é relevante em determinadas situ-
acoes fisicas. Por exemplo, a velocidade do som adiabatica a em um fluido politrépico é
determinada a entropia S constante, de modo a garantir que o processo fisico subjacente
¢ adiabatico e reversivel (quase-estdtico). Portanto, é definida como

P P
a’ = <8> =Toa—, (E.36)
S

ao invés de, a*> = (1+1/n)Kp'/™ = T'P/p, por meio da equacio (E.35) P = Kp'*'/". Isso
levaria a inconsisténcias como ao resultado absurdo de que a velocidade do som em um
politropo Newtoniano homogéneo com n = 0 é infinito. Em geral I'yy #1' =14 1/n, e
somente para o caso de politropos isentrépicos é que ',y = T'.
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Apéndice F
Ambiente de desenvolvimento

Faco aqui uma breve descricao das ferramentas computacionais que utilizei no desenvol-
vimento do sistema BLATOS. Desenvolvido por um grupo de pesquisa da universidade de
Houston !, o compilador de c6digo aberto OpenUH ? [188], gera codigos de aplicagoes
x86, AMD64 (arquitetura AMD x86-64) e Intel64 (arquitetura Intel x86-64). Ele deriva
do copilador Open64 3 (estendendo muitas de suas funcionalidades), e oferece muitas
otimizacoes avancadas incluindo otimizacao global, vetorizacao, andlise interprocessual
e transformagoes de loop, e é voltado para o desenvolvimento em linguagem C/C++ e
Fortran em plataformas Linux 32 e 64 bits. Escolhi a linguagem de programacao C+-+
em uma plataforma Linux 64 bits, com suporte a aplicagdbes multithread, isto é, para
programacao paralela em sistemas com memoéria compartilhada.

O compilador OpenUH oferece suporte & API (application programming interface)
OpenMP * [189] para o desenvolvimento de aplicacoes multithread. Esta é constituida por
um conjunto de diretivas para o compilador, rotinas de biblioteca e variaveis de ambiente.
A paralelizagao é feita basicamente de duas formas: i) através da paralelizacdo automatica
do compilador, que sao basicamente paralelizacoes de loops em que a dependéncia de
dados permita (o compilador OpenUH oferece tais otimizagoes); e ii) através de diretivas
inseridas diretamente no codigo que indicam ao compilador quais os trechos que devem ser
executados em paralelo. OpenUH estende ainda a implementacao OpenMP do compilador
Open64, adicionando suporte a tasks (tarefas) e paralelismo aninhado, caracteristicas
introduzidas no OpenMP 3.0 [190].

Como ambiente de desenvolvimento (geralmente conhecido como IDE - Integrated De-
velopment Environment) utilizei o Eclipse CDT (C/C++ Development Tooling) °, que

http://web.cs.uh.edu/~hpctools/
2http://www2.cs.uh.edu/~openuh/
3http://www.open64.net
‘http://www.openmp.org
Shttp://www.eclipse.org/cdt/
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é um conjunto de ferramentas que permite a criacao, edi¢ao, navegacao, teste, depuragao
de programas em C/C++. O CDT néo inclui compilador e depurador, que converte o c¢6-
digo C/C++ em um programa executével, mas fornece uma base em que tais ferramentas
possam ser integradas de forma consistente e produtiva.

Para as rotinas basicas de algebra linear conhecidas como BLAS (Basic Linear Alge-
bra Subprograms) utilizei a biblioteca ACML (AMD Core Math Library) © ao invés de
escrever minhas proprias rotinas, pois essa foi especificamente desenvolvida e otimizada
para processadores AMDG64 (incluindo Opteron e Athlon64). O pacote ACML fornece
ainda uma biblioteca suplementar de fun¢oes mateméaticas (seno, cosseno, log, etc.) e
fungdes matemaéticas vetoriais rapidas (otimizadas). Suas rotinas tem ainda uma versao
paralelizada em OpenMP, oferecendo otimizacao em sistemas multithread.

Para o desenvolvimento da interface grafica em Linux utilizei a biblioteca GTK+
(The GIMP Toolkit) 7, integrada com o desenvolvedor de interfaces Glade ®. Por fim,
para a geracao de graficos utilizei a biblioteca GDK °.

Shttp://developer.amd.com/tools-and-sdks/cpu-development/amd-core-math-library-acml
"http://wuw.gtk.org.br

8http://glade.gnome.org

9http://developer.gnome.org/gdk/
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