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CÃLCULO DAS 1AIXAS DE KNERGIA NXO-RELATIVlSTICA:; DO 

* ARSENETO UI ALUH1NIO 

IVAN COSTA DA CUII!IA LIHA 

,, 
RESUHO 

O presente trabalho trata da determinação das fai 
_, ~ 

xas eletrSnicas do AIAs utilizando-se o mitodo APW-k.p 

(não relativístico). Foi usado o valor a a 5.660 ~ pa

ra o parâmetro de rêdc c V t a- 0.7500 ua para o cons 
potencial constante fora das esferas na aproxinação 

"muffin-tin". Foram obtidos sote (7) níveiS de encreia 

no ponto r - centro da zona de Brillouin - sendo três 

(3) triplamente degenerados (simetria r15), um (1) du

plamente degenerado (simetria rl2) e três (3) não deg~ 

nerados (simetria r
1
). O valor do ''gap'' direto obtido 

foi =~ = 1,58 eV, 
funçoes de onda e 

entre os níveis. r 15v e rlc" Co~ 

os níveis de energia no ponto r, fo 

ram calculados os el~mentos de matriz do momento a se . - ........ 
rem ut1lizados na expansao k.p, para obtermos as fai-

xas nos eixos de simetria 2~/a (1,0,0), 3~/2a(l,l,O) e 

tt/a (1,1,1). ~ ''gap 11 indireto foi encontrádo no pri

meiro eixo -· (eixo â) - pr5x{mo do ponto X, com valor 

E a 1,36 eV. 
g 

litativamente 

Os resultados obtidos mostraram ser qu~ 

satisfat5rios quando comparados com os 

encontrados na literatura, indicando, entretantO, se

rem necessárias correçÕes relativísticas é de intera--çao spin-orbita. 

* Trabalho realizado com auxílio do Conselho Nacional 

de Pesquisa~,.Fundação de Amparo à Pesquisa do Est~ 

do de São Paulo e Fundo Nacional de Desenvolvimento 

Cientifico e Tccnol5;ico do Minist~rio do Plancja

mcnto e Coordenação Central. 
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CAPfTtJ!.O I 

INTRODUCÃO 

No presente trabalho sio calculadas nG faixas de cncr%ia 

nno relativfsticas do semicondutor arscncto de alumfnio atrnv~s do 
~ ~ 

método APW - k.p. 

O arseneto de alumfnio é um composto III-V de cst=ut~ra 

''zine-blende'' particularmente pouco conhócido. Isto se deve ao fa

to de que é extremamente diffcil _cresO'er um cristal com ta::1anho e 

pureza necessários para se realizarem boas medidas, pois seu ponto 

de fusão ê 1740°C, fazendo com que êle reaja fermente com o ~cio 

ambiente. Apeaar dessa dificuldade, dados experimentais existe~ os 

quais indicam ser o arseneto de alumfnio um semicondutor de ga? i~ 

direto, ocorr~ndo o topo da faixa de valência no ponto r c o mfni

mo da faixa de condução no eixo 6 prÓximo do ponto X. Bas~ado e~ 

dados de emissio, Kischioiencontrou para o ''gap'' indireto Ega2,13eV; 

ã temperatura ambiente e 2,25 eV no zero absoluto; com medidas de 

fotoresposta (PR), Spitzeiõbtcve, a 300°K, Ega: 2,1 eV; Lorcntz, Chi 

cotka, Pettit e Dean~ mais recentemente, mediram o "gap" para al6~ 

mas temperaturas. O cálculo de faixas de material foi recente=ente 

realizado por Stukel e Euwem~, utilizando o método SCOPW, isto é, o 

método OPW auto-consistente. 

Devido ao elevado valor do ''gap'', o AlAs passou a ser obj~ 

to de grande interêsse nos Últim~s tempos e apareceram na literatura 

vãrios trabalhos experimentais sêbre ligas do AtAs com gap e suzs 

'aplicaçÕes e~ Lasers de semicondutores. 

O método APW ( Augmente.d· Plane Waves), que empregare-cos 

neste trabalho, foi inicialmente ,Proposto por Slater5 em 1937, q".le o 

utilizou posteriormente para determinar ~s nfvei~ de energia eletr~ 

niCos de alguns ãtomos mais leves. A dificuldade nos c~lculos~ =~

zão pela qual· êste método deixou de ser usado durante um largo perf2. 

do.Encontra-se superada atualmente devido ao dcsenvolvi~er.to dos 

computadores eletr~nicos. ~le tem sido aplicado, com sucesso, para 

um grande r.Úmcro de cristais, sendo o que, dentre os métodos existen 

tes, o que apresenta, via de regra, melhores ~esult&dos. 

Normalmente o m~todo APW - ·que ; baseado em p=imeiros pri~ 

cÍpios- utiliza a aproximação "muffin-tin" do potcmcial6
, a qual, e~ 

tretanto, não ê indispensável aci's câlculos"'. 

ta resultados mais satisfatórios cm estruturas de grande f3tor Cc 

pilhamento. 

,_ ... 



Todavia, o c;lculo dos nrvcis de energia c funç~e& d~ ondn 

em pontos de baixa simetria do zona de Brillouin aprc5cnt~ dific\~.~a

des pois um grande tempo de computaçao torna-se neccss;rio. Pori~~o. 

as faixas sio normalmente calculadas cm apenas aleuns pontos ~oh ci-

entretanto, foi superado, hi al%cm xos de simetria. Esse proble~a, 

tempo, por P:u:·adól~ utilizando o 
- -> + metodo k.p conhcccndo-~e os rc5u1t~ 

... - . dos do APW num ponto k 0 da rede rec1proca, podemos extendê-lo~, se~ ... 
grande dificuldade, para toda a Zona d& Brillouin. O ponto k

0 
utiliza 

doê o de maior simetria (ponto r). 
Os resultados obtidos para o PbTe - semicondutor de ~np -direto e pequeno, de estrutura NaC1 ~ foram excelentes. Deste nodo, e 

uma das finalidades do presente trabalho testar o m~todo APW - ~.; 

para semicondutores de baixo fator de empilhamento. 

! esperado, entretanto, que as faixas obtid~s nno dcvcrLa 

concordar com todos os resultados experimentais existente~. vistG as 

correçoes relativrsticas - notadamente. a devida ii interação . -spl.r.-cr-

bita - não consideradas neste trabalho, serem importantes p~ra ~lzu

mas faixas. como pode ser depreendido dos resultados de Stukel c Eu-

wema. 

No CapÍtulo II apresentamos o m~todo APW com uma introdu-

ção sÔbre a aproximação de um eletron 

CapÍtulo seguinte discutimos o mêtodO 

e o potencial "muffin-ti~''. ~o 

+ + 
k.p e o câlculo êos ele~e~:os 

de matriz do momento e a partir das bandas obtidas no ponto r, qu~ 

são apresentados no Capitulo IV. Neste discutimos rapida~cnte o ?ro

grama utilizado para os câlculos computacionais e pesquisan a ·sa~si

bilidade dos nfveis obtidos com a variação do potencial constan:e fo 

ra das esferas na aproximaçao 11 muffin-tin'1
• No CapÍtulo V apresenta-

_,. ... 
mos os resultados do k.p par~ três eixos de simetria: ~. A er . Fina! 

mente, dedicamos o Caprtulo VI às discussões e conclusões. Esses c~?r 

tulos,são complementados com dois Apêndices: o primeiro trata do gru

~o de ponto Td correspondente ã estrutura cristalina do AiAs; os resul 
- - + tados das operaçoes do grup~ .sobre r= (x,y,z), tabela de caracteres 

e representaçoes ma't:riciais; o segundo apresenta os vetares. da rêde re 

cfproca considerados na expansão das funÇÕes de Bloch no ponto r. 



-- CAPfTTJ!.O TI 

o MÉTnno gJJ.. 

. '-11.1- Aproxtm~ ~um eletron 

Vamos considerar os átomos do cristal divididos em duan partes: 

a pri~eira, um carôço formado pelos nÚcleos c pelos eletrons das c~na

das interiores; a segunda, formada pelos eletrons de condução e Ce va

lência. 

Ad~itindo somente interação coulombiana, podemos escrever o 

hamiltoniano do sistema: 

A <( .j;2 ±2) · < ( j;2 ~2) H•L_.--V +L- --V + 
2H a . 2m. i a ·a c ..,.o...,..~ 1 1 

2_ 
a<b 

2 2 
.!....!:.._ + 

rab 

onde (a,b) designam caroços e (i,j), eletrons. 

2... 2 
e 

i<j r .. 
>J a,i 

(II.l) 

Vamos ~sar, em segUida, a a~roximação de Born Oppcnheimcr. 

Como primeiro passo, consideremos os n~cleos fixos em certas posiç~&s 
+ 
R

8 
• O hamiltoniano para os eletrons é: 

~ - 2._ (- .±.:. v~)+ :L e . 2m 1 "<" 
l. e l.J 

2 
~-z.. r. . . 

l.J a ,1. 

2 
ze 
r . 

aJ. 

+ + * 

(II. 2) 

Sejam 'Pe(~ 1 , -;~-. 

as auto-funçÕes e 

••• ,r., ••• ,R 1 , ••• ,R , ••• ) 
1 a e E 

e 
, respectiv~ 

mente, 

" He "e • E e '!' 
e 

os auto-valores de H 
e 

. . 
(II. 3) 

De acordo com o método de Born-Oppenheimer, admitirnos,a p7i2 

ri, que a auto-função do hamiltoniano co~pleto (II.l) é o prod~to Ce 

uma auto-função dos caroços por uma auto-função do sistcwa de ele -

trons: 

* + .. N (a
1

, ••• R ••• ) 
n a 

~ ~ <+ _., 
'!' (r

1 
••• r .••• R

1 
••• R ) 

e 1 a 

(II.4) 

Levando esta função ã equação de SchrOdinger e desprezand-o 

os termos não adiabâticos, encontra~os, para os caroços: 

[ z.A~ v2
\ E <"R > • 

a \ a a) e a 
2_ 
a<b 

2 2] z e -
rab 

(II.5) 



i uma funç~o de onda de muitos clctrons c depende, co;:;c, r; ,. 
c - -~-- .. 
los vetores de poslçao R do~ nuclcos, que a 

entram COT:"IO p:tr?.mctrt:..'; 

10is os supusemos fixos nes-sas posiç~~s. + -c (R ) c tt cncr;:i.-.: c n 
1istema de elctrons, função das coordenadas dos caroços : é 3 CO':"l::ri 

)uição adiabãtica dos clctrons à energia da rêdc. 

No eutãnto, estamos intc:.-cssados cm resolver a Equ.·u;~o (II.J) 

~ara encontrar as funçÕes de onda e os nrvcis de energia elctrônicos. 

Para isso, vamos usar o método do campo auto-consistente de Hartr<~c : 

o movimento de um eletron no campo de todos os caroços e dc~ais ~:ctrons 

pode ser ~proximado pelo movimento de um eletron no campo dos c~roços 

(considerados cm suas posiçÕes. médias) e no campo da distri~uiç.ão r.:C
~ia dos demais eletrons. 

Hartree admitiu essa distribuição exatamentc esf&rica - a 

dia esférica da distribuição de carga real. Deste modo, os clctrcP.s 

movem-se independentemente uns dos ·outros nesse campo m~dio c a fun 

ção de onda do sistema pode ser escrita como um pr·oduto de funçÕes de 

onda de um s~ eletron: 

(II. 6) 

Na aproximaçao de Rartree, a função de onda do eletron ~, 
~ 4 

~.(r.}, depende, somente, da coordenada r.desse eletron. Assim, o 
L L L 

modelo ignora a correlação espacial de qualquer par de eletrons, cle 

vida ã sua repulsão coulombiana instantânea. 

para um eletron fica 

(!!.7) 

onde 

-e Vi e o potencial do eletron i no campo dos caroços. Então, temos a 

energia total do sistema de eletrons:. 

a2._ 
~~lf 

•
2 1 ~-1 2 1 ~.1 2 

~ ~ L < <. dr. dr. e L L J 
i rij 

(II.S) 

Entretanto, • aproximação de Hartree nno lev~ em conta o pri~ - . -Clplo de exclusao de Pauli, que exige uma funç~o anti-simêtriCQ nas ~ 

coordenadas dos eletrons. Esta propriednde de anti-simetria ~ levada

em consideração na aproxtr.~.aç·"ão de Hartree-Fock: 

USam~s a função de Onda anti-simêtrica: 

• 



• 

onde P.v ii a permutaçao de ordem ·v entre os 

coordenadas e o spin do clctron i. 

clctrons, c ::;i;;:holiz:, 

-
' -.... 

As auco-funç~cs pa~a cada clctron satisfazem, cnt~o, a ClJuaç;:,.o 

(para espectro não degenerado): 

+ "] dTj + T + 
~ • (T •) 
' ' 

> -onde T c o operador integral definido de maneira 

j~i 

'i $. <'!". l = z~· 
' ' j 

,. + 
~j'(Tk) 

rik 

+ 
c).(T.) 

J ' 

fiste é o chamado têrmo de troca (exchangc) 

O têrmo 

j~i 2 + 2 
fjei<!>;(T.ll 

J r .. 
'J 

+ 
dT. 

J 

que: 

ê o potencial da distribuição de carga tridimensional. 

(II.lü) 

(I!.ll) 

-------

ÚI.l2) 

em lugar 

·Qua-rldo tratamos de ur.u; configuração elet:rônica, d.ever:::.os us~r. 

da funCão ~ tratada aci~a, uma co~binação linear de tais fu~ 
e 

çÕes. Cada têrmo desta ·combinação corresponde a um conjunto diferente 

de números quânticos eletrônicos consistentes com a simetria da confi 

.guraçio escolhida. No caso de uma camada fechada, hi s3cente uma possi 

bilidade e, portanto, s~ precisamos de uga funçio de onda antissimitri 

ca. 

A cscÓlha das funçÕes de um eletron 
+ 

~. (T.) , ' que aparece!':'. 

(11.9} c baseada na suposiçio de qui.eletrons difcrentós moven-sc ~um 

potencial efetivo, esfericamente siaêtrico, produzido pelo caroço e 
+ 

pelos outros eletrons. Neste caso, as funç~c.s $.(T.) podem ser cxpre~ , , 
sos como produtos de funçÕes de onda radiais R(r) por funçÕes de onda 

angulares ou harmônicos esféricos Y(O,<j>) e funçÕeS de spin n. 

No enta~to, o t~atamento do têrmo·dc troca ainda aprc.sc~ta ài 
--

ficuldadcs. -A primeira simplificação utilizada foi a proposta por S!c-
~ ter, pela qual o potencial de troca no cristal ê substituiGo pelo pote~ 

cial de troca de um g~s de cletrons livres de mesma densidade. 

Fazendo uma analogia com o caso elctrostitico, podemo~ cxprcs-



sar ~ssc potencial cm t~rmos de uma dcn~idadc de carza fict:cia, ~ ~~n 

siJ.adc de caq~a de troca (cxchan~c). No clis de c:letron:. livn.:~, :.. ;. z,,: ·· 
d~ssa Gltima tem um valor total de uma carga clctr6nica positiv~ ~. ~a 

posiçao do eletron cuja função de onda estamos encontrando, - . . c :ttU<J..:., c..-: 

m5dulo, i densidade total de carga correspondendo a todos os clctr0~~ 

de mesmo spin que aqu~rc cm qucstao. 

Em t~rmos fisicos, a carga de troca representa a rcmoçao de u~a 

carga cletr6nica do conjunto de tod~s os e!ctrons de mesffio spin que a~u~ 

le onde atua o potencial de troca que estamos encontrando. E coco se: u=a 

carga cletr6nica tivesse sido removida da região envolvendo o elctron c~ 

·t.udado. 

' 

Chamando a densidade elctrôriica total de p·c supondo -nu::-,<: r o 

igual de spins para cima e para baixo, o potencial de troca (exchanac) 

pode ser escrito: 

Slater 
v (p) 

ex eh (II.l3) 

onde as distâncias são medidas em unidades atômicas e as energ:tas c~ 

Ry-dbcrgs. 

Util.izando, em l-ugar de um gas de cle.trons livr~s, uc gas de 
iO 

Fermi (eletrons que interagem), Kahn e Sham mostraram que o potencial 

de troca obtido é igual a 2/3 daquele dado na aproximação de Slatcr. 

Por êss~ motivo, vários autores preferem utilizar um potencial de t~o

ca que e igual a a vezes o potencial ·dado pela eq. II. 15, onde a va-

ria de O a l c e um parâmetro ajustãvel. 

!-Iais recentemente~ Ferreirai! utilizando técnicas da ::cori.:. de 

muitos corpos, obteve uma expressão para o tirmo de _troca o qual e de

pendente da enereia dos eletrons e, em mêdia, coincide coa O de Kchn

Sham. Tal expressao mostrou ser de grande importância no cálculo das 

fa-ixas 
~ 

de energia do diamante, 

No presente trabalho vamos utilizar a aproximação de irartrec-

Fock, com o termo de troca dado por Slater, para reduzir o problema do 

movimento de muitos eletrons no do movimento de um único eletron nuw 

potencial efetivo produzido pelos caroços c todos os outros elctrons. 

O operador energia potencial, de um clctron no sÓlido devido ~ pcriodi 

cidade da estrutura cristalina, tem a mesma periodicidade da rêdc. 

Vamos usar a rcprcscntaçao 

(II.l4) 

Aplicando o mâtodo-dc scparaç~o de variáveis, reduzimos as 

cqu•çocs de -onda a equa~~es radiais: 



[- + V(r) + .!JÚl.}_J 
' 2 . r 

. (II.J~) 

onde 

n. 2 O Pa:cncial ''Muffin-cin'' 

De iC:ordo com o visto na scçâo anterior, o hamiltoniano de: 

um clctron num ~ristal 
A 
11 • 

pode 
~z 

L+ 
2m 

ser escrito como: 

~ 

V(r) 

.. - -onde V(r) e um potencial com a ~csma periodicidade da rede. 

(II.l6) 

A experi;ncia tem mostrado que uma boa aproxi~açio parz ~ste 

potencial, especialmente nos casos ~c estruturas com srancle fator cic 
' 

empilhom~nto, e a chnmada aproximação 11ouffin-tin": colocam-se c~fc.:-óls 

que se tocam, mas não se superpÕem, centradas em cada âto~o da rêCe. 

Dentro das esferas o potencial i considerado esfericamentc sim~trico e, 

tora delas, constante. 

O potencial esfericamcnte simétrico ê aproximado pela sc~a do 

pOtencial atômico com a média esférica da contribuição dos âto~os vizi 

nhos. 

A partir d~ densidade de carga atScica 

p(r) 
<; 1 2 . ac....- u ~(r) W i 

n i 4n n, n, • 
onde w n,i i o nGmero de cletroni na camadn (n,i) e u ,(r) n,, 
radial norm~lizada, pode~Ós obter o potencial coulombiano c~ 

V(r) a- 2z + ~1· 4-rrp("') 
r r o 

çir'+ 2:. ('t..rp(r')~r' 

. Jr· 

(II.l7) 

e a função 

r:y.!~cr:;;s: 

(II.l8) 

A funçio u ·n(r) ~ soluçio da e~uaç~o de Ilartrcc-Fock-Slatcr: n,• 

[- i ( i+.l) J . + ~ 2 ,__. + V(r) r.u ,(r) • E , r.u ,(r) 
r n,Jt.. n,x. . n,x. 

' . ' ' . 

(II.l9) 

O pot-encial atõmico ê o potencial coulombiano so~-::ado .:l.O poten

cial do troca (excha~gc) calculado de acordo com a aproxiDaç;o de Slatcr. 



A média ~sfêric.a da cont,r.i..huiç::io do!; âtor.1v:: vil'.ir;!.o:; ;:; 

porém centrada no ponto 

lar ~ média da funç~o f 

-;, corno :nostrado na Ficura II.l. Var.1c;. c::llr.:1J 
o 

numa supcrf!cic clc raio r cm tSrno da oriz~~, 

isto é: 

1 <f> ... - 2 
4')Tr 

Nas 

lf(O ds • 
1 -z 
4nr 

• ~ jf (E;) sin0 d0 

2 - 2r r
0 

cos O + r o 

Substituindo, obtemos: 

e 

<f> .... numa superfJ.cie 

esférica 

r + r 

• ....!. 5f (t;)l;di; 
2rr 

o ' ' •r -r· 
' o ' 

sinO dOd~,., 

sin0 • 1 

rr
0 

(II.2C) 

Esta f6rmula serve para calcular a média esfirica da c.ontritui-
-çao dos vizinhos -~· pro .• ur.os, tanto para o potencial quanto para n écnsi~~-

de de carga. 

O valor constante do potencial fora:~a~. esferás póde·sar cc!c~:~ 

do exigindo-se que a cela unitiria .seja neutra. Cma ~an~ira altcr~~=~va ~ 

calcular a ~édia espacial do potencial cristalino·obtido na região fora 

das esferas. Entretanto, neste trabalho, como serâ mostrado e jus:ific.ado 
/ 

adiante, foi tomada a metade do valor do potencial cristalino no pontó 

em que as esferas se tocam. 

11.3 - As Ondas Planas Aumentadas (APW) 

Devemos encontrar as soluçÕes da equaçao de Schr8clinr,er p~ra 

um eletron, assumindo a aproximação "muffin-tin" do potencin.l. ::a re3iã'o 

do potencial constan.te as s.oluçÕcs são ondas planas; dentro das esferas, 

onde o potencial\~ es~cricamcnte simitrico, as soluçÕes podcn ser expan

didas como combinaç~o linear de produtos de funç;es de onda radiais por 

harmanicas esfiricas: 

onde u.t,E(r) 
cristalino. 

·------

(1!.21) 

- - -deve satisfazer a equaçao radial, cm que V(r) e o potencial 
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harc3nicas csf~ricas: 

.. .. 
ik. r' 

e " e 

..... 
lk.Rp 9 ' ( ) < . ..... kr 2- l J ~ (II.22) 

m·~ 

onde Ok,.k sao as coordenadas angulares do vetar~~ j 1 (kr) 5 a fu~ç~o 
-+ -+ -+, ... 

de Bessel esf~rica de ordem 1 e a rclaç~o entre R , r e r e ~oztrada p 

n<l. Figurt& 11.2. 

Exigindo que. a funçio sejt& cont!nui na superficic da esfera~ 

encontramos os coeficientes Cim" O rcsultado~obtido C a onda plana au

mentada (Augmented Plane Wavc): 

~APII = 
ro 

P eik.itp L 
~-o 

onde 

~ 
.ç

4 
. L (kR;,) 

L 11"1. Ji r 

m=R. 

u'p'" -~(r) .)(.., ... . ----:-

u " E (r') p,)!,, 

(II.23) 

O Índice p aparece na parte radial da função de onda porç~c 

o potencial do cristal pode variar de uma esfera para outra, ec sõ:idos 

cuja cela unitária contém mais de um tipo de átomo. 

II.4 - Simetrias 

Consideremos o 

por um conjunto de operaçÕes 

grupo espacial do 

(ou oper~dores) 

12 
cr·istal. Ê êle for:;;.ado 

que deixa o cristal (ou 

H·amiltoniano) invariante. Vamos.represcntar um de seus elementos por 

{aj! +R } onde a ê uma rotação (prÓpria ou imprÓpria), t~ ê u~ vetar 
" n -

de translação não-primitivo associado à rotação a e itn ê um vetar c!.e 

translaç~o da rêde. Então, 

• 
" f 

.. .. 
ta + Rn)) .. 

Se para todo a temos taao, entao o grupo c chamado simÕrfico. 

~ Na aproximação de um elet~an~ apresentada nas Sccç;c~ 

anteriores, vimos que o. liamiltoniano do'" cl:istal· pode ser eScrito co

mo a soma do hamiltoniano dos eletrons coa o dos n~clcos e que o pri

meiro pode ser escrito como uma soma dos hamiltonianos de um cletron. 

D~ste ~ado~ as operaç;es do grupo espacial deixam o hamiltoniano de 

um ~letron invariante. 



• 

• 
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' 

FIGURA II- 2 
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Rel.nç~o enrre RP. r e r'. 
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rp e o raio da p-estma esfera 
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(c ,-1; } onde C (~ .'l rotn.r::1o 
' li • • 

. . 
l r!' .. t 1-

dndl~. Se o grupo espacial fôr simÕrfico, ôlprcscnta êlc um outro :;,,~.::rupr .. 

importante: o grupo de ponto do cristal. constituido pelo~ orcrnr;:,.~ 

{aio}, correspondendo cada a 

{a;t' R } Uo r,rupo c:.:;pacial. 
a n 

5 parte referente i rotaç~o no 

Nesse cnso, uma operação dêstc 

~cr escrita como o t•roduto de uma opcraçao do grupo de 

uma do crupe de ponto. 

clc..r:.cr.to 

r•o r 

O ~rupo de translaç~cs ~abeliano c, parisse, suas rcprc~c~ta

çocs irrcdut!vcis são unidimcnsionais. Tal fato ~ expresso pelo con~cci 

do teorema de Bloc\1 

!ciJ:l~ 
n 

~ -> 
(k,r) 

-~ .... •I> 

,. 4l(k,r+R ) 
n 

~ ~ 

"" cik..Hn Q(k,-;) 

·> 
sendo que o -ctor do onda k caractcrizij cada uma das rcprcsent~r;Ú.:;::; 

• . . ~ - d ·' ik.R dut1vC1s, CUJO caratcr e auo por c n p~ra o elemento ( .~ ' 
,: ::

0
: clo ;:::-t.:;.:... 

-> 
O nÚhlcro de k's permitidos 5 igual áo n~mero de elementos do grupo, isto ,, 
~. no n~mero de passiveis Rn , o qual i 

·> ~ 
igual ao número de celas unit~-

rias primitiv~s. A funç~o ~(k,r) c auto funç~o do bamiltoniano de um 
' 

ele 

tron. 

"' E -~ n,k 
~ ~ 

~ (k,r) 
n 

(II.24) 

Consideremos, agora, o &rupo de ponto do cristal. 
~ 

Para um vetar k qualquer na primeira zona de Brillouin l:avc~i, _, 
dentre as operações do grupo de ponto, 

no seguinte sentido; 

algumas que deix~m k invari3ntc, 

{aio} ka k + K 
m 

(II.25) 

_, 
onde R c um vetar da r~de reciproca. Ao conjunto de elementos que sa

m 
tisfaze~ a rclaç~o acima c que for~am um crupo, damos o nome de ~rupo 

~ 

do vetar de onda k, o qual, de azora em diante, será de:dgn.o.Uo por 
+ . - + 

G. (k) .. Assl.1:1 as opcraç.oes de C {k) 
o o lev.o.m l n~le mesmo ou, no ::~â:-: ir.1o, 

n~lc mesmo mais um vetar da r~dc reciproca. 
~ 

Cstc Último caso pode ap~ 

nas ocorrer quando k corresponde a um ponto situado- na ~uperficic da 

primeira zona de Brillouin. 

As opcra~Ões do crupo de ponto que nao pcrt~nc~Q 

po do vetar de onda levam t cm outro~ v~torcs 

quais, juntamcntC com· i~, foTmam a "estrela de 

da zona de 
-> 
k" 

l~rillouin os 

Cem, qucrc~10S obtez os autovalorcs 
~ + 

$(k,r") do humiLl-oni:Hl<r de um clctron Ii. Sabemos que 

c as autofunç~Qs 

os operadores Jo 

crupo cspdci:tl com~t:1m com • II<:!, portan ... to,, possuem um.cspcctro cor:,;:., J.;o; 
• 

. autofunções.ehamando Ti um 

cntao: 

elemento {a.lt'a. +· j{n) do r.rupo espr..ci::l, 
l. i l. 

- 18 - ,· 



' . 
.. T 1' 1

" i I' j 
• 

• E. T. 1i' . 
J ' J 

que 1·. 'i'. 
' J 

ê tnmllêm uma autofunção de I! com mt!':;ma cncr1:i a 

E -;.uc 1
( J j o 

En.;ão 

T 1!1 i. j 

N 
a 

·'\r (T.), .'l', 
L a l. ~.J "' 
~nl 

(1!.2'-) 

ou ccja, ~. se transforma de a.c31Jn com o 
J 

j;êsimo pnrcciro da rcr>rc~(;::, 

t.lç:io irrcdUtivc\~ to. do r,rupo espacial. 

triz que representa T~ na rcprcscntnç~o 
' 

O coeficiente f (T.)~ . da maa l. ,.,J 
irrcdut!vcl r ; as funç~cs ?. 

" ' sao parceiros numa base para essa rcprc~entaçao e na ê a dincnsão da 

rcprcscntaçao ra 
Poclc-ac mostrar, para um ~rupo si~Srfico, que t~das as re~rc 

scntnçocs irrcdlltivcis do ~rt1po espacial po(!CJJ ncr obtidas se, p~r~ 

cada t, conlJcccrmos as rcpresentaç~cs irrcdu~ivcis do grupo do vctor 

de onda{. Em outras palavras, uma autofunç;o de il deve se transfor:nr 

de ~côrdo com um dos parceiros de uma rcprcscntaç~o irrcdut!vel do zr~ 

po espacial. Se ela satisfaz o teorema de Bloch, isto ~. sob uma trans 

laçio da r~de se transforma de ac~rdo com ~ma reprcsentaçao irredut!vel 

unidinensional do grupo das translaçÕes, 
~ 

caracterizada por k, cnt.lo, 

basta que ela se transforme de acôrdo com um dos parceiros de una rcprc 
~ + . • ~ 

sentaçao irrcdut1vel do Brupo do vetor de onda k.E 1sso para cada k na 

primeira zona de Brillouin. 

Como, entretanto, u~a autof~nçio ~(;} de a scri determi-

nada cxpandinJo-a com~ uma cornbinaçio linear de funçÕes conhecidas, 

com coeficientes de cxpans~o desconhecidos (a serem determinados ?Or 

um processo variacional), essas funçÕes, base da expansão, podem ser 

restritas ãs que se transformem, sob a~ operações do grupo espacial, 
~. 

da mesma maneira que a própria a~tofunç3o ~(r). 

Considerccos uma autofunção de fi caracterizada por un vetar 

de onda isto é, 
-)o _, 

Hk,r). Se expandirmos essa função. cm um conjunto de 

ondas pl:mas aUJ:Jcntadas, dcvci.lOS nos rc:::trin~ir s-Õr.1cnte :iqucla.s cujos vc-

tores de onda são iguais a k mais umvctor da rêde reciproca 

porque uma onda plana aumentada se transforma como uma onda 

K Isso 
m 

plana sob 

a ação de uma translação c uma onda plana pertencente ao conjunto .... -~ . , 

{k +K } se transforma·m do mesmo modo. Vejamos 
" 

A 
T 

n 
-· 
r -·{c li\..} , n: 

~ _,_ _, 
i{k+Km).r 

(l.~ -

-). ...... + 
.i(k+K ).r 
c ·m 

(11.27) 



~ -· ii(.!~ 
m n r ou; c 

.. 
de ond.:-~ k. 

• 1. Jlor outro lado, 
-lo- ·• 

' ( .. ) '.• .. • r 

pvdcmotõ cxicir qu(: ;15 o:H!a!.ô ~ r:, .. . 

form~rn do ac~rdo com o referido p.:-~rcciro da rcprcscntaçao irrcd•Jt!v··l. 

E~tc S o assunto da Sccç~o sccuitlte. 

II. 5 - Otld.:-~s Pl:tnas Aumentadas Sin0trizadas (SAPW) 

No m5todo APW, as funç~cs de ond~ usadas como base ~~ra cz~~n
-• ~ 

sao de ~(k,r) s~o ondas planas aumentadas, cujo vetar de onda pcrtc~co 
~ ~ -

ao conjunto {k + k }.Cumpre lembrar, entretanto, que estas funçoc~ for~n~ 
m . 

um conjunto completo. Embora as APW fora das esferas, como ondas pl:1~as, 

formam um conjunto completo, dentro das esferas, cm zcral não o for~a~. 

De fato, nessa rcgi;o elas s;o soluç~cs da cquaç~o de Scltrodingcr co~ 

energia E. Assim, elas somente servirao como base para CX?ans~o ~o f~n

çoes com mesmo valor de energia E. O que se deve fazer, entao, é obri

gar E a ser um autovalor da encr3ia no cristal. 

De agora cm diante chamaremos
1
estas ondas planas au~~ntadas cic 

'f API.J"ck +Km, ;) '· 
~ ~ 

Seja um C:onjUnto ( ~API< (k -t K , r)} 
m . dessas APW. Quando expandioos 

~ ~ 

$(k,r) cm têrmos de funçÕes dêsse conjunto, n~o se pode afir~ar c;.uc -· ~ $(k,r) teri as desejadas propriedades de transformaç3o; prccisa~os :cr-

mar, a partir das VAPW
1

um conjunto cujas funçoes tenham a propriedade 

de se transformar de acôrdo com um parceiro de uma representação irre-
+ 

.~ dutivcl de grupo G
0

(k). Para alcançar êssc objctivo s~o construidos o~~ 
e 

radares de projcçao para cada rcprescntaç~o 
~ 

irredutível fc: do grupo 

G 0 (~) e êstcs opcradore~ sao usados p~ra projetar das ondas planas au-
" APW - - • mentadas r funçocs que se transformam de acordo com os parcc1ros da-

quela representação. Estas funçÕes são designadas por ondas planas au

mentadas simetrizadas (SAPW), e têm i forma 

r· 
~ 'i' o. 

i, R. 

~ ~ ~ 

(k+K,r)= 
m 

R designa aqui uma 

-

~ + 
K r) m' 

.opcraçao de 

e o operador de projeçao. 

')r *(R) R mAPW(~k + =L.a 't' 
R J 

expressno acima 

ra ~ ~ .... 
A SAPW 'i' J•t (k + K ,r) se transforma 

~ m -+-
de acôrdo cor.:. a 

"' colunn Ja tcprescntação f de G (k) 
a o 

r 
.R 'l'. (( 

H -· (k 

Se r~ for unidimensional, 

'Y llo. (k + Km,1) 

r 
!1 (\ 

~ 

podemos 

~ 

(k + -· K m' -· r) 
ter apenas uma f~nção 

- + K r) m' 

(II.2S) 

j-ési;aa 

(II.29) 



' 

íSr bidimensional, teremos o 1•ar de 

-> ... 
+ K ,r) 

r.l 

também o par 

+ 
(1>. + -· + K , r) 

m 

+ 
(k + + -· K r) m' 

funç.Õcs 

c«j~s funç;cs podem ser linearmente independentes das primeiras. 

Temos, cnt~o. um procedimento tipico para construir as SAP~'s 

a partir das APW's c, iinalmcntc, estamos cm condiç~cs de expandir as -funç~cs de Bloch como combinaçio lin~ar de SAPW's com diferentes Xm: 

r" 
'1 s 

.r ... ~ 

+ 
+ K ' m 

(II.30) 

Aqui, os coeficientes devem ser determinados por um processo 

variacional. A soaatõriõl cm m ê. :Sôbrc as 'diferentes .SAP~J's c a et:l. i 
uwccc no caso em que uma dada APW pode ser projetada cm mais de ur.a 

funç3o linearmente independente. 

Sabemos de antemão que os Ami são os mesmos cm cada uma das 

expansões acima c ainda sabemos que, pelo teorema de Wigncr-Eckardc, 

, • I i H-E 
r· 'l'_a, 
J 

= o se -(II-31) 

Dêste mddo podemos nos restringir a uma rcprcscntaçao irrcdut!vc! c a 

um parceiro de cada vez. Alêm disso, 

r· 
.... a,l.l"' .. y. l -.:.1, • 

r" 'i' .. > • • 
r 

(). • "" I <'f. jll-El 
J 

(II-32) 

isto é.·, o clcr.tento de matr·Lz n..u.o d-epende do par·cciro, o que nos pcrr.1it:c 

fixar a atcnçao cm apenas um dos parceiros da rcprcsentaç~o irreõutivel. 

Nosso prohlcr:la vnrLle,j.onnl -c .cntao: 

r" I' . r" 
& < 'l'- ll-Ej '!'. > • o 

1 • (II-33) 

A. s.o~u<; .. ~o.. desta. cquaç::ro nO'S· da-rá os autovalor~s c os au::ov .... ::o

rcs {A ~}. Devido 3o Eq~aç~cs 11.31 c II.ll, estas quanti .• lndc~ s~:· .. 0 .:~ n ,, 

nc3mas para todos os parceiros da base, o que nos mostra que a dc:~··r1cr~ 

c~ncia 



' 

parceiro~ na ~aG~. 
·~ . . 

um ponto k na pr1~e~ra zona de r.rillouin. iic!:f'j:. 

encontrar os autovalorcs c autovctorcs da cqua~~o du Scl•r<•clin~cr r!•·:.:.~ 

ponto. Sabomos que nossa funç~o de onda deve se transformar de nc~r·l~ 

con urna rcprcscntaçao irrcdutivcl do c~upo do vetar de onda 

centramos, cnt~o~'-nossa atcn~~o cm uma rcproscntaçao irrcc!utrvcl a l:n-

centramos, para esta, as funç~c~ de onda c os n!vcis de cncrftia. ~as~a 

mos cnt~o para outra rcprcsentaç~o irrcdut!vcl, c assim por dianll!, 
' 

Expandinos a funç~o de onda $ cm t~rmos de um conjunto con),o-

cido de funçZcs de base, com coeficientes a ~ere1~ determinados por uc 

procedimento variacional. Estas funç~cs de base con!Jccidns s~o ~~ 
~ . 

SAPW 1 s cada uma caracterizada por um vetar de ·onda k + K particular, e 

se transformando sob as operaçoes do grupo csp~ciAl, do o~smo oodo 

que as ~
1
s. 

Voltando a cxpressao 
r r 

<o/."ifi-Eio/ "> 
> 

sua expansao cm têrmos das SAPW 1 s, obtemos: 

r r r 

e substituindo 

r r 

r 
'l'.a 

> 
po:-

<~I 0. 1 }";-~.•! III a> "' 
_1, 1 oC.jT• 
~ l. 1 

r 
<\A Ct 
'L m~ 

m, ~ 

~~ a 
'i~ 

+ 
(k + 

+ 
K ) 

m 
a ex -+ -~ -+ ("I"') A lnl'i'.n,(k+:,;,,,r)> .l.. • .; .. 

m "" 1...:.. o 
ffi I ,1- I 

donde uo elemento tipico de matriz na ~cquaçio_ secula~ seri: 

+ + ~ 

(k+K "r)> 
m 

Aqui abandonamos o indice Ta• ficando subtcndi~o que estamos tratancl~ 

com uma representação irrcduttvcl particular do grupo do vetar de onda 
.+ 
~k. O elemento de matriz acima pode ser simplificado, lembrando que as 

SAPW's foram obtidas através do oper~dor de projcç~o: 

-~ -+ ·~ <o/.,(k+K ,r) 
>• m [fi-El 

+"-+ ..... 
\f. 0 ,(k+K ,r)> ,. m I' I APW ~-. + U-E P•nrV (~+K ,r) 

' 1 L ::: 

Conto l'l-E comuto cor.:, os operoçocs R de C (;>) c I d · • O~ 1 e ODlCCCn O as 

{er;ras .. _ . para ·oper.J.dorcs de projcção de rcprcscntaçocs irredutíveis uni-

tar1as, obtemos: 

c . -
-~ 

APW 
< 'i' 

onde G ê ~ oLdem 

+ •• 
(k+K ,,r) 

m 

-por sua cxprcouao, vem: 

+. ~ 

(1<.+1<.. ,r)> 
m 

APH 
(l ~ + -· <+K r)> m' 

c a dimensão de ra Substituindo 



G 
' n" I I • ,., " 

-)> -)> -+- p ' 

<\' (k+Km,1.:) ;1<-EjpR..R.. 

APH ... -~ .... 
(k+K ,r) 

m 
(II.:.:.) 

Ent;o, o clcQcnto de matriz entre du~s SAPW's ~ una co::.ill~~ao 

linear definida de elementos de w~tri~ cnsrc duas APW's. A~~i~ cr,~r!c, 

a cxprcssao geral para o elemento de matriz do l1amiltoniano entre rluas 

SAPW's pode ser cscri.to 

onde 

e 

a-+-+, 
&Z 

... .. 
& k -
.,. .. 
g - k 

=L 
R 

.. 
+ K 

t:1 

.. 
+ K m' 

* ra(R)mm' 

E cc-+->, 
11 gg 

o+ + ,S"4'ITR 2 
z,Rg 'lt s 

" 

L * .... 
P f (R) ,(g.Rg') a m,m o• .. 

g,Rg' 

(II.3ó) 

(II.37) 

-+ •)> • 

I 2 j.( Rc-'- [;, :._)J 
- 4n R 

1 
·' (II.3G) 

s I + +, 
'b 'Rc' - z : 

V++ 
r gg, R. • (H+l) jt (gRs) jt (z'Rs) (11.39) 

• 
No cálculo do -clcccntb de matriz nao precisamos considerar 
que aparecem na Gquaç;o 11.36; isto n;o afcta o r~~ulta~o 

porque ~o estamos intcrcs~ados cm considerar os zeros do Jctcrnicall

tc como fuuç;o da energia. 
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CAP fTULO TT I 

.... .... 
o ~!!~'l'ono k n -.--

III.l - O FOHHAL!SHO 

No Cap[tulo nn~erior vimos que um auto-estado eletr;nico da 

Harnilto~i~no (II.l6) de um eletron 

,... +2 ·+ 
H • -~ + V(r) 

~m . 

ê definido por uma função de Bloch ... r. (k) 

·• r~ (k) ..,. ..,. 
'!' • (k,r) n,1 

,. r . a 
H \'ln,i 

• ..,. ..,. ra <~> ..,. ..,. 
(k,r) a E (k) 1/J • (k,r) 

n n, 1. 
(III-1) 

que se transformam de ac3rdo com·o parceiro i da reprcscntaç;o irra
+ 

dut[vel r
0 

do grupo do vetor d! onda k, sendo n o [ndice de faixa • 

Essas auto-funçÕes, para cada k, formam um conjunto co~plcto. 

Vamos mostrar no presente Cap[tulo, que, conhecendo-se os 

auto-estados e auto-valores de H, num ponto k
0 

demos perfeitamente determinar os auto-estados 

em qualquer outro ponto. 

da rêde rec[proca, p~ 

e auto-valores de H 

Vamos utilizar um outro conjunto completo de funçÕes - que 
.... 

nao o de 

conjunto 

Bloch - para expandir uma auto-função de 

das funçÕes de Kohn-Luttinger definidas 

H num ponto k : o 

... 
X . (k n,1 

.... .... 
k , r) 

o 

.,.... .... ... 
1 k- k ).r 

• e o 
'· 

por: 

(III-2) 

Assim, uma auto-função de (III-1) pode ser expandida em 

têrmos dos x: 

(k) ...... 
(k, r) -~ 

m,j 

... .... .... 
(k - k , r) 

. o' ' 
(III-3) 

. ·: ~- ,.• 

onde, na somntÕria, se C1>·lllllli,dc:ram todos os parceiros de t3das as 

faixas (ou as representações irredut[veis correspondentes a estas 

Últimas). 

Substituindo-se essa expansao cm (III-1), temos: 

.... ... .... 
com K • k - k 

o 

m,j c • n,1 

. . J r ct > 
11 _.,._., ao_.....,. 

+ iii K.p. 'I' • (k ,r) m,J o 

.... . 
r o, > "' .... · a o 

'l'm • (k ,r) 
,J o 

-. 



MultipliC3lldo-sc nmbon o:~ membro;. de • (III-I,) ror x., 
i.! 

.. 
• ' (i·. -. ' 

c intcRrnndo ~m todo o volume, resulta: 

11~···~'.1'~-
m • j 

m,j f [i\ 2 
K2 + F. <k ) _ 

cn,i l -:!m m o 

para cada n e i 

~ ' .m, r.~ f. . ' • 
' • J 

+ r;~ ;,• ·'r;;',::. f 

. (III-5) 

Portanto, nosso problema ; re6olvcr a cquaçao cecular: 

det - E (k) J 6 , n m ,m 6. . 
'. J 

11-+ -+!·,;! 
+ K•p ·t ) 

m m,m J - o 

(III-f,) 

Com isso encontraremos os • • n1VCl.S do energia 
+ 

E (k)o 
n 

. 
os coc:icient.2s 

-da cxpansao. 

f intcrcscantc notar que na matriz da 

Únicos elementos fora da diagonal são do tipo 

método. 

Para resolvermos o problema completo 

cqucç~o scc~lnr os -
+ - • K•p , da1 o nocc do-

• tcrl.ar.los, entzo, \!i.'l -

determinante de ordem infinita. Entretanto, como estacas interes~a 

dos eu apcna~ alguns nfvcis de conduçio e valincia acica c ab3ixo

de ''gap'', esta dificuldade pode ser contornada utilizando apenas -.. - .... - . um nu~cro limitado de soluçocs para o ponto k
0 

• Este nu=cro e ~~ls 

a preci~ão com que foram obtidos níveis cc k dirão do bo~ resulta o 
+ ·> 

dodoK•p. 

O método foi inicialmente utilizado por CarGona e Pollack

para o Germânio e o Silício : partindo de dados cxperinent~is p~ra 

o "gnp" e 
+ 

&lguns elcmento3 de matriz do momento .P 1 utiliz~ram os-

elementos restantes como par~mctros ajustáveis, até qu~ os resultn 

dos coincidiram (dentro da certa aproxinaçio) com dados cxperl~~n

tais obtidos por reflexão no ultra-violeta. Tal processo, cntrctan 

to, apresenta o inconveniente de nos dar apen~s as faixes de cncr-. 

gia e não as funçÕes de onda, pois para o conhecimento destas Últi 
+ 

mas r.eccssári.o s-.e.. La..:::. a.. CD:nhc.cir.:cnto d.::.s funçÕes de onCól c:; k
0 

Além disso, um grande conhacimento experimental do material cm ·e~

tudo torna-se de capital import~ncia para que bons resultados sejam 

obtidos. 

Entretanto, Parada mostrou ser possfvc1 chegar a bons rc~ul 

tados ,partindo -e, as-· faixas e 

do mãtodo APH, 

de um cálculo hn~cado cm primeiros princÍpios, i5to 

funções de onda são calculadas no ponto k atr~v~~ 
o• -~ . "'"' 

assim como os elementos de matriz do co~cnto p 



~ na vcr5ao n110 r~lntivisticn do ·5cu mgtodo que ir~mo~ no~ Le~,:~t 

parn o cálculo dns íaixns do AsAi. 

+ 
III.2 - cXLCULO DOS RLRHENTOS DE MATRil DO MOMErJTO E 

Seja a um operador que comuta com todas nn opcra~~on do ~r~ . 
do vctor de 

h - ~ • de a c, no m1n~mo, 1;;:.~1 
+ • -onda k , ~sto c, o grupo C o op po 

+ 
a G

0
(k

0
). Entio, o elemento de matriz de S 

r n + 
< 'x,J (ko + 

• ôil ôQw nr. 
.w 

r 
\f.w. 
1,J 

+ 
(k + o 

+ + 
k , r) 

n 
> • 

+ + /A/ + km 1 r) a 
+ 

(k + 
o 

(III-7) 

Isto ~. o problema se reduz ao elemento de matriz entre una APW e 

uma SAPW. 

Er.tretanto, A -se o grupo de a for apen~s um.subtirupo de 
+ -C (k )- corno c o c~so para o o o . mo:::en <:o 

+ 
p no ponto r-

+ 
com algumas das operações de G (k ). Nesse caso as rcpresent~ço~s

o o 
do grupo do vetor de onda k

0 
sio rcdutfveis cm uma ou mais rc~re -

sentações de G E sõ haverá elemento de matriz diferente de zero 
op 

entre SAPW's que se transformem de acordo com o mesmo parceiro da-

mesma rcprcsentaçao deste Último subgrupo. 

Sejam U c u as transformaçÕes unitárias que reduzem as na

trizes d~s representaçÕes rn(R) c rw(R) na forma diagon2l co blo

cos (apenas para aqueles R's que pertencem ~o grupo do operador): 

. -u r.,(R)u 
(III-B) 

do fator do subgrupô C 
op 

• co 
T as 

Chamemos de B as opcr~çocs 
·> 

oper~çoes de C0 (k0 ). Então, 

r• 
~ n <ko k .~>1~1 < + I,J m . 

G 2_ L • sL,.t ...2.1?. 
nr 

T,B Nm 

r• 
w 

'f - • 
1.J 

* 0L,M 

(k + + 
+ k , r) > -o n 

r n <n,tJ u~m r (n) * . 
w mJ 

-~ + 
k , r) > m . (III-9) 



e r~(y)it corresponderem à rncsmn potlição (linh~ c coluna) '. -, - .. ;.-... •; 

ma rcprescnt~~ao írrcJu~fvcl de <limcnsZo n 1 - do cub~r~•;;o r. • 
(, :> 

,, ,, 
qual y pertence. 

Dessa maneira, o elcmcnto·dc matriz entre Cua3 SAPW's ~e 

reduz ao elemento de matriz entre duns A?W's. 

~o caso particular do momento 1 consideramos a~ cluns 

APW' s 

l!'~P\~ (ki, ;) 
a 

• . ( . ). . 
u1 r Ytm 

• 

~ 

2._ eikj•Rs 411' ~ 
S ,lcoQ 

Então, tOmando como. z. a direção de P , temos : 

< 
APW ~ + 

1
,.

1 YE (k. ,r) p 
a • 

k. + 
klz [ n5 .. 17. • 

n •J 

~ + 
(k. , r) 

J 
> • 

2.. i(k·-k·) R e J 1 • s 
s 

~ 

jl <lk. 
R2 41T s 

ik:. 
J 

.t j7_(ki.~-:) 

• 

j,(k.R.) 
); , ... 

u~ <~sl 

(III-:O) 

- ki)~;;) 

J + 

k:.l - ,, 
L. 4;r 

. ~ ~ + 
~ [j ~ (ki R5 )j ~+l (kjRs) S 1 (k. - ki). "• ( ' . - ) + fi e J .._ J J I :l. 

~-o s 
• 

(a,b,2)] 

onde 
l/2 

c. [(1,+1)
2

- m
2 J • S(t,j,i) - 4"11' y~ (O!,<)!) (Oj ~~j) 

L '-<~•t>z- l m l. l. Yt+l,m 
m - . 

~zc • . -

X 

" 

r Irt(a,h,~) [ r;<r') -p'b (r') -p~+l(r') Pia\r') • - b ~+l 

p~(RslP~+l (Rs) 
o 

cl-z' 

X 

+ 



com P ;c~.~') ' a( ') ~~, - • r ut r 

Finalmente, 

- "JP; -



f:..j p !THT.O J.Y_ 

C~I.C!IT.O nR FATXAS nn AlA~ NO PO::Tn G/d1A 

IV.l- Preliminnrcs 

o AiAs ê um compo~to III-V com estrutura cristalina do tipo 

"zinc-hlcnd 11 (ZnS), isto ê, a rêda ê constituída por duns ccl.oo fcc 

(Fig. IV-1), contondoJcada umaJos. ~tomos de nrsênio c alumfnio, ec~ 

locadas, uoa cm relaçüo à outra, de 

a • 1/4 : 1 ~ 1/4 * + 
"2 + 1/4 • 3 

sendo 

+ o/2 (~ y) n1 ~ + 

+ 
n/2 (~ -;) a2 - + 

·> 
a/2 (y ~) "3 • + 

a terna de vetares primitivos. 

espacial, - s:i.môrfico, - formado pelas o grupo que • e opera -
-çocs 

{a I iq 
onde o grupo das tr~nslaçÕes { ~ [ Rn}corresponde 

isto e, é constituído pelas translaçocs 

ao da rêde f.c.c., 

+ 
R 

n 

com n 1 , n 2 e n 3 inteiros e o grupo de ponto do cristal{~ J 

constituído pelas vinte e quatro (24) operações do crupo de 

Td (vide Apêndice A). 
+ 

Os vetares K da rêde rccfproc~ 
"' 

com * + 

O) -;· 
ponto 

~* a. A ~k 
a 

1
• • 21t :::-""--.--"--.--+ + + (i,j,k na ordem cíclica) 

n_. (a, A ok) 
1 J 

geram a pri~clra zona de Brillouin (Fin~ IV.2). 

O parâmetro da rêde utilizado cm nossos cálculos é aquele 
1} 

Citado por Pcars-on (a .. 5,660 R), que est~ de acordo com o de 
.. '5' 

Dl..a·ek, K.u. e Hhitakcr (a • 5,66 R), embora outros v.nlores tc:\hJ.m si 

"' o "' 8 do obtidos por Madelu,nP; (a • 5,61 :r.), lolycoff (a • 5,62 R) c Parthd 

(a • 5, 6 3 lb . .,, . .. ,' . 



' 

' --. --- -~---- ---------- /'1 
: I /.I 

I / 'I I / I 

1~,---------~------------71 

! I 

~ 

a,----------,., 
9' 

' --- ____ _,_ -------
1 I 

' . 
" 

F!GL:2\P:-_1 

{ 
. . . 1 

o;\:; (0,0,0); (0, V-2 ,./-.1; ('1''.~.0.1/2); ('V2,ti2.0J i 
(-> Al { (i/4 ,1/4. ,;~l; (1/ .. 3/~. 3/~); {3/!,, 1/~. 3/4}; C:/!~. 3/' •. i k) } 

., 
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De po::t:P. dn tcorin .1.pT'c;;<'nt;-.,l.1. n:t Sccçf;o TT.5 c~ r::-~ ~r!'"t_: r-.ulflr, 

a équnção (II.36), podemo~ obcervnr . ' . que, para (),;tc!l':':lc:..!; O!l nl.V'·• '· (;,~ 

energia c funçÜ~s d~ ond:L num ponto k
0 

da zonn de nrillouin, 

resolver a cquaç~o secular 

detiÍ1-E r-}. ..... , - o 
r,g 

(IV.!) 

a qual tem dimen~ào infinita. F.ntret~nto, para pontos de alta si~ctria, 

-u~ pcquer.o numero - - . c nccc~~url.o pa~a uma hon convcrgênci~ nos va-

lores de energia. P~ra o ponto r , por exemplo, necessit~mo~ entre S e 

10, dcper.dcndo da simetria da rcprescntnção irrcducrvcl cm c~cudo. Por 

outro lado, um n~mcro mtlíor (entre 10 a 15) i ncccssirio para q~e se 

obtenha um~ boa convergência na função de onda. Corno estamos i~tcrcssa-
• + -dos am obter clerncc~os de mntr1z do momento p entre funçocs ~c onda, 

utiliz~mos, indiatint:Lmcntc, .. . - ' ... 15 vetares !: dl.fcrcntcs no c~lculo ~o5 n~-

veis de energia e funçÕes no ponto r • Obviament~. o ponto ~ é o esco

lhido par~ se efctuar o c;lculo APW por :Lprcsent~r ile a naior si:etria 

na zona de Brillouin, tornando o tempo de c~lculo o mcnor·po~zrvcl, 

alê~ de ser o que a?rcscnta maior n~~ero de degenerescências de si~etria. 
- + ~ Os result.1.àos a serem obtidos co~ a expansao k•p tornam-se, porta::.to , 

mais precisos. 

Co~o as A?H's tr:Lnsform.::.m-sc sob as opcraçoes R do grupo * c ('-'.) 
o 

da mesma maneira que ondas planas·cornuns, teremos, inicialmente, ~ue 

- "' cncontr~r um numero de g 1 s tais que 

.~ + 
el.g.r 

R 

* r .. (R)R 
>J 

o (IV. 2) 

variando j e tomando apenas aqueles para o~ quais os resultados c~o ~ 

co~binaçÕcs lineares diferentes de ondas planas. No nosso caso (vide

Apêndice B), usamos a cxpans~o da funç3o de Bloch cm 15 dc~scs veto-
- ·• rcs, para cada rcprcsentaçao r de G (k ) com 

a o o 

* " k
0 

• a (0,0,0) 

Os cãlculoD foram realizados através de procramas computacio

nais, divi~idos nas partes que segue~: 

IV.2-1 : p-'Mlp,:-r·nr.:-rt. Jl:lr::t calculnr!!. potcncinl cristalino· 

Cone· f.oi vis to na Secção II ' cs c ot · 1 · -. r~, s p cncl.a - na ~?ro;cl~~tao 

''rnuffin-tin''- ~ a &~ma do p~t~ncial at~micó com a midia esfericancntc-



con tri hui ç::io don . . ' Vl ~1n.\t).'l. . . " . .· . 
prír.1cira p<1rt~, foi rca1i:-:."1.do no~ l~lol:i,_·:: .'Jj)r{~~;Lnt:-.<!r,•; ,,-.r _,_,., 

e Skillm:m\t.l usnnclo o 11 e:-:c:l~t:<lf':C 11 Jc !;l.1::1~t·. P:tr.;. n .· .. ··;:•• .·!n, 

mos, inicialmente, que ~istrihuir 05 ~tomos Jo c=i~t~l L~ ~ 

csf~ricas, centradas cm cada um dos dois tipo~ da 5to~n~, ~~ ~~~o 

R 
n • c determinar quantos c de qu<1i~ tipos s ;,o o::: r; .. -~ --~ 

c~~ada. O resultado obtido~ rnostrndo na Tnbcla IV.l. E~;c ;rc·.:2 

ma~ invariat1tc pela troe~ do An com A!, isto c, se to:1~~o~ - . madas centradas num alumfnio temos At • 1. As • 2; cn:::o cor.tr·.r~~"·• 

ap~nas trocam-se os fncliccs, mantendo-~c constantcs_os raio~ c o~ 

n~mcros de itomos. 

Com esses aados c os resultados da Sccç;o II.2 p~rn -tl .• (: 

dia csfcricamcn;..•...: simétrica de ur.-~a funç:io, c fazendo u5o de ~;:-; 

programa simples, obtivemos o potencial cristalino ccntr~do no As 

c no At. 

Em seguida, e da m~ncira indicada na Figura IV.J, cnco~tra 

mos os raios d~s esfcr~s. 

Apesar do método APW ser b~scedo cm primeiros 

nao necessitando, port~nto 1 de paL~metros ajust~vcis 

. . . 
prl.';").C:.))J.C:-; 

c-;-;re:::c;·. ::,"l., 

como aproximaçao b~sica, a do 11
muffin-ti~'', na qual o po:encia:

fora das esferas ~ suposto constante. Esse vclor deveria ser ca:

culado de modo a que a cela unitéria fÔsse neutra co~o foi d~:o 

na Sccçio II.2 Entretanto, cano estamos interessados na varia 

ção das faixas com o valor desse potencial - que c o ú~~co ?~r~ 

metro ajustável, para um dado n- to~amos, ecoo valor ~nicicl, 

aquele correspondente ã metade do valor do potcnci4l no po~to cm 

que as esferas se tocam. O valor obtido foi 

Vconst •- 0,7500 u.a. 

sendo que esse valor foi postcriorncnta variado de modo a estuCar 

a variaç~o do "gap" e dos outro"s nfvcis de energia, e da sua ir.t 

port~ncia qua~do com~arado con outro~ tcroos de corrcç~o, co=o, 

por exemplo. os rclativfsticos. 



rJÚ;l,(~rO d(_· ~tomo:;" ::itu;:dn·:n[l C;lJ.\,.<!.1 C: Cf'flt.:-:t• .. :;r, 

- 1 • ntomo cc t1po t e de l": . ._o r. (un 
n ' --

-, • 

I 
c t I ~~ R I 

n 
' 

' ! 
1 1 1 o I 

' .- I 2 2 4 0/4 
.. 

lfÍ/2 
I 

3 1 12 I . 
I)Í1/4 

.. 
4 2 12 

. I 5 1 6 ·, 1 

' 
6 2 12 1Íl9/4 

• I 

7 . 1 24 ll6!2 I .-8 2 16 \;27/4 
I Vi 9 1 12 I -- I 

10 2 24 \135/4 I 

.fiÕ/2 
' 11 1 24 

12 2 12 il43t4 ' . I • 

13 1 8 v;- I 
' 

14 2 24 rsít4 I 
• 

15 1 48 mtz I 
16 2 36 >Js!Í/4 I 

' I 
17 1 6. 2 I 

18 2 12 V67t4 

19 1 36 Víiít2 

20 2 
. 

28 ll75t4 
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lV.:!-?: C'ttlcul-.r (~i :-lvnrl,:•• 

A parte r.adi:ll da Equuç;-;o de Ha.l.·trcc-rock-f.latcr .z.;,:jr,.·c·-~ 

nos ~lamentos de mntriz, (Equnç;o II.36) sob a forca: 

R; u;, (r,E) 

u1 (r,E) 
r • R • 

onde Rs é o raio da esfera~ 

O ~~todo nu~~rico de 

na "!>"ox•m·••o ''-.. uf.ç~n-t·.'n''. .. .. ... ' ... ~.. •·· ... -cncc..ntrc.r as ~r::.:..ze:.: !:C Cu-

1::::..·;; adr:1itir - . - 1 E como um p~ru~ctro, VGr1n- o nu~~ rcci~o cocvc~lc~ 

tc~cnta larz~ (contrabalançando resultados experimentais c:on os 

pc!>quisc.r os valores de F. para os quais o 

tcrminanta muda de sinal (método de Newton). Isso p<lra ced<:t rcpr_:: - ~ scntjçao do gru'po G
0 

(k
0
). 

No ca3o do c;lculo dcc dcrivcdac logcrf:~iccc, o ~c=~o :2 

ria de ser feito para cada tipo de 

lor do momento angular orbital t = 

5tomo da rede, e par3 cada va-

,0,1~··• 1 m • Entretanto~ a ex-

peri~ncia te~ mostrado que, para ohteraos bons resultados (~oa 

convergincia), um pequeno n~mero de t's~suficiente. Escolhemos e~ 

se nÚmero igual a 13. Cabe notar que esta .ê 3 Ünica parte na ~ual 

V(r) c E intervêc. 

Cham3ndo p(r) • ru(r), a equaçao r~disl transfor~~-se ~== 

+ V(r).p(r) + Q Ep (r) (II. 3) 

Utiliz3mos o·nêtodo de Nounerov par~ resolver esta equuçao, 

qua é baseado na seguinte rclaç~o entre a função y e su~s d~riv~ -

das y' 1 
, calculadas· nós pontos n 1 n-1 e n-2 do "mesh" de passo h: 

h2 
y - 2y + y -n n-1 n-2 12 

(y''-2y'' +y'')+ 
~. n-1 n-2 

(II.4) 

Como 3 Equação II.4 ;;:-de·. s::egunda ordem, noccssitar.~os dci valores íni 

ciais para p e~ dois. pontos ou, cntao, num musco ponto o v~lor 2~ -

P e o de R' • Isso i dbtido fnzcndo-~Q a expansao: 

V(r) • - (2/r') (z + 
o 

+ ••• ) (II. S • .::.) 

... ) (!I.S.b) 



Suh:;tituindo n;1 Equar:;llo IT,3, olJt(~r:lof;: 

n • valor arllitr~rio (f~zcrnon iRll41 n 1) 
o 

n •.t+l 

(z/o)(l+l) 
o o J"l - -

l 
2;:

1
a + 2z .'1

1 
+ En o () () " . 

' 2 2(21 + 3) 
c:: r. r.> 

Usnndo-s~ um pnsao inicinl pequeno, podemos dcsprcz~r, na J:~un~~o 
' 2 • . 

II.S.a, os termos cm r p~r~ dlnntc. nesse maGo, cv1tn~os usn~ o 

co~ficicnte n2 que depende d~ E. 

IV.2-3 

Como pode ~ar obscrvndo pela E~uaçâo ( II.36 ) , os f.-:::orcs 

o,.-;:;, ' P.-;;-;::, c y<"r~l dependem ~pena~ dos elementos de si~ctri~, ~os 
l• ,, t.•h "" 

vetorcs dn r~dc rccfprocn c dos valores de !. Sendo atsi~,· c~~c~ 

c;lculos s~o feitos indcpendcntcrnentc das derivadas lognrft~ic&s c 

dos valores csc~lhidos para o ''mcsh'' de energias, considerando-se 

cada represcntnç3o isoladamente. 

O Programa tem como dados de cntr~da: 

c) c~trutura cristalina do material - no nosso cn~o z~s 

b) n~mcro de 5tomos na cela unit~ria e suas coordc~a~3S 

c) r.::,?rc:icntaç~o n.1tr!-.::i. .:-:.1 d<..s .24 opcraçÕc!> na rc;>::c!:c-::.~.-:~:::..) 
~ 

de G
0

(k0 ) considc~ada. 

e) quadrivctorcs (vide Apênc!ic~ B) 

O c~lculo da~ funçÕes d~ c j l ()R~~ - - o 
' !' - . ~o po 1~0~10 de Lc~cnd:~ • 

-c realiz.:tdo. 



TV. 2-1, 

P 1 • \ t't••' ,,.,. r(:f',ult,"lrlc,~; c~:1!1 -!-·ri-ar:-:. cc-nc Uli", UJ:l pro)~:-:,;··,:t ::tt..: ...... 

v.:adns lognr!t.-:'lic: .. s c {<t,R,y} na m.,;:riz {H - r~} ·f~-~~· e calcula pr.r:1 r:~ 
da vnlor de E 1 o dctcimiunntc pelo rn~coJo ~a tr~ ·:til~ç~o o qunl co~ 

sistc cr.1 se .... u-. nn r.-:."lt.riz 

de modo que todos os elementos ; rlir~itn da ~inflonnl 6cjnrn culo~, e 

entio, o dctcrr.littantc se redu~ ao produto do~ clcmcntoa d~ dingc~~l.· 

d • 1 - h • 1 • - 1 • d .-
Qu~n o um n1ve c o t1c.o corn a prc~1nno LCOCJn n, cn~no,· c~ 

~ocficicntcs da expnns;o da funçio de Bloch corrcspondcn~c no zc~o -

do dctcr~inantc são calculados. 

Por u~a qucn~~o de li~itaç~o de rncnS~i~ (ui:ili~~~oc u~ co;,~~ 
• 

tador I&M 1130 co:~ .1 K palavras de CPU) o programa co~plcto foi re3 

liz~do na forma de tris ''links'' suc~ssivo~. 

IV.J RESULTADOS 

rcs de E, para cada uma dos rcprcscn~nç;cs irrcdutrvcis do gru?o 7d 

r), obtiv~rnos os nfveis apresentados na Tabela (que ê o grupo de 

IV.2 • O "gap" Eg • . 1~ < r l 2 ~ encontra-se entre os nJ.vc:.s J 
15 

ou 
15

v c 1
1 

(ou r 1c)' sendo o seu valor igual a 

E' • t,ss (!v 
g 

o qual é bem menor que o cncontrnóo na literatura (2,33 cV). Ova-

lor do potencial con3t~ntc Vc foi, c~t~o, variado de -0.600 Ry -.:.te 

-0.9o·a Ry, obtendo-se os d.ados d.._ Tabela IV. 3. Por ela poC:c-sc no -

tar que: 

a. O nivcl de valência r 15v a o de condução r
1

c decrescem com o au

mento do m;dulo ~o potencial constante Vc • Essa vnriaçao & bas

t~ntc lenta a praticamente linear. 

b. Devido ao fato do n 'vol c'.·•. ""n<'<••"o -- ~._...._~_..,. .. m~is rnpidamc:ntc, 

o ''gap'' E~ tamb5m decresce· co~·o aumento de lvcj. 

c. Vnrinndo-s~ Vc· de -0.750 Ry n -n-.600 Ry (pouco mais de ·20~). Eg' 

vn~in de 1,58 cV a 1,80 cV o qu~ dcgo~stra que umn vnrinç3o con

sid~r~vcl no valor do potencial constante scrâ nccess3ria para -

que o valor de 2,38 c.V seja:: ob·t:i:do;. 

'· 



da Zona de nrollouín. ncvc-cc comnr V ~-0,750 Py~ 
c 

a cadD energia pa:n o~tcr o~ valere~ nbsolut~: .• 

~r v?: L E!':~li.CIA 

" 3r 
15 L 1,083 Ry 

F 12 0.963 Ry 

3r 
1 I 

·0,787 Ry 

2 I r1s o ,s 81 Ry 

• 

2r l 0,294 Ry + 1 I "g3p" l ' 
r 1s 1. 0,178 Ry t 

.-0,6-95 Ry 

,_, 
- ~ _.·.· 

. -.-..... ''-·.;.-. -. •., -·~ 



·.'G'!':·:~!CL\ L 
'-

v c 
(Ry) 

I -0.600 

I -o. 700 

-0.750 

-o.soo 

-0.900 

.. ' ., :: V."'ll_ ...... o do:-; 
.. . 

HlV<"!:;.r; r ,. 
1c · v:; 1 ~· n c .l .1 

: ·, I 

C do 11
nft~·· R I ro~ o n, otcnci~l con~t:nle vc ~ .• ~.~.·~ ...... 'l, ..... 

xirnnç~o ''mufiin-tin''. 

l:.:'iERGIA I r-:::EJ:GIA C/.? ' ' 
N 'i v r·: L r l . 

I 
~:íVEL r 

. ,") \T ! l e 

REL.',':.'IV.\ i .o..;;sou:TA A:~so;.U'fA :~EI.Al'IVA 

(Ry) (ity) ('ty) (~y) ""' '-
.. 

' I 

0,064 -0.536 0.190 -0.404 0.132 l. 80 

0.142 -0.558 0.262 -0.438 0.120 1. :: '3 

o. 17 8 -0.572 o. 2 94 -0.456 o. ll;;. 1. s 8 

o. 216 -0.584 o. 32ó -0.474 0.110 1.50 

o. 2 89 -o. 611 0.3?.7 -0.513 0.098 1 •• •, . ~ ~ r· 



~t::. T:lll•:l:t rV.!I ('!;t:;o .1p"C~!:,'Ui:ôlrlol ;, C(JI:,•·o:;i!:,'/.(J d:l;J f•tnr:,:r··: ': 

onda, i:.to c:, ternos corrc>:;pon.~cnt\·:s a ondn pl;.u:, (:-;_:;~;~;rJ fcrl .; ,._ 

csfcr~s) c nos mc~bros L ~ O, L = 1 ú J. a 2 ~n ~xpnn~~Q ~-

d~ntro ~~s cGfcras cn t~rno doo ~tonoc de Al c Ac). Por ~!~ 1,nr! 

se r.ot.ar que: 

o. • • 
l'U.V~l.:> 

• ... • T' 
va ... c.:'..Cl.a , ~ .. 

'"v 
,. -concuçn._, -t•~m 1..:~;:~ p(;<jUI.:r.:.:. 

po~ccn~~~o~t 'c suas fu~ç~cs ~c onda na rc~i;o forn d~~ c·~fc~~~, 

rcspectiv~recntc .9% c 25~, da[ a pequena varicçio do ··~~,·· ~~·' 

com o v~lor de Vc 

L b. ~or outro lado, os I 15 C 

~i~o de tJnd~ ~~-~~a, o que si~cific.:1 que eles ,_ 'I .-, 

riaçio de Vc o mesmo nio ocorrendo co~ a íaixa d~ val~nc!a 

1r
1 

, a qunl tem apcn~s lGZ 

Rcsu~inCo, varie pouco co~ Vc , 
portanto, pos.;rval, co~ urna pequena variaçao d~sta ~lti~o, ob~e~ o 

vclor mcncion•do na literatura~ 

de conduç~o sc~uint~s. 

' . o ~c~mo n~o ocorre com os ntvc1s 



--
O~ DA 

L = O I L = 1 

! t> • ,.. ·-· ~, I I ' 
1 •:EP..L·• .. rAç •. o 1 PL.·.~;A I I :'ÃTo:.:o ·11~ ÃTO~.fO ' ; I"' ÃT·"'VO 2~ÁTO:-l0 
I I 1- v .. 

I 
I 

1r 0.1;06 o. 511 o. 021 0.000 o.ooo 
1 

2
r1U1c) I 0.513 o. 287 0.199 o.ooo o.ooo 

I . 
I 3r o. 9 !;2 o. 004 . 0.020 0.000 o.ooo 

1 I 
r 12 O.f.24 I 

0.000 0.000 o.ooo 0.000 
I 

1
r 15 c r 1s,.l 0.303 I 0.000 o.ooo 0.668 0.033 

i 

I 2 
. .. 

r ts 0,91,6 o.oon 0.000 0.007 o.oss 
I . 

3 
r1s 0.933 o.ooo 0.000 0.019 0.125 

. 

I ---

'• 

L = 2 

1~ ÂT':'~C 12~:.'"":"(\'") ... -'·· 

0,(100 o.ooo 

.. 
0.000 o.ooo 

o.ooo o.ooo 

o. 2 40 o. 133 

o. 007 o. 013 

o. 135 0.002 

0.173 0.002 

l L = 3 
L 

l 
_J I ',:::: í.::.· (l: : .'") r ""-:"'f(i' I , .• 

o I 
" ' I 0.002 c.o 

' 
c I 
" 0.002 o.o 

o. 031; o.c 1 

O. CC· Q o.c 

0.0-~·J o.c 
I 

J 

J 
! 

I o. Ü(!~~ 0.0 
' 

1 ! 

o . .001 0.0 . 

~~ 
:-" 

---
1
., 
·< :I : :-

r. 

" -
_, 
•"' 
o 

'. ,, ,, 
., 

o 

o 

" ~ 
o 



n:-: ·'- . .. ,,, 

V.l- 1' ·,,~f-,·:,l:'l"t';. 

E r xo.': nE r-1""' · . .- • 
,,] . '. ' ' " 

-> 
to~ ~C ~.it~i~ Ja p ClltTC ns fllllÇ;C:l de OJlJG Cl~ r V!;:-; ; ; c :.:~t.:; 

Ut:'l:l conv.:-rg,C'ncia razC'I?ivcl ê o!:Jtid::. co;;: i!oz(' (12) ond::.·: ;;~:'r:.":.': :;·;··, -. 

t::.d:ln simetrizadas (SA~W), emborn os nf~cin tcnl1nrn ~ido ohtido cc:~ 

Ohvi~rncnte, nao 5 ncccccnrio c~lcul~r todoc o~ el~~~~~o·: lc 
- -> matrl.Z de p pois, além dc~to ~lti~o ~cr 11~ opcrndor hcr~i=~~~~ (c 

coa~;cqucntcr:icntc n.m.::1triz ser ~uto-.--.djunt.:J.), pode-se, :: ;.r:.or::. ,~._:_ 

min.:lr os elementos que, por renras de seleçno, sno nulo~. 

O grupo do operador quo é um subr,rupo de ~d~ é 
êc quatro clc~lcr.tos - <J.qucl\:.s que deixa~ x invarinnt~ 

constituindo u~a classe. A tnbcln de caracteres - . cstn ~prcsa~t~c~ 

7cbcla V-1. Ac nctrizcs d~~ 

rcspondcntcn nos elementos 

rCTJ!'C3cnt:tçncs 
A 

do nrupo rle px podem ser 

conve~icntc~. 

-'-:. -: ".... - ,, 

-;;o.,.._ .•. ·'··-.. __,_,_ --·-· 
ç~o cst; indic~da na Tabela V.2, assim como as transfoT~~çocc u~i:-_ 

::rrcdutÍvc!.s. 

cas pod::u ser ' ,-, A 
fc~tas para os grupos dos operadores py c ?= 

-> 
Lcvnndo cm cont~ que r se traas~orma co~o r

15 
pa~a ~s 

çocs do crupe Td, c qu~ 

r1s 0 " r1s ' 1 -
r1s o " r 1s " rzs I • ? ;: 0 ,_ 
r1s 0 ' r1s" rl 0 r12 8 r1s o r 2s 

o~tc~os a T~bcl~ V.3~ onl~ c~:ao indic~dos, par~ as reprcncntaço~s-

irrcdutiveiS de intcrêcsc 
+ 

de p diferente de zero. 

rcpr~~cntac;ocs 

A A 
p c p y z 

+ 

irrc,,uti'vci-' 

~ Tnvcla V.4 ondu 

mat-;coiz de p diferentes da ~era. 

- -
tr~~~~ormoç~o ~~s 

~~rupos 

sao mostradon os clcmcncos de -



'f/.!'.·:t:\ V-1 

-·-·· 

I 
I 
I 
I 
' ' 

I 
I 
' 
i 

-! 

" Tab~la ~c caractcrc~ clo ft~uro d~ ~X 

.-----,------, 
c~ I .JC,, I JC2 i E 

I .... f ! 

-I ::-1 ~1 1 i • . . I ! . 
I 

Ll2 1 l -i I -l 

i ~, 1 -1 1 -1 
" I 

' I Ll4 1 I -1 -1 -1 
I 

'· 

~·. 



I 

'i'.\ i: E L'. V.~ Rcduç.ão \!.:1~; r~~pr.:::;<..!:JI.::••:dl::; i~·rcdltt.Í·o~t·;:: c,;(> 

G1.·u 1}o 'i'd (.:U l.'Cl'L(;;;.::r.t;;,r_:;:c~. 1:.-rl•,:tiLÍv.,! .. 

J ~ < v-1., , t/' ,.-- ... d_o Crupo c px a "" ~ .... , u ... ~., ·~ ./ ,,..:; 

+~·--···•+·~:- .. (· 

Irrcdutivcl do 

Grupo Td 

• 

r, 

r25 

R 

y 

z 

x"'(y2-z2) + 

ylj(z:!-"-2) ~-

yzÇy 2 -z7.) 
• 

zx(z 2 -x 2 ) 

xy(x.2-y~·) 

I 

' r 
c 

I 
b ' L. 

r, .. 
I 

I 
o 

o I 

i 
I 
I 
I 

rl 
! I 
' i o I 

' I 
1 I , . 

:] 
o 

' 
a. nj 

1 

o ,)1, 

" 
I 

"I 
-·· .:l 

) 

' .. ' 
,.., I, - ) 

l l 2 l - ' ~l 

~ (T) 
l:;.l---1 

( 'f) 
1"'. l :.:; ~-:: • " .;> 

( T) -r;! s ::-= 6, 

"('i) 
3= 

L- ! i o aj l :: -~ - ~ 't ---- -------·-



.. 
~lcmantos de ~atri~ de p diferente de z~rn (~n::~ 

-----------------------------------
I~ I "<T> . 

< rl.P:"' 1 15;1 > - < :·l!Pxl rlJ;l > -
< r<Tl 'A I 

12; 1 1 Px 
r<Tl 

15;1 > • < r<Tl I~ I r > - ~-fl2;l!i ~ ? 1 ;> - 15; 1 L- 1 X 

< "cn·~ 1 '15;111 X 
r<Tl 

15; 1 > - < rrs:rl~) rlS;l> .O)f' 
'15;,15 

(T) A r<Tl (2) ,. < riS·"!!') > • . - . 15; 2 ''15;15 

< (T) I" I 
rl5;3 px 

r<Tl 
15;3 

> - ( 3 ),. 
.115;15 

' ··~·· .. 



~' -~~- . 
\:r l'n Ir > 

l''x 15,1 " 

<r __ 1IP lrl-5 1> • 
.l.)' X ' 

<rls,t 1PY!rl5,1> = 

-
-

<rls,tl'z!rts,z> = 

= 

.. 

---- ----------

<rl!r i ;-1 .. -~> ' y J ,.. 

<r ! ,, 1 .,.. # 

l'' -~· l~,J 
..... - .. -' 

a -(~t·/))--r -, .. ,':):i > 
--··· i:i,l 

<\f3iz> <fl2,2!r)rlS,3>"" 

<rls,z!rylrls,z> • 

<fl5,11Pzlr15,1> • 

<rls,z1Pzirl5,2> -
<rl5,31rylris,3> = 

<rls,llry!rl5,3> = 

<rls,zlrxlrl5,3> = 

<r15,3!Pxlrl5,2> = 

,ç 
( ")" --;;- :o ·, 2 •• .: 
' - .._ > l. J 

<r l .,. . -15 2 . p -· i ' 1::: '),. , "' -')-

<r 1. 'r > • 15 3•?.rJ ,1: "l 
• oo R_,)_ 

( 2)" 
''15; 15 

... : ! T' • 
<j 1- 2;P_: 1<:> , ... • :>, ... .~, .. 

<f I I'"' , -· 15 3:r. :·1'" .... 
I { -'o-

(3):--fl<:'·l-, , , 



\'. :· 

q UC 1 

C: O;;\ 

V.3 

nntcrioí·- • 
", ..... "' "' ...... ... a:o 

,. f,.. ~- ~ 

r• , ; :r: ' ' 

ca!c:ul:;c!o;; 

,, 
opcraç;c:s do ~r~~po d~ ~-- , s~ 

oper::dor. On 

(.:' ('_:1:"~";;; :"::(';."; ----

'. 140.: " •. c. r: .· . 
i::to r~ • 

. ·.) ,, ;> 

(' _, ·-· '1 :: r: i . 

Substituir:.Co O!.: v~"llorc-n dos ~1<::-.~c:"'tv:; Cc. mat:·i~~ Ga ::o:. 

tO C OS nrvcÍ:; de C!nc:'rr,Í.l. -pnr:t O po:l.tO f T>O(~í~i.10S TC:!"!O]',!~!." .l. f;t:': 

çao scc:ulnr III.6. O cilc:ulo foi realizado?~~~ rle~ (~~) ~G~:~.

s3brc. cada um dos eixos de simet~ia A, A c r. An foixas d~ c;1~r 

~ia obtid~G C3t~o ~prcsentcdac cns Fi~urns V.l. V.2 c V.J, ~~3 

De acordo com OG da~os ob~idcs 1 A~l~s c un scnicon~.:~c=-

de i.ndircto, 

to (0,83; O; O) do eixo 6 c o m~ximo da faixa de valZnc:i~ ~o 

ponto r~ O valor ~o ''gap'' inrlirc:o Eg obtido c igual 3 

E • .. • v .
3 

u .1.., .:.n .:: 

o qual ~ aproximndamente 20X rneno= que o ''gap'' 

(Eg• ... 1,58 c:V). 

sô~re o material, podemos observar que: 

c:ircto --p' 
" 

('r.. r 

a) qualitativ~mentc, o aspecto geral dan faixas obtidas nao dif~ 

re consubctanc:inlmentc dos j; existente~ 

b) embora o v~lor de Ep. (assim como Egr) não coincida com os dD-

c) 

. . 
c:~p.:::~~nic:nc.:::;_:; 

' E,. 
1.__.36 " • • 0,86 

E g' 1,58 

est5 b~~t~nt~ pr~xima da cxpcrincntal. 

.. • 2 'R' 
o rn1n1mo da faixa de conduçio ocorre no ponto (0,33; o . 
c~born ac~~~itn-cc que ele 

2·,r 
ou !:ejn, no ';'lont:o (1 1 0; 

a O; O) 

" 
• 

ou no ponto X 

O) 



'" T .\ \'. _') 

Elctr:,·n<:o 

!• ' 1-' ' -
'1 i 15 

? • 1 
~,~ . 

1; 15 

,.. 3; 1 .. • ' 
1; 15 ' 
1· '; X , -

1;15 

}f2; 2 

1;15 

M3 i 2 

1;15 

Ml;3 

1 ; 1 5 

M2;3 

1;15 
, . 3 

M""' 
1; 15 

1 j 1 
Ml2; 15 

1· 2 
M12i1s 

v ~~ 3 
""12; 15 

I ("') ,_, 
' .... t.t - • ~ 

'15; 15 

(3)H 1;2 

I 
. 16;15 

(3)H 1;3 
. 1~;15 

. 
(3),, 7.;2 

i . Ll; 15 

' (;"!),_, ~:;3 

' I "15;15 

I (..,) · .. ..,. 
I J '·f ·' ' ' 
' . 1 s; ::.5 
' 

} . ' .. -.- [) 
', r. 

.. i r:n -: õ71 ' . r)", li)','t•:.;; c: .. _ -~ ";" .•• :: • .-,. n '· 

r;:.~- ..•• ,..::.civ .. :-knL..:.) :•1 ·- u r; ,,, 

----------- ---· 
r• arte r c- •• l j>. -- •· -. '. .. . . ' . ~" _, .. . . 

' 

1,89772 j -2,32B44 

' 
-l,li3257 I -0,815395 

I 
-0,325232 ! O,OHl020 

I 
O,:;I,S037 

i 
0,13L9~;3 

O,OOA311 0,3251)55 

-0,639295 -1,36041 

0,55!728 0,100607 

-0,012358 0,2637C-+ 

-0,677312 -1,40311 

-1,16279 -3,13290 

-0,305171:: 0,302761 

-0,3ú~·s9::. 0,2.7SS·C::i 

-0,0354250 0,0 

t,Jn:;:.::? -0,8JD770 

2,03333 -0,973286 

-o,not,0t~6 0,0 

o. o li372úú 0.057óCS4 

.·0.0!~7·~.$i.t1 O,Q 
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_, 

d) os ''n~ps'' ohtidon no oupcrfrcic da Zona de Brillouin ~ao brn rnnin

rcs qua os obtido~ por otttrnR nutorcn. 

c) ocorre um cruznmc~to nio c~pctado entre an faixas de valincia·p~~-

venicntcs de 

A fim de estudar a influ~ncia do ''gap'' i nd:i. r c to no Ct.;>CC:t:O 

dn3 faixas, mudomos o seu valor p~ra 2,~2 cV, e obtiveMo~, para as 

faixas com simetria A1, .o ·resultado np~cscntado nn Fi~urn V.4. Por 

ela pod~-sc observar que a faixa de conduç[.o não aprc~entou ~odifi 

caçoes considcr~vcis, o mesmo ocorrendo com a faixa cic val~nci~. 

Estudamos, cm sc~uida, 
+ 2 1~ momento p entre r

1 
e : 15 , 

conduç~o cm r. A va~iação das 

rn v.s 

• 

a influ~ncia do elemento d~ matri~ do 

isto Z, entre os nrvcis de v~linci~ c 

faixa9 ~. estao aprcscntAd~s n~ Fizu-

• 

_____ ;.,. 
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AiAs, 

O fato de 

calculadas no 

CONCLUS()E:> 

que us bunJns do "~.:1p", 

ponto r pelo mGtodo APW, 

rl~ • -v 
têm pouco 

do 

(~c 

onda plana c isto est~ de acordO com a pe~ucna ~cn~ibilid~ 

de de E' cm relação à c 
variação de V ' nos diz que, ao 

const 
tomarmos o potencial fora das esferas i~u~l à metade d~ v.:J.-

lar no ponto cm q~c elas se toca1~, nuo cstnnos cometendo 

un ~rro importante. Isto inclusiv~ nos levou, atrav~~ clo 
.,. -l- -

m~todo ~PW - k.p a resultados qualitutivu~cntc Silti~(aca-

rios. Esta aproxinaçao, portanto, n~o deve ser rcspons;vcl 

~~la ~iscrcp:ucia entre o valo= medido c o calculado ~ar 

nos. 

Por outro lado, as bandas de conduç~o acina de 

r
10 

sao sensÍveis ã variaçao do par2mctro V 00 ~st jâ 

con:Em da ordem de SO% de onda plaaa. Ccrtagc&te u~a ~sco

lha mais pr5xina do valor real - que nao se espera diferir 

muito do valor.e~pre~ado nesses calculas- utilizando-se 

u~ dos ~~todos citados na Secç;o_ II.2, trari modificaç~es 

consider~veis no aspecto ceral dessas faixas. No entanto 

vcrificanos que clesprcz5-las, cano o fizeran Stukcl e Eu

wema leva-nos a resultado~ disparatados. 

Obscr~ando o esquoma de faixas obtidas por esses 

dois autores no ~ltimo artico citado, nota-se que, 

seus resultados, as correçocs devidas ã intcraçao spin-o~

bita ji sao responsivcis por una scparaçao (split) d~ or-

dem. de 

isso c 

207. de E 1 

r. 
no nlvcl Ê de 

as corrcçocs rcLltivísticas 

se esperar cntao CJUC 

te os valores de E c E' obtidos·-. ~esmo porrr.ue as faixas e ~ 

do ''cap'' t~m ~ouco de oJtda plana) estando nuito concentr~-

das nos n~claos, o que implica cm corrcç~es altas. Contra

riamente, isso nao deve acontecer nos uiveis de concluç;o 

encontrados mais elevados, jú que êles têm muito de onda 

pl.:~na. 

Desse modo, para obtermos mcll1ores resultados de 

vcnos empregar um valor de V mais const preciso 

r~ 1~0Jificar o esquema d~s faixa~ superiores - c ucilizar

mos as corrcç~cs rclativ!stica~ a spin-or~ita, que crirtamc~ 

te nos 

deiros. 

daria valores pora o E 
r. 

vcrda 



APP.~TDTC!! A 

OPER:' ('ÕES DO 

As t<~:b"trtas que :-;i!r,ucm foram adaptad.<!l 11 partir doe t:e:rtos: 

de 
.tO ·4 2t. Slatcr; l!ood' c K.:.$tc.r. Ao se usar ao mntrizca que reprer.ent:.:-, 

os operadores !• deve-se tomnr o cuidado da verificar 

definido o resultado de sua opcraç~o·sôbre uma funçr.o 

como es t:;:~ -
~ 

f(r). !ln c-' 

so. definimos, como 1Vigncr 

* f(R- 1;!') R f (r) ~ 

00 contrário de Slatcr . . 
~ * R f (r) = f (R r) 

Por iD~o, p~ra cada opcr~dor R nosso 

• 
Tamb~m exisccm diferenças na cnumcrnçao dos opcrad~re~. 

mas a dificuld~de de identificação pode ser facil~entc su?crada 

com a Tabela A.I~:quc di o resultado de cada u~ deles no vetor: 

~ 

r :: (x,y,z) 

Na Tabela A.II os X.,.. rc_prescntam os traços das difercn
.J " 

tes claoocs na representação ra. 

o grupo 

Deve-se tamb~m notar que para o vctor 

7T (0,0,0) 
a 

o ck > e o o o 



TABELA A.l- Rcsulte!do _, 
vetor r • 

3 

I 
R4 I 
n, I 
R6 

R7 

' 
RS 

Rg 

:{.10 

Rll 
RlZ 

' 
Rl3 . 
R . -----· ..... 14 .... 

Rl5 

Rl6 

Rl7 

Rl8 

Rl9 

R20 

R21 

R22 

R23 

I R24 

-d.J. .:l.ÇilO 

F.E$ULT/.DO 3tJ!;:U~ 

(x,y,?.) 

(x~y,::) 

(-x,-y,::) 

( x,-y,-~ ) 

(-x,y,-~) 

(;;,:-:,y) 

(y,z,x) 

(- _,_. -v) 
~ f •• ? .I 

(-y,-z,x) 

(-z ,-:c,y) 
. 

(-y,o:,-x)· 

<-- ·- -y) - ~ .. , 
(y ,-z ,-x) 

(y,-x,-z) 

·-. (-y x -z) 
·-·~-- . ....!..- t 

(-x,:z:,-y) 

(-x,-z,y) 

(-.z,.-y,x) 

(z,"":y,-x) 

(-y,-x,z) 

(-z,y,-x) 

(x,-z,-y) 

(y,x,z) 

(z,y,x) . 
(x,z,y) 

TABRT.A A.l 

l< 

4 ! 
i 
I 

' 

i 

I 
I 
I 

8C 3 
I 
' 
' ~- ....... 1 

' 
i ---·· - ' 

·t' 
I 
' I 
' 

-· . - ··---· -· ---··· I . ·- -----

I 
I 

··-----·-· ... ····-

I 6JC 4 I 
' I 
I 
; 

I 
I 

. I 
' ' I 
I 

6JC 2 
I 

I 

I 
I 
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• 

DE'l'í_:rwrt:A.Ç:\0 DOS V:i:To;:~~!; 

• 

., 
:: ·~::A ..... 

.,H.~ 

Como estamos intcr~~sndo~ u~ calcular o~ c~tad0~ ~l~tr&nic~~ 

pelo mGtodo APW no pauto r, temo~: 

-+ 2 ;r 
k ,. - (o, o, o) 

o a 

+ 
Os vetor~9 3 Hcrao, cnt~o, ieuais a vetares da r2dc rcc!proca, 

cxp~cssos cm funçao dos ver5orc~ 

·> 27i ·> 
K • (H c + 

rn a. 1 X 

sendo lll' H2 
,. todos c •.• 3 ou pares 

-> 

" '2 

ou 

., 

_, 

" y' 

.cy + 

todos 

., 
c • z 

H3 

-
c ) z 

l.:.1pnrcs. 

(: U (~ 1 

Aplicando a r~laçio IV.2 a fim de sabcr1aos, par~ caJa r~,=~

scuta~~o, qu3iG ·os i 1s que contribuam na expans~o, cnco~tr~~os os 

rcsult<1dos da Taln~la JJ-1, onde a 4a. cot:!pv>H:ntc corresponde ao !;:di

cc j da ~clnç~u IV.2 c cont6rn um sinal que serve p~ra di~tins~~r a~ 

difcrcnt~s rcprcscntaç~cs irredot!vcis de ~csua dimcns;o. Os quinze 

vetares s~o cscollLidos na ordem crescente do seu m6dulo • 

. -··· 

'· 

' ' 

. · ·?:··· .. 
···5'é'.· . 
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