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Resumo

Apresentamos o chamado Modelo de Kirchhoff, que permite o
estudo do comportamento elastico de cordas e filamentos. Apli-
cagoes deste modelo vao da Engenharia a Biologia Estrutural. Neste
trabalho aplicamos o modelo no estudo de conformacoes espaciais,
ou estruturas tridimensionais, da molécula de DNA considerando-a
como um filamento elastico nao-homogéneo. Primeiramente, consi-
deramos nao-homogeneidades na distribuicao de massa ao longo de
anéis planares torcidos em meios viscosos. NoOs mostramos que a
dinamica perto do equilibrio é afetada pela distribuicao de massa,
mesmo em meios bem viscosos. Consideramos, também, nao-homoge-
neidades nos modulos de Young e de cisalhamento variando ao longo
da molécula. Mostramos que, neste caso, as equacoes de Kirchhoff
estaciondrias, ou de equilibrio, nao sao mais integraveis fazendo com
que o sistema apresente comportamento cadtico espacial. Compara-
mos os resultados com aqueles obtidos com cordas homogéneas. Fi-
nalmente, apresentamos um método novo para a resolucao do pro-
blema de condicoes de contorno, presente em muitas situacoes bi-
ologicas, onde as posicoes das extremidades da corda sao escolhidas
e mantidas fixas. Utilizamos os para- metros da molécula do DNA
em todas as aplicacoes, comentando a relevancia deste estudo na

compreensao do comportamento elastico desta molécula.
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Abstract

We study the so called Kirchhoff rod model. It permits the study
of the behavior of elastic thin rods and has large applications ranging
from Engineering to Structural Biology. We apply the model to
study the tridimensional structures of the DNA molecule considering
it as a non-homogeneous elastic filament. The first non-homogeneity
considered is the distribution of the mass along a twisted closed rod,
namely, the twisted planar ring. We show that, even when imersed in
a viscous medium, the dynamics of the unstable planar ring depends
on its mass distribution. The second non-homogeneity considered
is in the Young's and shear modulus. We show that these non-
homogeneities produce spatial complex equilibrium solutions of the
static Kirchhoff equations and we compare them with the solutions
of the homogeneous case. Finally, we develop a method to solve the
boundary value problem, commom in many biological situations.
This method alow us to find equilibrium solutions for given positions

of both ends of the rod.
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Capitulo 1

Introducao

O conhecimento acumulado de que a humanidade dispoe tem crescido
exponencialmente[1l]. O grau de complexidade que os sistemas estudados a-
presentam segue a mesma regra. Como comenta Yaneer Bar-Yam|2|, “a cién-
cia estd tentando entender a complexidade presente na natureza em con-
traponto ao objetivo tradicional de entender a simplicidade fundamental das
leis que a regem”. Isto ressalta a importancia da multidisciplinaridade na

busca de uma melhor compreensao da natureza.

Podemos citar Webb|3| que, h&d mais de duas décadas, ja chamou a
atencao dos pesquisadores para a necessidade de se estudar certas propriedades
fisicas das células in vivo, ja que, nesta situagao, certos fené6menos ocorrem,
como 0s processos batizados de “relogio celular”, que sao capazes de dirigir,

no tempo e no espaco, rapidos eventos sequenciais com grande precisao, o



que nunca foi obtido em tubo de teste. Podemos citar também o Projeto
Genomal4, 5| que a FAPESP(Fundagao de Amparo a Pesquisa do Estado
de Sao Paulo) financia e coordena, que envolve nao s6 a colaboragio en-
tre varios laboratorios e grupos de pesquisa mas também a interagao entre
diferentes areas do conhecimento como a Biologia, Matematica e Ciéncia da
Computacao. Exemplos onde a Fisica tem contribuido com a Biologia sao o
estudo de propriedades coletivas de organizacao de sistemas longe do equi-
librio termodinamico[6, 7, 8, 9], caracterizagao de estruturas tridimensionais
de proteinas utilizando-se raios X[10], o estudo de sistemas neurais|2, 11], e
a elasticidade da molécula do DNA e como sua estrutura se relaciona com a
fungao biologica|12, 13].

Neste contexto, o estudo sobre a estabilidade e a dindmica de estruturas
tridimensionais, ou conformacoes, de cordas elasticas finas sujeitas a forcas
de tensao, torques e torcoes estd no centro de processos muito importantes
em areas que vao da Engenharia a Biologia Molecular. Exemplos em Quimica
e Biologia sdo o estudo do comportamento elastico de polimeros |14, 15|, da
molécula do DNAJ[12, 13, 16, 17, 18] e fibras bacteriais[19]. Em engenharia,
exemplos sao o estudo do processo de formacao de ‘loops’ e pontas em cabos
torcidos sub-oceanicos|20, 21| e a aplicacdo no processo de instalagao de fibras
Oticas|22].

Particularmente com relacao a molécula do DNA, existem varios niveis de
estudo que abrangem diferentes faixas de comprimentos da molécula[23]. O

chamado nivel de todos-os-dtomos consiste em estudar a estrutura dos pares



de base considerando-se todos os atomos, incluindo- se os do meio que envolve
o DNA, onde a posicao de cada um é usada nos calculos. Nesse nivel nao se
pode trabalhar com moléculas de DNA com mais do que alguns poucos pares
de base porque o sistema se torna dificil de se resolver e consome muito tempo
em computacao. O nivel seguinte, chamado nivel de pares de base, consiste
em considerar cada par de bases como um objeto rigido que interage com os
vizinhos a partir de determinadas formas, levando-se em conta como um tipo
de par de base se “encaixa” com os vizinhos. O comprimento méximo que se
pode estudar neste nivel nao passa de algumas poucas dezenas de pares de
base, pela mesma razao anterior. Neste trabalho de tese, trabalharemos den-
tro do chamado nivel dos modelos eldsticos ideais onde a molécula do DNA
é tratada como se fosse um cilindro elastico continuo. Nesse nivel, é possivel
estudar-se comprimentos muito maiores do que aqueles que os niveis ante-
riores permitem, porém os detalhes devidos a estrutura fina da molécula se
perdem. Por esta razao, os modelos elasticos para cordas continuas sao con-
siderados apenas uma primeira aproximacao na determinacao da estrutura

tridimensional do DNA e outras biomoléculas em geral[13].

O chamado modelo de Kirchhoff para filamentos é uma ferramenta teérica
basica para o estudo do comportamento elastico de cordas longas e finas
sujeitas a forcas de tensao e torques, na aproximacao onde a curvatura é
relativamente pequena. As equacoes de Kirchhoff sao obtidas a partir da
aplicagao das equagoes de Newton a um corpo tridimensional, tratado como

um meio continuo, onde uma de suas dimensoes varia numa faixa de va-



lores muito maior que as outras duas, dentro dos limites da teoria linear de

elasticidade[24, 25].

Neste presente trabalho de tese, estamos contribuindo para o estudo do
comportamento elastico da molécula de DNA, no nivel dos modelos elasticos
ideais, onde nao-homogeneidades sao consideradas diretamente no modelo
continuo. No6s mostraremos que um modelo eldstico continuo para filamen-
tos pode incorporar algumas propriedades que variam com a posicao e que,
neste nivel, é possivel obter-se mais informagoes a respeito do comportamen-
to elastico de biomoléculas. Desenvolvemos, também, um método geral de
obtencao de solugoes de equilibrio para o problema de condi¢oes de contorno
onde as extremidades do filamento sao mantidas fixas em posicoes escolhi-
das. Este problema é de interesse em varias situacoes biologicas, conforme

descreveremos adiante.

Estudamos um problema dindmico e alguns problemas estéticos (ou de
equilibrio) de filamentos nao-homogéneos, comparando os resultados com os

do caso homogéneo.

O problema dinamico consiste em estudar a evolucao temporal de uma
corda fechada quando sujeita a torcoes relativamente altas. Neste caso, con-
sideramos cordas cuja nao-homogeneidade, que varia ao longo do filamento,
ocorre na sua densidade de massa. Este estudo é motivado por experimentos
onde fons se ligam a pequenas moléculas de DNA circular, alterando a sua

forma|26]. Mostraremos que, mesmo em meios viscosos, onde a dinamica é



atenuada pelo atrito, uma pequena diferenca na densidade de massa altera a
forma que a corda assume na sua evolugao temporal a partir da solucao de

equilibrio instavel, apo6s a perturbacao.

O problema estatico ou de equilibrio consiste em estudarmos as solucoes
de equilibrio possiveis para filamentos nao-homogéneos. Consideraremos,
neste caso, a nao-homogeneidade em parametros elasticos do material que
compoe a corda, como os modulos de Young e de cisalhamento[27]. Mostrare-
mos que as equagoes que regem as solucoes de equilibrio nao sao integraveis
o que pode levar o sistema a apresentar um comportamento cadtico espacial.
Calcularemos a energia elastica total destas solucoes e constataremos a pre-
senca de mais de uma solucao estavel para o sistema. Por fim, apresentare-
mos um método para a resolucao do problema de condicoes de contorno
onde as extremidades do filamento sao mantidas fixas em posicoes escolhi-
das e compararemos varias solucoes para cordas homogéneas com parametros

mecanicos diferentes e com cordas nao-homogéneas.

A apresentacao desta tese esta organizada da seguinte maneira. No capi-
tulo 2 apresentamos a dedugao das chamadas equacoes de Kirchhoff para
cordas a partir das equagoes de Newton para um corpo rigido tratado como
um meio continuo. Uma introdugao a mecanica dos meios continuos esti a-
presentada no Apéndice A. No capitulo 3 mostramos as solucoes de equilibrio
mais simples das equagoes de Kirchhoff estacionéarias (ou de equilibrio), para
o caso homogéneo, quais sejam o anel planar torcido, a barra reta torcida

e a hélice. Também, introduzimos novas variaveis, os angulos de Euler, e



mostramos como obter uma formulagao analoga a uma formulagao hamilto-
niana para as equagoes de Kirchhoff estacionarias. Os passos necessérios para
a obtencao das equagoes de Kirchhoff estacionarias em funcao dos angulos
de Euler estao apresentados no Apéndice B. No capitulo 4, apresentamos e
resolvemos o problema dinamico comentado acima que consta do estudo da
dinamica proxima ao equilibrio de um anel planar torcido instavel em meio
viscoso, com a sua densidade de massa variando ao longo da posi¢ao. Para
tanto, utilizamos um método de anélise dinamica, em aproximacao linear, de
solucoes de equilibrio. Este método é explicado em detalhes no Apéndice C.
Nos capitulos 5 e 6 estudamos o problema estatico, ou de equilibrio, como
comentado acima. No capitulo 5 mostramos como a nao-homogeneidade nos
modulos de Young e de cisalhamento tornam o sistema cadtico. Apresenta-
mos algumas solucoes para alguns casos onde os parametros da molécula de
DNA sao considerados diretamente. No capitulo 6 apresentamos um método
para a obtencao de solugoes e equilibrio onde as extremidades do filamen-
to sao mantidas fixas em posicoes escolhidas. Discutimos os limites de re-
solucao deste problema de condicoes de contorno e comparamos as solugoes
de equilibrio com as mesmas posicoes inicial e final para cordas com dife-
rentes parametros mecanicos como a forca de tensao e o torque. Compara-
mos, também, as solucoes entre cordas homogéneas e nao-homogéneas com as
mesmas posicoes para as suas extremidades. Em todos os casos, utilizamos
os parametros da molécula de DNA nos célculos das solucoes para as cordas.

Por fim, na Conclusao, apresentamos os resultados obtidos e comentamos as



perspectivas futuras. No Apéndice D, apresentamos os artigos que resultaram

deste trabalho de tese.

E interessante comentar que a leitura de alguns capitulos pode ser feita
de maneira independente porque a tese abrange a resolucao de problemas
bem diferentes entre si como os problemas dinamico e estatico. O capitu-
lo 2 consiste na apresentacao e deducao do modelo de Kirchhoff e culmina
com as equacoes de Kirchhoff. Portanto é um capitulo basico que pode ser
pulado caso o leitor j4 conheca estas equacoes ou as aceita como hipotese.
E recomendada a leitura do capitulo 3 antes dos demais capitulos, pois ele
apresenta as equacgoes de equilibrio e as suas solugoes mais simples que serao
consideradas nos capitulos seguintes ao compararmos os casos homogéneo e
nao-homogéneo. A leitura do Apéndice B é somente necessaria se houver
o interesse em seguir os passos para a obtencao das equacoes de Kirchhoff

estacionarias em angulos de Euler, apresentadas neste capitulo.



Capitulo 2

Modelo de Kirchhoft

O estudo do comportamento elastico de cordas e filamentos é de interesse
fundamental em véarias areas da ciéncia, como Biologia, Quimica, Fisica e
Engenharia, conforme comentado na Introducao. Em primeira aproximacao,
quando a curvatura é relativamente pequena e o comprimento do filamento
¢ muito maior que o raio da sua secao transversal, a estatica e a dinamica de

filamentos sao governados pelas chamadas equagoes de Kirchhoff.

Neste capitulo, apresentaremos o assim chamado modelo de Kirchhoff
para cordas e filamentos. Basicamente, o modelo consta da aplicacao das
equagoes de Newton, da mecanica dos meios continuos|28, 24| a sistemas
onde uma de suas dimensoes, por exemplo a que define o arco comprimento
da corda, varia numa faixa de valores muito maiores do que as outras duas que

definem a sua secao transversal. As equacgoes de Kirchhoff descrevem tanto



as possiveis configuracoes de equilibrio quanto a evolugao temporal de um
filamento, sob acao de forcas e torques externos, e consiste de um sistema de
seis equagoes diferenciais parciais, acopladas, nao-lineares, de segunda ordem

no tempo e no arco comprimento.

Este capitulo esté organizado da seguinte maneira. Na secao 2.1 definimos
a curva espacial que representard o eixo da corda e a chamada base diretora
que, como veremos, contera toda a informagao sobre como a corda se deforma,
curvando ou torcendo, em funcao da posicao, ao longo dela, e do tempo.
Na secao 2.2 n6és mostraremos como cada ponto material da corda pode
ser escrito em termos das definicoes anteriores. Em seguida, na segao 2.3
obteremos as equacoes de Kirchhoff a partir das equacoes de balango para
os momentos linear e angular da corda. Na secao 2.4 nos apresentaremos a
chamada relacao constitutiva, necessaria para fechar o sistema de equagoes,
que relaciona o torque resultante por unidade de arco comprimento com as
deformacoes da corda. Na secao 2.5, por fim, apresentaremos as equacoes de
Kirchhoff em unidades escalonadas para o caso geral representado por uma

corda perfeitamente homogénea.

2.1 A curva no espaco: A base diretora.

Primeiramente, vamos definir uma curva x no espago tridimensional, in-

finitamente diferenciavel e parametrizada a partir de um intervalo aberto



I = [po,p1] € R. Seja, entdo, x : I — R : x(p) = (21(p), 72(p), x3(p))
esta curva. O vetor tangente t é definido pela derivada de x com relagao
a p. Um ponto x(p*) é chamado singular se t(p*) = 0. Sendo o ponto é
chamado regular. Uma curva é chamada reqular se t(p) #0¥p € I. O arco

comprimento s de uma curva regular é dado por:

sw) = [ 16| do (2.1

0

onde [t(p)| = /&2 + 13 + 13 = \/¥4(Z2)”.

Como consequéncia temos, para curvas regulares,

= )] 2:2)

O arco comprimento s pode ser usado como uma parametrizacao da curva.
Neste caso |t(s)] = 1 e para curvas finitas, [py,p1] = [0,L], onde L & o
comprimento total da curva x. A curvatura k(s) no ponto s é dada por
k(s) = |t'(s)|, onde o simbolo ’ significa derivada em relagdo ao argumento,
no caso s. O plano normal é definido como o plano normal ao vetor tangente.

O vetor x'(s) é o proprio vetor t(s). Portanto |x'(s)| = |t(s)| = 1.

Consideremos uma curva regular x como acima definida. Introduziremos,
agora, a base diretora ou triade geral {d;,ds,d3} da seguinte maneira: o

versor ds(s) = x/(s)/ |x/(s)| = x'(s) sera um versor na dire¢ao tangente de x

10



em s e {d;(s),da(s)} serdo duas fungoes vetoriais diferenciaveis pertencentes
ao plano normal de tal forma que {d;,ds,d3} formarao, para cada s, uma
triade ortonormal do tipo “right-handed” (d; x dy = d3, dp x d3 = d;).
Considerando a relacao de ortonormalidade d;-d; = d;; e tomando a derivada
com relagao a s temos:

d; . dj +d; - d; =0. (23)
Escrevendo d} = 213:1 K;d; a relacao acima fica sendo:
Z (Kildl . dj —|— Kﬂdi . dl) — 0 (24)
!

Vemos, entao, que K é uma matriz antisimétrica. Portanto, as equagoes para

d; podem ser escritas em termos de um vetor chamado vetor ‘twist”

da seguinte maneira:

d=kxd;,, i=1,23. (2.7)

Daqui em diante estas equagoes serao referidas como equagoes twist. Elas
descrevem as variagoes da base diretora ao longo do eixo, que segue a curva
x. Consideremos, agora, que esta curva possa variar no tempo: x = x(s, t)

e vamos observar a variacao temporal dos versores da base diretora d; =

11



d;(s,t). Analogamente ao que foi feito acima, pode ser definido um outro
vetor, w(s,t), chamado vetor ‘spin” tal que as equagOes para a evolugao

temporal (equagoes spin) da base diretora ficam escritas da seguinte forma:

d;=wxd;,, i=123. (2.8)

Levando-se em conta que os versores d;(s,t) sao fungoes continuas dos seus
argumentos, a derivada de k com relacao a t e de w com relacao a s estarao
relacionadas pelo requerimento de que as derivadas cruzadas de d; sejam

iguais: 0%d;/0tds = 0°d;/ds0t. Isto leva a uma relagio de compatibilidade:

w —k=kxw. (2.9)

2.2 Definindo a corda

A definicao mais geral de uma corda, ou de um filamento, é um corpo
tridimensional onde duas de suas dimensoes sao muito menores que a ter-
ceira. Consideraremos uma corda cujo eixo central é uma curva espacial x de
comprimento L como definida na secao anterior. Nos assumiremos que esta
curva é inextensivel, isto é, o arco comprimento s é independente do tempo
podendo, portanto, ser usado como uma coordenada material. Cada segao

transversal S(s) da corda é centrada na curva x(s) e fica no plano normal a

12



ela. Cada ponto material pode ser escrito em funcao da base diretora como:

X(s,x1,x2) = %(5) + x1d; + 2dy (2.10)

onde uma possivel escolha de (d;, ds) é ao longo dos principais eixos de inércia
da segao transversal S(s). A figura 2.1 mostra o vetor X como fungao do

eixo da corda x e da base diretora, ambos definidos numa dada posicao s.

—7 a A e
|I |I': .II" _rll
P
_.-"lil- ¥ : = |I 5
et A .l'l___.-
. -:-—.—- i ’
_— III
i l.l.I * _1]
I
By

Fig. 2.1) Posi¢ao de um ponto material da corda em fungao do

eixo e da base diretora.

Vamos definir um comprimento de escala h de uma secao transveral como:

h = max(){\/x%—i-m%}. (2.11)

8;T1;T2€S
Uma corda fina é tal que o comprimento da corda L é muito maior que o

13



comprimento de escala da secao transversal: h < L.

Podemos, também, introduzir um outro parametro que depende da razao

h/L e do médulo do vetor twist:

7= max {|k(s,t)|h,h/L} (2.12)

s€[0,L]; teT

onde T é o intervalo de tempo sobre o qual a evolucao temporal da corda é

considerada.

Modelo de Kirchhoff :
Bx=x

L==r

Fig. 2.2) Condigoes de validade do modelo de Kirchhoff. R é o raio de cur-

vatura; r é o raio da secao transversal e L é o comprimento total da corda.

O parametro 7 governa a deformacao da corda. No modelo de Kirchhoff
7 ¢ assumido pequeno e quantidades da ordem O(72) sao desprezadas. A

figura 2.2 mostra como o raio de curvatura R = |—11(‘ e o comprimento total

14



L devem se relacionar com o raio médio da secao transversal r. Pela Eq.
2.11, h é o valor maximo de r. Grosseiramente falando, 7 pequeno significa
que a razao h/L é pequena e que a curvatura relativa (em unidades de h™")
também é muito pequena. Apesar disso, este regime nao exclui a possibili-
dade de grandes deformacoes globais na corda. A figura 2.3 mostra o tipo de

curvatura permitida.

1]

Fig. 2.3) Curvaturas permitidas a) e nao-permitidas b) pelo modelo de

Kirchhoff.

2.3 Balanco de Momento Linear e Momento

Angular

As equagoes de Kirchhoff nada mais sao do que a aplicacao da segunda lei
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de Newton para os momentos linear e angular, dos sistemas tratados como
um meio continuo, a um corpo nas condic¢oes definidas na secao anterior. O

resultado é:

/AﬁndsJF/Vde:/Vdev (2.13)

/A(R X 5,)dS + /V(R x Fdv = /Vp(R < R)dV. (2.14)

Uma dedugdo geral destas equagoes esta descrita no Apéndica A (Egs. A.45
e A.51).

Para desenvolver a teoria nds consideraremos a corda como sendo uma
sequéncia de discos de espessura infinitesimal com uma secao transversal de

area S(s) perpendicular & curva axial, conforme a figura 2.4.

d3(s+ds)

S(s+ds) pls+ds)
s
ds
2 pis) |
3is) d3(s)
a) b}

Fig. 2.4) a) Corda fina dividida em pequenos segmentos de espessura infi-

nitesimal; b) For¢as por unidade de area p agindo num desses segmentos.
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Aplicaremos, entao, as Eqs. 2.13 e 2.14 a cada disco de espessura in-
finitesimal da figura 2.4b). Comegamos com a Eq. 2.13. Para a nossa corda
R = X da Eq. 2.10. O termo [, de desta equacao representa eventuais
forcas externas agindo sobre a corda. O primeiro termo representa a forca
total resultante sobre o disco devido ao contato com os discos adjacentes. A
area A, a ser considerada, é toda a area que envolve o disco. p, é a forca
de contato por unidade de area. Nas paredes laterais, portanto, p, é nulo
e s6 ha contribuigao devido as forgas agindo nas se¢oes transversais S(s) e

S(s + ds). Assim temos:

7,dS = 7(s +ds)dS — [ Fi(s)dS 2.15
/Ap /S(s+ds)p (8 + S) /S(s)p (8) ( )
[ Ops [ Ops
_/ = dst_/V v (2.16)

Onde p; é a forca resultante agindo sobre cada elemento de superficie das
segoes transversais S(s) e S(s + ds). O sinal de menos na equacao 2.15 vem
da orientagao da normal em S(s) ser contraria a orientacao em S(s+ds) (ver
figura 2.4). Substituindo este resultado na equagao 2.13 temos:

P
v 0s

dV+/ de:/ pXav. (2.17)
14 14

Isso nos leva a uma equacao para um elemento de volume infinitesimal do

disco da figura 2.4:

s 7
o, tI=rX. (2.18)
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Vamos assumir, neste capitulo, que f = 0 e definir a forca resultante sobre

toda a segao transversal S(s) como:

FE/ 7udS. (2.19)
S(s)

Para obtermos a equacao final de balanco de momento linear para uma segao

transversal S(s) da corda, vamos integrar a equacao 2.18 sobre S(s):

0 .
e DsdS = XdsS, 2.20
ds /S(s) b /S(s) P ( )

ou numa forma final:

F = / pXdS. 2.21
s (2.21)

Vamos, agora, definir um vetor r(s, ) da seguinte maneira:
r(s,t) = x1dy(s,t) + wada(s, t). (2.22)

Este vetor liga o eixo da corda a algum ponto na secao transversal. Assim o
vetor posicao de algum ponto material da corda, Eq. 2.10, fica sendo dado
por:

X(s, 21, x9,t) = x(s,t) + r(s,t). (2.23)

Vamos agora considerar a Eq. 2.14 para o balan¢o de momento angular.

Esta equacao se refere ao torque em relagao a origem. Aqui queremos calcular
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o torque com relagdo ao eixo, ou em rela¢gdo ao ponto x(s,t). Portanto a

equagao com a qual trabalharemos é:

/A(r X F)dS + /V(r x Fydv = /Vp(r x X)dv, (2.24)

onde fizemos R = r para o calculo do torque e R = X para a posi¢ao do
ponto material. V' é o volume de um segmento da corda (disco da figura 2.4)
e a area A é a sua area total, como anteriormente. O termo [, (r X 3dV
representa o torque devido a forcas externas e, neste capitulo, esta sendo

desconsiderado (f = 0). Da mesma forma anterior, 5, é nulo nas paredes

lateriais do disco e, portanto, o primeiro termo da equacao acima fica:

Ops
7, (s)dS = [ dv.
r X py(s) LTX o

(2.25)

/(rxﬁn)dS:/ rxﬁs(erds)dS—/
A S(s+ds)

S(s)

Substituindo na equacao 2.24, ficamos com:

—

/ </S(s) i a;: dS) ds = / </5(s) plr X)dS) ds, (2.26)

ou

op, . .
/S LT S = /S P Xas. (2.27)

ops
Js

O produto vetorial r x da equacao acima pode ser simplificado como:

ops 0 . or
rX o —g(rxps)—<$xps>. (2.28)
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Como X = x + r, entao:

onde a segunda igualdade é devido a definicao do vetor gradiente dado pela
equacao A.22 do Apéndice A. Como mostrado no Apéndice A, pelas Egs.
A.38 e A.39, a soma do produto vetorial entre os versores da base e as forcas
por unidade de area é nula. Como as forcas por unidade de &rea nas direcoes
d; e d; sao nulas na superficie, p; = p> = 0, a equacao A.39, para os pontos

da superficie do disco S(s), se torna:
Fo X Fa=0, (2.30)

onde a direcao de T, é definida pelo vetor gradiente %—f = g,, isto é , g, =
|Gs| 5. Isso leva a:

Go x 7, = 0. (2.31)

A equacao 2.28 fica, entao, escrita da seguinte forma:

Ops 0 . ox
= — — . 2.32
r X S(rxps)—|—<asxps> (2.32)

O resultado acima pode ser substituido na equacao 2.27:

S

0 0x N
— D, — X P = X)dS. 2.
/S(s) o (e x ) dS + /S(s) <85 X ps> ds /S(s) p(r x X)dS.  (2.33)
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A derivada com relacao a s que aparece no primeiro termo da equacao acima

pode sair da integragdo sobre a se¢iio transversal S(s). 2 = x/(s) pode, tam-
bém, sair da integral pois x'(s) ndo depende da secao transversal. Utilizando
a definicao dada pela equacao 2.19 e definindo, ainda, o torque resultante em

relagao ao eixo da corda, M(s, t), da se¢ao transversal do disco como sendo:
M = / r X psdS, (2.34)
S(s)
a equagao 2.33, de balanco de momento angular, fica da seguinte forma final:
M +x' x F = / pr x XdS, (2.35)
S(s)

Supondo que a corda tem uma segao transversal, S(s) = A, circular e
uniforme e que seus dois principais momentos de inércia sao iguais e inde-

pendentes de s, as equacoes 2.21 e 2.35 podem ser simplificadas:
F" = pAds (2.36)

M’ +d; x F = pI(d; x d; +dy x dy), (2.37)

onde I ¢ o momento de inércia da secao transversal circular. Nos diferenci-
amos a equacao 2.36 com relagao a s para obtermos um sistema de equagoes,
preferivelmente, em termos da base diretora, ao invés de em termos do ve-

tor posicao do eixo, x. Daqui por diante, estas equacoes serao mencionadas
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como equac¢ao de Newton e equacao de torque, respectivamente.

2.4 Relacoes Constitutivas

Desde que a base diretora pode ser representada por trés variaveis e a
forca e o torque sao vetores tridimensionais, as equacoes, quando escritas
em suas componentes, constituem um sistema de seis equacoes para nove in-
cognitas (trés componentes de cada um dos vetores M, F e os trés versores
da base diretora d;, i=1,2,3). Para fechar o sistema é necessario introduzir
alguma informagao adicional relacionando forgas e torques (“stresses”) a de-
formacoes elasticas do corpo (“strains”). Para isso nos temos que levar em
conta as propriedades elasticas do meio. Vamos supor que a corda seja feita
de um material elastico homogéneo e isotropico. Em teoria de elasticidade
linear a forca resultante de uma pequena deformacao é proporcional & propria
deformacao. As constantes de proporcionalidade sao caracteristicas do meio

e especificam suas propriedades elasticas.
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b

Fig. 2.5) Tensoes sobre uma viga: a) compressao; b) tragao e c) cisalha-

mento. F,_, :forca que o lado esquerdo da viga atua sobre o lado direito;

F, . : forca que o lado direito da viga atua sobre o esquerdo.

Seja ' o modulo de Young, que relaciona a forca, por unidade de area,
a deformacao, por unidade de comprimento, na direcao de orientacao da
superficie que sofre a agao da forca, casos a) e b) da figura 2.5; e 0o mddulo
de cisalhamento, que relaciona a forca, por unidade de area, & deformacao
na diregao perpendicular & orientacao da face que sofre a forca, caso ¢) da
figura 2.5. Estes dois parametros se relacionam através da razao de Poisson:

o E' . ~ , . ~
op = 5, — 1, que caracteriza a contracao de um corpo eléstico sob acao de

uma compressao. Seu valor varia no intervalo 0 < op < % O limite op —>%

corresponde a um material incompressivel.
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Em teoria de elasticidade linear é possivel obter, para pequenas defor-
magoes, uma relagao constitutiva para o torque|[25|. Expressando o torque
resultante M na base diretora, M = ¥-% | M;d;, os componentes M;’s estao

relacionados ao vetor twist, equagao 2.6, da seguinte maneira:

M, = EI(k — k}), (a)
My = pJ (ks — k3), ()

onde .J é o momento de inércia axial que, para uma secao transversal circular,
vale 2I. O vetor k" corresponde & torgao (se existir) na configuraciao de
referéncia. O caso k" = 0 corresponde a uma corda ou tubo reto e nao

torcido. Vamos assumir k" = 0 no que segue.

Vamos, por fim, reescrever as equacoes de Kirchhoff juntas:

F’ = pAdg y (a)
M +d; x F =pI (d; x dy +dy xdy) , (b) (2.39)
M= Elkldl + EIk'QdQ + 2,UJ€3d3 . (C)

2.5 As Equacoes de Kirchhoff Escalonadas

As equacoes 2.39 podem ser simplificadas introduzindo-se uma escala
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padrao:

t—t/2L, s—s/L, F—FAE,
(2.40)
M - MEVAL k- k/4, w = w, /4.
As equagoes de Kirchhoff ficam escritas da seguinte forma:
F' =dj, (a)
M +d;xF=d xd +dyxdy, (b) (2.41)

M = kldl + k2d2 + Fkgdg s (C)

20 1

f 14+op

onde o parametro I' = varia entre 2/3(caso incompressivel) e 1(ca-
so hiper-elastico). Estas equagoes descrevem tanto as solugoes de equilibrio

quanto a evolucao temporal da corda no limite de pequenas deformagoes.

Uma vez obtida uma solucao para as equagoes de Kirchhoff a corda pode

ser construida simplesmente integrando-se o versor ds(s, t) ao longo da corda:
x(s,t) = / ds (s, t)ds'. (2.42)
0

As equacoes 2.41 constituem o modelo de Kirchhoff para cordas ho-
mogéneas de secao transversal circular de raio constante, livre de forcas ex-
ternas. No proximo capitulo, mostraremos as solucoes de equilibrio mais
simples para a corda homogénea, quais sejam, o anel planar, a barra reta e
a hélice. O modelo, entretanto, pode ser estendido para considerar cordas

nao-homogéneas. A deducao das equacoes de Kirchhoff, neste caso, apenas
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requer que para cada disco da figura 2.4 o material deve ser homogéneo.
Isso significa que a nao-homogeneidade deverd depender apenas da posicao
da corda, ou seja, do arco comprimento s. Também é possivel considerar
forcas externas no modelo. No capitulo 4 analisaremos a dinamica de anéis
planares nao-homogéneos instaveis em meios viscosos. Como veremos, a vis-
cosidade pode ser inserida no modelo como uma forca externa. Nos capitulos
seguintes estudaremos como as solucoes de equilibrio variam, a partir do caso

homogéneo, com a nao-homogeneidade considerada.
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Capitulo 3

Solucoes estacionarias das

equacoes de Kirchhoff.

No capitulo anterior nés apresentamos a deducao das equacoes de Kirch-
hoff para uma corda homogénea de secao transversal circular de raio cons-
tante, livre de forcas externas. Neste capitulo apresentaremos as solucoes
estacionarias, ou de equilibrio, mais simples que sao o anel planar torcido,
a barra reta e a hélice. Primeiramente mostraremos as solucoes escritas em
termos das grandezas vetor "twist” e forca resultante que aparecem direta-
mente nas equacgoes. Em seguida escreveremos tanto as equagoes de Kirchhoff
quanto as trés solucoes de equilibrio acima citadas em termos dos angulos de
Euler. Finalmente, mostraremos que as equagoes de Kirchhoff em angulos

de Euler podem ser escritas numa formulacao hamiltoniana e que a solucao
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para a hélice corresponde ao ponto de minimo do potencial efetivo deste

hamiltoniano.

As equacoes de Kirchhoff formam um conjunto de nove equacoes diferen-
ciais parciais nao-lineares de segunda ordem no tempo e no arco comprimento
para nove incognitas: trés componentes da forca, trés do momento e os trés
versores da base. Porém, utillizando a relagdo de compatibilidade (equagao
2.9) as equagoes de Kirchhoff podem ser vistas como um conjunto de seis
equagoes de segunda ordem em s e t para seis independentes incognitas (trés
componentes do vetor “twist” k, e trés do vetor forga resultante F). As
equagoes de equilibrio, no caso, podem ser escritas bastando anular-se os

termos proporcionais as derivadas temporais nas Eqs. 2.41:

F' =0, (a)
M +d; xF=0 (b) (3.1)
M= kldl + k2d2 + Fk‘3d3 . (C)

3.1 Solucoes de equilibrio

Nesta secao apresentaremos as solucoes de equilibrio mais simples das
equagoes de Kirchhoff estacionarias na seguinte ordem: 1) anel planar torci-

do, 2) a barra reta torcida e 3) hélice.
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3.1.1 Anel planar torcido

A solugao estacionaria para o anel planar torcido é dada pela seguinte

expressao para os vetores " twist ” e forca resultante, escritos na base diretora:

k(s) = (ksin~ys, k cosvs,7), (3.2)

F(s) = (I'yksinys, [yk cos s, 0), (3.3)

onde k é o inverso do raio do anel e k3 = v é um parametro constante que

representa a densidade de torcao do anel. Para esta escolha do vetor " twist

os versores (dj,ds) giram em relagdo ao eixo do anel de acordo com uma

tor¢cao dada por vs. A figura 3.1 mostra esta solucao.

o LY Bl = raio o anel 3
o 1, =Y
I"' LY ¥ = demmiade de rnrp'.'m M
|| L
A=l
e e
i
'l,.L / LA
) i
i, 2 Ve
B .-'"'..
i it

Fig. 3.1) Anel planar de raio R. No detalhe, o significado do angulo ~.
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3.1.2 Barra reta

A solucao estacionaria para a barra reta torcida é dada pela seguinte

expressao para os vetores " twist ” e forca resultante, escritos na base diretora:

k(s) =(0,0,7), (3.4)

F(s) = (0,0,7), (3.5)

onde v é a densidade de torcao como no caso anterior e 1" representa a tensao

ou compressao sobre a barra. A figura 3.2 mostra a barra reta.

Fig. 3.2) Barra reta de comprimento L e submetida a uma tensao 7'
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3.1.3 Hélice

A solucao estacionaria para a hélice é dada pela seguinte expressao para

os vetores "twist " e forca resultante, escritos na base diretora:
k(s) = (kpsinys, kg cosys, 7r +7) , (3.6)
. TF
F(s) = (fosinvys, focosys, k_fo)’ (3.7)
F
onde kr e T sao a curvatura e a torcao da hélice dadas pelas expressoes

Rpétice
2 2
Iy + B stice

hélice

Iy élice
hel (3.9)

TR —
3 7
Prétice + Bhatice

onde Rpgice € Prerice 530 0 Taio e 0 *pitch “, ou passo, da hélice. v é a densidade

de torcao e fy é dado por:
fo=( = 1)kptp. (3.10)

A figura 3.3 mostra a hélice com o raio e o "pitch” definidos acima.
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Fig. 3.3) Hélice de raio Rpgice = R € Phetice = P.

A estabilidade destas solucoes foi analisada por Alain Goriely e Michel

Tabor no artigo da referéncia [29].

3.2 Angulos de Euler

Neste capitulo introduziremos novas coordenadas materiais, chamadas
de angulos de Euler. Elas relacionam a base diretora {d;,d»,d3} a base

cartesiana fixa {ej, ey, e3} através da relagio:

3
di = Z Sijej R (311)
j=1
onde
cos 1) cos 6 cos ¢ — sin @) sin ¢ sint cos@cos g+ cosysing  —sinf cos ¢
S =1 —cosycosfsing —sinipcos¢ —sintcoshsing + costhcosd  sinfsin ¢
cos 1 sin f sin ¢ sin 6 cosf
(3.12)
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A figura 3.4 mostra como os angulos de Euler relacionam a base diretora a

base cartesiana.

=z
d
3 /N
o
F -d3
dy T
A
v d
| T —
h = " A
#
Fig. 3.4) Angulos de Euler relacionando a base
diretora a base cartesiana fixa.

A forca resultante F pode ser escrita na base {e;, e;, e3}como:

F = F161 + F2e2 + F3e3. (313)

Assim, as equagoes de Kirchhoff estacionarias (Eqs. 3.1), em componentes,
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apos a substituicdo das relacoes anteirores, ficam na seguinte forma!:

F =0, (a)
Fy; =0, (b)
Fy=0, (o)

" sinf + 290" cos@ — T'(Y' cos b + ¢')0' = Fy sintp — Fy cos ), (d)
0" — (¢")?sinf cosf + T'(1)' cos@ + ¢')o)’ sin@ = —(F cosyp + Fysinp) cosd + Fzsin@, (e)

" cos@ ='sinbf' — ", (f).
(3.14)

Apo6s obtermos qualquer solugao destas equacoes, basta integrarmos o
versor dz para obtermos a curva x(s). Em angulos de Euler a Eq. 2.42 pode

ser escrita como:

x(s) =[5 ds(s)ds’
x(s) = [y[sinf(s") cos(s")e; + sinf(s") sinp(s')eq + cosO(s")es]ds’.
(3.15)
A primeira solucao de equilibrio, o anel planar torcido, pode ser escrita,

em angulos de Euler, como:

(3.16)

onde k é o inverso do raio do anel e vy é a densidade de tor¢ao. A torcao total

Tw do anel é dada por:

Ty = 2. (3.17)

K
Ver Apéndice B para a deducdo destas equagoes.
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A barra reta é dada por:

9 - 07 ¢ = 787 17/) - 07 a
(@) (3.18)
F1:0, FQZO, F3:T, (b)
onde T" é a tensao sobre a corda e v é a densidade de torcao.
A hélice é obtida pela solucao:
9:9éicea d):f)/sa ’QZ):(.US, a
e v (@) (3.19)

FIZO, FQZO, FgZT, (b)

onde Op¢5ce = constante € a inclinacao da hélice, v é a densidade de torcao e
T é a forca resultante constante sobre a hélice na diregao 2. wy, ¢ a frequéncia
de rotacao que define o comprimento de uma volta da hélice. Mais adiante
veremos como o raio Rpgic € 0 " pitch” Pygee da hélice sao escritos em termos

da solugao em angulos de Euler.

3.3 Formulacao Hamiltoniana

Nesta se¢ao demonstraremos que o sistema de equacoes de Kirchhoff esta-
cionérias podem ser escritas numa formulacao anadloga a uma formulagao
hamiltoniana, isto é, sendo formadas por uma funcao hamiltoniana, que cor-
responde a energia elastica da corda, e trés momentos conjugados as variaveis

de Euler, 6, ¢ e ¢. As solugoes de equilibrio poderao ser obtidas de forma
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anéloga as solugoes de um sistema dinamico usual (através das equagoes de
Hamilton) mas com o arco comprimento s fazendo o papel da variavel tempo
t. Como veremos, o sistema seréd integravel no caso de cordas homogéneas.
Seguiremos a apresentagao feita no artigo da referéncia [30]. Vamos obter
as trés primeiras integrais necessarias para demonstrarmos que o sistema é

integravel.

A Eq. 3.1a) expressa o fato de que a tensao sobre a corda F é constante.

Vamos escolher o eixo z como sendo a dire¢ao desta forca:

F = Fe;. (3.20)

A forca F' serd considerada como um parametro. Inserindo a Eq. 3.20 na

Eq. 3.1b) e projetando-a na dire¢do z encontramos:

!/
-e3 = U. .
M -e;=0 (3.21)

Isso nos leva a

M!, =0, (3.22)

onde My é a componente z do torque resultante. Esta é a primeira integral

do sistema. Projetando, agora, a Eq. 3.1b) na dire¢ao dz obtemos:
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Usando o fato de que dj = k x d3 = M x d3 nds vemos que o segundo termo

da equacao acima é identicamente nulo levando a segunda integral:
Mj = 0. (3.24)
Finalmente tomemos o produto escalar da Eq. 3.1b) com o vetor k:
M -k+(d3xF)- k=M -k+F-(kxds)=0. (3.25)
Usando a Eq. 3.1c) e a Eq. 2.7 a equagao anterior se reduz a
1 !
Fak! 4 kokly + F - df = <§M-k+F-d3> 0, (3.26)

que prové a ultima primeira integral

1
SM-k+F-dy = H. (3.27)

Onde H é interpretada como a energia elastica por unidade de comprimento
da corda.

Usando as Eqs. B.15-B.17 podemos escrever k em termos dos angulos de

Euler e escrever o hamiltoniano na forma;:

:P_g P_g (P¢—P¢COSQ)2

H
2 2T 2sin’ 6

+ Fcos, (3.28)
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onde

P =0, (3.29)
Py =T(¢'+ ¢’ cosh), (3.30)
Py = P,cosf + ' sin? . (3.31)

P, e Py nada mais sao do que M3 e My , respectivamente, sendo, portanto,
constantes de integragdo. Podemos definir o potencial efetivo V'(9) :

(Py — Pycosf)’

Vi) = 2sin’ 6

+ F cos@. (3.32)
O ponto de minimo deste potencial define a solugao para a hélice (Egs. 3.19):
V' (Onétice) = 0. (3.33)

Logicamente, Py = 0, ja que Op¢.e = constante. Podemos também, definir a

energia elastica total Ep da corda como sendo:
L
Er = / H(s')ds', (3.34)
0

onde L é o comprimento total da corda. Note que no caso da corda ho-
mogénea a energia elastica total da corda é, simplesmente, Er = HL. No
entanto, esse nao sera o caso quando considerarmos cordas nao-homogéneas,

que serd tratado no capitulo 5 em diante.
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O raio Rpgjice € 0 " pitch " Ppgee podem ser escritos em termos dos angulos

de Euler da seguinte maneira:

-3
Sin” Operice

R élice — 5 3.35
hel (P¢ — P¢ COS Hhélice) ( )

0 élice
Phatice = —elice (3.36)

Wy
onde w, é obtido a partir da Eq. 3.31:
P, - P, 0 élice

wwz( v = Py €08 Ontice) | (3.37)

2
sin” Opetice

De uma forma geral podemos resolver as equacoes de movimento relativas
ao hamiltoniano da Eq. 3.28 a partir da seguinte sequéncia: primeiro fixamos

os valores para P, e P, e escolhemos as condigoes iniciais para 0y e Fpy. Em

seguida aplicamos as classicas relagoes Pj = —% el = g{;[,
6

para obtermos
as solugoes (0(s), Py(s)). Depois usamos a Eq. 3.31 para obter ¢ (s). As
solugoes para f(s) e 1(s) sao suficientes para se construir a corda conforme

a Eq. 3.15.

Com isso fechamos o capitulo sobre as solugoes de equilibrio das equacoes
de Kirchhoff. No que se segue, consideraremos cordas nao-homogéneas e
mostraremos como as equacoes de Kirchhoff se apresentam em cada caso.
Adiantamos que o hamiltoniano acima exposto, que representa as solucoes
estacionarias das equagoes de Kirchhoff , nao mais sera integravel no caso de

cordas nao-homogéneas e comportamentos complexos poderao surgir. Nos
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capitulos seguintes, énfase serd dada nas aplicagoes do modelo & molécula
do DNA, porém o modelo de Kirchhoff pode ser usado numa ampla faixa de

sistemas, conforme comentado na Introducao.
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Capitulo 4

Anel planar torcido com
densidade de massa

nao-homogénea

Neste capitulo apresentaremos o primeiro resultado deste trabalho de
tese, publicado no Physical Review E [31]'. Trata-se do estudo da dinami-
ca perto do equilibrio de anéis planares instaveis com densidade de massa
nao-homogénea variando ao longo do anel. A anélise ¢ feita levando-se em
consideracao a presenca da corda em um meio viscoso. Utilizamos o método
de analise dinamica de estabilidade de solucoes de equilibrio desenvolvida

por Alain Goriely e Michael Tabor [29], descrita em detalhes no Apéndice C.

Ver Apéndice D
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Basicamente, este método, em sua aproximacao linear, consta da expansao
em primeira ordem, num parametro de perturbacao ¢, da base diretora e de
todas as grandezas envolvidas no sistema como a forca e o torque resultantes.

Em particular definimos

7

di=d” +ed” = d” +¢(axd?) (4.1)

F=FO 4 F® Zf +ez( +(@xFO))a”,  (4.2)

onde as grandezas com os indices superiores (¥ e (1) s3o0 as solucoes de equi-
librio e as corregoes em primeira ordem, respectivamente. Os vetores @ e
f(l = ( f f2 fél)) serao obtidos resolvendo-se as equacoes de Kirchhoff
e a deducao sobre como eles aparecem nas equagoes acima é apresentada no
Apéndice C. Portanto, obtém-se dai um conjunto de equacoes diferenciais
lineares no tempo e no arco comprimento para @ e f(l) que regem a evolugao
temporal do anel apos a perturbagao. Por estarmos considerando a aproxi-
macao linear, os resultados sao validos apenas para tempos muito curtos, na
vizinhanca do sistema pos-perturbacao. No entanto, isso é suficiente para se
saber que forma o anel assumira, preferencialmente, nos instantes iniciais, se

ele estiver em condicoes instaveis.

A apresentacao deste capitulo sera feita da seguinte maneira. Na secao
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4.1 analisaremos o anel homogéneo num meio viscoso. Mostraremos como
a viscosidade é incorporada ao modelo agindo como uma forca externa. Na
secao 4.2 incluiremos a nao-homogeneidade através de uma pequena variacao
na densidade de massa ao longo do anel. Mostraremos um resultado geral e,

na secao 4.3, uma aplicagao & molécula do DNA.

4.1 Efeito da viscosidade sobre a corda homogé-

nea

Nesta secao apresentaremos as equacoes de Kirchhoff para uma corda i-
mersa num meio viscoso. Mostraremos como a viscosidade pode ser incorpo-
rada as equacoes, pela consideracao de que ela atua como uma forca externa.
Usaremos um classico resultado para a forca de resisténcia que um cilindro
reto e infinito sente quando se move em relagao ao fluido que o envolve[32, 33|.
Mostraremos como um expoente caracteristico das solugoes instaveis o (ver
o significado de o no Apéndice C) se altera em funcdo da intensidade do

parametro que representara a viscosidade do meio.

Na apresentacao das equacoes de Kirchhoff, Eqs 2.41, feita no capitulo
2, nao consideramos a acao de forcas externas por simplicidade. Isso nao
impediu a demonstragao dos passos fundamentais para se chegar até elas.

Neste capitulo, é conveniente considerarmos a viscosidade como uma forca
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externa agindo sobre cada ponto da corda e por isso 0o nosso ponto de partida
serd as Eqs. 2.21 e 2.35, agora, com uma forca externa, que representaremos

aqui pelo vetor f:

F / £dS = / pXds. (4.3)
S(s) S(s)

M +x' xF + rxde:/ pr x XdS. (4.4)
S S()

Assumindo que a corda se move relativamente devagar, de modo a nao criar
turbuléncias no fluido em que estd imersa, nés aproximaremos a forca de
resisténcia da corda por aquela sentida por um cilindro infinito quando o flui-
do se move em relagao a ele. Portanto, a forca por unidade de comprimento
na dire¢do de movimento do fluido (que é perpendicular ao cilindro) é dada

por|[32, 33]:
—47mn

:0.5—c—an—Zm
n

fo

(4.5)

onde 7 é a viscosidade do meio, a é o raio do cilindro, p,, é a densidade do
meio, U é a velocidade relativa entre o cilindro e o fluido e ¢ ~ 0.577 é o

chamado namero de Euler . A razao

Uapm
n

(4.6)

¢ o nimero de Reynolds R, do sistema. Quanto mais baixo for o nimero
de Reynolds, mais intenso serd o efeito da viscosidade sentida pelo corpo.
Comparando-se um ser humano nadando numa piscina com o movimento

de uma molécula de DNA, por exemplo, imersa em agua, podemos ver que
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a razao entre o numero de Reynolds do sistema DNA-+4gua e o sistema

humano-+agua, se eles se movessem com a mesma velocidade média, seria:

R

—10
eDNA ADNA - 10 x 10 m

~ 107, (4.7)

Chumano 10 x 102m

€humano

o que significa que para a molécula do DNA um meio como a agua torna
a dindmica extremamente viscosa. Sabemos que nestas circunstancias os
efeitos devido & inércia sdo, em geral, despreziveis[34]. No entanto, como
iremos ver adiante na secao 4.3, mesmo em um meio viscoso, a dinamica
apo6s a perturbacao de uma molécula de DNA circular pode depender de
como a distribuicao de massa ocorre ao longo dela, se a sua densidade de

torcao for relativamente alta.

Como as forgas devido a viscosidade agem apenas na superficie externa
da corda n6s impomos a condicao de que a forca total f integrada sobre
o volume da corda seja a mesma forca por unidade de comprimento, dada
acima, integrada sobre todo o comprimento da corda, ou seja, [, fdV =
J; f,ds. Nos encontramos que a forga externa que deve ser inserida nas Eqs.

4.3 e 4.4 tem que ser escrita como:

or-a) (4.8)

onde 7, aqui, é a distancia de cada ponto material do cilindro ao seu eixo.

Usando as Eqgs. 2.22 e 2.23 e assumindo que a corda possui uma secao
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transversal circular de raio constante A, as Eqs. 4.3 e 4.4 e a relacao consti-

tutiva Eq. 2.39 podem ser simplificadas da seguinte maneira:

M’—i—dg <« F — 2b[(d1 % dl +ds x d2) = p(S)[(dl X &1 +d; % d2) ) (b)

M = E[kldl + E[deg + 2/Lk3d3 s (C)
(4.9)

onde nos escrevemos explicitamente a densidade de massa da corda p(s) de-
pendente da posicao, I é o momento de inércia principal da secao transversal
e a terceira equagao é a relacao constitutiva que completa o sistema com E e
1 sendo o modulo de Young e de cisalhamento, respectivamente, do material

que compoe a corda. O parametro b é obtido a partir da Eq. 4.5:

1 4d1n
b=— . 4.10
A(O.E’)—c—ln%) ( )

Como feito na secao 2.5 do capitulo 2, podemos simplificar as equacgoes
de Kirchhoff introduzindo um padrao de escala para as varidveis. Primeira-

mente, vamos escrever a densidade de massa como:

p=po(l+dp), (4.11)

onde py é constante e dp conterd a informacao sobre as variacoes na densidade

de massa ao longo da corda. De maneira analoga a Eq. 2.40 nos fazemos as

46



seguintes alteracoes:

to /i, s—s/I, FoFAE, b—b/20

(4.12)

M — MEVAL, k—k/4, wow/iE p— 2

Nas novas variaveis, as equacoes de Kirchhoff se tornam:

F" — bds = 22 (F' — b%) + p(s)ds , (a)
M’ +ds x F — 25(d; x d; +dy x da) = p(s)(dy x & +dy x da) , (b)

M = kldl + kgdg + Fkgdg s (C)
(4.13)

onde, agora, p = 1+ dp é uma funcao adimensional do arco comprimento s e
I' =24/ E &€ o parametro elstico adimensional da corda e varia entre 2 (caso

incompressivel) e 1 (caso hiperelastico).

E importante observar que eliminando os termos proporcionais & derivada
temporal, o que nos leva as equagoes de Kirchhoff estacionarias, elimina-se
tanto os termos que envolvem a densidade de massa quanto os que envolvem a
viscosidade. Portanto, ambos nao afetam as solucoes de equilibrio possiveis.
Isso significa que a corda pode ser levada a uma configuracao de equilibrio
diferente se imersa em um meio diferente ou se a densidade de massa variar ao
longo dela. Nesta segao consideraremos a densidade de massa constante (dp =
0) e varios valores para o parametro de viscosidade b. Na segdao seguinte,

consideraremos ambos os efeitos.
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Conforme ja comentado anteriormente, as equagoes acima formam um
conjunto de seis equacoes diferenciais parciais nao-lineares de segunda ordem
no tempo e no arco comprimento para seis incognitas: trés componentes da
forca e trés do vetor “twist”. Assim consideremos a solucao de equilibrio
para o anel planar torcido dado pelas Eqs. 3.2 e 3.3. O método de analise
dinamica em primeira ordem nos leva? a um conjunto de equacoes que pode

ser escrito formalmente como:
LE(kanela Fanel) : g - 07 (414)

onde £ = {al,ag,a3,f1(1),f2(1),f§1)} (ver Apéndice C) Lg é um operador
linear de segunda ordem em s e em ¢ cujos coeficientes dependem de s através
da solucao de equilibrio kg, € Fane obtida a partir das Eqs. 3.2 e 3.3. A

equagao acima pode ser simplificada com a ajuda de novas variaveis:
=R, a, (4.15)

g=R, fY, (4.16)

onde

COS YS sinys 0
Ry=1 —sinys —cosys 0 |, (4.17)
0 0 1

2Ver os passos no Apéndice C
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e os vetores @ e f) sdo formados a partir dos trés primeiros e trés altimos
componentes de &, respectivamente. Esta transformacao leva a um conjunto

de equacgoes autonomas, isto é, de coeficientes constantes, nas variaveis [ e

g

Bl + 561 = g3,

B+ bBs + g + 265 — Dy + 2k°Ty B, = kg1 — K*TyBs,
Tywf + g5 + 26°Ty By — 26g] = K*gs + KTy,

B4 208, — B! + TyBy — Twpl = (1 —T) k261 + ga,

Ba + 20035 — By — TPy = —g1 + Tykfs,

205 + 4bBs = T8y — Tkp;

(4.18)

As solugoes, ou modos fundamentais, normais do sistema de equacoes acima

podem ser escritas na forma:

B; = et (A:cjei"“ + A*x;e—m“) . j=1,2,3, (4.19)

g; = e (ij+3ei””5 + A*x;‘-ﬁe’i"’“) , j=1,2,3, (4.20)

onde A é a amplitude das solu¢oes, * significa “complexo conjugado” e n é
um inteiro que define o modo fundamental das solucoes para o anel planar
torcido. Substituindo estas solucoes nas Eqs. 4.18 ficamos com um problema

linear na forma L - ¥ = 0 onde L é dado por:
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—2in3F'yn —02 — bo —fe3F'y (1+n2) K2 (1+n2) 0 —2ink?

o2 + bo 0 0 0 n2k2 0

L I<L3F"{ (1 + nz) 0 72in3F7n 2ink2 0 K2 (1 —+ n2)
B w2 (1 - I - n2) — o2 = 2bo —iklyn iTk2n 0 1 0
—iklyn n2k2 + o2 + 2bo —kly 1 0 0
il'w2n 0 rn?k2 4+ 202 4 4bo 0 0 0

(4.21)

O auto-vetor relativo ao autovalor nulo de L determina os coeficientes de
Z. A imposicao de que o determinante de L deva ser nulo, para que existam
solucoes diferentes da trivial ¥ = 0, determina o expoente caracteristico de
estabilidade o. Solugoes com o real e positivo identificam os modos instéveis.
Estes sao os mais relevantes desde que eles crescem exponencialmente, mes-
mo para pequenas perturbacoes. Embora a solucao geral das equacoes de
movimento seja uma combinacao linear destes modos, aquele com o maior
expoente caracteristico dominara a dindmica e nés o chamaremos de mo-
do principal. Na figura 4.1 nés vemos o grafico de o vs. n para b = 0(linha
cheia), b = 0.01(linha pontilhada) e b = 0.02(linha tracejada). Os parametros
escolhidos foram x = 0.05 (um anel de raio R = 20 em unidades escalon-
adas), v = 0.375 (o que corresponde a 7.5 voltas de tor¢ao em todo o anel)

e I' = 0.9 (o que corresponde a um material bem elastico).
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0.03;

Fig. 4.1) o vs. n para um anel homogéneo com b = 0 (linha cheia),

b =0.01 (linha pontilhada) e b = 0.02 (linha tracejada). Os para -

metros do anel sao kK = 0.05, v =0.375 e I' = 0.9.

Em todos os casos noés vemos que o méaximo valor para o corresponde
ao modo n = 5. Este modo é o modo principal. Para valores grandes de
n os modos sao amortecidos. Note que o valor de o decresce com b. Para

obtermos a corda, basta integrarmos o versor ds(s,t) através da equagao:
S S
x(s,t) = / dzds’ = / [dgo) + e(a2d§°) - aldgo))]ds', (4.22)
0 0
onde «; sao escritos em termos dos [3; usando-se a Eq. 4.15:

ay = — 9 cosys — [ sinys, (4.23)
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ap = [ cosys — Pysinys. (4.24)

A figura 4.2 mostra o anel para o modo principal paran =5 e b = 0.

Fig. 4.2) Modo principal n = 5 para um anel homogéneo com b = 0,

k = 0.05, v =0.375, I' = 0.9 e instante, escalonado, ¢t = 130.

Nesta figura, o anel evoluiu a partir da sua posicao de equilibrio instavel
de acordo com as equacoes lineares para um tempo escalonado de ¢ = 130.
Note que a figura é totalmente simétrica com respeito a rotacoes de 27/5
em torno do eixo z. Para b # 0 a forma do modo principal é idéntica a da
figura 4.2, porém o tempo necessario para se chegar até ela é maior. Isto
significa que o tinico efeito da viscosidade sobre o anel homogeneo é retardar
a sua evolucao temporal. Na proxima secao vamos considerar que o anel das

figuras 4.1 e 4.2 possui densidade de massa dependente da posicao.
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4.2 Anel nao-homogéneo

Na secao anterior nos verificamos o efeito geral da viscosidade do meio
sobre a dinamica po6s perturbacao do anel instdvel. Vamos agora considerar
que a densidade de massa do anel varia ligeiramente ao longo da posicao.
Isto pode simular pequenas diferencas na densidade de massa que aparecem
no limite de cordas longas, devido a nao uniformidades em sua composic¢ao,
ou & ligacao de alguma particula externa ao anel homogéneo. A condicao de
contorno requerida pelo anel é que a sua densidade de massa variavel seja
uma funcao periddica do arco comprimento s. Nos consideraremos a forma

mais simples de variacao periddica dada pela equagao abaixo:
p(s) =1+ (cos Qks, (4.25)

onde ¢ é a amplitude da perturbagio na densidade de massa (( < 1) e Q é um
parametro inteiro que define o nimero de oscilagdes completas da densidade

de massa ao longo do anel de raio R = 1/k e comprimento L = 27/k.

Vamos reescrever as Eqs. 4.13, multiplicando a Eq. 4.13a) por p(s):
pF" — pbds = o/ (F' — bx) + p?ds , (a)

M,+d3XF—2b(d1Xd1+d2Xd2):p(d1Xal+d2X&2), (b)

M= k‘ldl + k‘ng + Fk3d3 s (C)
(4.26)
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Seguindo os mesmos passos da se¢ao anterior obteremos o conjunto de equacoes
diferenciais lineares em segunda ordem no tempo e no arco comprimento nas
variaveis E e g. Essas equacoes nao sao mais autonomas como no caso do
anel homogéneo e o termo proporcional a x na equacao acima as torna exces-
sivamente complicada. Por essa razao as equagoes finais estao apresentadas

no Apéndice C. Porém podemos escrever a forma geral das solugoes para

e q:
S - .
By =€ D Awjne™ + Axf o7 ) j=1,2,3, (4.27)
n=0
o . .
g =€ (Y Axjizne™ + Arx e j=1,23. (4.28)
n=0

A susbtituicao destas solucoes nas equacoes diferenciais para E e g nos leva a
um sistema linear de dimensao infinita cuja matriz é formada por blocos 6 x 6
rotulados pela variavel n. Da mesma forma impondo que o determinante des-
ta matriz seja nulo determina-se o valor de o e o autovetor correspondente ao
autovalor nulo determina os coeficientes ;,. Se o parametro de perturbacao
na densidade de massa ( for nulo esses blocos se desacoplam e nés obtemos
o resultado anterior. Para ¢ # 0 o bloco n se acopla com os blocos n £+ @,
n £ 2Q, ..., etc. Cada modo desacoplado n é alterado pela influéncia dos

outros modos na solucao. Para encontrar esse novo modo n, numericamente,

54



no6s consideraremos apenas os dois blocos que sao os vizinhos mais proximos:
n— @ en+ Q. Isto reduz o sistema a um conjunto de 18 equacoes lineares.

Nesta aproximacao nds desprezamos todos os termos proporcionais a (2.

A figura 4.3 mostra os efeitos da variagao na densidade de massa na
dindmica do modo principal n = 5 (caso anterior) de um anel num meio
viscoso. Os parametros do anel sao k = 0.05, v = 0.375, I' = 0.9 e usamos
@@ = 1. Cada conjunto de aneis numa mesma linha possui o mesmo valor
de b, sendo b = 0 na primeira linha, b = 0.01 na segunda e b = 0.02 na
terceira. Para cada valor de b n6s mostramos o efeito da nao-uniformidade na
densidade de massa para ¢ = 0.03, 0.07 e 0.1(da esquerda para a direita). Em
todos os aneis n6s usamos tonalidades da cor cinza indicando a densidade de
massa. Partes mais escuras(preto) representam densidades menores e vice-
versa. Para ( = 0 a forma do modo n = 5 é simétrica com relacao rotagoes
de 27 /5 radianos em torno do eixo z. A medida que a variacdo na densidade
de massa cresce, a quebra nesta simetria se torna mais visivel no sentido de
que partes com densidade de massa maior tendem a se deformar menos que

as de densidade menor.
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Fig 4.3) Modo principal n = 5 para um anel com x = 0.05, v = 0.375, T
=0.9e Q = 1. O coeficiente de viscosidade b vale 0(para os aneis da pri-
meira linha), b = 0.01(segunda linha) e b = 0.02(terceira linha). Em ca-
da uma delas, da esquerda para a direita,  vale 0.03, 0.07 e 0.1. O ins-
tante escalonado vale t = 130 para b =0, ¢t =150 para b=0.0l e t =
180 para b = 0.02. As tonalidades de cinza indicam o gradiente de mas-
sa ao longo do anel. Partes claras correspondem a densidades de massa

maiores e vice-versa.
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Por outro lado, com o aumento de b a quebra de simetria se torna menor

a ponto de para valores de b > o este efeito se torna desprezivel.

A figura 4.4 mostra a evolucao temporal do anel com b = 0 e ( = 0.1,

para os parametros das figuras anteriores.

Fig 4.4) Evolugao temporal do modo principal n = 5 para um anel com
k=0.05,~v=0375,1=0.9, Q=1e=0.1. Da esquerda para a direi-
ta e de cima para baixo: t =0,t=40,t=80,t=105,t=120et =

130. As tonalidades em cinza sao as mesmas que na figura anterior.

Podemos ver com clareza que conforme o tempo passa a parte mais leve
(parte mais escura) do anel se enrola mais do que a parte mais pesada (parte

mais clara).
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A figura 4.5 mostra um anel de raio 10 vezes maior (k = 0.005) que o
das figuras anteriores, mas com os mesmos parametros: v = 0.375, [' = 0.9,
( = 0.1 eb = 0. Neste caso o modo principal ¢ n = 50 e nds estamos
mostrando o efeito de uma oscilacao periodica com ) = 10. Como o anel é

bem mais longo, estamos mostrando apenas o seu eixo.

Fig. 4.5) Modo principal n = 50 para um anel homogéneo com x = 0.005,

~v=0.375,T=09,b=0,Q=10,(=01¢t=185.

4.3 Aplicacao a molécula do DNA

Nesta secao nos aplicaremos a teoria descrita acima a uma molécula de

DNA circular de comprimento L = 168bps (bp = “basepair " ou par de base)
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imersa em 4gua. A escolha deste sistema é motivada por um experimento
recente realizado por Han et al. em pequenos anéis de DNA[26], onde se-
quéncias de pares de base com curvatura intrinseca foram sintetizadas. Por
curvatura intrinseca nos entendemos a curvatura e/ou tor¢do que uma corda
pode apresentar em seu estado natural relaxado, livre de forcas e torques.
Os anéis foram imersos em solugao contendo Zn*T e/ou Mg?*. Os autores
encontraram que os anéis de DNA estavam sempre estaveis quando usavam
solucao com M g**, mas exibia pontas quando a concentracio de Zn** atin-

gia um determinado valor critico.

Embora as instabilidades observadas podem ter-se originado a partir de
excessos na curvatura do anel, conforme sugerem alguns autores|35], e nao
a partir de excessos na tor¢ao, n6és notamos que a massa atdomica do fon
Zn?t &, justamente, 10% da massa total de um par de base, enquanto que
o fon Mg?* é apenas 4%. Portanto a ligacao do fon Zn?** a molécula do
DNA é um exemplo da situacao que o nosso modelo pode descrever. Nos
veremos que, mesmo para um sistema onde o nimero de Reynolds R, é
extremamente baixo, torcoes suficientemente grandes podem fazer ressaltar

os efeitos inerciais originados de uma distribui¢ao de massa nao-homogénea.

O numero de Reynolds para a molécula do DNA pode ser calculado us-
ando a Eq. 4.6. A razdo n/p, para a dgua ¢ 1072cm?s7'[34]. O raio da
secao transversal do DNA é ¢ = 10A. Assumindo uma velocidade média de
0.1As7!, o namero de Reynolds vale R, = 10~ *. Usando a Eq. 4.10 nos

podemos calcular o valor da constante b que vale b ~ 1.12 x 10" Nm~'s. O
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proximo passo é calcular o valor das variaveis escalonadas. O inverso do raio

k e a constante b sao dados por:

I I
Rescalonado = KST Za € bescalonado = bS’I AE,O .
0

Para o DNA de comprimento L = 168bps nbés temos L = 168 x [y, onde

lp = 3.3A é o comprimento de um par de bases[36]. Portanto x = 2r/L ~

113 x 105m~". Como a razao

I ra*/4  a
o= =—=5x10"1°
A Ta? 2 % ™

nos encontramos que Kesealonado = 0.057. A densidade de massa do DNA é

My Vaiseo = 929kgm =3 [36] e o modulo de Young E = 4 x 103Nm 2 [37],
de modo que bescaionado = 0.098(omitiremos o indice "escalonado” daqui por
diante). O parametro elastico adimensional da molécula do DNA & tomado
como sendo I' = 2/3[27|. Finalmente, a densidade de tor¢ao pode ser cal-
culada a partir da relacao: v = Twk, onde Ty é a torcao total do anel que
¢ , exatamente, o nimero de voltas em torno da direcao tangente ao anel.
A maioria dos sistemas formados por moléculas de DNA possui a torc¢ao
total Ty em torno de 5% acima da situagdo relaxada(curvatura intrinse-
ca) devido a flutuagdes do meio[38]. A forma conhecida como forma-B da
molécula do DNA possui uma densidade de torcao de 10.5bps por volta co-
mo torcao intrinseca. NoOs teremos, entao, aproximadamente, 16 voltas de

tor¢ao total num anel com 168bps de comprimento. 5% de 16 vale 0.8 que
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estd abaixo do valor critico para instabilidade que ¢ v/3(ver Apéndice C).
Portanto, o DNA circular é estavel segundo o nosso modelo. Na verdade
Haijun e Zhong-can|35] mostraram que a instabilidade neste caso ocorreria

devido ao aumento da curvatura e nao da torcao.

Os efeitos devidos a inércia sao percebidos quando o anel estd instav-
el. Portanto vamos considerar uma situacao em que a torcao total aumenta
ou diminui justamente de um valor igual a sua torcao intrinseca natural e
nenhuma curvatura ocorre. Esta situacao nao representa o experimento da
referéncia [26], onde os fons da solugdo que contém o DNA impoem vari-
acoes na sua curvatura, mas é inspirada nela. Na verdade, uma situacao
em que o DNA sofre uma torcao tal que a sua torcao intrinseca é total-
mente removida ocorre quando um processo de duplicacao da molécula ou

transcri¢ao(processo pelo qual as proteinas se formam) se inicia.

A figura 4.6 mostra o grafico do expoente caracteristico o vs n para
os parametros da molécula de DNA acima definida sem a perturbacao na
densidade de massa. NOs vemos que o modo principal neste caso é n = 8.
A figura 4.7 mostra o efeito da variacao na densidade de massa no modo
principal da molécula de DNA circular para ) =1 e ( = 0.1. N6s vemos que
apesar de o sistema possuir um nimero de Reynolds bem baixo, os efeitos

devido a inércia aparecem como descrito na secao anterior.
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Fig. 4.6) o vs. n para um anel de DNA com k = 0.057, v = 16k, I' = 2/3
e b =0.098.

Fig. 4.7) DNA circular parat =70, Q =1e ( =0.1. kK = 0.057, v = 16k,
['=2/3eb=0.098.
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Finalmente, noés ressaltamos que embora a teoria apresentada no artigo
da referéncia [35] aponta as causas da instabilidade em anéis como no expe-
rimento de Han et at. ela nao explica as formas assimétricas que aparecem
no artigo da referéncia [26]. Nossos resultados sugerem que essas assimetrias
ocorrem devido a nao-uniformidades nos anéis devidos as proprias caracteris-

ticas ou devido a ligacao de outras particulas a eles.

Neste capitulo, portanto, apresentamos o estudo da dinamica perto do
equilibrio de anéis instaveis em meios viscosos. Utilizamos um método de ex-
pansao dinamico em sua aproximacao linear e mostramos que mesmo numa
situagao onde o nimero de Reynolds é extremamente baixo, tor¢oes relati-
vamente altas fazem com que efeitos inerciais sejam relevantes na dinamica
pos-perturbacao. Aplicamos a teoria ao caso de uma molécula de DNA cir-

cular de comprimento 168bps e verificamos o efeito acima descrito.

Nos proximos capitulos, estudaremos as solucoes de equilibrio das equacoes
de Kirchhoff que correspondem a possiveis configuracoes da corda. Anali-
saremos o caso de cordas abertas onde uma de suas solucoes de menor ener-
gia é a hélice. Vamos comparar esta conhecida solugao com aquelas devidas
a outro tipo de nao-homogeneidade que é a variacao dos modulos de Young
e de cisalhamento ao longo da corda. No capitulo 5 mostraremos a partir da
formulagao hamiltoniana, demonstrada no capitulo 3, que tais cordas apre-
sentam um comportamento cadtico. No capitulo 6 desenvolvemos um método

de resolucao do problema de condicoes de contorno que é encontrar a confi-
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guracao de equilibrio cujos pontos inicial e final da corda sao escolhidos.
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Capitulo 5

Caos espacial em filamentos

Nos capitulos anteriores apresentamos o modelo de Kirchhoff para cordas
e filamentos e estudamos a dinamica proxima ao equilibrio de um anel instavel
nao-homogéneo em meios viscosos. Concluimos que nao-homogeneidades ao
longo da corda podem levar o sistema a configuragoes diferentes das solugoes
bem conhecidas, quais sejam, o anel circular, a barra reta torcida e a hélice,
conforme descritos no capitulo 3. Com o objetivo de investigar melhor esta
influéncia vamos nos fixar no problema estacionario. Conforme estudado no
capitulo 3, as equacoes de Kirchhoff estacionarias, ou de equilibrio, regem as
possiveis solucoes de equilibrio que a corda pode assumir. Vimos, no capitulo
anterior, que a densidade de massa somente tem influéncia na dinadmica da
corda e nao aparece nas equacoes estacionarias. Portanto, daqui por diante,

consideraremos a nao-homogeneidade ao longo da corda através de duas ca-
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racteristicas elasticas do material que a compoe: o modulo de Young F e o

modulo de cisalhamento p!.

Neste capitulo, vamos explorar o efeito destas nao-homogeneidades na
conformacao de cordas abertas. A barra reta é a solu¢ao mais simples para
uma corda aberta. Ela serd solucao das equacoes de Kirchhoff estacionarias
mesmo no caso nao-homogéneo. Como vimos, a hélice é a solucao que mini-
miza o potencial efetivo da energia elastica total da corda, Eq. 3.32, e por isso
vamos estudar como a nao-homogeneidade ao longo da corda afeta, particu-
larmente, este tipo de solucao. Mostraremos como a formulacao hamiltoniana
das equacoes de Kirchhoff se altera para incluir a nao-homogeneidade adi-
antando que o sistema de equagoes nao é mais integravel, podendo apresentar
comportamento cadtico. Calcularemos a energia elastica total da corda em
funcao das condicoes iniciais e veremos que ela possuira, em alguns casos,

além do ponto de minimo global, pelo menos um minimo local.

E importante comentar que a existéncia de solucoes espaciais complexas
ou cabticas para cordas elasticas foi demonstrada por Mielke e Holmes|39],
e que Davies e Moon[40] calcularam alguns exemplos onde o raio da se¢ao
transversal variava periodicamente ao longo da corda demonstrando a pre-
senca do caos espacial. Neste capitulo apresentaremos a nossa contribuicao
em analisar algumas solugoes cadticas em filamentos de DNA cuja nao-

homogeneidade ocorre devido a variacoes nos mddulos de Young e de cisa-

!Na secdo 2.4 do capitulo 2, o leitor pode rever as definicdes para os médulos de Young
e de cisalhamento.
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lhamento. Este trabalho foi apresentado numa conferéncia nos Estados Unidos?.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na secao 5.1 co-
mentaremos as motivagoes deste estudo na aplicacao & molécula de DNA.
Na secao 5.2 rescreveremos as equacgoes de Kirchhoff estacionarias na formu-
lacao hamiltoniana, incluindo a nao-homogeneidade ao longo da corda. Na
secao 5.3 faremos a andlise da estabilidade calculando a energia eléstica total
da corda e os mapas estroboscopicos associados ao sistema. Mostraremos,
por fim, algumas conformagoes de equilibrio comparando-as com a soluc¢ao

do caso homogéneo que chamaremos, daqui por diante, de hélice homogénea.

5.1 Motivacao: molécula do DNA

Uma das questoes mais importantes e fundamentais da Biologia Estru-
tural é o entendimento da relacao entre a chamada estrutura terciaria, ou
conformacao tridimensional, da molécula de DNA, e sua estrutura primaria
ou sequéncia de pares de base[13]. Na década de 80, Hogan e Austin [27]
demonstraram que as caracteristicas elasticas da molécula de DNA depen-
dem da sua sequéncia de pares de bases. Recentemente Gromiha|41] obteve
uma tabela com os valores para o médulo de Young de cada um dos 32 trinu-

cleotideos obtidos a partir de dados experimentais de cristalografia de varias

2Poster apresentado em " Sixth STAM Conference on Applications of Dynamical Sys-
tems ", de 20 a 24 de maio de 2001 em Snowbird, Utah, USA. O titulo é ** New Equilibrium
Solutions and Chaotical Behavior of Kirchhoff Filaments " .
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moléculas de DNA. Um trinucleotideo é uma sequéncia formada de trés pares
de base. A partir dos quatro tipos de bases que formam a molécula do DNA,
A-adenina, T-timina, C-citosina e G-guanina, as possiveis combinacoes de 4
objetos 3 a 3 d4 um conjunto de 64. Como a molécula de DNA é formada
por pares de bases da forma A-T ou C-G, a sequéncia, por exemplo, ATC é
equivalente a sequéncia GAT, lendo a sequéncia no sentido inverso, e, por-
tanto, temos, ao todo, 32 trinucleotideos diferentes. Nos transcrevemos esses

valores na tabela 5.1.

No entanto, o estudo da relacao entre a sequéncia de pares de base e a
estrutura tridimensional da molécula do DNA tem sido feito em termos de
curvatura intrinseca. Sabe-se[12, 13| que por causa das interagoes moleculares
entre os Atomos de um par de base e os do par seguinte, a geometria de cada
dinucleotideo (uma sequéncia de 2 pares de base) depende da sequéncia.
Isso, junto com outros fatores?, faz com que a molécula de DNA possua uma
conformacao de equilibrio bem definida, quando livre de forcas e torques
externos como tensoes e torcoes, por exemplo. Isso origina a conhecida razao
de 10.5 pares de bases para cada volta que a dupla fita de DNA faz sobre o
seu eixo que é conhecida como a sua tor¢do intrinseca. E por causa disto que
algumas moléculas circulares de DNA, como a que consideramos no capitulo
4, sao configuracoes de equilibrio independentes de forcas externas que a
mantenham na forma circular. Em outras palavras elas possuem curvatura

mtrinseca.

3Como a interacdo entre os &tomos de um mesmo par de bases.
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Tabela 5.1) Modulo de Young E para cada um dos 32 trinucleoti-

deos. Dados retirados da referéncia [41]

Trinucleotideo | E (x10®Nm™2) | Trinucleotideo | E (x108Nm™?)
AAA/TTT 4.80 CAG/CTG 2.40
AAC/GTT 3.90 CCA/TGG 3.25
AAG/CTT 1.91 CCC/GGG 6.07
AAT/ATT 2.96 CCG/CGG 2.40
ACA/TGT 4.70 CGA/TCG 2.82
ACC/GGT 1.57 CGC/GCG 3.33
ACG/CGT 7.09 CTA/TAG 4.75
ACT/AGT 3.63 CTC/GAG 4.03
AGA/TCT 4.03 GAA/TTC 2.70
AGC/GCT 4.58 GAC/GTC 7.83
AGG/CCT 4.34 GCA/TGC 3.75
ATA/TAT 2.36 GCC/GGC 3.16
ATC/GAT 1.83 GGA/TCC 3.69
ATG/CAT 3.19 GTA/TAC 2.19
CAA/TTG 2.53 TAA/TTA 2.72
CAC/GTG 3.36 TCA/TGA 2.97

Portanto, no estudo de conformacoes de equilibrio da molécula de DNA, a
literatura apresenta trabalhos, como o de Manning et al.[42|, onde uma cur-

vatura intrinseca média, em funcao da posicao da corda, é considerada, mas
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suas propriedades mecanicas como os moédulos de Young e de cisalhamen-
to, sao considerados constantes. Neste capitulo, consideraremos o contrario:
cordas com curvatura intrinseca nula mas com moédulos de Young e de cisa-
lhamento dependentes da posicao. Note que isto s6 serd valido se as cordas
estiverem sujeitas a forcas e torques que a mantenham sob tensao pois a in-
fluéncia dos modulos de Young e de cisalhamento so se d& nesses casos. Uma
corda livre de tensoes permanecera no seu estado relaxado que depende da

curvatura intrinseca que ela tiver.

Neste capitulo, vamos ainda analisar o caso onde os médulos de Young e
de cisalhamento variam periodicamente com a posicao da corda. A motivagao
é o fato de que pedagos de DNA formados por sequéncias repetidas (portanto
periodicas) constituem uma fragao significativa dos genomas de grande parte
dos organismos, incluindo o genoma humano[43, 44]. O DNA repetitivo é
formado por sequéncias de diferentes tamanhos e composicoes que se repetem
muitas vezes, podendo chegar a ter um comprimento total de 100 milhoes de
pares de base[44]. Pelo fato de estes longos pedagos de DNA parecerem nao
ter nenhuma funcao biologica, eles sao comumente apelidados de "selfish * ou

“junk” DNA (DNA egoista ou imprestéavel).
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5.2 Formulacao hamiltoniana da corda nao ho-

mogénea

Nesta secao vamos rever a formulacgao hamiltoniana das equacoes de
Kirchhoff estacionarias incluindo, agora, a nao-homogeneidade ao longo da
corda. Como dissemos acima, nos consideraremos uma corda com os modu-
los de Young E(s) e de cisalhamento ju(s) dependentes da posigao da corda.
Vamos reescrever as equacoes de Kirchhoff, Eqs. 2.39, com as derivadas com

relacao ao tempo anuladas:

F'=0, (a)
M +d; xF=0, (b) (5.1)
M = ES[[kldl + ES[[deg + 2/LS[]€3d3 s (C)

onde Eg; e pgr sao os modulos de Young e de cisalhamento, respectivamente,
em unidades do sistema internacional. Agora, além do padrao de escala

definido pela Eq. 2.40, vamos considerar que:
Esi(s) = EyE(s), (5.2)

ps1(s) = pop(s), (5.3)

onde Ey e pg sao valores médios para os moédulos de Young e de cisal-

hamento, respectivamente, e FE(s) u(s) sdo grandezas adimensionais que
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os representarao nas equacoes de Kirchhoff escalonadas. Escolhendo Ey =
4.62 x 108 Nm 2, que é o valor médio entre os valores minimo e maximo da
tabela 5.1, o m6dulo de Young peri6dico em unidades escalonadas que cobre

toda a faixa de valores possiveis pode ser escrito como:

9.52
E =1 —_ 5.4
(s) + o cos Pers’ (5.4)

onde oo € um parametro de perturbacao que tem como limite maximo o valor
de aprax = 0.66 e Per é o periodo da perturbacao, ou periodo de oscilacao
da sequéncia que se repete, em unidades de pares de bases. Aplicando-se
essas equacoes junto com o padrao de escala, definido pela Eq. 2.40, as Eqgs.

5.1 noés obtemos:

F'=0, (a)
M +d;xF=0, (b) (5.5)
M = E(S)kldl + E(S)deQ + FU/L(S)kgdg s (C)

onde 'y = 2puy/Ey é o parametro elastico médio do material que compoe
a corda. Usaremos o valor Iy = 2/3 para a molécula do DNA[27]. Como
nao existem dados experimentais para ((s) vamos supor que pu(s) = F(s) de
modo que o parametro elastico total I' = Tou(s)/E(s) seja constante e igual

a 2/3. A partir da equacao anterior podemos calcular a energia elastica por
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unidade de comprimento dada pela Eq. 3.27:

1
H:iM-k—i—F-dg, (5.6)
o que da:
P} P (P, — P,cos )’
H=H(s) = 2 v ¢ F cosd 5.7
(5) 2E(s) * 20 1(s) 2E(s)sin 0 st (5.7)
onde
Py = E(s)¢, (5.8)
Py = Top(s)(¢/ + ' cos ), (5.9
Py = Pycos + E(s)y' sin® 0. (5.10)

Note que o hamiltoniano nao é mais uma constante de movimento. Porém,
P, e P, ainda sao constantes. Da mesma forma como explicado no capitulo
3 podemos resolver as equacoes de movimento relativas ao hamiltoniano da
Eq. 5.7 a partir da seguinte sequéncia: primeiro fixamos os valores para P, e
Py e escolhemos as condigoes iniciais para 6y e Pp. Em seguida resolvemos

OH e 9/ _ OH

as equagoes Iy = —55 = oF]

para obtermos as solucoes (6(s), P(s)).
Depois usamos a Eq. 5.10 para obtermos t(s). As solugoes para 6(s) e ¥(s)
sao suficientes para se construir a corda conforme a Eq. 3.15. Na proxima
secao vamos calcular a energia elastica total e o mapa estroboscopico do

sistema para alguns exemplos de moléculas de DNA.
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5.3 [Energia elastica total e caos espacial

Nesta secao vamos estudar algumas cordas nao-homogéneas com o moédulo
de Young variando segundo a Eq. 5.4. Vamos considerar, diretamente, cordas
com os parametros da molécula de DNA, conforme apresentado na secao
4.3. Analisaremos dois casos onde a forca resultante vale F' = 20pN e F' =
—10pN. O primeiro caso significa uma for¢ca de compressao que corresponde
a0 maximo valor que nés encontramos na literatura com respeito a pressao
sobre a molécula de DNA[46|. O segundo corresponde & maxima forca de
tensao que a molécula do DNA pode suportar e comportar-se como uma

corda elastica inextensivel[47, 48|.

A escolha das constantes Py e P, é feita da seguinte forma. Como Py esta
relacionado com o torque em relacao ao versor dz que é o versor tangente a
corda, Py esta relacionado com a tor¢ao da corda. No capitulo 3 comentamos
que a torcao total da molécula de DNA sofre uma variacao de 5% do seu
valor intrinseco devido a flutuagoes térmicas do meio[38]. Isso corresponde
a termos Py = 0.043, j4 em unidades escalonadas. Adotaremos este valor
daqui por diante. Nao temos nenhuma referéncia a respeito de Py, e, por
isso, adotaremos valores equivalentes ao de F,. Escolheremos, entao, Py =
0.043 para o caso onde F' = 20pN e Py = 2P, = 0.086 para ' = —10pNN.
No que se segue, vamos calcular a energia elastica total Fr da corda por

unidade de comprimento(em bps~'). Para isso, ap6s obtermos a solugao para
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(0(s), Pyp(s)), nos integramos o hamiltoniano H(s) por todo o comprimento
L da corda através da Eq. 3.34:

L H(s")ds'

ET: L

(5.11)

Desde que a energia de vibragao na curvatura ou "bending~ da molécula de
DNA devido a flutuacoes térmicas é estimado ser 0.5k7T por unidade de par
de base(kp é a constante de Boltzmann, e T" a temperatura do sistema)[49],
nos calculamos a energia elastica total da corda, por unidade de par de bases,
em unidades de 0.5kgT para T = 300K . Assim, se um ponto de minimo local
tiver uma profundidade maior que 1 nesta escala, a solucao de equilibrio

correspondente sera estavel com relacao a flutuacoes.

O estudo de configuracoes de equilibrio de moléculas de DNA utilizando-
se um modelo elastico continuo é considerado como uma primeira aprox-
imacao no entendimento de como a molécula se curva e torce no espaco
tridimensional[13]. Portanto, as solugbes apresentadas no capitulo 3 con-
stituem solucoes gerais, definindo comportamentos gerais que a molécula de
DNA pode estar obedecendo. No entanto, apos a constatacao de que a es-
trutura tridimensional do DNA também depende da sua sequéncia de pares
de bases cresceu o interesse no estudo destes efeitos. Neste trabalho de tese,
estamos contribuindo para demonstrar que um modelo elastico para cordas
pode incorporar algumas propriedades que variam com a sequéncia e que,

nesse nivel, podemos obter um pouco mais de informagoes sobre o compor-

75



tamento elastico da molécula do DNA. Geralmente, conforme veremos no
capitulo seguinte, a molécula de DNA, em experimentos ou in vivo, possui
pedacos relativamente curtos sujeitos as condicoes de contorno. Entretanto,
a forma de andlise que estamos realizando neste capitulo envolve a obtencao
de solugoes de equilibrio a partir de condicoes iniciais para as equacoes de
Kirchhoff estacionérias e portanto seriam vélidas no limite de comprimentos
muito longos. Por isso a nossa analise sobre o comportamento caodtico e de-
mais efeitos da nao-homogeneidade no modulo de Young seré feita levando-se
em consideracao que desejamos obter comportamentos gerais que nao depen-
dam do comprimento total da corda. Por isso, nos graficos da energia elastica
total n6s mostramos o resultado para diferentes comprimentos e nos fixare-

mos nos resultados que independam do comprimento total da corda.

De modo a podermos comparar o resultado com o caso homogéneo, mostra-
mos na figura 5.1 a solucao da corda homogénea, a hélice homogénea, para
uma molécula de DNA cujos parametros sao: Ey = 4.62 x 108 Nm 2, [y =
2/3, F = 20pN, P, = P, = 0.043 e L = 1515bps. O valor de 6, que minimiza
o potencial efeitivo da Eq. 3.32, é 6 ~ 2.25. Adiantamos que os resultados
para a corda nao-homogénea sao mais intensos se o periodo da perturbacao
no moédulo de Young for ressonante com um periodo natural do caso ho-
mogéneo que ¢ o comprimento de uma volta na hélice da figura 5.1. Este
comprimento, que chamaremos de 7, é dado por 7 = 27 /w,, onde w,, é obtida

usando a Eq. 3.37. O resultado para os parametros acima é 7 = 81bps.
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Fig. 5.1) Hélice homogénea para o DNA com F = 20pN, L = 1515bps,
P, =Py =0.043,Ty =2/3 e 7 = 81bps. Ver texto para a explicacdo so-

bre 7.

Na figura 5.2 mostramos dois graficos. Acima apresentamos a energia
elastica total da corda em funcao das condicoes iniciais utilizadas para in-
tegrar as equacgoes de Hamilton. Em todos os calculos fixamos Py = 0,
de forma que a energia é mostrada apenas em funcao de f,. Sao mostra-

dos resultados para trés cordas de comprimentos L = 757bps(linha preta),
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L = 1515bps(vermelha) e L = 3030bps(azul). Abaixo mostramos um ma-
pa estroboscopico onde plotamos um ponto (0(s), Py(s)) a cada variagao na
posicao da corda de As = Per que é um periodo da perturbacao no médu-
lo de Young. Os parametros da corda sao F' = 20pN, P, = P, = 0.043,
Per = 7 = 8lbps e « = 0.22. No grafico da energia elastica total, vemos
trés regioes distintas: Ry : 0 < 6y < 1.3rad, Ry : 1.3 < 6y < 2.7rad e
R3 : 2.7 < By < mrad. A regiao Ry é formada por oscilcoes de maximos e
minimos que nao se repetem quando o comprimento é alterado. As regioes
Ry e R3 mostram um comportamento contrario. Para os comprimentos con-
siderados a energia elastica total por unidade de par de base nao diferiu
sugerindo que os minimos global e local presentes nestas regioes represen-
tam comportamentos gerais da corda nao-homogénea. Observando o mapa
estroboscopico, notamos que as regioes 2, e R3 estao associadas as solugoes
estacionarias que apresentam comportamento cadtico. Na regiao i3 observa-
mos a presenca de um minimo local, em 6y ~ 2.82rad, que nao se altera por
causa do comprimento. Apenas a profundidade deste minimo local se altera
mas a sua posi¢ao permanece a mesma. A figura 5.3 mostra a configuragao
de equilibrio para este minimo local e mostra, também, que esta solugao é
cadtica no sentido de que uma pequena mudanca na condicao inicial leva a
grandes diferengas na estrutura tridimensional da corda. A regiao R, esta
relacionada com a regiao periodica do mapa. A configuracao relativa ao mi-
nimo global presente nesta regiao nao sera mostrada porque ela é uma hélice

praticamente idéntica a da figura 5.1.

78



=
N
T
!

Fig. 5.2) Acima: Energia eléastica total Er vs. fy; abaixo: Mapa estroboscopico
Os parametros sao: F' = 20pN, Py, = P, = 0.043, 'y = 2/3, Per =8lbps e a =
0.22. L = 757bps(linha preta), L = 1515bps(vermelha) e L = 3030bps(azul).
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Fig. 5.3) Esquerda: solugdo caética relativa ao minimo local 6y = 2.820rad.

Direita: solugao para 6y = 2.821rad.

Na figura 5.4 mostramos os mesmos dois graficos para uma corda com os
seguintes parametros: F' = —10pN, P, = 2P, = 0.086, Per = 75bps(t =
75bps neste caso) e @ = 0.66. No grafico da energia elastica total vemos,
também, regioes associadas ao comportamento cadtico e peridédico do mapa

estroboscopico. Notamos que as regioes periodicas sempre se relacionam com
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Fig. 5.4) Acima: Energia eléastica total Er vs. fy; abaixo: Mapa estroboscopico
Os parametros sao: F' = —10pN, P, = 2P, = 0.086, I'y = 2/3, Per = 75bps e
a = 0.66. L = 757bps(linha preta), L = 1515bps(vermelha) e L = 3030bps(azul).
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Fig. 5.5) Esquerda: solugao relativa ao minimo global §, = 0.59rad.

Direita: solugao para o minimo local 6y = 2.16rad.

solucoes que nao dependem do comprimento. Observamos, também que em
algumas partes da regiao cadtica vemos que as solucoes também nao de-
pendem do comprimento. Na figura 5.5 mostramos a solu¢ao correspon-
dente ao minimo global 6, = 0.59rad(esquerda) e ao minimo local 6, =
2.16rad(direita). Vemos que a solugao que minimiza a energia elastica total

nao ¢ mais uma hélice apesar de ter um comportamento periédico.
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Concluimos, portanto, dois efeitos gerais devido & nao-homogeneidade nos
modulos de Young e de cisalhamento em cordas sujeitas a tensoes. O primeiro
deles é a presenca de comportamento cadtico nas solucoes de equilibrio. Pode-
mos perceber que as solucoes cadticas tendem a ser mais compactadas do que
a solucao periddica. Portanto, dependendo da energia elastica total que a
corda tiver, ela pode, naturalmente, se enrolar e compactar apenas como
um efeito da nao-homogeneidade. O segundo efeito é que, em alguns casos,
a solucao que minimiza a energia elastica total corresponde a uma figura
semelhante a uma hélice distorcida. Este efeito é interessante pois hélices
perfeitas nao existem na natureza. Mostramos, com isso, que uma razao na-
tural para essas deformacoes é a nao-homogeneidade ao longo da molécula.
No capitulo seguinte, apresentaremos um método para obtencao da solucao
do problema de condigoes de contorno onde os pontos inicial e final da corda
sao escolhidos e mantidos fixos. Compararemos as solucoes de cordas com
os mesmos pontos inicial e final para diferentes parametros como a forca F
e o momento Py. Compararemos, também, as solu¢oes da corda homogénea

com cordas nao-homogéneas com os mesmos pontos final e inicial.
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Capitulo 6

Método de resolucao do problema

de condicoes de contorno

Nos capitulos 3 e 5, vimos como obter solugoes de equilibrio para as
equagoes de Kirchhoff estacionarias. Vimos que uma simples anélise de esta-
bilidade fornece varias informacoes sobre o comportamento eléstico de cordas
homogéneas e nao-homogéneas. Neste capitulo apresentaremos um método
desenvolvido para obter as solucoes de equilibrio das equagoes de Kirchhoff,
para cordas homogéneas ou nao, cujas posicoes das extremidades, pontos ini-
cial e final, sao escolhidas. Desde que as solucoes das equacoes diferenciais
dependem de condigoes iniciais, basicamente, o método fornece os valores
destas tais que a correspondente configuracao de equilibrio possui as ex-

tremidades localizadas nas posigoes escolhidas. Na secao 6.1 comentamos as
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motivacoes deste estudo. Na secao 6.2 nds explicamos o método e apresen-
tamos alguns exemplos. Na secao 6.3 discutimos a existéncia de solugoes e
sua influéncia na resolucao do problema geral de condigoes de contorno. Na
secao 6.4 n6s tomamos um dos exemplos apresentados na secao 6.2 e vari-
amos outros parametros como a forca resultante F' e o momento P de modo
a compararmos as diferentes configuracoes de equilibrio, com os mesmos pon-
tos inicial e final. Calculamos, também, a energia elastica total verificando
qual delas possui a menor energia. Na secao 6.5, faremos a comparacao entre
cordas homogéneas e nao-homogeéneas, também, com os mesmos pontos final

e inicial.

6.1 Motivacoes

Conforme comentado na Introducao, o estudo da conformacao de fila-
mentos e cordas possui aplicacoes em varios ramos da ciéncia. Estudamos
o chamado modelo de Kirchhoff para filamentos que se aplica a cordas finas
sujeitas a curvaturas relativamente pequenas, quando comparado com o raio
médio da secao transversal. Além das solucoes mais simples apresentadas no
capitulo 3, as equagoes de Kirchhoff foram resolvidas para varios outros casos
nao tao triviais como as solugdes analiticas obtidas por Nizette e Goriely|30|
para cordas fechadas e abertas. E interessante comentar o trabalho de To-

bias et al.|16] onde os autores desenvolveram critérios necessarios e suficientes

85



para a estabilidade de configuracoes de equilibrio de cordas fechadas e abertas
sujeitas a condicoes de contorno, chamada por eles, fortes nas extremidades.
Essas condicoes sao a fixacao dos pontos final e inicial da corda e do versor
tangente a corda nestes pontos. No entanto, estes autores aplicaram esses
critérios no estudo de cordas fechadas e nao héa, ainda, um método geral onde

uma dada solucao é obtida com as posicoes inicial e final escolhidas.

Apesar dos resultados ja obtidos e encontrados na literatura, o estudo de
problemas sujeitos as condigoes de contorno (que vamos abreviar aqui como
PCC e usar daqui por diante)! ¢ um desafio para os pesquisadores de todas
as areas e vem sendo resolvidos para alguns casos especificos. Gottlieb e
Perkins|50] investigaram conformagcoes complexas em um PCC governando o
equilibrio de cabos finos sujeitos a forcas de tensao, torcao e a forca da gravi-
dade. Tobias et al.[17], em outro artigo, estudaram a estrutura de moléculas
de DNA, num caso especifico onde o filamento tinha os pontos inicial e fi-
nal em posicoes simétricas, e a dependéncia com a direcao tangente a corda

nestes pontos.

Neste capitulo, como ja mencionado, vamos apresentar um método para
obtencao de solucoes de equilibrio com as posigoes inicial e final escolhidas.
Desejamos ressaltar que é a primeira vez que o PCC para filamentos é re-
solvido de forma mais geral. Discutiremos os limites de resolugao deste PCC

e estudaremos como algumas variagoes em alguns parametros da corda influ-

!Em inglés isto é conhecido pela expressdo “Boundary Value Problem” ou pela sigla
BVP.
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encia o resultado. Finalmente vamos aplicar o método na comparacao entre

cordas homogéneas e nao-homogéneas.

Por fim, desejamos comentar, rapidamente, exemplos onde o estudo de
PCC se aplica ao caso da molécula de DNA. Sabe-se [12]que a molécula
de DNA possui um comprimento relativamente muito longo, da ordem de
grandeza de 1 metro no ser humano. Isso significa que a molécula de DNA
é extremamente enrolada e compactada de modo a caber num niucleo com
tamanho da ordem de grandeza de 1um = 10~%mn. Sabe-se que algumas
estruturas formadas por vérias proteinas, como a chamada histona, ajudam
neste processo de empacotamento da molécula de DNA. Partes da molécula
de DNA se enrolam em torno destas estruturas sobrando pedacos lineares
entre elas. Estas partes, digamos, centrais ficam suspensas com suas ex-
tremidades fixas pelas histonas. O posicionamento das histonas pode inserir
tensoes e torgoes sobre este pedaco solto e as conformacoes de equilibrio se
caracterizam por ser um PCC. Num outro tipo de interacao com proteinas,
existe um processo onde uma dada proteina inibe a ativacao? de algum gene
impondo sobre o correspondente pedago da molécula de DNA, curvaturas e
torcoes. Um exemplo é a atuacao do chamado lac repressor onde o gene
a ser ativado ou desativado regula a producao de uma enzima que digere a
lactose[51]. Portanto, estes exemplos servem de motivagao para estudar o

caso geral de PCC onde filamentos com os parametros da molécula de DNA

2Por ativacdo de um gene queremos dizer que o processo pelo qual ele é codificado na,
producao de uma proteina, processo conhecido como Transcricao, nao esti sendo inibido
ou impedido.
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sao considerados.

6.2 Meétodo linear de solucao do PCC para fi-

lamentos

Nesta secao nos apresentaremos um método para encontrar a configu-
racao de equilibrio de uma corda com os pontos inicial e final escolhidos,
ro = (%o,Y0,20) € vy = (vy,ys, 27), respectivamente. De fato, como as
equagoes de Kirchhoff sao invariantes ante a translacoes no espaco, nos sem-
pre podemos escolher ry como a origem do sistema de coordenadas carte-
sianos. O problema, portanto, se reduz a encontrarmos a solucao que inicia
na origem e termina num ponto desejado ry. Este método é baseado nu-
ma série de pequenas deformacoes feitas sobre uma dada solucao inicial das
equacoes de Kirchhoff que nao possui a posicao final no ponto desejado.
Vamos chamar esta solu¢ao de solugdo tentativa(ST). A idéia principal do
método é usar a dindmica linearizada para levar o ponto final da solucao ST
até o a posicao desejada, passo por passo. A figura 6.1 mostra uma solucao
ST e como o método caminha em direcao a solucao com o ponto final dese-

jado, ja levando-se em conta que a posicao inicial ¢ mantida na origem.
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3T Corda Snlup’afn Tentativa
1: Cordas Intermediarias
F: Corda Final

Fig. 6.1) Idéia basica do método: mover a corda ST até aquela que possui a

desejada posicao final.

Para obtermos o resultado, nés empregamos uma variacao do chamado
método da matriz de monodromia, desenvolvido por Baranger e Davis|52],
para obtencao de solucoes periddicas em sistemas Hamiltonians cadticos com
N graus de liberdade. Xavier e de Aguiar|[53] extenderam o método para
obtencao de quaisquer trajetérias com posicoes e momentos inicial e final

escolhidos (2N graus de liberdade).

No caso de cordas e filamentos, o PCC apresenta uma dificuldade extra
que é o fato de que as varidveis que se deseja fixar, a posi¢ao final rf, nao sao
as variaveis que aparecem nas equacoes diferenciais que descrevem a corda,

que sao os angulos de Euler. As varidveis que desejamos fixar sao integrais
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das variaveis dinamicas, conforme a Eq. 3.15. Em componentes, a posicao

de cada ponto da corda é dada por:

o(s) = /0 sin 0(s") cos v (s')ds', (6.1)
y(s) = /0 " sin B(s") sin () ds’, (6.2)
2(s) = /Os cosO(s")ds'. (6.3)

Podemos ver, diretamente, que para s = 0 a posicao ry = (z(0), y(0), 2(0)) =

0.

Em angulos de Euler, as solugoes para 0(s), Py(s) e ¢(s), para os casos
homogéneo ou nao-homogéneo, sao obtidas a partir das Eqgs. 5.7, 5.8 e 5.10,

e sao dadas por:

/ Py

= —— A4
v (6.4

, (Py — Pycos®) Py (P, — Pycos)’ cosf ,

P =— F :
6 EG)snd T Beme T Leml (69
e
B s Py — Pycosf(s')

Vi) = o+ | E(s)sin20(s) (6.:6)

Se nos integrarmos as Eqs. 6.4-6.6 com as condigoes iniciais de uma
dada solucao ST e, em seguida, integrarmos as Eqs. 6.1-6.3, obteremos, é
claro, a corda solucao tentativa ST, cujo ponto final designaremos por rgr.

Variacoes nestas condigOes iniciais produzirao variagoes na configuracao da
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corda e, consequentemente, na posicao do seu ponto final. A seguir, nos
deduziremos uma relacao linear explicita entre uma pequena variacao nas
condicOes iniciais dadas por 0y, Py e 19 e as componentes do ponto final da

corda x¢, ys e zy. Isto é feito pela matriz B tal que:

dxf 06y
syr | =B 6Py |- (6.7)
(SZf (51/)0

Uma vez obtida a matriz B podemos obter a relacao inversa, se ela for

inversivel:
(590 (S.Z'f
5P00 = B_1 5yf . (68)
6w0 6Zf

Podemos, entao, caminhar a partir da solucao ST, cujo ponto final é rgr,
até a solucao com o ponto final desejado ry, lembrando de que, por causa
da expansao linear, devemos dividir o "caminho” numa série de pequenos
passos, onde em cada um deles usamos a solucao convergida anterior como
solucao tentativa ST, levando o ponto final da corda, suavemente, até seu

destino final.

O proximo passo, agora, é escrevermos as relagoes entre pequenas vari-
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acoes nas coordenadas da posicao final e os angulos de Euler:

L L
dxp = dz(L) :/0 cos 0(s) cosp(s)00(s)ds —/0 sin 0(s) sin)(s)o(s)ds,
(6.9)
L L
dyr = dy(L) :/0 cos B(s) sin@/)(s)éﬁ(s)ds—i-/o sin f(s) cos 1(s)dp(s)ds,
(6.10)
L
§zp = 02(L) = —/0 sin 0(s)06(s)ds. (6.11)
Usando a Eq. 6.6 nés podemos obter d1(s) em termos de 06(s):
5ub(s) = dub + /0 T A(0(5))80(s')ds', (6.12)
onde A(#) é dado por:
P 2(Py — Pycosf)cosb
Al6) = E(s)sinf E(s)sin® 6 (6.13)

Para encontrar a relagio entre as variagoes 06(s) e 0 Py(s) e seus valores
iniciais (para s = 0) nos consideraremos pequenas variagoes das Eqs. 6.4 e

6.5 em torno da solucao ST:

0Py

(59 :m,

(6.14)

5P} = C(6)50), (6.15)
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onde C(0), que é dado por:

c) = — Py _ (Py — Pycost) (Py —4Pscosf)
E(s) E(s)sin 0

(6.16)
3 (P, — Pycosf)’ cos? 0
E(s)sin* 0

+ Fcos b,

é calculado na solucao ST.

A solugao destas equacoes diferenciais pode ser escrita em termos matri-

ciais na forma;:

(59(8) _ MH(S) Mlg(S) 690 ’ (6]_7)
6Py (s) M5y Mao(s) 0 Pyo

onde M é a matriz tangente satisfazendo a condi¢ao M (s = 0) = 1. No caso

especial onde a solucao ST é periodica, M é chamada matriz de monodromia.

Vamos escrever 66(s) explicitamente:

30(s) = My1(s)d6y + Mi2(s)d Pyo. (6.18)

Usando as Egs. 6.9 - 6.12 nés podemos, finalmente, escrever os elementos de
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matriz B;; como:

By, = [ cos0(s) cosp(s) My (s)ds — [y sinO(s)sinap(s) f§ A(O(s")) My, (s")ds'ds,
By = [ cosO(s) costh(s) My (s)ds — [ sin0(s) sinep(s) f§ A(B(s")) My (s")ds'ds,

Bsy = — [Lsin0(s) My, (s)ds,
By = — [ sin0(s) M5(s)ds,
Bss = 0.
(6.19)
Destes nove elementos de matriz, trés sao triviais: Bi3 = —y(L), By = x(L)

e B33 = 0. As integrais que aparecem nos outros seis elementos de matriz
ocorrem devido ao fato de que desejamos fixar a posicao final ¢, y e 2y, ao

invés de 0, Py e 1.

Desde que nos linearizamos as equagoes de movimento em primeira ordem
nas variacoes de 6, Py e 1, n6s temos que verificar se a nova solucao, para as
novas condic¢oes iniciais 0 = 0y + 00y, Py1 = Pyo + 0Py € 11 = g + 01y, &
uma corda com o ponto final na posicao desejada, com um erro menor que
uma dada precisao. Se a precisao nao é atingida, n6s podemos usar esta nova
solucao #,, Py, e 11 como a nova ST, usando novamente a Eq. 6.8 , agora

com (6x(L),0y(L),dz(L)) sendo a distancia entre a posi¢do desejada e a da
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solucao calculada anterior. O processo pode ser repetido até atingirmos a

precisao desejada.

Finalmente, os elementos da matriz M podem ser obtidos resolvendo-se
as equagoes lineares, Eqs. 6.14 e 6.15 para determinadas condigoes iniciais.
Na verdade, fazendo 06y = 1 e 6Py = 0, a Eq. 6.17 nos da M, (s) = d6(s)
e Myi(s) = dPy(s). Se, por outro lado, nos fizermos 66y = 0 e §FPyy = 1, nos
obtemos Mis(s) = d0(s) e May(s) = dPy(s). Portanto, Myi(s) e Mai(s) sao
solucoes das equacoes linearizadas 6.14 e 6.15 com condicoes iniciais 66y = 1
e 0Py = 0 enquanto que Mis(s) e My (s) s@o solugoes das equagdes com

condicoes iniciais 06y = 0 e 6Py = 1.

No caso da hélice homogénea, solugao mostrada no capitulo 3, é possivel
calcular-se analiticamente os elementos da matriz B e, por conseguinte, o seu
determinante. Verificamos que det B = 0 para a hélice homogénea. Portanto,
B nao pode ser invertida neste caso e hélice homogénea nao pode ser usada
como uma solucao tentativa. Porém qualquer outra solucao, diferente de

0o = Onatice, Ppo = 0 pode ser usada como ST.

E possivel que se deseje obter a solucao de equilibrio cujo ponto final
r; = (zy,yy, 2s) estd numa posicao relativamente distante daquela da solugao
tentativa rsr = (Tsr1,ysrt,2s7). NOs podemos, entdao dividir a linha que
conecta ry a rgr em N segmentos e aplicar o método linear N vezes, moven-
do a corda em pequenos deslocamentos em cada vez. O nimero de passos

necessarios dependera da solucao tentativa.
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A figura 6.2 mostra dois exemplos do método. Nos escolhemos parametros

tipicos da molécula de DNA, como utilizados nos capitulos anteriores.

-10.5
0
19 510

=20

-40

-60

Fig. 6.2) Esquerda: Solugoes ST (linha cheia), intermediaria(linha pon-
tilhada) e final(linha grossa) para um DNA de comprimento L = 151bps.
O ponto final é ry = (0,12, —60); Direita : Solugao final para um DNA

com L = 757bps. O ponto final é ry = (0,10, —400). Os parametros sao

Py =0, P, =0.043 ¢ F = 20pN.

Os parametros mecanicos sao Py = 0, Py = 0.043 e F' = 20pN. Nos

96



mostramos os resultados para um DNA curto, L = 151bps, e outro longo, L =
757bps. A posicao escolhida para os pontos finais, em unidades escalonadas,
éry; = (0,12,-60), para o DNA curto, e r; = (0,10, —400), para o DNA
longo. Para o DNA curto, n6s mostramos juntos a solu¢ao ST, uma soluc¢ao
intermediaria e a final. Podemos, ver, portanto, o “caminho " percorrido pelo
método, a partir da ST, até encontrar a solucao desejada. A solucao tentativa
foi escolhida integrando as equagoes de Kirchhoff com 6y = 1.5rad, Pyy =0 e
1o = 0, que corresponde a uma corda com um ponto final na posi¢ao rg;y =
(1.23,7.73,—38.3). A solucdo intermediaria é dada por 6y = 1.7rad, Py =
—0.009 e )9 = —0.17rad, que corresponde a uma corda com um ponto final na
posicao r; = (0.63,9.86, —49.2). Para o DNA longo, apenas a solugao final foi
mostrada. Neste caso a solucao tentativa é dada por 6y = 2.2rad, Py, =0 e
g = 0, resultando numa posicao final rg; = (8.09,2.15, —347.7). Em todos
os casos, a distancia entre os pontos finais das ST e final foi dividida em
N = 20 segmentos e as solucoes convergiram para as posicoes desejadas com
uma, precisao melhor que 107 em cada componente z, y e z. As condicoes
iniciais obtidas para as solugoes convergidas sao 0y = 1.888rad, Py, = 0.0069
e 1y = —0.447rad para o DNA curto; 6y = 2.396rad, Pyy = —0.0132 e
o = 0.683rad, para o DNA longo.

6.3 Existéncia de solucoes
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As solugoes tentativas usadas nos exemplos mostrados na figura 6.2 fizer-
am o método convergir suavemente as solucoes finais desejadas. No entanto,
em alguns casos, uma dada solucao ST nao converge na solucao destino, nao
importando em quantos passos intermediarios sao divididos a diferenca en-
tre rgr e ry. Como nos veremos nesta segao, este problema esta ligado a
questao sobre a existéncia ou nao de solucoes de equilibrio para uma escolhi-
da posicao final ry. Para um corda de comprimento L, é 6bvio que nao existe
solucao se o ponto final estiver numa posigao rfc > L?. Na verdade, veremos
que as restricoes sao mais complicadas do que esta simples regra e que elas
dependem dos valores para os parametros mecanicos Py, Py e F. E possivel,
que uma solucao para uma desejada posi¢ao r; exista, mas a linha reta que
liga r; a rgp pode passar por uma regiao proibida, impedindo a convergéncia
do método. Neste caso a solucao seria tentar usar outras solucoes ST até
o método convergir. De qualquer modo, é interessante investigar o espaco
total com as possiveis solucoes de modo a termos idéia se a escolha de uma

posicao para o ponto final da corda existe ou nao.

Como discutido anteriormente, cada combinacao de 6y, Py e 1y leva a
uma posicao do ponto final zf, y; e zy. A maneira mais simples de fazermos
um mapa com todas as possiveis posicoes finais é calcula-los variando-se as
condicoes iniciais em todos os valores possiveis. Portanto, dados os paramet-
ros Py, Py e F, nos calculamos ry = ry(6y, Py, ¢) e mostramos o resultado
no espaco xy, yr € zy. Os pontos que estiverem fora do volume formado

pelo conjunto de posicoes finais sao inatingiveis pelo ponto final da corda.
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Entretanto, a alteragao de algum dos parametros mecanicos, como a forca de
tensao, faz com que a regiao de possiveis posicoes finais se altere em taman-
ho e localizacao, incluindo pontos que eram proibidos no primeiro caso e

excluindo outros.

A figura 6.3 mostra dois desses graficos para os parametros P, = 0,
P, =0.043 e FF = 20pN. A figura da esquerda corresponde ao DNA curto,
L = 151bps, e a da direita, ao DNA longo, L = 757bps. Cada figura foi
gerada variando-se as condigoOes iniciais em intervalos de Iy : 0 < 6y < ,
Ip:—0.1< Py <0lely,:—m <1y <m. Dividimos o intervalo Iy em 100
pontos, Ip em 10 pontos e I, em 10 pontos, de modo que obtivemos um gra-
fico com 10000 possiveis posicoes finais. Nos vemos que os graficos formam
estruturas solidas com simetria cilindrica. Isto ocorre pois a coordenada z
nao depende da variavel 1). Vemos que a figura composta por esse soélido nao
é uniforme mostrando regies mais “finas” (onde a distancia ao eixo z de
cada ponto é menor) e mais grossas” (vice-versa). Valores elevados de Py
significam elevados valores para a energia eléstica total da corda e valores
maiores dos que foram considerados no intervalo Ip levam a posigoes finais
com a coordenada z proxima de zero. Podemos ver, facilmente, os limites
externos do solido que se formou, mas nao esta claro se a figura é comple-
tamente densa em seu interior. Para verificarmos isso, vamos aproveitar a
simetria cilindrica do s6lido e definir um mapa parcial onde fixamos um valor
para a variavel ¢y, em 1y = 0, e variamos as outras duas, #y e Pyy. Podemos

reconstruir os mapas originais através da revolucao do mapa parcial em torno
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do eixo z.

Fig. 6.3) Dois mapas mostrando a regiao formada pelas posicoes finais

existentes. Os parametros sao Py = 0, Py = 0.043, ' = 20pN, L = 151bps

(esquerda) e L = 757bps(direita). Ver detalhes no texto.

A figura 6.4 mostra dois mapas parciais com os mesmos parametros da
figura 6.3. vy foi mantido constante e igual a zero enquanto que os intervalos
Iy e Ip sao os mesmos da figura anterior, porém dividimo-los em muito mais

pontos. Para o intervalo Iy usamos 250 pontos e para Ip usamos 20 pontos,
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de modo que o total de pontos calculados foi de 5000 pontos. As figuras
da esquerda e da direita correspondem a DNA curto, L = 151bps, e longo,
L = T757bps, respectivamente. Podemos ver que ambas as figuras formarao
solidos ocos se girados em torno do eixo z, mostrando que os gréaficos da

figura 6.2 nao sao completamente densos.

Fig. 6.4) Dois mapas parciais mostrando a regiao formada pelas posicoes fi-
nais existentes. Os parametros sao P, = 0, P, = 0.043, F = 20pN, L = 151

bps(esquerda) e L = 757bps(direita). Ver detalhes no texto.
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As figuras 6.3 e 6.4 mostraram os limites da regiao formada pelas possiveis
posicoes finais da corda. Para vermos como esses limites variam com os
parametros mecanicos, vamos calcular varios mapas para diferentes valores
da forca de tensao F. A figura 6.5 mostra varios mapas para os parametros
Py, = 0, Py = 0.043 e DNA curto, L = 151bps. De cima para baixo e
da esquerda para a direita as forcas de tensdo sdo: F = 15pN(superior
esquerda), F' = 7pN (superior direita), F' = —5pN (inferior esquerda) e F' =
—10pN (inferior direita). Os intervalos e o ntmero de pontos em cada um
sao os mesmos usados na figura 6.3. Cada um dos mapas mostra o mesmo
comportamento geral discutido anteriormente para os mapas da figura 6.3.
No entanto, vemos uma grande variacao com a forca de tensao, da regiao
formada pelas possiveis posicoes finais de uma corda de comprimento L =
151bps. Inspecionando e comparando estes mapas podemos fazer uma idéia
de que forcas de tensao usar para se obter uma corda em uma determinada
posicao final. Por exemplo, se no6s desejarmos encontrar uma solucao onde
a posicao final da corda possui um alto valor negativo da coordenada z,
como a solucao escolhida e mostrada na figura 6.2, nés devemos considerar
cordas sujeitas a forcas de compressao® e se desejarmos, também , que as
coordenadas x e y possuam valores maiores que zero nés devemos escolher

forcas proximas a F' ~ 15pN ao invés de F' ~ TpN .

3Lembramos que o sinal positivo na forca de tensdo significa compressao sobre a corda
e o sinal negativo significa tensao.
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Fig. 6.5) Varios mapas mostrando a regiao formada pelas posi¢oes finais e-
xistentes. Os parametros sao Py = 0, P, = 0.043, L = 151bps. De cima para
baixo e da esquerda para a direita: F' = 15pN, F'=TpN, FF' = —5pN e F' =

—10pN. Ver detalhes no texto.
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6.4 Variacao com os parametros mecanicos

Na secao 6.2 apresentamos um método geral para a obtencao de solucoes
de equilibrio das equacoes de Kirchhoff com a posi¢ao final, ou posicao do
ponto final da corda, escolhida. Vimos, também, os limites impostos pela ex-
isténcia das solucoes para determinados parametros mecanicos. Nesta secao,
vamos mostrar outra aplicacao do método que é a comparacao entre cordas

com a mesma posicao final, mas sujeitas a diferentes parametros mecanicos.

A figura 6.6 mostra trés configuragdes de DNA curtos, L = 151bps, e a
energia elastica total da corda F7, em unidades escalonadas, como funcao da
forca de tensao F', para cordas com a mesma posi¢ao para o ponto final ry =
(0,12, -60). F = 21.5pN(linha cheia), corresponde ao minimo de energia,
enquanto que F' = 23pN(linha pontilhada) e F' = 15pN(linha grossa) cor-
respondem aos extremos mostrados no grafico da energia. Os momentos Py e
P, sao os mesmos da figura 6.2. Usamos a solucao para F' = 20p/N, mostrada
na figura 6.2, como solucao ST para obtermos a solugao para F' = 19pN e
F = 21.5pN. Usamos estas como ST para as solucoes para F' = 18pN
e ' = 23pN, e assim por diante, até que nao mais pudessemos fazer o
método convergir. Nos podemos comparar a forma das solugoes relativas aos

extremos F' = 15pN e F' = 23pN, que correspondem aos maximos valores da
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energia elastica total com aquela relacionada ao minimo de energia. Podemos
concluir que a solucao para F' = 21.5pN é a mais estavel quando a corda esta
sujeita a condi¢oes de contorno dados pela posicao final acima escolhida.

A figura 6.7 mostra trés configuracoes de DNA curtos, L = 151bps, com
a mesma posicao final ry = (0,12, —60) e a energia elastica total Er, em
unidades escalonadas, em funcao do momento P;. Os outros parametros
estao fixos em F' = 21pN e P, = 0.043. Os trés DNAs correspondem a
P, = O(linha cheia), P, = —0.015(linha pontilhada) e Py, = 0.03(linha
grossa). A corda mostrada pela linha cheia corresponde & solu¢ao de menor
energia como funcao da forca de tensao, vista no caso anterior, figura 6.6.
Agora, vamos ver como esta solugao varia com o momento Py. No6s seguimos
a mesma regra de usar uma solucao convergida como ST para o calculo
da proxima. Lembramos que P, é a componente na direcao z do torque
resultante sobre cada secao transversal da corda. A energia elastica total
nao possui um minimo local bem definido como na figura anterior, porém,
desde que nao existem solugoes para Py menores que —0.015 ou maiores
que 0.03, para os parametros fixos acima e para a posicao final escolhida, a
solu¢ao de menor energia ¢ aquela onde Py = —0.015 que sera, portanto, a

mais estavel.

105



Q001 .

00012

F-0.0014 - .

00016

00018 .

\ \
0002
15 il JA]

F[pN]

Fig. 6.6) Esquerda: trés DNAs curtos, L = 151bps, para F' = 21.5pN (li-
nha cheia), F' = 23pN (linha pontilhada) e F' = 15pN (linha grossa). Direita:
Energia elastica total vs. forca de tensao. A posicao final é dada por

r; = (0,12,—60). Os parametros sao P, =0 e Py = 0.043.
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Fig. 6.7) Esquerda: trés DNAs curtos, L = 151bps, para Py = 0 (linha
cheia), P, = —0.015 (linha pontilhada) e P, = 0.03 (linha grossa). Di-
reita: Energia elastica total vs. momento Py. A posicao final é dada

por ry = (0,12, —60). Os parametros sao F' = 21pN e P, = 0.043.
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6.5 Cordas nao-homogéneas

No capitulo 5 nds estudamos algumas configuragoes de equilibrio para cor-
das nao-homogeéneas. Vimos que se os modulos de Young e de cisalhamento
variarem com a posicao na corda, efeitos cadticos podem surgir ji que as
equacoes de Kirchhoff estacionaria deixam de ser integraveis. Um outro
efeito é o de deformar a solugao correspondente ao minimo global da ener-
gia elastica total da corda em funcao das condicoes iniciais. Esta solucao,
apesar de periddica, nao mais é regular como a hélice e isto decorre apenas

de nao-homogenidades nas propriedades elasticas ao longo da corda.

Nesta secao, vamos estudar, novamente, o efeito da nao-homogeneidade
num contexto de PCC. Vamos comparar as formas das configuracoes de
equilibrio de cordas homogéneas com nao-homogéneas sujeitas aos mesmos
parametros mecanicos e fixas nas mesmas posicoes inicial e final. Como vi-
mos, podemos escolher a origem do sistema de coordenadas na posi¢ao inicial

da corda, de modo que devemos fixar apenas a posicao final.

Vamos considerar a mesma variagao periddica para o moédulo de Young
aplicada & molécula de DNA como considerado no capitulo 5. Vamos rees-

crever, por simplicidade a relacao para o mo6dulo de Young, Eq. 5.4:

9.52
E =1 — 6.20
(s) + o cos Pers’ ( )
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onde Per é o periodo da oscilagdo do mdédulo de Young ao longo do DNA
em unidades de pares de bases e  é um parametro de perturbacao que nao

pode ser maior que 0.66.

A figura 6.8 mostra trés DNA curtos, L = 151bps, e dois DNA longos,
L = 757bps. Os parametros mecanicos sao: Py =0, Py = 0.043 ¢ F' = 20pN.
Usamos Per = 90bps que corresponde ao comprimento de uma volta na
hélice homogénea com os mesmos parametros mecanicos. Para o DNA curto,
figura 6.8 a esquerda, as configuragoes foram calculadas com « = 0(linha
cheia), @ = 0.33(linha pontilhada) e @ = 0.66(linha grossa). A posigao final
escolhida é a mesma das figuras anteriores e vale ry = (0, 12, —60). Da mesma
forma como no calculo das solucoes na secao anterior, a solucao previamente
convergida era usada como solucao ST para o proximo céalculo. Assim, a
solugdo para o = 0(ja obtida antes) foi a ST para o calculo daquela com
a = 0.33, que por sua vez, foi a ST para o calculo da solucao com a = 0.66.
Para o DNA longo, figura 6.8 a direita, as configuracoes foram calculadas
com « = O(linha cheia) e @ = 0.48(linha grossa). A posigao final escolhida,

também, é a mesma usada na figura 6.2, ry = (0, 10, —400).

Podemos ver, claramente, os efeitos da nao-homogeneidade na confor-
macao das moléculas constatando que eles sao significativos. Estes resultados
devem ser entendidos nao como a solucao exata para as conformagoes reais da
molécula de DNA mas sim como a contribui¢ao da nao-homogeneidade a sua
estrutura tridimensional. O sistema completo, DNA -+ meio que a envolve,

é relativamente complexo e efeitos como a concentracao de fons na solucao e
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a interagao com outras particulas sao fatores determinantes da estrutura.

Fig. 6.8) Esquerda: trés configuracoes de DNA curto, L = 151bps com a
posicao final ry = (0,12, —60). « = 0(linha cheia), o = 0.33(linha ponti-
lhada) e aw = 0.66(linha grossa); direita: duas configuragoes de DNA
longo, L = 757bps, com a posigao final ry = (0,10, —400). a = 0 (linha

cheia) e o = 0.48(linha grossa). Os parametros mecanicos sao Py, =0,

Py =0.043, F = 20pN e Per = 90bps.

Em trabalhos futuros pretendemos explorar um pouco mais esses aspec-

110



tos, lembrando que o modelo de Kirchhoff permite a inclusao destes fatores
através de forcas externas. A seguir, apresentaremos as conclusoes finais

deste trabalho de tese e comentamos as perspectivas futuras.
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Capitulo 7

Conclusoes

O modelo de Kirchhoff constitui uma poderosa ferramenta tebrica para
a investigacao do comportamento elastico de filamentos. Apesar de ser um
modelo bem antigo[54], datando da época de Euler e Lagrange[30], somente
nesta tltima década ele tem sido considerado no estudo destes sistemas|25,

55|, especialmente, em aplicagoes & molécula do DNA[13].

Neste trabalho de tese utilizamos o modelo de Kirchhoff para estudar o
comportamento elastico da molécula do DNA ao nivel dos modelos elasticos
ideais. Até entao, longos pedacos da molécula do DNA tem sido estudados
neste nivel na aproximacao de que a molécula é perfeitamente uniforme e
homogénea. Por esta razao, os resultados obtidos sao considerados como
primeiras aproximagoes para o comportamento elastico da molécula e mo-

delagens aos niveis de todos-os-atomos e de pares de bases, tem sido usadas
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para estudar os efeitos devido as propriedades mecanicas que variam com a
sequéncia de pares de base da molécula. O méximo que encontramos na lite-
ratura, é o uso do modelo de Kirchhoff para a molécula do DNA com curvatu-
ra intrinseca dependente da sequéncial42|. A nossa principal contribui¢ao,
portanto, se d4 em considerarmos a dependéncia com a sequéncia de algumas
propriedades mecanicas, como a densidade de massa e os mdédulos de Young
e de cisalhamento. Isto permitiu o estudo destes efeitos no comportamento
elastico da molécula ao nivel dos modelos elasticos ideais. Nossos principais

resultados estao resumidos abaixo.

Primeiramente, gostariamos de enfatizar a versatilidade do modelo de
Kirchhoff para filamentos. E possivel considerar-se uma ampla gama de
situagoes tais como a presenca de forcas externas e de nao-homogeneidades.
Podemos introduzir forcas como a gravidade e a interacao eletromagnética
com particulas externas, bem como considerar a interacao entre as varias
partes da corda. E possivel considerar-se, por exemplo, a forca de contato
entre duas partes da corda, conforme estudado por Tobias et al[16]. Como
vimos no capitulo 4, uma forca de atrito devido a viscosidade do meio foi
incorporada as equacoes de Kirchhoff como uma forca externa, proporcional
a velocidade relativa de movimento da corda. Nao-homogeneidades podem
ser incorporadas ao modelo de maneira direta conforme estudado no capitulo
4, através da densidade de massa, e nos capitulos 5 e 6, através dos modulos

de Young e de cisalhamento.

Vimos que o anel planar torcido, a barra reta torcida e a hélice sao
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as solucoes de equilibrio mais simples das equacoes de Kirchhoff. Ape-
sar de o conjunto de todas as possiveis solucoes de equilibrio para cordas
homogéneas de secao transversal circular ter sido obtido e classificado por
Nizette e Goriely[30] as trés solugdes acima constituem as solugoes padroes
de comportamento eléstico para cordas homogéneas. Todo o trabalho rea-
lizado nesta tese, portanto, é feito em comparacao a estas solucoes, especifi-
camente o anel planar e a hélice, onde podemos ver, claramente, o efeito da

nao-homogeneidade nas conformacoes dos filamentos.

Um problema dinamico foi estudado, qual seja, o estudo da dinamica,
proximo ao equilibrio, de anéis planares torcidos com densidade de massa
variando periodicamente ao longo da posi¢ao, em meios viscosos. Aplicamos
este estudo a um exemplo de molécula de DNA circular. O primeiro efeito
estudado foi o da viscosidade. Concluimos que ela retarda a dinamica apos
perturbacao de um anel instavel. Depois consideramos a nao-homogeneidade
na densidade de massa e concluimos que, mesmo num meio viscoso, a dinami-
ca do anel sentiu o efeito da diferenca na densidade de massa quando a in-
stabilidade é relativamente alta, isto é, quando o expoente caracteristico da
instabilidade é da mesma ordem que o coeficiente que representa o atrito
devido ao meio. O efeito da variacao na densidade de massa foi a quebra da
simetria na deformacao do anel, onde as partes mais leves deformaram muito
mais do que as partes mais pesadas. Consideramos um exemplo, onde uma
molécula de DNA circular é considerada na presenca de um meio aquoso com

fons de Zn?* que, ao se ligarem a molécula, simulariam a situacao estudada
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onde a diferenca entre a parte mais pesada e a mais leve é da ordem de 10%
do peso total de um par de bases. Este trabalho foi publicado no Physical
Review E[31]".

Os problemas estaticos, ou de equilibrio, que estudamos foram as solucoes
possiveis para cordas nao-homogéneas e o desenvolvimento de um método de
resolucao do problema de condigoes de contorno. No capitulo 5 verificamos a
presenca de caos espacial devido & nao-homogeneidade nos modulos de Young
e de cisalhamento, escrevendo as equacoes de Kirchhoff estacionarias numa
formulacao hamiltoniana. Utilizamos uma escala de valores para o méddulo
de Young que retratasse as possiveis variagoes desta propriedade mecani-
ca em funcao da sequéncia de pares de bases da molécula de DNA. Vimos
que uma analise estacionédria em termos do calculo da energia elastica to-
tal da corda como funcao das condicoes iniciais necesséarias a resolucao das
equacoes diferenciais, resultou na presenca de novas solucoes de equilibrio
estaveis que apresentaram comportamento cadtico, conforme observado nos
respectivos mapas estroboscopicos. Portanto, concluimos que os efeitos basi-
cos principais devido a esta nao-homogeneidade nas solucoes de equilibrio
sao: 1) o comportamento caotico espacial de algumas solugoes que se apre-
sentam em formas muito mais compactadas do que as do caso homogéneo
e; 2) a deformagao da solu¢ao de menor energia, que no caso homogéneo
¢ a hélice homogénea. Esta solucao, apesar de apresentar comportamen-

to periddico, conforme anélise do respectivo mapa estroboscopico, nao mais

Ver Apéndice D
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possui o padrao uniforme que a hélice homogénea apresenta. Este trabalho
foi apresentado na conferéncia “Sixth SIAM Conference on Applications of

Dynamical Systems” [56].

No capitulo 6 apresentamos um método para a obtencao de solucoes de
equilibrio das equacgoes de Kirchhoff onde as extremidades do filamento sao
mantidas fixas em posicoes escolhidas. O método consta de levar uma solucao
de equilibrio conhecida, que nao apresenta as extremidades nas posigoes de-
sejadas, até uma solucao que satisfaca as equacoes de Kirchhoff estacionarias
e que possuam as extremidades nas posi¢oes escolhidas. Desde que podemos
escolher a origem como sendo a posicao inicial da corda, o problema se reduz
a fixarmos apenas a posicao da extremidade final da corda. Para resolver-
mos este problema linearizamos as equagoes diferenciais que regem a estatica
do sistema e obtivemos uma relagao linear entre uma pequena variacao na
posicao final da corda em funcao de uma pequena variacao nas condigoes
iniciais necessarias para resolver-se o sistema de equacoes diferenciais. O
resultado ¢ um método numérico onde utilizamos uma solucao considera-
da solugao tentativa, ST, e calculamos a correcao linear para que ela tenha
a posicao final deslocada numa dada quantidade. Testa-se a precisao da
solucao obtida e, caso esta esteja acima da precisao desejada, usamo-la como
ST para a obtencao da solucao desejada. Repetimos o processo até atingir-
mos a precisao escolhida. Mostramos alguns exemplos, onde ja consideramos
os parametros que definem uma molécula de DNA, e verificamos que existem

limites para a existéncia de solucoes, e, consequentemente, para a resolucao
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do problema geral de condigoes de contorno, que sao mais complicadas do que
o simples requisito de que o médulo do vetor que liga a origem ao ponto final
da corda seja menor ou igual ao comprimento total da mesma. Definimos e
mostramos um mapa formado por todos os pontos finais possiveis para uma
dada corda em funcao, apenas, das condigoes iniciais necessarias a resolucao
das equagoes diferenciais, e notamos que a regiao ocupada por esses pontos
é relativamente complicada, com simetria cilindrica, que revela os limites de
resolucao do problema. Estudamos, portanto, como esses limites variam com
a forca de tensao sobre a corda concluindo que esses parametros mecanicos
sao de extrema importancia na existéncia de solug¢oes. Analisamos, em segui-
da, como varia a conformacao de uma corda sujeita as mesmas condicoes de
contorno, mas sob a acao de forcas e torques diferentes. Calculamos a ener-
gia elastica total e obtivemos a solucao referente ao valor de menor energia,
que serd a conformacao de equilibrio mais estavel quando a corda estiver su-
jeita as respectivas condicoes de contorno. Por fim, estudamos, novamente,
o efeito da nao-homogeneidade agora sobre uma corda sujeita as mesmas
condicgoes de contorno, e aos mesmos parametros mecanicos como a forga de
tensao e o torque. Concluimos que o método é extremamente 1til no estudo
do comportamento elastico de filamentos sujeitos a condicoes de contorno
dadas pela fixacao das suas extremidades. Este trabalho foi submetido para

publicacao no Physical Review E[57]%.

Em resumo, este trabalho de tese apresenta algumas contribuicoes para o

2Ver Apéndice D
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estudo do comportamento elastico de filamentos, especialmente, a molécula
de DNA. Estudamos problemas dinamicos e estaticos de grande relevancia
nesta area e gostariamos de mencionar que este assunto ¢ relativamente novo,
que possui alguns poucos grupos que o estudam com competéncia no exterior?

e que é pioneiro no Brasil.

As perspectivas que se abrem sao numerosas. Conforme mencionado an-
teriormente, o modelo de Kirchhoff permite o estudo e a andlise de muitas
situagoes em que um filamento pode se apresentar. Podemos investigar,
por exemplo, problemas onde interacoes com particulas externas ou com
as outras partes da corda sao consideradas; incluir nao-homogeneidades no
problema dinamico; e, ainda, considerar cordas com curvatura intrinseca.
Podemos estudar o problema dindmico exato, numericamente, ja que, con-
forme comentado por Alain Goriely[58|, ainda nao existem trabalhos sobre
caos na evolucao temporal de filamentos. Pretendemos investigar de forma
mais profunda o comportamento cadtico das solucoes de equilibrio obtidas
no capitulo 5. Todos estas propostas sao feitas pensando-se num filamento
elastico inextensivel. Podemos considerar, também, com o modelo de Kirch-
hoff, filamentos onde a relagao constitutiva seja nao-linear, ou, ainda, que a
corda possa ser extensivel, caso este em que o seu comprimento total deixa
de ser uma constante. Por fim, podemos, ainda, aplicar o modelo de Kirch-

hoff no estudo de sistemas diferentes do que foi considerado nesta tese, que

30s artigos citados na referéncia, mostram os grupos que atualmente estudam o modelo
de Kirchhoff com aplicagbes em Engenharia, Fisica, Matemética e Biologia.
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foi a molécula do DNA. Ele se aplica, conforme ja mencionado, a proble-
mas de Engenharia, Quimica e outros sistemas Biologicos como estruturas

filamentérias de bactérias e plantas.
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Apéndice A

Introducao a Mecanica dos Meios

Continuos

A.1 Introducao

Neste apéndice apresentaremos uma introducao a mecanica dos meios
continuos. O objetivo desta apresentacao é a obtencao das equagoes que
representam as classicas leis de conservacao para os momentos linear e an-
gular para um corpo tridimensional. Estas equacgoes sao usadas no capitulo
1 desta tese na dedugao do modelo de Kirchhoff para cordas. Seguiremos as
defini¢oes e formulacoes utilizadas nos textos de mecanica do Symon|28| e

do Sommerfeld|24].
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A.2 Definicoes Preliminares

Nesta secao apresentaremos as defini¢oes iniciais necessarias a deducao

das equagoes de balanco para os momentos linear e angular.

A.2.1 Configuracoes de referéncia e deformada

Consideremos um corpo ocupando uma regiao do espaco tridimensional.
Vamos definir a configuracao de referéncia como sendo a configuracao do
corpo em relacao a qual o corpo serd deformado. Defini-se, entao, a con-
figuracao deformada como aquela que sofreu uma deformacao a partir da
configuragao de referéncia. Seja Ra posicao de um ponto material do corpo
na configuracao de referéncia. Quando o corpo é deformado pela acao das
forcas, a posicao deste ponto muda. Seja Cj a posicao deste mesmo ponto

apos a deformagao(i.e., na configuracao deformada).

Um ponto vizinho a este, com posicao de referéncia R+ dﬁ, serd, defor-
mado para a posi¢ao Q + d@. Como os vetores I e Q estao ligados por uma

deformagao do corpo podemos escrever Q = Q(ﬁ) A figura A1 mostra esses

vetores.
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Fig. Al) Vetores Qe Q+dQ em funcio de R e R+ dR.

A.2.2 Vetor Gradiente Covariante e Contra-variante

Os vetores R e () podem ser expressos em varios sistemas de coordenadas.
Como vimos no capitulo 2, é conveniente introduzir sistemas curvilineos. Va-
mos, entao, considerar o espaco tridimensional representado por dois sistemas

de coordenadas X e Z:

X = (X1, X5, X3) = coordenadas cartesianas
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& = (x1, T3, x3) = coordenadas curvilineas.

O Jacobiano da transformacao X; = X;(Z) ¢ definido por:

Xy 00Xy 09Xa
or1 ox1 or1

OXL, X2 X3) | ox, oxa oxa

J = =
0 (xl, T, a?3) dry  Ox2 Oz

90X, 090Xy 0X3
Oxs Oxg Oxs

(A.1)

Assim a integral de uma funcao qualquer da posicao calculada em um sistema

de coordenadas, pode ser escrita em termos de outros sistemas de coorde-

nadas pela igualdade:

[ = [ f(E @i

(A.2)

Se R é o vetor posicao de um ponto material do corpo, definimos o Vetor

Gradiente Covariante Gy da seguinte forma:

. OR <8R1 ORy ORs

- - al‘k ’ 8xk ’ 6xk

= k=1,2,3
k axk > ) &y

e o Vetor Gradiente Contra-variante:

OR

C_jk . 8xk . 8xk 6xk 6xk
N OR,’ ORy’ ORs

) k=1,2,3.
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A.2.3 Tensor Métrico

Para definirmos o Tensor Métrico vamos escrever o elemento de distancia

em coordenadas cartesianas:
ds® = Xm2 + ch22 + ng. (A.5)

Cada elemento dX; acima pode ser escrito em termos do elemento dx; em

coordenadas curvilineas, da seguinte maneira:

30X
X, =Y %lda:k : (A.6)
k=1 Yk

Substituindo na equacao A.5 temos:

ds? = (o )+ (Shoy fzdes)” + (Shor i)

(A.7)
=3 Gumdr,dz,,,
onde G é o Tensor Métrico que, explicitamente, ¢ dado por:
G_ 3X12 3X22 3X32 1=1.2.3
n=(50) +(52) + (%) =524
(A.8)
Gnm = El STXZ% Gnm - Gmn
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Se considerarmos que G = det G, é possivel demonstrar que:
G=J% (A.9)
A equacao A.2 pode ser rescrita como:

/f()?)d?’X = /f(f)\/éd?’x. (A.10)

Em relacao as configuragoes de referéncia e deformada temos a seguinte

situacao:
Configuracao de referéncia Configuracao deformada
5 _ OR > _ 09
Gk = 5ap Gk = By
OR, IR 9Q; &
Gimn = 21 94, 0 gmn = 1 e o

J=vG J=V9

po : densidade de massa na conf. de referéncia p :idem na conf. deformada

Vb @ Volume do corpo na conf. de referéncia V' :idem na conf. deformada

Um elemento de massa do corpo, em ambas as configuracoes, pode ser

escrito em qualquer sistema de coordenadas pela relacao abaixo:

dm = pydVy = poVGdz, (A.11)
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na configuragao de referéncia e
dm = pdV = p\/gd’x. (A.12)

na configuracao deformada. Unindo as equacoes A.11 e A.12 chegamos a
uma equacao que é consequéncia da conservacao de massa no processo de

deformacao do corpo:

Po\/a = P9 (A.13)

A.2.4 Tensor Gradiente de Deformacao

O tensor gradiente de deformacgao, A, é definido pelo produto abaixo:

Oy, Oz, Oz, Oz
OR;y ORs ORg

A=Y GG =Y | 2% , (A.14)

com
0Q; Oy, - 00

Ay = =2
J zk: 8.’L‘k GRJ 8R]

(A.15)
Se nio ha deformacio, R=Q e A = 1(ver a figura Al).
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Conforme dito anteriormente, os vetores Cj e R estao ligados por uma de-
formacao do corpo, Q = Q(ﬁ), e, portanto, podemos escrever o deslocamento

dQ); da seguinte forma:

0Q;

dQ; = Q;(R + dR) — Q;(R) :ZaR-de’ (A.16)
j j
que pela equacao A.15 pode ser escrita como:
dQ; =) AydR,, (A.17)
J
ou
dQ = A(R) - dR. (A.18)

Ou seja, o tensor A fornece o deslocamento infinitesimal na configuracao

deformada a partir do deslocamento na configuragao de referéncia.

A.2.5 Vetores Diretores

Voltemos as coordenadas definidas na subsecao A.2.1:

X = (X1, X5, X3) = coordenadas cartesianas

T = (x1, T3, x3) = coordenadas curvilineas.
Sejam { X7, Xy, X3} os versores da base no sistema de coordenadas carte-
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sianas. O deslocamento de um vetor posicao R em coordenadas cartesianas
é dado por:
dR = dR, X, + dR, X5 + dR3 X, (A.19)

que pode ser escrito, em coordenadas curvilineas, utilizando a seguinte re-

lacao:

dR; =
8:61 83:2 8x3

drs  i=1,2,3. (A.20)

Mantendo x5 e x3 fixos, temos:

~ OR; 4 0R,y OR3
= X X X A.21
(dR)CEmZ'S <8.2U1 ! + 8331 2 + 8:61 3 dxl, ( )
ou
OR OR, ., OR,. ORs. _ _
—=—X —X —X3 = 0. A.22
8331 8331 L+ 8:61 2+ 8331 5 5 ( )

Este vetor nada mais é que o vetor gradiente covariante definido pela equagao
A.3, na subsecao A.2.1 . Desde que fixamos =5 e x3, a direcao do vetor

g1 € a direcao de crescimento da coordenada z;. Da mesma forma, g, =

R > IR = S :
b0, € 03 = 5, estao nas direcoes xo e x3, respectivamente. Podemos

definir, entao, os versores em coordenadas curvilineas como sendo:

gl g

G 1 (0R . ORy. ORs. o
ZT; (axz X1 + al‘l X2 + 81‘1 X3 1= 1, 2, 3. (A23)
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Como |g;| = \/(%—IE)Z + (%ﬁf)Q + (%—fj’)Q = /Gii , ver equacao A.8, entao:

i=1,2,3.

A condigao de ortonormalidade Z; - ; = d;; implica em:

\ Yii9j;

Gi G 5
1)

o que, pela equacao A.22, leva a seguinte relacao:

OR, 0R, O0Ry0R, n OR3 OR;

8xi 8xj + al'l 8xj 895, al‘j =0 e 7&]’
ou
OR,OR, ., L
;axi%j\—/Gl]—O se 1 #J.

eqA.8

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

Isto significa que o tensor métrico definido anteriormente é diagonal.

A.2.6 O Tensor de Tensao (“Stress”)

Dado um elemento de area orientado dS de um corpo tratado como um

meio continuo, a forca exercida sobre dS é:

F = PdS.
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Onde P é a forca por unidade de area ou pressao. Esta forca nao depende s6
do modulo de dS, dS, mas também de sua orientacio. O Symon|28] mostra

que essa é uma aplicacao linear e a escreve como:
PdS =T -dS = (T -n)ds. (A.29)

Onde T é o tensor de tensao e n é o vetor unitario normal ao elemento de

superficie dS. A forga total sobre uma superficie de drea A é [ [, T - ds.

No livro do Sommerfeld[24] a demonstracao de que o tensor de tensao é
simétrico é baseada na condicao de equilibrio com torque = 0. Considere a

figura A2.
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[ La 4] |

Fig. A2) Elemento de volume, AV, em coordenadas cartesianas. As faces
A e B sao perpendiculares aos eixos X; e Xy respectivamente. AV =

AX,AX,AX;3. T sao componentes do tensor de tensao.

T;; ¢ a forca de contato por unidade de area na direcao “X;” agindo na
face orientada na direcao “X,;”. Por exemplo, T15 é a forca por unidade de
area na direcao “X5” agindo na face orientada na direcao “X;”, que é a face

A conforme a figura A2.

O torque resultante em relacao ao eixo X3, 73, tem contribuicoes a partir
das forcas de contato sobre as faces A e B, e das faces opostas a elas. Da
face A e da face oposta a A temos que o torque (torque = for¢a por unidade
de area x area x distancia ao eixo) 73 vale: T1oAX3AX,AX;. Da face B

e oposta a B o torque vale: —T5;AX;AX3AX,. Somando as contribuicoes
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temos:

73 = AV (Thg — To1), (A.30)

e, analogamente
1 = AV (Tys — T32),
(A.31)
To = AV (T31 — T13) .
Como o torque resultante tem que ser nulo em cada uma de suas compo-

nentes, no equilibrio, obtemos que

T, =Ty, i,j=1,2,3 (A.32)

Vamos definir agora um vetor forca por unidade de &rea resultante sobre

uma face do cubo da figura A2, da seguinte forma:

]5;; = T“X1 + EZXZ + 7—’7;3)23 1= 1, 2, 3. (A33)

Note que este vetor é uma contracao do tensor T com o versor X;: p; = X;-T.

Como o tensor T é simétrico entao:

pi=X;,-T=T- X;. (A.34)
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Consideremos os seguintes produtos vetoriais:

X, X, X,

Xl Xpp=| 1 0 0 |= T12X3 - T13X2 ) (A-35)
Ty, Ty Tis
X, Xo X3

Xoxpo=| 0 1 0 |=TuX —TuXs, (A.36)
Ty Ty o
X Xo X3

Xa Xp3=| 0 0 1 | = T31X2 - T32X1 . (A-37)
T31 T3 T33

Utilizando a equacao A.32, o resultado da soma das trés equacoes acima é
nula:

S Xoxp=0, i=1,23. (A.38)

Essa relacao é valida em qualquer sistema de coordenadas. No sistema

de coordenadas curvilineas, que foi considerado na subsecao A.2.2, teremos:
odixp;=0, i=123, (A.39)
i

onde p; é a forca por unidade de area na face orientada na direcao z;, escrita,

agora, na base {1, xs, x3}.
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Consideremos que o cubo da figura A2 seja bem pequeno. Seja R a
sua posicao. Além das forcas de tensao, consideremos, também, uma forca
externa f por unidade de volume (por exemplo, a gravidade, f =g ). Esta
forca age em cada ponto do volume AV do cubo, sempre no mesmo sentido,
fazendo com que o torque resultante, em relacao ao seu centro, devido a essa
forca seja nulo. No entanto, a forca resultante nao é nula. Na direcao X;

temos:

[TH(X1 + AN Ty (X - A;fl)] AX,AX5+

[To1 (Xp + 452) — Ty (Xp — 252)| AX AN+ (A.40)

[T31(X3 + 8X8) — Ty (X5 — AX?’)] AXIAX, + LAV = pAV X,

2

Dividindo por AV e fazendo o limite de AV — 0 ficamos com:

8T11 8T21 + 8T31
00X, 0Xy, 0X3

+ f1 = pXi. (A.41)

Em forma vetorial fica:

V-T+ f =R, (A.42)

onde R ¢é o vetor posicao do elemento de volume. Integrando sobre o volume

finito V' do corpo obtemos:

(V-T)dV + | fdV = | pRdV. (A.43)
I, Jormw =],
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Podemos usar o teorema de Gauss na equacao acima:

/V(V-T) dV:/A(T-ﬁ) ds. (A.44)

Onde A é a superficie que envolve o volume V. Utilizando a equacao A.34
e substituindo a igualdade acima na equagao A.43 chegamos a equacao de

balanco para o momento linear do corpo:

/A FudS + /V Fdv = /V pRAV. (A.45)

Note que esta equacao é valida para qualquer sistema de coordenadas, carte-

sianas ou curvilineas.

O torque provocado pela acao conjunta das forcas de tensao e das forcas
externas em relacdo a origem (ndo em relagdo ao centro do elemento de
volume) pode ser obtida fazendo-se o produto vetorial entre o vetor posi¢ao

R do elemento de volume e a equacao A.42:
RxV-T+Rxf=pRxR. (A.46)
Utilizando a relagao vetorial :

RxV-T=V-(RxT), (A.47)
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chegamos a seguinte expressao, andloga a equacao A.43:
[ V- ®xT)av+ [ Rxfav= [ jRxRav. (A.48)
v v v

Podemos aplicar, novamente, o teorema de Gauss no primeiro termo da

equagao acima obtendo:

/VV-(RXT)dV:/A(RxT)-ﬁdS. (A.49)
Utilisando, agora, a relagao vetorial :

/A(RXT)-ﬁdS:/A(RxT-ﬁ)dS, (A.50)

e usando a equacao A.34, chegamos a equacao de balaco para o momento

angular do corpo:

—

/A(R X F)dS + /V(R x fdv = /Vp(R < R)dV. (A.51)

A.3 Relacoes Vetoriais

Para fazer a deducao das relacoes vetoriais dadas pelas equagoes A.47 e

A.50, vamos utilizar o tensor de Levi-Civita €;;y.
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A primeira relacao vetorial é:
/ (Rx V-T)dV = / V- (R x T)dV. (A.52)
v v

A deducao segue os passos abaixo:

(R X V- T)i = GiijjazTZk = Gijk[az(RjTZk) - leasz]

= Oi(€iju RjTik) — €ijeT1k01;
= (V- (RxT)); — €Ty

————

=0
A segunda relacao vetorial é:
/(RxT)-ﬁdS:/(RxT-ﬁ)dS. (A.53)
A A

A deducao segue os passos abaixo:

[(R X T) . ﬁ]l = eiijjlenl
= e Rj(Tyeny) = [R x (T - n)l;.
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Apéndice B

Equacoes de Kirchhoff em angulos

de Euler

Neste Apéndice, apresentaremos 0s passos necessarios para escrevermos
as equacoes de Kirchhoff estacionarias em angulos de Euler. Primeiramente,

vamos reescrever as equacoes de Kirchhoff na base diretora, Eq. 3.1:

F' =0, (a)
M +d; xF =0 (b) (B.1)
M = kldl + k2d2 + Fk’gdg . (C)

Vamos escrever essas equacoes em componentes. Na base cartesiana fixa a

Eq. B.1 a) nos fornece:

Fl =0, (B.2)



Da equagao B.1b) usando a B.1c¢) temos:

(kldl + k2d2 + Fk‘3d3)l + d3 xF =0. (B5)

Usando a definicao do vetor “twist ", Eq. 2.6 e a Eq. 2.7, obtemos:

ky — (' = Dkiks = —f1, (B.7)
K, = 0. (B.8)

Onde f; sao as componentes da forca resultante F escritas na base diretora.
Os f; se relacionam com os F; a partir da relagao f; = >°; Si;F; , com Sj;
dado pela Eq. 3.12. Para escrevermos o vetor " twist " em termos dos angulos

de Euler, primeiramente, obtemos uma expressao para o vetor k. A partir

da Eq. 2.7
d,=—d; xk (B.9)
Y dixd;=3k—> (d;-k)d; =2k (B.11)
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ou

1
k = 3 Z d; x d.
i
Usando a Eq. 3.11 duas vezes nés obtemos:
d; = Z ngei = ZS;]Sk]dk
J J:k
e, finalmente,

1 /

i,k

Usando a matriz S explicitamente, Eq. 3.12, obtemos:

ki = 0'sin ¢ — ¢/’ sin 0 cos ¢,

ko = 6 cos ¢ + 1" sin O sin ¢,

ks = ' cosO + ¢'.

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

Podemos, agora, substituir essas equacoes nas Eqgs. B.6, B.7 e B.8 onde us-

amos a seguinte regra para as duas primeiras: |(primeira)*sing + (segunda)*

cos¢g| e [(primeira)*cos¢ - (segunda)*sing| O resultado final sao as Eqgs. 3.14.
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Apéndice C

Método linear de analise

dinamica de solucoes de equilibrio

Neste Apéndice apresentaremos a deducao do método de analise dinami-
ca de solucoes de equilibrio das equacoes de Kirchhoff em primeira ordem
num parametro de perturbacao e¢. Consideraremos, na deducao e expli-
cacao do método, somente o caso homogéneo. Os resultados para o ca-
S0 nao-homogéneo seguem o0s mesmos passos mas somente apresentaremos
as equacoes finais, ao final deste Apéndice, quando necessério. A deducao

seguird os passos apresentados nos artigos da referéncia [29].
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C.1 O método

A idéia principal da analise dinamica de solucoes de equilibrio é fazermos
a expansao da base diretora em poténcias de um certo parametro de pertur-
bacao € e assumirmos que a nova base forma uma triade ortonormal. Vamos

0 & g

definir os termos d, .7 (i=1,2,3) como sendo a base nao-perturbada e a

corre¢cao da base, respectivamente. Assim, a nova base, que designaremos

apenas como d; , sem o indice superior, fica definida por:
d;=d? +edV +0(6?), i=1,2,3. (C.1)

Outro detalhe importante é que podemos escrever a correcao dgl) na base

nao-perturbada:

3
A =3 4,4, =123 (C.2)
j=1

No6s queremos que a nova base d; permaneca ortonormal até primeira ordem

na expansio, ou seja, d; - d; = 6;; + O(€?):

(4 ) - (a4 ) ¢ (4 -4+ 4 a) + O

= b +e (Z Apd?” - dl +3 A5d)” - d;°>> +0(e?)
k
= 6ij +€(Aji +A”) +O(62), Z,] == 1,2,3. (03)
A matriz A tem que ser anti-simétrica para que a nova base permaneca
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ortonormal. Ela pode, entao, ser escrita como:

0 Q3 — Q9
A=l -3 0 o (C.4)
(67) — Q1 0

Desta maneira, podemos rescrever a nova base (equagdo C.1) em funcdo da

base nao-perturbada:

dlV = (@ xd), (C.5)

di=d”+e(@xd”)+0(), =123, (C.6)

onde o vetor d(s,t) = (ay(s,t),as(s,t),as(s,t)) contém a informacao sobre
como a base foi perturbada, a partir de d(s,0) = (a4 (s, 0), as(s,0), as(s,0)),
ao longo da corda. A partir desta tltima relagao é possivel escrever a pertur-
bagao de algum vetor escrito em funcao da base diretora. Seja V tal vetor.

Na base nova ele é escrito como:
i
Nos queremos calcular a perturbacao em primeira ordem de V:

V =VO 1 evh) L O(e?), (C.8)
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isto &, queremos calcular V()| ja que
VO =3 0", (C.9)

e v;, da equacao C.7, é escrito como:
vi =0\ 4 evlV. (C.10)

Igualando as equagoes C.7 e C.8 e utilizando as equacoes C.6, C.9 e C.10

chegamos a seguinte expressao final:
VO =3 (v + (@ x VO);) dl”. (C.11)

A equacao acima permitird escrevermos todas as quantidades dinamicas do
sistema em primeira ordem na expansiao. E conveniente escrevermos todas
as quantidades envolvidas em termos da base estacionéria dz(-o) como fizemos
com a expansao da base diretora, e do vetor @. Se este é conhecido, entao
podemos reconstruir a corda perturbada integrando o versor dj através da

Eq. 2.42 que, usando a equacao C.6 com i=3, fica:

x(s) = /s [dgo) +e (a2d§°) - aldgo))} ds. (C.12)

Podemos expressar, agora, os vetores twist e spin em primeira ordem na
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expansao:

k =k 4+ k@ 4+ 0(e?), (C.13)
w=w 4 ew + O(). (C.14)

Para estes vetores, consideraremos valida, em primeira ordem, as relacoes
dadas pelas equacoes 2.7 e 2.8. A primeira sera utilizada para obtermos k()

seguindo a sequéncia abaixo:
di = (%) + ()" (C.15)

O segundo termo da equagao acima pode ser escrito utilizando-se a equacao
C.6:
(@) = (@xd®) =a xd” +a x (a”)’ (C.16)

= xd” +a x (K xd"). (C.17)

Mas, a partir de d; = k x d; e das equagdes C.6 e C.13 temos:
(@) = k@ x d + k@ x (a x a”). (C.18)

[gualando as equagoes C.17 e C.18 e aplicando identidades vetoriais obtemos

a seguinte equacdo para k(1:

kM =& -k x a. (C.19)
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Analogamente, utilizando a equacio 2.8 chegamos a uma equacio para w:
wl) =@ —w® x a. (C.20)
Mas w(® = 0 para a solucio ndo-perturbada e, portanto:

w) = a. (C.21)

Consideremos a equacdo de Newton 2.41(a):
F" = ds. (C.22)

Utilizando a equacao C.11 podemos escrever a forca F expandida até primeira

ordem em e:
F = FO 10 Zf +e§j (£ + (@ x F9),;) d”+0(e). (C.23)
A equacao de Newton C.22, em primeira ordem na expansao, é dada por:
(FO)" = af. (C.24)

Ambos os lados desta equacao podem ser escritos em termos de «; e fz-(l)

Utilizando a Eq. C.5 e sabendo que a solugao de equilibrio ou nao-perturbada
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é independente do tempo, dgo) =0, o lado direito da equacao acima fica:

d{" = @,d” + @al?. (C.25)

Ja o lado esquerdo da equacdao C.24 é mais elaborado. Derivando F(!) com
relacao a s duas vezes e separando o resultado por componentes nas diregoes
{d&‘”, dgo), dgo)}, chegamos a trés equagoes de segunda ordem em s e t para

seis variaveis independentes {a, o, g, fl(l)a fz(l)a f:gl)}i

i = (A1) =2 (A7) K + 2 (A7) K = A0 (67)2 + (k7))
DR — (k7)) + 157 (KR + (k7))

+15" (K}
O (KO KDy — KO 0 — 2600 — 2400 — (g — (Ka)
17 (KR a1 + s ()2 + (6)2) + an (k) + 20445 — o)

+ £
2 () (K an + k%as) +2 (£7) (K01 — af)
+9 (f?EU))/ (kéo)al + CYIQ) . (fZ(O))” s + (f?so))l/ o,

—h"k o — g (k)2 + (k")2) + cn (k5" + 201 k4" + o)

(C.26)
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(
2

k;°>kg Yoy — Bk 0)a3 — 2k ag —2kVa — (k§°))'a3 — (k"))
(
1

—kgo)kgo)ag (( 24+ ) (k 0 ) + 2a2k( )+ ag’)
=2 (A7) (W05 + k00 ) + ( ) (k3”02 — o)
+2 (A7) (K00 + a4) = (A7) a1 + (£7)" 0,

" /
i) -2 (ff”) k42 (1 ) ((k D)+ (1))
RO — (687)) + £37 (k" 1Y)
KOk ay — kO kY 0y — 2k >a1 - 2k§ oy — (K7) or — (k5”0
(
2

k" ay — ((k( N2+ (6)?) + s (k( )+ 205k + o)

=2 (A7) (a1 + BYaz) 2 (1) (s — o))
(

Was +ap) — (£”) a2+(f§°’)"a1.
(C.28)

Para fechar o sistema vamos considerar as equagoes de torque 2.41 (b) e

(c):
M’ +d; x F=d; xd; +dy x dy, (C.29)

M - kldl + k2d2 + Fk‘3d3 . (030)

Calculando cada parcela da equacao C.29 utilizando-se as equacoes C.30 e

C.19, em componentes, n6s chegamos a mais trés equagoes de segunda ordem
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em s e t para seis variaveis independentes {ay, a9, as, fl(l), f2(1)7 fgf”} :

f3) i = —as i+ on (1= T) ((B7)2 = (k57)?)

—ay (1= 1) (VK" + (k")) (T — 2) 0§ + Tk + of,
(C.31)
— )+ iy = —0s i + 0 (1= T) (K")? = (k57)?)

—ay (1= 1) (K" = (k")) = (T = 2) k" — Dok + o,
(C.32)
2ds — Taly = ar fi” + an 3"

+ar (1= T) (% + (B)) + 0n (1 = T) (K78 — (£))
—T (afk8” — k") .

Estas equacoes podem ser reescritas da seguinte forma:
Ly(k© FO). ¢ =0, (C.34)

onde & = {ay, as, as, fl(l), f2(1), fél)} e Lg é um operador linear de segunda
ordem em s e em t cujos coeficientes dependem dos componentes da solucao
nao-perturbada ou de equilibrio dadas pelos vetores "twist”~ e forca resul-
tante k(® e F(O_ A escolha destes vetores depende da solucdo que desejamos
analisar. Podemos, por exemplo utilizar algumas das solugoes de equilibrio
obtidas no capitulo 3, dadas pelas Eqs. de 3.2 a 3.7. Como neste capitulo

analisaremos o anel planar, escolheremos as Eqgs. 3.2 e 3.3.

A solucao destas seis equacoes diferenciais controlam a estabilidade, ou
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a falta dela, das solucoes estacionarias com respeito dependéncia temporal
linear. Como as equagoes diferenciais para a evolugao temporal do anel apre-
sentam termos dependentes do arco comprimento s, é conveniente introduzir
uma transformacao linear R, que leva estas equagoes a um novo conjunto de

equacoes diferenciais lineares autonomas nas variaveis 3 e g¢:

F=R, @ (C.35)

=R, fU (C.36)

51 = 0y,

Bo + g + 2kgh — TykBY + 262Ty 6, = k2g, — k3T B3,
TysBY + g5 + 26Ty B3 — 2kg] = K%g3 + KTy By,

B — B +Typs — Tk = (1 - T) w261 + g,

Bs — s — '8 = —g1 + T'ykps,

2B3 =T ) — Tkp;

(C.37)

onde k é o inverso do raio do anel conforme explicado no capitulo 3. A
transformacao linear R, é o produto de uma reflexao sobre o eixo d; por

uma rotagao de angulo vs em torno do eixo dj:

COS VS sinys 0
Ry=1] —sinys —cosys 0 | (C.38)
0 0 1
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—,

e 0s vetores @ e fI) sdo @ = (qy, e, a3) e f) = (fl(l), . f:,fl)).

As solucoes normais do sistema de equacoes C.37 podem ser escritas na

forma:

Bi =e” (ijei"”s + A*x;‘-e*i"“s) , j=1,2,3, (C.39)
g; = e (ij+3emm + A*x}‘+36_m“s) , j=1,2,3, (C.40)

onde A é a amplitude das solugoes, * significa tomar o “complexo conjugado”
e n é um inteiro que define o0 modo fundamental das solucoes para o anel
planar torcido. Conforme podemos ver nas equacoes C.39 e C.40, 0 é um
expoente caracteristico da (in)estabilidade destas solu¢oes. O valor de o
determinara se o sistema é estavel ou nao. Se o for diferente para cada modo
n, entao haverd um modo fundamental mais instavel, correspondente a o de
maior valor positivo. Substituindo estas solugoes nas equagoes C.37 ficamos

com um problema linear na forma L - # = 0 onde L é dado por:

2ik3Tyn o? K3Ty (1 + n2) —kK? (1 + n2) 0 2ink?>

—o? 0 0 0 —n2k? 0

3 2 -3 2 2 2

—k°Ty(14+n 0 2ik°yn —2inKk 0 -k (1+n

¥ (14%) ; (1-++7)
—k2 (F +n2— 1) — 02 —iklyn iT'k2n 0 1 0
iklyn —n2k2 — o2 kly -1 0 0
—iTK%n 0 —T'n?k? — 202 0 0 0

(C.41)

A partir desta matriz podemos estudar a (in)estabilidade do anel planar
sob certas condicoes de torcao. Como explicado acima, o valor de o nas

solugoes dadas pelas equagoes C.39 e C.40 informa se a solucao é estavel (o

151




real e menor que zero), oscilatoria (o imaginario puro) e instéavel (o real maior

que zero). Para determinarmos o valor de o basta fazermos A = det L = 0:

A = =2r2(n*k? — 202K + n? + 1 + k%) (n?k* + 1)0°
—k*n?(2Tk* + 2n*Tk? — 2% + Tn? — 10n*k* + 3Tk? — 3Tk n? — 4n2k?
+4nSkt 4+ 8kin? + T + I'n?k? + 4n'k? + ['nSkt)o?
—k8nt(n — 1)(1 + n)(2n*k? + 2n'Tk?% + 2T'n? — 4n?k? — 2124%n?
—I'n?k? + 21242 + 2% — Tk?)o?

—k1Tn%(n — 1)2(1 + n)?(n?k? — %92 — k?).
(C.42)
Esta relacao, chamada relacdio de dispersao é um polinoémio de grau 3 em o2

como funcao de n. Os resultados numeéricos serao considerados diretamente

no texto principal.

Podemos ainda obter o valor critico acima do qual a instabilidade ocor-
rerd. Este limite ocorre quando o = 0. Substituindo na equagao acima

obtemos e fazendo A = 0 obtemos:

=Y - (C.43)

onde Ty, é a torcao total da corda. O menor valor possivel de v ocorre para
n=2:

Yo = KkV3, (C.44)

onde usamos I' = 1.
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C.2 Equacoes para o caso nao-homogéneo

Nesta secao apresentaremos as equagoes finais nas variaveis 5 e ¢ para o
anel nao-homogéneo imerso num meio viscoso. Antes vamos rescrever a Eq.

4.22:
X(5,1) = /0 " dyds’ = /0 1Y + e(0pd™ — a,dV)]ds’, (C.45)
que pode ser rescrita como:
x(s,t) = x© 4 ex®). (C.46)

Conforme as Eqs 4.23 e 4.24 x() pode ser escrito em termos das solucoes
para os 3; dados pela Eq. 4.27 onde consideramos apenas os termos n — @,

nen+ @ (ver secdo 4.2 para maiores esclarecimentos):

o eot as.n H(m— 1 az n— (in—0Q—1 a2 n 3 1
xD(s) = 5 {~ e IR 4 gt olo=QoDes Lo i

+(nai,1n)neZ(n71)m - (nﬁgi%nei(nJrQJrl)ns T (nﬁgi%nei(mr@il)ns + C.C.}€1

_eotf_Gn-q  i(n—Q+1 a2n-Q i(n—Q-1 a2n__i(n+1
2 {z(anJrl)neZ(n s i(anfl)nez(n s i(n+1)nel(n s

%2 ei(n—1 _%2m ' 1 as,n i(n+Q—1
+i(::2_1),.;6l(n )ns_|_ i(n-T—Q-:—Ql)nel(n-'_Q—l_ )ns+mez(n+Q )F"S—FC.C.}eZ

_|_6(rt{i?7ll,jé6)2nei(n+Q)ns 4 ALn pinks 4 @1,n+Q ez(n+Q)ns + c.c.}e3.

ink i(n+Q)k
(C.47)

153



As equacoes finais estao escritas em dois blocos dados por:

—Bsinks + C cos ks
Bcosks + Csinks = —Uplbx(l)a

A

pBi +2bB) — B + TyBy — Tk = (1 — T) k251 + go,
PBQ + 2b52 — By —TyB) = —g1 + [y /s,
2053 + 4b52 =I1'pY — I'rpy,

onde A, B e C sao dados por:

A= p*B) + pbBy — pgs + ' gh,

(C.48)

(C.49)

(C.50)

B = p*Bs + pbBo + pg + 2pkgy — TyrpBy + 262TypB; + Tyrp By — o'y}

—K2pg1 + K TypBs — Tyr?p' By — Kl gs,

(C.51)

C = TykpB + pgy + 26°TypBy — 26pgy — Tykp' By — p'gs — K*pgs

—kTyppy — Tyw?p' Bs 4 kp g1

(C.52)

Estas sao, portanto as equacgoes que serao resolvidas numericamente para se
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encontrar o efeito da variagao da densidade de massa ao longo da corda na

dinamica pos-perturbagao.
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Apéndice D

Artigos publicados e submetidos a

publicacao

Neste Apéndice apresentaremos os artigos publicados e submetidos a
publicacao correspondentes aos resultados deste trabalho de tese. Na or-
dem, estao impressos o artigo da referéncia [31] (Physical Review E63, art.
n. 016611, 2001) e, logo em seguida, o “preprint” do artigo da referéncia
[57](submetido para publicagdo no Physical Review E). O primeiro corres-
ponde aos resultados apresentados no capitulo 4 desta tese e o segundo corres-
ponde ao capitulo 6. Lembramos que os resultados apresentados no capitulo

5 foram apresentados num congresso realizado nos Estados Unidos[56].
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Near equilibrium dynamics of non-homogeneous Kirchhoff
filaments in viscous media

Physical Review E63 (2001) 016611

A.F. Fonseca and M.A.M. de Aguiar
Instituto de Fisica ‘Gleb Wataghin’, Universidade Estadual de Campinas, Unicamp,

13083-970, Campinas, Sao Paulo, Brasil

Abstract

We study the near equilibrium dynamics of non-homogeneous elastic fila-
ments in viscous media using the Kirchhoff model of rods. Viscousity is
incorporated in the model as an external force, that we approximate by the
resistance felt by an infinite cylinder immersed in a slowly moving fluid. We
use the recently developed method of Goriely and Tabor [1,2] to study the
dynamics in the vicinity of the simplest equilibrium solution for a closed rod
with non-homogeneous distribution of mass, namely, the planar ring config-
uration. We show that small variations of the mass density along the rod is
sufficient to couple the symmetric modes of the homogeneous rod problem,
producing asymmetric deformations that modify substantially the dynamical
coiling, even at quite low Reynolds number. The higher density segments of
the rod tend to become more rigid and less coiled. We comment possible

applications to DNA.
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I. INTRODUCTION

A rod, or filament, is a tridimensional object with two of its dimensions much smaller
than the third, i.e., with its length much larger than its cross section. The study of the
mechanical properties of rods is of interest in many fields of science. Examples are the
motion of vortex tubes in hydrodynamics [3] and the shapes and dynamics of biomolecules
[4-6] and bacterial fibers [7,8]. In engineering, the theory of rods has been applied to the
study of sub-oceanic cables [9-11] and has lead to important applications in the installation
process and stability of optical fibers [12,13].

The dynamics of inextensible rods is governed by the Kirchhoff equations. These equa-
tions, to be described in detail in section 2, form a set of nine partial differential equations
in the time and arc length of the rod, involving the force, torque and a triad of vectors de-
scribing the rod itself. These equations are the result of Newton’s second law for the linear
and angular momentum applied to the thin body plus a linear constitutive relation between
torque and twist. The Kirchhoff model holds true in the approximation of small curvatures
of the rod, as compared to the radius of the local cross section.

In most of the cases found in the literature, thin elastic structures are modeled by
uniform filaments. In some problems, however, it is important to take into account the
non-uniformities of the structure, like its mass density or its bending and twisting stiffness.
Going down to microscopic details, some authors [14-16] have applied the so-called Sequence
Dependent Anisotropic Bendability models to study local bending of DNA. In these models,
the rod is divided into small discs, each corresponding to a DNA base pair. The mechanical
properties of the discs are assigned according to the base pair it is supposed to represent.
This procedure, however, is computationally applicable only to small molecules.

In this work we give a step towards incorporating fine structure properties into the
continuous rod model [17,1,2]. The main advantage of a continuous treatment of non-
uniformities is that they can be included directly into the differential equations describing

the dynamics, allowing for the modeling of long non-homogeneous filaments. In this article
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we shall restrict ourselves to the study of closed rods whose mass density vary periodically,
simulating either fine scale properties that have survived the large scale average or the
binding of external particles to the filament. More specifically, we study the dynamics of
such rods near their most simple equilibrium configuration, the so called planar ring solution.

Non-uniformities in the distribution of mass changes the local inertial forces. The ef-
fective role of these forces, however, depends crucially on the medium where the rod is
immersed. In the case of biomolecules, for instance, inertial forces are not usually consid-
ered due to the very small values attained by the Reynolds number in typical biological
media. Goldstein and Langer [6] developed a formalism to treat the case where inertial
forces are totally discarded. In fact, inertial forces are irrelevant when compared to external
forces like gravity or electromagnetic forces if the body is immersed in a very viscous fluid
[18]. In this paper, however, we are concerned with internal forces. In particular we wish
to answer the question of how a flexible polymer react when submitted to a large torsion
if its mass distribution is non-uniform. In order to answer this question we generalize the
Kirchhoff’s equations to model rods immersed in viscous fluids. With these new equations
we are able to study the balance between inertial forces, partly due to internal elastic forces,
and viscous forces in the framework of the Kirchhoff rod model.

The dynamics in the vicinity of a homogeneous planar ring was first studied by Zajac
[11], who showed the existence of perturbed solutions for the planar ring with total twist
larger than a certain critical value. The Zajac solutions are similar to the (symmetric)
normal modes of a string or membrane. In this work we show that the introduction of small
periodic non-homogeneities into an initially uniform rod may produce important changes
in the shape and symmetry of its near equilibrium dynamics, depending on the periodicity
of the perturbation as compared to the linear instability modes (the Zajac modes) of the
uniform rod. We also show that, if the total twist of the rod is relatively large, than,
even at quite low Reynolds numbers, a non-homogeneous distribution of mass can change
qualitatively the dynamics.

This work is organized as follow. In Section 2, we extend the Kirchhoff model for rods to
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include mass non-uniformities and the viscous medium. Non-uniformities in the mass density
can be easily included in the Kirchhoff equations, although it complicates the analysis of
the near equilibrium dynamics. Viscous forces are incorporated as external forces. These
are modeled by the resistance felt by an infinite cylinder in a slowly moving fluid (creeping
motion) [19]. Non-uniform bending or twisting stiffness can also be introduced in the model,
but that will be the subject of a future publication. In Section 3 we describe the famous
twisted planar ring equilibrium solution of the Kirchhoff equations. In Section 4, we apply
the method of Goriely and Tabor [2] to study the dynamics in the vicinity of the planar
ring configuration for a homogeneous closed rod in a viscous medium. In Section 5, we
consider the non-homogeneous rod and compare its dynamical evolution with the case of
zero viscousity, for the same parameters used in Section 4. In Section 6, we apply this
model to a closed DNA with 168 basepairs. At typical linking number deficit of 5% [21]
this closed DNA is stable. But for a total twist deficit (or excess) of the order of 100% the
near equilibrium dynamics of the DNA does feel the effects of the mass distribution even at

realistic Reynolds numbers. In Section 7 we summarize our conclusions.

II. THE KIRCHHOFF MODEL FOR RODS IN A VISCOUS MEDIUM

The Kirchhoff model describes the dynamics of thin elastic filaments within the approxi-
mation of linear elasticity theory [17]. The Kirchhoff’s equations result from the application
of Newton’s laws of mechanics to the thin rod, and consist of two equations describing
the balance of force and angular momentum and a third equation containing a constitutive
relationship of linear elasticity theory, relating moments to strains. These equations are
non-linear and of difficult solution.

We introduce the Kirchhoff’s model following closely the presentation of reference [17].
The classical conservation laws of linear and angular momentum for a tridimensional body

of volume V' and enclosed area A are:

/ApndeL/Vde:/VdeV. (1)
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where p,, is the contact force per unit area exerted on the oriented surface element dS =
n dS, p is the mass density and X is the position with respect to a fixed origin. External
forces per unit volume acting on the body are represented by the vector f.

We want to apply these equations to the particular case of a rod. For that, we consider
the rod as a thin tube whose axis is a smooth curve x in the 3-D space parametrized by arc
length, s, and whose position depends on time: x = x(s,t). A local orthonormal basis, (or
director basis) d; = d;(s,t), i = 1,2, 3, is defined at each point of the curve, with d3 chosen as
the tangent vector, d3 = x'. In this paper we shall use primes to denote differentiation with
respect to s and dots to denote differentiation with respect to time. The two orthonormal
vectors, d; and ds, lie in the plane normal to ds, for example along the principal axes of
the cross section of the rod. We choose these vectors in such a way that d;,ds,d; form a
right-handed orthonormal basis for each value of s and ¢. The space and time evolution of

the director basis along the curve are controlled by spin and twist equations
d =k xd;, d, =wx d; i=1,2,3 (3)

which follow from the orthonormality relations d; - d; = d;;. The components of £ and
w in the director basis are defined as k = 2?21 k;d; and w = 2?21 w;d;. k; and ky are the
components of the curvature and k3 is the twist density of the rod. The solution of the spin
and twist equations determines ds(s,t), which can be integrated to give the space curve
x(s,t). The Kirchhoff model assumes that the filament is thin and weakly bent (i.e. its
cross-section radius is much smaller than its length and its curvature at all points). In this
approximation it is possible to derive a one-dimensional theory where forces and moments
are averaged over the cross-sections perpendicular to the central axis (the curve x) of the
filament.

Let the material points on the rod be labeled by

X(s,t) = x(s,t) +r(s,t), (4)
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where
r(s,t) =z di(s,t) + x2 da(s, t). (5)

gives the position of the point on the cross section S, perpendicular to x’, with respect to
the central axis. The total force F = F(s,¢) and the total moment M = M(s,t) on the

cross section are defined by

F = s dS. 6
/S(s)p (6)

M:/ r X psdS, (7)
S(s)

where p; is the contact force per unit area exerted on the cross section S. In terms of the
director basis we write F = Ef’zl fid; and M = Z?ﬂ M;d;.

In order to derive a set of equations describing the rod as a one-dimensional object, the
rod is divided into thin discs of length ds and cross section S(s), and Egs. (1) and (2) are

applied to each of these discs. The result is

F’+/ de:/ Xds, 8
S(s) S(s)p ( )

M’+x’xF+/ rxde:/ pr x XdS, 9)
S(s) S(s)

where we have written dV = ds dS and used the fact that p, is non-zero only at the sections
S(s) and S(s + ds).

In this article we are interested in the dynamics of rods immersed in viscous fluids. We
therefore incorporate the viscous friction through the external force f. Assuming that the
rod moves slowly in the fluid we approximate the resistance felt by the rod by that felt by
an infinite cylinder in a viscous fluid flow. This is a well known result [19,20] and gives the

resistance force per unit length in the direction of the flow as:

—47n

fo = 0.5—c—1In (U{f%) b (10
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where 7 is the viscosity of the medium, R is the radius of the cylinder, p,, is the density of
the medium, U is the velocity of the fluid with respect to the cylinder and ¢ is the Euler’s

number. The ratio

URp,,
n

(11)

is the Reynolds number R, of the system.

Since viscous forces act only on the external surface of the rod, we impose that the total
external force integrated on the volume to be the same as the force per unit lenght integrated
on ds, i.e., [, fdV = [, f,ds. We find that the external force in Eqs. (8) and (9) has to be

written as

5 (12)

Using Egs. (4) and (5) and assuming that the rod has a uniform circular cross section

of area A, Egs. (8) and (9) can be simplified to yield:

F' — bAdy = - ((S)) (F' — bAX) + p(s)Ads | (13)
ps
M’ +d; x F — 261 (dy x dy +dy x dy) = p(s)T (d; x dy +dy x dy) . (14)

where [ is the principal moment of inertia of the cross section and b is obtained from Eq.

10:

1 4d1n
b=— . 15
A <0.5—c—ln%> (15)

Notice that Eq. 8 was differentiated with respect to s. In the case of constant mass
density, p' = 0, this has the effect of removing x from the system of equations, leaving only
the director basis vectors as variables. To get rid of the x in the term with p’, one has to
differentiate this equation once more. We shall get back to this point later on.

In order to close the system of equations we need a constitutive relation relating the local

forces and moments (stresses) to the elastic deformations of the body (strains). In linear
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theory of elasticity, for a homogeneous elastic material, the stress is proportional to the
deformation if this deformation is small. The Young’s modulus (F) and the Shear modulus
(1) characterize the elastic properties of the material. Therefore, it is possible to obtain, for
small deformation, a constitutive relation for the moment. In the director basis the relation

is [17]:

where k; are the components of the twist vector and k' are the components of the twist
vector in the unstressed configuration. The case £k} = 0 corresponds to the case of a naturally
straight and untwisted rod. We shall assume k;j' = 0.

Egs. (13), (14) and (16) can be further simplified by the introduction of scaled variables.

We first write the mass density in the form

p=po(1+0dp) (17)

where py is constant and dp carries the fluctuations of p along the rod. Following [1] we

make the changes:

t— /2, s— s /L, F— AEF, b— /280
(18)
M — MEVAI, k— H\/%, w—w ;‘—p]g, p— p/po.
In the new variables the Kirchhoff equations become
/

P oy = 2O bk p(s)Ady (19)

p(s)
M’ +d; x F—2b(dy x dy +dp x da) = p(s) (dy x dy +dp x da) (20)
M - k‘ldl + k'gdg + Fk3d3. (21)

where p = 1 + dp is now a dimensionless function of arc length s and ' = 2u/F varies

between 2 (incompressible material) and 1 (hyperelastic material).
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These nine equations form a set of nonlinear, partial differential equations of second

order in time and in arc length for nine unknows: force, moment and director basis vectors.

The simples stationary solution is the well known twisted planar ring [1], that we discuss

briefly in the next section. In sections 4 to 6 we shall analyse the dynamics of rods near this

equilibrium configuration following the proposition of Goriely and Tabor in reference [1]. In

sections 4 and 5 we study the cases: i) p =1 and b = 0; ii) p = 1 and b # 0; iii) p = p(s)

and b = 0; and iv) p = p(s) and b # 0. Before we do that we briefly review the twisted

planar ring solution.

III. THE PLANAR RING CONFIGURATION

The stationary solutions of Eqs. (19)-(21) are obtained by setting the time derivatives

equal to zero in the first two of these equations:

M +dsxF=0

The only acceptable solution of Eq. (22) is F' = constant (see the original Eq.

Differentiating (21) with respect to s and using that d; = k x d; gives
M' = [k} + (T — 1)koks]dy + [ky — (T — 1)k k3]ds + Tkids
Replacing (24) in (23) and recalling that F = " f;d; gives

kll + (F - 1)]€2]€3 — f2
kb — (' — V)kiks = —fi
K, =0

(22)

(25)

These equations can be solved in terms of Euler angles. Let e; be a set of orthonormal

cartesian basis vectors and
3
di =35 e
i=1
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with

cosfcospcosty —singsiny  cosfcospsiny +sinpcosy  —cos@sinf
S = | —cosfsin¢costy — cospsiny — cosfsinpsiny + cospcostp sin psinf (27)
sin f cos ¢ sin @ sin ¢ cos

In terms of the Euler angles 6, ¢ and v, Egs. (25) become

0" — (¢')%sinf cos @ + Ty’ (¢ + ' cos) = —(Fycosth + Fyysine)) cosf + Fysin 6
YP"sin @ + 2¢'0' cos @ — L0 (¢' + ' cos @) = Fysinp — Fycos ) (28)
Y"cos = Y'# sinf — "
where we have defined F = Y f;d; = > Fje; and used the relation k = %Z d; x d,.

The most simple solution to these equations is

F =T'vk e
0 =mn/2 (29)
¢ =vs+m/2
Y = KS
for 0 < s < 27/k. The director basis vectors in the cartesian basis are given by
— €OS Ys sin ks sin 7ys sin ks COS KS
di = | cosvyscosks ds = | —sinyscosks d; = | sinks (30)
sin s COS YS 0
and the central curve is
x(s) = l(sin KS €] — COSKS €3). (31)

K

This solution is the famous planar ring configuration. The meaning of the integration
constants v and k is clear: R = 1/k is the radius of the ring and 27v/k is the total twist,
i.e., the number of turns of the vectors d; and d, about the tangent vector ds.

The twist and spin vectors can be readly computed and are given bellow, together with

the expression for the force in the d; basis:

166



k = ksinysd; + kcosys dy + v ds

= YCOSKS €] + YSinKkS € + K €3

F = Tyk(sinys d; + cosvys ds) (32)
= F’Wﬁ} €3
w =0

We remark that all stationary solutions of the Kirchhoff equations (19)-(21) are inde-
pendent of b or any fluctuation that might exist in the distribution of mass along the rod.
The dynamics, however, does depend on these elements. This means, for instance, that
the rod may be driven to different equilibria if immersed in different media or had different
mass distribution. We investigate the effects of viscousity and mass distribution in the next

sections.

IV. EFFECT OF VISCOUSITY IN THE HOMOGENEOUS ROD

As we mentioned in the Introduction, the effects of non-homogeneities in the mass dis-
tribution along a rod can be drastically reduced if the Reynolds number of the system is
too small. In this section we shall study the effects of viscousity alone in the rod dynamics.
Non-uniformities in the mass density will be treated in the next section. Here we shall adopt
the analysis proposed by Goriely and Tabor [2] and focus on the time-dependent behavior
of homogeneous rods in the vicinity of the planar ring equilibrium.

Goriely and Tabor present in great detail the method of linear analysis of Egs. (19)-(21).
Here we briefly summarize the main steps of the procedure. The basic idea is to expand the
director basis (and all dynamical quantities related to the system) in terms of the director
basis of the equilibrium position, the unperturbed basis.

Let dz(-o), 1 =1,2,3, be the solution of the stationary Kirchhoff equations for the twisted

planar ring, Eq. (30). The perturbed basis, d;, is written as:

d; =ad +ed” +0(?), i=1,2,3. (33)
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where € is a small parameter. The corrections dz(-l) are obtained from the Kirchhoff equations
and from the requirement that the perturbed basis remains orthonormal to order e, i.e.

d; - d; = d;; + O(€?). This implies that the vectors dgl) can be written as

dV = a xad?, (34)

) )

where « is a vector to be determined. The perturbed rod can be reconstructed by integrating

the tangent vector:
x(s) = / dsds = / [dgo) +e (azdgo) — aldgo))] ds. (35)

All dynamical quantities are likewise expanded to first order in the perturbation parameter

€. For any such quantity G we write

G = GO +GY 1+ 0(e?)

(36)

and, in terms of d?,
GO =¥ 40q"), (37)
GO =3 (¢ + (ax G) ) d. (38)

In this section we consider only the case of constant density, p’ = 0 and p = 1. Applying
this perturbation expansion to the Kirchhoff equations we obtain a system of six equations

of second order in s and ¢ for the six independent variables a;, as, as, fl(l), f2(1)7 fgfl):

o+ = (1) =2 (187 K0+ 2 (7)) 19 (97 + (40)?)
+f5) (OB = (k7)) + 57 (VR + (k")
kR s — Bk 0 — 288 ol — 260 — (K Y0 — (K )'s)
KR ar + as (6)2 + (5)?2) + an (k) + 2046 — o) (39)
+ A7 (b K 0r — ap ()2 + (k7)) + 0 (K) + 201557 + o)
) (k0 + £ as) +2 (A7) (Ko — a3)
+2 (A7) (K701 +0b) = (A7) s + (£)" 0,
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—Gin — bay = (/3" ) 2 (£ ) A +2(f1 ) B — 57 ()2 + (657)?)
157 (KR = B)) + £ (OB + (67)

+ 157 (KRS 0 — k§ Jk >a3 — 2k )a3 - 2k§ o — () oz — (7))

17 (KR ag + ar ()2 + (67)%) + aa (k") + 205k — of)

A7 (kK 0 — o (B7)2 + (65)2) + aa (K1) + 205K + o)

=2 (A7) (Va5 + k%) +2 (A7) K0z - af)

+2 (") (K002 + af) — (A7) a1+ (£7)" as,

HOY =2 (A R+ 2 (1) KO A (0 + )

RORY = R7)) + 13 (VR + (1))

Ok ap — Bk oy — 26l — 26870 — (B Yon — (K )')

kB s + o (6)2 + (k<°>)2) +as(k") + 204k — of)
k%D — (( N2 4 (kD)2 ) as (k) + 204kL + a’l')

=2 (A7) (0 + KVaz) 2 (A7) (K0 - o)

+2 () (K5 +ah) — () e+ (£7)"

f57 4 én + 2061 = —asf{” + an (1= T) (6”2 = (K")?)
—ay (1= T) (KB + (B”)) (T = 2) ahk” + Tkl + o,

— 1Y + iy + 2by = —a3 i + 0n (1= T) ((K)2 — (k)?)
—ay (1=T) (K"K = (k")) = (T = 2) aik§” — Tak” + o,

203 + 4bas — Tafj = Oélfl(o) + a2f2(0)
+ar (1= T) (B8 + (6)) + 0n (1 = T) (K755 — (67))
—T (i k" — ki) .

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

In these equations fi(l) is the term ¢\ of Eq. (38) for G = F, and fi(o) and k§°) are the i-th

)

component of the force and the twist vector, respectively, in the equilibrium configuration.

These equations can be formally written as
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Ly (k(O), f(O)) =0 (45)

where 1 = (o, a9, a3, fl(l), fZ(I), f:)fl)) and Lg is a linear, second-order differential operator in
s and t whose coefficients depend on s through the stationary solution (k(®, f(©)).

For the planar ring solution, the vectors k, w and F are given, in the dEU) basis by,
k©) = (ksinys, k cosvs,v), w® =0 and F = (I'yk sinys, vk cosvs, 0), where v is twist
density, K = 1/R and R is the radius of the rod (see Eq. (32)). Egs. (39) to (44) can be

further simplified with the help of new variables [2]

=R, a, (46)
and
g=R,- f(l) (47)
where
cosys —sinys 0
R, =] —sinys —cosvys 0 (48)
0 0 1

This transformation leads to an autonomous set of differential equations for 5 and g¢:

Bi +bBy = 925

B + 0Bz + g1 + 2695 — Tywfy + 26°TB] = K291 — K°Tfs,
DyeBY + g + 262085 — 264 = K%g3 + k3T,

Bi+2bB1 — By + TyBy — Ty = (1 - T) k2B + g2,

Bo + 2b83, — 5 — 081 = —g1 + Tykps,

205 + 4bBs = T8y — T'rf3;.

(49)

The general form of periodic solutions for § and g can be obtained in terms of a Fourier

analysis:

B; =e”t (ajem’“ + c.c.) j=1,2,3, (50)
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g; = e (aj+3em’“ + c.c.) j=1,2,3, (51)

where c.c. stands for complexr conjugate, n is an integer which defines the mode of the
fundamental solutions and o is the characteristic exponent of each mode. Substituting these

expressions into the differential equations for # and ¢ leads to a 6 x 6 linear system

L-a=0, (52)
where
2ik3Tyn o2 + bo k3T (1 + n2) —kK? (1 + n2) 0 2ink?>
—o% —bo 0 0 0 —n?k? 0
—k30y (1 + n? 0 2ik3'yn —2ink? 0 —k2(1+n?
(14 7) . (1+4+7)

—K2 (F +n?— 1) — 02 — 2bo —ikl'yn iTk2n 0 1 0

iklyn —n2k2 — 02 — 2bo kly -1 0 0

—iT'kn 0 —T'n%k? — 202 + 4bo 0 0 0
(53)

The eigenvector corresponding to the null eigenvalue determines the coefficients a;. The
imposition that A = det L is zero determines 0. The determinant can be computed analyi-

cally and gives
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A= —2k%(n*k? — 2n2%K? + n? + 1 + k%) (n?k% + 1)0"
—20K%(6K*n%(—1 + n?)? + 4(1 + n?) + 56%(1 — n® + 2n*))o”®
—k%(20%(126*n2 (=1 + n?)? + 5(1 + n?) + 8x%*(1 — n? + 2n*))
+r2n2 (20K + 2n*Tk? — 2k* + Tn? — 10n*k* + 3Tk? — 3Tk*n?
—4An?K? + AnSk* + 8k*n? + T + Tn?k? + 4n*k? + Tnk?))o?
—br?(4b* (1 + n? + 4x*n? (=1 + n?)? + £2(2 — 2n? + 4n?))
+r2n% (462 (=1 + n?)(26% + 3n? — 6k*n? + 4k*n?) (54)
+0(2 + 9x% + 8k1 + 2n? + 3x%*n? — 12k'n? + 6Kk%*n* + 4k'n%)))o?
—k*'n?(k*'n?(—1 + n?)(25% — Tk? + 2T'n? — 4k°n? — T'k?n?
+2k%n* + 2Tk*n? — 29°T2%(—1 + n?)) + b*(8k*(—1 + n?) (k% + n? — 3x?n?
+2k2n1) + (1 + 662 + 8k* + n? + 2k%n? — 12k*n? + 4k?n* + 4k*n5)))o?
+2bk3n*(—1 4+ n?)(=Tn? + 292T%(—1 + n?)
—k*(—=14+n?) (=24 + 2n* + 2I'n?))o
+TRONS (=1 + n?)?(7?1?% — k2(—1 + n?)).
Solutions with real positive o identify the unstable modes. These are the most relevant
modes, since they grow exponentially even for small perturbations. Although the general
solution of the equations of motion is a linear combination of these modes, the one with the
largest exponent dominates the dynamics and we call it the principal mode.
If we set b = 0 we recover the dispersion relation that is presented in reference [2]. We see
that the viscosity do not change the critical value of the twist Tw for which the stationary

solution first becomes unstable. Setting o = 0 in the above relation we obtain:

¥ n?—1
= i# (55)

Tw =

which is independent of b. The lowest mode for which we have a unstable solution is n = 2
and this leads to Zajac’s critical twist: Tw,. = v/3/T [11].

In Figure 1 we see typical plots of o versus n for b = 0, 5 and 10 with the same parameters

used by Goriely and Tabor [2], namely, kK = 2, v = 15 and I' = 1. In all cases we see that the

maximum value for o corresponds to the mode n = 4. This mode, for the above parameters
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is, then, the principal mode. For large n all modes are damped. Notice that o(n = 4)
decreases with b. Figure 2 shows on the left the principal mode n = 4 for b = 0. In this
figure the rod has been slightly moved from its unstable equilibrium position and evolved
according to the linearized equations for a (scaled) time ¢ = 1.0. For b # 0 the shape of the
evolved rod is identical to that shown in this figure for b = 0. The only effect of the viscous
medium is to slow down the dynamics. At b = 5, for instance, it takes ¢t = 1.86 to reach the
same configuration and for b = 10 it takes ¢ = 3.0. The shape is symmetric with respect to
rotations of /2 about the z-axis for all values of b.

The component k3 of the twist vector is the twist density, v,(s), along the closed rod in

the perturbed configuration. The expression for 7,(s) is:
Yp(s) =7 +e (ag + ankl” — alkéo)) . (56)
Using equations (46), (47) and (48) this can be written as:

Wls) =7 +e(By —kb). (57)

It is interesting to calculate the so called Linking Number Lk of the perturbed closed rod.
The White’s formula defines [22,23] the Lk as

Lk =Tw+ W, (58)
where Tw is the Total Twist of the rod,

T = - /OLkg(s)ds, (59)

T or

and W is the Writhing Number of a closed space curve. Despite the existence of an explicit
formula for the writhing number [22] of any space curve, we calculate it using the White’s
formula (58) because of the topological invariance of the linking number, i. e., the linking
number is a constant for closed rods. Thus, the linking number of the unperturbed config-
uration (planar ring) is the sum of its total twist and its writhing number. The writhing

number of a planar ring is zero [23]:
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W =o. (60)
The total twist is calculated using the Eq. (59) and for kéo) =~vand L = 2?” We obtain
Tw® = 7. (61)
K

Then, the linking number is:

Lk =Tw® + w© =1, (62)

K
We now can calculate the total twist of the perturbed configuration through the Eq. (57).
Since the 3;(s) are oscillatory functions of the arc length s (see the Eqs. (50) and (51)) the
integral in Eq. (59) is null for the term in order O(e) and the total twist of the perturbed

rod is the same of the planar ring:

I 1 ¥ v
Tw —/0 fyp(s)ds:%/o fyds:; (63)

:27r

The writhing number of the perturbed rod is:
W =Lk —-Tw=0. (64)

Therefore, we choose the twist density, as a function of arc length s, as the main quantity
to show how each cross section deforms along the closed rod. Figure 2 shows on the right
that the twist density 7,(s) has also period 7/2, as we could guess from the shape of the

rod on the left.

V. EFFECT OF VISCOUSITY IN THE NON-HOMOGENEOUS ROD

After having studied how the viscousity affects the near equilibrium dynamics of the
twisted planar ring we introduce non-uniformities in the rod, allowing for small variations
in the mass density p, simulating either fine scale properties that have survived the large
scale limit or the binding of external particles to the filament. For closed rods p must be
a periodic function of s . Here we consider only the simplest type of periodic dependence,

namely,
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p(s) =1+ (cosQks (65)

where ( is the perturbation amplitude (¢ < 1) and @) is an integer parameter that fixes the
number of complete oscillations of the density along the rod length L = 27/k = 27 R (see
Eq. (17) .

We start from Eqs. (19)-(21). Since p(s) # 0 we multiply Eq. (19) by p(s):

pF" — pbds = p' (F' — bx) + p°ds. (66)
We re-write the other two Kirchhoff equations for the sake of clarity:

M +ds x F—2b(dy x di +dy x dy) = p(s) (dy x dy +dy x dy) (67)

M - k‘ldl + k'gdg + Fk3d3. (68)
Let us first study the case b = 0. Eqgs. (66) and (67) become:

pF" = p'F' + p’ds, (69)

M’ +d; x F = p(s) (dy x dy +dp x dy) . (70)
Following the same steps of Section 3 we obtain the equations for g; and 3; for this case:

p*B1 — pgh + p'gh =0,

2B+ pgi + 2pkgh — TykpBY + 26Ty pB + Dywpl By — gl =
= K2pg1 — K*TypBs + Tyr’p' B + Kl gs,
TykpBy + pgs + 26T ypfs — 2kpg) — Tykp' By — plgy =
= K%pgs + 3TypB1 + Tys2p' B3 — kp' g, (71)

pBL — B +TyBy — Ty = (1 —T) k2B + g,
PBZ — By —TvB] = —g1 + Ty fs,

20Ps = T'BY — Tk,
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For the case of constant density this constitutes a set of autonomous differential equations
for f and g. In the present case these equations are still non-autonomous, since p = p(s).
However, the general form of periodic solutions for 5 and g can still be obtained as a linear

combination of Fourier components:

Bj=e" (Zaj,nei"“ﬂ-c-) i=1,2,3, (72)
n=0
<x> .

gi=e" (Zam,nemmcc.) i=1,2,3 (73)
n=0

where c.c. stands for compler conjugate and o is characteristic exponent of the solution.
Substituting these expressions into the differential equations for # and ¢ leads to an infinite
dimensional linear system whose matrix is composed of 6 x 6 blocks labeled by n. Once
again, the imposition that the determinant of this matrix is zero determines o, and the
eigenvector corresponding to the null eigenvalue determines the coefficients a;,. If we set
the density perturbation parameter { to zero, these blocks decouple from each other and
the results of ref. [2] are recovered. For nonzero ( the block n couples to the blocks n + @,
n =+ 2Q,..., etc (see Egs. (65) and (69)). Each previously decoupled mode n changes into a
new, modified mode. In order to find this new mode n numerically we have considered only
the two nearest blocks to n, namely, n — @ and n + @, reducing the system to a set of 18
linear equations. In this approximation all terms in (2 are neglected.

Before we show the numerical results for this case, let us consider the general situation
where b # 0. In this case, Eq. (66) presents a technical problem, since it has a term
proportional to x. The vector x is the space curve of the rod, with the property that
x' = d3. One possible approach to treat this equation is to differentiate it once more with
respect to s and write it entirely in terms of the d; vectors. This, however, leads to third
order derivatives of F' and introduces spurious solutions that are hard to control. To avoid
these complications, we opt for writing Eq. (66) in the fixed cartesian basis {ej, e, e3}. For
that, we use the relation between the vectors d'* and e; given by Eqs. (26), (27) and (29).

To calculate x we consider Eq. (35)
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x(s) = / dzds = / [dgo) +¢€ (azdgo) — aldg)))] ds = x°(s) +x'(s) (74)
where «; is written in terms of f3; using Eq. (46)

ap = — [ cosys — [y sinys, (75)

Qp = B coS8YS — B sinys . (76)

Using the series expansion for § and g, Egs. (72) and (73), we can perform the integral in
Eq. (74) explicitly. We obtain the following result for x(*), considering only the two nearest

exponents to n, namely, n — ) and n + Q:

xU(s) = S {— R ge O 4 GRE QT — e e e
_%é(n—l—@-ﬁ-l)ns + %ei(m@—l)m +c.c.le;
_%t{&ﬁei(nf@rms n i(;i,g?i__%ei(n,cg,l)ns + i(;llii,yl;)ﬁei(n+l)ns + 7;(:;42_7,7{)567:(“*1)%5
Firanee O 4 e e e e
+egt{ﬁei(n+@m + G ginks | %ei(nw)ﬁs + c.c.}es.

(77)

Then, x") = ox(. To write the other terms of Eq. (66) in the {e;, e,, e3} basis we define

the following quantities:

A= p*Bi + pbBy — pgh + 0 g, (78)

B = p*By + pbBe + pgl + 2prgs — TyrpBy + 262TypB) + Tyrp By — o'y}
—2pg1 + KTy pBs — Dyr?p' By — kp'gs,
C =TykpB + pgs + 26T ypPy — 26pg) — Tykp' B — g5 — K2pgs (50)
—k*TypB — Tyw?p' Bz + kp' g1
The new three equations for the case p' # 0 and b # 0 are the three components of the

following vector equation:
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—Bsinks + C cos ks
Bcosks + Csinks = —Uplbﬂﬁ(l)- (81)
A

To complete the set of equations we add the last three of Eqs. (71), modified by the

addition of terms proportional to b:

pBL+ 2By — B + TyBy — Tk = (1 —T) 2By + ga,
pBa + 2685 — B — TyB] = —g1 + Dyrfs, (82)
2053 + 4bf, = B3 —T'rpy

Since we only consider terms with exponents n, n — @ and n + @ in Egs. (72) and
(73), we again have a system of 18 equations for 18 variables a;, with j = 1 to 6 and
p=n—Q,n,n+ Q.

Figure 3 shows the principal mode n = 4 for the parameters k =2, v=15,I'=1,Q =1
and b =0, 5 and 10. For each value of b we show the effect of non-uniformities in the mass
density for ¢ = 0.03, 0.07 and 0.10. The time necessary for the unstable rod with b # 0
to attain the same amplitude as for b = 0 with ¢ = 1 is obtained through the numerical
relation ot = o(b = 0)t(b = 0) = 7.46. As b increases o decreases and ¢, therefore, also
increases. In all figures showing rods with non-homogeneous distribution of mass we use a
grayscale along the rod to indicate the density: black represents places where the density
is small, whereas white indicates regions of high density. For ¢ = 0 the shape is symmetric
with respect to rotations of 7/2 about the z-axis for all values of b as shown in Section 3.
As the density gradient increases the /2 symmetry is broken and the more massive regions
of the rod tend to restore the original planar circular shape, decreasing the writhing. Notice
that the substantial difference in the shapes of the figures from left to right is caused by a
change of just ten percent in the local density. Nevertheless, when b becomes much larger
than o this effect is strongly dumped. For b = 20 (not shown) the effect of the non-uniform
density is negligible.

Figure 4 shows the time evolution of the ring with b = 0 and ( = 0.1. It is clear from
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this figure that, as time passes, the part of ring with lower mass density pops out of the
plane and bends while the more massive part stays almost static. In this case, as in Section
3, the writhing number of these curves is null. Figure 5 shows the plot of the twist density
vp(s) versus arc length s for ( = 0.1 and b = 0, 5, and 10. In these plots we see the variation
of the local twist density with the arc length s. The variation is smaller where the mass
density is larger, but this effect decreases as b increases.

Figure 6 shows a rod with b = 20 and v = 30, twice as twisted as before. We see
that, now, the symmetry break occurs even at high viscousity, showing that the asymmetric
deformation does not depends only on the medium but also on the applied stresses on the
rod.

Figure 7 shows a much larger ring, with radius R = 1/k = 5. Here, vy = 15, T =1
and b = 0. In this case the principal mode is n = 40 and we show the effect of a periodic
oscillation of the density with ) = 10. For the sake of clarity, only the central curve of the
rod is drawn. The case () = 10 replicates the effect shown in figure 3: each high density
segment of the ring tends to a more flat position while the small density parts coil in large
loops. Figure 8 shows the effect for b =5 and b = 10.

We have also considered the case where the frequency of the density oscillations, @), is
much higher than the frequency of the last unstable mode, \/m In this case the
ring behaves as if the density were constant. This is an interesting result that might be used
as a quantitative criterion for neglecting the structural details of the filament and treat it

as a uniform rod approach.

VI. APPLICATION TO DNA

In this section, we apply the theory described above to a circular DNA with 168 base pairs
(bps) immersed in water. The choice of this system is motivated by a recent experiment
by W. Han et al in short DNA rings [24], where sequences of base pairs with intrinsic

bending tendency were synthetized. The rings were immersed in a solution containing Zn2*
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and/or Mg**. The authors found that the DNA rings were always stable in a pure Mg?*
solution, but exhibited kinks above a critical concentration of Zn?* ions (either alone or in
combination with Mg¢?*"). This experiment was analysed theoretically by Z. Haijun and O.
Zhong-can [25] who showed that a possible explanation for these results is that the Zn** ions
enhance the intrinsic curvature of the ring by binding directly to the base pairs, destabilizing
the ring. The Mg?* ions, on the other hand, have the opposite effect due to their binding
to the phosphate back-bone.

Although the instabilities observed in these rings apparently originate from an excess of
bending, and not from an excess of twist, we notice that the atomic mass of Zn is of the
order of 10% of the total base pair mass (including the phosphates), while that of Mg is
only about 4%. Therefore, the binding of Zn?* ions to the DNA provides a neat example of
the type of situation our model may describe. In what follows we wish to show that even at
low Reynolds number, a sufficiently large stress, like a large twist, can enhance the effects
of the inertial forces deriving from such a non-homogeneous distribution of mass.

The Reynolds number for DNA rings in water can be calculated from Eq. (11). The
ratio n/pn, for water is 10 2cm?s~! [18]. The radius of the cross section of the DNA is
R = 10A. Assuming an average velocity U for the DNA of order 0.14s~!, the Reynolds
number becomes R, = 1071*. Using the Eq. (15) we can calculate the constant b and we
obtain b ~ 1.12 x 10"*Nm~'s.

The next step is to apply Eqgs.(18) to obtain scaled variables. The scaled k and b are

given by k = nesc\/g and b = Ab;”o bese. For a DNA of length 168 bps we have L = 168 x [,

where ly = 3.34 is the length of a basepair [26]. Then x = 2% ~ 113 x 10°n~'. Since the

ratio \/g = /::i?f = % = j, we find ke = 0.057. The mass density of the DNA is
4
_ -3

po = ‘Zi = 929kgm

bese = 0.098. The dimensionless elastic parameter of the DNA can be taken as I' = 2/3 [27].

[26] and the Young’s modulus £ = 4 x 108Nm™2 [14], so that

Finally the twist density v can be calculated from esc = Tw Kege.
Most plasmids have linking numbers that are about 5% away from elastic equilibrium

[21]. Since the B-form of DNA has an approximate twist of 10.5 bps per turn when relaxed,
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we have Lk ~ 16 for the DNA with 168 bps. From Eq. (55) we see that, even for I' = 1, the
minimum value of Tw for which the ring is unstable is v/3 ~ 1.73 for the mode n = 2. On the
other hand, 5% of Tw = 16 is 0.8 < v/3 and, therefore, this DNA minicircle is stable. Indeed,
Zhou Haijun and Ou-Yang Zhong-can [25] showed that the kink deformations observed in
this DNA are caused by bending, and not by twisting.

The effects of inertial forces, however, are better visualized on unstable rings. We there-
fore consider here an artificial excess of linking number equal to 16, corresponding to 100%
of the natural twist, and a zero spontaneous curvature. Such a ring does not represent those
in the experiment of ref. [24], but is just inspired by it.

Figure 9 shows on the left the plot of o versus n for the above parameters. We see that
the principal mode is n = 8. Figure 10 shows the principal mode of the perturbed DNA
minicircle for various values of the perturbation amplitude ¢ (0, 0.03, 0.07 and 0.1). We
see that, despite the very low value of Reynolds number, the same effect produced by the
inertial forces are the same as in section 5. The regions with larger mass density deform less
than those with smaller densities. Figure 8 also shows on the right the twist density of the
perturbed rod 7,(s). Again, the amplitude of variation of 7,(s) is of the same order as in
the examples considered in section 5.

We finally notice that, although the theory in ref. [25] does account for the onset of insta-
bility of the DNA rings in the experiment of Han et al, it does not explain the asymmetric
shapes exhibited by most of the kinked rings shown in ref. [24]. Our results sugest that this
asymmetry is due to non-uniformities in the rings, either intrinsic or induced by the binding

of ions.

VII. CONCLUSIONS

The Kirchhoff model of rods is a very powerful framework to study the dynamics of
elastic filaments. It allows one to treat a large variety of situations where the rod might

be subjected to external forces and non-homogeneities. In many cases of interest, including
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biological molecules, the filaments are immersed in a viscous medium with small Reylnolds
number. In this work, we start from the general form of the Kirchhoff equations and we
incorporate external viscous forces explicitly. In this framework, we have studied the balance
between viscousity and the inertial forces induced by a non-homogeneous distribution of mass
along the rod. We showed that the equations determining the equilibrium configurations are
independent of both the viscosity and the mass distribution, although the dynamics does
usually depend on these elements. Instead of solving the full nonlinear partial equations
of the model, we restricted ourselves to the study of the dynamics in the vicinity of the
simplest equilibrium configuration of the system, the so called twisted planar ring. This
was done using the method developed by Goriely and Tabor. The results we obtained are
summarized bellow.

The main effect of viscousity on a homogeneous rod, in the vicinity of the planar ring
configuration, is to slow down motion. The unstable modes of the near equilibrium dynamics
keep the same symmetry for all values of the viscous parameter b studied and the dynamics
is almost identical to that without viscousity, only in slow motion.

This effect is also important for rods with varying mass density. In this case, however,
the unstable modes of the homogeneous rod problem couple to each other and the shape of
the rod changes qualitatively, breaking the symmetry of the individual modes. We observe
that the higher density segments of the rod coil less than the lower density parts.

The inertial effects generated by the varying mass distribution competes, however, with
those of the viscous forces. When the viscous parameter b is larger than the unstable
exponent ¢ the symmetry break is negligible and the rod behaves just like a uniform filament
in a very viscous medium. We found, however, that even at very low Reynolds number, a
large value of the twist density of the rod tends to enhance the effect of the inertial forces,
reviving the coupling between modes and the symmetry breaking. We therefore conclude
that the asymmetric deformations resulting from inertial forces induced by a non-uniform
distribution of mass do not depend exclusively on the Reynolds number, but also on the

applied stresses on the rod.
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As an interesting example, we applied our model to a DNA minicircle of 168 basepairs
(bps) with zero intrinsic curvature and 100% of twisting excess. In DNA molecules, the
difference in mass between the basepairs is always less than 0.5%. The DNA, therefore,
has an approximate uniform mass density. Non-uniform mass distribution may, however,
result from the binding of proteins [14,28,29] or ions [25] to the DNA. Since the interaction
of DNAs with these particles are very important in processes like transcription, replication
[26] and in the action of the repressors [30], our approach might bring new insights to the
dynamics of these processes when the DNA is subjected to large stresses.

In macroscopic systems, like those found in engineering, the Reynolds number is much
larger than those found in biological systems. The results described here are then directly
applicable with b &~ 0. We finally notice that, when the frequency of oscillations in the mass
density is larger than the last unstable mode, n = \/m ~ VTy/k, the rod behaves

as if the density was constant.
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FIG. 1. o versus n for a homogeneous rod with b =0 (full line), b =15 (dotted line) and b = 10

(dashed line). In all cases Kk =2, v =15 and T' = 1.
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FIG. 2. Right: homogeneous rod with k =2, v =15, =1 and b = 0 evolved for t = 1. Left:

twist density y,(s) for the same rod.
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FIG. 3. Principal mode n = 4 for a rod with kK =2, v =15, ' =1 and Q = 1. The viscous
coefficient b is 0, 5 and 10 for the first, second and third lines respectively. Each line, from left
to right, shows rods with non-uniformity parameter ( equal to 0.03, 0.07 and 0.10. The evolution
time in each case ist =1 forb=0,t =1.86 for b=>5 and t = 3.0 for b = 10. The grayscale tones

indicate the mass gradient along the rod, which is large when white and small when black.

187



FIG. 4. Time evolution of the principal mode n=4 for k =2, y =15, Q@ =1 and ( = 0.1 (see
rod on the right of the first line in figure 3). From top left to bottom right: (a) t =0, (b) t = 0.6,

(¢)t=0.38, (d)t=0.9, (e) t=0.95, (f)t=1. The grayscale tones are the same as in figure 3.

FIG. 5. Twist density v,(s) for ¢ = 0.1 and b equal 0, 5 and 10 (full, dotted and dashed lines

respectively).
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FIG. 6. Rod twice as twisted as those in previous figures. Here k =2, v =30, @ =1,1=1.5
and b = 20. The density parameter ¢, from top right to bottom left, is 0, 0.03, 0.07 and 0.10. The

inertial effects would be invisible for v = 15.
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FIG. 7. Rings ten times larger than those in previous figures. Here k = 0.2, v = 15, @ = 10,

t=1,b=0 and (, from top right to bottom left, is 0, 0.03, 0.07 and 0.10.

FIG. 8. Same as in figure 7 with ( = 0.1 and b =15, t = 1.86 (left) and b =10, t = 3.0 (right).
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FIG. 9. Right: o versus n for a DNA ring with k = 0.057, v = 16k and ' = 2/3. Left: twist
density v, (s) for this ring after a time t = 70 with Q@ =1, ( = 0.1 and b = 0.098 (see next figure,

bottom right).

FIG. 10. DNA ring with b = 0.098 evolved for t = 70 and mass non-uniformities of 0, 0.03,

0.07 and 0.10.
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Abstract

The Kirchhoff model describes the statics and dynamics of thin rods within the approximations of
the linear elasticity theory. In this paper we develop a method to find the equilibrium configurations
of such rods for given boundary conditions, where the end points are held fixed. The method
consists in making a series of small changes on a trial solution satisfying the Kirchhoff equations
but not the boundary conditions. We use the linearized dynamics to push the end point of the
trial solution to the desired position, step by step. The method is also useful to find configurations
of rods with fixed end points but different mechanical parameters, such as tension or components

of the torque. We give several numerical examples using the parameters of DNA molecules.

PACS numbers: 02.60.Lj; 46.70.Hg; 87.15.He; 87.15.La
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I. INTRODUCTION

The study of conformations of slender elastic rods is of substantial utility in several
applications, ranging from the fields of structural mechanics and engineering to biochemistry
and biology. Examples are the study of coiling and loop formation of sub-oceanic cables [1-4],
filamentary structures of biomolecules [5-9] and bacterial fibers [10, 11] and the phenomenom
of helix hand reversal in climbing plants [12].

The Kirchhoff model [13] provides a powerful approach to study the statics and dynamics
of elastic thin rods [8, 14]. In this model the rod is described by a set of nine partial
differential equations (the Kirchhoff equations) in the time and arclength of the rod. They
contain the forces and torques plus a triad of vectors describing the deformations of the
rod. These equations are the result of Newton’s second law for the linear and angular
momentum applied to the thin rod plus a linear constitutive relationship between torque
and twist. The Kirchhoff model holds true in the approximation of small curvatures of the
rod, as compared to the radius of the local cross section [15]. An interesting characteristic
of this model, known as Kirchhoff kinetic analogy, is that the equations governing the static
problem are formally equivalent to the Euler equations describing the motion of spinning
tops in a gravity field. The Kirchhoff equations for equilibrium configurations can, therefore,
be written in Hamiltonian form.

The Kirchhoff equations have been solved for a number of simple situations. In the case
of linear and circular rods Nizette and Goriely [16] obtained analytical equilibrium solutions.
Goriely and Tabor [17, 18] developed a method to study the dynamical stability of these
solutions and Fonseca and de Aguiar [19] applied this method to study the near equilibrium
dynamics of nonhomogeneous closed rods in viscous media. Tobias et al. [20] developed the
necessary and sufficient criteria for elastic stability of equilibrium configurations of closed
rods.

In many cases of interest, including biological molecules, the filaments are subjected to
boundary conditions. Examples are the problem of multiprotein structures, such as histones
and gyrase, about which long pieces of DNA wrap [21], and multiprotein structures, such
as the lac repressor complex [22]. Despite the many achievements described above, the
study of the boundary value problem (BVP) associate with Kirchhoff filaments is still a big

challenge. While the integration of differential equations from initial conditions is a relatively
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simple numerical task, the difficulties of finding solutions for given boundary conditions
is well known in classical mechanics, electromagnetism and quantum mechanics. Typical
examples are classical trajectories connecting two given space points in the time ¢, electric
potentials that vanish at given surfaces and eigenvalues of the Laplace operator defined
inside a finite domain (quantum billiards). Because of the analogy with spinning tops, the
case of trajectories of Hamiltonian systems is of particular interest here. The monodromy
method, developed by Baranger and Davis [23] was designed specifically to find periodic
solutions of Hamiltonian systems with N degrees of freedom. Xavier and de Aguiar [24]
extended the method to find non-periodic trajectories with any given combination of 2N
position and momenta at initial and/or final times.

In the case of Kirchhoff filaments, the BVP meets an extra difficulty, which is that the
variables that one wants to hold fixed, the spatial position of the filament end points, are
not the variables appearing in the differential equations describing the rod, which are Euler
angles. The variables that are to be fixed are integrals of the dynamical variables.

In the case of open rods some specific cases were solved recently. Karolyi and Domokos
[25], using symbolic dynamics, found global invariants for BVPs of elastic linkages, as natural
discretization of continuous elastic beams, an old problem solved by Euler(see reference
[25]). Gottlieb and Perkins [26] investigated spatially complex forms in a BVP governing
the equilibrium of slender cable subject to thrust, torsion and gravity. Also, the criteria
of Tobias et al. [20] was applied to linear segments subjected to strong anchoring end
conditions, where not only the end points but also the tangent vector in its ends are held
fixed. The dependence of DNA tertiary structure on end conditions was studied in [21],
where explicit expressions for equilibrium configurations were obtained for a specific case
with symmetric end conditions.

In this paper we develop a method to solve the BVP in the general case where the
initial and final points of the rod are fixed. We do so by adapting the method of the
monodromy matrix for non-periodic trajectories [24] to the Hamiltonian formulation of the
static Kirchhoff equations. We show that there is a limitation in the possible solutions of this
problem for given rod parameters, such as tension or length. As examples we consider the
conformations of DNA molecules with a few hundreds of base pairs. The motivation for using
the parameters of DNA’s as examples comes both from experiments, where DNA molecules

are manipulated by optical traps and atomic force microscopy [27-29], and from natural
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situations, like the loops between multiprotein structures (such as the lac repressor-operator
complex) [22, 30].

This work is organized as follows. In Sec. II we review the Kirchhoff equations and, in
Sec. III, their Hamiltonian formulation. In Sec. IV we describe our method to solve the BVP
and give some examples. In Sec. V we discuss the existence of solutions and the limitations
of the method. In Sec. VI we apply the method to compare the equilibrium configurations
of rods with the same end points but different mechanical parameters, such as tension or
momentum. In Sec. VII we consider the equilibrium configurations of homogeneous and
nonhomogeneous rods with the same end points and mechanical parameters. In Sec. VIII

we summarize our conclusions.

II. THE KIRCHHOFF EQUATIONS

The Kirchhoff model describes the dynamics of inextensible thin elastic filaments within
the approximation of linear elasticity theory [15]. They result from the application of New-
ton’s laws of mechanics to a thin rod, and consist of two equations describing the balance
of linear and angular momentum plus a constitutive relationship of linear elasticity theory,
relating moments to strains. The Kirchhoff model assumes that the filament is thin and
weakly bent (i.e. its cross-section radius is much smaller than its length and its curvature
at all points). In this approximation it is possible to derive a one-dimensional theory where
forces and moments are averaged over the cross-sections perpendicular to the central axis of
the filament.

A thin tube can be described by a smooth curve x in the 3D space parametrized by the
arclength s, and whose position depends on the time: x = x(s,t). A local orthonormal
basis, (or director basis) d; = d;(s,t), i = 1,2,3, is defined at each point of the curve,
with d3 chosen as the tangent vector, d3 = x’. In this paper we shall use primes to denote
differentiation with respect to s and dots to denote differentiation with respect to time. The
two orthonormal vectors, d; and d,, lie in the plane normal to ds, for example along the
principal axes of the cross section of the rod. These vectors are chosen such that {d;, ds, d3}
form a right-handed orthonormal basis for all values of s and t. The space and time evolution

of the director basis along the curve are controlled by twist and spin equations
d =k x d;, d;, = w x d; i=1,2,3 (1)
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which follow from the orthonormality relations d; - d; = ¢;;. The components of k and
w in the director basis are defined as k = Z?:l k;d; and w = 2?21 w;d;. ky and ko are
the components of the curvature and k3 is the twist density of the rod. The solution of the
twist and spin equations determines d3(s, t), which can be integrated to give the space curve
x(s, ).

Let the material points on the rod be labeled by

X(s,t) =x(s,t) +r(s,1), (2)

where

r(s,t) =z di(s,t) + xo da(s, t) (3)

gives the position of the point on the cross section S(s), perpendicular to x'(s), with respect
to the central axis. The total force F = F(s,t) and the total moment M = M(s,t) (with

respect to the axis of the rod) on the cross section are defined by

F = / p, dS. (4)
S(s)

M:/ r X ps dS, (5)
S(s)

where p; is the contact force per unit area exerted on the cross section S(s). In terms of
the director basis we write F = Z?:l fid; and M = Z?:I M,d;.

In order to derive a set of equations describing the rod as a one-dimensional object, the
rod is divided into thin discs of length ds and cross section S(s). To each of these discs the

conservation laws of linear and angular momentum are applied [15]. The result is

F' + / £, dS = / poX dS, (6)
S(s) S(s)

M’+x’><F—i—/()rxfextdS:/s()pordeS. (7)

S

where f.;; is an external force that will not be considered in our calculations (f.,;; = 0 in
what follows).

In this article we are interested only in the equilibrium solutions and, therefore, we shall
drop the derivatives with respect to time. Assuming that the rod has a uniform circular

cross section of area A, Eqgs. (6) and (7) can be simplified to yield
F =0, (8)
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M +dsxF=0 (9)

which are a set of six equations for 9 variables: F, M and k (from which we determine
d;). In order to close the system of equations we need a constitutive relation relating the
local forces and moments (stresses) to the elastic deformations of the body (strains). In the
linear theory of elasticity, and for a homogeneous elastic material, the stress is proportional
to the deformation. The Young’s modulus £ and the Shear modulus p characterize the
elastic properties of the material. Therefore, it is possible to obtain, for small deformations,

a constitutive relation for the moment. In the director basis this relation is [15]:

where [ is the principal moment of inertia of the cross section, k; are the components of the
twist vector and k}* are the components of the twist vector in the unstressed configuration.
The case k' = 0 corresponds to a naturally straight and untwisted rod. We shall assume
k¥ = 0.

Egs. (8), (9) and (10) can be further simplified by the introduction of scaled variables.

Following [18] we make the changes:

s —s F — AEF,

L
A?

(11)
M — MEVAL k — k\/%

In the new variables the Kirchhoff equations become

F' =0, (12)
M’ +d; x F =0, (13)
M - kldl + kgdg + Fkgdg. (14)

where [' = 2,/ F varies between 2 (incompressible material) and 1 (hyperelastic material).

From our assumption of a circular cross section it follows that I = wa'/4 and A = 7a?,

where a is the radius of the rod. Therefore, \/A/I = 2/a, which means that the radius of

the rod is 2 in the scaled variables.
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IIT. HAMILTONIAN FORMULATION

In order to construct a Hamiltonian formulation of the Kirchhoff equations we first note
that Eqgs. (12)-(14) are integrable if E and p are constant [16]. Eq. (12) shows that the

tension F is constant. Let us choose the direction of the force as the z direction:
F =TFe,. (15)

In analogy to the spinning top, the tension F corresponds to the gravity field —mg. Here,
F can be considered as an external parameter and not as a first integral. Substituting Eq.

(15) in Eq. (13) and projecting along e, we get
M ey =M, =0 (16)

which does represent a first integral. By projecting the Eq. (13) along d3 we obtain another
integral, M3, since

M'-d; = M;=0. (17)
Finally, it is also possible to show that the elastic energy per unit arclength
1

is constant, i.e., H' = 0. Therefore H is the last integral.

The orthonormal Cartesian basis can be connected to the director basis by Euler angles

with ;
di = Z Sij e]' (].9)
7=1
where
cosfcospcosty —singsiny  cosfcospsiny + sinpcosyy  —cos¢sinf
S =] —cosfsingcos —cospsiny — cosfsin@sini) + cospcosty sin@sinf
sin  cos ¥ sin @ sin ¢ cos 6

(20)
The static Kirchhoff equations (12)-(14) can then be written in terms of 6, ¢ and ¢». We get

0" — (¢")?sinf cosf + L'y’ (¢' + ' cos#) sinh = F sin O
" sin @ + 29’0 cos§ —T0'(¢' + ' cosf) =0 : (21)
" cos @ = Y'0' sinh — ¢"
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These equations can also be derived directly from Eqs. (16)-(18). In terms of the Euler

angles the Hamiltonian becomes

_ P} P} (P, — Pycosf)?

H=—"+_—-+- F 0 22

> T T s e (22)
where

Py =40, (23)

Py=M; =T(¢' +¢'cos?), (24)

Py = Mz ='sin” 0 + P, cos0. (25)

Eqgs. (21) correspond to Hamilton’s equations P! = —% and o = 33% for a = 60,4 or

¢. We see immediately that Py and P are constants and that 6 is the only independent
variable.

The total elastic energy of the rod can be calculated by the integration of the Eq. (22):

L
By = / H(s)ds. (26)
0
where L is the total length of the rod. The energy is a function of Py, P, and F'. It also
depends on the initial conditions 0(s = 0) = 6y and Py(s = 0) = B,.
The procedure to construct equilibrium solutions for given constants Pj and Py and
initial condition (6, Fy) is as follows: first, we solve the equations Pj = —% and 0’ = g%

to obtain (0(s), Py(s)). Second, from Eq. (25), we obtain t(s). The solutions 0(s) and (s)

are sufficient to construct the rod by integrating the tangent vector ds:

x(s) = [; ds(s')ds'

(27)
= [Jl(sin@(s") cos ¥(s)) €1 + ((sin O(s') sin¢)(s")) ez + ((cos O(s')) es)ds’
As a simple example we consider the helix, represented by the solution
0(s) = Operiz (constant) (28)
where 6j¢;,; minimizes the 'potential energy’ V (#) = W + F cos®.
In this case, we get
b(s) = 1o + wys, (29)
where
P,—P Onelic
Wy = L9 SO hiz (30)

2
sin ghelix
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The radius and the pitch of the helix are, respectively

-3
Sin® Opelig
Rietiz = 31
Helix Pw _P¢ COS ghelix ) ( )

27 cos Hheliw

P eliz — 32

e = (32)
We can also calculate the length of one turn of the helix, which is the period of ¥(s):

S 2_7T . 2m sin2 ghelix (33)

wy Py — PycosOpein

Considering, for instance, a DNA molecule with radius of cross section R = 10A[31], Young’s
modulus E = 4.62 x 103Nm™2 [32] and the dimensionless elastic parameter I' = 2/3 [33]
and choosing the momenta and force as P, = 0, Py = 0.043 and F' = +20pN we find
Onetizc == 2.52634 rad, Rieiz ~ 27.4A, Preiiz ~ 243Aand 7 ~ 297A. This value for the force
(the plus sign means compressing) is the maximum that we found in the literature with
respect to pressure on DNA [34]. P, = 0.043 corresponds to a 5% excess of linking number

due to thermal fluctuations [35].

IV. THE LINEARIZED METHOD

In this section we present a method to find the configuration of a rod with initial point at
(%0, Yo, 20) and final point at (x,yy, zf). In fact, since the Kirchhoff equations are invariant
under space translations, we can always choose (g, o, 20) to be the origin. The problem
is then that of finding a solution that starts from the origin and ends at (zy,yy, z). Our
method is based on a series of small deformations made upon an initial solution of the
Kirchhoff equations which, however, does not have the desired boundary values for z¢, yy,
and zy. We call this initial solution the trial solution. The idea is to use the linearized
dynamics to push the end point of the trial solution to the desired position, step by step.

In order to do so, we shall employ a variation of the Monodromy Method [23, 24], orig-
inally devised to calculate periodic solutions of chaotic Hamiltonian systems. As discussed
in the introduction, the Kirchhoff equations pose an extra difficulty on the already hard
problem of satisfying boundary conditions: the variables to be held fixed, z; y; and z;, are
not the ones entering the equations of motion, namely, 6, ¢ and . We shall see that this

complicates the equations a great deal.
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According to Egs.(27) and (20), the rod can be obtained from the Euler angles by the

relations

z(s) = /08 sin 0(s") cos (s")ds’, (34)
y(s) = /05 sin 0(s") sin ¢ (s")ds’, (35)

z(s) = /08 cosO(s")ds'. (36)

The Euler angles, in their turn, obey the equations

0 = P, (37)

P,— P 0)P, P,— P 0)? 0
py— e RocosOFy | (By = Pycosb)cosh | g (38)
sin @ sin® 0

and
*Py—P 0(s'
W(s) =wo+/ d Smfg(o;,) ) gy (39)

0
If we integrate Eqs.(37)-(39) using the initial condition provided by the trial solution and

further integrate Eqs.(34)-(36) with the resulting Euler angles, we get, of course, the trial
rod. Variations in these initial conditions will produce variations in the rod configuration,
and, in particular, in its end point. In what follows we shall construct an explicit relation
between a small variation in the initial variables 6, Py and v and the rod’s end point z¢, yy

and zy. Explicitly, we shall find the matrix B such that

5z(L) 56,
oy(L) | =B | 0Py |- (40)

Once B is obtained (and if it can be inverted!) we can work our way from the trial
solution, whose end point is at, say x;, ¥, and 2, to the desired end point at zy, y; and zy,
provided we do that in a series of small steps. In each step we use the previous solution as
the trial input, pushing the rod’s end point slowly towards its final destination.

We start by writing down the relations between small variations of the end points and

the Euler angles:

dxp = dz(L) :/0 cos 6(s) coszb(s)&@(s)ds—/o sin f(s) sin ¢ (s)d(s)ds, (41)

Sy = dy(L) :/0 cos0(s) sinw(s)éﬁ(s)ds—i—/o sin 0(s) cos1p(s)o(s)ds, (42)
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L
525 = 62(L) = — / sin 0(5)50(s)ds. (43)
0
Using Eq.(39) we can write 01 (s) in terms of 06(s):

d)(s) = dhy + /08 A(6(s")06(s")ds', (44)

where A(f) is given by

Py,  2(Py— P,cosf)cosb
sin ¢ sin® 0 '
To find the relation between the variations d0(s) and § Py(s) and their values at the initial

A(9) =

(45)

point s = 0 we consider small variations of Eqs.(37) and (38) around the trial solution :
60" = 6Py,
" (46)
Py = C(0)40,

where C(#), given by
(Py —P¢COS9)( y —4Pycost)  3(Py — Pycosf)? cos®f
sin? 6 sin @

C(0) = —P; — + Fcosf, (47)

is computed at the trial solution.

The solution to these linear equations can be written in matrix form as

36(s) _ Mii(s) Mia(s) 56 | (1)
dPy(s) My (s) Mosy(s) 6P,
where M is the tangent matriz, satisfying M (0) = 1. In the special case where the trial
solution is periodic, M is called the monodromy matriz.

Writing d6(s) explicitly as
80(s) = Mi1(s)000 + Mi2(s)0 Py, (49)
and using Eq.(44) and Eqgs.(41)-(43) we can readly identify the matrix elements of B as:
By, = fOL cos O( s) cos (s) My (s)ds f sin 0(s) sin(s) [ A(0(s") My (s')ds'ds
Yds f sin0(s) sin(s) [ A(0(s")) Mi2(s')ds'ds

My ( s)ds—i—fo sin 0(s) cos ¥(s) [ A(0(s")) M1 (s')ds'ds
Mis(s)ds + fo sin 0(s) cos ¢ (s) [ A(O(s")) Mia(s')ds'ds — (50)
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Of these nine matrix elements, three are trivial, namely B3 = —y(L), Bys = (L) and
B33 = 0. The integrals appearing in the remaining six elements come from the fact that we
must keep z, yr, and 2 fixed, instead of 6, P and .

Since we linearized the equations of motion, we have to check if the new solution, starting
from 6, = 6y + 66y, Py, = Py + 6Py and 1 = ¥y + 0y generates a rod with the chosen
final point, within a given precision. If the precision is not reached we can use the newly
computed solution as a new trial one, using again Eq. (40), now with (dz(L),dy(L),dz(L))
corresponding to the distance between the fixed end point and the end point of the previously
computed rod. The process can be repeated until the desired accuracy is obtained.

Finally we note that the elements M;;(s) can be computed by solving the linear equations
(46) with proper initial conditions. Indeed, setting 6y = 1 and 0Py = 0, Eq. (48) gives
Miy(s) = 60(s) and Moy (s) = 0Py(s). If, on the other hand, we set 66y = 0 and §Py = 1 we
get Mis(s) = 06(s) and May(s) = dFy(s). Therefore, My, (s) and My (s) are solutions of the
linearized Eqs. (46) with the initial conditions 06y = 1 and 0Py = 0 and Mj5(s) and My (s)
are the solutions of the same equations with 66y, = 0 and 0P, = 1.

For the case of the helix, discussed in the previous section, it is possible to calculate
analytically the determinant of B, and it turns out to be zero. Therefore, B cannot be
inverted and the helix cannot be used as a trial solution. To use the method we have to
resort to other equilibrium solutions as starting points.

In many cases we might want to push the rod’s end-point to a position ry = (xy, yy, 2f)
far from that of the initial trial solution, r; = (x4, ¥, 2;). To do that we can divide the line
connecting r; to ry into N small segments and apply the linearized method NV times, moving
a small distance at each step. The number of steps required will depend on the particular
configuration and possibly on the stability of the rod.

Figure 1 shows two examples of the method. We have chosen parameters typical of DNA
molecules, i.e., we fixed radius of the cross section equal to the radius of the double strand
DNA, R ~ 10A[31], Young’s modulus E = 4.62 x 105Nm~2 [32] and the dimensionless
elastic parameter ' = 2/3 [33]. We show results for a short DNA, with length L = 151bps
(bps=basepairs; 1bp=3.3A), and a long DNA, with L = 757bps. The end points, in scaled
units, were chosen to be r; = (0,12, —60) for the short rod and r; = (0,10, —400) for the
long rod (see caption for the values of the other parameters). For the short rod we plot

the trial, an intermediary and the converged rods together, in order to show the process
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of convergence from the trial to the desired solution. The trial solution was computed
integrating the Kirchhoff equations starting from 6, = 1.5, Py = 0 and ¢y = 0, which
corresponds to a rod whose final point is r; = (1.26,7.73, —38.3). The intermediary solution
was computed from 0y = 1.7, P, = —0.009 and ¢y = —0.17, which corresponds to a rod
whose final point is r; = (0.63,9.86,—49.2). For the long rod, only the final solution is
shown. In this case, the trial solution started from 6y = 2.2, Py = 0 and vy = 0, resulting
in a final position at r; = (8.09,2.15, —374.7). In all integrations we used a fourth order
Runge-Kuta method with fixed step. In both cases the distance between the end-point of
the trial rod and the target position was divided into N = 20 segments and the solution
converged to the desired boundary condition with a precision of 107> in each component
x, y and z. The initial conditions obtained for the converged solutions are 6, = 1.888,
Py = 0.0069 and vy = —0.447 for the short DNA; 0y = 2.396, P, = —0.0132 and v, = 0.683
for the long DNA.

V. EXISTENCE OF SOLUTIONS

The particular trial solutions used in the previous numerical example converged smoothly
to their final positions. In some cases, however, a given trial solution does not converge to
its destination no matter how many intermediate steps are used to divide the line between
r; and re. As we shall see, this problem has to do with the existence or not of solutions
for a given r¢. For a rod of length L it is obvious that there is no solution if r; > L. The
restrictions are actually much stronger than this simple ’length rule’, and depend on the
values of Py, P, and F. It might also happen that the solution for a given r¢ does exists,
but that the straight line connecting ry to r¢ passes through forbidden regions, hindering
the convergence. In this section we investigate the space of possible solutions.

Each initial condition in Euler angles 6y, Py, and 1)y leads to an end point ry. The easiest
way to map all possible final points is to scan the space of all initial conditions. Therefore,
for a fixed set of paramenters Py, P, and F' we calculate r; = ry (6, Ppo, 1) and plot the
resulting three-dimensional figure in the zf,y;, 2y space. Points outside this volume are
unreachable by the rod. Changing the parameters, such as the tension, changes the region
of possible solutions, including end-points that were not previously present and excluding

others.
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Figure 2 shows two such plots for the same parameters used in Fig. 1, namely, P, = 0,
P, = 0.043, F = 20pN. Part (a) corresponds to L = 151bps and part (b) to L = 757bps.
Both figures were generated by varying the initial condition in the intervals 0 < 6y < = (100
points), —0.1 < Py < 0.1 (10 points) and —7 < ¢y < 7w (10 points). We see that the points
form solid structures with cylindrical symmetry, since z is independent of ¢. It is interesting
to note the variation with z of the distance from the external surface of the solid to the z
axis. For larger values of P, the total elastic energy of the rod increases and the final points
tend to concentrate in the region near z = 0 (data not shown). This figure shows clearly
the external boundaries of the allowed end-points region, but it is not obvious whether the
region is dense in its interior or not. In order to check that we define a partial map by fixing
the variable 1)y and varying the other two, #, and Ppy. Because of the cylindrical symmetry,
the complete figure can be reconstructed by rotating the partial maps around the z axis.

Figure 3 shows two partial maps, corresponding to the two cases shown in Fig.2, from two
points of view. In these plots we used ¢y = 0, 0 < fy < 7 (250 points) and —0.1 < P, < 0.1
(20 points). Parts (a) and (b) correspond to L = 151bps and (c) and (d) to L = 757bps. We
see that both partial maps form hollow solids when rotated around the z axis. The regions
of possible final points shown in Fig. 2 can be seen to be actually very complicated.

The dependence of this region with the other parameters of the problem is also non-
trivial. Figure 4 shows plots similar to those of Figure 2, for P, = 0, Py = 0.043 and
L = 151bps, but with different values of the tension F. From (a) to (d) the forces are
F = 15pN, F = 7pN, F = —5pN and F = —10pN (the minus sign means stretching).
The value F' = —10pN is about the maximum force that a DNA can be stretched and still
behave like an inextensible rod [36]. Again we used 0 < 6y < 7 (100 points), —0.1 < Py < 0.1
(10 points) and —m < 1y < 7 (10 points). Although each individual plot shows the same
general type of behavior, the actual region of final points changes a lot with the tension.
These maps give us an idea of what final points can or cannot be reached using the static
Kirchhoff equations. For example, if we want to find a solution for a rod with a given final
point whose z coordinate has a large negative value, as the value chosen in Fig. 1, we have to
consider the rod under positive tension (compressing). If we also want the other coordinates
x and y not to be very closed to the z axis (z and y small) we have to choose F' ~ 15pN
instead of F' ~ 7pN.

The coordinate z; gives a measure of how compressed the filament is. In figure 5 we plot
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the minimum (dotted line) and maximum (full line) values of z; as a function of the applied
force F' for the parameters used in Fig. 2, part (a) and Fig. 4. This gives a simplified view

of the possible final points in terms of the rod extension.

VI. VARIATION OF PARAMETERS

In section IV we presented a method to solve the boundary value problem for a rod with
given mechanical parameters Py, Py and F. In this section, we show that the same ideas
can be used to compare the equilibrium configurations of rods with the same end points but
with different mechanical parameters. We pay particular attention to the tension F'. For
a rod with fixed end points (and fixed P, and Pp), the stable configuration is that which
minimizes the energy, Eq.(26), with respect to F. We shall find this stable configuration
and calculate the force of constraint that holds the rod fixed in this case.

The method for solving this particular BVP problem is the following: consider a solution
extending from the origin to ry with F' = F} and initial value of Euler angles 6y, Py and 1.
Now integrate the Kirchhoff equations from the same initial condition but using F' = Fy+dJF.
This new solution, whose end point is ry + ér, can be used as a trial solution for the rod
with force Fiy 4+ ¢0F'. Using the method of section IV we push the rod back to ry.

Figure 6(a) shows three configurations of short DNAs of length L = 151bps. The total
elastic energy of the rods are shown as a function of the tension F in Fig.6(b). The other
mechanical parameters were held fixed at P, = 0 and P, = 0.043. The end point of all
equilibrium configurations is the same as in the Fig.1(a) (r; = (0,12, —60)). Part (a) shows
only three of the nine configurations ploted in (b), for ' = 21.5pN (full line), corresponding
to the smallest total elastic energy, F' = 23pN (dotted line) and F' = 15pN (full thick line).
We used the initial conditions of the solution for F' = 20pN, shown in Fig. 1(a), as the trial
solution for obtaining the configurations for F' = 21.5pN and F' = 19pN. Each of these were
trial solutions for F' = 22pN and F = 18pN, respectively, and so on. There are no solutions
for this particular end point for forces greater than F' = 23p/N and smaller than F' = 15pN.
In all cases the distance between the end-point of the trial orbit and the target position was
divided into 20 segments and the solutions converged to the fixed end point with a precision
of 107° in each component z, y and 2.

Now we consider a rod in its stable equilibrium with end points at r = 0 and r =
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rs. If the rod is compressed adiabatically in the z-direction, so that it is always in its
stable configuration, the force at each time is that which minimizes the energy for that
instantaneous end point. By calculating this force for each value of r; as we did in Fig.6(b),
we may follow the deformation of the rod as it is compressed. Figure 7(a) shows an example
of such deformation for rods with x; = 0, y; = 12 and different values of the z-coordinate:
zp = —65, zp = —b5, zy = —45 and z; = —30. Figure 7(b) shows the corresponding
instantaneous force as a function of z;. Approximating this curve by a straight line, its
slope gives a measure of the DNA elastic constant k.. We find k, ~ 170 x 10 *Nm L.

Figure 8 is analogous to Figure 6, but with fixed force F' = 21pN and P, = 0.043. The
parameter being varied is now P,. Part (a) shows three configurations, for P, = 0 (full line),
Py, = —0.015 (dotted line) and P, = 0.03(full thick line). Part (b) shows the elastic energy
versus F. Notice that the elastic energy does not have a local minimum as a function of
P,. Since there are no solutions for Py greater than 0.03 or smaller than —0.015, the global
mininum is at Py = —0.015.

As a last remark we note that if we fix not only the end points, but also the tangent
vector at the end points, as in the strong anchoring end conditions considered by Tobias et
al. [20, 21], then all three parameters, F', Py and P, must be adjusted. We shall consider

this case in a future work.

VII. APPLICATION TO NONHOMOGENEOUS DNA

As an application of the method described in section IV we shall consider the equilibrium
configurations of nonhomogeneous rods. We shall restrict ourselves to the simplest case of
periodic nonhomogeneities in the Young’s modulus. The motivation for this study is the
fact that repeated (and therefore periodic) DNA sequences form a substantial fraction of
all eukaryotic genomes [37, 38]. The calculations presented here are based on the stiffness
parameters recently computed for the 32 trinucleotide units from DNA data [32]. Our
goal here is to understand how much the equilibrium configuration of a nonhomogeneous
rod differs from that of the homogeneous case when the rod is subject to fixed mechanical
conditions.

Repetitive DNA is formed by nucleotide sequences of varying lengths and compositions.

Because tandemly repeated sequences form a significant percentage of the genome of several
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organisms (reaching up to 100 megabasepairs of length [38]) and appear to have little or no
functional role, they are commonly regarded as “selfish” or “junk” DNA [39]. We shall use a
simple periodic formula for the (scaled) Young’s modulus that covers most of the parameter

interval spanned by the trinucleotides given in ref. [32]:

9.52
E =1 e 51
(s) + acos Pers’ (51)

Per is the period of the oscillations of the Young’s modulus along the DNA in units of base
pairs (bps) and « is a parameter (which dependes on the specific sequence being repeated)
which can not be greater than 0.66. We shall consider the scaled shear modulus u(s) = E(s),
which means that the Poison ratio I' = 2u/E will be kept constant. The conversion from
scaled to ST units is given by Eg;(s) = EyE(s) and psi(s) = pop(s), where Ey = 4.62 x
108Nm~=2 [32] and Ty = 2u/Ey = 2/3 [33].

Eqs.(22)-(25) have to be slightly modified to include the non-constant Young’s and shear

moduli. We obtain

P} P’ (P, — Pyscosf)?
H=—" 0 v 9 Fcosf 52
2E(s)  2Mou(s) | 2B(s)smzo L Y (52)
with
Pg = E(S)gl, (53)
Py = M3 = Tou(s)(¢' + ¢ cosb), (54)
Py = My = E(s){'sin® @ + Py cos 6. (55)

Notice that these equations are not integrable if o # 0. Although P, and P, are still con-
stants, the elastic energy per unit arclength is not. The configurations for non-homogeneous
rods are obtained from the homogeneous solution using the same procedure described in
section VI for rods with different forces. Here the trial solution is constructed integrating
the Kirchhoff equations for o # 0 using the initial conditions of the solution for oo = 0.
Figure 9(a) shows three configurations of short DNAs with the same end points but
different values of o. The parameters are Py = 0, Py = 0.043, F' = 20pN and L = 151bps.
The period of variation in Eq. (51) was chosen as Per = 90bps, which coincides with the
length of one turn of the homogeneous helix, as calculated in the Sec. III. This choice is
motivated by the fact that resonant periods enhance the effects of the non-homogeneities
[40]. The full line shows the homogeneous case (o = 0). This is the same as in Fig. 1 on the

left. The other curves show the rod for o = 0.33(dotted line), and o = 0.66(full thick line).
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Figure 9(b) shows configurations for longer DNAs, with L = 757bps. All other parameters
are the same as in part (a). The thin line shows the homogeneous solution and the thick

line shows the nonhomogeneous DNA for av = 0.48.

VIII. CONCLUSIONS

In this work we presented a general method to solve the boundary value problem (BVP)
for Kirchhoff filaments. The method consists in making small changes to a known trial
filament which satisfies the Kirchhoff equations but not the boundary conditions. We use
the linearized dynamics to push the end point of the trial solution to the desired position,
step by step. By linearizing the Kirchhoff equations we obtain an explicit relation between
a variation of the initial conditions (expressed in terms of Euler angles) and the consequent
variation of the rod’s end point.

The solutions of the BVP are limited by the physical constraints of the rod, such as the
moments, tension and length. A sketch of the allowed end points can be constructed by
integrating the Kirchhoff equations for a large number of initial conditions. The end points
form complex tri-dimensional figures with cylindrical symmetry, reflecting the non-linear
character of the equations.

We applied our method to compare the equilibrium configurations of rods with the same
end points but with different mechanical parameters. In the case of the tension F' we saw
that there is a special equilibrium configuration, for each fixed end point, which minimizes
the total elastic energy, corresponding to the stable configuration.

As a last example we applied our method to nonhomogeneous sequence-dependent DNAs
by modeling pieces of repeated sequences by a sinusoidal oscillation of the Young’s and shear
moduli. We found that the three-dimensional structure of the DNA is indeed sensitive to

the presence of such sequences.
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FIG. 1: Left:Trial (full line), intermediary (dotted line) and final (thick line) solutions for a short
DNA of length L = 151bps. The end point is fixed at r; = (0,12, —60); Right: DNA of length
L = 757bps fixed at ry = (0,10,—400). The parameters for both cases are are Py = 0, P, = 0.043
and F' = 20pN.
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FIG. 2: Regions of the existence of final points for P, = 0, Py = 0.043, F' = 20pN, L = 151bps
(left) and L = 757bps (right). The plots are obtained by integrating the Kirchhoff equations from
initial conditions in the intervals 0 < 6y < w (100 points), —0.1 < Py < 0.1 (10 points) and

—m < g < m (10 points).
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FIG. 3: Partial plots (first and second lines), from two points of view (left and right of each line),
showing the region of the existence of final points for P, = 0, Py, = 0.043, F' = 20pN. The initial
conditions used to generate the plots are: 0 < 6y < m (250 points), —0.1 < Pyy < 0.1 (20 points)

and 9 = 0. First line: L = 151bps; Second line: L = 757bps.
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FIG. 4: Regions of existence for P, = 0, Py = 0.043 and L = 151bps. From top left to bottom
right: F = 15pN, F' = 7pN, F = —5pN and F = —10pN. The initial conditions are 0 < 6y < 7

(100 points), —0.1 < Pyy < 0.1 (10 points) and —7 < 9py < 7 (10 points).
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FIG. 5: Maximum and minimum z; for the same parameters used in Fig. 2, part (a) and Fig. 4

as function of F'. The region between the two curves are possible values of z;.
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FIG. 6: Left: Three DNA configurations with L = 151bps, F' = 21.5pN (full line), F = 23pN
(dotted line) and F' = 15pN (thick line). Right: Total elastic energy Ep, as function of F. In all
cases ry = (0,12,—-60), Py = 0 and P, = 0.043.
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FIG. 7: (a) Equilibrium solutions for rods with zy = —65 (full line), zy = —55 (thick line), zy = —45
(dark gray) and zy = —30 (light gray). (b) Force F versus z; for the stable equilibrium solutions.

The mechanical parameters are Py, = 0 and P, = 0.043.
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FIG. 8: Left: Three DNA configurations with L = 151bps, Py = 0 (full line), P, = —0.015 (dotted
line) and Py, = 0.03 (thick line). Right: Total elastic energy E7 as function of Py. In all cases
r; = (0,12,-60), F = 21pN and Py = 0.043.
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FIG. 9: Left: Three DNA configurations with L = 151bps, ry = (0,12,—-60) and o = 0 (full
line), @ = 0.33 (dotted line) and o = 0.66 (thick line); Right: Two DNA with L = 757bps,
r; = (0,10,—-400) and a = 0 (full line) and « = 0.48 (thick line). The parameters are P, = 0,
Py =0.043, F' = 20pN and Per = 90bps.
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