Universidade Estadual de Campinas

Instituto de Fisica “Gleb Wataghin”

O Limite Semiclassico do Propagador
em Estados Coerentes: o Papel das

Trajetorias Complexas

Tese de Doutorado

Alexandre Dias Ribeiro

orientado por Marcus A. M. de Aguiar

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Marcus A. M. de Aguiar - IFGW/UNICAMP
Profa. Dra. Maria Carolina Nemes — DF /UFMG
Prof. Dr. Anténio F. R. de Toledo Piza — IF /USP
Prof. Dr. Peter A. B. Schulz - IFGW/UNICAMP

Profa. Dra. Kyoko Furuya — IFGW/UNICAMP

14 de Maio de 2004



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IFGW - UNICAMP

Ribeiro, Alexandre Dias
R354L O limite semiclassico do propagador em estados
coerentes: o papel das trajetérias complexas /
Alexandre Dias Ribeiro. -- Campinas, SP : [s.n.], 2004.

Orientador: Marcus Aloizio Martinez de Aguiar.
Tese (doutorado) - Universidade Estadual de
Campinas, Instituto de Fisica “Gleb Wataghin”.

1. Comportamentos caoticos nos sistemas.
2. Funcgdes de variaveis complexas. |. Aguiar, Marcus
Aloizio Martinez. Il. Universidade Estadual de

Campinas. Instituto de Fisica “Gleb Wataghin”.
[ll. Titulo.




FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IFGW - UNICAMP

Ribeiro, Alexandre Dias
R354L O limite semiclassico do propagador em estados
coerentes: o papel das trajetérias complexas /
Alexandre Dias Ribeiro. -- Campinas, SP : [s.n.], 2004.

Orientador: Marcus Aloizio Martinez de Aguiar.
Tese (doutorado) - Universidade Estadual de
Campinas, Instituto de Fisica “Gleb Wataghin”.

1. Comportamentos caoticos nos sistemas.
2. Funcgdes de variaveis complexas. |. Aguiar, Marcus
Aloizio Martinez. Il. Universidade Estadual de

Campinas. Instituto de Fisica “Gleb Wataghin”.
[ll. Titulo.

111



v



Resumo

A aproximacdo semiclassica do propagador quintico em estados coerentes tem como ponto de
partida sua representacio em termos das integrais de caminho de Feynman. Ao tomar o limite
h — 0, mostra-se que os caminhos mais relevantes para o cdlculo da integral sdo trajetdrias
cldssicas complexas regidas por uma fun¢do hamiltoniana, que é a média em estados coerentes do
operador hamiltoniano. Essas trajetorias devem satisfazer condicoes de contorno que dependem
dos parametros p’, ', p” e q”, que sdo as médias quanticas da posicdo e do momento, para os
estados coerentes iniciais e finais, respectivamente. No entanto, como é natural de acontecer em
expansoes assintdticas, a férmula obtida pode levar a resultados inaceitaveis, como probabilidades
maiores que um e descontinuidades. Esses resultados erréneos sdo consequéncias da incompleteza
da aproximacdo realizada sob dois aspectos. O primeiro é que existem trajetérias complexas
satisfazendo as condi¢bes de contorno adequadas, que ndo devem ser consideradas. Elas estdo
associadas ao fato do contorno original da integral de Feynman néao poder ser deformado, durante
o processo de aproximacdo, de modo que passe a inclui-las. O segundo aspecto estd relacionado
as causticas. Quando as trajetérias exibem tais pontos criticos, sua contribuicao para o calculo do
propagador ndo pode ser obtida a partir de uma expansao até segunda ordem em sua vizinhanca,
como ¢ feito usualmente, sendo necessaria uma expansao até ordens mais altas. Nesse trabalho,
desenvolvemos a férmula semicldssica do propagador e estudamos esses aspectos em grande detalhe.
Além disso, fazemos uma aplicacdo desta teoria a um potencial bidimensional e ndo integravel, em
regides cadticas, préximas de érbitas periddicas. Esses resultados numéricos ilustram inteiramente
o estudo tedrico realizado, expondo as sutilezas existentes na férmula semiclassica do propagador.
Quando tomadas as devidas precaucoes e incluidas as correcoes na vizinhanca das cdusticas, os

resultados semicldssicos demonstram uma, étima concordancia com os exatos.
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Abstract

The semiclassical approximation of the coherent states quantum propagator is based on its Feyn-
man path integral representation. In the limit 74 — 0, it can be shown that the most relevant
paths in the Feynman integral are complex classical trajectories governed by a hamiltonian func-
tion that is the average, in coherent states, of the hamiltonian operator. These trajectories must
satisfy boundary conditions that involve the parameters p’, q’, p” and q”, the quantum averages
of the position and momentum for the initial and final coherent states, respectively. However, as
it is common in asymptotic expansions, the semiclassical propagator formula may lead to non-
acceptable results, as probabilities greater than one and discontinuities. These erroneous results
are related to the imcompletness of the approximation concerning two aspects. The first is related
to trajectories satisfying the correct boundary conditions that must not be considered. They are
paths onto which the original countour of integration can not be deformed, during the approxima-
tion process. The second aspect is related to caustics. When trajectories exhibit caustics, their
contribution to the propagator can not be obtained by an expansion up to second order, as usually
made, being necessary to make an expansion up to higher orders. In this work, we develop this
semiclassical formula and study these aspects in great detail. Moreover, we make an application
of this theory to a bidimensional and non-integrable potential, in chaotic regions close to periodic
orbits. These numerical results entirely illustrate the theory studied, exposing the subtleties of the
semiclassical approximation. When the right precautions are taken, the semiclassical results show

very good agreement with the exact quantum calculations.
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Introducao

Quando a Mecanica Quéntica comecou a surgir, no inicio do século XX, a Mecanica Classica es-
tava muito bem estabelecida. Portanto, foi natural tentar descrever quantidades quanticas, como
por exemplo, niveis de energia e funcoes de onda, em termos de quantidades classicas. Teve-se
inicio, entdo, a “velha Mecdnica Quéantica”, que culminou com a formulacdo moderna da teoria
quantica em termos da Equacio de Schrédinger. As férmulas de quantizagdo baseadas na Mecénica
Cléassica mostraram-se como aproximacdes da teoria quantica, validas quando acoes tipicas eram
bem maiores que a constante de Planck h. Essas aproximacoes sao agora conhecidas como métodos
semicldssicos. Um dos trabalhos mais conhecidos nessa drea é o método WKB [1], cuja autoria se
deve a Wentzel, Kramers e Brillouin, para o cédlculo de fun¢oes de onda. Para sistemas unidimen-
sionais, esse método produz bons resultados, quando comparados aos exatos, exceto na vizinhanca
dos pontos classicos de retorno. Além disso, através desse trabalho, é possivel deduzir a férmula
da quantizacdo para os niveis de energia de Bohr-Sommerfeld, que tem étima concordancia com
a quantizacdo exata, no limite de altos numeros quénticos. O resultado que se tira do método
WXKB é que os niveis de energia estao relacionados as acoes do sistema cléssico equivalente, calcu-
ladas em trajetdrias fechadas. A aplicacdo do método WKB para sistemas com mais de um grau
de liberdade, no entanto, tem dificuldades, uma vez que, nesse caso, nao é sempre que podemos
encontrar caminhos fechados. Para resolver essa questdo, foi desenvolvido por Einstein, Brilouin
e Keller, o método EBK [2, 3], que é uma generalizacio do método WKB para mais de uma
dimensao. No entanto, o método EBK ¢ aplicdvel somente aos sistemas com anélogo classico in-
tegravel, pois é baseado no cédlculo de acdes em circuitos irredutiveis sobre toros. Para sistemas
ndo-integraveis, onde o movimento classico ndo pode ser descrito em termos de toros invariantes,
nao ha como reconhecer os circuitos irredutiveis, o que representa uma limitacao a esse tipo de
método semicldssico. Somente no final dos anos 60 é que surgiu uma férmula de quantizacdo
semicldssica para sistemas quanticos, cujo andlogo cldssico é ndo-integravel. Trata-se da férmula
do traco de Gutzwiller [4, 5, 6, 7] (veja também [8] e [9]).

Antes de discorrer a respeito da férmula do trago, esclareceremos sobre a motivacdo de se

estudar métodos semiclassicos. O fato é que a perseguicdo por tais métodos possui raizes praticas
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e filosoficas. A primeira, bastante representativa no inicio do século passado, se justificou pelo
fato da formalizacdo da Mecanica Quéntica, ainda jovem, ser deficiente. Atualmente, sob esse
ponto de vista prético, ainda existe interesse em métodos semiclassicos, quando se estuda, por
exemplo, sistemas grandes e com muitos graus de liberdade. Nesse caso, a precisao da solucao
exata nao se destaca tanto em relacdo a semicldssica, que, por sua vez, pode ser mais facil de ser
calculada, principalmente se o andlogo classico é bem conhecido. Por isso, métodos semicléssicos
sdo amplamente utilizados, por exemplo, entre os quimicos tedricos, no cilculo de niveis de energia
e funcoes de onda de moléculas grandes. A segunda motivagdo, citada no inicio do paragrafo,
estd relacionada ao Principio da Correspondéncia, que prescreve que quantidades quanticas de
um dado sistema podem ser obtidas via informacgao de seu andlogo cléssico, dentro de um limite
apropriado. E exatamente o que acontece com os métodos WKB e EBK: niveis de energia quanticos
sdo calculados via acoes classicas. Sob esse ponto de vista, haveria de existir também uma maneira
para utilizar informacao classica de sistemas nao-integraveis no calculo de grandezas quanticas. A
férmula do trago de Gutzwiller resgata exatamente essa idéia: funcdo de onda e niveis de energia
semicldssicos sdo escritos em termos das orbitas peridédicas do andlogo classico, que existem tanto

em sistemas integraveis quanto nao-integraveis.

O ponto de partida para a férmula do trago esta no propagador de Feynman na representagio
de coordenadas [10], K(x', x", T) = (x”|e’iHT/h|x’), que é escrito como uma soma infinita
de integrais de caminho. A aproximacdo semiclassica do propagador de Feynman, baseada na
idéia de fase estaciondria, indica que os caminhos relevantes para o calculo do propagador sao
equivalentes as trajetorias do sistema andlogo cldssico, que partem de x’ e chegam em x”, no
tempo 7. No entanto, como os niveis de energia e as densidades de probabilidade estao as-

sociados a transformada de Fourier do propagador diagonal, em relacdo ao tempo T', devemos

considerar x” = x'. De fato, escrevendo K(x', x", T) = 3 9, (x" ) (x")e *EnTL/ | obtemos
. . . 2
i f0°° dTK(x, x, T)e iE+ie)T/h = 5~ %ﬁ“ Assim, a informacao cldssica para o cdlculo dessas

grandezas quanticas se encontra nas érbitas cldssicas equivalentes, que saem e voltam para a mesma
posicdo x. No limite semiclassico, pode-se mostrar que apenas as dérbitas que saem e chegam ao
mesmo ponto no espaco de fase devem ser consideradas, ou seja, somente as Orbitas periddicas

contribuem.

Essa visdo geral dos métodos semicldssicos permite entender em que contexto se insere o estudo
do propagador. Porém, é importante discutir um pouco sobre a representacdo quantica escolhida,
nesta tese, para estudd-lo. Utilizamos a representacao de estados coerentes, |z) = |q, p), por
considera-la bastante adequada para estudar o limite semicléassico. De fato, um estado coerente é
representado por um ponto (q, p) no espacgo de fase, mais a sua incerteza, que é a menor possivel

segundo o Principio da Incerteza de Heisenberg. Tais caracteristicas tornam essa representacao
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quantica bastante familiar & Mecanica Cléssica. Afinal, um estado classico também é representado
por um ponto no espaco de fase, com a diferenca que sua incerteza é nula. Apresentamos, portanto,
o propagador na representacio de estados coerentes, K(z", z', T) = (2" |e="T/"|2'), que representa

a amplitude de probabilidade de transicdo entre dois “pontos quanticos” |z') e |z").

Klauder [11], Weissman [12, 13], e, posteriormente, Huber e colaboradores [14, 15] foram os
primeiros a deduzir uma aproximagdo semicldssica do propagador nessa representacdo. Assim
como no caso do propagador na representagio de coordenadas, a aproximagio de K(z", z', T')
também pode ser obtida de sua féormula em termos de integrais de caminho. E, também, ao fazer a
aproximacao, conclui-se que os caminhos relevantes para o calculo do propagador sdo as trajetérias
de um sistema cléssico equivalente. No entanto, essa representacdo possui uma caracteristica
peculiar, que é a necessidade imediata da consideragao de érbitas complexas. Ou seja, as trajetorias
classicas envolvidas no célculo do propagador semicldssico em estados coerentes sdo referentes ao
sistema andlogo classico complezificado. A justificativa para isso é bastante simples e tem relacio
com o fato das condicoes de contorno para as trajetdrias classicas serem muito restritivas. Elas
devem partir de um ponto inicial, z' = (q', p'), e num chegar num ponto final, z"” = (q”, p”),
apos o tempo T'. Em geral, é impossivel encontrar uma trajetdria classica que satisfaca a tantos
vinculos. Com tantas restricoes, sé resta dobrar o numero de graus de liberdade, para tornar o
problema soluvel. Tal procedimento é obtido naturalmente ao notar que é permitido assumir um

espaco de fase complexo.

A primeira aplicacdo numérica da férmula semicléssica do propagador em estados coerentes foi
feita por Adachi [16], para o oscilador pulsado unidimensional, sistema dependente do tempo, que
pode ser mapeado em um outro, parcialmente cadtico e com uma dimensao espacial. Nesse tra-
balho, algumas dificuldades inerentes a férmula semiclassica foram encontradas, como por exemplo,
trajetdérias ndo-contribuintes e cdusticas. As primeiras estdo relacionadas com trajetorias que ndo
devem ser consideradas na férmula do propagador, sob a pena de gerar resultados nao-fisicos, como
descontinuidades e divergéncias. Exceto por estas implicagoes fisicas, ndo existe nenhuma maneira
prética que possa identificd-las como ndo-contribuintes. A excluséo de trajetérias, baseada em ar-
gumentos fisicos, tem relacao com o Fenomeno de Stokes. Esse fendmeno aparece com frequéncia
em aproximacoOes assintéticas [17, 18, 19], e se manifesta através da exclusdo arbitraria de de-
terminada solucdo, em uma dada regido, para que se preserve a fidelidade entre a solucido geral
assintotica e a exata. Uma discussao detalhada deste assunto serd apresentada no capitulo 4 desta
tese. Os pontos de causticas correspondem ao conjunto de parametros, z’, z"’ e T', para os quais a
aproximacdo semiclassica ndo pode ser aplicada. A utilizacdo da férmula semicléssica, para esses
parametros, leva a divergéncia do propagador. No capitulo 3, faremos uma anélise desse assunto.

Além de mostrar exemplos desses problemas, no trabalho de Adachi, foi notificada a existéncia de

XV



mais de uma trajetéria complexa contribuinte para a formula do propagador, o que ndo havia sido
previsto inicialmente por Klauder [20], embora ele logo tenha revisto essa posi¢ao [21]. Ressaltamos
que tais temas, trajetérias complexas, Fenomeno de Stokes e causticas, também foram estudados
para o propagador na representacao de momento e posicao, como por exemplo, no tratamento
de tunelamento dinamico [22, 23] e bilhares [24]. Com relacio a outras aplicacées do propagador
em estados coerentes para sistemas unidimensionais, destacamos a particula livre [25], o oscilador
qudrtico [26], o tunelamento através de uma barreira de potencial [27], problemas de espalhamento

[28] e acoplamento cldssico-quantico [29].

Recentemente, Baranger e colaboradores [30] publicaram uma deducdo bastante detalhada da
férmula semiclassica do propagador em estados coerentes, em uma dimensao. Este trabalho trouxe
a tona novos ingredientes para a discussao sobre métodos semiclassicos e propagadores. Embo-
ra nao desejamos nos aprofundar nessas questOes, consideramos importante fazer um breve co-
mentdrio. Em primeiro lugar, a referéncia [30] chama a atencdo para o fato de ndo existir uma
Unica maneira de tomar, formalmente, o limite semiclassico do propagador em estados coerentes.
Como essa representacao € super completa, o operador identidade pode ser definido de maneira
nao-dnica, gerando diversas férmulas semiclassicas distintas, embora sejam equivalentes quantica-
mente. O outro ponto discutido foi acerca das representagdes de valor inicial, conhecidas como
representacgoes IVR (Initial Value Representation). Como é muito dificil encontrar as trajetérias
complexas envolvidas no cédlculo do propagador, dadas as condi¢bes de contorno mistas, que en-
volvem tanto o ponto final quanto o inicial, existiram tentativas de expressar propagadores em
funcao de trajetérias que partem de um determinado ponto no espaco de fase. Assim, nas repre-
sentacoes IVR, o trabalho de busca de trajetorias é eliminado. Um exemplo desse tipo de férmula é
quando se expande o propagador semicldssico em torno de uma trajetoria conhecida. Esse tipo de
expansao é valido quando queremos calcular, por exemplo, o propagador diagonal, e conhecemos
uma érbita periddica préxima. Porém, o principal exemplo de propagadores IVR é o propagador
de Herman-Kluk [31], muito utilizado pelos quimicos tedricos no cilculo de grandezas referentes
a moléculas com muitos graus de liberdade. O problema é que esse propagador ndo possui uma
derivacdo semiclassica correta, sendo que, inclusive, sua dedugao original contém um erro. O para-
doxo aparente, existente entre ser amplamente utilizado e ser formalmente errado, foi resolvido
quando, recentemente, uma deducdo consistente, mas nao semiclassica, desse objeto foi realizada
por Miller [32]. Paralela a essa discussao, segue ainda uma outra que estuda o significado e o limite

de validade para cada tipo de propagador [33, 34, 35, 36, 37].

Apesar de todo este histérico, com raras excecoes [38, 39], ndo existem aplicagdes numéricas
da férmula semiclassica do propagador a sistemas bidimensionais e cadticos. Nosso trabalho de

Doutorado possui tais caracteristicas, sendo que os resultados numéricos principais foram apresen-
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tados em [40]. O trabalho consiste em um extenso estudo onde discutimos os problemas existentes
na férmula semiclassica do propagador, reproduzimos fielmente resultados exatos em determinada
superficie de energia e propomos maneiras praticas de contornar as dificuldades encontradas.

No capitulo 1 desta tese, apresentaremos a aproximacao semiclassica do propagador, utilizada
no Doutorado e obtida da referéncia [41]. Através dela, obtemos uma férmula pela qual o propa-
gador ¢ escrito como uma soma sobre contribuicdes de trajetérias classicas complexas de um sistema
equivalente H = (z|I:I |z), com condi¢des de contorno incomuns. Essa féormula apresenta diversas
dificuldades, que foram analisadas. Além disso, propostas para contorna-las foram criadas. A
primeira delas esta relacionada com a obtencao das trajetorias complexas, que serd tratada no
capitulo 2. Uma outra dificuldade ¢é o tratamento das causticas, pontos para os quais o propagador
diverge. Pode-se provar que, do ponto de vista da dinamica cldssica, uma cdustica representa
a situacao onde existem duas trajetérias arbitrariamente préximas, com condicoes de contorno
adequadas para serem incluidas na férmula do propagador. Afi, aparece uma especificidade de
sistemas bidimensionais nao-integriveis. Para esses, como uma familia de trajetérias pode se ram-
ificar em novas familias, a cdustica pode representar esse ponto de ramifica¢do (bifurcacdo, para
0 caso mais simples). Para casos unidimensionais, ndo aparecem pontos de bifurcagio, pois o
sistema ¢é integravel. Assim, em uma dimensdo, uma cdustica representa o colapso de duas tra-
jetorias contribuintes. Vale comentar que, para o propagador na representacao de coordenadas,
problemas decorrentes de bifurcacio de trajetérias foram encontrados [42, 43, 44]. Além de en-
tendermos o aparecimento de cdusticas, propomos uma maneira de tratd-la, motivados pelos tra-
balhos [45, 46, 47, 48], que trazem a idéia de trabalhar simultaneamente com duas representagdes
semiclassicas. Assim, quando uma delas ndo pode ser utilizada, tira-se informacdo da outra, e
vice-versa. No capitulo 3, apresentaremos toda essa discussido. O capitulo 4 serd dedicado as
trajetorias nao-contribuintes e por isso sera focalizado no Fenomeno de Stokes. No capitulo 5,
faremos a aplicacao numérica da férmula semicldssica do propagador em estados coerentes ao po-
tencial Nelson, que é bidimensional, num regime de energia cadtico. Nesse capitulo, ilustraremos
toda a teoria apresentada nos quatro primeiros. Finalmente, no capitulo 6, faremos os comentérios

finais.
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Capitulo 1
Aproximacao Semiclassica

Neste capitulo deduziremos uma férmula semicldssica para o propagador de um sistema quéantico
de duas dimensoes espaciais, na representacao de estados coerentes. Para isso, partiremos do
propagador escrito na forma das integrais de caminho de Feynman. No limite semiclassico, os
caminhos pelos quais a integral ndo é desprezivel sdo aqueles coincidentes com as trajetérias de
um sistema clssico equivalente, satisfazendo a determinadas condi¢bes de contorno. A aproxi-
macao apresentada neste capitulo consiste em identificar tais trajetdérias e fornecer uma maneira
de calcular a contribuicdo de cada uma delas ao propagador, incluindo a sua vizinhanca. As
primeiras aproximacdes semicldssicas para o propagador em estados coerentes foram realizadas em
[11, 12, 15]. No entanto, recentemente, uma derivagido bastante detalhada desta deducdo, para

sistemas unidimensionais, foi feita em [30].

1.1 Estados Coerentes

Antes de iniciarmos a aproximacio que propusemos, faremos uma breve revisdo sobre a repre-
sentacido de estados coerentes. Uma introducio muito interessante e detalhada deste assunto, feita
através do tratamento quantico do oscilador harmoénico simples, pode ser encontrada em [49].

A idéia que esta por tras de uma aproximacao semicldssica é descrever objetos quanticos em
funcdo de grandezas cldssicas. Portanto, sendo este o nosso propédsito, é natural utilizarmos uma
representacdo quantica que seja familiar & mecanica classica. Ja que descrevemos um estado cldssico
como um ponto no espaco de fase, seria interessante adotar uma representacdo que também se
utilizasse deste espaco. Nesse sentido, podemos dizer que a representacao de estados coerentes
é bem indicada para se fazer uma aproximacdo semicldssica. Afinal, por meio dela podemos

representar o estado quantico de uma particula, fornecendo somente a sua posi¢do esperada no



espaco de fase (g, p), a incerteza na posi¢do, ou momento, ou ainda uma relagdo entre elas. Além
disso, para os estados coerentes, a imprecisdo da medida de sua posicdo no espaco de fase é minima,
segundo o Principio da Incerteza de Heisenberg (AgAp > %) Este fato reforca sua proximidade
com a representacdo cldssica: Assim como os estados cldssicos sdo representados por pontos no
espaco de fase, os estados coerentes também sdo representados pelas menores estruturas no espacgo
de fase quéntico, que sao regides de area 7/2. Por este motivo os estados coerentes também sao
chamados de pontos quanticos. Com relacido a funcao de onda na representacio de coordenada e
momento, lembramos que ela é descrita por uma gaussiana centrada em q e p, respectivamente.
Em sintese, a partir da posi¢io esperada (q, p) e das informagdes sobre a incerteza desta medida,
é possivel construir, via representacio de estados coerentes, o estado quantico |z) da particula com
as caracteristicas citadas acima.

O estado coerente em duas dimensdes espaciais, |z) = |2,) ® |z,), com médias na coordenada
d = (¢z, ¢,) € no momento p = (pz, p,), com incerteza na coordenada b = (b, /+/2, b,/+/2) e no
momento ¢ = (¢, /V2, ¢, /V/2), satisfazendo b, ¢, = h, para r = z ou y, é rotulado por um niimero
complexo z = (2, 2,), que é autovalor do operador vetorial de aniquilacdo & = a, ® a,, aplicado

em |z):

. . 1 (¢ | .p 1 .
Gr|z) = z,|z), onde a, = 7 <Z—: —l—z%) e zp = 7 <Z—: +z]c)—:> . (1.1)

Os objetos ¢, e p, sdo os operadores de posicdo e momento, na direcdo r. Também podemos obter
o estado coerente |z) através da aplicacio do operador de Weyl, exp {z - aT — 1|z|?}, sobre o estado

fundamental do oscilador harménico |0):

|z) = exp {z-aT— %|z|2}|0). (1.2)

Por completeza, escrevemos a fungao de onda na representacao de posi¢do, na coordenanda 7:

2 .

_ o —1/43-1/2 _(T_QT) v ( _‘IT)

rlz) == b ex — = r—=—J»1. 1.3

(r|z) r p l 2% P (1.3)
Introduzidos desta maneira, os estados coerentes aparentam nao ter relacao com o oscilador

harmonico simples. Entretanto, os estados |z), construidos segundo a especificagdo acima descrita,

apresentam propriedades especiais quando submetidos ao hamiltoniano do oscilador harmoénico

—1 onde v, = b./¢, e m é a massa da particula a qual se

simples com frequéncias w, = (v,.mn)
descreve. Para este sistema, em particular, o pacote de onda representado por |z) ndo se deforma
durante a evolucio temporal, 0 que ndo acontece para um sistema arbitrario. Além disso, a média

(q, p) dos operadores de posi¢do e momento, em func¢do do tempo, coincide com a trajetéria



descrita pela particula, quando submetida a uma hamiltoniana classica H. = H(q, p), onde a
funcdo H pode ser obtida da relacio H = H(q, p)-

Para encerrar esta secao, apresentaremos a relacao de nao-ortogonalidade e a relacao de com-
pleteza para os estados coerentes. Quanto a primeira, esclarecemos que dois estados coerentes |z )

e |z2), com |z1) # |z2), ndo sdo ortogonais. A proje¢do de um no outro é estabelecida pela relacdo:

1 . 1
(z1|22) = exp {—§|z1|2 +z7 2o — §|zz|2} . (1.4)

Quanto a relagcdo de completeza para estados coerentes, é importante dizer que ela ndo pode ser
determinada de maneira tnica. Por isso, esta representacao é chamada de super completa, que
diz respeito a existéncia de uma série de arbitrariedades que podem ser tomadas para se definir o
operador unidade. Uma discussdo sobre esse assunto pode ser encontrada na referéncia [50]. Nesse

trabalho, utilizaremos a relagdo de unidade mais comum:

Sl L )l

/ d'z B / d?(Re[z]) d2(Im]z])

(1.5)

d’z d%z* dg.dp.dg,dp
= [ T tal= [ S el 1.

Vale comentar ainda que, conforme discutido em [30], o operador unidade pode ser utilizado de
diferentes maneiras na construcao de integrais de trajetérias. Devido & supercompleteza desta base
isso pode levar a diferentes férmulas semiclassicas do propagador, embora produzam resultados
equivalentes para o propagador exato. A comparacado entre estas férmulas semiclassicas demonstra

que cada uma possui o seu intervalo de validade onde reproduz melhor o resultado exato.

1.2 Propagador de Feynman

O propagador para um operador hamiltoniano independente do tempo, na representacio de estados

coerentes, é escrito como:
K (2", 2, T) = ("]~ " T/"|2") . (1.6)

Fica facil de entender a interpretacdo fisica para este objeto, ao identificarmos o operador de
evolugao temporal, exp {—z’I:IT/h}. Podemos entao concluir que K (z'*, z', T') é a projecao do
estado |z'), evoluido, segundo H, até o tempo T, sobre o estado |z""). E, portanto, o médulo ao
quadrado desta expressdo representa a probabilidade do estado |z’), apés um tempo T', ser medido

como |z"').



Como dissemos no inicio deste capitulo, o ponto de partida para a nossa aproximacao semi-
cldssica é o propagador em estados coerentes na forma das integrais de caminho de Feynman [10].
Portanto, nesta secao, partiremos da equacao (1.6) e chegaremos a esse formato desejado. Para
isso, o primeiro passo € discretizar esta equacao com relacdo ao tempo. Assim, dividimos o tempo
T em N intervalos de duracao e, e introduzimos, entre cada e’iH‘/h, (N — 1) identidades como

aquelas definidas pela equagdo (1.6). O propagador tomara a forma:

K (2" 2 / H (d) T s =/ ) (1.7)

k=0

onde z' = zg e z" = zy. Cada propagador infinitesimal, K.(z}_ , 2, €) = (zr41 le=tHe/M|z,) ) pode

ser calculado ao se expandir a exponencial e *1¢/" até primeira ordem em e:

(zit1|H|71)

(i |2 (18)

—ifTe 1€ ~ -~ .
<Zk+1|6 iH /h|zk> [~ <Zk+1|Zk> |:].— EHIH_%] y onde Hk—i—% =

Nesse ponto, a relagdo (1.4) pode ser usada para resolver o termo (zjy1|z). Fazendo isso e
lembrando que o termo entre colchetes na equagao (1.8) pode ser reaproximado pela exponencial
exp {— %ﬁ ;}, obtemos:

2

—iHe L€ ~ 1 *
(zrpale M zy) = exp {—ZﬁHH% 3 (Izet1 [ + |2 ]*) +2j 44 Zk} - (1.9)

Com esta ultima expressao podemos escrever o propagador mais simplificadamente:

N-1 d4Z
* _ J ir
e [T (22) . "
=1
onde ex” = [[n g K. (zj4 1, 2k, €), arranjado de forma conveniente, vale:

Stlee

N—1 . * *
i = 1 /2,2 1 (Zp1 — 2z | .
b7 o5 e[ (B - (2

k=0

}. (1.11)

A equacédo (1.10) representa o propagador de Feynman, em estados coerentes, discretizado.
Serd a partir desta equacdo que iniciaremos a aproximacdo semicldssica de K (z” *, z, T). Para
que a equagao (1.10) se torne a forma bem conhecida das integrais de caminho [10], basta supor
que os caminhos sejam continuos, tomar o limite N — oo e € = 0, com Ne = T, e escrever z’ e

z'"* em funcdo de ¢, p’, q" e p"':

K (d, p', q", p", T) = / Wﬁw(qu)dt%(pfqufpqu>]_ 112)



A equagao (1.12), que ndo envolve nenhuma aproximagao — a nao ser a suposicao de que os caminhos
sdo continuos — indica que todos os caminhos que saem de (q', p’) e chegam a (q”, p”') contribuem
para o propagador quantico. A amplitude de probabilidade do estado |z') ser medido como |z"),
apds o tempo T, leva em consideracao todos esses caminhos possiveis. Note que eles nao obedecem
necessariamente a uma equacao, como acontece com as trajetdrias classicas, que sao regidas pelas
equagoes de Hamilton. O peso da contribui¢ao de cada caminho é medido por F, que, a menos da
fase —% (p"d” — p'd’), pode ser identificada como sendo a acdo correspondente ao caminho. No
entanto, para a nossa aproximacao semiclassica, uma outra quantidade vai ser identificada como

acao classica, que discutiremos na secao 1.6.

1.3 Meétodo do Ponto de Sela

Para resolver a integral (1.10), no limite semicléssico (A — 0),utilizaremos o Método do Ponto de
Sela, que pode ser entendido como uma extensdo do bem conhecido Método da Fase Estaciondria.
Uma descrigdo mais rigorosa de tais métodos pode ser encontrada em [51, 52].

O Método da Fase Estaciondria é utilizado para o célculo da integral:

+o0 .
I® = / g(x)e #7@dg | no limite 7 (real) — 0 . (1.13)
—00
Consideramos que f(z) e g(z) sdo funcdes reais bem comportadas da varidvel real z. Esclarecemos
que esse método também pode ser aplicado aos casos em que os limites de integracao sao arbitrarios.
No entanto, como pretendemos fazer uma aplicacdo direta do método ao nosso estudo, achamos
conveniente restringir a discussao a este caso particular, cujo intervalo de integracao vai de —oo
até +oo.

A idéia bésica para se resolver a integral (1.13) estd relacionada ao fato do integrando ser
uma funcio oscilatéria da varidvel z. No limite assintético estudado, a freqiiéncia dessa oscilacéo é
muito alta, pois ela depende diretamente de ™", Sabemos que, em geral, a integral de fung¢bes com
esta caracteristica é nula num intervalo de integracdo muito maior que o periodo das oscilagoes, ja
que contribui¢des positivas e negativas tendem a se cancelar. A excec¢io para esta afirmacéo ocorre
quando o intervalo de integracao incluir a regiao onde o argumento da funcao oscilatéria se mantém
estaciondrio, pois nela as oscilacoes cessam. Também devemos tomar cuidado com a vizinhanca
dos extremos de integracdo, cuja contribuicdo para integral nem sempre pode ser dezprezada. No
entanto, ndo nos preocuparemos com esses limites, pois restringiremos o nosso estudo aos casos em
que o integrando se anula quando z — +o00. Os pontos ao redor dos quais a integral ndo se anula,
pontos extremos e estaciondrios, sdo chamados de pontos criticos.

Segundo os argumentos expostos, para se resolver a integral (1.13), precisamos identificar, em

primeiro lugar, os pontos estaciondrios da fase f(x), que sdo os pontos que resolvem a equagio



f'(z) = df /dx = 0. Depois disso, basta estimar a contribui¢do de cada ponto estacionério, bem
como a sua respectiva vizinhanca. Caso exista mais de um ponto critico, devemos somar a con-
tribuicao de todos eles. O calculo da contribuicao de cada ponto, incluindo a sua vizinhanca, pode
ser feito através de uma simples expansao de f(z) e g(z) em torno do ponto estaciondrio. Em
geral, para um bom resultado, é suficiente fazer esta expansdo até segunda ordem.

O Método do Ponto de Sela se utiliza da mesma idéia de fase estaciondria e pontos criticos

para resolver as seguintes integrais de linha no plano complexo:
I(OZ) = / 9(2) e~ #1dz | no limite 7 (real) — 04 . (1.14)
C

Neste caso, f(z) e g(z) sdo fungdes complexas e analiticas, numa regido que contém C, do argumento
complexo z. Partindo do mesmo raciocinio utilizado no Método de Fase Estaciondria, o integrando
da equagéo (1.14) oscila muito rapidamente ao longo de um caminho arbitrério C, o que anularia
a integral. No entanto, se o caminho C' for coincidente com qualquer curva de nivel da parte real
de f(z), que denotaremos por C’, eliminaremos estas oscilacoes de alta freqiiéncia. Dessa forma, a

integral (1.14) se reduziria a:
1) = o= #Relf(Nlcr / g(z) e F x| (1.15)

onde Re[f(z)]|c+ é a parte real de f(z) para qualquer z pertencente a curva C'.

Dentre todas as infinitas curvas C’, existe aquela com caracteristicas especiais capaz de deixar
o cdlculo da integral (1.15) mais simples. Uma atribui¢io para esse bom caminho é que ele comece
e termine em regides onde Im[f(z)] = —o0, 0 que leva a contribui¢do dos extremos de integragio
ser nula. Além disso, ele deve passar por um extremo de Im[f(z)], que é o ponto critico (ponto
de sela) de f(z), que resolve a equacdo f'(z) = df /dz = 0. Conforme apresentado em [51] e [52],
pode-se provar que as curvas de nivel de Re[f(z)] que passam por um ponto de sela de f(z) sdo os

caminhos onde |Im[f’(2)]

¢ maximo. Ou seja, com relagdo a topologia de Im[f(2)], as curvas de
nivel de Re[f(z)], que passam pelo ponto de sela, sdo coincidentes com os declives e aclives mais
ingremes. No entanto, como gostariamos de satisfazer a condigdo Im[f(z)] = —oo nos limites de
C', devemos considerar somente os declives mais ingremes que emanam do ponto de sela.
Portanto, o bom caminho para se resolver a integral (1.14) é aquele que passa pelo ponto de sela
e tem, com relacdo a topologia de Im[f(z)], a descida mais ingreme. Por isso, no limite assintdtico
estudado, a contribuicdo do ponto de sela é dominante sobre a dos demais pontos ao longo desse
caminho: ao se afastar do ponto critico, o integrando se torna desprezivel, pois Im[f(zo)], onde 2q

é o ponto de sela, é maior que Im[f(z)] para qualquer z pertencente ao novo caminho e, portanto,
Imif (zg)1 Tmif ()]
2 >>e &

. Dessa forma, para se calcular o valor da contribuicdo de um ponto de sela,

basta expandir f(z) na sua vizinhanca e fazer a estimativa. Em geral, uma expansdo de f(z) até
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Figura 1.1: Curvas de nivel para Re[f(2)] (a) e Im[f(2)] (b), sendo f(2) = z2. O ponto (0, 0) é
o ponto de sela de f(z). Com relagdo a esse ponto, existem dois vales (azul) e duas montanhas
(vermelho), tanto para a parte real de f(z) quanto para a parte imagindria. Note que os caminhos
mais ingremes de Im[f(z)], com relagdo ao ponto de sela, sdo equivalentes as curvas de nivel de
Re[f(z)] que passam por esse ponto. Os caminhos de descida mais ingreme de Im[f(z)], que é

aquele onde Re[z] = —Im|[z], é o caminho que reduz a integral (1.14) a uma integral gaussiana.

segunda ordem é suficiente para uma boa aproximacio, o que seria equivalente a transformar a
integral (1.15) numa integral do tipo gaussiana, que é ficil de resolver.

A figura 1.1 ilustra estas idéias do Método do Ponto de Sela, para o cdlculo da integral (1.14),
com f(z) = z2. Na figura 1.1a toda curva de nivel de Re[f(z)] representa uma possivel curva
C', o que significa dizer que, tomando uma delas como caminho de integracio, a equagao (1.14)
se reduz & (1.15). O ponto no centro do gréfico, z = 0, representa o ponto de sela de f(z). Ao
observar também a figura 1.1b, podemos notar que, se os extremos de C’ estiverem localizados no
primeiro ou terceiro quadrante do plano complexo z, a integral divergird, devido a contribuicao
dos limites da integral. Esta discussao sugere que o caminho simples para resolver a integral
(1.15) é aquele que comega no segundo quadrante e termina no quarto quadrante, ou vice-versa.
O tnico caminho que passa pelo ponto critico e que se encontra dentro dessas caracteristicas é a
curva Re[z] = —Im[z], que inclui os dois declives mais ingremes de Im[f(z)] com relagdo ao ponto
de sela, e reduz a integral (1.14) a uma integral gaussiana. O fato desse método se utilizar dos
caminhos mais ingremes que emanam do ponto de sela o faz ser bastante conhecido como Método
dos Declives mais ingremes (Steepest Descents Method).

Como vimos até o momento, o método abordado indica qual é a melhor curva C' para lidar com a

integral (1.14), e, para este caminho de integracéo, nos mostra como resolvé-la. No entanto, nada



nos garante que o caminho original da integral seja coincidente com esse caminho. Felizmente,
o Teorema da Integral de Cauchy permite deformar consideravelmente o contorno de integrais,
sem a alteracdo do seu valor numérico, sob determinadas condi¢oes. Assim, o método também
consiste em alterar o contorno de integracao original para aquele que deixa a integral mais simples.
Portanto, podemos dizer que o Método do Ponto de Sela combina os argumentos topoldgicos de
f(2), discutidos nos pardgrafos anteriores, com o enunciado do Teorema de Cauchy. O resultado
final desta combinagio, utilizado para resolver uma integral geral no formato (1.14), pode ser

resumido em cinco passos [51]:

1. Identificar os pontos criticos do integrando: pontos de sela de f(z), extremos de integracao

e singularidades de f(2) ou g(z2);
2. Determinar os caminhos de declive mais ingremes partindo de cada ponto de sela;

3. Justificar, via Teorema da Integral de Cauchy, a deformacao do contorno original naqueles

encontrados no segundo passo;

4. Calcular a expansao assintética da integral, ao longo do novo caminho, em torno de cada

ponto critico encontrado;

5. Somar as contribuicoes de cada expansao realizada.

Dentre estes cinco passos, o segundo e o terceiro, que devem ser aplicados simultaneamente,
sdo mais delicados. Nao porque sejam mais dificeis do ponto de vista conceitual, mas porque a sua
implementacdo computacional ndo é facil. Como veremos ao longo desta tese, existem pontos de
sela que nao podem ser considerados, pois ndo ha como deformar o contorno original de integracio
para os caminhos de declive mais ingremes que passam por eles, sem alterar o valor numérico
da integral. Em geral, a inclusdo equivocada destes pontos leva a resultados descontinuos, e esta
caracteristica, até o momento, é a unica maneira pratica de identificd-los. O capitulo 4 retomara

essa discussao com mais detalhes.

1.4 Trajetdrias Classicas Complexas

O propagador de Feynman (1.10), escrito em funcdo de q; e p;, envolve a integral:

0o N—1 . N-1
+ H d%q;d%p; expd Z . [1 Qe+t — Gk Pt £ Pk LPki1 =Pk Qe H Ak 1}
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Figura 1.2: Representacdo das integrais de linha de Feynman e a sua extensdo analitica. Repre-
sentamos (N — 1) caminhos de integracdo da equacdo (1.10): ¢g.1,4z,2, .-, ¢z, n—1. Os outros
3(N — 1) eixos, relativos as varidveis gy j, Pz; € Py,j, também poderiam ser representados de
maneira andloga. Na figura (a) os pontos criticos da integral, representados pela curva que conecta
q. a ¢!, pertencem ao caminho de integracdo. A figura (b) representa a situacio genérica onde nao
ha pontos estaciondrios no eixo real. Para se resolver o problema, faz-se uma extensao analitica
das variaveis de integracdo, de modo que se possa encontrar pontos de sela para J, como mostra
a curva mais grossa. Os contornos originais de integracio (eixos reais) devem ser deformados de

tal maneira que passe pelos pontos de sela.

que ¢é equivalente & integral (1.13), pois as varidveis de integracdo sdo consideradas (até agora)
reais e o argumento da exponencial F também é uma funcdo real. A diferenca estd no fato da
equacao (1.10) conter uma integral em 4(N — 1) dimensoes, enquanto que a integral (1.13) é
unidimensional. Porém, como veremos no final desta se¢do, F nao apresenta, em geral, pontos
estaciondrios nos caminhos originais de integracdo, que sdo os eixos reais qu,j, qy,j, Pe,j € Py.j
para j =1, 2,..., N — 1. Entretanto, se considerarmos a continuacao analitica das variaveis de
integragao, poderemos encontrar pontos de sela para F. Ou seja, os pontos criticos de F habitam
o espaco de fase complexo. Dessa maneira, a equagdo (1.10) deixa de ser comparada a equagio
(1.13) para ser comparada a (1.14), s6 que 4(/N — 1)-dimensional, e sendo C' o eixo real desde —oo

até +oo para cada variavel de integracao.

Na figura 1.2 procuramos ilustrar a idéia apresentada no parigrafo anterior. Na figura 1.2a

representamos (/N —1) caminhos de integracao da equacdo (1.10): g1, gz.2,- .-, Gz, N—1. Os outros



3(NN —1) eixos, relativos as varidveis gy j, pa,;j € py,; também poderiam ser representadas de maneira
andloga. Se houver pontos de fase estacionaria de JF pertencentes aos eixos representados, como
indicado pela linha grossa que conecta ¢/, a ¢//, na figura 1.2a, os caminhos de integracdo passarao
necessariamente por eles, e uma expansao de F em torno destes pontos serd suficiente para o calculo
do propagador (1.10). No entanto, se ndo houver pontos estacionirios no eixo real, ndo hi como
calcular o propagador, a nao ser pela extensao das varidveis de integracdo ao plano complexo, como
representado na figura 1.2b. Nesta figura, os caminhos originais de integrac¢do continuam sendo os
eixos reais. Mas, desta vez, os pontos de sela habitam a regido fora destes eixos, como indicado
pela linha mais grossa. Supondo que podemos deformar o contorno das integrais nos caminhos
de declive mais ingremes que passam por cada ponto de sela, basta expandir F em torno deles
para obter uma aproximacao do propagador (1.10). A figura 1.2a representa a situagao bastante
particular onde o propagador (1.10) pode ser comparado a equacdo (1.13), e, por outro lado, a

figura 1.2b representa a situagio genérica onde a equagao (1.10) é equivalente a (1.14).

Novas Variaveis

A partir daqui, passaremos a considerar, portanto, que as varidveis de integragao, g, j, qy.j, Pz,j €

*
7

qr,j - Dr,j o — 1| @y _ ;Drj
[_b,, +it ] deve ser z,; = 3 [ e e ], onde a barra

Dy.j, podem tomar valores complexos. Desta forma, z, ; ndo é mais complexo conjugado de e z

e vice-versa: O complexo de z,; =

o Nl

[m - i%], como foi construido 2; ;. Sendo assim, para

significa complexo conjugado, e nao 2

nao haver confusao neste espaco de fase complexo, introduziremos uma nova notacao que substitua
zr € z¢ (eliminamos o indice j para simplificar), pois como vimos, devem ser tratados de forma
independente:
zr—>u,=L<2+i&> e z*—)v,,=i<q—r—i&>, (1.16)
\/§ by Cr " \/§ b, Cr
onde, agora, g, € p, sdo varidveis complexas. Vetorialmente escrevemos u = (uz, uy) € v = (vg, vy).
Devemos também realizar a mudanca de notacdo para as varidveis de integracdo. Desta forma,

temos:

(1.17)

- —472

d4Zj d2Zj dzz; d211j d2Vj
T (2mi)?

Trajetoria Critica e Limite Continuo

Baseados no que foi discutido até agora, executaremos o primeiro passo para resolver a integral
(1.10), que é a determinacao dos pontos de sela de F. Eles formam um conjunto de 4(IN—1) pontos,
que definem uma trajetoria critica num espaco de fase complexo de 4 dimensdes. Os pontos de

sela, devem satisfazer a seguinte condicdo:
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-1
oF oF
OF = £ {au—méu"j_‘_av—m&vm =0. (118)

<

Na nova notagao fica claro que podemos considerar variacoes independentes de du, ; e dv, j, 0 que
ndo ocorria quando usdvamos z, e zf. Procedendo assim, escrevemos a condigio (1.18) explicita-

mente como:

3 6.H 1 1 af{ 1
i€ k+1 i€ kt1
_ + - = R = — , 1.19
Uk Ukl = D g € Unk —Unk+1 = 7 Borpmt (1.19)
onde k =1,...,N — 1 na primeira equacao e k = 0,..., N — 2 na segunda. No limite continuo,
e — 0, as equagoes (1.19) tornam-se:
oH oH
ihit, = — iho, = , 1.20
iht 0. e 1ho, o, ( )

onde H, com base no que foi definido pela equacdo (1.8), toma a forma H = (v|1fI|u) O fato
de escrever H desta maneira, e nio como H = (z|I:I |z), serve para reforcar que p e q agora sio
complexos. Note que u(T) e v(0) somente serdo determinados com a integracio das equacdes
de movimento. Isso porque ug(T'), uy(T'), v5(0) e v,(0) ndo aparecem nas equacdes (1.19), sendo
portanto desvinculados das condicoes de contorno da equacio da trajetéria. Salientamos que, se
zll e zi* aparecessem na equacao (1.19), na forma de u,(T") e v,(0), respectivamente, teriamos
mais estas condigoes de contorno: w,(T) = z = % [g—g +i1;—g] e v(0) = z"* = \/LE [% - z%]
Isto eliminaria a possibilidade de fazer a continuagao analitica do espaco de fase, pois as condigoes
u(0) =2, v(T) = 2", u(T) = 2" e v(0) = z'* s6 seriam satisfeitas para p e q reais.

Neste ponto da deducdo, podemos supor que a trajetéria critica, u(t) e v(t), é obtida pela
equacao (1.20), com condigoes de contornou(0) = u' = 2z’ e v(T') = v = z""*. Com relacdo a hamil-
toniana suavizada H (u, v), enfatizamos que ela difere da hamiltoniana classica H,(q(u, v), p(u, v))
por termos de ordem /. Como discutido em [30] estas diferengas sdo importantes e ndo podem
ser descartadas. Segundo a referéncia [53], uma férmula semicldssica do propagador, que envolva
trajetorias da hamiltoniana clédssica H., pode ser obtida, utilizando uma definicao do operador
unidade diferente daquela que usamos.

Escrevendo as equacoes (1.20) em termos dos valores médios p e q, verificamos que elas sao
as equacoes de Hamilton governadas por uma hamiltoniana H. Ou seja, a trajetéria critica é a

trajetdria cldssica de um sistema equivalente H, e a as condicGes de contorno sdo explicitamente

escritas como:
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Trajetoria Classica

Trajetoria Classica L Y
Complexa (projecao) p(p. 9. D. qp’. q.7)

q

Figura 1.3: Espaco de fase real arbitrario. Representamos a tnica trajetdria classica determinada
pela evolucao temporal do estado z’' (q' = q(0) e p’ = p(0)), no caso de q e p reais. Em geral,
ald, p',T) # q" e p(d, p’, T) # p”, o que quebra a condigdo de contorno final. No entanto,
numa extensao analitica do problema, existem trajetérias complexas, cuja projecao no espaco de

fase real é representada, nesta figura, pela curva tracejada, que satisfazem as condi¢des de contorno

apropriadas.
ul, = z, = q), = Re[gz(0)] — 22Im[p,(0)] e p', = Re[p,(0)] + §=Im(g, (0)],
v = 2" = ¢! = Relg,(T)] + 2Im[p,(T)] e p", = Re[p,(T)] — f2Im[q.(T)], (1.21)
uj, =z, = ¢, = Re[z, (0)] - £Im[p,(0)] e p', = Re[p,(0)] + 7£Imlg, (0)],
vy = 27 = qj = Relgz(T)] + 2Im[p,(T)] e p", = Re[p,(T)] - 7 Tm[q,(T)],

! "

onde salientamos que (@' = (g, q,), P' = (0, py)) e (d" = (g7, @), " = (P}, py)) sdo as

posicoes médias, no espaco de fase, do estado coerente inicial e final, respectivamente, e portanto

1

sdo parametros reais.

O Porqué do Espaco de Fase Complexo

Finalmente, apresentaremos uma explicacao para o fato de estarmos considerando uma continuacao
analitica do espago de fase: Suponha, a principio, que o ponto inicial da trajetoria critica seja real.
Portanto, vale dizer, com base na equagao (1.21), que q(0) = q' e p(0) = p’. Esta informagao
é suficiente para determinar de maneira Unica a trajetéria real que parte deste ponto. Portanto,
o ponto final (q(q’, p’, T), p(qd’, p', T)) desta trajetéria também fica pré-determinado. Logo,

em geral, ndo conseguimos satisfazer as condi¢oes de contorno q(T) = q” e p(T) = p”. A

12



Unica maneira de satisfazé-las aconteceria no caso muito particular onde q(q’, p’, T) = q" e
p(d’, p', T) = p”. Por outro lado, se estendermos p e q ao plano complexo, as condigbes de
contorno deixam de ser tao restritivas, como indica as equacoes (1.21), e o problema se resolve.
Para ilustrar esta idéia veja a figura 1.3, onde temos representado um espaco de fase real. A
linha continua representa a dnica trajetdria cldssica real que sai do ponto q(0) = q' e p(0) = p/,
mas, em geral, ndo se conecta ao ponto " e p”. Entretanto, no espaco de fase estendido existem
trajetdrias que satisfazem as novas condicées de contorno no espaco complexo (1.21). A projecao

desta trajetéria complexa, no espaco real, é mostrada também na figura 1.3 através da curva

tracejada. Note que nem a projecdo conecta diretamente q', p’ a q", p”.

1.5 Vizinhanca da Trajetéria Classica Complexa

Até este ponto da deducédo, identificamos os caminhos que mais contribuem para a férmula do
propagador (1.10), que sdo as trajetdrias classicas complezas, regidas pela equacao (1.20), que
satisfazem as condigoes de contorno (1.21). A partir de agora deduziremos a contribuicao de cada
trajetéria ao valor do propagador. Seguindo a idéia do Método do Ponto de Sela, expandimos
o objeto F em torno da trajetéria critica, até segunda ordem: F = F + %62}', onde F é F
calculado sobre a trajetéria. Procedendo desta maneira e utilizando a nova notacao descrita na

secao anterior, a equacao (1.10) fica:

" ! _ i = dzujdzvj 2
K(v,u,T)_Iexp[ﬁ]—'},ondeI /H( —2 exp ﬁéf (1.22)

Resolveremos, portanto, a integral Z, que, da maneira como foi construida, obviamente contém a
contribuicdo da vizinhanca da trajetoéria critica. Para resolvé-la, devemos analisar a variagdo em
segunda ordem, §2F. Porém, antes de analisar este termo em detalhe, é importante comentar que a
integral Z é convergente, pois, conforme a referéncia [30], §2F contém sempre uma parte imaginaria
diferente de zero e positiva, mesmo quando a trajetdria critica é real. A partir da equagao (1.18),

podemos obter facilmente a relacao:

. N—-2
)
ﬁ 62? = - 2 Z { [ ftfl/z 6vr,k+1 &Ufr’,k - 5vr,k+1 5ur,k:|
ror'=z,y k=1
N-1
+ Y [AE L Gvnk dup g + BE L Gt S i+ SvpkOun k] } , (1.23)
k=1

onde:
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- 92f
ie O°H,_4 k

. 2 17 . 2 f7
ie ie PHiy ke _ e T Higy
h Ov, 1, 0v. T

B Ouy k0w g 7 h Ovy 10Uy g,

AT P = ) = (124)

Os trés objetos listados acima sdo calculados sobre a trajetéria critica. Com a ajuda da relacao
(1.23), podemos notar que a integral Z, definida pela equacdo (1.22), tem a forma de uma integral

gaussiana com um argumento exponencial nao-diagonalizado. Ou seja, podemos escrever:
5= —lvTQv (1.25)
2h 2 ’ ’

onde vT é o vetor 4(N-1) dimensional, transposto de v, escrito como:

VT = ( 6uz,N71 &Ufy,Nfl 6vz,N71 5vy,N71 s 5uz,1 6uy,1 61}1,1 6Uy,1 ) ’ (126)

e a matriz Q, de dimensdo 4(N — 1) x 4(N — 1), é dada por:

BN-1 | 0 0 0
I AN=1 CON=3/2 0 0
0 TN pNo2 I 0
Q=1 0 I AN=2 N-s2 |7 (1.27)
0 0 0 CTN?? pN-s
sendo que QTFH2 ¢y transposta da matriz Ck+1/2 T é a matriz identidade, e:
k k k k k+1/2 k+1/2
Ak: Azz Azy Bk: Bzz Bzy o Ck+1/2: sz Czy
Ak oAb Bk, Bk Cott? epit?
A idéia entdo é obter uma transformacio unitaria U = UU' = 1, de modo que a matriz
transformada Q' = U' QU seja diagonal. Com isso chegarfamos a uma integral de variveis

separdveis, onde cada uma delas teria formato gaussiano, cujo modo de resolver é conhecido. Para

uma integral gaussiana do tipo da equacédo (1.22), podemos obter o resultado [30]:

d?u; d?v 1 [ 1 [ 1 i,
/H < _]4 b ]> exp |:—§VTQV:| = mf me 27, (128)

onde A é o determinante de Q e o a sua fase. O célculo do determinante é realizado no apéndice A

i (T 0*H O°H
= [det Myv]exp {_ﬁ/o Bu. do. + Fu, oo, dt» , (1.29)
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onde My, é o bloco 2 x 2 da matriz estabilidade M, que é responsavel pela propagacao de pequenos

deslocamentos, dJu’ e dv’, em torno da trajetdria critica durante o tempo T':

ou” ou’ Muyu Muv ou’
=M = . (1.30)
ov” ov’ Mya M,y ov'

1.6 Acao Complexa

Nesta secdo voltaremos ao termo exp [(z /h) F ] que aparece na equacao (1.22), para reescrevé-lo de
uma maneira mais adequada. Para facilitar, vamos omitir a “barra” sobre F, ja que agora sabemos
que qualquer funcao de u(t) ou v(t) deve ser calculado sobre a trajetéria critica.

Para reescrever F na nova notacao definida por (1.16), devemos ficar atentos para algumas
particularidades. Tanto z"™* quanto z"’" ndo podem ser substituidos por v’ e u”, respectivamente,
pois os primeiros, na equacdo (1.11), sdo os conjugados de z'e z"*, enquanto que v’ e u” néo
sdo. Portanto, para evitar este erro, faremos a substituicao direta, sem nos preocuparmos com este

problema, e, em seguida, subtrairemos os termos que contenham v' e u”, ou seja, —%V”u” - %v’u’,

e adicionaremos a sua forma correta em funcéo de z'* e z”, ou seja, —1z"*z' — 322" = —1|v'|*> -
%|u’|2. Depois disto, podemos tomar o limite ¢ — 0 de modo que obtemos:

i 4 1. . 5 1 12 "2 [ "

ﬁf:/o §(vu—vu)—ﬁH(u,v) dt—§[|u| + VP —u' v —u v (1.31)
Enfim, definimos a a¢do complexa S:

i n ! T 1 . . = 1 1! " n

ﬁS(v,u,T):/ §(vu—vu)—ﬁH(u,v) dt+§(uv +u"v"), (1.32)

0

que leva este nome pois os resultados obtidos a partir dela sdo equivalentes aos fornecidos por uma

acao classica usual:

gj, = —ihuy/, 385 = —ilwl e f)_f” =—E=—-H®' v)=—H®u"v"). (1.33)

r

1.7 Formulario para o Propagador Semiclassico

Nesta secao pretendemos sintetizar a aproximacao semiclassica realizada. Como resultado final,
obtivemos uma férmula que é funcao somente de trajetorias classicas complexas que obedecem a de-
terminadas condic¢bes de contorno. Alcangamos, portanto, a esséncia de uma férmula semiclédssica;

realizar o célculo aproximado de uma grandeza quantica, que é o propagador, a partir do célculo
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de grandezas de um sistema classico correspondente, que sdo as trajetorias. A equagdo final do
propagador semicldssico, construida a partir das equagdes (1.22), (1.28), (1.29) e (1.31), tem a

forma:

1 )
K(z'™,2".T) ~ _ —F 5. 1.34
e D=3\ exp{h } (1.34)

Nesta equacdo, F' e My, sdo fungdes das trajetdrias cldssicas complexas, u(t) e v(t), regidas
pela hamiltoniana suavizada, H(u, v) = (v| H [u), com as condi¢des de contorno u(0) = v’ = 2’ e
v(T) = v" = 2", que levam &s equagdes (1.21). O somatério da equacéo (1.34) indica que devemos
considerar todas aquelas trajetdrias que satisfazem as condicdes acima descritas. Lembramos que
u e v sdo varidveis auxiliares, cujas componentes u, e v, (com 7 = x ou y) se relacionam com as

componentes das varidveis compleras de posicdo e momento, ¢, e p,, segundo estas equagoes:

1 (¢ .pr 1 (¢  .pr
. y=— | L —42L ) . 1.
u ﬁ(br-HCr) e v \/5(@” Zcr (1.35)

Os nimeros b, e ¢, sdo as larguras dos estados coerentes, |z.) e |z!/), em relacdo a posicdo e ao
momento médios, respectivamente, e sdo condicionados a relacao b, ¢, = h. Além disso, as equacoes
de Hamilton para as varidveis u e v sao escritas como:

O0H OH

Zh’U/T = a—vr e — Zh’l)r = 6—11,,r. . (136)

Na equacdo (1.34), o objeto F', que chamamos de fase total, pode ser escrito como:
"ot "ot "o h ih "2 12
F" o', T)=8Kw"u',T)+G(v ,u,T)—ga-l-? [u'|” + [v'7] (1.37)

onde S é a acdo complexa da trajetéria envolvida e G pode ser entendido como uma corre¢io
devido a utilizacao das trajetorias da hamiltoniana suavizada ao invés da hamiltoniana classica
[30]. O nimero real o é a fase de det Myy. As fungdes S e G sdo escritas em termos das trajetorias

complexas como:

T .
S(V”;ul;T) = / [@ (v —uv) — I;[} dt — % [u”v” -l-u'v'] ’
0

/T 0*H *H
+ dt .
o \Ouy Ovy,  Ouy Ovuy
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o', u',T)

N | =



Com relacao a matriz My, da equagdo (1.34), lembramos que ela é definida pela equagao (1.30),
o que significa dizer que a matriz My, é um bloco 2 x 2 da matriz estabilidade M, que, como o
préprio nome diz, contém informacdes sobre a vizinhanca da trajetéria complexa em questao.

A idéia de escrever o propagador semicldssico (1.34) somente em funcdo de My, e F' é inte-
ressante pois indica duas tendéncias para o comportamento do propagador, que serao discutidos a

seguir:

e O significado de F para a féormula semiclassica pode ser entendido conceitualmente com a
ajuda de uma da comparacgdo entre a mecanica clissica e a mecanica quantica. Sabemos
que pontos classicos no espago de fase se conectam somente através de trajetédrias reais, ou
seja, dois estados classicos s6 admitem correlacao nao nula, num dado tempo T, se houver
trajetdria real que ligue os dois pontos, neste mesmo periodo de tempo. Caso ndo exista tal
trajetéria, ndo hé como conectar os dois pontos. No limite semicldssico, pontos quanticos no
espacgo de fase (estados coerentes) devem seguir aproximadamente esta orientagdo cléssica,
dado o Principio da Correspondéncia. Portanto, esperamos ter valores mais altos para o
propagador que envolva estados conectados por trajetérias reais. Na medida em que esta
conexao vai sendo descrita por trajetérias cada vez mais complexas, devemos ver o moédulo
do propagador diminuir. Aliando esta previsao fisica a fung¢do matematica de F', podemos
pensar que este objeto é o principal responsavel por descrever este comportamento. Para

1 12 1712
trajetérias reais, o médulo da exponencial da férmula (1.34) é e~ 3 (W PHIV?) - ge pen-
sarmos que a parte imagindria de F' é sempre positiva, trajetérias complexas produzirao
e_%|Im{F]|ef%(‘“I|2+|v”|2), que é sempre menor que o primeiro, reproduzindo, assim, o com-
portamento fisico esperado. Note como este raciocinio aponta para uma condi¢ao para parte

imaginaria de F', assunto que serd tratado na sec¢ao 1.10.

e Pela equagdo (1.30) podemos ver que My, nos informa como pequenos deslocamentos, du’
e ov', em torno do ponto inicial da trajetéria classica complexa se manifestam, através de
ou” e 6v”, decorrido o tempo T. Portanto, podemos dizer que neste termo estd incluida
a informacao da vizinhanca da trajetdria envolvida. Assim como no caso de F, tratado no
paragrafo anterior, também podemos entender o papel do pré-fator, [det Mvv]fl/ 2 através
de uma comparacao entre a mecénica classica e a mecanica quantica. Sabemos que pacotes
classicos (ensembles) no espaco de fase se esparramam mais no decorrer do tempo quando
as trajetérias que descrevem sua dinamica sao mais instaveis. Entao, podemos pensar que
o fato do pacote se esparramar leva a uma menor sobreposi¢do (correlacdo) do ensemble
evoluido sobre o inicial, quando, por exemplo, o centro destes dois pacotes for conectado
por uma trajetéria real. Entéo, com relagdo aos estados coerentes (pacotes quanticos), no

limite semiclassico, podemos prever que trajetorias estdveis produzem um valor do propa-
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gador maior do que aquele que envolve trajetorias instaveis, uma vez que o propagador é a
superposicao de dois estados quanticos. Em linhas gerais, esta predi¢dao semicléssica ocorre
da seguinte maneira: quanto mais (menos) instdvel for a trajetéria complexa contribuinte
para o célculo do propagador, maiores (menores) serdao os mddulos dos autovalores de M,

dada a equacdo (1.30), e, consequentemente, menor (maior) serd o valor do propagador.

Estes dois pontos ilustram muito bem o comportamento do propagador através das carac-
teristicas da trajetéria envolvida no seu calculo: Quanto mais complexa for a trajetéria, menor
serd o valor do propagador, e vice-versa; Quanto mais estavel ela for, maior serd o valor do propa-
gador, e vice-versa. Para completar esta andlise qualitativa, lembramos que, além destas duas
caracteristicas, ainda pode existir a interferéncia devido a existéncia de mais de uma trajetoria
contribuindo para o valor do propagador. A idéia de ter (pelo menos) duas trajetérias envolvi-
das no célculo do propagador, |[K|* = |Kiraji + Kiraj2|?, ¢ uma maneira semicldssica de entender

fenomenos de interferéncia.

1.8 Oscilador Harmoénico Simples

Encerrada a aproximagao semiclédssica do propagador, aplicaremos sua férmula ao oscilador harmo-
nico simples. Neste sistema, tanto o propagador exato quanto o semicldssico tem solucao analitica,
de modo que podemos compara-los. Veremos que, neste sistema, a férmula semiclassica é equiva-
lente a exata.

Como o operador hamiltoniano do oscilador harménico simples em duas dimensoes é separavel,
faremos o tratamento apenas para a direcao x. A outra direcao pode ser determinada de maneira
andloga. O operador hamiltoniano do oscilador harmoénico, em funcao dos operadores de criacao e

aniquilagdo, é escrito como:

. 1 . - 1
H = hw, (&Ldz + 5) = H(vy, u;) = (v.|H|u,) = hw, (kuw + 5) . (1.39)

Como desejamos calcular o propagador semiclassico, devemos encontrar as trajetorias cldssicas
complexas (1.36) que satisfazem as condigdes de contorno apropriadas (1.21). Resolvendo-as,

encontramos:

ithi, = hwzu . ) )
S (t) = ube et e w(t) = ol () — det Myy = =1, (1.40)

. . x
1hiy, = —hw,v,

Encontradas as trajetérias, podemos usé-las diretamente na férmula semicléssica (1.34), o que nos

leva a:
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1 1o

Ksemi(zll* ZI T) — ei{?zmﬂw €7iwa_|Z;‘2_‘Zg*|2_ime}. (141)

T ) €T
Esta equacgao deve ser comparada ao calculo exato:

Kesato(#47, 24, T) = (2fleTFAT|2L) = (afem #hee(@aetd)T |5y — emgueT (|l T2 )

1 1o s —dwg T2
o {2eLalme EA

W Poiwa T} (1.42)

Como vemos, a aproximacao semiclassica (1.41) é equivalente ao propagador exato (1.42).

1.9 Reducao do Problema: O Propagador Diagonal

A aproximacao semicldssica alcancada (1.34) é escrita em fungao de nove pardmetros reais: q.., g, p.
e pll (parar =z ey) e T, ja considerando fixas as larguras do estado coerente inicial e final. Uma
aplicacao levando em conta tantas varidveis é muito complicada. Por isso, daqui em diante traba-

lharemos exclusivamente com o propagador diagonal, o que significa:

o . o .
q,z_qx7 qy_qy7

Dy =Dy Py =Dy

7' =72 — (1.43)

Assim, cada resultado apresentado apresentado no capitulo 5, deve envolver o propagador em
funcao destas cinco varidveis reais: g, q,, p, py, T Fisicamente, reduzimos o nosso problema ao
calculo da amplitude de probabilidade de um estado inicial |z') retornar nele mesmo, decorrido um
tempo T'. Por isso, chamaremos o médulo ao quadrado do propagador diagonal de probabilidade
de retorno: R(dy, 4}, Py, 1y, T) = |[K(d,, 4}, DLy, P )|

Quando limitamos nosso estudo ao propagador diagonal também deslocamos nossa atencao
para as drbitas periddicas da hamiltoniana cldssica equivalente. Isto porque, no limite semicléssico,
esperamos que a evolucao temporal do estado coerente, definido por q' e p’, acompanhe aproxima-
damente a trajetéria classica que parte deste ponto, pelo menos para tempos curtos, como sugere
o resultado da secdo anterior. Portanto, quanto menor o valor de T e quanto mais préximas (no
espacgo de fase) estiverem as dérbitas perddicas do centro do estado coerente, maior serd a proba-
bilidade de retorno. Por isso, todas os calculos numéricos que fizemos durante o doutorado foram
feitos para parametros (q', p’, T') tais que pelo menos uma 6rbita periddica estivesse perto. Apesar
desta importancia das érbitas periddicas para o propagador diagonal, note que a inica maneira
da trajetéria envolvida no célculo do propagador ser periddica é quando ela for real. Isto pode

ser verificado facilmente através das equagdes (1.21). As condigbes de contorno néo restringem
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as trajetorias a condicdo de periodicidade para cada uma das oito coordenadas (partes real e
imagindria de de p e q) independentemente. As condigbes de contorno para o propagador diagonal
sao incomuns, pois exigem o retorno ao valor inicial para combinacoes lineares das coordenadas de

posicao e momento.

1.10 Problemas na Formula Semiclassica do Propagador

Para encerrar este capitulo, investigaremos as possiveis dificuldades existentes na férmula semiclds-
sica do propagador (1.34). A idéia desta secdo, portanto, é trazer uma discussao qualitativa sobre
o assunto. Com isso, pretendemos fornecer uma motivagdo para os trés capitulos que se seguem,
onde, de fato, desenvolveremos o estudo dos problemas e proporemos alternativas para resolvé-los.

Comegaremos, entdo, a identificar situacdes onde o célculo semicldssico do propagador pode
apresentar problemas. Pretendemos mostrar que, apesar da idéia de fazer cdlculos quanticos uti-
lizando somente ingredientes classicos ser bastante interessante, este procedimento pode trazer
alguns inconvenientes. Através de uma andlise qualitativa da equagdo (1.34), enumeramos os

seguintes pontos:

1. Encontrar as trajetorias complexas envolvidas no cdlculo é a primeira dificuladade que
aparece. Além das condi¢oes de contorno nao serem simples, pretendemos aplicar o estudo a

potenciais nao integraveis, o que torna inviavel encontrar as trajetérias de maneira direta.

2. Aparentemente nao existe nenhuma restricdo matemética que evite a divergéncia do pré-fator,
nome dado ao termo que precede a exponencial existente na férmula semiclassica (1.34). As-
sim, podemos encontrar valores de z’, z'"* e T', para os quais a trajetéria envolvida no célculo
do propagador nos forneca |det M,,| = 0. Neste caso, o pré-fator diverge e o cdlculo do
propagador fica comprometido. Além disso, o efeito desta singularidade afeta toda uma
regido em sua vizinhanca. Portanto, podemos dizer que a férmula (1.34) deixa de valer para
uma vizinhanga ao redor do ponto que leva ao resultado |det M,,| = 0. Para fundamentar
melhor este comentario, lembramos que pode-se provar que o médulo do propagador quantico
estd limitado entre 0 e 1, ja que este tem interpretacao de probabilidade. Por outro lado,
o médulo do propagador semiclassico também deve cumprir esta exigéncia, o que evidente-
mente ndo ocorre para a regido de divergéncia do pré fator. Veremos que as trajetérias que
produzem |det M,y | &~ 0 ndo sdo comtempladas pela aproximagio realizada. Nessas regioes

sa0 necessarias correcoes de ordem superior.

3. Assim como no caso anterior ndo havia restricdo formal a divergéncia do pré fator, também

nao ha nada que impeca a parte imagindria da fase total (Im[F]) de tomar valores negativos.
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Igualmente aquela situacio ja discutida, se este fato ocorrer, a férmula (1.34) produzird resul-
tados fora do intervalo fisicamente aceito. Para se entender esta afirmacao, devemos pensar
na dependéncia do médulo do propagador semicldssico com relacao ao termo exponencial
de sua férmula, exp {—Im[F|/h}. Se supusermos que uma trajetéria, com Im[F] < 0, possa
contribuir para a férmula semicldssica do propagador, o médulo desta contribuicdo contera
o termo exp {|Im[F]|/h}, que produz resultados fisicamente ndo aceitos, no limite i — 0.
Portanto, trajetérias com esta caracteristica nao devem ser incluidas na férmula semiclédssica

do propagador.

4. Por dltimo, analisamos o somatdrio presente na férmula (1.34). Suponha que estamos interes-
sados em calcular o propagador para parametros tais que somente uma trajetoria complexa
é encontrada. A seguir, passamos a variar os pardmetros suavemente de modo a obter
uma curva continua para o valor do médulo do propagador semicldssico. Se, a partir de
certo ponto, passamos a encontrar outra trajetoria que deva ser levada em consideracao,
teremos uma descontinuidade na curva do médulo do propagador. Este comportamento
do propagador semicléassico nao deve ser aceito, uma vez que o propagador quantico nao
apresenta descontinuidades. Assim como no item anterior, a trajetoria que produzir tal

descontinuidade deve ser excluida da férmula (1.34).

Dentre os quatro problemas citados, o primeiro foi é de ordem mais técnica e pode ser tratado de
forma independente dos outros. Portanto, no capitulo 2, estudaremos exclusivamente os métodos
empregados para se encontrar as trajetérias. A segunda dificuldade, embora tenha relacdo com as
duas 1ltimas, pode ser tratada separadamente. Assim o faremos no capitulo 3, onde investigaremos
as circunstancias que podem levar a divergéncia do pré-fator, o que torna invalida a aproximacao
semiclassica do propagador. Além disso, proporemos uma alternativa para evitar esta divergeéncia.

Os problemas relacionados aos itens 3 e 4 sinalizam para a existéncia de trajetdrias que nao de-
vem ser consideradas (trajetdrias ndo-contribuintes) e serao tratados no capitulo 4. Neste capitulo,
também estabeleceremos uma relagdo entre os trés ultimos problemas: Em geral, numa expansio
assintdtica, que é o caso da aproximacao que fizemos, quando o pré-fator diverge (problema nimero
2), aparecem mais de um ponto critico, e emanam do ponto de divergéncia linhas delimitando
regides onde um e/ou outro ponto de sela pode ser utilizado. A correta determinacio destas

regides evita os problemas enumerados por 3 e 4.
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Capitulo 2

Busca das Trajetorias Complexas

Como vimos no ultimo capitulo, o cdlculo do propagador quantico depende essencialmente das
trajetorias complexas que intermeiam o estado inicial e o final. Entdo, apresentaremos neste
capitulo (secdo 2.2), uma maneira de obter tais trajetdrias, utilizando uma adaptacdo do método
numérico da matriz de monodromia [54]. A idéia basica deste consiste em obter sucessivas corre¢des
em uma trajetéria tentativa, de modo que ela convirja para a solucdo que satisfaca as equagodes
de movimento e as condigoes de contorno do problema em questao. Na secao 2.3, apresentaremos
uma outra maneira de procurar as trajetérias, baseada numa mudanca de varidveis introduzida em
[20]. Nestas novas varidveis, a condi¢do de contorno inicial é satisfeita de maneira trivial, e ainda
sobram parametros livres. Procura-se, entdo, neste espaco de parametros, os valores para os quais
a condicao de contorno final também é satisfeita. Porém, antes de apresentar estes dois métodos,

mostraremos como ficam as trajetérias complexas no espaco de fase estendido.

2.1 Espaco de Fase Estendido

Realizaremos, nesta secdo, a complexificacio de uma hamiltoniana genérica H(qs,qy, Pz, Py) €
escreveremos as equagoes de movimento (1.20) e as condi¢oes de contorno (1.21) em termos das
partes reais e imaginérias das coordenadas do espaco de fase. Tal procedimento pode ser encontrado

em [26, 55, 56]. Utilizaremos a seguinte transformacao para a obtengéo do espago de fase estendido:

Gz = o1 +10T3, Pp =P1 —iP3, Gy =Tz +1iTy, € Py = Py —iP4, (2.1)

onde x1, ...2x4, P1, ..., p4 Sa0 numeros reais. Aplicando estas relacdes a forma conhecida da
hamiltoniana, H (q,, dy, Pz, Dy), obtemos a hamiltoniana complexa H(qy (21, 23), - . -, Dy (P2, 1)),

de modo que podemos definir H (g, (z1, 3), ey Dy(®a, 24)) = Hr(21, ..., pa) +iHr(21, ..., ps)-
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Para converter as equacoes de movimento (1.20), segundo as novas varaveis (2.1), precisamos

de alguns resultados parciais obtidos a partir da defini¢do (1.35):

1 1
Uy = — ﬂ+lﬁ -I-i &+E ,Uy:— ﬂ+
2 (\b: ¢ Co by 2 L\
oo L (T s\ _ (P s oo L f(r2 _pa) (12
e 2 bw Cy Cy bw ’ v 2 by Cy Cy

9 :L{<b +ci>_i<ci+bﬂ>}
3U,w 22 wa 1 wapg wapl waxg ’
i L{(b——l—c i>_i<c i-l—b i)}
ouy, 22 |\ V0x2 ' VOps Yops  YOz4) )’
LIS S VAT ) YA
v, 24/2 wal'l x@pg xapl x@xg ’

(2.3)

Devemos agora aplicar estas relagdes nas equacoes (1.20), resolvendo-as para as partes real

e imagindria. Se restringirmos a hamiltoniana H a funcgbes analiticas dos nimeros complexos

Ug, Uy, Vg, Uy, poderemos aplicar as condi¢bes de Cauchy-Riemann, simplificando assim a forma

final das equacdes de movimento:

OHg o p— Hp
ap]' Py = ailjj ’

T = paraj =1,2,3e4.

(2.4)

Podemos inclusive escrevé-las de maneira mais conveniente, através de uma forma matricial:

T
- 0 I
=] (VHR) , onde r = . , J= x4
p1 —Iyxa 0
Y2

Q|
] (Q
—

Q)
Q R[Q e
w

Q|
=
=

|@

Nestas novas varidveis (2.2), as condi¢ées de contorno (1.21) sdo escritas como:

qz—w1(0)+ =ps3(0), Py = p1(0) + §25(0),
=x1(T) - —ps(T) pz =m(T) - Z_:$3(T)7
qy—xz 0) + ££pa(0), py = p2(0) + 7424(0),
= 25(T) — —P4(T) Py = pa(T) — 2ay(T)




Dois comentarios devem ser feitos a partir dos resultados desta secdo. Primeiro, note como as
equagoes de movimento para um espago complexo 4-dimensional (1.20) é equivalente aquelas de
um espaco de fase real com o dobro de graus de liberdade (2.4), sendo que a hamiltoniana total
H & substituida por sua parte real Hp. Portanto, a busca por trajetdrias complezas no espaco de
fase em quatro dimensées € reduzida pela procura de trajetdrias reais num espa¢o 8-dimensional.
O outro comentario é relacionado as condig¢oes de contorno. Note como elas ndo sao nada usuais;
nao é o valor de uma coordenada que deve ser satisfeito, e sim uma combinacdo linear de momento

e posicao.

2.2 Método Numérico da Matriz de Monodromia

Para desenvolver o método que resolve as equagdes (2.5) e (2.6), fizemos uma adaptacido do método
utilizado em [26], que por sua vez é uma adaptacdo do Método da Matriz de Monodromia [54],
utilizado para encontrar trajetérias periddicas de um dado sistema. Para encontrar as trajetorias,
em primeiro lugar, é necessario discretizar a equagao (2.5), ou seja, dividir o tempo em intervalos
infinitesimais de tamanho €, sendo que T = Ne. A equagdo de movimento discretizada tem a

forma.:

() — ¢ L g (V f[R) , (2.7)

r(n+1/2)

onde r("t1/2) = % (r(”+1) + r(”)), sendo que o indice superior direito indica a coordenada temporal
discreta. Além disso, r(0) = r(® e r(T) = +(M).

Suponhamos agora que a solu¢do que procuramos esteja muito perto de uma curva tentativa,
conhecida e discretizada, ©(/) (para j = 0,1,2,... N). Assim, podemos escrever a trajetéria

solucao como sendo esta tentativa, acrescida de uma pequena correcao, ou seja:

6x§j)

63:[(3)
() ) (2.8)

r@ =50 4 d@ | onde dV¥) =
op;

op{)

O préximo passo é impor que a trajetdria corrigida (2.8) satisfaga as equacdes de movimento
(2.5) e condicoes de contorno (2.6). Assim, inserindo a trajetéria (2.8) em (2.5), podemos encontrar

uma equacio para as correcdes d(). Para resolver esta equacio, é suficiente impor as condicées de
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contorno (2.6), como faremos a seguir. Com a expansdo de Hgr em torno de £, podemos escrever

a inser¢do da equagdo (2.8) em (2.7) como:
. 1 ~
D L d D) — 5 g™ e g [(VHR) +3 (V2HR) (d(”“) + d(”))] , (2.9)

onde V Hy e V2Hp, sdo calculados em £("+1/2) e sendo:

82 8? 82 82
dx10x1 "' Ox10x4 Ox10p1 " Oz 0pa
8” 8? 82 82
V2 _ Ox4 O T Oxq Oz Ox4 Op1 Tt x4 Opa
- a2 92 92 92
Op10x1 ' Op1Oxa  Op1Op1 " Op10pa
8% 8? o 8?
Opadx1 " Opadxsa Opaldpr "  OpaOpa

Manipulando a equagéo anterior (2.9), podemos escrevé-la de forma mais compacta:
dn+t) — (V71(n+1/2) U(n+1/2)) dm +\,71(n+1/2) R(*+1/2) (2.10)

onde:

VYD) =1 — 55 (V2 H )

F(nt1/2)’

U2 = T+ 53 (V2 ig)

(2.11)

Fln+1/2)’

R(n+1/2) —eJ (Vf{R) _ (f.(n+1) _ f(n)) i

p(n+1/2)

Como vemos, as correcoes d/) obedecem & equacio (2.10). Note que, se soubermos a corre¢do para
o primeiro ponto d(®), podemos calcula-la para todos os demais dU). Fazendo isto, poderiamos
utilizar a correcao encontrada para nos aproximar da trajetéria desejada. E, no caso de nao
conseguirmos uma boa convergéncia na primeira iteracdo, podemos aplicar o método sucessivas

vezes, alimentanto uma iteracdo com a trajetéria obtida no passo anterior, até obter a convergéncia.
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E justamente através das condicdes de contorno (2.6) que encontraremos um modo de calcular

d© . O fato é que a relacdo (2.6) pode ser convenientemente escrita como:

5m§0)
6x§N)
5méo)
6w§N)
d9 =Ew+& e dM =Fw+&y, onde w= 50 (2.12)
Pq
opy"
6péo)
opy"
Os outros objetos que aparecem nesta equacao sio:
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 —by/c. O 0 be e}
by
E — 0 0 0 0 0 0 —by/ey O o &= o~ eh ,
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
—Cy /by 0 0 0 0 0 0 0 I‘j—: el
0 0 —cy/by O 0 0 0 0 Z—Z e}
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 byfeg O O —L= g}
by
P o 0 0 0 0 0 0 0 by/cy o Ex= o €g 7
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 ¢p/by O 0 0 0 0 0 —F=ey
0 0 0 ¢y/by O 0 0 0 —Z—z g
onde:



_ be (0)] _ _
e =g, — {-’vgo) o[ e =ay = [ + 250

T

(N) | Ce (N (N (N
egng—{ﬂ )+—ma:(3) ; engZ—[pé )+§—Z:nfl )],

by |
bs |

er =g — {a:gN) + c—ﬁgN) . ey =py, — [jgN) + z—z@(;N)] :
@ ]

Note que, se a trajetdria tentativa satisfizer as condigdes iniciais (2.6), os objetos & e En serdo
nulos, uma vez que €}, ..., e§ valem zero nesta situacdo.
Para resolver d(), precisamos de uma outra relacio entre d© e d¥), além daquela (2.12).

Podemos obté-la ao resolver a equacdo (2.10) recursivamente:
d™ = Md© + B, (2.13)

onde M ¢é a matriz estabilidade, que leva este nome pois contém informagdes sobre a vizinhanca
da curva r: informa como pequenos deslocamentos em torno do ponto inicial de T evoluem até o
tempo T. No caso de F ser uma trajetéria periédica, M é a conhecida matriz de monodromia [54].
B, como pode ser observado em sua forma (2.14), contém o erro R, definido pela equagdo (2.11),
que é diferente de zero somente quando a curva tentativa T nao obedece as equacoes de movimento

do problema. Para a equacao anterior temos:

M= T v ),
B = yN-2 [(HZ;H y-1(n'+1/2) U(n'+1/2)) y-1(n+1/2) R(n+1/2)] (2.14)

4+ y-1N1/2) RIN=1/2)

onde o célculo de todas as quantidades é feito sobre os pontos da trajetéria tentativa.
Através das equagdes (2.12) e (2.13) podemos resolver d(®). Uma simples substituicio de (2.12)

em (2.13) nos leva & uma equagdo com uma dnica incégnita w. Ao resolvé-la, temos:
w=(F-ME)™" (M& —En+B), (2.15)
que pode ser introduzido diretamente na equacao (2.12), produzindo:
d® = g [(F—ME)—1 (ME —En+B)| +&. (2.16)

Como ja haviamos comentado, de posse deste resultado, encontramos a correcdo para todos os
pontos da trajetdria, se encerrando, assim, uma iteracdo do método. Se esta primeira corre¢do nao

for suficiente para uma boa precisdo, basta utilizar a trajetéria resultante numa nova iteracao.
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Quanto a (primeira) trajetoria tentativa, vale a pena discorrer um pouco sobre ela. Por exemplo,
quando nao conhecemos nada sobre as trajetérias do sistema em questao, mas sabemos que, dentro
de alguma aproximacao, ele pode ser comparado ao oscilador harmoénico simples ou particula
livre, que tém solucao analitica, podemos utilizar suas trajetorias como primeira tentativa. No
entanto, faremos uma aplicacdo da teoria apresentada no capitulo 1 ao potencial Nelson, cujas
érbitas periédicas sdo conhecidas, pois foram amplamente estudadas [54], [57] e [58]. Somando
a isto o fato de estarmos calculando a probabilidade de retorno, onde sdo importantes as érbitas
periddicas (ver comentario no final da se¢do 1.9), essas seréo as trajetérias que utilizaremos como
tentativas. Portanto, em nossas aplicacdes, partiremos de uma érbita periédica real do potencial
Nelson, convergindo-a para a trajetéria complexa adequada. E uma maneira de “garantir” que as
trajetorias complexas encontradas contenham informacao sobre as drbitas periddicas, ja que, da
forma como serao calculadas, devem pertencer a uma familia que contém a drbita periddica real.

Finalmente, gostariamos de ressaltar que pode ser estabelecida uma relacdo entre a matriz
estabilidade M, que é real e de dimensdo 8 x 8, e a matriz de propagacao de deslocamentos
infinitesimais M, que é complexa e de dimensao 4 x 4, dada pela equagao (1.30). Para isto, devemos
notar, em primeiro lugar, que a funcao R, da equacdo (2.11), tende a zero quando calculada com a
trajetéria solucdo. Entao, quando aplicamos a equacdo (2.13) a trajetdria solucdo, temos B igual

a zero. Logo, para a trajetéria solucao escrevemos:
d™) = Mda© | (2.17)

que, quando comparada & equacdo (1.30), nos indica que M é equivalente a M, a menos de uma
mudanca de coordenadas. Apresentamos abaixo as relagoes entre os elementos de My, envolvidos

no célculo do propagador, e os elementos M; ; da matriz estabilidade:

1 b, .
My, v, = 5 (Mt = —=Msz——Mi7z+ Mss
2 Ca by
i bw Cyp
+ S| —Mis— —=Ms1+=Mis+ Msq |,
2 Co by
1 b ¢
My, v, = 5 |(Ma22— = Mgs— " Mas+ Mse
2 cy by
i by ¢y
+ 5 _M24__M62+_M26+M68 ,
Cy by
1/b b
Mooy = 3 _yMlz__yM54_c_yM18+c—yM56
2 \ b, Cy ba Co
i by b, ¢y e
Fog (M = M+ M6 My ).
2 by Cy ba Cor
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1 /b, b Cy Ca
nyvw = 5 <—M21——M63——M27+—M65>
Ccy b cy

by y

ba b Ca Co
<——M23 - —Me1 + b—M25— +M67> .
Y

by c y Cy

N | .

(2.18)

Estas equagbes sdo importantes, pois utilizaremos no célculo do propagador o sistema real 8-
dimensional, onde M sai naturalmente. Por outro lado, na férmula do propagador, precisamos da

matriz M.

2.3 Busca no Plano Complexo

O método apresentado na secdo anterior possui uma grande vantagem quando procuramos tra-
jetérias complexas préximas a orbitas periddicas, que é exatamente o nosso estudo. Isto porque,
na vizinhanca de uma drbita periddica, em geral, uma trajetéria complexa pode ser deformada
continuamente a partir dela. Como ja dissemos, é uma forma de garantir que a informacao da
Orbita periddica estd contida na complexa. Isto é interessante, pois, no limite semicldssico, esta é
a informacao mais relevante para o calculo da probabilidade de retorno.

No entanto, na medida em que a posicao média do estado coerente, no espaco de fase, vai
se afastando das dérbitas periédicas, pode acontecer de alguma trajetéria complexa, sem qualquer
conexao com a real, vir a ser importante para o calculo da probabilidade de retorno. Nas referéncias
[36, 21, 22, 23], por exemplo, mostra-se que familias de trajetérias complexas, que tém uma dérbita
real como raiz, sempre terdo contribuicdo dominante para o retorno de estados localizados em sua
vizinhanca. Porém, familias inteiramente complexas sdo responsdveis por descrever certos com-
portamentos quanticos, ndo contemplados pela familia de origem real. O grande problema destas
familias é que elas também contém trajetérias que nao podem ser consideradas, pois produzem
resultados espurios (problema que serd tratado no capitulo 4).

Segundo o que foi dito, se pensarmos que o método apresentado na secdo anterior seja capaz
de fazer a continuacao das érbitas reais ao complexo, na medida em que elas vao se distanciando
da real, a sua contribuicao para a probabilidade de retorno vai sumindo. Entao, se existe uma
trajetéria complexa, ndo derivada de uma real, que contribua de modo significante, este método
nao vai encontra-la. Para suprir esta dificuldade, apresentaremos uma outra maneira de buscar
trajetérias, introduzida por Klauder [20]. Comecamos definindo as varidveis g, gy, p» € py em

funcdo de duas varidveis complexas auxiliares a, e ay:

Qe = q, +beay, qy = q; +byay, py =Pl +iceay, € py = p; + icyay,. (2.19)
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Fazendo esta construcdo, note como as condi¢oes de contorno iniciais (1.21) sdo naturalmente

satisfeitas:

1 [¢-(0) .pr(0) 1 [q, +0bra,(0) .pl+ica-(0)
I _ = - r r
UT N \/§ |: br + ! c'r’ \/5 br + ‘ C’I‘
1 [q .7 '
\/§ |:br t Cr Fr ( )

Assim, todas as trajetérias complexas com esta caracteristica sdo determinadas por quatro pa-
rametros livres (partes real e imagindria a, e «,). Evolui-se, entdo, cada ponto deste espago 4-
dimensional e verifica-se para quais valores de a, e o, a condi¢do de contorno final é satisfeita. Note
também que sé existe uma tunica trajetdria real, neste espago 4-dimensional, para a, = a, = 0.
Portanto, ndo precisamos procurar as trajetdrias para valores de o, e o, muito distantes da origem,
jé& que trajetdrias muito complexas tém contribuicao desprezivel (veja o comentério sobre F' na secio
1.7). Esclarecemos que trajetérias sem conexdo com Orbitas reais ndo sdo necessariamente muito
complexas.

A utilizacdo deste método para potenciais bidimensionais é muito dificil e, por isso, praticamente
ndo o utilizamos. A dificuldade ocorre devido a busca das trajetérias ser num espaco de quatro
dimensoes. Para uma dimensdo espacial, por exemplo x, a procura ocorre no plano complexo a;, o
que facilita bastante a aplicagdo do método (veja, por exemplo, [36, 21, 22, 23]). Basta construir as
curvas de nivel para quantidade determinada pelas condi¢oes de contorno finais, e verificar quando
sdo satisfeitas. No capitulo 4, quando estudaremos as trajetorias ndo-contribuintes, para sistemas

de uma dimensao espacial, este método serd util.
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Capitulo 3

Divergéncia do Pré-fator

Neste capitulo estudaremos ezclusivamente o problema da divergéncia do pré-fator, objeto que
precede a exponencial da equagédo (1.34). No entanto, salientamos que a existéncia desta singulari-
dade tem relacdo com o problema das trajetérias ndo-contribuintes, que serd estudado no capitulo
4. Esta relacao se deve ao fato da divergéncia do pré-fator aparecer em conjunto com o Fenémeno
de Stokes, que, por sua vez, diz a respeito da existéncia de trajetorias ndo-contribuintes. Con-
tudo, existe um enfoque no estudo da divergéncia do pré-fator que pode ser tratado de maneira
independente, e assim o faremos neste capitulo. A questdo é que, embora na regido de divergéncia
existam trajetorias que nao possam ser levadas em consideracao, todas elas, contribuintes ou nao,
sdo afetadas pela singularidade. Portanto, até onde for possivel, deixaremos de lado o conheci-
mento prévio de que existem trajetérias que nao podem ser incluidas no célculo do propagador, e

estudaremos as singularidades de |det Mvv|_1/ Z,

A primeira parte deste capitulo, secdo 3.1, terd como foco a estrutura clissica da férmula
semicldssica do propagador. Tentaremos entender quais ocorréncias no sistema classico implicam
no comportamento det My, — 0. Mostraremos, especificamente, que a divergéncia do pré-fator
corresponde a existéncia de um ponto de bifurcagio de trajetérias (ou ponto focal, ou cdustica), e
explicaremos o significado destes termos. A partir da segunda secdo do capitulo, retornaremos ao
assunto da divergéncia do pré-fator sob o ponto de vista da aproximacio realizada e passaremos
a perseguir uma maneira de contornar este problema analiticamente. Na se¢do 3.2, mostraremos
porque a aproximacao semiclassica realizada nao é capaz de lidar com a regiao de causticas, e, na

secdo 3.3, apresentaremos a nossa proposta para resolver o problema da divergéncia do pré-fator.
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3.1 Bifurcacao de Trajetorias

Nesta secdo, investigaremos o fenomeno que ocorre na dindmica classica envolvida na férmula
semiclassica do propagador (1.34), que pode torné-la invalida através da divergéncia do seu pré-
fator: det My, — 0. Portanto, para facilitar o entendimento desta se¢io, a partir daqui, esquece-
remos da férmula do propagador e nos limitaremos a resolver o problema da busca das trajetdérias
complexas, u(t) e v(t), regidas pelas equagoes classicas de movimento (1.36), com as condi¢des de

contorno (1.21):

u(0)=u'=72" e v(T)=v"=2"", dados os valores de z', z"* e T. (3.1)

O fato da matriz My, de uma dada trajetdria conter informacoes sobre a sua vizinhanca sugere
que o comportamento det My, — 0 ocorre devido a alguma especificidade das trajetdrias vizinhas
a ela. De fato, verificaremos que a igualdade det My, = 0 é a condi¢do necessdria e suficiente
para que existam pelo menos duas trajetérias vizinhas (muito semelhantes entre si), satisfazendo
as mesmas condicoes de contorno (3.1).

Para verificar o que foi dito no pardgrafo anterior, por conveniéncia e sem que haja perda de

generalidade, descreveremos duas trajetérias vizinhas da seguinte maneira:

t t) = 4 ou(t
trajetéria 1 : u(f) e trajetéria 2 : uz() = w () +dut) . (3.2)
vy (t) va(t) = vi(t) + ov(t

~

Nesta definicdo, tanto a trajetéria 1 quanto a trajetéria 2 satisfazem as equacbes de movimento
(1.36). Além disso, du(t) # 0 e dv(t) # 0 sdo as diferencas arbitariamente pequenas entre as duas
trajetorias.

Suponha agora que a trajetéria 1 satisfaga as condigbes de contorno (3.1). Desta forma, pode-
mos afirmar que as condigdes impostas a du(t) e Jv(t) para que a trajetéria 2 satisfaca as mesmas

condigoes de contorno (e continue distinta da trajetéria 1) sao:

u(T)=6u" #0, v(0)=6v'#0 e ou' =6v"=0. (3.3)

Para saber em que condigoes estas 1ltimas relagoes podem ser satisfeitas, voltaremos nossa

atencao a equacdo (1.30). Resolvendo-a para a trajetdria 1 e impondo-lhe as relacdes (3.3) obtemos:

Ju” M MG 0 Ju” = MY §v’
v mw = sy (34)
0 My MW v’ 0 =MW v’
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det M

T t

b

Figura 3.1: Ponto de bifurcacido. Para valores de T menores que 7T} existe somente uma familia de
trajetdrias que satisfazem as condicoes de contorno u’ = z’ e v = z""* em funcao de T'. Quando
o valor de det My, se anula, duas trajetdrias aparecem, gerando duas familias de trajetdrias para

T maiores que Tp.

onde o indice V) foi introduzido para se referir & trajetéria 1.

A primeira das equacoes (3.4) ndo representa nenhuma limitagio & existéncia das duas tra-
jetorias vizinhas. Por outro lado, a segunda equagdo impoém a condicdo det Ms,lv) = 0, para que
existam tais trajetérias. Em outras palavras, as equagoes (3.4) indicam que a vizinhanga da tra-
jetdria 1 contém uma trajetéria 2, ambas satisfazendo as mesmas condicdes de contorno (3.1), desde
que det lev) = 0. Entao, se encontrarmos uma trajetéria qualquer, que produza det M,, = 0,
saberemos que existem alguns valores de dv’, indicados pelo autovetor de My associado ao seu
autovalor nulo, que resolverd a segunda das equacoes (3.4).

Até aqui, demonstramos que uma trajetéria, satisfazendo as condigoes (3.1), para a qual
det My seja igual a zero, é vizinha de uma outra que satisfaz 4s mesmas condic¢bes de contorno.
A relacdo inversa é igualmente valida: Se duas trajetérias arbitrariamente préximas existem, com
ambas satisfazendo as condicées (3.1), entdo, para as duas trajetérias, poderemos observar que
det My = 0.

A partir deste ponto, mostraremos como as conclusdes até aqui obtidas podem levar ao conceito
de bifurcacdo de trajetdrias. A idéia é que, para valores pequenos de T', em geral, temos somente
uma trajetéria relevante que satisfaz as condigdes (3.1). Mantendo fixos os valores de z’ e z'"*,
e aumentando continuamente o valor de T, podemos observar a formacdo de uma familia de

trajetérias. O gréafico da figura 3.1 ilustra esta situacdo. Observe que, para valores baixos de

T, obtemos uma curva continua da quantidade det My, em funcdo de T, caracterizando uma
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familia de trajetorias. No entanto, conforme T aumenta, podemos vir a observar o aparecimento
de uma segunda familia. Como representado na figura 3.1, o valor de det My, pode atingir o valor
zero em T' = Ty,. Neste ponto, sabemos que existem duas trajetérias arbitrariamente préximas para
os mesmos z' e z''* fixos. Portanto, na figura 3.1, em T' = T} e det Myy = 0, existem dois pontos
que, por estarem sobrepostos, ndo podemos visualizé-los. A partir de T}, estas duas trajetérias
vizinhas geram duas familias distintas, pois, ao distanciar-se de T}, as trajetdrias vao deixando de
ser semelhantes entre si. A idéia de bifurcacdo de trajetérias estd al. Para T' < T} temos somente
uma familia de trajetdrias; para T > Ty, esta familia gera outras duas. Como mostrado na figura
3.1, a curva que representa a familia para T < Tp se divide em dois novos ramos. Por este motivo,
(z', z"*, T}) é chamado de ponto de bifurcagao.

Uma outra possibilidade para ocorrer a divergéncia acontece quando det My, = 0, mesmo para
T — 0. Nesses casos, que é genérico em sistemas unidimensionais, as singularidades comecam
muito longe das trajetdrias reais e, conforme o tempo T avanca, se aproximam das regides onde
existem Orbitas ndo muito complexas, passando a serem importantes para o clculo do propagador.
Nesse caso nao ha bifurcacio pois sempre existem duas trajetdrias satisfazendo as condigoes de

contorno adequadas. No entanto, a segunda trajetdria sé fica relevante para tempos longos.

A Interpretacao de Cdustica (ou Ponto Focal)

Agora que explicamos porque o ponto (z', z"’*, T;) é chamado de ponto de bifurcacao, explicaremos
o porqué deste mesmo ponto também ser chamado de caustica ou ponto focal. O conceito de
caustica se refere & convergéncia de raios. Em linhas gerais, veja como o ponto de bifurcacao
também possui esta caracteristica: para as trajetérias vizinhas & trajetéria 1 com du’ = 0 e
ov' # 0, este ultimo alinhado com o autovetor nulo de My, encontraremos év” = 0. Portanto,
trajetérias (raios) vizinhas (dv’ # 0) convergem para o mesmo ponto no tempo T' (v = 0).

Construiremos, agora, o conceito de cdustica de uma maneira mais rigorosa. Para isso, par-
tiremos da seguinte relagio, que foi derivada no capitulo 1 (secdo 1.6) e envolve a acdo complexa
S:

S . S
B ¢ T ihu) = N (3.5)

. 1
—ihv, = ——
’

A idéia é simplesmente diferenciar os dois membros das duas equagoes anteriores:

925 925
o 1o ' "
ihovy ;y {au;,au;‘suf  Fu a0 |
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"
v |

628 628
. n —_ !
—zh(sur - TI:ny |:6u;ﬂ;6'l)7la/ 6114-/ + av;/’ 6,07!!

e arranjar os termos de modo que os deslocamentos finais (du!’ e Jv)') sejam escritos em termos

s ) .
dos iniciais (du!. e év)):

" i -1 —1 !
du 5 [Suv = SvvSytSuu] SvvSin du (37)
7 - -1 2 o—1 ' ’ '
ov —S7uSuu —ihS; ov
onde:
%S 9%s R %S
S ou’,? Oul, 0u, S _ ou?, ovl! Ouy, 0vy)
e ets . 9%s TN s oPs
ul, Oul, Bugjz dul, dvy dul Ovy]
(3.8)
9°S %S 0%S 928
S _ 8’0;’E ovy/ Ovy/ S _ Ov!! dul, vy Ou,
vv = 925 9%S ’ M 8%s 9%s
v,/ Ovy/ vy 2 vy Ouy, vy Ouy,
Comparando o resultado obtido (3.7) com a equacgao (1.30), podemos estabelecer a relacdo:
2 2
2 2 2 2 —1 0°S —0°S
Moo — i < 2?s &S 9’s  9%S > durou,  Bulou (3.9)
vv — 18,1 1, Al ) 119,,1 _92S 528 :
Ov}oul, vy Ouy,  OvlOuy, duyOul, BB BT
Utilizando novamente as equacdes (3.5) na (3.9), encontramos:
’ ! / 1\ L / " ! "
M. — !, duy B Ovy, dvl, Ov, [Ovy,  —0v, [dvy (3.10)
vv — v v’ v v’ o' 19" o' /o ’ )
T Yy T Yy — ’Uy/ U, ’Uw/ U,
0 que nos leva a:
' ' / (1/2
1 _ | 0v; 9vy vy, Ov,, (3.11)
|detMyv| ovl dvy vy dvy

Esta expressdo representa a idéia de ponto focal. Para sistemas unidimensionais, ela se reduz a
)
|ov’ /Ov"" |12, que diverge quando um pequeno deslocamento dv', no instante inicial, leva ao mesmo
ponto v" no instante final (6v"” = 0), caracterizando, assim, o ponto focal ou caustica. A figura 3.2
ilustra esta situacdo. Ela mostra a evolucao temporal de pequenos deslocamentos dv’, em torno
do ponto inicial de uma trajetéria de referéncia. Para t = T}, as trajetérias vizinhas colapsam na
)

de referéncia, aparecendo o ponto focal. Ja para sistemas bidimensionais, como mostra a equacao
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Figura 3.2: Ponto Focal. O gréfico mostra a parte real e imagindria de uma trajetéria v(t) em
funcdo do tempo 7. A linha mais grossa representa a trajetéria de referéncia. As outras dez linhas
finas sdo as trajetdrias vizinhas & de referéncia, construidas com éu’' = 0 e dv' # 0. Parat = Ty,

note que év" = 0, caracterizando um ponto focal.

(3.11), o pré-fator é mais complicado e o ponto focal pode ocorrer, genericamente, em quatro

maneiras diferentes. Por exemplo, ocorre quando um pequeno deslocamento inicial dv!, leva ao

!

y+ correspondente ao

mesmo v?’; . Em geral, acontece para uma combinacio particular de dv), e dv
autovetor nulo de Myy.
De qualquer forma, a aproximacdo semicldssica realizada no primeiro capitulo ndo vale na

vizinhanca do ponto de bifurcagdo, ou caustica.

3.2 Colapso de Pontos Criticos

Na secado anterior, mostramos que o problema da divergéncia do pré-fator é bem entendido do
ponto de vista da dinamica classica que esta por tras da férmula semiclassica do propagador.
Nesta secao pretendemos abordar o problema com base na aproximacao semiclassica realizada.
De fato, quando duas trajetérias criticas estdo muito préximas, como ocorre na vizinhanca da
bifurcac¢do, a expansio quadrética (1.22) ndo é suficiente, porque as correcdes °F ndo sdo des-
preziveis. Portanto, para a aproximacao semiclédssica valer, deveriamos ter incluido essas corregoes
de ordem superior: F = F + $6°F + $6°F. Entretanto, resolver a integral Z, definida pela
equacgdo (1.22), com as corregdes de ordem ciibica em ¢3F, é uma tarefa impossivel. Por isso a
nossa proposta para resolver este problema envolve a criacdo de uma representacdo dual para o

propagador. Assim, enquanto uma representacio ndo pode ser calculada na regido de cdustica, a
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a) b) \/
N N
E g
Re|z] Relz]
C) \/ !
X N
E —— g
Re[z] Re[z]

Figura 3.3: Colapso de dois pontos criticos. Representamos as curvas de nivel da parte imaginéria
de f(2) = 2° + 22 + c2. Os valores de ¢ sdo: (a) c=4/3, (b)c=1, (¢c) c=2/3 e (d) c=1/3.
As regides onde Im[f(2z)] > 0 sdo pintadas em vermelho (quanto mais escuro, maior Im[f(2)]),
e as regides onde Im[f(z)] < 0 sdo pintadas em azul (quanto mais escuro, menor Im[f(z)]). Na
sequéncia de (a) para (d), note como os dois pontos de sela de f(z) colapsam. Note também o relevo
da vizinhanca do ponto de sela: quando distintos, cada um possui dois vales e duas montanhas;

quando idénticos, cada um possui trés vales e trés montanhas.

outra é bem comportada e capaz de fornecer as informagoes desejadas. A apresentacio destas duas
representagdes ocorrerd na se¢ao 3.3.

E muito dificil visualizar o comportamento de F, quando duas trajetérias estao arbitrariamente
préximas, a fim de entender a quebra da hipdtese de que ela pode ser aproximada por uma funcao

quadratica, pois F depende de muitas variaveis. Por isso, optamos por apresentar, na figura 3.3,
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o caso simples de uma funcio complexa de uma varidvel, f(z) = 23 + 2% + ¢z, onde ocorre um
fenémeno andlogo quando variamos o parametro ¢. O numero de pontos de sela desta funcao,
solugoes de 322 + 2z + ¢ = 0, depende do valor de ¢: para ¢ # 1/3, temos sempre dois pontos de
sela, e, na medida em que ¢ — 1/3, estes dois pontos colapsam em um sé. Podemos pensar no
ponto de bifurcacdo de maneira andloga; para T" > Tj, duas trajetdrias criticas distintas existem,
e, na medida em que T — T3, as duas trajetdrias vao se aproximando, até o colapso. Para a
figura 3.3a, temos ¢ = 4/3 e, portanto, os dois pontos de sela estdo bem separados. Note como
a vizinhanca de cada um deles pode ser aproximada por uma funcdo quadritica: o relevo de
Im[f(%)] possui dois vales e duas montanhas. O mesmo comentdrio vale para as figuras 3.3b e
3.3c, onde ¢ vale 1 e 2/3, respectivamente. Porém, para estas figuras, os pontos de sela comegam
a se aproximar. Quando ¢ = 1/3, figura 3.3d, os dois pontos de sela viram um sé e, neste caso,
o relevo de Im[f(z)] ao seu redor passa ter trés vales e trés montanhas. Pode-se demonstrar que
uma funcio de ordem quadritica ndo pode representar este tipo de relevo [51, 52]. Neste exemplo
simples, vimos que o colapso de dois pontos de sela torna impossivel aproximar o seu entorno por
uma fungio de ordem quadratica. No caso do propagador acontece um fenémeno semelhante: duas
trajetérias colapsadas implicam que o relevo de F em sua vizinhanga ndo pode ser tratado como
uma expansio até segunda ordem, como fizemos em (1.22). No apéndice B, revisitamos o método
do ponto de sela com este mesmo enfoque, por isso, a sua leitura pode ajudar a esclarecer quaisquer

duvidas.

Em sintese, a aproximacao semiclassica realizada no capitulo 1 nao comtempla a regiao de bi-
furcacdo, onde duas trajetdrias semelhantes existem, porque, neste caso, a expansdo de F (equacao

(1.22)) tem que ir além da segunda ordem.

3.3 Representacao Dual para o Propagador

No apéndice B desenvolvemos a matemética envolvida no cdlculo assintético de integrais com-
plexas bidimensionais, incluindo correcées de ordem ciibica. Entdo, pretendemos desenvolver, a
partir desta ferramenta, uma aproximacio semicldssica do propagador para regides préximas de
bifurcagées. Como ja demonstramos, o aparecimento deste fendmeno estd intimamente ligado
ao fato das corregoes em segunda ordem, em torno da trajetéria critica, se anularem. Portanto,

desenvolveremos uma aproximacao que considere este aspecto.

Comecaremos pela conhecida férmula do propagador em duas dimensdes, que foi detalhada no

capitulo 1, secéo 1.7:
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KW' u')~y /ﬁ exp [%S (v, u') + %g v, ') e 3 (' P+v"?) ’ (3.12)

k(v” , u’)

onde omitimos a variavel T e a soma sobre as trajetdrias, para simplificar a notacdo. Note que, na
equacdo (3.12), definimos uma forma reduzida do propagador & (v, u’), com a qual trabalharemos

para atingir nossos objetivos.

A idéia central da nossa aproximagdo é bastante parecida com a de Maslov [45] na sua colabo-
racao para o desenvolvimento de métodos semiclassicos. Para obter a funcdo de onda semicldssica
na representacdo de coordenadas, para uma particula sujeita a um potencial confinante, segundo
o método WKB, deve-se encontrar tanto as solucoes para a regido classicamente permitida quanto
para a proibida, a menos de algumas constantes. Para a determinacdo destas ultimas, e, conse-
quentemente, para a obtencido de uma solucido global, pelo fato da solucdo divergir na fronteira
entre as duas regides, faz-se a conexdo das duas solugdes via plano complexo (veja a secao 4.2).
Como outra alternativa, para alcancar a soluc¢do na regido classicamente permitida, Maslov habil-
mente lidou com fun¢bes de onda no espaco de coordenadas e espago de momentos, sem calcular a
solucdo para a regido proibida. Quando a aproximacio era ruim no espaco de coordenadas, ele uti-
lizava a representacao de momentos, e, quando o problema estava na representacao de momentos,
ele migrava para a de coordenadas. Fazendo esta alternancia, pode-se conectar todas as regioes
separadas por divergéncias, sem precisar da técnica de conexdo via plano complexo, afim de se
obter as constantes para a regido classicamente permitida. Outros trabalhos, como por exemplo
[47, 48], utilizam o mesmo artificio da possibilidade de trabalhar com duas representacoes, para

lidar com o problema da divergéncia de férmulas semicléssicas.

No nosso caso, trabalhamos com estados coerentes, que englobam tanto posicdo quanto mo-
mento. Entdo, com o intuito de termos duas representacdes, onde, para qualquer regido do espaco
de parametros, pelo menos uma delas seja vélida, trabalharemos com o propagador na repre-
sentagao v"; o ja conhecido k (v, u'), e criaremos a sua forma transformada k (u”, u’), na repre-
sentacdo u”, a ser definida a seguir. Desta forma, a aproximacio do propagador na representacao

"0 é. Ou seja, k(u”, u') ndo

u” nao deve ser ruim na mesma regido em que a representacio v’
deve divergir na regido onde encontramos as bifurcagoes. Portanto, primeiro chegaremos numa
formula para k (u”, u'). Em seguida, para um ponto que possui uma bifurcacdo em sua vizinhan-
¢a, retornaremos & férmula para k (v, u'), porém, nesta transformacao inversa, devemos incluir

correcoes além da segunda ordem, pois, se pararmos nesta, sabemos que teremos problemas.
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Férmula do Propagador na Representagao u’

Auntes de counstruir uma férmula para k (u”, u’), vamos voltar nossa atencao para a acdo complexa

S (v", u'), definida pela equacao (1.32). Lembramos que:

i 08
w= 108 (3.13)

o que sugere que fagcamos uma transformada de Legendre em & — S através da mudanca de

varidveis v’ — (i/h)(0S/0v"):

S",u)=8H", u')+ina"v", (3.14)

que nos leva a:

Ty .
S(u", u') = / [% (av —uv)— H|dt + % [u"v" —u'v'], (3.15)
0
i 88 i 88

Tendo em vista estes resultados, é conveniente definir a transformacio que leva k (v, u') a

k(u”, u') como:

i

1
k(ll” u/) — k(V” ul) e UV d2vll
) \/ﬂ C b)
- L / \ /71 exp i [SHV', u)+G ", u)+ihu"v"] } d*v"
Vor Jo V det Myy h ’ ’ '
(3.17)

onde o caminho de integracdo C deve ser definido de forma que a integral convirja. Para resolver
esta integral, utilizamos o método do ponto de sela, apresentado na secdo 1.3. A identificacdo dos

pontos criticos se d4 pela resolucdo da equacao:

0
6VII

[S+ G —ihu"v"']=0. (3.18)

Para resolver esta equacdo, consideraremos que G varia lentamente em comparagdo com S, pois

contém termos de ordem f, enquanto que S contém termos de ordem A°. Isto pode ser verificado
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através das equagoes (1.39). Para uma discussdo mais cuidadosa, veja também a referéncia [30].
Desta forma, encontramos que, dentre todos os possiveis v/, a trajetdria que mais contribuird para

a integral serd aquela que satisfaz:

i 08
u’ = T u(T), (3.19)

ou seja, dentre todas as infinitas possiveis trajetdérias que sai de u’ fixo, a que mais contribui é

aquela correspondente a u(7T') igual ao rétulo u” da transformada. Expandindo (3.17) até segunda

ordem em torno desta trajetdria e resolvendo a integral gaussiana que resta, encontramos:

~ 1 )~ )~
k(" u') =/ JerN P {%S(u”, u') + %g (u”, u’)} , (3.20)

sendo que as trajetorias que contribuem para este propagador sao aquelas com condicoes de con-
torno u’ = u(0) e u” = u(T). G (u”, u') é a funcio G calculada nesta nova trajetéria. O novo
pré-fator [det Myy] /2 pode ser obtido da equacio (1.30) ou (3.7), e ndo diverge na vizinhanca de
bifurcagoes, como pode ser verificado na equagao (3.4).

Agora que temos o propagador tanto para a representacdo v’ quanto u”, podemos adotar as

idéias mencionadas no inicio da secdo para lidar com a regiao de bifurcacao.

Férmula do Propagador na Representacao v para a Regiao da Bifurcacgao

A partir daqui, suponha que queremos calcular o propagador k (v”, u’) préximo de uma bifurcacao.
Nao podemos calculd-lo na sua forma (3.12) pois teremos péssimos resultados. No entanto, sabemos
que ndo devemos ter problemas, nesta regido, para o propagador transformado & (u”, u'). A idéia
entdo é fazer a transformacao inversa em k para obter k. S6 que, para esta transformada inversa,
devemos incluir corregoes além da segunda ordem, senao voltaremos para a mesma equacio (3.12).
E neste ponto que pretendemos aproveitar a teoria apresentada no apéndice B. Comecamos por

apresentar a transformacao inversa:

]. > .
k(V”, ul) — k ('I.l”, 11,) eu v d2ull

V2 Jor

1 1 i T & 5 .
= TS /, 1/ e P {% [S (W, u)+ G, u) - ihu”v”] } d*u”.

(3.21)

O célculo do ponto de sela para esta integral, como era de se esperar, nos fornece a trajetéria
que sai de u’ e chega em v como sendo a que mais contribui. Para resolver (3.21), faremos uma

comparagio com a equacio (B.1), estabelecendo a seguinte correspondéncia:
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n " 1
Zg = U, € Zy = Uy, 9(2z,2y) = det My

f(2a,2y) — [3 (u’, ') + G (u", ') + z'hu”v”} .

Portanto, de acordo com a equacio (B.4), escrevemos:

k) = [y e e {0 W raen wl] (3.22)

onde Y, dado pela equacio (B.33), vale:

1/3
B\ \/T i 28 g
=== — L2 a2 - (—S 5
Y <3G’1> A+C’—eexp h27G’12 H* 81G’14h2 ) (3.23)

sendo que as constantes que aparecem nesta expressdo, sdo definidas em (B.6), (B.22) e (B.28):

3
G’1=—<—V1+52+2ﬂ6> [3°D+BE+BF+G] e e A0 B

% —a+8 A+ 0)
__2A _ —=2C 1 2¢ .
paraa =2, f==2C ¢ & =% E

_1.0? _ _0%$ _ 198
A=soup|, B=mma| » C=25a7|
_ 1088 _1_ 88 _1_08%8 _ 1088
D= 6 ou’s|_ E= 20uZou’ | ° F= 20uou? | G = 6 ou’s|_
7, ouy | g 7,

que devem ser calculadas sobre a trajetdria critica (p). Como vemos, estas constantes envolvem
segundas e terceiras derivadas da acdo S. Como, em geral, ndo existe uma funcio explicita da
agdo para as trajetdrias, ndo é possivel obter estas derivadas a partir da equagao (3.15). Portanto,
no apéndice C, desenvolvemos uma maneira de calcular estas derivadas numericamente, através da
solucdo de equacdes diferenciais auxiliares.

Enfim, podemos dizer que alcangamos uma férmula semicléssica do propagador para a regido
de bifurcagao, envolvendo o cédlculo da funcao de Airy para argumentos complexos, que pode ser

feito numericamente.
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Capitulo 4

Trajetorias nao-Contribuintes

Na secdo 1.10, afirmamos que existem trajetérias que ndo devem ser incluidas na férmula se-
miclassica do propagador (1.34). Para isso, utilizamos argumentos baseados em critérios fisicos:
trajetérias que produzem divergéncias ou descontinuidades ndo devem ser levadas em consideragao.
No entanto, ainda ndo demos uma explicacdo mais rigorosa sobre este assunto. Apenas levantamos
a hipétese de que o contorno original da integral de Feynman nédo pode ser deformado de modo
que inclua a trajetéria critica em questdo. Neste capitulo, mostraremos alguns exemplos relaciona-
dos com este tépico, para reforcar a idéia de que os critérios fisicos sdo suficientes para excluir
trajetorias.

A idéia principal deste capitulo é mostrar que solugbes assintéticas, como é o caso do propa-
gador semicldssico, podem ter formulas distintas para diferentes regides do espaco, sem, contudo,
provocar descontinuidades no seu valor numérico. De fato, pode haver uma descontinuidade, desde
que seja menor do que o erro inerente da aproximacao. Uma maneira de entender esta situacio é
pensar numa funcao g(z) como sendo a aproximacao assintética de f(z), com relacdo a determi-
nado pardmetro, em uma determinada regido do espaco z. Assim, podemos fazer uma extensao
analitica de g(z) para obter uma aproximacio de f(z) além daquela regido. Entretanto, a partir
de determinado limite, a continuacdo analitica de g(z) pode deixar de ser uma solugdo para a

continuagao de f(z), de modo que a sua aproximacio passa a ser descrita por uma outra funcao.

O fato de uma aproximacao assintética ser escrita de varias maneiras, para regides diferentes,
é, na verdade, uma manifestacdo do Fenomeno de Stokes. Este termo simplesmente traduz a idéia
de que solugoes assintéticas podem aparecer ou desaparecer subitamente, em determinadas regioes,
sem que haja uma descontinuidade sensivel no valor numérico da aproximacgio, com a finalidade
de manter fiel a solugdo aproximada & exata. Segundo as referéncias [17, 18, 19], este tipo de

fenémeno foi observado pela primeira vez por Stokes [59], por isso recebe este nome.
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A relacao do Fenomeno de Stokes com o nosso problema das trajetorias nao-contribuintes pode
ser entendida da seguinte maneira: Suponha que as trajetérias envolvidas no célculo do propagador
semicldssico (1.34) possam ser escritas como uma funcao vetorial t;(u’, v/, T'; t). Suponha ainda
que exista uma outra funcao to(u’, v, T; t) que também seja solucdo das equacdes de movimento
(1.36). Portanto, o propagador serd escrito como K(u', v/, T') = Iy (u/, v, T) + Ko (u', v", T),
onde KC;, para i = 1 ou 2, é o propagador calculado com a trajetéria dada por t;(u’, v/, T; t). As-
sim, se pensarmos que t; e ty definem duas familias de trajetdrias, dizemos que o propagador
semicldssico envolve duas solugbes, dadas por K; e Ky. Desta forma, se, para determinados
parametros u’, v"' e T, a solu¢do K5 contiver resultados néo-fisicos, como por exemplo, se a parte
imaginaria da funcao F tornar-se negativa (veja a segao 1.10), devemos exclui-la da férmula, com
base no Fendémeno de Stokes. Entretanto, a regido no espaco de parametros, u’, v’ e T, onde
uma solucdo é excluida, deve ser maior (ou igual) do que aquela onde Im[F] < 0. Para entender
esta afirmacdo, pense no caso em que desejamos calcular o propagador semicléssico para u’ e v”
fixos, em func¢do de T, onde as duas familias de trajetérias fornecam contribui¢Ges relevantes ao
valor do propagador. Como ja dissemos, se, a partir de determinado tempo T, a solugdo dada
por to passar a produzir Im[F] < 0, podemos exclui-la da férmula. No entanto, num instante
anterior & Ty esta solucdo contribuia para a férmula do propagador, de modo que a sua exclusio
naquele ponto provocaria uma descontinuidade. Para evitar este problema, devemos procurar o
valor de T' = T g, onde a contribuicao da familia to seja desprezivel em relacao a de t;. Portanto,
a partir de T g, ponto pertencente & chamada linha de Stokes, uma das solu¢des pode ser banida

da aproximacdo, sem causar problemas para a solucdo global.

O primeiro assunto que apresentaremos serd, na secdo 4.1, o cédlculo assintético da integral
contida na funcdo de Airy, que também apresenta o Fenémeno de Stokes. Inclusive, para este
caso, pode-se provar analiticamente que as diferentes férmulas, para cada regido, segue como
consequéncia da desconsideracao de determinados pontos criticos, que, por sua vez, decorre do
fato do contorno original da integral de Airy ndo poder ser deformado de modo que os inclua.
Em seguida, na secdo 4.2, mostraremos que, no Método WKB, também temos a presenca do
Fenémeno de Stokes. Segundo este método, a funcao de onda semicldssica é escrita como a soma
de duas solucoes assintéticas da equacdo de Schrédinger. Porém, para a regido classicamente
proibida, ndo podemos considerar uma das solucdes, pois a sua inclusdo leva a uma divergéncia,
evidentemente proibida por critérios fisicos. Por outro lado, as duas solucées sdo importantes para
a regido classicamente permitida. Esta diferenca entre as férmulas, para cada regido, também é
uma manifestacido do Fendmeno de Stokes. Mostraremos, entao, como uma das solucoes da equacao
de Schrodinger pode ser “perdida”, sem Onus para a solucdo global, quando passamos da regido

permitida para a proibida. Finalmente, na terceira secdo, mostraremos um estudo analitico da
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férmula do propagador semicldssico em uma dimensao, realizado por Rubin e Klauder [21], onde é

tratado o problema das trajetérias ndo-contribuintes e sua relagdo com o Fenémeno de Stokes.

4.1 Funcao de Airy

Neste exemplo, baseado nas referéncias [51] e [52], veremos analiticamente que existem pontos
criticos que ndo podem ser levados em consideracdo para resolver uma integral assintoticamente,
gerando o Fendémeno de Stokes. A integral que estudaremos é uma solucdo da equacdo de Airy,

que é escrita como:

d*f(2)
dz?

—z2f(2) =0, para z complexo. (4.1)

Para esta equacdo, procuramos solucoes que envolvam a seguinte transformada de Laplace:
flz)= / F(s)e**ds, (4.2)
c
que, inserida na equacao em (4.1), fornece:

dF(s)
ds

/ (s> —2)F(s)e¥*ds =0 = —F(s)e*|,+ / s2F(s) +
c

C

] e*ds = 0. (4.3)

3 . o~ .
—5°/3, e a condigdo para o caminho C: F(s)e®* =

Desta equagao, encontramos F(s) = e
3 o~
exp {—% + sz} deve se anular nos seus extremos. Portanto, como mostra a figura 4.1, a condicao

bésica para C' é que suas extemidades tendam ao infinito nos seguintes setores:

5 -5 —
g < arg(s) < °r e o arg(s) < _7r’ (4.4)

—_71'< ()<E
arsls) < - 6’ 6 2

6

considerando que —7 < arg(s) < w. Desta forma, também através da equacdo 4.1, podemos definir

trés solugoes para a equacao de Airy:

1 23
fo(s) = — ; exp |5z — = dz, n=1,2,3, (4.5)

- 21

onde os caminhos C),, sdo mostrados na figura 4.1. Porém, somente duas destas solucoes sdo
linearmente dependentes, j& que, segundo o teorema de Cauchy, fi + fo + f3 = 0. A equacéo (4.5),

para n = 1, é conhecida como funcdo de Airy do primeiro tipo:
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Figura 4.1: Curvas de nivel para a parte real de —s3. Os setores em cor azul corresponde 2

Re[—s?] < 0 (quanto maior a tonalidade, menor o valor de Re[—s®]) e os setores em vermelho
corresponde & Re[—s] > 0 (quanto maior a tonalidade, maior o valor de Re[—s3]). As curvas
Cy, Cy, e O3 representam os trés possiveis caminhos para a integral de (4.2), segundo a equacgao
(4.3).

. 1 23
Ai(s) = 37 ). exp |5z — & dz. (4.6)

Esta func¢do, para um argumento complexo s = |s|e??, com —7 < @ < 7, é 0 nosso objeto de
estudo nesta secao. De fato, para o nosso propdsito, é conveniente realizar a mudanca de varidveis

z = 4/|s|z. Feito isto, encontramos:

/ ) 3
Ai(s) = |S| / exp{|s|3/2w(z, 0)}dz, com w(z, 0) = ze® — Z—, (4.7)
271 C 3
que serd resolvida, via Método do Ponto de Selal, no limite assintético |s| — oo.

Seguindo as idéias contidas na secao 1.3, realizamos o primeiro passo para o calculo da equacao

(4.7), que é a determinacao dos pontos de sela de w(z, 8). Fazendo isto, concluimos que sdo dois:

INa secéio 1.3, quando apresentamos o Método do Ponto de Sela, analisamos uma integral semelhante a que
tratamos aqui. Para que os resultados apresentados naquela se¢ido continuem vélidos, precisamos relacionar: \s|3/2 —
AL w(z, 0) = —if(2).
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Figura 4.2: Curvas de nivel para Im[w(z, 6)] (lado esquerdo) e Re[w(z, )] (lado direito), no plano

complexo z. Para cada dupla de graficos, os valores de 8 estdao indicados no lado esquerdo. Os
pontos pretos representam os pontos de sela zy. Para cada grafico, as regides em cor vermelha
possuem valores mais altos do que aquelas em azul. Quanto mais alta a tonalidade do vermelho,
maijor o valor da funcdo e, quanto mais alta a tonalidade do azul, menor o valor da funcao. As
curvas de nivel destacadas, nos graficos de Im[w(z, 0)], satisfazem Im[w(z, 8)] = Im[w(z_, 6)].
Portanto, compreendem os caminhos que passam pelo ponto de sela z_, ao longo dos quais o
integrando da equacao (4.7) néo oscila. Sdo equivalentes aos caminhos mais ingremes, que passam
pelo ponto de sela z_, com relagdo ao relevo de Re[w(z, 6)], como pode ser verificado nos gréficos

A direita.
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Figura 4.3: Andloga a figura 4.2. A excecio estd no destaque das curvas de nivel de Im[w(z, 6)],
que também satisfazem Im[w(z, )] = Im[w(zy, 6)], pois, para estes gréficos, o ponto de sela z;

também deve ser considerado.

2y = +eis. Precisamos, portanto, para cada valor de 6, deformar o caminho original de integragao
C1, em caminhos de declive mais ingreme, com relagdo ao relevo de Re[w(z, 6)], que passam por z..
Depois disso é s6 expandir w(z, ) em torno de cada ponto critico, pertencente ao novo caminho
de integracao, e calcular a integral resultante. Finalmente, devemos somar todas as expansoes
realizadas. A tarefa de deformar o contorno original de integracdo, que é a parte principal desta

secdo, serd realizada a seguir com o auxilio das figuras 4.2 e 4.3.

Para valores de 6 dentro do intervalo 0 < 6 < 27/3, percebemos que o caminho original C,
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da figura 4.1, pode ser deformado no caminho de declive mais ingreme, com relacao ao relevo de
Re[w(z, 8)], que parte do ponto de sela z_. Note, portanto, que o ponto de sela z; ndo deve ser
incluido na expansdo da integral (4.7). Inclusive, pelas curvas de nivel de Re[w(z, 6)], podemos
verificar que, para 0 < 6 < 7/3, como Re[w(z_, 0)] < Re[w(z4, 6)], a expansdo em torno do ponto
de sela z_ produz um valor, em moédulo, muito menor do que produziria a expansao em torno
de de zy, considerando o limite |s|] — oo. Por isso, a inclusdo equivocada de z; levaria & erros
enormes. A mesma coisa acontece para § = 7/3, quando os dois pontos de sela passam a ter
contribui¢des iguais, como indica os graficos de Re[w(z, 0)]: Re[w(z—, §)] = Re[w(z4, 0)]. Para
valores de 6 maiores do que 7/3, a contribuicdo de z_ passa a dominar sobre z,. Neste caso,

incluir equivocadamente a expansao em torno de z; nao causard um erro tao grande.

Para valores de 6 dentro do intervalo 27/3 < 8 < 7, segundo a figura 4.3, o caminho original
C; da integral (4.7) ndao pode mais ser deformado de modo que inclua somente o ponto de sela
z_. Para estes casos, a deformacao do contorno sé pode ser feita se incluirmos também o ponto
z4. Assim, o caminho C; é melhor visualizado como a soma de —Cs com —Cj3, conforme indica
a figura 4.1. Portanto, a solucéo de (4.7) deve envolver tanto a expansdo em torno de z_, quanto
a de z4. No entanto, para 27/3 < 6 < 7, a exclusdo equivocada de z; ndo provoca um erro
muito grande, pois a sua contribui¢do é menor que a de z_, como pode ser verificado através dos
graficos de Re[w(z, 8)]. Contudo, para § = 7, voltamos & situa¢do onde os dois pontos possuem

contribuicbes equivalentes, de modo que a exclusdo de um deles produziria erros muito grandes.

Fazendo uma anélise aniloga a esta também para 7 < 6 < 0, poderemos concluir que a solucao
assintética (]s| — oo) da funcdo de Airy (4.7) é escrita em fungdo destas duas contribuigoes:
uma expansdo em torno de z_ e outra em torno de z;. No entanto, elas ndo podem ser usadas
simultaneamente em toda a regido —m < 6 < 7, fato que tem relacdo com o Fenomeno de Stokes.
Segundo a andlise feita, para |0] < 27/3, devemos usar somente a expansao em torno de z_. Para
|0] > 27/3, as duas solucdes devem ser incluidas. Entretanto, se dezprezarmos todas as solugoes

sub-dominantes, de modo a simplificar o problema, obtemos as duas férmulas:

s=1/4 2 4
Ai(s) = N exp {—353/2}, |s| = o0, 0] <,
(4.8)
. _ |S|71/4 2 3/2 ™ _
Ai(s) = NG seny 35 + 1[0 |s|] = o0, [0] =,

que ilustram muito bem a existéncia do Fenémeno de Stokes.
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4.2 Método WKB

Nesta secdo, desenvolveremos o método semicldssico WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin), seguindo
as idéias contidas nas referéncias [60, 1, 61, 62]. No entanto, a partir de certo ponto da apresentacao,
abordaremos este assunto com enfoque no Fendmeno de Stokes, que existe nesta aproximacio. Este
ponto de vista, em geral, ndo é tratado nos livros de Mecanica Quéantica. Porém, em livros cujo
assunto sdo as expansoes assintdticas, como por exemplo [17, 18, 19], 0 método WKB ¢é bastante
utilizado como exemplo.

O método em discussido é utilizado para obter solugdes aproximadas v (z) da Equacdo de

Schridinger, independente do tempo, em uma dimensao:

0 ()

2m  dxz?

+[E = U(x)]p(z) =0, (4.9)

no limite semicldssico h — 0. U(z) é o potencial ao qual é submetida a particula de massa m
que desejamos estudar, e E é a sua energia. Para a equagdo (4.9), procura-se uma solu¢do do
tipo ¥(z) = ew7(@) onde, dado o limite estudado, expandimos: o = og + (%) o1 + (%) o2+ ...

Portanto, substituindo esta solucdo tentativa em (4.9) obtemos:

2 .
1 <d"> mde g _y, (4.10)

2m \ dz 2m dxz?
onde, por praticidade, ocultamos a depéncia em x. Quando expandimos a funcdo o, conforme

fizemos acima, esta equacao se torna:

1 h n\> n\?
%{a(’f + (;) [2000) + 03] + <;) 2000} + 08 +0)] + O <?> } =E-U, (4.11)
onde a linha (') indica a derivada com relagdo a z. Para encontrar a func¢io de onda nesta apro-
ximacao semicléssica, devemos resolver, separadamente, cada termo desta expansdo. Comecamos,

entdo, com o termo de ordem h°:

0—62:E—U = 00::l:/w\/Zm[E—U(q)]dq::I:/xp(q)dq, (4.12)

2m

onde identificamos o momento cldssico p(z) = /2m[E — U(z)]. O cédlculo de oy é feito ao resolver

o termo de ordem %', da equagio (4.11):

U'U'—Fla”:O = 0_,:_06’:_})_’ = o =—110P (4.13)
071 T 5% L= 79l T Ty 1= T8l '
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Figura 4.4: Potencial U(x).

Portanto, se considerarmos o & g9 + 01, ou seja, se desprezarmos os termos em h*, temos

duas solucgoes para a equagao (4.9):

é4(z) = _& o [Tr@de o_(z) = ¢~ .+ f p(a)da (4.14)

p(z) p(z)
de modo que a solucao global ¥ (x) tem a forma: ¥ = ¢4 + ¢_, onde c; e c_ sdo constantes
arbitrarias. O limite inferior das integrais em (4.14) também sdo arbitrarios, uma vez que a sua
escolha alteraria somente o valor das constantes. Note que a unica limitagdo para este resultado
m@f' < 1,onde F ¢é a
forca classica —dU/dx. Portanto, segundo esta condi¢do, a solugdo semicldssica ndo é vélida na

é que a expansdo em o seja convergente, ou seja, que |og| > |zoi| =

vizinhanca dos pontos clédssicos de retorno, onde p = 0. Com esta condicdo, ¥(x) diverge devido
ao termo p1/2.

J& que encontramos uma solugao assintética (i — 0) da Equagao de Schrodinger (4.9) para
um potencial arbitrario U(z), faremos a seguinte aplicacdo: Considere que desejamos estudar
semiclassicamente uma particula de massa m, com uma energia F, sujeita a um potencial U(z),
para o qual existe um ponto de retorno, z = a, de modo que E = U(a). Considere também que,
para £ < a, 0 movimento é permitido segundo a mecénica classica (E > U), e, para & > a, 0
movimento é proibido (E < U = o momento cldssico p(z) é um niimero imaginario puro). A
figura 4.4 ilustra este tipo de potencial.

Nesta aplicagio, com exce¢io da vizinhanca do ponto z = a, a solu¢do dada por (4.14) continua

valendo, de modo que podemos escrever, convenientemente, uma solucao para o lado esquerdo do

ponto de retorno (¢ (z) — regido classicamente permitida) e outra para o lado direito (4(z) —
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regido classicamente proibida):

Ye(x) = 071@4'% f: Ip(a)ldg | 0726*% f: \P(Q)\dq,
()| Ip(2)]
ba(z) = IS M OI I Ip(@ldy. (415)

VIip(@)] p()]

onde definimos o limite inferior das integrais como sendo x = a, de modo que f; |p(q)|dgq seja
maior que zero para a regido proibida, e menor que zero para a permitida. Para escrever ¢4(z),
lembramos que as exponenciais complexas, ¢, e ¢_, se tornam reais, crescente e decrescente,
devido ao fato do momento cléssico se tornar um nimero imagindrio puro.

Usualmente, para resolver as constantes das equagoes (4.15), em primeiro lugar, impomos
que d; seja igual a zero, para evitar que 14(z) tenha uma divergéncia quando z — oo, que
é um resultado obviamente ndo-fisico. Assim, sobram trés constantes, ¢i, ¢a e ds, para serem
determinadas. Se conseguirmos escrever ¢; e ¢; em funcao de d,, resolveriamos o problema, ja
que uma unica constante pode ser determinada impondo-se que a funcao de onda semicléssica seja
normalizada. Para encontrar esta relacdo entre as trés constantes, devemos impor o critério de
que a funcdo de onda inteira seja continua. No entanto, do modo que o problema foi colocado,
ndo ha como conectar 1. com 4, pois, no limite entre as duas regides, nenhuma das funcoes
encontradas sio validas. A idéia do método WKB para lidar com isso é considerar z como uma
varidvel complexa. Desta forma, no plano complexo x, podemos conectar 1), com 1), através de
duas semi-circunferéncias (“por cima” e “por baixo”) em torno de z = a, evitando assim o eixo
real, onde se localiza a divergéncia. Este procedimento padrao de fazer a conexao de 14 para 1),
em cada semi-circunferéncia, produz os seguintes resultados: co = dge_”/4 ec = dge”/‘l, de

modo que obtemos:

Ya(z) = %em [—% ‘/ZP(Q)d(IH ;

be(z) = Q—\j;cos E ‘/wp(q)dq‘ - ﬂ : (4.16)

Este ¢ o resultado final para a funcao de onda semicléssica. Os detalhes desta conexao, via plano
complexo, foram omitidos, pois a seguir faremos um procedimento analogo.

Agora vamos encarar esta mesma aplicacdo do método WKB da seguinte maneira. A funcio
de onda ¥ (x) = ¢4 (x) + ¢—(x), obtida através das equagdes (4.14), é uma solugdo global, valida,
portanto, para as duas regioes separadas pelo ponto de retorno. Entdo, ao invés de escrever uma
solucdo para cada lado do ponto de retorno, escrevé-la-emos somente para o lado esquerdo, assim

como 1, na equagio (4.15), e a continuaremos, via plano complexo, para o lado direito. Nesta
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deducao, veremos que as duas solucoes, dadas pelas equagoes (4.14), continuam distintas apos fazer
a conexdo entre os dois lados, como representado por ¢, em (4.15). Isto vai implicar que, para o
lado direito, a priori, temos uma exponencial crescente e outra decrescente, o que levaria a uma
suposta divergéncia. Estamos, portanto, diante do seguinte problema: como posso desaparecer com
a exponencial crescente do lado direito sem desaparecer com sua respectiva forma do lado esquerdo,
uma vez que se trata da mesma funcao? Esta questdao sé é resolvida quando percebemos que a
solucdo que produziria a divergéncia, em determinado ponto do caminho da conexdo, pertencente
a chamada de linha de Stokes, é desprezivel em relacdo & outra solugdo. Assim, neste ponto,
podemos exclui-la da solucdo global, sem afetar a continuidade da funcido de onda em todo espaco
e evitando a divergéncia existente no lado direito. Desta forma, quando dissemos que d; = 0,
na equacao (4.15), j4 admit{amos, de certa maneira, que uma das solugdes do lado esquerdo foi
“perdida” durante a conexao. Ressaltamos que a exclusao conveniente de uma das solucoes da
Equacado de Schodinger, para uma certa regido, é baseada na idéia do Fenomeno de Stokes. Note
também que este tipo de exclusdo de uma das solu¢des ndo é simplesmente um ajuste de constantes
arbitrarias, pois a mesma funcéo é considerada em determinada regido e excluida em outra, como
se a sua respectiva constante pudesse variar de 0 a 1 para algumas regides [63].

Seguindo o que propomos no inicio do pardgrafo anterior, consideraremos:

be(@) = C_+€+,;—'f: p(a)dg R I p(q)dq7 (4.17)

p() Vo(z)
onde z ainda é considerada real. Para fazer a pretendida conexdo, através das duas semi-circunfe-
réncias em torno de z = a, restringiremos x para valores tais que |z — a| seja grande o suficiente
para nao cair dentro da regido de divergéncia, mas ainda pequeno para que possamos aproximar:
E - U(z) = Fy(z — a), considerando que U(z) =~ U(a) — Fy(z —a) e Fy = — 4&¥ sy < 0. Tendo

em vista o que foi dito, podemos escrever:

m|Fyl(a — x
olEl(e )]1/46_”:”"”“(“‘”""- (4.18)
m|Fyl(a — x

Resolvendo a integral, obtemos:

Ve(z) =~ s e 3/ 2m[Fol(a—2)*/2

[2m|Fy|(a — )]/

e e (419)
m|Fgl(a —
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Agora, passaremos a considerar que z pode ser complexo: (a — z) = pel®= ™). Assim, quando
0 = m, x estard real e na regido classicamente permitida, e, quando § = 0, = estard real e na regido

classicamente proibida. Desta forma, a continuacdo analitica da equacao (4.19) toma a forma:

V(p, 0) o S L
[2m|Fg|pei(9*‘”)]1/
C— 1/4e+% Qm\Fo\P3/zei%(0_”), (4.20)

[2m| Ep|pei?=m)]

para o intervalo 0 < 6 < 27, e valores de p tais que a aproximacao linear de U(z) e a relacdo

mh|F|
[p?]

por isso, deixamos de chamaé-la de 1, para chamé-la simplesmente de 1. Note como, para § = 7,

< 1sejam validas. A equacio (4.20) é uma expressio global? da fun¢ao de onda semicléssica,

a equacdo (4.20) é equivalente a (4.19). Agora podemos observar a que se reduz esta funcao de

onda para valores de x sobre o eixo real, do lado direito do ponto de retorno:

in/4 im/4
P(p, §=0) = Lme"‘% 2m|Folp®/? + Lme* £ 2m\F0|p3/2’ (4.21)
[2m|Fp|p] [2m|Folp]
considerando a conexdo pela semi-circunferéncia superior (§ = 0), ou:
cyemim/4 2 [T 32 c_e~im/4 2 T1p3/2
¢(P, 0 - 271') == Weiﬁ 2m| 0‘0 + We_'_ﬁ 2m| 0|P ) (422)
2m|Fylp 2m|Fylp

através da semi-circunferéncia inferior (§ — 27). As equagdes (4.21) e (4.22) sdo equivalentes a,

respectivamente:
bale) = S ek [ =€ g [l
Ip(z)] Ip(z)]
balz) = ﬂg% [ p(0)ldg +cfe’”/4e+% [7 Ip(a)|dg (4.23)
Ip(z)] Ip(z)] ’

Com base neste resultado, podemos construir o esquema 1. Neste esquema, representamos, dentro
dos retangulos, as duas solucoes da funcdo de onda, ¢4 e ¢_, vélidas para todo 0 < 6 < 27.
No eixo real, estas solugdes se reduzem a ¢¥ (com 6 = 7), na regido classicamente permitida, e
#P (com § = 0 e § — 27), na regido proibida. No entanto, sabemos que ndo podemos ter uma
func¢do exponencial crescente do lado direito do ponto de retorno. Assim, precisamos arrumar uma

maneira de exclui-la, sem que ¢+ fique descontinua. Note que, se simplesmente excluirmos a fungio

?no sentido de ser vélida para os dois lados do ponto de retorno, embora seja limitada para alguns valores de p.
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crescente somente no eixo real, a fun¢do de onda global ficard descontinua, e, se a excluirmos em

todo o espaco, ndo conseguiremos reproduzir o resultado exato na regido classicamente permitida.

. i3 6—m
d+(p, ) = ———E— —4eq:§—£v2m|F0\p3/26'2(0 )

= [Zm‘Folpei(sfﬂ)]l/

Vip(@)]

ft)(x) _ cye”im/4 ei% : [p(q)|dgq

et £ 7 Ip(a)ldg

D _ c4 +
92 = o

bs(p, 0) W@E%\/zmlm\m/zei%(eq)

- [2m\F0|pe

ESQUEMA 1

O valor de 6 correto para excluir a solugdo indesejada deve ser aquele onde ela é mais des-
prezivel em relacdo & outra. Para determind-lo, veja a figura 4.5 onde mostramos as curvas de
nivel de Im[ip?/2e'3(#=™] e Re[ip?/?e'3(®=™], no plano complexo z. Para § = 27/3, ndo s6 a
solu¢do ¢_ é maior, em médulo, que ¢, como é maior também a diferenca entre elas, ja que
ﬁRe[qﬂ.] = —C%Re[¢,]. Portanto, a exclusido de ¢4 neste ponto é conveniente. Fazendo uma
andlise semelhante a esta, concluimos também que, ao longo da semi-circunferéncia inferior, ¢_
pode ser descartada em 6 = 47 /3. Por isso, finalmente, podemos construir o esquema 2. Nele,
vemos as duas Linhas de Stokes (linhas mais grossas), que emanam de z = a. Trata-se do limite
entre a regido onde duas solucdes ¢+ existem (& esquerda), e aquela onde somente uma solucao ¢_
existe (& direita). Como vemos, admitindo a existéncia do Fenomeno de Stokes, construimos uma
solucdo global que satisfaca as condi¢bes impostas pela fisica do problema, reproduzindo melhor a

solucao exata.
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¢:|:(pa 0)

6P (z) = = o= [ Inta)1da
G (z) = 2tk [ 9t _ e

D _ cxe™t k[T Ip(a)ldg
@) = T

¢:|:(pa 0)

ESQUEMA 2

=d
8

Figura 4.5: Curvas de nivel de Im[ip?/2¢/2(®=™] (lado esquerdo) e Re[ip?/2ei2(?~™)] (lado direito)

no plano complexo z. O ponto preto trata-se de x = a. As linhas que emanam do ponto central,
que fazem angulos de 27/3 e 47/3 com o eixo real positivo, representam dois caminhos mais
fgremes, partindo de z = a, com relacdo ao relevo de Re[ip3/2¢i2(?=™]. As regides em cor azul
correspondem aos valores da fungdo negativos (quanto maior a tonalidade, menor o valor) e as
regides em vermelho correspondem aos valores da funcdo positivos (quanto maior a tonalidade,

maior o valor)
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4.3 Trajetdrias nao-Contribuintes (Propagador — 1D)

A referéncia [21] traz uma discussdo sobre as trajetdérias ndo-contribuintes relacionadas com a
férmula semiclassica do propagador em uma dimensdo. Como consideramos este trabalho impor-
tante para o entendimento deste tipo de trajetdrias, o resumiremos aqui. A férmula semiclassica
do propagador em uma dimensao espacial pode ser obtida de maneira anédloga a equacao (1.34),

discutida na secdo 1.7, e é escrita como:

o' 1 [T 02| 1 ‘
K(z”*,Z/;T) ~ Z a;j” exp{ S(v” ul, T) + 3 | mdt ~3 (|z”|2 + |z'|2)] }
traj.
ov’ i
traj.

Com relagao ao pré-fator desta férmula, ao invés de escrevé-lo em funcdo da matriz de estabilidade
M, por conveniéncia, utilizamos as rela¢des (3.5) e (3.9) para deixd-lo em fun¢io de dv'/dv"”. Assim
como no caso bidimensional, o somatério da equagao (4.24) é sobre todas as trajetdrias regidas

pelas Equacoes de Hamilton:

OH 0H
o OH . 0H 4.2
i = —— e iho 5 (4.25)
com condi¢oes de contorno u(0) = u' = 2’ = % (%I -|-z'p?l) ev(T) =" =2" = \% (£ —-i2), e
sendo:
u= 1 (g —|—i2) e - (g - 2) (4.26)
V2\b e V2\b e

Para estudar as trajetorias envolvidas no célculo do propagador semicldssico, é conveniente
utilizar as varidveis complexas auxiliares a, introduzidas na se¢éo 2.3: g = ¢ +baep=p' +ica.
Desta forma, a condi¢do de contorno inicial u' = 2’ é imediatamente satisfeita, de modo que o
valor de v" é determinado somente como funcao do parametro a: v" = v"(«). Se, além disso,
utilizarmos as equacoes (4.26) para obter a(v'), podemos afirmar que o rétulo final v depende
apenas do valor de v', ou seja, v = 0" (v").

A existéncia de mais de uma trajetdria satisfazendo v = 2'"* ocorre quando o mapa v’ — v"
possui dois valores distintos de v’ que levam ao mesmo v”. Para verificar em que condigoes
teremos duas (por simplicidade) trajetérias contribuindo, analisaremos a funcdo f(z), que é uma
representacdo do mapa v' — v, Em geral, se f(z) contém um ponto critico zg, entdo f'(z¢) = 0,

e, na vizinhanc¢a deste ponto, o mapa deixa de ser univalente. Por exemplo, se zo for tal que
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1" (20)

f"(20) # 0, podemos aproximar f(z) & f(z0) + L5 (2 — 2)?

ao seu redor, o que significa dizer
que existem dois valores de z que resultam no mesmo f(z). Por outro lado, se a funcdo f(z) for
analitica em todo o espaco, o mapa associado a ela serd conforme, e, portanto, univalente. Entao,
se 0 mapa v’ — v" for analitico, teremos somente uma trajetéria contribuinte para o cédlculo do
propagador. Entretanto, um ponto singular aparece na férmula (4.24), quando dv" /ov' = 0, que
é exatamente a situacao onde aparecem causticas no espaco de fase, discutida no capitulo 3. Vale
comentar que, para a particula livre e o oscilador harménico, ndo temos cdusticas, pois v" /v’
nunca se anula. Portanto, nestes casos, para todo u’, v" e T, somente uma trajetéria contribuira.
Além disso, quando T = 0, independentemente do hamiltoniano considerado, também n&o temos
causticas, pois v" /0v' = 1. Dessa discussao, concluimos que sé teremos mais de uma trajetéria

contribuinte para o propagador, quando existirem cdusticas no espago de fase.

Como foi discutido na secdo 1.10, trajetdrias cuja parte imagindria de F' é negativa ndo podem
ser consideradas no cédlculo do propagador, pois, se as incluirmos, teremos uma divergéncia. Nova-
mente, para a particula livre e o oscilador harménico, é facil de verificar que trajetérias com tais
caracteristicas nao existem. Isto é importante, pois, como o mapa v’ — v é univalente para estes

sistemas, se elas existissem, ndo teriamos como calcular o propagador para tais valores de v".

Quando consideramos tempos maiores e sistemas mais complicados, aparecem causticas e, con-
sequentemente, miltiplas trajetérias. Para verificar isto numericamente, na figura 4.6a, mostramos,
para oscilador quartico, H = %p2 + %q‘l, as curvas de nivel da parte imaginéria de F', no plano com-
plexo v', parau’' = 0 e T = 0,03. Desta forma, somente em v' = 0, a trajetéria é real e, por isso,
neste ponto, Im[F] = 0. Nas duas regides escuras, préximas as cdusticas, encontramos Im[F] < 0.
Assim como j4 havia sido observado numericamente por Adachi [16], trajetérias ndo-contribuintes
aparecem na presenca de causticas, confirmando a discussao realizada anteriormente. Na figura
4.6b, podemos verificar que o mapa v’ — v" é conforme para todo espaco, exceto na cdustica, onde

" |ov' = 0.

De maneira andloga ao método WKB, existe uma linha saindo da cdustica, chamada de linha
de Stokes, a partir da qual podemos deixar de incluir determinadas contribuicoes, sem causar
descontinuidades para o valor numérico do propagador semiclassico. Se tomassemos como linha de
Stokes a fronteira entra a regido onde Im[F] < 0 e Im[F] > 0, somente as trajetérias com parte
imagindria de F' negativa seriam descartadas. Ou seja, todos os v’ da regido escura da figura 4.6a
nao poderiam ser usados. No entanto, se assim fizermos, continuaremos vendo descontinuidades.
Afinal, trajetérias préximas a regido escura, mas ainda fora dela, contribuem para o valor do
propagador, de modo que a sua exclusdo sibita causaria uma descontinuidade. Para resolver isto,
a linha de Stokes deve estar na regido onde aquela familia de trajetérias ndo-contribuintes produz

resultados despreziveis, podendo, portanto, ser excluida.
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Figura 4.6: (a) Curvas de nivel para Im[F], no plano complexo v' (na figura, onde estiver @', leia
v"). (b) Sobreposicdo das curvas de nivel de Re[v”] e Im[v"]. Os dois gréficos foram construidos
para o oscilador quértico, para v’ = 0, T'= 0,03 e b = ¢. Do lado esquerdo, os dois pontos sao
as cdusticas e a regido escura corresponde aos v’ que produzem Im[F] < 0. Note como a cdustica
estd localizada bem préxima a ela. Para o grafico do lado esquerdo, podemos verificar que o mapa
v’ — 0" é conforme, com excecio das causticas. Por isso, estes pontos sdo vistos como defeitos no

padrao da rede. Esta figura foi retirada da referéncia [21].

Para localizar as linhas de Stokes, assumiremos que, na vizinhanca da cdustica, existem dois va-
lores de v’ que levam ao mesmo v". Desta forma, para um dado v' existird um vy, tal que v"(v') =
v"(v,). Podemos construir, entdo, uma fungdo AF; tal que AF;(v') = Im[F(v")] — Im[F(v,)],
que, na caustica, vale zero. No plano v’, as curvas, partindo da cdustica, que possuem declive
mais {ngreme, indicam a situacdo onde nao somente a contribuicdo devido a v’ é dominante em
relacao a v},, como também a diferenca entre elas é maxima. Portanto, nestas linhas, podemos
tranquilamente excluir a familia sub-dominante, pois nao causaremos nenhuma descontinuidade.
Assim, localizadas no plano v’ as linhas de Stokes, basta desconsiderar todos os pontos v’ além
dela. Este critério de localizacdo de linhas de Stokes foi o mesmo utilizado para se excluir uma
das contribui¢ées no Método WKB, e é chamado de Principio de Dominancia Exponencial pelas
referéncias [17, 18, 19]. Este critério, que na esséncia é um critério de otimizacdo de continuidade,
foram utilizados também em [16, 22, 23], para excluir trajetorias da férmula semicldssica do propa-
gador (1D).

2

Para ilustrar esta discuss&o, suponha que o mapa v’ — v" seja dado por v" = v'*. Portanto,
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Figura 4.7: Tlustracdo das linhas de Stokes (A e B) em torno da cdustica (ponto central), no plano
complexo v, para o mapa v" = v'2. As linhas A, B e C sdo os caminhos mais ingremes de AFy,
a partir da cdustica v’ = 0. Acima da linha tracejada mais fina temos a regido onde Im[F] < 0.
Entre cada uma das linhas, A, B, A’ e B’, definimos as regides: I (entre B e B’), II (entre A e B),
IIT (entre A e A’) e IV (entre A’ e B').

teremos uma cdustica em v’ = 0. Na figura 4.7 representamos os trés caminhos mais ingremes, A,
B e C, da funcdo AFr. Como a regido a ser excluida deve necessariamente conter os pontos v’ que
geram Im[F] < 0, tomamos como linhas de Stokes as curvas A e B, de modo que a regido II passa
a ser considerada como nido-contribuinte. Note como existe uma regiao, onde Im[F] > 0, que, por

este critério, também deve ser excluida.

Ainda com relagio & figura 4.7, todos os valores de v', ndo pertencentes & regido delimitada
pelas linhas de Stokes, geram todos os valores possiveis de v"”. No entanto, para valores de v"
tais que Re[v"] > 0, existem dois valores de v’ que levam ao mesmo v"”. Isto pode ser verificado
quando notamos que as regides I e IIT sdo mapeadas em Re[v"’] > 0. J4 para os valores de v tais
que Re[v"] < 0, para cada v", temos somente uma valor de v' correspondente. Isto ocorre porque
a regido II, que seria mapeada também em Re[v”’] < 0, ndo deve ser mais considerada. Portanto,
no plano complexo v", a linha de Stokes é o eixo imaginario: Para todos os pontos & sua direita
(Re[v"] > 0), duas trajetdrias existem e devem ser incluidas na férmula do propagador; e, para os
pontos & sua esquerda (Re[v"'] < 0), duas trajetérias existem, mas aquelas originadas de um v’,

pertencente a regido II do gréafico 4.7, ndo devem ser consideradas.

O trabalho [21] também estuda a natureza das duas trajetérias envolvidas no célculo do propa-
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gador semiclassico para o oscilador quartico, o que tem relagdo com a dinamica das cdusticas no
espaco de fase. Sdo apontadas duas classificagdes: 1) Trajetérias Continuamente Conectadas e
2) Trajetérias Continuamente Desconectadas. As trajetérias inclusas na primeira categoria nunca
deixam de contribuir para a férmula do propagador. O termo “continuamente conectada” diz
respeito ao seguinte comportamento: Suponha que, para T' # 0, existe uma trajetéria conectando
v/f aum dado v, e outra conectando v/ ao mesmo v/j.. Pretendemos verificar o que ocorre com os
valores de v/, quando tomamos continuamente o limite 7' — 0, para v7. fixo. E natural esperarmos
que, neste limite, pelo menos um dos v/, tenda a v}. Quando isto ocorrer, v/’ — v}, tais trajetérias
sdo classificadas como “continuamente conectadas”. No entanto, para as trajetérias classificadas
como “continuamente desconectadas”, quando 7" — 0, temos o comportamento v'TD — 0. S6
conseguimos entender isto quando notamos que as cdusticas, no plano complexo »’, para tempos
baixos, localizam-se no infinito e rapidamente se deslocam para o centro do plano, quando aumen-
tamos o tempo. Como vimos que a segunda trajetéria contribuinte aparece junto as ciusticas, é
também natural que o rétulo v/ se comporte da maneira que descrevemos. O fato das cdusticas
estarem no infinito, quando tomamos tempos baixos, também pode ser entendido, pois, para sis-
temas unidimensionais, as familias de trajetdrias existem para qualquer tempo, ja que o sistema é
integrdvel. Portanto, uma vez verificada a existéncia das cdusticas, elas devem permanecer sempre.
Como no limite T' = 0 nfo existem causticas, para este limite, é compreensivel que elas se afastam
para o infinito. Atravé desta andlise, também podemos pensar que as trajetdrias continuamente
conectadas formam a familia que possui conex@o com as trajetdrias reais, enquanto que a familia
das trajetérias continuamente desconectadas contém somente trajetérias complexas.

Para a férmula do propagador em duas dimensoes espaciais (1.34), toda a discussao realizada
nesta secao pode ser aplicada. No entanto, para duas dimensoes, temos uma outra complicacao.
Conforme discutido no capitulo 3, no ponto de cdustica, surge uma nova familia de trajetdrias, en-
quanto que, para sistemas unidimensionais, as familias sempre existem. Desta forma, o surgimento
da nova familia implica necessariamente em uma descontinuidade, que deve ser tratada segundo

os critérios fisicos de continuidade, a exemplo de todos os assuntos apresentados neste capitulo.
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Capitulo 5

Resultados Numéricos

Neste capitulo, faremos uma aplicacdo numérica da férmula semiclassica do propagador (1.34),
para o caso diagonal (probabilidade de retorno), comparando-o com o resultado exato. O sistema
escolhido foi o potencial Nelson, devido ao fato dele ter sido intensamente estudado, tanto do
ponto de vista da Mecanica Classica, [54, 57, 64], quanto do ponto vista da Mecanica Quantica,
[65, 66, 67, 58]. A grande vantagem é que este sistema é ndo-integrivel, apresentando regides
regulares e cadticas em seu espaco de fase. Suas érbitas periddicas, que sdo importantes para o
célculo da probabilidade de retorno, foram descritas em detalhes na referéncia [54]. Ressaltamos,
porém, que as trajetdrias classicas que procuramos nao sao governadas exatamente pelo potencial
Nelson (5.1), mas sim pela sua média em estados coerentes, equacao (5.3), o que implica numa

dindmica ligeiramente modificada.

Na secao 5.1, apresentaremos o potencial Nelson e mostraremos as érbitas periddicas relevantes
para a nossa aplicacdo. Em seguida, na se¢do 5.2, mostraremos como o cédlculo do propagador
exato foi realizado, para que se pudesse comparar com o resultado semiclassico. Na secdo 5.3,
mostraremos nossa primeira aplicagdo numérica da férmula (1.34), para pardmetros préximos da
Orbita periddica mais simples do potencial Nelson. A seguir, na secio 5.4, calcularemos o propa-
gador semicldssico para parametros tais que, em sua vizinhanca, existem mais de uma orbita
periédica. Na secdo 5.5, nossa aplicagdo numérica se concentrard em uma regido distante de tais
trajetorias. Mostraremos também, na secao 5.6, alguns resultados numéricos para valores mais al-
tosde T'. E, finalmente, na secio 5.7, apresentaremos os resultados semiclassicos finais, lado a lado
com os analogos quanticos, para comparacdo. No decorrer deste capitulo, encontraremos exemplos

que ilustrardo completamente os assuntos discutidos nos capitulos anteriores.
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Figura 5.1: (a) Curvas de nivel do potencial Nelson. Para ¢, = 0 temos exatamente o potencial
de um oscilador harménico simples. (b) Orbitas periédicas do potencial para perfodos (P) baixos.
Para a érbita vertical v, P = 4,443, para trajetéria boomerang b, P = 7,081 e, para as trajetorias
aj e az, P =17,384.

5.1 Potencial Nelson e suas Orbitas Periédicas

A primeira vez que o potencial Nelson apareceu na literatura foi na referéncia [57], sendo que
a motivacao fisica de sua invencao é atribuida a sua forma: “um vale profundo em forma de
pardbola, cercado por altas montanhas”, como mostra a figura 5.1a. Em fisica nuclear, este formato
representaria um grau de liberdade coletivo de vibragdo do niicleo. A equagio que o descreve é

escrita como:

qz 2 q2
V(G ay) = <Qy - f) + ug’” (para pp=0,1), (5.1)

através da qual podemos notar a simetria com relagao a inversdo ¢, — —¢,, que também estarad
presente em todos os resultados obtidos neste capitulo.

O potencial Nelson é parcialmente cadtico, sendo que, para energias baixas, ele apresenta muitas
regides de regularidade, como mostra a secao de Poincaré ¢, — p,, para £ = 0,05, na figura 5.2. Ja
para energias maiores, o potencial Nelson é praticamente cadtico, como mostra o outro grafico da
figura 5.2, onde utilizamos E = 0,5. Para fazer todos os cdlculos semicléssicos encontrados neste
capitulo, fixamos a energia em 0,5. Portanto, trabalharemos num regime de energia bastante
cadtico.

Como pretendemos calcular a probabilidade de retorno, R(q;,, ¢, P}, Py, T), discutida na se¢ao

1.9, daremos uma atencdo especial para as trajetérias periédicas do potencial Nelson. A mais
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Figura 5.2: Secdo de Poincaré (g, — p;) para o potencial Nelson, com energia igual a 0,05 (a

esquerda) e 0,5 (& direta).

simples delas é conhecida como trajetoria vertical, que leva este nome porque ela aparece quando
q. = p, = 0. Para esta situacdo, o potencial Nelson é reduzido a um oscilador harménico simples
na direcdo y, como sugere a figura 5.1a. A frequéncia de oscilacao da trajetoria vertical é igual a
V2 e o perfodo é igual a mv/2 & 4,443. A segunda trajetéria de periodo mais curto é a chamada
boomerang, com periodo P = 7,081. Temos ainda outras duas érbitas periddicas, a; e a2, com
P = 7,384, sendo que uma pode ser obtida a partir da outra através da operacao ¢, — —q, €
pr — —pe. Estas quatro trajetérias sdo mostradas na figura 5.1b. Serd na vizinhanca destas
trajetorias que faremos as nossas primeiras aplicagoes numéricas. Pela expressdo “vizinhanca de
trajetérias” queremos dizer que calcularemos o probabilidade de retorno para tempos T' proximos
destes periodos. Como ja discutimos no capitulo 1, se ', p’ e T for aproximadamente igual a
a5, Py e To, por onde passa uma 6rbita periddica de periodo Tj, a probabilidade de retorno deve
ser alta, j4 que, no limite estudado, a evolucdo temporal do estado descrito por q' e p’ segue
aproximadamente a trajetéria classica perddica que sai de qf e pj € Tp. Na medida em que estes
parametros comecam a ficar diferentes entre si, a probabilidade de retorno vai diminuindo.

Antes de iniciar o célculo de R, mostraremos alguns resultados parciais, necessdrios para a

nossa aplicacdo numérica. O operador hamiltoniano Nelson é escrito como:

o\ 2 "
ﬁ-_l \2 | A2 ~ q% qazc —0.1 5.2
—§(p$+py)+ ) +u5 (para pn = 0,1). (5.2)

Portanto, a sua média em estados coerentes vale:
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onde lembramos que b, e ¢, sdo, respectivamente, as incertezas na posi¢do e momento médios
do estado |z,), para r = x ou y. Para todos os nossos cdlculos, utilizamos b, = b, = 0,2 e
¢z = ¢y = 0,25, 0 quenos leva a h = b,.-¢, = 0,035, que € pequeno em relacao ao valor de uma a¢ao
tipica (de ordem 1), justificando, assim, o limite semiclassico. Ao considerar que o espaco de fase
é complexo, conforme as equagoes (2.1), podemos escrever as equagdes de movimento (2.4) para o

sistema equivalente 8-dimensional como:

3 .
I = — <§bi + u) z1 — 2 (2324 — T122) + a1 23 — 27,

.. 1
Ty = Ebi — 220 + 2% — 22,

3 (5.4)
I3 = — <§bi + u) x3 + 2 (322 + T124) — 3:@3:% + asg,
F4=2(z123 — 24),
e Iy = p1, Lo = P2, 3 = —p3, € &4 = —pg. A fungdo hamiltoniana utilizada para gerar estas
equacdes é a parte real do objeto H:
7 1., 2 2 2 Koo 2
HReal(xla cee T4, Ply - 7p4) = 5 (pl +p2 — Pa _p3) + 5 (:171 - $3) +
. . . 1 .
+ (a:ﬁ - a:i) + (a:ﬁ:nz — 2wy + 23:1333564) + 1 (a:fll — 62373 + :Ug) +
3 b2 31 b2 2 I
(22 —22) - = ARy R R )RR A 5.5
Tl (11— 7) = ga e g |y A+ (55)

Portanto, o nosso trabalho de calcular a probabilidade de retorno do estado |z'), dados g, g,
j pfy e T, consiste, em primeiro lugar, em buscar trajetérias complexas regidas pelas equacoes
(5.4), com condigdes de contorno dadas por (2.6). Faremos isto através do Método Numérico da
Matriz de Monodromia, apresentado na secao 2.2. Como a informacao importante para o calculo
da probabilidade de retorno esta nas orbitas periddicas e calcularemos a probabilidade de retorno
em sua vizinhanca, nés as utilizaremos como trajetérias tentativas no método numérico adotado.
De posse das trajetérias complexas, devemos simplesmente inseri-las na férmula (1.34), para obter

a probabilidade de retorno.
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Para ter uma idéia de quantos niveis de energia N(E) existem com energia menor ou igual a

E, podemos realizar o seguinte calculo semicldssico:

N(E) = ﬁ / 0 <E - B (2 +p}) + V(qw,qy)D dq. dqy dp dp, , (5.6)

onde O é a funcdo degrau. A integral desta equacdo é uma medida de volume no espaco de fase da
regido classicamente permitida. Considerando que o menor volume no espago de fase (com duas
dimensdes espaciais) tem tamanho (27h)?, verifica-se que a equagcdo (5.6) estima semiclassicamente
a quantidade de niveis com eneregia menor ou igual a E. A integral da equacdo (5.6) pode ser

resolvida quando notamos que a integral em momento é equivalente & area de um circulo de raio

V2(E = V(ga, qy)) o que a reduz a forma:

N(E) = o [ © (= Vi) (B = V(a0,))dasday (57)
Considerando V(g;,q,) como sendo o potencial Nelson (equacdo (5.1)), podemos simpliﬁcar 0
célculo desta integral através de uma mudanca de varidveis, ¢, = [ Qe q = ¢ + , 0 que
produz:

NE) = o[ [0 (B =+ ) (8 - — o das 68)

Esta tultima integral pode ser resolvida facilmente em coordenadas polares:

N(E) = ﬁ (%)2 . (5.9)

Através desta expressdo, para E = 0,5, h = 0,05 e u = 0,1, concluimos que existem 111 niveis de
energia com energia entre 0 e 0,5. Como veremos nas se¢des seguintes, foi esta a situagdo em que

trabalhamos.

5.2 Calculo Exato e Construcao dos Graficos Polares

O célculo quantico do propagador foi realizado de maneira usual, na referéncia [41]: Primeiro se
escreve a matriz do operador hamiltoniano numa base arbitraria, como por exemplo, a base dos auto
estados do operador de nimero do oscilador harmoénico simples {|ng;n,)}. Depois diagonaliza-se
esta matriz numericamente, encontrando seus autovalores e autovetores. De posse destes valores,

é possivel escrever os elementos diagonais do propagador (1.6) como:

K (2" Z«pm ) Yun(2) exp (‘%Em T) = @) F T (5.10)
m=0

onde E,, sdo os autovalores, e 1, (z') = (2’| m) as auto fung¢des do operador hamiltoniano, ou seja,
os estados {|m)} na representacio de estados coerentes. Podemos, entdo, calcular o propagador
numericamente, pois estas quantidades podem ser resolvidas quando as escrevemos em funcao da

base conhecida {|na;ny)}.
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Construgao dos Graficos Polares

Como ja vimos na secao 1.9, o cdlculo da probabilidade de retorno R envolve 5 parametros:
Qzs Qys Py Py € T, ou, de modo equivalente, q;,, q;, 8, E e T, onde 6 é o angulo tal que p;, = |p’|cosf
e p, = |p'[senf, e £ é a energia. Para este tltimo conjunto de parametros, o valor do médulo de
p’ pode ser obtido da expressio |p’| = v/2(E — V(q')). Para diminuir o nimero de parametros,
de modo que se possa representa-los graficamente, para cada grafico construido, fixaremos o valor
de T, e, como ja dissemos, fixaremos também o valor de £ = 0,5. Desta forma, sobram trés
parametros livres por gréfico: R(qy, g;, #). Construir gréficos em fungdo destas trés varidveis seria
equivalente a estudar a probabilidade de retorno para toda a superficie de energia E = 0,5, o
que ndo é uma tarefa ficil. A maneira encontrada em [41], para construir graficos que consigam

expressar todos estes parametros de maneira satisfatéria, serd explicada a seguir.

Definimos, para a regido classicamente permitida, V'(¢., g¢,) < E, uma grade de pontos (g;, q;)
ao redor da origem, com espacamento entre dois pontos consecutivos igual a 0, 08, ou seja, seguimos
a relagdo (g, = 0,087, g, = 0,08m), para m,n =...,—1,0, 1, .... Para cada ponto desta grade,
desenhamos a probabilidade de retorno em funcdo do angulo 6 (R(§)). Para representar estes
resultados, os esbogamos como um grafico polar, centrado no ponto (g, q;) dado, onde o raio é
representado por R(qy, g, 0), e o angulo ¢é representado por ¢. Para que os graficos polares néo
se sobrepusessem no plano ¢, — q;, reescalamos o valor de R por um fator F que é citado em cada

figura. Os valores de 6 utilizados foram iguais a 10°, 20°, 30°, ..., 360°, para todos os (g, gj,)-

Para encerrar esta explicagdo, explicitamos a situagdo dos cinco parametros envolvidos no
L il . e - ! X 14 sae o — ! !
célculo da probabilidade de retorno: 7" e £ sao dados; q;, e g, sdo varidveis; p, = |p(q$, Qys E)| cosf

e pj, = |p'(d}, q}, E)| send sdo, para um dado (g}, q;), varidveis através do parametro 6.

A grande vantagem de construir este tipo de grafico é que, para cada (q;,, g, ), n6s temos uma
idéia da direcao na qual devemos “lancar” o estado coerente de modo a garantir uma probabilidade
de retorno grande. Por exemplo, quando ¢, = q; =0 e o tempo T é bem préximo do periodo
da érbita vertical, se langarmos o pacote na dire¢ao vertical (6 = 90° ou 270°), esperamos obter
uma probabilidade de retorno alta, no limite semiclassico. Por outro lado, se lancarmos na direcdo
horizontal (# = 0° ou 180°), a probilidade serd pequena. Por isso, o grafico polar serd longo na

direcao vertical e curto na horizontal.

Para ter uma referéncia para o valor numérico da probabilidade de retorno em cada grafico,
. NP . . P .
informamos que a distancia entre dois pontos adjacentes da grade (qwqy) é equivalente a uma

probabilidade de retorno Ryef = 0,08/F. Para cada grafico, informaremos esse valor.
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Figura 5.3: Probabilidade de retorno exata para T' =4,3, 4,4, 4,5 e 4,6 (R = 0,08/F =~ 0,53).

O periodo de oscilacao da érbita periddica é T ~ 4, 443.

5.3 Vizinhanga da Trajetéria Vertical

Apresentamos, na figura 5.3!, quatro graficos polares, contendo o resultado exato da probabilidade
de retorno, para T = 4,3, T = 4,4, T = 4,5 e T = 4,6, que foram obtidos em [41], assim
como todos os outros graficos exatos deste capitulo. Com relagao a estes grdficos, exatos ou
semicldssicos, os eizos X eY devem ser lidos como ¢, e q?’J. Note como os valores de tempo da
figura 5.3 sdo préximos ao periodo da érbita vertical. Por isso, verificamos que o estado coerente,
langado na direcédo vertical e préximo de ¢, = 0, apresenta uma maior probabilidade de retorno.
J4 esperdvamos este tipo de comportamento, pois a evolucdo quantica do estado coerente, para

valores pequenos de h, deve acompanhar, aproximadamente, a trajetéria classica. Quando nos

1Quanto ao tamanho das figuras, esclarecemos que as manteremos assim, enquanto estivermos apresentando os

resultados parciais. Na secdo 5.7, onde mostramos os resultados finais, as figuras estao maiores.
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Figura 5.4: Probabilidade de retorno semicldssica para T = 4,3, 4,4, 4,5 ¢ 4,6 (Ryet = 0,08/F =~
0,53). Para estes resultados, ndo encontramos trajetérias nao-contribuintes nem céusticas. Procu-
ramos, para cada ponto, somente uma trajetéria complexa, utilizando a érbita vertical, como

trajetoria tentativa.

afastamos do eixo ¢/, = 0, os graficos polares vao diminuindo, pois estamos nos afastando da drbita
periddica. Portanto, nestes quatro graficos, podemos observar a assinatura da o6rbita periddica
nos resultados quanticos, que chamaremos de imagem quantica da drbita periddica. Note também
que os graficos polares sdo maiores quando o valor de T é mais préximo do periodo da trajetéria
vertical (T' = 4, 443), e vice-versa.

Na figura 5.4 mostramos os resultados semicldssicos para compararmos com aqueles da figura
5.3. Note como os resultados concordam muito bem entre si. Para realizar o calculo semicléssico,
partimos do pressuposto de que somente a trajetoria vertical seria importante para estes parametros,
uma vez que ela se encontra relativamente isolada de outras érbitas periddicas. Portanto, para
encontrar a trajetéria complexa contribuinte em cada calculo, utilizamos o método numérico apre-
sentado no capitulo 2, usando, como trajetéria tentativa, a prépria trajetéria vertical. Pelos resul-
tados, podemos dizer que algum tipo de informacao da érbita vertical permanece nas trajetorias

complexas convergidas, manifestando-se através daquilo que chamamos de imagem quantica da
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Figura 5.5: Probabilidade de retorno semiclassica para T' = 4,4 (R,ef = 0,08/F =~ 0,53). Note
como existem contribuicdes que claramente ndo podem ser consideradas, como por exemplo, em
q, = q; = 0, 24. Para cada ponto, procuramos somente uma trajetéria complexa, utilizando, como

trajetdria tentativa, as trajetérias do oscilador harmonico simples, satisfazendo as equacées (1.21).

orbita vertical.

Ressaltamos que praticamente ndo tivemos nenhum problema em reproduzir os resultados
quanticos, para esta regido de parametros. Trajetérias ndo-contribuintes e cdusticas quase nao
apareceram. A Unica vez que encontramos trajetérias nao contribuintes foi quando, para teste,
utilizamos como trajetoria tentativa a solucao do oscilador harménico simples satisfazendo as
condicoes de contorno (1.21). Mostramos, no gréfico 5.5, aquilo que encontramos. Note que ele é
igual ao grafico 5.4, para T = 4,4, exceto para os poucos pontos onde aparecem descontinuidades.
Todas estas discrepancias sao eliminadas quando excluimos as trajetorias cuja parte imagindria de

F' ¢é negativa.

5.4 Vizinhanca das Trajetorias Boomerang, a; € as

Na figura 5.6, mostramos a probabilidade de retorno R(qy, q,, 6) exata para valores de T =
7,0,7,1,7,4 e 7,5. Para os dois primeiros graficos, podemos perceber a imagem quéntica da
trajetéria boomerang. Note como estados coerentes, lancados na direcdo () desta trajetoria,
possuem probabilidade de retorno maiores. Para os dois ultimos graficos, podemos ver, de forma
sutil, a imagem quantica das trajetérias a; e as.

Na figura 5.7, mostramos a probabilidade de retorno R(q;, ¢, T') semicldssica para valores de

T=17,0,7,1,7,4¢ 7,5, ja excluindo as trajetérias cuja parte imagindria de F' é negativa. Para

73



15 -10 -05 00 05 Lo 5 15 -10 -05 00 05 Lo 5
' i 2 i i i 10 N i 2 i i i 10
L4 st r PP OLODINADIRIINNNN N N N
05 - PSSP AL A RN RAMNSNNSNNNN N N {05 05 PP r LSS ERRRNNNNNNNN 05
PSS RN NNNNNNNN NN NS el s S S SSSFEXRNNNNNNNNNY N
s S S SSSL 7 N NN N N Y c eSS ST XN NNNNNNNN NN sy
R PR RN NI AN
A A A R A A A A A A A A AR
VA Ay v in] RN
Y 0.0 | oo Y oo PERE i I 00
sraa v
s v
-0.5 f-05 —osd TR f-05
E=05 T=700 F=029 E=05 T=710 F=029
-1 T T T T T -10 -1 T T T T T -10
16 -Lo -05 00 05 Lo 15 16 -Lo -05 00 05 Lo 15
X X
-15 -10 -05 00 05 10 5 -15 -10 -05 00 05 10 5
1 10 1. 10
,,,,,, ~ 00000000CIC0CO O = N x + + + s e s o = aocOCTOm e = N~
....... PR e s v S N NENENENENEN . C s s P POOIIVRBNNN N S s
LEE N P e s sl LS ARERRRNNNNNN N . tos st L S s PP RERARNN roe
s s s 22278 K XRNDNNNNNNN N N s TR NANAN
ZAERNNNNNNNNN NN S 7 X NN
AT R 0 AN N N N N N N R VAR B SN
/2 I N NN NN NN NN NN AEEEER
VIR SN TN
Y 0.0 RS IR T U U SN AN N [ 0.0 Y 0.0 I T N VY [ 0.0
A N U U SR R A U SR N
P S NN S vy
RS E SN P
NI RSN RN [AEERERER SRR
P S SRR ) v
-05 N F-o05 -05 ' o F-o05
G ' a
s )
E=05 T=740 F=029 E=05 T=750 F=029
) -10 -1 -10
“15 —To —05 00 05 1o 15 “15 —To —05 00 05 1o 15
X X

Figura 5.6: Probabilidade de retorno exata para T'=7,0, 7,1, 7,4 e 7,5 (Ryet = 0,08/F = 0, 28).

cada ponto (q;, q;, ), procuramos trés trajetérias complexas. Em cada busca, utilizamos, como
trajetéria tentativa, uma das trés érbitas peridédicas: boomerang, a, e as. Porém, foi raro encontrar
a situacdo onde mais de uma trajetéria existia. Ou seja, as trés convergéncias, em geral, resultaram
numa mesma trajetoria. Note como, para os dois primeiros graficos, obtemos 6tima concordancia
com o resultado exato.

Para os graficos T = 7,4 e 7,5 da figura 5.7, nao obtivemos bons resultados, quando comparados
com os exatos, para uma regido bem definida, que tem a forma aproximada da trajetéria boomerang.
Fora desta regido, consideramos que o célculo semicldssico reproduziu muito bem as estruturas
encontradas nos gréficos da figura 5.6. Com relacdo as discrepancias, é necessario analisi-las para

ver do que se tratam, como faremos a seguir.

A figura 5.8a mostra o mesmo calculo semicldssico da figura 5.7, para T' = 7,4, com a diferenca
que todas as trajetorias complexas encontradas foram incluidas, exceto aquelas que geravam, in-

dividualmente, probabilidades maiores que um. Note como existem muitos pontos onde a apro-
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Figura 5.7: Probabilidade de retorno semiclassica, excluindo somente as trajetorias cuja parte ima-
gindria de F' é negativa, para T' = 7,0, 7,1, 7,4 e 7,5 (Ryer = 0,08/F = 0,28). Procuramos, para
cada ponto, trés trajetérias complexas, utilizando, como trajetdéria tentativa, as 6rbitas periédicas
boomerang, a1 e ay. Entretanto, para a grande maioria dos pontos, encontramos somente uma

trajetoria complexa.

ximacgao semiclassica produz resultados espiirios, quando comparados com os resultados exatos.
Quando usamos o critério de excluir trajetérias com Im[F] < 0, o resultado fica bem melhor, o que
pode ser observado na figura 5.8b (idéntica a figura 5.7, para T = 7,4). No entanto, vemos que
este critério nao é suficiente para tornar os resultados semiclassicos fiéis aos exatos, pelo menos
para uma determinada regido. A idéia, entdo, é estudar tais parametros para verificar se eles estao
préximos de uma caustica, ou ponto focal, onde a férmula semicléssica do propagador deixa de
valer.

Por isso, na figura 5.9, mostramos uma comparagio entre a probabilidade de retorno semiclas-

sica para T = 7,0 e T = 7,4, considerando o ponto ¢, = 0,72 e g, = 0,24, em funcio de 6.
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Figura 5.8: Probabilidade de retorno semicldssica para T' = 7,4 (Ryes = 0,08/F = 0,28): (a)
incluindo todas as contribuicoes das trajetérias complexas encontradas, exceto aquelas que geram,
individualmente, R > 1; (b) todas as trajetérias com Im[F] < 0 foram removidas; (c) todos os
pontos (g, q,) préximos da cdustica foram removidos; (d) os pontos (q;, g,) foram mantidos e

somente os dngulos € perto das caustica foram removidos.

Para T' = 7,4, este é o ponto em que observamos o maior valor de R na figura 5.7, para T = 7,4,
quando 6 = 140°, o que pode ser confirmado pela figura 5.9a. Por outro lado, para T' = 7,0,
o comportamento de R é bastante suave. Para certificar-se de que a divergéncia observada em
5.9a ndo ocorra devido ao fato de Im[F] < 0, construimos o gréfico da figura 5.9b. Note como,
em nenhum dos casos, a parte imagindria de F' se torna negativa. Enfim, quando observamos o
comportamento do pré-fator |detMvv|_1/ 2. concluimos que o pico observado no primeiro grafico é
uma consequéncia da (quase) divergéncia do pré-fator. Isto indica que as discrepancias encontradas
para T = 7,4 aparecem devido & proximidade de uma cdustica. O que confirma ainda mais

a hipétese da presenca da caustica é que, somente para o ponto § = 140°, encontramos duas
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Figura 5.9: Comparacdo entre a probabilidade de retorno semicléssica para g, = 0,72 e g, = 0,24

em fungéo de 6, para T = 7.0 (circulos) e T = 7.4 (quadrados). (a) Probabilidade de retorno; (b)

Parte imaginaria de F; (c) pré-fator |det(My,)|~'/?; (d) fase o do pré-fator. Os gréficos (c) e (d)

mostram que foram encontradas duas trajetérias complexas para § = 140°, com diferena de fase o

igual a 7.

trajetérias contribuindo para o propagador semicldssico (veja, no grafico 5.9¢, os dois quadrados

em 6 = 140°), o que sugere a existéncia de uma bifurcacio de trajetérias, que sdo equivalentes as

cdusticas, para sistemas em duas dimensoes espaciais. Na figura 5.9d, onde mostramos a fase do

pré-fator, podemos ver claramente que existe uma familia de trajetérias contribuindo sozinha para

f < 140°, e, outra, contribuindo sozinha para 6 > 140°. Para 6 = 140°, existe uma diferenca de 7

entre a fase do pré-fator de cada familia, exatamente como no caso de cdusticas na representacao

de coordenadas.
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Figura 5.10: Bifurcacdo de trajetérias. Estudo da probabilidade de retorno semicldssica para
q; = 0,72, q, = 0,24, e § = 140° em funcao de T: (a) Probabilidade de retorno total. (b)-(f)
mostram a contribuicdo individual de cada trajetéria: (b) probabilidade de retorno; (c) parte
imagindria de F'; (d) parte imagindria de G; (e) pré-fator; (f) fase do pré-fator. As ramificagoes

apés a bifurcacdo receberam os nomes B; e Bs.

78



05 Parte Real

0,5

0,0

Parte Imaginaria

-0,54 +-0,5

Figura 5.11: As duas trajetorias imediatamente apds o ponto de bifurcacio.

Para encerrar a discussdo sobre este assunto, mostramos explicitamente a bifurcacdo na figura
5.10. Nela temos algumas quantidades envolvidas no ciculo da probabilidade de retorno para o
ponto q; = 0,72, ¢, = 0,24 e § = 140°, em funcao de 7. Na figura 5.10a, a probabilidade de retorno
tem um pico exatamente em T = 7,4, onde surge uma nova familia de trajetérias, como indica
os gréficos 5.10b-f. No grafico 5.10b, mostramos as contribuicoes individuais de cada trajetoria
encontrada. Note como, antes de 7' = 7,4, havia somente uma familia de trajetérias contribuindo,
e, apos este valor, duas familias sdo candidatas a contribuir na férmula semiclassica do propagador.
Para T = 7,4, as contribuicoes das duas trajetérias encontradas sao muito semelhantes entre si,
devido ao fato delas serem muito proximas uma da outra, o que é verificado na figura 5.11. Neste
grafico, esbocamos as partes real e imaginaria das coordenadas de posicdo destas duas trajetorias.
Nas figuras 5.10c e 5.10d, mostramos as partes imagindrias de F' e G. Note como nido ha qualquer
descontinuidade nestas fun¢oes. Elas apenas se ramificam na cdustica. Por iltimo, nas figuras 5.10e
e 5.10f, mostramos o pré-fator e sua fase. A bifurcacio observada, tem uma provédvel conexdo com
a origem das familias de érbitas periddicas assimétricas (a1 e as), que bifurcam a partir da familia
de érbita simétrica (boomerang), que ocorre quando E = 0,38 e T'= 7,55 [54]. A conexdo entre a
bifurcacao de érbitas periédicas e bifurcacao de trajetdrias complexas demanda um novo estudo,

que pretendemos realizar no futuro.

Vale comentar que, fixo q;,q;,ﬁ, e FE, as solucbes das equagdes de Hamilton, satisfazendo
z' =uez" =v, formam uma familia de um tinico parametro 7. Entdo, se encontramos valores
q;(o),q;(o),e(o), onde um dos autovalores de My, A, é zero, a dimensionalidade do conjunto de
pontos singulares, onde A = 0, pode ser obtida ao construir dA = adq;, + bg, + 66 = 0, onde

a, b e ¢ sdo derivadas de X em relagdo & ¢, ¢, e 6, calculadas em q;(o),q;(o),e(o)_ Como a, b e
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Figura 5.12: Mostramos a variacao de det My, em funcio de t, para as duas trajetorias da figura
5.11 (com a mesma correspondéncia de cores). Note como o valor do determinante comeca em 1,
pois, neste ponto, Myy se reduz a matriz identidade. Conforme ¢ aumenta, o valor do determinante
também aumenta. No entanto, quando T' — 7,4, ele sofre uma queda abrupta, que corresponde
a divergéncia do pré-fator. Na abscissa, o tempo, que vai de 0 até 7.4, foi discretizado em 384

intervalos.

¢ sdo complexos, a equagdo dA = 0 pode ser resolvida em funcdo de 46 para dq, = dq¢.(60) e
dq, = 64, (060). O que implica que o conjunto singular, onde ocorre a bifurcacdo, forma uma curva
unidimensional no espago ¢, q,. Isto é compativel com o que observamos no grafico 5.7 para
T = 7,4; uma linha no formato da letra “V”, de cabeca para baixo. Vale comentar também que,
como a nossa grade de pontos, q;,q; e 0, é muito espacada, nds nunca atingimos exatamente a
caustica, apenas chegamos perto dela. Isto explica porque a regido de discrepancia, para T = 7,5,
na figura 5.7, se alarga.

De volta a figura 5.8, mostramos, no item ¢, os mesmos resultados do item b, porém, retirando
os pontos, ¢.,, q?’J, proximos da bifurcacdo. No item d, os colocamos de volta e retiramos, um a um,
os valores de § onde notamos a divergéncia do pré-fator. Comparando a figura 5.8d com o resultado
exato equivalente da figura 5.6, consideramos que o cdlculo semicléssico, dentro do seu limite de
validade, reproduz muito bem o cédlculo exato. Ressaltamos que nao calculamos a probabilidade
de retorno para pontos perto de cdusticas. Apenas retiramos dos gréficos os resultados obtidos.
No entanto, pretendemos, no futuro, realizar uma aplicacdo numérica da teoria apresentada no
capitulo 3, para corrigir o valor da probabilidade de retorno na vizinhanca de causticas.

Agora que ilustramos a bifurcacido de trajetérias e mostramos a maneira pela qual lidamos
com essa situacdo, apresentaremos rapidamente como pode ser visualizado o ponto focal. Para

isso, usaremos as duas trajetérias mostradas na figura 5.11, trajetéria 1 (curva preta) e trajetéria
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Figura 5.13: Mostramos, a esquerda, o médulo de Qv), /Ov) para a trajetéria 1, que se refere a
curva preta da figura 5.11, e, a direita, mostramos o mesmo para a trajetoria 2, que se refere a
curva vermelha da figura 5.11. Os indices r e 7’ podem assumir z ou y, conforme indica a legenda
dos gréficos. Note, com o auxilio da equagao (3.10), como a derivada parcial responsavel pela
divergéncia do pré-fator é av;j/avg, para as duas trajetérias. Na abscissa, o tempo, que vai de 0

até 7,4, foi discretizado em 384 intervalos.

2 (curva vermelha), que sdo as mais préximas, uma da outra, que encontramos durante o nosso
trabalho. Na figura 5.12, mostramos, para cada trajetéria, o valor de det My, em funcao do
tempo, calculado numericamente com o auxilio da equacao (2.18). Note que, para T' = 0, o valor
do determinante é 1, para as duas trajetérias, uma vez que My, se reduz & matriz identidade.
Conforme t aumenta, det My, comeca a aumentar também, devido ao fato de estarmos trabalhando
numa regido bastante instavel. No entanto, quando ¢ se aproxima de 7.4, o valor do determinante
sofre uma queda abrupta, indicando a presenga da cdustica. Tendo em vista as equagoes (2.18)
e (3.10), construimos, na figura 5.13, graficos do médulo das derivadas parciais dv.., /dv)!, para

r,r’ = x ou y. Podemos verificar que, para ambas as trajetérias, a derivada parcial responsivel

n

', o que significa dizer que, perto daquela regido, uma

pela divergéncia do pré-fator é dv, /v

!

s €m torno da trajetoria 1 ou 2, leva, aproximadamente, ao mesmo valor de

pequena variacao ov
" . .. .
v, . Note como as outras derivadas parciais continuam bem comportadas.
Nas figuras 5.14 e 5.15, mostramos a evolucdo temporal de trajetdrias vizinhas a trajetoria 1
e 2, respectivamente. O ponto focal aparece quando observamos a evolucdo da varidvel v, das
trajetérias vizinhas, construidas a partir da consideracio du; = du; = dv, = 0 e v, # 0, em torno
da trajetéria 1 ou 2. Isso é mostrado no grafico superior direito das figuras 5.14 e 5.15. Note como

os demais graficos ndo apresentam ponto focal em 7,4. Note também como as érbitas inicialmente

vizinhas & trajetéria 1 ou 2 rapidamente se afastam delas, devido & situagdo ser caédtica.
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Figura 5.14: Evolucao das trajetorias vizinhas a trajetéria 1, que é representada pelas curvas azul
e verde, no centro do feixe de trajetérias. No grafico superior esquerdo, observamos a varidvel
vy (partes real e imagindria), quando evoluimos trajetorias vizinhas & 1, construidas com du!, =
6u; = 61); =0 e dv), # 0. Abaixo desse grifico, observamos, para as mesmas trajetdrias, a varidvel
vy. Note como nao hd nenhum ponto focal préximo de 7,4. Os gréficos do lado direito foram
construidos de maneira andloga, sendo que as trajetérias vizinhas foram contruidas considerando
que duy = duy, = dv;, = 0 e dvy # 0. Note como o grifico superior apresenta um ponto focal
nas redondezas de t = 7,4. As linhas horizontais, azul e verde, se referem ao valor da condi¢ao

0,72

n_ 1 - —0,7456 n _ 1 (0,24 -0,6257 £
de contorno final v;] = 7 ( g Tl ) ev, = ( 5, T, ) Nos graficos, a curva da

trajetéria 1 intercepta estas linhas horizontais em 7,4. Na abscissa, o tempo, que vai de 0 até 14,8,

foi discretizado em 768 intervalos.
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Figura 5.15: Evolucao das trajetorias vizinhas a trajetoria 2, que é representada pelas curvas azul
e verde, no centro do feixe de trajetérias. No grafico superior esquerdo, observamos a variavel
vy (partes real e imagindria), quando evoluimos trajetorias vizinhas & 2, construidas com du!, =
6u’y = 61); =0 e dvl, # 0. Abaixo desse grafico, observamos, para as mesmas trajetorias, a varidvel
vy. Note como nao hd nenhum ponto focal préximo de 7,4. Os gréficos do lado direito foram
construidos de maneira andloga, sendo que as trajetérias vizinhas foram contruidas considerando
que duy = duy, = dv;, = 0 e dv, # 0. Note como o grifico superior apresenta um ponto focal
nas redondezas de t = 7,4. As linhas horizontais, azul e verde, se referem ao valor da condi¢ao
de contorno final v/ = 1 (w + iﬂ) ev! =L (0’24 + i%ﬁm). Nos gréficos, a curva da

V2 ba Ca y V2 by
trajetéria 2 intercepta estas linhas horizontais em 7,4. Na abscissa, o tempo, que vai de 0 até 14,8,

foi discretizado em 768 intervalos.
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Figura 5.16: Probabilidade de retorno exata para T'= 7,7 and 7,8 (Ryer = 0,08/F = 0, 28).

5.5 Regido Distante das Orbitas Periédicas

Mostramos, na figura 5.16, os resultados exatos da probabilidade de retorno para T' = 7,7 e
7,8. Nestes graficos, a imagem quantica das trés trajetérias, boomerang, a; e ay, ddo lugar a
uma nova estrutura, parecida com a letra “V” de cabeca para baixo. Nao fosse o valor de T
estar tdo distante do periodo da érbita boomerang, poderiamos dizer que trata-se da sua imagem
quantica. Mas, como ndo é este o caso, concluimos que estamos numa regido de parametros, onde
nao se forma nenhuma imagem de 6rbita real. No entanto, os resultados semicldssicos conseguem
reproduzir este tipo de estrutura, como observamos na figura 5.17. Para construi-los, procuramos
trés trajetorias complexas, sendo que, cada uma, foi convergida a partir de uma das érbitas reais,
boomerang, a; e as. Nesta figura, para a regido onde a probabilidade de retorno é evidentemente
maior, encontramos duas trajetérias complexas, o que ji poderiamos prever a partir da andlise
da figura 5.10b. Note como existem valores de R muito altos, quando comparados ao grafico
exato, mesmo ji excluidas as trajetérias com parte imagindria de F' negativa e pontos préximos
de causticas.

Entao, vendo que o resultado semiclassico ndo é tao fiel ao exato, podemos nos questionar
sobre a inclusdo de mais de uma trajetoria no calculo da probabilidade de retorno. Afinal, apds
a bifurcacdo, somente uma trajetoria deve contrbuir, pois, se considerarmos as duas, teremos
necessariamente uma descontinuidade. Para estudar esta questdo, construimos, na figura 5.18,
graficos da probabilidade de retorno ao longo da linha ¢, = 2¢;/3, com 0 < ¢, < 1, para um
angulo fixo 8 = 6, = 140°, E = 0.5, ¢ 7.0 < T < 8.0. Esta linha é um corte na regido da
bifurcagdo, que aparece, por exemplo, na figura 5.7, para T = 7,4. Na figura 5.18, a bifurcacao

aparece como um pico em T = 7,4 e ¢, = 0,55. Para 6 # 6, a bifurcagdo ocorre em diferentes
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Figura 5.17: Probabilidade de retorno semicléssica, para T=7,7 and 7,8 (R, = 0,08/F = 0, 28).
Procuramos, para cada ponto, trés trajetorias complexas, utilizando, como trajetoria tentativa, as
érbitas periddicas boomerang, ay e as. Ja foram excluidas as trajetérias com Im[F] < 0 e os pontos

perto de causticas.

pontos do plano T —¢,. As duas linhas cinzas sdo a projegao, neste plano, dos pontos de bifurcagao
em outros valores de #. Note que, & direita da linha cinza, mais de uma trajetéria foi encontrada,
enquanto que, & esquerda, somente uma foi encontrada. O motivo pelo qual ndo ha divergéncia
quando atravessamos a linha cinza, longe do ponto de bifurcacio, é porque, como a caustica nao
se localiza exatamente ali, as duas trajetérias nao sao tao préximas, de modo que a aproximacao
quadrética ainda é védlida. Na figura 5.18a, mostramos a probabilidade de retorno devido a somente
uma familia de trajetdrias, enquanto que, na figura 5.18b, a mostramos para a outra familia. A
regido onde encontramos as duas contribui¢oes formam duas folhas sobrepostas no plano T' — ¢,.
Se considerarmos as duas familias de trajetdrias para o cdlculo de R, encontraremos o resultado
apresentado na figura 5.18¢c, que, como era de se esperar, possui descontinuidades. Como a familia
do gréafico 5.18a é continua quando atravessamos a linha cinza superior, e a do grafico 5.18b,
pela linha inferior, pensamos que existe, na regido onde encontramos duas contribui¢oes, uma
linha que separa a regiao onde vale cada uma das contribuicoes. Esta é a linha de Stokes para o
nosso problema. Como critério para encontra-la, baseados na discussdo do capitulo 4, imporemos

continuidade para o valor de R.

A figura 5.19a e 5.19b, mostram a parte imagindria de F para as mesmas trajetorias das
figuras 5.18a e 5.18b, respectivamente, no mesmo plano T' — ¢,. Chamaremos de F; e F» as
partes imagindrias das trajetérias das figuras 5.18a e 5.18b, respectivamente. Os dois minimos

onde Im(F) ~ 0, correspondem &s Orbitas periédicas para T ~ 7,1 e T ~ 7,4. Na figura 5.19¢
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Figura 5.18: Probabilidade de retorno semicldssica no plano T — ¢, para 6 = 140°, ¢, = 3¢, /2 e
E =0,5. O pico existente em T =~ 7,4 e ¢, = 0,55 é o ponto de bifurcacio. A direita das linhas
cinzas, existem duas familias de trajetdrias complexas candidatas a contribuir para a férmula do
propagador. A contribui¢do da primeira familia (a) é continua quando atravessamos a linha cinza
superior, e a segunda familia (b), quando atravessamos a linha cinza inferior. No item (c) ambas
as contribuicdes sdo levadas em consideragao, e, no item (d), para todo o plano, somente uma
trajetéria é considerada, de acordo com o critério de continuidade, para localizacdo das linhas de
Stokes (figura 5.19).

mostramos a diferenca entre as duas partes imagindrias, AF = I'm(Fy) — Im(Fy). Existem duas
linhas que emanam do ponto de bifurcagdo, onde AF = 0. Uma que vai inicialmente para cima Fy
e outra que vai para baixo F_. Estas linhas dividem a regiao onde uma contribuicao domina sobre
a outra. Para assegurar continuidade, devemos considerar uma das contribuicoes e trocar pela
outra exatamente onde as duas sdo equivalentes. Portanto, nés ndo devemos considerar somente

a diferenca AF, mas a diferenca entre as duas contribui¢dées para a probabilidade de retorno
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Figura 5.19: Parte imagindria de F', no plano T — ¢, para o resultado da figura 5.18: (a) para a
familia de trajetéria usada em 5.18a; (b) para a familia de trajetéria usada em 5.18b; (c) diferenca
entre as duas partes imagindrias, mostrando a linha de Stokes (linha tracejada), onde obtemos

continuidade.

AR = Ry — Ry. A linha tracejada AR = 0 se localiza muito perto de F_, como podemos ver na
figura 5.19c. Abaixo da linha tracejada, somente a familia da figura 5.18b deve ser considerada,
e, acima dela, consideraremos somente as trajetérias da figura 5.18a. O resultado final deste
procedimento é mostrado na figura 5.18d. Note como obtemos uma figura continua e suave para
o resultado semiclassico. Nas figuras 5.18a e 5.18b a linha divisoria é vista como o local onde as
curvas de nivel mudam suas curvaturas repentinamente.

Note que a linha cinza da figura 5.18a, que divide a regido onde uma ou duas trajetérias foram
encontradas, termina verticalmente em 7' ~ 7.55. Este é exatamente o periodo de bifurcagdo da
familia da érbita boomerang para a familia de a; e as, evidenciando uma conexao entre bifurcagdo

de érbitas periddicas e bifurcagdo de trajetérias complexas.
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Figura 5.20: Probabilidade de retorno semiclassica para T' = 7,7 e 7,8, considerando uma tnica

contribuicao (Ryer = 0,08/F & 0, 28). Neste caso, ndo encontramos trajetérias ndo-contribuintes.

Apesar da andlise acima elucidar o intercambio entre as trajetérias depois da bifurcacao, isto
nao indica um modo simples e direto para decidir qual trajetoéria deve contribuir, quando constru-
imos, por exemplo, os graficos da figura 5.17. No entanto, isto sugere que procuremos uma unica
trajetéria. Para decidir como fazer a busca, utilizaremos como trajetéria tentativa aquela que
passar mais préxima, no espaco de fase, do ponto em que pretendemos calcular a probabilidade
de retorno. Voltamos, portanto, aos resultados semicldssicos e verificamos que este método é
eficiente. Como prova disto, na figura 5.20, mostramos a probabilidade de retorno para 7' = 7,7
e 7,8, considerando somente uma trajetoria. Comparado a figura 5.16, verificamos que, mesmo

quando as érbitas periddicas estdo longe, o resultado semicléssico é muito bom.

Antes de encerrar esta se¢do, observaremos duas trajetérias encontradas no ponto ¢, = q; =0,4
e 8 = 140° do gréfico 5.17, para T = 7,7. Trata-se de um dos pontos onde duas trajetdrias
complexas foram encontradas, sendo que uma delas teve que ser eliminada. A idéia é ilustrar como
ficam as varidveis complexas a, e oy, introduzidas na se¢do 2.3. As duas trajetérias encontradas
podem ser geradas pelos valores iniciais: a&l)(O) =0,4916 — 10, 3267, oz?(}) (0) = —0, 4238 + 0, 658,
al?(0) = 0,3934 — i0,5134 e a{?(0) = 0,132 + 0,046, onde V) e @ ge refere a cada uma das
trajetérias. Fixando a,(0) e variando as partes real e imagindria de a,(0), num intervalo de -1
até 1, podemos calcular as curvas de nivel da parte imaginaria de F' de cada trajetéria gerada, no
plano «,(0), considerando uma evolucao até T = 7,7. Foi o que fizemos nas figuras 5.21 e 5.22,
para as trajetérias 1 e 2, respectivamente. Note como o relevo de F' é muito complicado. A marca

x, nas figuras 5.21 e 5.22, correspondem, respectivamente, aos valores aggl)(O) =0,4916 — <0, 3267,

e al? (0) = 0,3934 — i0,5134, e, portanto, indica a localizagdo das trajetérias 1 e 2. Note, nos
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Figura 5.21: Curvas de nivel de Im[F] no plano a,(0). O valor de o, inicial é -0,4238 + i 0,658,
que corresponde, quando a,(0) = 0,4916 — i0, 3267, a trajetéria 1, que foi encontrada no ponto
4z = ¢, = 0,46 = 140° do gréfico 5.17, para T = 7,7. Os valores positivos de Im[F] correspondem
a cor vermelha (quanto maior a tonalidade, maior o valor), e os valores negativos correspondem a
cor azul (quanto maior a tonalidade, menor o valor). Os pontos pretos correspondem aos valores de
a,(0) que o programa nao conseguiu evoluir. Para o grafico da esquerda, a regido de cor vermelha
mais clara corresponde a Im[F'] < 1. Essa regido é detalhada no grafico do lado direito. De fato,
todas as curvas de nivel sdo da funcdo slog{Im[F]}, onde s é o sinal de Im[F]. Isso faz com que o
relevo desses graficos sejam mais acidentados do que ja aparentam ser. O simbolo X indica o valor

de «,(0) correspondente & trajetéria 1.

X
X

Im(o |
Im(o |

10 08 06 -04 -02 00 02 04 06 08 10
Re[ux]

Figura 5.22: Idem & figura anterior para a trajetéria 2, que correesponde & a,(0) = 0,132+ 0, 046.
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Figura 5.23: Orbitas periddicas do potencial Nelson para T a~ 11. A trajetdria simétrica (linha

continua) tem periodo igual & T = 11,09. Para as outras duas, T' = 11, 87.

graficos a direita, que parece existir uma cdustica préoxima desses ponto. No entanto, lembramos
que o valor de a,(0) é diferente para cada gréfico, o que dificulta qualquer tipo de andlise. Veja
também que as regido onde Im[F] < 0 é sempre vizinha a uma cdustica, conforme afirmava as

referéncias [16, 21].

5.6 Propagador para Periodos mais Altos

Para periodos mais altos, T ~ 11, podemos localizar trés érbitas periédicas do potencial Nelson,
como mostramos na figura 5.23. Nessa regido, finalmente encontramos mais de uma trajetéria
contribuindo de fato para o valor do propagador. Lembramos que, até o momento, quando encon-
tramos mais de uma trajetdria, uma teve que ser excluida por critério de continuidade.

Nas figuras 5.24, mostramos o resultado exato e o semiclassico para T = 11,0. Note como
a imagem das érbitas periddicas volta a aparecer. A comparagdo entre os dois graficos é muito
boa. Para este valor de T', inclusive, sequer encontramos trajetérias cuja parte imagindria de F
é negativa. Para encontrar as trajetorias complexas envolvidas neste calculo, procuramos trés
trajetdrias complexas, uma para cada uma das trajetdrias mostradas no grafico 5.23. Encontramos
diversos pontos onde duas trajetérias contribuiam de maneira relevante, demonstrando que, em
alguns casos, a consideracdo de mais de uma trajetoria é importante.

Apesar dos resultados semiclassicos concordarem muito bem com os exatos, existe uma estru-
tura no gréfico exato que néo foi reproduzida pelos resultados semiclédssicos. Note, para ¢, ~ 0,65

e q; ~ —0,5, um aumento na probabilidade de retorno exata na direcdo # = 140°. Fizemos di-
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Figura 5.24: Probabilidade de retorno exata (acima) e semicldssica (abaixo) paraT = 11,0 (Ryer =
0,08/F = 0,064). Os resultados semiclassico forma obtidos. Procuramos, para cada ponto, quatro

trajetorias complexas, utilizando, como trajetdéria tentativa, as érbitas periddicas da figura 5.23.
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versas tentativas, baseadas na convergeéncia de outras érbitas periédicas relativamente proximas,
para reproduzir esta estrutura. Como ndo conseguimos reproduzi-la, pensamos que ela possa ter
relacdo com trajetérias sem conexdo com as érbitas periddicas. Se este for o caso, justificamos o

fato do método numérico empregado ndo encontra-la.

5.7 Resultados Filtrados

Nesta sec¢ao, colocaremos todos os resultados semiclassicos realizados, para a comparacao com 0s

resultados quanticos. Para construir os graficos procedemos da seguinte maneira.

e Para T' = 3,5: buscamos somente uma trajetéria complexa, a partir das trajetérias do

oscilador harménico simples;
e ParaT =4,1,...,4,7: buscamos uma unica trajetéria complexa, a partir da érbita vertical;

e Para T = 6,2,...,7,2: buscamos somente uma trajetéria complexa, a partir da 6érbita
boomerang. Para os valores de 7' = 7,0 e 7,1, note como, praticamente, ndo hé4 diferencas
com relacdo a figura 5.7, onde procuramos trés trajetorias. Inclusive, pode-se verificar que
as maiores discrepancias com o cédlculo exato estdo nestas diferencas, o que sugere que uma
das trajetérias encontradas nao deve ser considerada, mesmo tendo parte imaginaria de F'
positiva. Isto reforca a idéia de que para valores de T entre 7 e 8, onde aparecem causticas,

devemos considerar somente uma trajetoria;

e ParaT = 7,3,...,7,7: buscamos uma tunica trajetoria complexa, a partir da orbita mais

préxima: boomerang, a; € as.

e ParaT = 8,8,...,9,0: buscamos uma unica trajetéria complexa, a partir da érbita vertical

(dois periodos);

e ParaT =11,0,...,11,8: buscamos trés trajetérias complexas, a partir das érbitas da figura
5.23;

Como vemos, o calculo numérico realizado no potencial Nelson possibilitou uma ilustraciao bas-
tante completa do estudo realizado nos quatro primeiros capitulos. Apesar de todas as dificuldades

apresentadas, a probabilidade de retorno semiclassia reproduz muito bem o resultado quantico.
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Figura 5.25: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T =
3,5 (Rret = 0,08/F ~ 0,017). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria

complexa a partir da solucao do oscilador harmonico simples.

93



E=05 T=410 F=015

E=05 T=4.10 F=0.15

Figura 5.26: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T' = 4,1
(Rret = 0,08/F = 0,53). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir da drbita vertical.
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E=05 T=420 F=0.15

E=05 T=420 F=0.15

Figura 5.27: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 4,2
(Ryes = 0,08/F = 0,53). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir da érbita vertical.
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Figura 5.28: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 4,3

(Rref

0,08/F = 0,53). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir da orbita vertical.
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Figura 5.29: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semiclédssica (em baixo), para T = 4,4
(Rret = 0,08/F = 0,53). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir da 6rbita vertical.
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Figura 5.30: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 4,5

(Rref

0,08/F =~ 0,53). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir da érbita vertical.
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Figura 5.31: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semiclédssica (em baixo), para T = 4,6
(Rret = 0,08/F ~ 0,53). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir da 6rbita vertical.
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Figura 5.32: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 4,7
(Ryes = 0,08/F = 0,53). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir da érbita vertical.
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E=05 T=620 F=127

E=05 T=6.20 F=1.27

Figura 5.33: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T =
6,2 (Rrer = 0,08/F & 0,063). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria

complexa a partir da orbita boomerang.
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E=05 T=630 F=127

E=05 T=6.30 F=1.27

Figura 5.34: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T =
6,3 (Rrer = 0,08/F & 0,063). Para o cédlculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria

complexa a partir da érbita boomerang.
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Figura 5.35: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T =
6,4 (Rrer = 0,08/F & 0,063). Para o cédlculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria

complexa a partir da érbita boomerang.
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Figura 5.36: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T =
6,5 (Rret = 0,08/F ~ 0,063). Para o cédlculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria

complexa a partir da érbita boomerang.
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Figura 5.37: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semiclédssica (em baixo), para T = 6,6
(Rret = 0,08/F = 0,21). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir da érbita boomerang.
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Figura 5.38: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 6,7
(Rret = 0,08/F = 0,21). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir da érbita boomerang.
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Figura 5.39: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 6,8
(Ryref = 0,08/F = 0,21). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir da érbita boomerang.
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Figura 5.40: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semiclédssica (em baixo), para T = 6,9
(Rret = 0,08/F = 0,21). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir da érbita boomerang.
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Figura 5.41: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 7,0
(Ryes = 0,08/F = 0,28). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir da érbita boomerang.

109



\
\
\
\
)
8
]
?
’
’
.

e s s s s P P L COCOCO OO O 0 OO0 S S SN N N N N~ s

e s s s P00 e ™I N N N N N o~
R P AP A arar ar 49 A G G N N N N R T T U N
o s S XX R NN NN NN N NN NN
s s/ 2 F % % NN N N N NN N N N N N
/s s s S S/ /7 7 72 % % N N N N N N N N N N N N
s /S s S s s / / /7 7 4 08 N N NN N N N N N N Y
s 7 s s /7 / /7 /7 7 7 7+ v N N N N NN N N N N N Y
A A A S A A A A A A A L W U N U N N T W U N N

I A A Y A A A A A A L U U N Y N N N Y VR N Y
A A L T S N N N RN
7 v \

E=05 T=710 F=029

© 4 4 o+ o o© oo e = T =~ o0 S S N~ o~~~

s e s s PP PO TR 0 0 0 09 00O Dy S N N N N~ N

o v v s AP AP ROARKNOOCICAD D e IR N N N N s
.- AR K WK™ NN SN NN NN
- VAP v v arar ey & & 3 Y NANENENSANA N Y NN
S S S S S s F % NN NN N N N NN NN
S sSS S 7 7 7 % % NN NN N N N N NN
s /S s 7 7/ /7 7 7 7 2 v N N N NN N N N NN
P A A A A A S N N AN N NN
VAV AR AR A YA A Y A | AV N N U N T L N R N
P VY / 7 /7 NN N SN N N
VAR NN N
/ /7 AN

E=05 T=7.10 F=0.29

Figura 5.42: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 7,1
(Ryef = 0,08/F = 0,28). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir da érbita boomerang.
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Figura 5.43: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 7,2
(Ryes = 0,08/F = 0,28). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir da érbita boomerang.
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Figura 5.44: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 7,3
(Ryrer = 0,08/F = 0,28). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir das trés orbitas: boomerang, a1 e as.
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Figura 5.45: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semiclédssica (em baixo), para T = 7,4
(Rret = 0,08/F =~ 0,28). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir das trés érbitas: boomerang, a1 e as.
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Figura 5.46: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 7,5
(Rret = 0,08/F =~ 0,28). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir das trés érbitas: boomerang, a1 e as.
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Figura 5.47: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 7,6
(Rret = 0,08/F ~ 0,28). Para o calculo semicldssico procuramossomente uma trajetéria complexa

a partir das trés érbitas: boomerang, a1 € as.
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Figura 5.48: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 7,7
(Rret = 0,08/F =~ 0,28). Para o célculo semiclassico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir das trés orbitas: boomerang, a1 € as.
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Figura 5.49: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 7,8
(Ryes = 0,08/F = 0,28). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria complexa

a partir das trés orbitas: boomerang, a1 e as.
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Figura 5.50: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T =

8, 8 (Rref

Para o calculo semiclassico procuramos somente uma trajetéria

0,08/F =~ 0,086).

complexa a partir da érbita vertical (duas voltas).
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Figura 5.51: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T =

8,85 (Ryet

Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria

~ 0,086).

0,08/F

complexa a partir da 6rbita vertical (duas voltas).
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Figura 5.52: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T =

8, 9 (Rref

Para o calculo semiclassico procuramos somente uma trajetoria

0,08/F =~ 0,086).

complexa a partir da érbita vertical (duas voltas).
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E=05 T=9.00 F=0.93

Figura 5.53: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T =
9,0 (Rrer = 0,08/F =~ 0,086). Para o célculo semicldssico procuramos somente uma trajetéria

complexa a partir da drbita vertical (duas voltas).
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Figura 5.54: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 11,00
(Rref = 0,08/F = 0,064). Para o calculo semicldssico procuramos trés trajetérias complexas a

partir das drbitas periddicas mostradas na figura 5.23.
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Figura 5.55: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 11,20
(Rret = 0,08/F = 0,064). Para o célculo semicldssico procuramos trés trajetérias complexas a

partir das orbitas peridédicas mostradas na figura 5.23.
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Figura 5.56: Probabilidade de retorno exata (em cima) e semicldssica (em baixo), para T = 11,80

(Rref

Para o célculo semiclassico procuramos trés trajetérias complexas a

0,08/F ~ 0,21).

partir das drbitas periddicas mostradas na figura 5.23.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

O nosso trabalho de Mestrado, finalizado em Marco de 2.000, consistiu em realizar o cédlculo
do propagador diagonal semicldssico, equagdo (1.34), para o potencial Nelson, na vizinhanga da
Orbita vertical. Alguns dos resultados daquela época foram aproveitados na secao 5.3. Portanto,
quando iniciamos o Doutorado, sabifamos que a féormula semiclassica do propagador diagonal pro-
duzia 6timos resultados para aquela regido. Pretendiamos, entdo, incrementar o estudo: estudar
a probabilidade de retorno semiclassica em regides habitadas por mais de uma érbita periddica,
e entender melhor o problema das trajetérias nao-contribuintes, ja encontradas no trabalho de
Mestrado. Dentre essas duas tarefas, a primeira seria de grande importancia, pois serviria para
mostrar o resultado da interferéncia de duas contribuicoes de trajetdrias complexas, caso as en-
contrassemos, mostrando a eficiéncia da férmula semicldssica para esse tipo de ocorréncia. Com
relacao as trajetdrias nao-contribuintes, predendiamos simplesmente nos aprofundar no assunto,
uma vez que ja admitiamos que sua exclusio sé seria possivel a posteriori, ou seja, depois do célculo
da funcéo F. Até aquela época, ndo haviamos nos deparados com o problema das cdusticas, nem

com trajetérias nao-contribuintes com parte imaginaria de F' positiva.

A implementacdo numérica da férmula semicldssica do propagador para o potencial Nelson,
na regiao onde existe mais de uma trajetéria, produziu, por exemplo, o resultado apresentado
na figura 5.8b, excluindo as trajetdrias cuja parte imaginaria de F' era negativa. Um estudo
detalhado dessa figura mostrou que o grande causador desses resultados espirios era o comporta-
mento de divergéncia do pré-fator. Passamos, entdo, a relaciond-lo com os conceitos de caustica e
bifurcacao de trajetérias. Também compreendemos que essas trajetorias nao poderiam ser classifi-
cadas como ndo-contribuintes. O problema estava na aproximacio realizada, que nao contemplava
certa topologia da funcdo F', associada a trajetérias criticas muito semelhantes, que é o caso da

regido da bifurcagao.
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Compreendendo melhor o problema da divergéncia do pré-fator, fomos capazes de reproduzir
satisfatoriamente todos os graficos polares quanticos, até valores de T inferiores & 7,7. No entanto,
para este valor de 7', o ponto de bifurcacao ja se encontrava suficientemente distante, de modo
que nado havia qualquer indicio da divergéncia do pré-fator. Porém, os resultados semiclassicos ja
nao eram tao fiéis aos exatos, principalmente em determinada regido, como mostramos na figura
5.17. Passamos, entdo, a investigar o que poderia estar ocorrendo naquela regido de parametros.
A primeira idéia foi calcular a probabilidade de retorno para a regido comprometida, em fungio
do tempo, de modo que pudéssemos ter uma visdo mais geral do entorno do ponto de bifurcagio.
Obtemos, desta maneira, os graficos da figura 5.18. Tendo em vista esses graficos, e através
do conhecimento tedrico que diz respeito ao Fenomeno de Stokes, pudemos concluir que, apds
a bifurcacao, somente uma trajetéria poderia contribuir na férmula semiclassica do propagador.
Assim, reproduzimos satisfatoriamente os resultados exatos suficientemente longe de um ponto de
bifurcacdo. Finalmente, para valores de T' proximos de 11, conseguimos encontrar a situacdo onde
duas trajetérias complexas contribuiam significativamente para o valor do propagador, verificando

que as interferéncias eram bem reproduzidas pela férmula semicléssica.

Com relacao aos graficos polares apresentados na tese, gostariamos de realgar a sua eficiéncia
para visualizar toda a superficie de energia, para determinado valor de T'. Note como temos uma
nogdo do valor da probabilidade de retorno em todo o espaco de fase q;, q,, pl,, p,. Apesar dessa
visivel qualidade, esse tipo de representacio grafica também expGem, com facilidade, os problemas
que podem aparecer na férmula semiclassica, como observamos no decorrer do capitulo 5. Para
tratar cada problema, ndo podemos nos limitar a observar somente os graficos polares, pois ele
nao é capaz de fornecer detalhes de um célculo. No entanto, estudando os detalhes e tomando as

devidas precaucoes, os graficos polares voltam a ser importantes na tarefa de testé-las.

A dificuldade de encontrar as trajetérias complexas envolvidas no cdlculo da probabilidade de
retorno é contornada, pelo menos na vizinhanca das érbitas periddicas, quando utilizamos o método
numérico da matriz de monodromia. Isso porque o método converge bem quando trajetdrias
tentativas sdo préximas das convergidas. A limitacdo do método a vizinhanca de érbitas periddicas
ndo representa um grande viés no limite semicldssico, pois sabemos que a contribuicdo relevante
a probabilidade de retorno tem origem nas drbitas periddicas. Caso seja necessaria a inclusao de
trajetorias distantes de érbitas periddicas, podemos utilizar o método descrito na secao 2.3, pois,
mesmo sendo de dificil aplicacao a sistemas com mais de uma dimensao, ndo hé nada que impeca

a sua utilizacao.

Com relacdo a divergéncia do pré-fator, acreditamos ter feito grandes avancos em seu estudo.
Para a sua explicacao, a interpretacao de caustica ja existia, quando se tratava de sistemas unidi-

mensionais. A divergéncia também j4 tinha sido relacionada com a proximidade de duas trajetérias
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contribuintes. No entanto, a idéia de bifurcacdo de trajetérias ainda ndo tinha sido citada. No
nosso trabalho, a compreendemos teoricamente, e a ilustramos na aplicacdo numérica realizada.
Além disso, propomos uma representacao dual para o propagador que promete resolver o problema
da caustica.

A respeito da inclusdo ou exclusio de trajetérias complexas, estudamos intensamente o Feno-
meno de Stokes, que justifica tal arbitrariedade. Concluimos que os critérios fisicos sao suficientes
para classificar trajetérias como contribuintes ou nao-contribuintes. Inclusive, para valores de
T depois da bifurcacdo, devemos necessariamente excluir uma das trajetérias, para evitar uma
descontinuidade no valor do propagador. No caso estudado na secdo 5.5, note como uma trajetoria
ndo muito complexa foi eliminada, derrubando qualquer idéia que diria que trajetérias quase reais
nao devem ser eliminadas.

E importante comentar que 0s graficos exatos da probabilidade de retorno foram construidos a
mais de 10 anos [41] e, finalmente, foram reproduzidos através de um método semicldssico. De fato,
ja havia sido feita uma tentativa de reproduzi-los semiclassicamente. A idéia utilizada foi fazer
uma expansao gaussiana das func¢des envolvidas na férmula semiclassica do propagador, em torno
das 6rbitas periddicas reais, mas os resultados ndo foram satisfatérios [41]. Com isso, podemos
também concluir que as trajetérias complexas sdo realmente necessarias para a construcdo de
métodos semiclassicos, na representacao de estados coerentes.

Daqui em diante, ainda pretendemos realizar algumas tarefas. A primeira é a implementacao
numérica da teoria desenvolvida para lidar com a cdustica (se¢ao 3.3), a fim de testd-la. Também
gostariamos de investir na questdo da bifurcacdo de trajetérias complexas. Como as drbitas
periddicas do potencial Nelson ja foram estudadas, pretendemos estabelecer alguma conexao entre
a bifurcacao das drbitas periédicas e bifurcacdo das trajetdrias classicas complexas. Além disso,
sabemos que o potencial Nelson apresenta uma transicdo de um regime regular (baixas energias)
para um regime cadtico (altas energias). Seria interessante fazer um estudo da probabilidade de

retorno para essa transicao.
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Apéndice A

Calculo do Determinante da

Matriz Q (equagao (1.27))

Como vimos na equagdo (1.28), o célculo do propagador envolve o conhecimento do determinante
de Q (1.27). Para resolver esse determinante, seguiremos a referéncia [41]. Quando comegamos a
resolvé-lo pelo lado esquerdo superior desta matriz, notamos que ele se relaciona recursivamente

com outros cinco determinantes da seguinte maneira:

AN A2 o NN NS AN N AN

= B, AT 46,

N-1 N-2 — — —3/5 N-2 —3/s N-2
A:(Ll )—A:(u ) Aé\’ylA(N z)_cévxP,/zAgz )_C;vggg/zAgz ) _

= BYIATTY —2e PRATTY 46,

AS Y =AY = ANTANTD oo N AL — el PRAT -
- N-=-2 — N-=-2
- Cajcvy S/QAgl ) - ng;vy 1AEJ ) +9(62)5

N—1 N—2 _ s —3/2 A (N=2 —3/2 A (N=2
AiQ )_A§2 b= A:]yvzlA(N 2)_Civy3/2Agl )_C;Vzg/zAgz -

= (e ) A - B AN 0,

qu’*l) _ Ag}’*?) _ AiVy—lA(N—Q) . Ci\fy—S/?qu’—Q) _ ng;vw_S/?Ag];’_Q) _
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= (e ey ) AT 1 BYTARTY 6,

AP AP = AR A A A Al -
- AANY o (e ) e,
(A1)

onde Ay é o determinante de Q sem as primeiras e segundas, linhas e colunas, e A;;, sem a
primeira, segunda e (i+2)-ésima linha, e sem a primeira, segunda e (j+2)-ésima coluna. O indice
localizado no canto superior direito dos determinantes é o indicador de passos de tempo (tamanho
da matriz). Por exemplo, para (N — 1), a matriz Q estd completa, ou seja, formada por todos os
elementos para o tempo indo de 0 a T, conforme estéd representada em (1.25). Para (N — 2), Q
tem o ultimo passo de tempo a menos, ou seja, ndo tem as quatro primeiras linhas e colunas. E
assim por diante.

Neste ponto é interessante introduzir uma outra notacdo que tem o objetivo de facilitar a

apresentacdo dos calculos:

Up = X1 duy — & Beo Bay Cow Cyo
Uy —> X2 ouy — & . i_eHlm _ Byz Byy Cay Cyy 7 (A2)
Vg — X3 vy — &3 h Cow Coy Azz Asy
vy = X4 dvy — & Cyr Cyy Ay Ayy

sendo que nesta ultima expressao, queremos dizer que o elemento correspondente a linha [ e a
coluna m da matriz serd substituido por % H .
Aplicando esta nova notagio e tomando o limite continuo (e — 0), as relacdes de recorréncia

(A.1) podem ser representadas de forma mais compacta. Omitindo a dependéncia temporal es-

Crevemos:
—ihD =HD, (A.3)
onde:
A 0 ~Hzo —Hi1i —Hiz —Hiz 0
AVE! Has —2H24 0 —His —Hia —Hi
A H 0 —2H —H —H —H
D— 22 o Ho 33 13 23 23 22 ’
Ay Hzs —Hazs —Hia —Hy 0 Hio
Aoy Hzs —Hazs —Hia 0 -Hy  Hio
Ag 0 Hzs Has  —Hza —Hza —2Hy
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para Ho = (His £ Hoa).

A intencdo agora é associar o determinante A a alguma quantidade fisica do sistema. Para
ficar mais facil a associa¢do, vamos transformar o objeto D (A.3) da seguinte maneira:
i [t
D' =D er Jo Mt (A.4)
de modo que a equacdo (A.3) seja escrita como:

Hy —Hza —Hi1r —Hiz —Hi 0

Hia H-— 0 ~Hia —Hia —Hi:

. H 0 -H_ —H —H- —Ho-
—ihD' =H'D', onde H' = | "°° 23 23 201, (s

Hzs —Haz —Hia 0 0 Hio

Hzs —Haz —Hia 0 0 Hio

0 Hzs  Haa —Hza —Hza —Hy

A Matriz Q para T =0

Avaliaremos agora o valor dos determinantes definidos pelas relagées (A.1) para pequenos valores
de T', pois estes resultados serao tteis mais adiante. Para visualizar melhor, observe que a matriz

Q, para somente um passo de tempo €, é escrita como:

B, B., 1 0
B Bl 0 1

Qo=| v T T (A.6)
10 AL, AL

0 1 A, Al

Através deste objeto e da definicao de cada determinante, concluimos que temos como condicoes

iniciais (e — 0):

A(0)=1 e A,(0)=0, para m=0,11,12,22e21. (A7)

Matriz Assimétrica T e o Determinante de Q

Para continuarmos a resolucdo do propagador, introduziremos a chamada matriz assimétrica T,
cujos elementos sdo definidos por T;; = & & — & &, onde . e & sdo pequenos deslocamentos
definidos pelas equacgbes (A.2). Ressaltamos que o simbolo “linha” ('), na defini¢do de T;;, néo
tem qualquer relacdo com a definigao (A.4); estamos somente representando a idéia de & e £}, serem

quaisquer pequenos deslocamentos ndo necessariamente iguais entre si. De fato, ocorre que este
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objeto T é quem estd relacionado com os determinantes de D. Para estabelecermos esta relacao,

primeiro devemos escrever as equagdes (1.20) na nova notacao dada pelas equagoes (A.2):

_iOoH . iOH . i0H . i0H
Roxa” VTR T TR © N Roa

Considerando estas iltimas equacdes, fica facil concluir que cada pequeno deslocamento &; deve

X1 = (A.8)

obedecer as relacoes:

ihéy = Ma;§&, ihés=—Y Hij&, ihéy =Y Haj& e ihéy=—> Haj&. (A9)
J J J J

Agora que sabemos como é a variacio temporal de cada um destes deslocamentos, podemos derivar
em relacdo ao tempo alguns componentes da matriz T. Sdo eles: Tq1o, T13, T14, Tos, Tos, T3y.
Feito isto, podemos estabelecer um sistema composto por todos estes seis componentes e as suas
variacoes temporais. Uma andlise mais detalhada deste nos permite estabelecer uma comparacao

com a equacdo (A.5), de forma que se relacionam:

Ty +— Af, Tay —— A/, Tos +— A}, (A.10)
Ty4 +— —AL,, T3 +— Ao, Toy +— —A),. '

Para atestar este resultado, veja, por exemplo, 0 que ocorre com o componente T1o = & & —

f{ L+ & gg —& &. Utilizando as equacdes (A.9), podemos reescrevé-lo como:

ihTia = (&€ —€ &) (Har + Hao) + (26 — & &) (—Has)
+ (& & =& &) (Haa) + (&85 — &1 &) (Has) + (28, — & &) (Haa) (A.11)

= Tio(Hs1+Hao) —TosHss +TiaHaa +TisHas — TosHsa,

que é uma equacao equivalente a ultima das (A.5), ao fazermos a substituicdo definida por (A.10).
De fato, o determinante que procuramos A estd relacionado com a componente T34 do tensor.

Explicitando agora a dependéncia temporal, podemos escrever esta relagao como:

A0 = 6@ - EO&alew (—; [ Hedr). (A12)

Podemos agora definir de forma coerente uma matriz M que propaga, até o tempo T', estes
pequenos deslocamentos: &;(T) = 2;21 M;; &;(0). Aplicando-a diretamente & equagio (A.12)

obtemos:
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. T
A(T) = (Ms; &(0)My j £, (0) — Ms ; £;(0)Ma s &+ (0)) exp {—% /0 H+dt'}: (A.13)

onde foi usado a convengéo de Einstein M, ; &;(0) = 2;21 M;;&;(0), parai =1,...,4. Levando
em conta as relacoes (A.10), percebemos que a maneira de respeitarmos as condicOes iniciais (A.7)
é fazendo £;(0) = 63 e £;(0) = d4;. De posse destes valores, basta substitui-los na equacio (A.13)

para obtermos A(T') em termos dos componentes da matriz M, ;:

T
A(T) = (Mss Myg — Msy M43)6Xp{—%/ H+dt} : (A.14)
0

que é a quantidade desejada, det Q, a ser inserida na equacio (1.28).
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Apeéndice B

O Método do Ponto de Sela

Revisado

Neste apéndice, pretendemos estudar a seguinte integral:

I= [rdzx dzy g(2z,2y) €xp {%f(zw,zy)}, (B.1)

no limite assintético A — 0. O caminho de integracdo v é suposto ser tal que a integral convirja.
As varidveis de integragao z, e z, sdo complexas, sendo que 2z, = Rz, + 1Sz, e 2y = Nzy + 19z,

Como queremos avaliar a integral I no limite assintético i — 0, é conveniente utilizar o método
de ponto de sela [51, 52, 68]. Para isso, o primeiro passo é identificar os pontos criticos, que, neste

caso, sao somente os pontos de sela, que, portanto, satisfazem a equacao:

0 0
of = %52@ + %&y =0. (B.2)
e y

Localizados estes pontos (pode ser que exista mais de um par (2, z,)), 0 método de ponto de sela
nos garante que apenas a contribuicao de uma pequena vizinhanca deles merece ser considerada.
Para facilitar, considere que existe somente um ponto de sela, de modo que expandimos as func¢oes

que aparecem na integral (B.1) em torno dele, que chamaremos p = (2, Zy):

o dq dq
q(ze,2y) = q(Zz,2Zy) + =—| dzo + =—| 6z
Y Y 0z |y dzyly !
1( 0% 9 8%q 8%q 5
t 3 (—325 ﬁézx +2 52202, p(szxézy + —825 ) dz,
P
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dq
02302y |

0%q
02,0z

, 0°
52@625 + g4
P

3
azy

825 +3

p

6226z, +3

1( &q
6 (a— 523)
z P

+ 082282, (B.3)

2
Y

onde ¢(z,zy,) pode ser tanto g(zs,zy) quanto f(zg,2,) € n+m > 4. Porém, consideraremos que
q(zg, zy) varia mais lentamente que g(z,, z,). Entdo, expandiremos ¢ até primeira ordem, enquanto
que g serd expandida até terceira ordem. Devemos agora substituir estas aproximagoes em (B.1)
para comegcar a calcular a integral. Lembrando que a primeira derivada de f(z,,z2,) calculada no

ponto de sela é nula, a equacao (B.1) fica:

rxGi o) en {1605 | (B.4)

onde Gy ¢ a integral:

i .
Gr = /dzwdzyexp{ﬁ[Azﬁ—l—Bzwzy—l—CzZ—I—ng—l—Ezizy—l—szzZ—l—Gzz]}
a dz.d L TA2 4B Cz2
+ m Z2zdzy 2y €XP ﬁ[ Zy + Dzgzy + zy]
I i 2 2
+ PERER) dz,dz, 2z, exp 7 [Az + Bzpz, + Cz]] (B.5)
T~y
e:
_ 19°f _ _9°f _ 19°f
A_§9z2_7 B_azmﬁzy_’ 0_5322_’
= 1p P v1p
_ 18%f _1_¥&Ff _1_08f _18%f
D_EBZS _ E_Eﬁzgﬁzy _ F_§821872 = G_Eﬁzg _) (BG)
P P vip P
) )
H = 3i 5’ I= ﬁ _

onde assumimos que o contorno 7 pode ser deformado de forma a passar por p. No caso de

eliminarmos as corregdes em terceira ordem de (B.5), podemos reescrever G; como:

G® = /dzxdzy exp {% [A22 + Bzozy + Cz}] } : (B.7)

A resolugdo desta integral é bastante simples e pode ser diretamente calculada ao notar que o

argumento da exponencial pode ser escrito como:
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A BJ2 Zg

B/2 C 2y

e ——
L

A2 + Bzyzy + Cz) = [ Ze 2y ]

Agora, nés podemos fazer uma transformacéo na matriz L de tal forma que a matriz final L' seja

diagonal. Para isto, vamos calcular os autovalores da matriz L:

trL det L
UL S ML B.9
. 2{ (trL)2} (B.9)

onde trL é o traco de L, e det L o seu determinante. A partir de (B.9), podemos construir os

seguintes autovetores:

1| -Bp2 L 1| =B
Uy = Ny | 4o, e sl R (B.10)
onde:
Ny = \(B/2P + (A=20)" e N =\/(B/2 +(A-r_) . (B.11)

Pode-se verificar que, sendo Ay e A_ distintos, os vetores u e u_ formam uma base ortonormal.
Assim, podemos definir a seguinte transformacédo, que leva as coordenadas de um vetor descrito

na base {z;, z,} para suas coordenadas na base {u4, u_}:

up | _ —N;'B/2 N;Y(A-\y) 2 (B.12)
u- ~N-'B/2 N-Y(4-x) 2 |
A%
cuja transformacio inversa é:
[ ] 1 Ny(A=A) —N-(A=20) | [ us | 513
[ 2 J B/2A—A1) | N.B/2 _N_B/2 J u_ J
Ay

Aplicando estas transformagoes & equagio (B.8) temos:
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. . -1 _ z
AZ2 4+ Bz,2, + 022 = [ % 2y ]AiT (AZT) L (A3) ' Az | ™
N—— _\’_’1 Zy
1
= Jup w JATL @A) (B.14)
N— e’ —
L “
de modo que podemos escrever:
A 0 U
A2 + Bzyzy + Cz) = [ Uy u_ ] + + (B.15)
0 A U_
[ ——
LI
Como o Jacobiano da transformacao A, equacao (B.12), vale 1:
up  Duy ~N:'B/2 Ni'(A-2\
g (20U ger | P T | 2 det v B/z N A oy (B.16)
02y, 02y e ~NZ'B/2 NZ'(A-).)

a equacao (B.7) pode ser escrita como:

. 2 o .
2 _ Ui 4a a2l b= 2 ik B.1
Gy /du+du_exp{h[ yul + u]} o = VT (B.17)

O caminho de integracdo nos planos complexos u; e u_ devem satisfazer — %t < 0, < =2+ ¢
+ 2 2

T— 5 <6, <3 — 5 onde oy é afase de Ay e a_ é a fase de A_
Podemos notar, através de (B.17), que a aproximagdo de (B.5), até segunda ordem, diverge
quando Ay e/ou A_ vai a zero, ou seja, quando det L se anula. Isto é muito ficil de entender, pois

no caso em que A_ = 0, a equacio (B.7) fica:

G(IQ) = /du_,_du, exp {% [A+u3_ + )\u2]} = /du, /du+ exp {% [A+u3_]} =00.

——" ~

&0 NG

(B.18)

Para resolver este problema, que é analogo a divergéncia do pré fator (capitulo 3), devemos
considerar as correcdes em terceira ordem, afinal, o problema se deve ao fato da derivada segunda
de f(za,zy) se anular, o que faz com que que a topologia nos arredores do ponto de sela ndo possa

mais ser aproximada por uma funcdo quadrética, e sim por um polindomio de ordem cubica.
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Ao considerar as correcoes em terceira ordem, a equacao (B.5) fica:

G(I3) = /dzxdzy exp {% [Az2 + Bzyz, + C’zz + D2 + Ezlzy + szz; + Gzz] }

+

I )
PIEREA) / dzydzy 2z, exp {i [A22 4+ Bzyzy + CZZ]}

1 i ‘

sendo que podemos utilizar a mesma transformacéo (B.12) e (B.13), para transformar esta equagao

em:
G(Ig) = /du_,_du, exp {% Ay + A_u® + D'ud + E'vus + Flugu® + G’ui]}

H' i .
+ 7) / duydu_uy exp {% [/\+ui + /\,uz_] }

g(zmzy
+ Iil/dmrdu_u_ exp{i [\l +)\u2]} (B.20)
g(zxazy) h * - ’

onde Ay e A_ sdo dados pela expressdo (B.9) e:

G —gg{("—fz) D+(% 2E+“‘—/+2F+G}
H' =+ 55 {55 H + 1}
r=-N {g—/+2H + 1} (B.21)

sendo que, em (B.21), por praticidade, definimos AL = A — Ay e A = A_ — A4 .
Devemos agora nos restringir ao caso onde a solucdo (B.17) ndo vale, ou seja, quando A} e/ou
A_ se anula. Em primeiro lugar, devemos perceber que a maneira mais provavel do det L se anular

é com somente um dos autovalores se anulando. No caso dos dois autovalores serem nulos, tanto o
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det L quanto o tr L devem ser nulos, o que é muito dificil. Suponha entao que det . — 0, mas tr L

ndo. Neste caso, podemos escrever (B.9) como:

P P 1—2—detL2 .
2 (trL)

Portanto temos:

det L

Ay~ trL— A~
e € ¢ trL

=¢. (B.22)

Aplicando este tdltimo resultado a equacao (B.20) e excluindo as duas dltimas linhas desta, o

que significa assumir que g varia muito lentamente em relacdo a f, temos:

G(I3) = /du+du, exp {% [(A+C —e)ui +eu?]

+ [(D} + eDh)u’ + (B} + eE))utu_ + (F| + eFy)usu’ + (G} + eF)u’ ] } ,

(B.23)
que pode ser rearranjada da seguinte maneira:
G(I3) = /du_ exp {% [eu? + (G + eFy)u? ] }r(u) , (B.24)
onde:
i 2
r(u_) = duy exp 7 [(A +C —e)uy
+ (D} +eDy)ud + (E] + eEy)uiu_ + (F] + eFé)u.,.uz,] } ) (B.25)

Note que, para esta integral, podemos considerar o termo mais importante da exponencial como
sendo aquele que vai até ordem quadrética em u,. Nao precisamos ir até os termos de ordem ciibica
pois estes sdo dezpreziveis em relacio aquele de ordem quadratica; lembre-se que Ay = A+ C — ¢

nao se anula. Desta forma, escrevemos:
1thw

r(u_) = /du+ exp {% [(A+C - e)ui]} “\Vizc—« (B.26)
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Portanto, a equacao (B.24) fica:

® _ [T L feu? + (G} + eFu?
G = A+C_6/duexp{h[€u+(G1+5 2)“]}
oy R R w27
A+C—e¢ ho-o S

onde:

2¢ —a+

o - <\/1+62+2ﬂe'
N VAR R T

3
) [3°D+ B*E + BF +G] | (B.28)

com a nova notacgao:

A -C , €

A partir deste ponto, mostraremos que a equagao (B.27) pode ser comparada & equagdo de

Airy:

Ai(z) = %/exp{ (zt + ;t3> }dt, (B.30)

cuja solucao numérica assintética z — oo é conhecida. Para fazer a comparacao precisaremos fazer

a seguinte transformacao:

B.31
3G/ 77+ 27G12 ( )

D"I’—‘

nzu,—l—i = l[euz_—f—G'lu?’_]

2 263
3G1 h le N

Portanto, a equacao (B.27) fica:

(3) _ ihm ) _’1 €2 B.32
“r AtCc—c {h27G'2}/dneXP{ [h eI (B-32)

Para compararmos esta tltima integral & de Airy, o ultimo passo é fazer a transformagio

5 \1/3 ]
t= (ﬁ) 7. Assim, temos:

~1/3 - ) 5 ] 1/3
3 _ (_h __thm i_2e Y R SO
i _<3G’1> A+C—eexP{h27G’12}Al o <81G,14h2> - (B33)
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Portanto, quando detL tende a zero, a integral (B.1) pode ser escrita em termos da funcdo
de Airy, que pode ser calculada numericamente. O tamanho da regido de singularidade pode ser
estimado fazendo |z| = 1 no argumento da funcido de Airy. Isso leva a e =~ hl/g, que vai a zero

lentamente quando h — 0.
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Apeéndice C

Segundas e Terceiras Derivadas da

Acao Complexa

Neste apéndice, desenvolveremos uma maneira de calcular numericamente as segundas e terceiras
derivadas da acdo complexa S, para wma dada trajetoria. A idéia bésica deste procedimento é
comparar duas expressoes, tal como fizemos quando derivamos a equacao (3.7). Note que esta
expressao mostra como calcular as segundas derivadas de S numericamente, pois existe uma cor-
respondéncia entre elas e a matriz de estabilidade M, a qual, no capitulo 2, mostramos como
resolver (equacido (2.14)). Assim, podemos dizer que a expressao (3.7) foi obtida da comparacao

entre a equacao (2.13) e a expansio (3.6).

Para calcular as segundas derivadas de S, o procedimento é exatamente o mesmo, com a
diferenca que envolve a equacdo (2.13) e a expansao de (3.16). Por outro lado, para calcular
as terceiras derivadas, precisamos desenvolver uma expressdo andloga a (2.13), mas que leve em
consideragao corregdes de ordem quadrética, e precisamos expandir a equacgao (3.16) até segunda

ordem.

Sendo assim, no primeiro tépico deste apéndice, desenvolveremos a expressdo equivalente a
(2.13), estendendo-a até a ordem quadritica. Em seguida, faremos a expansdo da expressao (3.16)
também até segunda ordem, e a deixaremos num formato conveniente para a pretendida com-

paracdo. Finalmente, no terceiro tépico, mostraremos como calcular as derivadas de S.

1) Equacgoes de Movimento - Expansao até Segunda Ordem

As equagoes de movimento (1.36) sdo escritas como:
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Uy 0 0 —i/h 0 H,, OH [Ou,

a | _| 0 0 0 —i/h Hu com b’ = 31?/31@

By i/h 0 0 0 H,, OH [dv,

By 0 i/h 0 0 H,, OH v,
. AN N y

r J h

Como o nosso préposito é estudar a vizinhanca de uma dada trajetéria r(t), definiremos uma

trajetéria vizinha r = T + dr, e realizaremos a expansido da equacio de movimento em torno de

r(t):

Y ] [ 7 I "
iy Hypu, Humuy Hy ., Humvy g orT Hu, or
. e = pal nd T "
(Suy -] H’LLy’LLm Huyuy Huy’vm Huyvy 6Uy i lJ or Huy or
. d ol s e T "
67)90 vaum Hv,uy vavm Hvz'uy (S’Ux 2 (51‘ va (51‘
. d ad d d T 1
(S’Uy Uy Uz Uy Uy VyVa Uy Vy (S’Uy (51‘ Hvy (51‘
0
sendo que:
Hozumum Haumuy Hozumvm Haumvy
" Hauyum Hozuyuy Hozuyvm Hauyvy
H, = . . . N , para o = Ug, Uy, Ug, OU Uy.
Hakuw Havzuy Ha'um'um Q Vg Uy
Havyum Havyuy Havyvz Q Uy Uy
Definimos também:
- 0*’H . 93 H
H.p = 95 00 e Hup, = 595 9a | - para a, B, 7 = Uz, Uy, Uz, OU Vy.
r F

(C.3)

(C.4)

No capitulo 2, quando néo incluimos corre¢oes de ordem quadratica, mostramos que a evolugao

temporal de um deslocamento, em torno do ponto inicial de uma trajetoria, era dado pela expressao

(2.13). Como agora consideramos corregoes superiores, escreveremos o deslocamento final or(t) em

funcao do inicial dr(0) da seguinte forma:

Oug () du,(0)
s ® | | 0 |,
du, (t) dv,(0)

(t) (0)

duy (0

orT(0) Uy, (t) 6r(0)
or’'(0) Uy, (t) 6r(0)
ort(0) U, (t) or(0)
6r7(0) Uy, () or(0)

(C.5)



Nesta expressdo, se conseguirmos uma expressdo, em funcdo da trajetéria dada, para as matrizes
M e U,, para @ = g, Uy, Vs, Uy, N0SSa primeira tarefa estard cumprida. Portanto, para atingir

este objetivo, derivamos a tltima equacao:

iy 11, (0) orT(0) U,, or(0)
Gty | _ N 1, (0) N 517 (0) Uu 5r(0) ©6)
00y dv,(0) or™(0) U,, 6r(0)
5y v, (0) or™(0) U,, or(0)
e a substituiremos na equacao (C.2):
11, (0) orT(0) U,, or(0) Sty or” H, or
N S, (0) N 6r7(0) Uu ox(0) | _ - du, Ry orT Hu or ©.7)
dv,(0) orT(0) Uy, 6r(0) vy 2 or" H, or
v, (0) or™(0) U,, or(0) v, or” H, or

Usaremos, entdo, a equagdo (C.5) para eliminarmos dr desta ultima equagdo. O primeiro termo

do segundo membro da equacao (C.7) fica:

)
Oy ou,(0) ort(0) U,, or(0)
TR duy M duy(0) N ér’'(0) U, 6r(0) ’ (C.8)
Ovg 0v,(0) or’(0) U,, ér(0)
dvy dv, (0) or’ (0) U,, or(0)
\ sr(0) oz )
E o segundo termo do segundo membro da equagao (C.7) fica:
5T o (627 (0) MT + 627 |H!_ [ M 6r(0) + bz]
1| o, o L 17 (0) M7 + 627 |H), [ M 62(0) + 52| s
2° [ o7 H or | 27| [6xT(0) MT + 527 |H._ [ M 61(0) + 62| '
5T H, o 617 (0) MY + 527 |H,, [ M 6r(0) + oz

Desprezando as ordens superiores a segunda em dr, reduzimos a equacdo (C.7) a:
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ou,(0) orT(0) U, or(0) du,(0)
NI Su, (0) N 67 (0) Uu ox(0) | _ T HM Su,(0)
dv,(0) orT(0) Uy, 6r(0) dv,(0)
bv,(0) orT(0) Uy, 6r(0) bv,(0)
6rT(0) U,, 6r(0) or’ (0) MY H,, M 6r(0)
67 (0) Uy, 6r(0 orl'(0) MT H,, M 6r(0
wn | (0) s, or(0) Y (©) " r(0) . (C.10)
orT(0) U,, r(0) 2 or’(0) MT H, M 6r(0)
orT(0) U, or(0) or”(0) MT H, M dr(0)
Igualando as ordens, podemos obter:
M = JH"M, (C.11)
A T n
[0.], [v..], [, )
[UUy] ij " [U“y] 7 1 [MT Hu” M] 7
34 | =JH o427 LA I (C.12)
[0..] o], | 2| Py
*Lij lij Y
e T 12
[va]z'j [va]ij [M H, M] ij

o que resolve completamente U, e M e, consequentemente, a equacio (C.5), dadas as condicoes de
contorno M(0) = 1444 e Uy (0) = 0, obtidas diretamente da equacdo (C.5). A expressio (C.11) é

a expressdo ndo discretizada da equagédo (2.13).

2) Obtendo a Expressao para as Derivadas da Agao

Agora vamos deduzir uma expressdo para as derivadas da acdo S, que possa ser comparada a
equacao (C.5), uma vez que mostramos que U, e M podem ser calculados numericamente. Par-

tiremos da relagio (3.16), que serd escrita como:

ol i/h 0 0 0 Su, 0501,
! ) S S I
vl | 0 im0 0 LS:U’J , com s = 6‘?/8% (C.13)
’l)g 0 0 —i/h 0 Su;, (98/511,;
o 0 0 0 —i/h Su 0S /oy
—_— ~ N——
v K s
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Expandindo S até segunda ordem obtemos:

(52}; Su’z u!, Su’z ul, Su’z u!! Su’z ulf (5114; 51~1TSZ; ou
! & & & & i ST QI S
5’Uy _K Su;ulz Su;u; Su;u/m/ SUQJU;,' 5uy n IK on Su; én (C 14)
= N _ ~ " — . R s .
(S’U/II Su;’u; Su;’u; Su;’u;’ Su;’ug 6u;’ 2 5UTSZ// ou
z
" Q Q Q Q " ~TQI S
N—_——— ~ —_———
ov g Ja
com:
Soz ul, ul, Soz u’mu; Soz wl ul! Soz u’mu’y’
& Sa u! u! ga u! u! Sa u! ul! Sa u! ul!
Sh=| _ vro vy Tovie U para o = Uy, Uy, Uy, OU Uy. (C.15)
Sa ul! ul, Sa u’m’u; Sa ullul) Sa u’m’u;’
Soz u’y’u’m Soz u’y’u’y Soz u’y’u’m’ Soz u’y’u’y’
Definimos também:
. »’S . »S
Sog = e Sogy = ————— para a, B, ¥ = Uz, Uy, Uz, OU Uy. C.16
57 8B dal| 577 9v08 da| . > T PR Ty (C.16)
r r

A idéia agora é simplesmente manipular a equacdo (C.14) de forma que os deslocamentos finais

fiquem escritos em funcdo dos iniciais. Para auxiliar esta tarefa, definiremos:

sul 1000 du, 000 0 Su!
ou’ _ 01 0 O ou' N 0 0 0 O 5uZ (C.17)
su” 000 0 ! 1000 su | '
sul! 000 0)\ s 010 0)\ s
SN—— ~~ ~~ S——
on A or(0) B or(T)
dv} 0010 ou 0 000 oull
! ! "
duy, _ 0 0 01 ou N 0 0 0O duy, ‘ (C.18)
5v" 000 0 5v! 0010 5o
svl! 000 0)\ o 000 1 5v!!
\—\,_/ ~~ ~~ \—\P/
v (@] ar(0) D or(T)

Desta forma, temos:
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C or(0) + D ér(T) = K S"[A 6r(0) + B or(T)] + LK w

1
2

= (D-K§"B)or(T) = (K" A - C) or(0) + 1K w (C.19)

= o1(T) = (D—KS”B)_l (KS"A—C) 5r(0)+%(D—KS”B)_1Kw.

Esta expressdo é aquela que pretendemos comparar & equagido (C.5). Sé resta fazer algumas

consideragoes com relacdo ao vetor w:

A 60(0) +Bor(T) |7 S,, [ A 6r(0) + B or(T)|
(A 5r(0) + B ox(7) | 8, [ A 62(0) + B ox(T)]
(A 62(0) + B or(T) |7 8., | A 6x(0) + B 6x(T)]
(A 6r(0) + B 6x(T) [ A 61(0) + B 6x(T)]

(C.20)

Nesta tltima equacgéo, precisamos escrever ér(7T') em fungio de dr(0). Paraisso, usaremos a equagao

(C.5) até a primeira ordem:

A 6r(0) + B M or(0) |7 S, [A 6r(0) + B M ér(0)]

A 6r(0) + B M or(0) |7 S, [ A 6r(0) + B M or(0)| con
w = L = ~”y L 4 .

A 6r(0) + B M dr(0) |7 S, | A or(0) + B M dr(0)

A 6r(0) + BM or(0) |7 S", [A 6r(0) + B M 6r(0)]

De modo que obtemos:

orT(0) (A +BM)T'S,, (A +BM)r(0)

s7'(0) (A +BM)"'S”, (A +BM)dr(0) c22)
w = Y .

orT(0) (A + BM)” S, (A + BM) or(0)

o7 (0) (A +BM)” Sy (A +BM) 6r(0)

3) Comparando as Equacéges (C.5) e (C.19)

Em primeiro lugar, dezprezaremos w para calcular as derivadas segundas de S. Neste caso, é

conveniente definir:

[ s P (im0
&(T)_(W), “0)-(5‘,/)’ K_(O /h) c2



~ Su/u/ Su/uu
S"=1 - . (C.25)
Sl_l”ll’ Sl_l”ll”
Desta forma, temos:
s —(i/h)Swur 0
(D ~K§" B) N VL) (C.26)
(i/h)Swrar 1
Lo\l ihSzt, 0
(D —K§" B) — | _"Pwu , (C.27)
Swrar Syt 1
- i /B)Sww  —1
(k§"a-C) = (i/1)8s 7 (C.28)
—(i/h)Surw O

o que reduz a equagao (C.19) a:

—ihS .t ou’
. (C.29)

ou” -Sit Surw
5w | 70 [ b S — ] B S |\ o

Comparando a equacdo (C.29) com a (C.5) podemos escrever as segundas derivadas de S em funcio

dos elementos da matriz M (equacdo (1.30)). A relacdo que nos interessa é:

. Swuw Swur B Mz Myu —ih Mg}
§r=| - o ey D (ea0)
—ih (Myv M3 Muyu +Myy) ihMyyMgL

Su/ Su//
u’'ua u’'ua

Agora consideraremos o vetor w para calcular as terceiras derivadas de S. Podemos escrever o
- -1
termo (D - K9S B) K w da equacao (C.19) como:

orT LT S:, Lér

( sxT LTS, Lor )
(C.31)

S| .

—1

\‘ Su// u'’ Su,u

11
uy

orTLTS), Lor or" LTS, Lor
"\ aTLTS), Lor orTLTS,, Lor | |
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Sendo que definimos (A + BM) = L e foi omitida a dependéncia temporal em Jr(0)(— Jr). Ree-

screvemos (C.31) como:

inor! { S;,lu,,)n LTS, L+ (S;,lu,,)12 L'S, L} or
Syt ) LTS, L+ (s;,lu,,)‘ LSy L}or

,,)12 LTS, L= LTS, L} dr (C.32)

orT { (SwnrSih ), LTSy, L+ (SwrwrSgh ) 178, L— LTS, L} or
21 z 292 Yy y

Ou, de modo equivalente:

gap ()7 v ]
N I I A e
P Bl |\ S ] [0 e

] [ o]

Como vemos, as expressoes (C.30) e (C.35) contém o resultado procurado.
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