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Resumo 

Seste tmbn!ho descrn.'olremos e aplicamos uma aproximação stmicfrí.s,.:cica para o pro

pagr1dor rm estados cot'{"(:n/es K ( z", :/.I) = (::"1 ('Xp( -1ÍI tji1) lz'), ondt H é o operador 

homiltoniano do sistema e lz) Tf')Jr'f.Mnlwn r:-.stados coerentes gerados pelo oscilndor 

h.armônico. A oproxinwção snnicfússica de l\"(:: 11
• z'. t) faz uso de uma apro.rimoçâ o 

de fast t::i/acionúria na qual trajf.tório.<; E$/aciowiria.'! t.:ri51tm un um espaço de foses 

u/utdido (compfc.ro). lJisso nsulta uma dinâmica complo:a que é estudada parn ha

mi/loníanos grmis quadráticos unidimtnsionais. o si.:,temn. da partlcula em 11ma caixa 

t um txtmpfo de sistona não fintar, o o .~ci!orlor quúrtico. Comparando-sE com o 

câlculo quântico uato. a prccúào da apro:rmwçâo sEmic!ássica é confirmada paro cada 

um dEsse s casos. Finalnnnlc o prous'W dE EspalhamEnto por uma barrcíra quadrada 

i tratado com suasso. uma situoçrlo para a qual nEnhuma aproximaçiio semiclássica. 

fa::cndo u,<o c.rclusiramolie dr:. trojr:.tórios clássicas (reais), u·isft para o regime de 

f.nugia aboi:ro do poltndal da barreira. Uma utensão do C011ceito de tEmpo de tmn:s

.sia clrí-5sico i feito pam o espaço complao, quto possibilita. calcular tempos de lr·an·.SSÚ.l 

parn a particvla quântica repre.~tntada por wn pacote de ondas de estados coerentes 

col!l tncrgia inicial ab01:ro do má :rimo de potencial da barreira. Propomos tal tempo de 

lral"C>Úa quântico corno um candidato ao tr:.mpo de tun.elamento de estados coErentes 

no (8paço de jaMS. 
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Abstract 

[n this u·ork tce derelop and apply a son{classical approximahon to the cohaent-state 

propagator E(z 11
, ::', t) = (z"l exp( -dit(h)lz'), 1rhae If is the Hamilton opaator for 

the sy.sttm and lz) npn;.sr;nts the coherent stotes of the harmonic o8cillator. The snni

c!assical K(z". z', t) makfs use of a .5fationar·y plwse approximation in which statiorwry 

trajtctories inhab1't an utEnded (complu) phase-space. This gins rise to a complex 

dynamics u·hich is studifd for gr:Jttrol qvadralic 1-d Hamiltonians, thc partich:-in-a-bo:r; 

and an e:rample of non-lintar systun, the quarlic oscil/otor. By compari11g u·ith a ju/f 

quantum calcufotion. lhe accuracy of the stmiclasbÍcal appro:rimalion is confirmui for 

each one of these cases. Finally lhe proctss of scaltEring lhrough a potEntial square 

barritr is .5:uccessjufly trEatEd. a situation for u·hich 110 ordirwry Mmicfa88Ícal mtfhod 

basEd entire/y upon c/as8ical {rwl) trajatories can account for in lhe ''undu barria-·· 

EnErgy ngime. An exlEnsion of tht c/assical trm·ersal time conapt to the complu 

space enuble 11s to calculate the trarersal linH;. for thE quantum partic!e repnMnfEd 

by a cohennt state u•are packEt u;hose initial araagr-; f;nergy is below lhe_ barriu· top. 

We proposr, .such qunntum frat·e-rsal time as n 8Ut8iblc canrbdate for the coherent-Ffate 

ltmneling time in phase-8pace. 
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Introdução 

~Iétodos scmirlássicos têm um longa história no estudo do comportamento dinâmico 

de vários sistemas quânticos. Seu desenvoh·inwnto marca a história do próprio desen· 

volvimcnto da mecânica quântica, tendo constituído anxiliar importante como ferra

menta de contcüdo heurístico. Idealmente métodos scmiclássicos (ou tâmhém quase 

clássicos) são capazes de descrever hem o comportanwnto de funçôes quânticas como 

expansões em torno do comportamento clássico. Existe um limite característico que é 

o regime quase clássico. isto é. quando a ação associada ao sistema quântico é m11ito 

maior que a ação fundamental ft (ou. de manf'ira análoga. quando h- 0). IncPnti

vado em parte pelo desenvolvimento de tais métodos. ua.sceu o estudo da transiç.ào da 

mecânica quântica para. a. mecânica clássica. Esse estudo adquire aspectos dramáticos 

quando é aplicado ao comportamento de sistemas ditos não integráveis, on seja, siste

mas para os quais o espaço de fases é quase que completamente cheio de trajetórias 

caóticas. ao invés de toros ill\·ariantcs [1]. L ma situação aparentemente paradoxal 

surge quando se considera o fato de que, com a e\·olução dinâmica de sistemas não 

integráveis, estruturas clássicas cada vez mais complexas aparE>cem no espaço de fases. 

Por outro lado, o princípio de incerteza proibe a formação de estruturas a.baixo de 

uma certa "precisão"' determinada por h. Tal situação ma11ifesta-se sob dois aspectos 

diferentes: quantização semiclássica e dinâmica semiclássica, e tem constituido terna 

de importantes debates [1], onde a Yalidade e limite da aproximação serniclássica são 

analisados. 

Paralelamente procedimentos semiclássicos também dependem do tipo de repre

sentação quântica utilizada. Um estado quântico IW) pode ser escrito em div('rsas 

"P">entações, p. ex., w(x) ~ (xlw), W(p) ~ (plw), W(o) ~ (olw) (a~ q + 'P), e 

todas são equivalentes no sentido de existir uma transformação entre elas. Métodos 

semiclássicos muito conhecidos existem para integral de trajetória na representação 

de coordenadas, (x"lt.-rp(-IÚt/hJl.r'). que é conlwcido como express<'io de Van \'leck

Gutzv.:iller (VVG) [2. 3]. Essa aproximação é do tipo fase estaciouária, cujos pontos 

estacionários são as próprias trajetórias dássicas que vào de .r' a1é J.J' no tempo t. 
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Expressões scmiclássicas análogas existem para o propagador cm momento X(p", p'. t) 

[3]. O estudo do limite semiclássico de sistemas quânticos é 

do espaço de 

muito enriquecido se 

fases for introduzida. uma representação que faça uso de coordenadas 

A funçã.o de Wigner [·+] foi originalmC'ntc criada p8.ra tal propósito. isto é. conciliar 

sistemas quânticos do ponto de ,·ista da mecânica C'.qatística com o csp,ço de fases do 

sistema clássico equiwlente. A partir da suaYização da função de Wigner. obteve-se a 

chamada distribuição de liusimi [5]. que é simplesmente a projeção do estado do sis

tema em termos dos e.stados cocrçnfts. Est::J.dos CO(']'('nks constit11cm o ohjeto principal 

deste trabalho. Tais estados são de há muito conlwrirlos cm óptica qnântira. tendo 

papel fundamental na teori<J. quântica da coerência. (mde descrevem o comportamento 

de campos quânticos de coerência complet<J. :6. o: .. \qui estados coerentes são usados 

com referência à representação por eles exibidil: {z:W) é a projeção do estado IW) no es

tado lz) gerado pelo oscilador harmônico. que por sua \-eL depeude de quatro números 

(para sistemas com um grau de lilwrdadc). posição e momento médios e incertezas 

características. Kão obstante a arbitrariedade ua definição dos estados coerentes ser 

considerado 11ma desvant<J.gem da representação. diversas outras V<J..nt.agens (segundo 

.-\.\'aros[:)]) ex.istern. que justificam plella.mente o estudo e aplicação da mesma. 

;.Jeste trabalho descreveremos os fundamentos de um método serniclássico para o 

propagador em estadas coerentes I\" ( z". z', t) = { z"l exp( - 1 fi t / 1i) I z'). onde fi é o ope

rador hamiltoniano do si'itema. O estudo desse objeto é bastante importante, 11ma 

vez que ele constitui ferramenta Yaliosa no e~tudo da dinâmica no espaço de fases df' 

sistemas qnânticos parametrizado pelos rótulos de lz/, que fão a posiçãD e o momento 

médio. Por outro lado, a partir do propagador. podemos construir a evolução temporal 

de nm estado inicial lz',l) que, projetado no espaço de coordenadas, representa um 

pacote dé incatua m{ninw ('>, como taL representa também o que mais próximo ~e 

pode chegar de uma partícula clássica. A análise do propagador cm estados coeren

tes também está intimamente ligada ao estudo de fm1ções de correlação. que tem um 

interesse especial em química teórica [9]. Em particular, como sugerido por E. Heller 

[lO]. a dinâmica molecular para tempos longos pode ser descrita por um conjunto de 

gaussianas1 [11], que dão conta do processo de decm•r€ncia melhor do que a eYolução de 

apenas um pacote. Partindo-se do propagador em estados coerentes é po~;-,Í\"('>] chegar 

1Conhecido como método FGA (frozen Gau5~ÍRll Approximation). 
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a uma expressao semidássica para K(x" . . r 1
• t) [12]. que é análoga àquela obtida por 

outros métodos. mas que tah·ez contenha correçõcs adicionais. 

A essência da aproximação semiclásS: cn aqui dE>scrita é o método de fase est acioná1·ia . 

.:\esse método faz-se a busca de todcs os poutos estacionários compatíveis com os 

YÍnculos do propagador em todo o c~ paço de f<J.ses. Como os rótulos do propagador 

excedem o número de parâmetros que caracterizam o movimento clássico (uma tra

jetória clássica). é necessário urna incursão fora do plano real durante a busca dos 

pontos estacionários. Resulta então que a aproximação para K(z 11 .z1,t) é dada como 

uma expansão cm tOTllO de novas trajetórias clássicas. que habitam um espaço de fases 

de dimensão extendida. Chamamos esse espaço de f.'-]Jf1ÇO de fosts cornp!t.ro. Surge 

então uma no\·a dinâmica clássica. a dmâmica complr~xa, cuja importàitcia se justifica 

no est11do de sistemas quânticos para os quais uenhum movimento clássico exista. O 

exemplo mais pat<'nte de tais sistf'mas são os sistemas quânticos apresentando tunela

mento. onde foi possíwl mostrar que trajetórias complexas dão conta. da amplitude de 

transição por uma barreira de potPncial maior que a energia do estado inicial. 

.:\este trabalho dedicamo-nos ao estudo de sistemas uHidimensionais, que represen

tam simplificadamente grande parte de sistemas físicos gerais. Ressaltamos o caráter 

pioneiro de tal estudo, já q1Je soluções eslilcionárias como a do tipo que estudamos 

aqui só tinham ~ido obtidas pari\ sistemas exlremanwnte simples com pouco interesse 

geral. Generalizações para sistemas com mais dimensões são possíveis, urna \-ez que as 

expressões sPmidássica obtidas, em particular a Eq. (LS4), valem para sistemas com 

dois graus de liberdade, com os rótulos do propagador subtituidos por quantidades 

\"€toriais. TntuitiYamcnte acredita-se que essa expressão possa ser generalizada para 

si~ temas com mais graus de liberdade [18], não obstante a complexificação do espaço 

de fases ser aparentemente um obstáculo à determinação das trajetórias estacionárias. 

O trabalho está di\'idido cm quatro capítulos. X o Capítulo 1 é feita a exposição da 

teoria. onde se obtem a expressão para o propagador semiclássico e aplicação para 

algun~ sistf'ma:. simples. X o Capítulo 2 descreYemos um procedimento numérico para 

a determinação das tril.jetórias complexas, que obedecem a condições de contorno es

peuaJs. :\o Capítulo :3 estudamos o problema de urna partícula presa em urna. caixa 

(poço infiJ1ito). onde detC'rminarnos as trajetórias e propagador para os elementos di

agonais. Sistemas tunelantes são est1.1dados no Capítulo -L onde fazE>mo.;; um estudo 



11 

geral para o movimento próximo a 1Jill ponto hiperbólico (potencial harmônico inver

tido) e estudamos a evolução dinâmica do propagador Plll e~tados coerentes para uma 

partícula espalhada por uma barreira quadrada. Em todo o trabalho os resultados 

semiclássicos sáo comparados aos equh·alentes quânticos PX<'ltos quando a aproximação 

não resulta ex a ta. Finalrnen te na con cl·J são comentamos os prici pais resulta dos obtidos 

e as perspectivas futuras. 



Capítulo 1 

Propagador em Estados 

Coerentes 

"[Jnsae Wellengruppe hãlt dautrnd zusamnu:n, brf:itr.t sich mcht im LüufE der ZEit 

auf Ein immer grOfies G'Ebitt ous, crie man u sonst, ::. B., in der Optik. gucohnt ist." 

E. Schr0dinger1 

Representação de Estados Coerentes. 

O conceito de estados coerentes parece ter sido introduzido por E. Schrüdinger em 

1926 como sugere a passagem acima. O estudo sistemático desses estados só se deu 

bem mais tarde. com a óptica q11ântica, graças à equivalência dinâmica entre os estados 

do oscilador harmônico e os modos de oscilação eletromagnéticos [14]. 

Inicialmente faremos aqui uma breve recapitulação de como estados coerentes são in

troduzidos como uma rPpresentação possível para estados quânticos gerais. A descrição 

abaixo é feita para sistemas unidimensionais, mas uma generalização para sistemas de 

mais graus de liberdade é possí\-el. 

1 ''\osso pacote de ondas permanecE" coeso. nào se espalha em regiões ma1ore~ com o tempo. 

ao mvés do que <"SI amos acostumados a ver cm óptica·' Tradução do autor \"er refereuCJa 

[1 :]] . 
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CAPíTUO 1. PRQP,1GADOR E.\1 ESTADOS COERENTES 

É bem sabido que o operador mtit{trio de Weyl [J.:í] é capaz de gerar, pela aplicação 

de 

)z) ~ exp(zái- z"â))O) I u J 

sobre o estado de vácuo denotado por [0). os Pstados [z) que, expandidos na lúl.SC de 

estados do oscilador harrnônico [nj. se escre\"em por 

( 1.2 I 

Em (1.1 ). os operadores a e a t sâ.o os operadores de criação e destruição das autofunções 

do oscilador harrnônico (uma di111Pnsão). 

. 1 ('Í fi) 
O= V2 &+/c . ·i 1 (" fi) a. =- -- l- • 

,Ji b c 
( 1.3 I 

onde b e c medem os desvios em relação à média dos valores característicos de nm dado 

estado[.:). ij e j) são os operadores posição e momento .. \la. verdade, os estados [zj são 

auto-estados dos operadores à e áT. com autoYalores dados por 

(lA) 

respecti\·amente. Aqui p e q denotam a média em posiçà.o e momento para esses esta

dos, respectivamente. Ao longo de todo o trabalho. iremos tratar pacotes de mínima 

incerteza. ou seja, estados tais qll€ bc = n .. 
O nome coenntEs vêm da propriedade especial des~es estados para os sistemas 

harmônicos, i. e .. de não perderem coer€ncia. com a evolução temporal. A projeção e 

descrição em termos de estados coerentes I:::J de um estado quântico genérico 6 possíwl 

[2], e uma resolução de unidade c:Jst.e. 

J d'' -,:-)z)(z) ~L 
" 

(1.5) 

A projeção de lz) sobre o espaço de configurações pode ser escrita como 

(u; I 

que representa urna onda propaga11do-se na direção de x positivo, com momento carac

terístico p e dist.ribui(;ào de envelope gaussiana ao redor do valor médio q. "\ projeção 
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no espaço de momento tem forma idêntica. com momentos trocados por pos1çoes. e 

O trocado por c. Estudando-se estados quilnticos na representação 1-:), explonnnos 

ao máximo a falta de privilégio entre as variheis q e p, o que viabiliza um estudo 

semiclássico da eYoluçâo dinâmica de estados quânticos no espaço de fases. 

1.1 O Propagador em Estados Coerentes 

O objeto principal de e~ tudo deste traballto é o propagador. Há urna euorrne literatura 

sobre propagadores qn.'lllticos, inicialmente estudados por Fcymnau [16]. Entretanto 

propagadores na representação de estados coerentes só receberam maior atenção a 

partir dos trabalhos de h:lauder [17]. Aqui aprt>sC'ntarC'mos os passos Hecessários à 

obtenção de uma forma scmiclássica dos propagadores na rcpresentaçào 1::-), que será 

usada no estudo de sistemas uni dimensionais somente. Este estudo é parte i11tegrante 

de um estudo muito mais detalhado [18] a ser publicado posteriormeute, oHde uma 

amplicação par(!_ ~istemas com duas dimensi'les é tratada. Yeremos q11e a. aproximação 

exposta a seg1lir lembra muito outras apro:ximaçÔ<'S scmiclássicas da literatura [21], 
onde trajetórias clássicas estacionárias são obtidas corno esqllf~]etos da aproximação 

semiclássica. 

Como estudaremos sistemas cuJa função hamiltoniana. é independente do tempo, 

podemos escren·r o operador de evolnçào temporal desde t' até (11 como 

Ü(t" -I')= exp [ _,fi(t"h- t') l , ( 1.7) 

onde fi representa o operador hamiltoniano. Chamaremos de propagador na repre

sentação de estados coerentes o objeto 

[((::". z', t"- t')::::: (z"IÜ(t"- t'llz'), ( 1.8) 

onde :: 11 e::' rcpr('scntam e!otados finais e iniciais respectivamente. O módulo quadrado 

de (1.8) repre.oenT<J. "probabilidade gO\-ernada por fi de transição entre os estados I:/) e 

;::")depois de um illten·alo de tempo 111
- t'. O elemento (1.8) pode ser decomposto em 

interYalos infinitesimais (ou propagadores infinit0~imais) pela introdução de resoluções 
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de unidade (1..5). tom o que formalmente escrevemos 

/·(-" _,,,-''i- J ;·'rr·-1 (d'=") (···' -·f"l'·l-. ) ~-,-di·!' I-) (1."J ("""''· - ... r. -},,<" -.\-J ... ,- 11 e -o, J 

;=I 

onde z 11 = z_v e z' = :::0 • ..\integral é formalmente escrita para o limite .V - oc c r - O. 

com ( = t1 - tj-l· Entretanto o propagador infinitesimall\(zk+J,Zh.c) de ordem k, 

no limite exposto acima pode se_r aprox.imado conn•rlicntcmcnte por 

Definimos 

e como 

então 

(zwiÍilz,,) 
( 2 ~c+d 0 1) • 

(-. 1- ) - exr· ( 
1 1· I' 1 1- I' + -· · ) -~>+1 <-k - ~ -2 -k+l -2 -k -k+l"k , 

(1.10) 

I 1.11 I 

(1.12) 

(l.l tl) 

Com a expressão ( 1. L3 ), podemos t•stre\·er formalmente uma aproxhnaçilo para o 

propagador (1.8) na forma 

''(-:-" ,_I t"- t') ~ _[\ - . -'. (1.1-l) 

onde a dependência temporal, bem como o limite (____,_O cstào subentendidos. O passo 

seguinte é a resolução de (1.14) p€'la aproximação de fase esta-eionária. 

1.2 Aproximação de Fase Estacionária 

Consideremos integrais do tipo 

[(À)~ r g(z)exp[À<r(z)]dz, lc ( 1.1.)) 
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onde g(z) e w(z) sào funções analíticas da Yarián'l cmnpl<:>xa z em uma Cf'rta região D 

contendo o contorno C e À um parâmetro positivo. A aproxlmaçào de fase estacionária 

(ou também chamado stupesl desant nuclhod) obtém urna <l.proximaçào para J()..) no 

ürnite ,\ - ex;., A teoria. de funções complexas permite deformar consider<J.velmente o 

contorno C sem mndar o valor da iniE>gral. Essa deformação consiste na SlJbtituiçáo 

do conton10 originaL ou divisão dest.e Pm sub-contornos, de forma a levar em conta as 

maiores contribuições no limite À - 'X!. que provém dos chamados pontos rr/ticos ou 

pontos de josE tslocionána. 

De acordo com H. Bleinstein [19]. a aproximação é feita basicameute rm cinco passos 

essenciais: 

1) ldeutifica~·ão de todos os pontos críticos: 

2) Determinação das cun·as de slaput dt..<.cr:.nt passando por cada ponto: 

3) Justificação. via teorema de Cauchy, da deformação do contorno original; 

4) Determinação da expansão das integrais que vem do contorno deformado: 

S) Soma das expansões assintóticas de cada contribuição. 

Os pontos críticos Z são aqueles que satisfazem à eqnação 

dw 
dz = 0

' 
(1.16) 

no caso de um ponto de cela de primeira ordem. I~ fácil n•r que, no limite), - x, esses 

são os únicos pontos remanescentes que contribuem significativamente para a integral 

(1.15), já que, fora desses pontos, o integrando varia rapidamente no limite, resultando 

em uma contribuição que vai a zero para a integral final. As trajetória.s de declive 

descendente ou ascendente (stt.epest descent or oscwt) são aquelas que emanam deZ 

e cuja deriYada atinge um máximo em módulo (má.x.imo descendente ou ascendente 

respectiYamente). Essas cunas são soluções da equação [19] 

'.l[w(zJ] = '.l[w(i)]. (1.17) 

"C sando-se o teorema de Cauchy. justifica-se a deformação do contorno original, que é a. 

parte mais critica do processo de integração. Isso porque cada problema tem seu con

torno defi11ido e. além disso. podem haver pontos críticos cuja contribuição resulte em 

urn res1lltado não esper<~do a priori. Tais pontos são chamados inrulmi.~.:;/rEis e devem 

simplesmente ser desconsiderados. Veremos que tais pontos também podew ocorrer 
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na aproximação a.ssintótica de um funcional (Capítnlo 3}, como é o próprio propa

gador aproximado na representação de estados coerentes. A soma das aproximações 

assintóticas é finalmente feita, se mais de um pauto crítico rxistir. Para um ponto 

crítico de primeira ordem (que é o tipo que nemos considerar), a expanão final f('Snlta 

(1.18) 

onde a= arg[w"(i)]. Aqui p =O, L de acordo com a dircção de decliYe descendente 

tomada, qual das duas tomar depende do problema. O resultado acima foi obtido 

expandindo-se até seguuda ordem (admitindo-se que lr
11 (.'3) # 0). e fazendo a integral 

aproximada (forma gausc,iana). 

O ponto é que a integral (1.1.-1-} também podP S('f aproximada via método de fase 

estacionária com À= h- 1 • O processo pode ser Yisto {·orno a aplica.cao do rno:'todo de 

fase estacionária a um limite de infinitas integrais e, ao inn;s de pontos estacionários. o 

passo 1 descrito anteriormente consiste na busca de todas as lrajdórias Esforionórios 

que contribuem significativamente para o integrando. O espaço onde essas trajctórias 

existem é o espaço de fases (pela forma de .z dado em (1.--t) ). Já podemos perceber que 

as trajetórias que contrihnirão significatiYamcntc para a aproximação do propagador 

são as trajet.órias geradas pela dinâmica de alguma representação de il(z). Todos os 

passos descritos anteriormente podem aqui ser aplicados. se bem que o passo 3 ainda 

mereça alguma análise posterior. O passo .j consiste na :,o ma das diversas contribuições 

(diversas trajetórias satisfazendo aos mesmos vínculos do propagador). 

Levando em conta essas considerações, notamos que o argumento da exponencial, 

função S, deve ser estacionarizado, 

(1.19) 

I 1.20 I 
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pelo que obtemos o par de relações discretas 

~o. 

::\o limite do contínuo. obtemos as relações 

lfJll 
-ftüz*" 

k ~ 1. 2.- ... .1"- 1. 

k ~O. 1. ..... Y- 2. 

z -
lfJil 
n fJ:: 
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(1.21) 

(1.22) 

onde Ii= {zliflz). :\s soluções das relações (1.22} foram di~cutidas parcialmente em 

[11] e [18], e o ponto fundamental diz respei1o às condições de fronteira.. Se tentarmos 

resol\'er as relações (1.22) com z(t') = z' e z~(i 11
) = z 11

~. vemos imediatamente que tais 

condições restringem mtJito o conjunto de soluções possívieis. De fato. como pode haver 

uma trajetória em um espaço de fases de duas dimensões se z', z"~ e t 11
- t' são dados 

(5 parâmetros)? _-\. maneira de resoher tal restrição é dada pelas equações discretas 

(1.21). onde notamos q1Je zõ e::.\' nunca aparecem. Assim sendo, deve-se procur;u por 

soluções de ( 1.22) com z( t') = z' e z•( t") = z"~, mas z"( t 1
) # z'• e z( t") # ;: 11 • Soluções 

gerais satisfazendo às condições acima existem em um espaço de fases complexo, razào 

porque a aproximação semiclássica do propagador em estados coerentes tratado aqui 

vai se basear totalmente em trajetórias estacionárias em um espaço complexo. Devido 

a essa diferença nos pontos de fronteira da soluções, tudo acontece como se as variáveis 

z e z· não fossem complexas conjugadas uma da outra. Trabalhos na. mesma direção 

já foram feitos [20]. sem, entretanto, procurar diretamente soluções para equações do 

tipo (1.22). A fim de facilitar a notação das condições de contorno e, dado a \"ariedade 

de soluções obtidas. usaremos uma noYa notação, onde as variá\·eis u e v snbtituem z 

e z", respectivamente. Assim escrevemos (bc = 11) 

u ~ _I (~+,E) . 
v0 b c 

I 1.23 I 

que substitiH'm (I.!). com a diferença de que agora q e p são Yariáveis complexas. 
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Sessa nova notação, as relações (1.22) tornam-se2 

I 
. _ Dil 

1/U- ~· 
uv 

que obedeçem às condições de contorno 

/ = u(t')::: 11' = 

i)/] 
- (fâ ::: 

Du 

"* " 11 1 ( r/
1 p") = r(t ) =i' = V2 b- 1---;; , 
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I 1.21 í 

I 1.2.5 I 

onde q', q". p' e p11 são parâmetros reais. \"ote. também, que nada se diz sobre u" 

e 1/, que são determinados a poslcrwri a partir das soluções. As trajetórias clás~ita.s 

obtidas por esse tipo de din~mica exteJidida são muito peculiares. Adiantamos q11e 

todas as funções dinâmicas do sistema \·ào aprcsC'nt<H uma parte real e uma contra.

parte imaginária (que denotaremos com subíndices 1 e 2 respectivamente), isto é, 

podemos escren'r E= E1 + 1E2 para a energi<~ C'Xtl'ndia. e S::: St + 1S2 para a açào 

extendida. A liberdade na escolha dos parârnetos finais e iniciais é muito maior ou. 

de outra forma, a dinâmica usual pode ser vista como um snh-conjunto das soluções 

possíwis de (!.2.3). Esse conjunto tem a propri<?dade especial de que 

u'(l) =c·( I) (1.26) 

para todo t entre O e T. Isso quer dizer que. para trajctórias reajs, as trajctórias 11 e 

t' são conjugadas uma d<J. outra. Para tais t.rajetórias E 2 = O e ."h = O. }: possível, 

entretanto, encontrar trajetórias atípicas, para as quais a parte imaginária de alguma 

dessas funções é nula e, mesmo assim, a trajetória está fora do plano real. 

1.3 Forma Semiclássica do Propagador 

Denotando-se \li = 1Sj1i, então, nas vari:iveis u e r, podemos escrever de acordo com 

(1.19) 
S-1 

I: 11.27) 
k=O 

2\'e-se ll.(j1lÍ que o hamdtoniano efetJYO r H= (::ifl:). que a:,sume o papel de hamiltoni

ano clâssico F:ssa interpretaçào pode 5cr inserida dentro do conc('ito de princÍpiO de wrns

pondé1!tta fraco [24] 
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com os limites em!.: estabelecidos em (1.21). Se denotcnmos por ii:k = (/'k+I, ii);) como 

a trajetória estacionária, então a primeira variação dr \li cm relação a tal trajctória é 

com 

_V-2 DW 
IW ~L -D· Ó<H: 

~-=O lk+l 

I 1.28) 

(1.20) 

Já sabemos que a. relação ( 1.28) conduz às relações ( 1.2-'1) conforme a seção anterior. 

:'\osso objeth·o aqui é a\·aliar a srgunda Yariação PW. Es~a se t>scre\·e 

.Y-2.Y-1 J2W .\'-2_V-I iJ2\IJ 

L L O O lrHcÓlhJ +L L O ·• lc·,+,l"' + (1.30) 
.i=O ~-=I l'J+l l"k+l 7""0 k=l 1'y+tÔUk 

com 

iFW 
DukiJlLJ 

cf2w IED2flk+l/2 
o J ::= /j)k- b),k+I- -h Ü , Óyk· 
Ullj L'k+1 lljUVk+l 

Fazendo-se as somas. a segunda \"ariação de S. PS, torna-se: 

onde 

S-I ,V-2 

L 2fnf5q,6u~;- L (21h + 2tuCk+J/z) 6r~;+lbuk-
k=1 k=l 
\'-' .\'-1 

L 1ir.A.kb2t'k- L tuB;J/vk, 

~ !P fik+l/2 

t1 Jv~ 

(1.31) 

(U2) 

(1.3:3) 
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A substituição de (1.:32) em (1.14) resulta, a um passo antes da execução das integrais, 

em 

J ·(-" _,, , _ ['S(ür)] j ;·'rr'·' drulvr . ['ó'S(r")l 1. "' • "' • t - t ) - exp ~~ ... exp ~-. -
' ' 1) , k=J /L 211 

(L:l~) 

Como dissemos anteriormente 8S integrais em (1.3.±) [18] sã.o do tipo gaussiano, com 

argumento de exponencial não diagonal. t:ma tramfonnação diagcmalizadora 

entretanto, ser feita sobre (1.32). A forma final final fica 

0,N = 
o 
o 

o 

. " ,, , [T ['S(rv)] Jl.(z ,z.t -t)::::::y~exp ~n~. 

o o 
-EA,'\'-1 -(1 + EC,\'-3/2) o 
-(1 + EC.V-3/2) -EB.V-2 

Ü -EAV-2 

o o 

o 
o 
o 

pode. 

I 1.3.5 I 

( 1.36 J 
De fato. esse determin.,nte pode ser resohido definindo-se um determinante auxiliar 

L).~'lr: que é o determinante da matriz acima sem a primeira linha. e coluna. Assim. 

existem as seguintes rt>lações de recorrência 

-f.Bs-JD.~v + L\..v-t, 

-(A.V-1~]\'-l- (t + fC]\'-3j2) 2 !J.~V-1· 

Se definirmos 

9iv =~~'v, 

(1.37) 

(1.38) 

( 1.39 J 

então expandimos em primeira ordem (1. + fC_v_ 312 f ~ -1 + 21(("'-".J/2, com o que 

obtemos. no limite r- O. o par de equaçÕ('s diferenciais de prim<'ira ordem 

f = 18g. iJ = -1Aj- 21Cg. I L !O I 
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Se redefinirmos novamente as funções 

[ 
'" '' D' H l O(t"):::: j(t 11 )exp !__ ( - --dt" , 

h lo fJu8v [ 

,,_,, D2 H. l 
w 11 I 11 

;(t)=g(f)exp y;fo 81.dh .. ·dt ' 

I 1.11 I 
com as condições inidnis Q(ü') = 1 e ~,-(O)= O. obtemos o sistema. 

11A2) 

As relações (1.42) são justanwnte equações linearizadas de movimento ao redor de 

uma trajetória clássica (complexa) do sistema.. Assim o determinante de ( l.:w) é (com 

T=t"-t') 

~ = o(T) exp [ -* lT ;,~:v di], IU:l) 

1.3.1 Ação Complexa. 
Podemos escrever (1.19) na forma (já substituído o novo sistema de coordenadas 11 

e v dependendo do hamiltoniano clássico): 

I 1. 14 I 

Lembrando que na expressão original de S. Eq. (1.19). onde aparecem explicitamente 

z:.,,z.v e zozõ. substituimos v,vu,,_, por v_vz" e 1'o'llo por Voz'~. Com isso, a forma final 

no limite € - O fica 

S(1:
11

, u', T) = foT dt [ 
1
;

1 
(cU- i·u)- if( u. v)] -

1 ~ 1 ( v'11L
11 + v1u1

) + 1; (lr"l 2 + lu.'j 2 ). 

(US) 

Chamaremos a função ( 1.4.)) de ução parcial complexa. porque sua forma é reminiscente 

da ação clássica. usual. 

Definimos também a açâo comple:J:a, 

em termos da qual. usando argumentos \'ariacioJJais 11"uais. podemos obter 

~li'w'- i)S 
- Du1 ' 

fJS 
-E~~. 

iJT 

I UG I 

(U~I 
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onde E= fi( u, v) é a energia complexa. 

Falta, entretanto. <1 determinação completa da funçã.o ~do pré-fator do propagador 

(1.3.'5). Como vimos na seção anterior. (1.-12) represe11ta equaçües de rnoviment.o linea

rizadas ao redor de uma trajetória clássica. A identificação de S com a ação do sistema 

permite determinar Q(T) em termos de \·ariações da ação complE'xa .. Paril, tanto, consi

deremos uma trajetória que difira da trajetória estacionária (aquela que resolve (1.2-l)) 

pelas quantidades fm'. ln/. fr' e 8v". Tais difrrcnças po(k'm ser relacionadas us(lndo 

(lA I). pelo que 

(USJ 

I D2S. I fPS • 11 
-1tdJv = --vu + uv . 

8u12 8v 118u' 
Por outro lado. a~ relações (1.42) fornecem as mesmas Yariações usando as Pquações 

de Hamilton (1.24) . .\lais explicitamente 
2 - 2 -

bu = _2_ D li bu1 - _!:_{)H ér' 
h üuüv h fJv2 

2 - J2 -
6ú=..:_üHÓv1 +..:_r. Héu'. 

h fJufJv ft 8u2 

E-m termos de varia~·OI"s de S, invertemos (1A8) a fim de que 

onde .\:1 é a matriz de monodromia do sistema dada por 

( 
H'""- s""s'"'s~"'l 

-SuuS;;,} 

(1.49) 

(1..50) 

(1.51) 

. fJ2S [)2S [)2S 
Suu = au,2' Suv = fJntavll' S',_,_ = Dt"2' (1..5:2) 

Se bt·' :::; 1 e Óu1 = O. então podemos identificar <t>(T) em (1.50). levando em conta 

(1.-12). corno o(T) = éc 11 e. assim. como -(h.S,--;}. Finalmente temos 

( 
D

2
S ) _, [ , lT D2 !I l exp -- -, --dt . 

üu'Üt' 11 n. o 8uDv 
I U3 J 
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A forma final do propagador semiclássico na representação de estados coerentes 

torna-se 

} ··~ )I I J') ~ (; . u ' 

+ (1.54 I 

onde a soma representa a inclusão de todas as trajetórias estacionárias possÍYeis com

patíveis com os dnculos u" = ::"~. u' = z'. T =I" -1 1
• O t(>rmo contendo a representa 

a fase acumulada por 1S,_,v ao longo de uma tra.ietória. 

1.3.2 Aproximação válida no limite semiclás 
o 

SICO. 

É possín:l uma simplificação da relação (1.5-J) que tem Yalidade no limite semiclássico 

(isto é, "h verdadeiramente pequeno). Admitindo-se um sistema com operador hamil

toniano na forma 
-12122" H ~ -p· + -w q· + J.(q). 

2 2 . 

podemos escrever a forma suavizada. 

. 1 . 
H~ H+:/''"+ [J.(q)- \'(q)j, 

onde H é o hamiltoniano clássico (isto é. independente de f1) e 

l~'(q) = ~ 1 - ;= e-(x-q)"/b
2V(x)dx 

fob -= 

(1..'5S) 

( 1.56) 

(1.57) 

é a suavização gaussiana do potencial. LE'mhramos aqui que b = D.q, isto é, a. incerteza 

do estado inicial com relação à posição. Podemos verificar que, no limite b ____, O, 

reobtemos o potencial clássico. Para isso obser\'amos que 

1tb(.r- q) = ~1-e-(x-1)2jb2 
.,fob ( 1..\8 I 

é uma representa~·ão da função b(:r- q) no limite considerado. Se b for pC'queno. então 

podemos wr que 

I 1..59 I 
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Substituindo a expressão acima em (1.56) e notando-se que. se lfo = p2 /2 + .-J
2 q2 /2, 

então D2Jl0j8uDv = n. .... : e H= 1!0 + ((q) + hw/'2, com o que 

-- 1 82fi 
H-fio---- (1.60) 

2 Ju[)c 

para 1i ~O. Retornando às expres~ões (J..15) e (1..54), vemos que, se substituirmos a 

expressão (1.60) na forma de S, obtemos uma forma ··clássica'' (quer dizer, escrita em 

termos de parâmetros independentes de h nas funçõ0s dinâmicas) para. o propagador 

(1.-54). desde que também aproximemos Él por !I na segunda derivada desse elemento 

em (1.60). Assim 

e 

['"I . . ] '"1 " " "l 'hil "I' I 'I'J - ru- vu)- H(u, r) -- o u +v u +- v + u . 
2 2 2 

(1.61) 

Jl~;_ 0 (r
11 ,u 1 .T)=t-2•'- -2" - exp -S-+-n-a . " "I' 'I 'I' L ] I il'c~J I [' . J l 

J ~ h Du,Dv" 1i J 2 
(1.62) 

Aqui ("h - O) representa a aproximação descrita acima; <L saber, a substituição de 

fi por H onde quer q1H' aquele apareça, com a qual (1.62) é a forma semiclássica 

do propagador. Yálida no limite semiclássico [18]. O elcm<:>nto .._<; é a ação para essa 

aproximaçào 

(1.63) 

X o tratamento de sistemas com valores maiores de 1'1, porém, a forma (1.54) deve obri

gatoriamente ser usada, como veremos posteriormente no tratamento de espalhamento 

semiclássico. Adiantamos, entretanto, que a forma ( 1.62) foi usada com sucesso em 

dois sistemas (poço infinito e oscilador anarmónico), sendo que os resultados concor

dam grosso modo com os obtidos via cálculo de autofunções. mesmo para as regiões do 

espaço de fases de baixo momento. Para a aproximação que faremos a seguir, usare

mos também a forma (1.62), uma vez que faremos uma nova expansã.o do propagador, 

desta vez em termos de órbitas periódicas reais do sistema, o que é válido em princípio 

para estados quânticos para os quais tais trajet.órias guardem correspondência. Isso é 

naturalmente válido no limit(' clássico e para regiões de energia onde esse movimento 

seja permitido. 
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1.4 Aproximação real para elementos diago-
• nars 

Ainda segundo [18]. é possín~l uma segunda aproximação sobre a forma (1.62). Essa Sf' 

baseia em trajetórias reais tão somente. e se aplica portanto aos f'lementos ];'(z". :/. T) 

para os quais C'Xista. urna trajetória real desde z' até z" em um tempo r ::::: T. ~o 

maiona dos casos de interesse, sempre existe tal trajf'tória., como no caso dC' sistemas 

ligados. por exf>mplo. Há entretanto exemplos onde trajetória.s reajs não f'xistcm, como 

os sistemas de barreira de potencial, ond(> não é posshel expandir o propagador nes~es 

termos para a região de energia abaixo da barreira. Aqui trataremos exclusiYamente 

de elementos para os quais a aproximação possa ser feita por órbitas periódicas. 

r ma maneira simples de se introduzir essa aproximação é estudar o elemeuto dia

gonal (zlexp(-diTftr) lz), que têm uma interpretação física interessante. Parte-sr:• 

com um pacote gaussino lz) em t' =O, que é evoluído pelo tempo T pela dinâmica do 

sistema, e pergunta-se qual a probabilidade de se encontrar o estado final resultante no 

próprio estado inicial. Se o pacote inicial não sofre muitas distorções com a evolução 

temporaL é natural esperar-se que, scg1mdo o teorema de Ehrenfest, o pacote siga 

aproximadamente uma trajetória clássica. Nesse caso. a probabilidade será máxima 

toda vez que o pacote final se localizar próx.imo ao pacote inicial. Isso ocorrerá na

turalmente nas proximidades de uma órbita periódica do sistema, seja quando, para 

um dado T, lançamos pacotes iniciais com (p) e (q) próximos às regiões de existência 

dessas órbitas e quando T ~ Tn, onde Tn = nTo, sendo To o período primitivo da órbita 

periódica existente para (p) e (q), 

Em sistemas nnidimensionais ligados, todas as trajetória.s reais são periódicas. Em 

outras palaHas, para todo ponto z no espaço de fases, existe um tl?mpo r tal que o 

ponto final coincide com o inicial. Tanto para sistemas unidimensionais ligados ou 

abertos. um ponto inicial z' está ligado ao ponto final z" pelo tempo r correspondente 

ao tempo clássico de evolução por uma trajetória real onde, entretanto. o ponto final 

::"é muito especial (de fato. o ponto final não é dado). Quando ::1 =::".a trajetória é 

uma órbita periódica com o correspondente período. 

A aproximação rC'a] é f~?ita expandindo·se até segunda ordem a ação (1.61) aproxi-
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mada em torno da órbita periódica 

~ ~ _ ~ as , . 1 rPS -2 
S(z ,z.T) "S(z ,z.r)+ üT01 + 'ioPbl , 

onde bT = T- T. Ctilizando-se (1.41) e (1.46), encontramos 

as 
DT 

ôH Ov' , OH D'S 

onde aqui Eo é a energia (real) da órbita periódica. l:sando a relação 

H.:__ as _~,> _ _ os 
(h[h'".v - éJT' 

diferenciada em ambos os lados em termos deu', temos que 

rp.._ç .. fPS 
-.- = -Ul' =-a. 
()_T2 8u'8v" 

Substituindo as aproximações acima em (1..'5-l), temos 

(1.64) 

I 1.6.\ I 

( l.GG) 

(1.671 

I 1.68) 

k(z,z,T)::: 'D'Siz",z.r) ['·(. li' 'E( ') ' ( '] - exp -S z .z,T)- z --o T-T --0: T-T) . 
1i fJJL 18c·'' n. ' ' h 2!1. 

(1.69) 

Onde retiramos a soma sobre trajetórias possíveis, já que, para sistemas unidimcnsio-

nais ligados, só existe uma órbita periódica para cada ponto z do espaço de fases. 

Ao longo deste trabalho teremos a oportunidade de testar a validade da aproximação 

reaL calculando (1.69) para dois sistemas unidimensionais: o exemplo do potencial 

quártico (Capítulo 2) e a partícula na caixa (Capítulo 3). Os elementos diagonais são 

importantes na determinação de uma aproximação semiclássica para a função de Green 

na representação de estados coer<:!ntes, que é dada pela transformada de Fourier para 

energia do propagador temporal aproximado [18], 

, r~ 1<-I<P li' -h}c k(z.z,T)exp[,(E+'7)T(n)]dT~L ~_n , 
O nE~En+lf 

(L 70 I 

onde admitimos um sistema com distribuição de níveis não degenernda. O fator ",1 age 

como termo de suaYização. Como se vê em (1. -;-o). os resíduos na parte direita são as 

projeções de 1~,) nos estados jz). que são as funções de Husimi [5] (serniclássicas) pnra 

cada níYel. e os polos são os níveis de energia semiclássicos Ên-
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1.5 Exemplos Simples 

Alguns exemplos simples servem para ilustrar a aproximação semiclássica. que apre

sentamos. Particularmente interessantes, porque exa.tos, ou seja, a aproximação se

miclássica obtida coincide com o cálculo quántico exato. são o oscilador harn1ônico e 

a partícula line. 

1.5.1 O Oscilador Harmônico. 
Como gerador da representação de estados coerentes. a aproximação sc1niclássica 

para o propagador é cxata. :\a Yerdade~ todo sistema descrito por ha1niltonia.nos 

quadráticos tem aproximação semiclássica exata. Partimos da função ha1niltoniana 

clássica que é 
1 w2 

H= -p' + -q' 
2 2 

(1.71) 

com frequência característica w. Sob a aplicação ele (1.23), encontramos a forma 

quadrática 

( 1. 72) 

onde 
c; 2b2 + c2 

")= 
4 

(1.73) 

Como bc = h, então, na Yerdade, o hamiltoniano (1.12) só depende de um parâmetro 

pelo que 
21i2 

.\2 = ,, - "'--
4 

Aplicando-se (1.24), encontramos o sistema para u e v 

_, 
.\ 

(1.74) 

( 1. 75) 

A matriz característica de (1.75) tem auto-Yalores ±tw, de forma que uma solução 

gen~rica do sistema será 

( 1l(IJ) =c+ ( (),,~,+C- ( ~) e-•wt, 
r( I) 1 ~ 

( 1. 76) 
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onde 

(= 
'i - tt---'/2 
'i+ nc:/2. 

29 

(1.17) 

Aplicando-se as condições de contorno u(O) = u' e v(T) =v", encontramos c+ e c-. 
e as trajetórias complexas 

(1.18) 

( 1.19) 

Xote que, pelas equações acima, u"(T) fc c·" e 1·(0) fc u'·. O movimento simplifica 

bastante se considerarmos (=O ou 1 = n~/2. '\esse caso 

( 1.80) 

Notamos que u(t) op v•(t), a não ser no caso especial quando u' = v"• e 1' = 2nr. /w, 
com num número inteiro. Sendo a parte integral da ação (1.46) -nwT f2, temos 

I " ' T 1ú..:T S = -1t2u v e- 1
""' - --. 

2 
(1.81) 

A energia do sistema é 

E(v".u'.T) = flwu'v"e-l:.JT + 1'u.u . . 2 ' ( 1.82) 

onde notamos que a energia mínima é 11~ /2, como não poderia deixar de ser. De 

acordo com (1.81), 

azs - _,;,e-'~r 
ôu' 8v" - ' ( 1.83) 

e, como só existe uma trajetória para z". z' e T dados, o propagador fica 

( 1.84) 

que coincide com o propagador calculado a partir métodos quânticos usuais. Chama

mos a atenção para o fato de termos obtido aqui explicitamente a fase a do pré-fator. 
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1.5.2 Partícula Livre. 
Para a partículaline o hamiltoniano é simplesmente][ = p2 /2. cuja forma complexa 

é 
- 3h ' ') 1 H(u, r·)= 2 (2uv- u-- v + :/>;3, (1.85) 

onde definimos .!3 = c2 /2h. 

As equações (1.24) resultam no sistema 

( 1.86) 

Os auto-valores da matriz em (L%) são nulos. Isso significa que o movimento é do tipo 

u = ..J.t + B e v= Ct + D. Aplicando-se a.s condições de contorno usuais. encontramos 

as trajetórias 

i3 
' (r" - u' )t + U 1

1 1 + 11JT 
( 1.87) 11 ( t) 

v( t) 13 , ')' ') , · (v-u(t-T+v. 
1 +>.BT · 

( 1.88) 

de onde temos a energia 

E(v" u'.T)= _.L3h (v"-u')' +~IW 
' 2 1 + z.!3T 2 · ' 

( 1.89 I 

onde também chamamos a atenção para a "energia de ponto zero::, proYeniente da 

incerteza em momento, hJ3/2. Temos também explicitamente a ação 

, 1 . 1h [';3T(v"2 +u'2 )+2u'v"] 1 S(v u T) = -- - -n(3T. 
' ' 2 1 + 1(3T 2 

( 1.90) 

Como só existe uma trajetória estacionária para cada condição de contorno, podemos 

calcular facilmente o propagador, que também coincide com o resultado exalo, 

li..( ". '. T) = 1 . [~ (2u'v" + 1,JT( u'' +v"')) _ ~(I 'I' I -''l'l] v . 11 • exp 
2 

JT u + r . y'l + 18T · 1 + ,, · · 2 

( 1.91) 



Capítulo 2 

O Oscilador Quártico 

A fim de que o método exposto no capítulo anterior tenha uma aplicação geral (isto 

é, seja aplicável a uma grande gama de potenciais possíveis), desenvolvemos aqui un1 

método de cálculo numérico das trajetórias complexas que serve também para a deter

minação do propagador sen1idássico. O procedimento nt1mérico exposto aqui é uma 

aplicação, para as equações (1.24), do método da matriz de \fonodromia de Baranger 

et ai. [22], que mostrou resultados muito satisfatórios nos exemplos de sistema que 

estudamos. 

Antes de tudo, ao invés das variáveis u e v, tratamos diretamente de lidar corn o 

espaço de fases extendido se definirmos as \·ariáveis 

q 

p 

(2.1) 

(2.2) 

que susbstituimos em (1.23). :\'esse nm·o sistema a função hamiltoniana é (por simpli

cidade, omitimos a barra sobre H) 

e temos os gradientes 

í) 

íJu 
í) 

íJv 

(2.3) 

1 [( í) í) ) ( í) í) )] -- b-- - c-.- - 1 c- + b- , 2\1'2 íJx1 íJ.r, íJpr íJp, 
(2.4) 

-- b-+c- +z c--b- . 1 [( í) í) ) ( í) í) )] 
2\1'2 íJx1 íJx, íJp1 íJp, · 

(2 .. j) 

31 
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com os quais obtemos, para (1.2-±), 

. 1 (8H 1 DH2) 
. r 1 = 2 8p1 + Dx2 ' 

. _ -~ (81!1 8H2) 
Jll - 2 " + ,, . 

UXj UJ!2 

(2.G) 

Se nos restringirmos a. funções anaHticas tã.o sornente, ou seja, funções que obedecem 

à condição de Cauchy- Riemann [21] para f( .r. y) = f1 (:r, y) + z.f,( :c, y), 

Dh Df, Dh Df, 
Dx = 8' 8 - D.r' y y 

( 2. I) 

encontramos 

(2.8) 
. DH1 

Jl2 = ---. 
Dx2 

As relações (2.8) mostram que ( 1.24) junto com (2.1) correspondem. na verdade. a um 

sistema de dois graus de liberdade governado pela parte real da hamiltoniana (2.:3). 

Aqui é importante enfatizar que, não obstante o aumento no número de graus de liber

dade, não há perda de integrabilidade do movimento, uma vez que a parte imagiária 

da energia fornece a constante de 1novin1ento adicional (H1 e H 2 são invariantes do 

movimento). Em sua maioria~ os hamiltonia.nos de interesse são analíticos, tendo un1a. 

forma que pode ser expandida em série polinomial 

1 N 
H= -p2 +'\"a qJ 2 L.. J 

;=1 

(2.9) 

Por outro lado, veremos que, para potenciais descontínuos classicamente, ( z) H j z) é~ em 

geral, uma função classicamente suave, cuja forma complexa pode ser escrita segundo 

(2.9). Além disso, mesmo que se considere hamiltonianos classicamente descontínuos, é 

possível às vezes, sem a suavização, uma expansão polinomal. Considere, por exemplo, 

o sistema da partícula numa caixa (poço infinito. ver Capítulo 3), que é um exemplo 

de hamiltoniano não analítico que pode ser tratado por (2.8). Vejamos que a partícula 

na caixa pode ser descrita pelo limite de um hamiltoHiano polinomial de grau elevado 

H= -l + lim 1 (2Lq)n 
2 n~.x 

(2.10) 
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onde L é a dimensão do poço. O método descrito aqui é aplicável a sistemas do tipo 

(2.9). 

Quanto às condições (1.2.5). no no\·o sistema de coordenadas temos 

.rr(O)- ~.r,(O) = q', 

(2.11) 

Como se vê por (2.11 ), a resolução (2.8) não pode ser feita normalmente como para 

um sistema de equações diferenciais de primeira ordem obedecendo a. condições de 

contorno usuais. É necessário leYar em conta as condições de fronteira 1nistas dadas 

por (2.11). 

2.1 O Método da Matriz de Monodromia 

Apresentamos inicialmente [26] em linhas gerais o método de integração descrito em 

(22], após o que aplicamos o método à resolução das equações (2.8). Partimos de um 

hamiltoniano gera.! bidimensional na forma. 

(2.12) 

através do qual integramos as equações de mo\·imento. Dividimos o tempo total T 

de uma trajetória solução em ?\' intervalos c, T = N c, de forma a obtermos equações 

discretizadas de movimento 

(2.13) 

A solução que satisfaz às equações de movimento é obtida a partir de uma trajetória 

tentativa inicial que denotamos por Un· Yn ). A trajetória. solução difere da tentatin 
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segundo 

.r,. = in + Ó:J.'n, 

Yn = .fin TÓYn· 
I 2.14) 

Expandimos até segunda ordem o potencial cm torno da trajetória tentativa. encon

trando uma relação entre as sucessivas diferenças na forma do ~istema 

6xn+I 2- t 2 l'~.r -(2F xy -1 o ~-fn On 

6Yn+I ?1· 2 - c2 l·;,.y o -1 c y, b, -c xy 
+ I 2.1.5 J 

éx, 1 o o o l·.rn-1 o 
éyn o 1 o o bYn~I o 

onde Vxx = 8Vf8x 2 , l'xy DFjD.rüy. etc. O Yetor (a, b, O 0) representa o erro 

característico da trajetória tentatiYa pela aplicação desta às equações discretas (2.1:3). 

Representando rn+I = lé:rn+IobYn+I,Iix,.liy,), podemos escrewr (2.1.5) na forma 

n=l. .... .Y-1. (2.16) 

onde Cn contém o erro. e C, é a matriz em (2.15). Aplicando-se sucessiYamente a 

relação (2.15), podemos obter as no\"as correções para toda trajetória 

r.v = .V!r1 + B. I 2.17) 

Aqui B contém todo o erro das aplicações sucessivas. Se a trajetória for uma órbita 

periódica, r ,v = r1, podemos escrever 

(2.18) 

Sucessivas iterações, usando a cada passo o resultado anterior, resultam na solução 

numérica, desde que B(m) ~O param~ ex:, onde m é o número de iterações. 

Retornemos agora ao caso da aplicação desse método às equações (2.8). O método 

exposto acima aplicado para equações diferenciais de segunda ordem pode ser aplicado 

à equações de primeira ordem. Se denotamos o vetar do espaço de fases por r = 

(x1.:r2,PI·P21· podemos escrever (2.8) na forma compacta {conYenção do somatório) 

I 2.19 J 
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: 
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onde 
o o -1 o 
o o o -1 

:7= 
1 o o o (2.20) 

o 1 o o 
Dividindo o inten·alo de tempo T em (~V -1) partes iguais de tamanho c, c = T/ ( N- l). 

a equação (2.19) toma " forma discreta 

8H [.Jn)J 
,.ln+l) =,.ln) +cTk 1

1
j 

1 1 .._ J Dr k 
(2.21) 

onde f(n) = ~(rln+l) + ,.(n)J e r~") = r,(nc). Assumindo que temos cm mãos uma 

tentativa inicial r)"l. n = l,2, ... ,N. satisfazendo a (2.11), computamos a correçào 

.ó.rl•>, impondo que r~") +.::.r~n) satisfaz a (2.21) em primeira ordem em .;,,.)•). Usando 

8H1 [r)•> + .;,,.,(•)] ce 8HJ[rl•l] + 8 2 ll,[rl•l] .::.rj") 
8rk 8rk 8rt8rk 

( 2.22) 

encontramos que _:,,.(n) deve satisfazer a 

(2.23) 

onde 

(2.24) 

(2.2j) 

e 

(2.26) 

Multiplicando ambos os lados de (2.23) por [VI•l]- 1 , e usando esta equação recursiva

mente a partir de _:,,.(o), obtemos 

_:,,.(X+l) = A1.::.r(o) + B, (2.27) 

onde 

(2.28) 
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e 
v 

.\.1 = TI (V-Iu)(mJ. (2.29) 
m=O 

Finalmente conectamos .0.r(S+!) a .0.r(01, impondo-se as condições de fronteira. As 

relações (2.11) implicam que 

(2.30) 

e as correções inicial e final podem ser expressas em termos de un1 único vetar Hl1 
dado por 

1 o o o .0.xl(O) 

.0.r(O) = cjb o o o .0.xJ(T) = AoW1 , o o 1 o .0.pl (O) 
(2.31) 

o o -bjc o .0.pl ( T) 
e 

o I o o .0.xl (O) 

.0.r(N+II = o -cjb o o .0..TJ (T) 
=" A.NWt . o o o 1 .0.pl (O) 

(2.32) 

o o o bjc .0.p!(T) 

Substituindo (2.31) e (2.:32) em (2.27), temos 

Wt =(Ao- -vtAN)-1B, 

(2.33) 
.0.r(o) = Ao(A.o- ,\.1il.cv)- 1B, 

que, juntamente com (2.21), determina a correçào para toda trajetória. 

A convergência do método é garantida desde que a trajetória tentativa inicial esteja 

suficientemente próxima da solução. A velocidade de convergência também depende 

da distância da tentativa inicial da solução. Para alguns casos como veremos existe 
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mais de uma trajetória satisfazendo as mesmas condições de fronteira e. dependendo da 

tentativa, uma ou outra solução é encontrada. Como Yeremos~ para. potenciais gerais 

da forma {2.9), as soluções partem de trajetórias tentatiYas reais, que são obtidas 

por outros métodos (às ,·ezes soluções analíticas). Para a determinação de elementos 

diagonais (z 11 = z') do propagador. as órbitas periódicas são as candidatas naturais ao 

chute inicial. Como exemplo. considere o potencial quártico q4 : Para um dado ponto 

(q,p) no espaço de fases, nã.o existe em geral uma órbita periódica no tempo T. Há., 

entretanto, uma órbita com período r(q.p), que entra no algoritmo como tentativa 

inicial. O procedimento consiste em usar tal tentativa inicial com uma modificação no 

período r a cada iteração. 

O procedimento apresentado até aqui permite ainda a determinação do propagador. 

Para tanto, precisamos ainda determinar o fator íJ 2S/iJu'iJr". Lembrando a relação 

(1.50), que escrevemos como [sendo s os elementos da matriz de (1..'>0)] 

bu.{ I - .Jl I .;;li b v\ 811 'li' 5 12 -··-12 

liu~ II I II ~I buS .sn sn 8 12 '12 (2.34) 
lit·~' .I -sll I II li ri 8 21 2r 8 22 -822 

óv~ II ~I II ,I ór~ 821 '21 s22 .__22 

onde por s{1 denotamos a. parte real de s 111 s{{ a parte imaginária. de s11 etc. A 

equação (2.27) aplicada à trajetória solução (parte final do processo iterativo) permite 

a determinação de ~Vf, cujos elementos denotamos por mi1·, que se relaciona con1 os 

pontos inicial e final segundo 

8x~ m11 Tll]2 m13 11lJ4 ó:c\ 

lix~ nl21 mn 11l23 m-24 óx2 
(2.3.5) 

!ip~ m.31 m-32 nl33 11l34 lip\ 
lip~ 77141 11142 m43 m-44 8pS 

Temos apenas que estabelecer a relação (transformação de coordenadas) entre (2.34) 

e (2.35). Aplicamos (2.1) e (2.2) em {1.23) e (2.34), o que faz com que /vt em (2.35) 

se simplifique, 

Jrt 11 mu mr3 m14 

m21 m22 m23 m24 
(2.36 I \.1-. -

m24 -1Tt23 mn -m21 

-m14 171}.3 -71112 mn 
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e 

I 
-~ 12 1 [ c li l - m11 +11/·l·2 +-m 1·)+-.mn. :? - lJ ... (' 

1 [ li (' l -- IFIJI- lri·J'J + -.11()_1- ·
1
-
1

1/IJ:.<, . 2 - (' -

Assim sendo. de e cardo com([..)) 1. 

if2S 
Du'Dc" I .li · 

.<;n + 1·-"n 

e o propagador pode ::-e r calcubclo COJilJllct <llll('l!tC'. 

2.2 Exemplo N urnérico 

11.:31) 

12.:m 

I 1.:30 I 

Desenvolvemos um algoritmo numôrico (chan1ado C:\10:'\0G, \·ariante dos :\10-

NOGs de Baranger t! a! :22]) para a det<.:nninação do JHOIJagador diagonaL bcn1 como 

trajetórias complexas geJJr:'Tic?J.s baseado no método c:xpos1o na seção anterior. Como 

uma trajetória. tent<1tiva é necessária. E'Stas ~ão e::-colllida:'l entre as soluções analíticas 

da partícula livre. oscih<oor harmonico I \e r ( '"pít ui o 1 I ou uma órbita periódica real 

própria do sisteme. 

O sistema estudado~ descrito pela hamiltoniana 

1 ' .\ 2 I 11 = -]!- + -(i + j,i· . 
2 2 I 2.10 I 

com À~ O e .3 >O. :\as coordenadas 12.1 I c 12.2). a parte real da. hamiltoniana tom" 

a forma 
1, .\, .\, 1c, I 4 22 

H r = -pj +-r- -p,- -.1'j + .31:r 1· + p,- G.1· 1p 2 ). 2 2 l 2 2 12.41 I 

Nas figuras 2.1-2 .. ) estão mostradas sequQncias dP trajetória.s complexa no plano 

[-/2:R(ul. -/2~(ul] para drios \olores de tempo T. Em cada uma desses figuras. os 

valor€'s de q': q". p'. ]1
11 s;:o fixé!dos. e os tc-'mpos finais (para cada trajetóda) são 

T ·r· '/ T l!l-) ... = () 7 ( .F - 1 o I JJ - 1 11/ = 1.2 ..... .11 

Em cada figura. o \·nlor d(' m está reprr:-;eutado por Utll núm('ro. :\('sses cálculos. 

usamos h= 1 e tamh~m c:::;: 1. mas À= O e .J = 0.2. _\ figura :2.1 mostra um c>X!'mplo 
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12.5 

10.0 

7.5 

= ~ 5.0 e -
2.5 

0.0 

·2.5 
·10.0 ·2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 

Re(u) 

Figura :2.1: Sequénrizt c!e trajct~.Sria~ níio diagu1.i-1i~ nJlllplexils (.\1=1--li Jldr<-l r/= 
-8.0. q" = 0.0. 1/ = \'!. 1/' = I.'J. Tu= CI.O!iUl ,. ri= 1 .. ) (,\ = C1 e 1 = 11.:'1. 

= 5 e -
·2.0 

-3.0 

-4.0 '·--~~-~~-~-~-~~_____J 
·2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 

Re(u) 

Figura 2.1: Seqnr:·::(·t;, dl ~:<1j(·~/Jri<r-. di;'l~(Jlii-li~ culll~~l(·\;t .. (\1=~0·! ('Ulrt 1/ = 

6.0. p' =!'"=Ui.,'''" 1. = rr.!iiil c ri = l.U! .\ = 1J ,. i= 0.:' '· 
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15.0 

12.5 

10.0 
4 .. 7.5 

i 
5.0 ~ 

2.5 

0.0 

·2.5 

·5.0 
·2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 

Re(u) 

Figura 2.3: Sequência de 10 trajetórias diagonais complexas (primeira família de 

um conjunto de :30 trajetórias J para q' = q" = S.O. 1>' = p11 = lcí.O, JJ = :30 com 

To= 0.0001 e h= í.S(À =O e 3 = 0.2). 

80.0 

60.0 

40.0 

20.0 .. 
i 0.0 
~ 

·20.0 

·40.0 

·60.0 

·80.0 
·15.0 ·10.0 ·5.0 0.0 5.0 10.0 15.0 

Re(u) 

Figura 2..±: Sequ~ncia de .j trajetórias diagonais (Jf = 10, família determinada 

a partir de uma tentati1·a real) que satisfaz às nwsmas condições de fronteira ele 

Fig. 2.3. mas com Tu= :3.-i e i'F =.) .. i. Tais trajetórias siw rnnito próximas das 

trajetórias reais(.\= O e 3 = 0.2). 
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100.0 ,----~---~---~---

50.0 

- 1 " - 0.0 E .. 
·50.0 

·100.0 ~---~---~---~--___J 
·20.0 ·10.0 0.0 10.0 20.0 

Re(u) 

Figura 2.-5: Sequência de trajetórias diagonais complexas satisfazendo a q' = 
q" = 8.0 e p' = p" = 1-i.O . . 1! = 20. To = O. 7 e TF = Ll. Há uma solução real 

para T = 1.00:3 ( .\ = O e 3 = O 2) 

de trajetória não diagonal para a quol r/ = -R.O, r/' = 0.0, p' = 5.0 c p" = /.'). 

As 15 trajetórias mo>rradas são para 1(1 = 0.0001 ,, TF = LS. A primeira \ rajetória 

(m =I) foi calculada u~ando uma trajetória do oscilador h<innônico como 1entatiYa 

inicial. A próxima trajPtória. por sua \"0Z. (m :.:= 2) usa a. 1rajetória rn = 1 como 

entrada, e assim por diante. Tal procedimento JWrmite a. d01Prmi11ação de toda uma 

familia muito facilmente. 

A Fig. 2.2 representa uma sequcnc1a de 20 traj0tória.s diagonais para as quais 

t/ = t/1 = 6.0, p' = p" = 1.0. To = 0.0001 e TF = ·1.0. :\ovamente o oscilador 

harmõnico forneceu o chute inicial. 

A Fig. 2.3 representa uma fatmlia de 10 \rajetórias diagonais d" um conjunto com 

M = 30 para q' = q" = '<0. p' = p" = loí.O. T'o = 0.0001. ?].· = .S.'i e ten\atiYa inicial 

dada pelo oscilador l!êtnnônico .. 1 ~ n Fig. :2.-1- mostra Ullla família de .) trajetórias 

diagonais de um conjuitto dP 10 com a:, 111csrnas cu:Hlições da Fig. 2.:3. mas cmn 

To= 3.5 e TF = .j,.) .. -'\diferença nqui 0~tá na tenta1i\·a inicial. O chute inicial Yeio dE' 

uma solução periódico 1 real! pao;::;<ntdo por r1 =O,,,;.;(' p == J.~~.o. :\ p;-nte imaginária da 
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ação S calculada para cada fomília nas figs. 2.:J e 2.!. (l.l'i). deixa claro a diferença 

entre os dois grupos. Para período r::: -I.S. a trajctória III ::::.: 2fi na Fig. 2.1 tem 

I)[S]"' 123.0. enquanto quem = ~ nrt l"i~. 2.-1 tem ::J[S] :o: O.Q.S. ColiJO a amplitude do 

propagador (1.5-4) depende exponenciclmente de -·.J-[S]. b rlaro <J1l(' trnjctória~ como 

as da Fig. 2.3 contribuem muito pouco. 

A Fig. 2 .. 5 mostra uma sequ&ncia de :20 t rajetórias diagonais obtidas a partir de uma 

órbita periódica real com condições iniciais r/ = r/' = :S.O. p' = p" = 1-J.O. T0 = O. 7 e 

TF = 1.3. Existe, entre as soluções. uma trajctória real com pníodo T = 1.00:3. que 

corresponde a uma trajetória fechada no espaço de fases [lê( 11 ). J( 11 )j. O \"olor de ::J[S] 

passa por um mínimo na solução rPal. c. como a amplit udc ele I l.-í I I é proporcional 

a exp( -\3[5]/lll, concluimos que esta Jl""" por um m{JXimo "" trajetória r<'al. [,so é 

\•erdade para todo o espaço de fases. desde que so1uçÕC's com .J[S] mnito negn.tiYo1 não 

existam (ou, se existirem. sejam desc<1rtadas) no sistemas que 1 ratamos. ::\a Fig. 2.6 {> 

mostrada a função "[Sj(TJ para o conjunto de tr<~j<'tórias da Fig. 2 . .í. 

15.0 
ol 

12.5 

10.0 
o 

~ 

til 
~ 7.5 o e ..... 

5.0 o 

o 
o o 

2.5 Q 11 o 

J 
o 

o o 
o Q 

o 
0.0 

.. o 

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 L1 1.2 
T 

Figura 2.6: Função ;J[S](TJ exibindo um mínimo (;'í[S] 

m = 11 (T"' 1.00:3 I no coniunto da Fig. 2.-'i. 

1Ver questão das trajetórias não contrihuinti"S 110 Capítulo:) 

q20 

1.3 1.4 

O I para a trajetória 
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2.3 O Propagador Diagonal 

Procedemos à determinação do propagador diagonal /\'( .:.- . .?. T) . . ·\ntcs. porém. pre

cisamos calcular o propagador por outro nwio pena cmnparaçã.o rorn o propngctdor se

miclá.ssico. Chamaremos de propnyrulor crotu o propagador rnlculado \'ia auto-estados 

X 

],·(o".z'.T) = L(o"ln)(nlo'/r_,F.,Tfh. (2.4:3) 
•;::::;] 

onde ln) representa um auto-estado rle li com r1u1o-Yalnr E,;. Tnmht~m 

(nlz)=(-_-)- 1
/

2 (nl.r)PX]l 
2 

+-:JI(.r-qj2) d.1. 1 . j" [ (.r - IJ) 
2 

1 l 
,.rcu _X· H 1, (LA4) 

é a onda de Bargmann 2 [2:3], cujo módulo quadrado é a função de llusimi ['i] do 

sistema. Tais funções. que denotamos por W,(.c) = (nl.r), são facilmente obtidas se 

diagonalizamos o hamiltoniano do sistema C'll1 uma ba~p conlwcida. em termo~ da qual 

podemos expandir 

'I'n(:z:) =::::::: 2:= Cr,m·Çn;(.r). 
/J't::::; 1 

( 2.40) 

onde Nmar é o índice da truncagern dr1 série. Escolhemo:-; a base da partícula presa ua 

caixa 

?m(.r) = J ± si11 [n,;c C'L- D ]. (2.46) 

onde o parâmetro L é escolhido de acordo com o mótodo de~crito cm [2.5]. Foram 

usados 250 funções ,:,(.r) com as quais l'JO auto-estados w,(.r) foram determinados. 

Como o propagador calculado cm ( 2. 13) tem soma finita. é 11ecessário introduzir uma 

truncagem até um certo auto-estado de ordem .\7
• O grau de exatidão dessa truncagem 

é dado por um parâmetro a calculado em T = O de acordo com 

.\: 

l<'(z.z,O) ::c L(zln)(nlz) = 1- a. (2.47) 
11::::1 

onde u:::: O. Como a e\·olução te!llporal de um estado quiíntico é linear, para T f O. 

a diferença entre o propagador c•xato (2.~:1) e o exilto truncado nunca ultrapassará a 

medida dada por a. 

2Nome sugerido por :\1. Barangcr. 
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As Figs. 2.1-'2.9 mostram uma Sl?quência de rlH\'as ele isoprobabilida.de para a função 

\K(z,z. T)l 2 no espaço dos parâmetros de.:. O caso (a) repr('sf'nta o propagador cxato. 

e o caso (b) o propagador semiclássico . .\'esses cálculos u:::.amos À = 1.0 e ..1 = 0.1. com 

h= 1.0 e c= 1.0. Em todas essas figuras uma. sequôllcia de 16 isoproY::Í.n'is é mosl r ada 

com valores entre O e 1 (Ya!ores relativos). Em (b) cada ponto do espaço de fases cslil 

associado a uma trajetória Pstacionária geralmente complPxa. com a. qual o propagador 

foi calculado. Como se vê. a concordância entre (a) c (b) ~boa para uma alllpla gamii 

de valores de T. X a Fig. 2./. existe um máximo centrado na origc_'nl. Este mflximo foi 

calculado usando trajetórias tentatiY<lS do oscilador harmônico~ já que a dinámira se 

aproxima a de um oscilador para pC'quena.s amplitudc·s E' per.íudus curtos. _-\ medida 

que T-O. a área da curva mais exterior (mínimo) cresce infütitauwnte e: para cada 

ponto do espaço de fases, a amplitude é muito próxima de 1.. como de,·e ser. Do ponto 

de vista da aproximação semiclássica. exposta na ~eção 1..1, que usa trajetórias reais 

tão somente. a amplitude II\( z, z. Til 2 seria nula. já que, para p '" O ou T '" O. não 

existem trajetórias reais. 

b 

6.0 6.0 

~lo 0.0 0.0 

-6.0 ·6.0 

·12.0 -~~~~-~~ 
-5.0 ·2.5 0.0 2.5 5.0 

-12.0 ~~~~-~~ 
-5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 

Q Q 

Figura 2.7: CurYas de níwl de jl\(z .. :. TJI2 normalizadas para T 

quântico. (b) semiclássico (~\ = 1.0. 3 = 0.1). 

Q.j. (a) 

:'\as Figs. 2.8 e 2.9 os casos T = :3.c) e T = 1.0 são mostrados. rcspecti\·arnente. 
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12.0 I a b 

6.0 6.0 

0.0 0.0 

-6.0 f -6.0 ,-:;~~~:/< 

... I~ 
-5.0 

-12.0 '---~~~~~---' 
-5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 5.0 -2.5 0.0 2.5 

Q Q 

Figura 2.S: C'un·as de níw:l de II\(o. :. T)il uormalizadas pa.ra r 
quântico. (h) semiclássico (.\ = 1.0. 3 = 0.1 ). 

6.0 6.0 

0.0 I 0.0 

-6.0 -6.0 

-12.0 '----""""' -12.0 
-5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 -5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 

Q Q 
Figura 2.9: Cun·as ele níwl ele IJ,·(:. :. /') 1

2 m,rmali1aclas para T 

quântico. (h) semiclássico p = 1.0. ) = 0.1 ). 

i.ll ia) 
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\atamos que as regiôes de rnflximos ]rJcti;-; estào ao rPdor dr órhit a.s periódicas .. .\qui 

o princípio (jU(' j;-i di::..c11timo.s arl1('riornJcJJ1c ."'(-' aplica. L-;rolhido um T. o propaga

dor mostra máximos para todos o:-; pr_J!J1us do e::.pa\·o dP L-1.::;es pt>rtencentcs a órbitas 

periódica~ de período CCJJlJCllSIH;lYPI con1 c~:-:,c t<•n1po. 

\as figs. 2.!0-2.12 llloqramos CIJJ'\';is do !Id:- .. :, 1')1 2 p;:Ha q =O enl termo;; de 

p para o caso ('Xato e .semiclássico. para o . ..; tempo.~ T = Q .. S (Fig. L.JO). T = :) .. ) 
(fig.2.11) e T = <.O (Fi?;. 2.12) .. Is linhas pontilhados rcprcsc·Jrtam o re.s11ltado 

semiclás:;ico. cllquanto que <ts cheias o propagador r?xato. :\ nwdid(1 que T ~ x. a 

densidade d(:' órbitas periódicas <UJlllCJJla proporcionalmcutc. Fa..:endo ft- O. \"('lllOS 

que a distribuiç~o do~ máximos dP proh;1bilid~Hlc tcndP a ,-;,e conc0111rar cadn H'i: 111ais 

nas órbita~ periódicas. ou !:.cjn. o liwit(' cL-1~:--ico ó a1i11gido . .:\ns r~'giõcs intermt'di~ria::, 

(entre órbitas p12riódicas) . pára ft - O. ;-1.-; trajf'tóri<-ts complexa:-:;. se exiqircm. térn 

;J[S]- x. 1.0 

0.8 

p 0.6 

é: 
ó 
g 0.4 

0.2 

,O 

.6,0 

' ' 
? 

" ' 
ó 

" 
? 

' 
~ 
' 

o 
' 
' ' 

0.0 
p 

~ 
' 
' 

' 
Q 

' o 
' ' 
' 
' ' 
' q 

' ' ' 
Q 

b 
o, 

6.0 12.0 

Figura 2.10: [/\(z. z, T)[ 2 em q = 0.0 para T = O.'i. Cálculo exato (linha cheia) 

esemiclássico (linha pontilhada)(.\= 1.0. 3 = 0.1). 
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Figura 2.11: j[,'(:.:.TW em q = 0.0 para T = :3.:). Cálculo exnto (linha cheia) 

e semicláscico (linha pontilhada)(,\= 1.0 . .3 =CU). 

-6.0 0.0 
p 

6.0 12.0 

Figuril 2.1~: :1\(: . . :. T)/ 2 em q = 0.0 p<~ra T = 1.0. Cálculo exalo (linha cheia) 

esemiclá"ico (linha pontilhada)(.\= 1.0. J =O. I). 



Capítulo 3 

O Poco Infinito 
-> 

·-The tabbit-hole lcwt stmight on like a tunne/ for some u•ay, and then dipped suddmly 

down, .-o suddenly tlwt Alice had not a moment to think aúout stopping huself before 

she found ltuself folling rlown a ru·y dcep ll'e/1". 

Lewis Carroll 1 

\"o capítulo anterior o método serniclássico apresentado no Capítulo 1 n1ostrou re

sultados muito satisfatórios no cálculo de aproximações para. o propagador diagonal 

de sistemas anarmónicos simples. Neste capítulo estudamos urn sistema de extrerna 

simplicidade. mas que pode nos dar informações muito importantes sobre o limite de 

;-alidade e aplicabilidade do método. No Capítulo 1 vimos que a dinâmica de uma 

partícula line é descrita exatamente pela evolução semiclássica do propagador. De

pois do oscilador harrnônico e da partícula livre~ o sisten1a n1ais simples existente a ser 

tratado (fechado) é o de uma partícula presa em uma caixa, que designaremos pelo 

nome de poço infinito [28]. Neste capítulo desem·olveremos analiticamente as relações 

necessárias à obtenção de trajetórias complexas e do propagador semiclássico ( 1.62), 

além da segunda apro:dmação real (Seção lA). \'eremos que a aproximação construída 

a partir de r.:>lementos clássicos é bastante precisa. Por ~implicidade, entretanto. calcu

laremos o propagador diagonal. que já é suficiente para exibir a. dinâmica. da partícula 

lim ··Alice"s AdYcntures in \Vonderland··. Capítulo 1. 
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na carxa .. \generalização para o caso geral é direta. 

Partimos [28] da função hamiltoniana do sistema 

lz/ /2, 
H(q.p) = 

oo, 

lrl-<; ~-

l.rl > ~-

( :] .1) 

onde indicamos que o poço tem limites entre -L/2 e L/2. Embora a forma (3.1) não 

seja analítica. como já dissemos (Capít1lio 2), é possível escrever {:l.l) como o limite 

n - x da forma polinonüal 

)J2 (2q)'" Hn(q.p) = 2 + L (3.2) 

que é analítica. Assim sendo, as equações (2.1), (2.2) e (2.S) são aplicáveis. Portanto. 

o hamiltoniano extendido fica 

l ~(pj- .r}), 

HJ(xl·P2·Pl·x2) = 

x, 

( 3.3) 

O sistema é então transfonna.do em mn poço circular i11finito (ver Fig. 3.2), onde a 

partícula colide um número arbitrário de vezes com a parede. As condições de fronteira 

(2.11) aplicam-se com a seguinte notação 

x1(0)- x2(0) ==.r;- x2 = q', 

Pl(O) + P2(0) "= P\ + PÍ = p', 
(3.4) 

(T) (1')- " " " P1 - Jl2 = P1 - P2 = P · 

onde q'. p'. r/'. p" e T são dados e c= b:::::: 1. 
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3.1 Trajetórias 

De acordo rom (2.8). as equações de 1110\'imento sâo simplesml'Hte 

.r,= o. 
(:Lõ) 

pr =O. 

que uma integração dircta (tendo em couta (3.!)) fornece 

T(q 11
- q') + 2(p" + p') 1 2(r/'- q')- T(p" + p') 

.r, ( t) = 4 + T' t + q + 4 + T2 ' 

2( r/1
- q') - T(p" + ]J1

) 1 T( q"- q') + 2(p" + ]i1
) 

P ( t ) - t + ]J - :::._:_c___.é_'_-'-.__.,:cc__'--'-_:_ 2 
- 4+P 4+T' . 

( 3.6) 
2(q"- q')- T(p" + p') 

:r 2(t)= l+T2 , 

T(q"- q') + 2(p" + p') 
Pr(t) = 4 + T' . 

Chamaremos as trajetórias (:3.6) de dirffas, já que não se admite colisóío alguma no 

interYalo de cmlução O <:: t <:: T. Den-sc, entretanto, enfatizar que as relações ( 1.23) 

deYem ser suplemcntadas pelas exigências 

I "I L :r, <:: :z· I "I L p, <:: 2' 
que se aplicam independentemente, separando as soluções específicas das gerais. 

( :3.7) 

Reflexões nas fronteiras do potencial exigem que o sinal dos momentos seja trocado 

P1-,.- -pl, (3.8) 

Isso é necessário a fim de que seja.n1 conser\'adas a parte real ( E1 = Pi- x1) e imaginária 

(E2 = J)].r 2 ) da energia. Aqui vemos que a reflexão nas paredes do poço não é do tipo 

especular: a partícula simplesmente n1uda o sentido do movimento. sem deixar a linha 

de direção original (\·er Fig. 3.2 ). 

Como a partícula pode colidir com as paredes un1 número arbitrário de \·ezcs (que 

com certeza depende do tempo total T) denotaremos por .r\·1) e tJI' 1 os pontos localiza

dos na fronteira (pontos de retorno) no espaço (:r 1.p2) onde uma j-ésima colisão pode 
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ocorrer. Se o índlce j + 1 rotula a posição da partícula após a j-(~sima coHsão. uma 

trajetória geral pode ser descrita por 

( :3.9) 

para. (o ::; t ::; fj+l· Há u1na relação geral para os pontos de contorno. a de que 

obedeçem it relação de borda 
! 2 

--;2 -:-2 - J ·'] + p,- ~-

Pontos de retorno sucessi\·os se relacionam também por 

-()+11 _ U+ll , + -hl 
xl - Pl w .t l : 

( :uo) 

(:Ul) 

É simples ,·cr que qualquer solução diferente da direta pode ser classificada em dois 

tipos: trajdórias parEs e trajetórias impm'r:s. Trajetória.s pares são aquelas cujo mo

mento final tem o 111esmo sinal do inicial. Trajetórias ímpares 1 por sua vez. são aquelas 

de mon1ento final invertido em relação ao momento inicial. 1.fais especificamente, se 

p'{ = ( -l)np\. 

(:3.12) 

então as tra.jetórias pares tê1n n par e a.s Ín1pares n ímpar. Chamarernos n de ordem 

da trajetória. 

As relações (3.4) possibilitam escreYer fórmulas de conexão entre as posições iniciais 

e finais. Encontramos facilmente que, para a ordem par 

.1:'{ = p\(T- n..'>.) +c;. 

( 3.13) 

"- ·'(T ')+I P2 - .l 2 - 71--l. J12 ~ 



CAPíTULO 3. O POÇO ISFL\l'rO )2 

e para a ord(-'!11 Ímpar 

1:3.1-l) 

p~ = -.1:~(1- + :;(n- 1)- lt,] +PS-

Substituindo as relaçocs (3.4) em (:l.l-3) e 13.1-l), os momentos são facilmente encon

trados. Para a ordem par I n ~ 2) 

I (Tt) 
Pr = 

(T- n:;)(r/'- r/)+ 2(p" + p') 
1 + (T- n:;) 2 

_ 1 (n) 
.r 2 

2(r/1
- q1

)- (T- n:;)(p" + p1
) 

l + (T- n.:;) 2 

e, para. a ordem ímpar ( n > 1 ) 

'I" - ql 
1 ( n) -,----;ô;--é';----;-: 

Pr = 21n- T-:;(n-1)' 

n + I 
.I (n) - p ]J 

.r2 --
2/n-T-:;(n-1) 

( 3.li) 

I 3.16) 

Temos até agora uma solução parcial. já que ainda. faltam encontrar os iuten·alos 

temporais entre colisão ...:'l e o tempo da. colisão final tn· Como ternos duas \·ariá\·eis 1 

necessitamos de dois conjuntos de equações. Para ordem par (n ~ 2), a última colisão 

resulta 

J}~n) = P;- p"- :rS(l"- ln)· 

e para a ( n - 1 )-ésima colisão 

:r\"1 = q"- xS- p; 1" 1(T- tn- :;), 

J}~n) = p;- p"- xj 1" 1(T- tn- :;). 

Para a ordem Ímpar ( n ~ 1 ), a última colisiío resulta 

.r\"1 = q" +.r;+ p;(T- ln). 

-(n)- -'(·T I ) I " P2 - ·1· 2 - n - P1 - P · 

I 3.11 l 

(3.18) 

I 3.19 J 
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e para a ( n - 1 )-Psimrt co1isão 

(:l.20) 

-(n) 1(n)(T ,.) .I 11 
P2 :::::::: X 2 - t ll - .:....l.' - PI - ]J • 

. .\.esim. os pares de equações (:3.11) c (:l.JS). juntamente com (3.10), fornecem :; e ln 

para as trajctórias pares. enquanto que (3.19) c (3.20) em (:3.10) fornecem as TllCSmas 

YariáYeis para a ordem ímp;u. 

Como dissr-:rnos no começo deste capítulo. trataremos especifican1ente dos ra.sos di

agonais. _-\partir daqui faremos q' =r/'= q e p'::::: p'' = p. \a próxima. seção~ faremos 

uma aná]jse completa de todas as ordens. isto é. determinaremos con1pletanwnte as 

trajctórias para todo n. 

3.1.1 Análise das Trajetórias Complexas 
3.1.1.1 Trajetórias Diretas, n =O 

Para 11 =O. não e.xite colisão. isto é, a partícula não tem tempo suficiente para. coEdir 

com as fronteiras do potencial. O problema aqui resun1e-se em determinar a. região 

de existencia no espaço de fases de cada trajetória para um dado T. As trajetórias 

direta.s são encontradas cm regiões de p pequeno e para T curtos. Elas dominam 

o espaço de fases para T - 0 1 fornecendo a única contribuição estacionária para o 

propagador nesse limite temporal. Aplicando as relações (3.7) nas trajetórias cliretas 

(3.6) diagonais, obtemos as condições de existência 

T 2p2 + 4pqT- B 2 (4 + T 2
) <O, 

(3.21) 

com B' = L2 / ~- q2 :\"a Fig. :l.l. estão exjbidas as regiões de exjstência de trajetórias 

complexas rliagonais para diYersas ordens n. As condições (3.21) limitam a existência 

de trajetórias diretas às regiões de baixo momento 1 que está. indicada na Fig. :3.1 pela 

região triangular (para p ::>O em (a). A existência de trajetórias diretas no poço indica 

que ex.jstem \·alares de momento para os quais a partícula ainda nã.o sentiu a illtcração 

com o potencial (cuja amplitude resultante está ausente da aproximação da Seção 1.4). 
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a b 
40.0 

30.0 30.0 

p 20.0 20.0 

10.0 10.0 

Q Q 

Figura :3.1: 1\cgióe.s de existência pare r 1.0 petra (c) triljetórias cor11 11 par. 

(b,i trajetória:-; con1 n Í1npar. 

3.1.1.2 Trajetórias com n = 1 

Se deflninnos ( 1 ::::: 2/ 1 - Te aplicarmos as <'qnaç(w.<, (:LID) em (:3.10). PllCOJilr<-lHJO~ 

facilmr_'Jt1 r' 

B'Çf + ~pql,'r- I I+ T 2 )p1 =O. I :3.22 I 

Com j:::-.o 

Ir=-+- lJHJ±!i'I\/Uil-T-f')-T 1 [ . 
2 4B 2 

é o t~?rnpo de coli~ão. :\a Fig. :3.2 pode-se H'r um exemplo de trajetória com 11 = 1. 

Como r/::::: r/'. por (:3.16) vemos que p 1 =O SC'rnprc. Isso significa quP as tray_ .. tórias 

ímpare::, ~~o :-:-ernpre .. verticais'' no plano (.rl·P2l· 
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4.0 

2.0 

"" '- 0.0 ::: .... 

n=l 
·2.0 

-4.0 
-4.0 ·2.0 0.0 

Re(q) 

2.0 4.0 

Figura :3.:2: Exe1nplos de trajetóri(i::-: di{-J~unai~ no plrmo ( r 1 ,p2 ) parn f = 1.0: 

n =O (q = l.O.p = l.cí): n = 1 (q = I.O.p = 1.0): 11 =I (q = l.O.p = 21.0). O 

círculo representa n fronteira do potcncirli. 

3.1.1.3 Trajetórias pares (n :0.21 

Se suhc1i1uirmos 1:3.171 e (:3.181 "" rr•lct(;"' (:l.IOI. e usarmos as definições 

~n = "21, - r - ".'-.. 

(n-1 = "21" - r - (" - 2 1-"· I :3.24 I 

o·n = T- !/~. 

equaçÕC's quadráticas aropladas são obtidas 

1/~~ + lpqÇ,,- Fl2 (·1 + n~ I= O. 
I :3.2.5 I 

p2 Ç;_, + ip!J~n-1- Fl 2 ( I+ o?, I= O. 

Já qu1' o~ cnl'fici('JttP'-. Jta-.. rclaçõe~ (:3,:2.)) s;)o os rne'-ll!OS. (':-i:;<l~ cquaçõP~ são idéJtticns. 

As c;o]n \Ó('" .... ;to 
± 2q I yV c = -- -+- - I - ~ n 2 B2 

' jJ - IPI ~ . " . 
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Tomamos ~r 1 = ç+ e E,n-l = ç-. De acordo com (:).:2~ ). temos 

( l.2/) 

que resulta. ju11tcnnente com (:3.'2-5). em uma equnção quadrática para~ 

É fácil Yer que a t'qua<:ão (3.28) contém E'lllre sua~ ~oluç:Õ<·~ a real. Se nn =O. terno;;, 

L 
'--" = jp[• (:}.29) 

que & a definição elo tempo entre colisÕC'S para uma partícula df• mome11to p para 

T?: nL/p . 

. \s soluçõ('S gc•rais são 

( :J.:JO) 

O tempo para a {J]tima. colisão é obtido somando-se E,n + ~n-l ~ ou seja. 

t, = ~ [ T + c'.( n - l) -
2
: l· 

3.1.1.4 Trajetória ímpares (n?: :3) 

:\oYamente suhstituimos as equações (:3.19) e (:3.20) em (:J.IO). com a definição 

é.n = é.n-1 = 21, -r- c'.( n- 1 ), 

e um par de cq1tações é obtido 

B'ç;, + 4pqf.n- {4+ [T- c'.(n- l)j2}p2 =O. 

B'é.;,_ 1 + 4pqf.n-J- {4 + [T- '--"(n + 1J] 2}ri =O. 

Desde que é.n = <':n-1, soluções só são possíveis se 

[T- c'.(n - 1 1] 2 = [T- c'.( n + 1 1] 2
• 

ou seja. se ..\ = O ou ~ = T/n . . ·-\ única solução razoáYE'l é portanto 

T 
c'.--

n 

( U2) 

(3.33) 
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~ovamente. somalldo ç;= + ç;_1, obtemos 

(:L36) 

com 

<= -'- c± 
'-,y, ' "n-1 L'+ (:J.:l7) 

Entretanto (o que n~o sai naturalrncnte das equações de movimento) devemos ter 

O<~< ln< T, 

que equiYale a um critério de causolidade. Corno obtemos equações quarlráticas pa.ra 

tn, a condição (:J.:3.S) decide qual solução dentro do par fez realmente sentido. elimi11ado 

soluções espúrias (do tipo.:.\ complexo, o tempo nessa aproximação é sempre real~) ou 

tempos negativo~. O número de soluções possíveis dependerá fortemE'ntc de q, p e T 

obviamente. mas. para um dado z e T, existe no máximo uma tra.jelória. possÍ\·el2 . 

Classificando~se por ordem. temos a imogem seguinte (Yer Fig. 3.1): as trajetúrias 

ímpares tendem a se concentrar em regiões de Laixo p, sendo que para. un1 dado T 

encontran1os muitas ordens ímpares (tanto mais próximas de p = O quanto n1aior n) 

em um dado .:; já as trajetórias pares. para um dado z. são únicas em n \ isto é\ cada 

ordem n habita uma diferente região do espaço de fases. O que é muito importante~ 

entretanto, é que o espaço de fases está muito longe de ser totalmente coberto por 

trajetórias complexas. ou seja, existem muitas regiões vazia (ver Fig. 3.1). Em termos 

semic1ássicos. as regiões onde não é possÍYel encontrar trajetória.s complexas estão 

diretamente relacionadas a probabilidades de transição muito baixas. Isso se confirma 

pelo fato de que tais regiões \·azias se encontram entre as órbitas periódicas (reai~). 

2Para a ordem ímpar exitem Yárias. entretanto. O que queremos dizer é que existe somente 

uma trajetória que deYa comribuir realmente para o propagador. 
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3.2 O propagador 

De acordo com a equação ( 1.2:3 I, podemos c'creH'r 

(!.:301 

com n :::::=O, 1. 2~ .... p(n) = Pin) + 1.1·~'') e n' = c'' .. ( (']crnPntos diagonais). Como sempre. 

precisamos nchar a ação parcial para detcrminarlllos o propagador. Para ha.miltonianos 

unidimensionais quadráticos, a parte illtcgral rle (l.·Hi) é S('mpre nula, de fonna que 

e, assim, por ( :).:39 I 

S"(r 11 .u'. T) = ~!}}_rc"u"(") + u'v'(·r<JJ 
2' 

S, ( t'", u'. 1 I = - 1 ~ 1 
{ u'2 + ,."2 + 1 Jlpl •<I [- u' + ( --1 I" e"]} 

é a ação do poço infinito. 

( UOI 

Procede1nos assim à. soma ( 1.6'2) para as trajetórias ímpares e a. pares. Para as 

trajetórias .ímpares, entretanto. acontece de a parte imaginária da ação parcial ( l, . .J-.)). 

52 • apresentar valores ncgati\·os, o que implica. pela. sorna, em um aumento anonnal 

na amplitude final (lembramos que 1Idz",z.TJI2 x exp[-.5'2] >> 1). Este problema 

a.parente1ncnte não esperado está relacionado com a questão das trajetódas não con

tribuintes1 que passamos a dE'scren•r. 

3.2.1 Trajetórias nao contribuintes 
Como Yimos no Capitulo L tratamos uma. apro.xjmação de fase estacionária para a 

forma ( 1.9 ). onde devemos encontrar todas as trajet órias estacionárias satisfazendo a 

(1.241 e ( 1.23). Entretanto, existem exemplos de aproximações para funções simples 

onde alguns pontos estacionários não deYem entrar na forma final da integra.] aproxi

mada, porque resultam em Yalores não esperados (diante do bom-senso do pesquisador) 

como solução. Seja. por exemplo, a aproximação da fução de Airy (n = 1, 2, 31 [7] 

1 i ,- _, 'o F,(.<l = -.- . c--. !~rfz. 
2in Cn 

com as nuYas Cn definidas cm [7]. En1 outros casos. a deformação da curya. C en1 ( 1.1.5) 

é proibida pelo teorema de Cauch)· (,·e r [7]. p. 268 o exemplo da função de Hankd do 
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10.0 

T=1.0 
8.0 

6.0 
"" 

'ii 
"' 11 " hl " 

4.0 

2.0 

0.0 
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 

p 

Figura:).:): ,','2 (]>) na linha q =O!""" 1' = 1.0. Os ,-alorcs Je)! tais qur> S1 =O 

sáo p = nL/T. 

10.0 

8.0 
T=12.0 

I 

"' 
6.0 

hl 

4.0 

2.0 

0.0 
0.0 2.0 

p 

l 
/i 

! ,: 

4.0 

I 
/ 
/ 

j 
i' 

/ 
I 

I 
( 

6.0 

Figura :l.-1: S,(p) na lillhil '/=(I j!M<l r= 11.0. o., \·alores de jl tais que."-, =o 
sác, I'= n f.jT. 
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tipo j ). Q1Jando isso acontc_'cc. ta i~ puJJto:-; críticos ::-.:1n simpksnwnte de::;cart<'ldos . .\ão 

exi~te. PJ1trr'tanto. llll1 IJH!todo geral tJlle po~sihilitc a discriminação dircta. dos pülitos 

não coHtribnintes. :-C'IH.lo f':-;~a fihragPJIJ fC'ita po~t('riunncntc. Em todo e~SC' procc~so. 

está claro que ontrns <HgnmC'nto:--. não sOJIH·Jttc> pnr<tillC'!l1P técnicos. :--<iu u:oados. ('ada 

problema tem sr~1h limit~_,.;; dcfi11ido;-;. D<:! !lJC':'>JIJrt forma. no poço. cnrontralllOS um 

exemplo onde n contribniç~o de urn tipo lrajC'tóriél r:qacion~ria (ímpares) (~xcede rm 

111 ui to o \·alor esperado ( q \H? l: 1 par a : l\. ( :: 11
• ::'. T ). qualq ur:·r que seja ::". :.r e T) do pro

pagador. o qne não roriC"Jl(IJHlc ct lllll \·alor físico. C'orrrspondcntenwnte. dc~cartamos 

ta.i.s trJjetúrias. 

Hctorna11do Jo uílcn1o do propJgador. \"('1\JO;-;. por ontro lado. qttc a di~crimin;_1ção 

da:-i trajetórias Ímpare;:.:. 11iio tbm efc_,ito algum :'J()]H(' a forma final du propagador. \"itnos 

que. pnra o prop<-1gadcn diag,ollal (_H'r Fig. :).1) . .-.:-, trajctór'1as Ímpares ocupJill 11111a 

árPa próxima à linh;-1 fJ = O. para um rC'rto J. e que> a regi;-\o de existência da ordem 

ímpar conYergc pnrn c::-'-a lillha no limite T- x. Entretanto. as trajctórias dirl'las 

são suficiC'ntes para aproximar muito bem o propag<Hlor nessa região .. .\s trajetór_ia.s 

direta.s rc::;ultarn na apro:-.:imaç<'io para o propagador 

. , _ _ _ _ . -I /2 . I dJ )i 
[ 

.. ' 2 ] 

il,,i'-·-.1)-!l+dfJ CX]l l+dT. 

onde .J = 1/2 . 

. --\ntes c! C' 1 ratnrmo_c; da aproXJllla\·ao do pr()pag;ador pelas ordens pores. YCJamns o 

comportamento dn aç;io pnrcial (1.-l.':>) para elas. :\as Figs. 3.3 e :3.'L mostramos 

o comportamento de S 2 ip) para n par'"' linha r1 = O, para T = 1.0 e T = 12.0, 

respcctÍYCtlllPHte. \'C'mO~ (_jllE' S2 \"ai a LCI'O nas Órbitas rcais e têm sempre \·a]ores püSÍ

ti\·o:;. Como já dissemos no Capítulo :2. isso significa quP a ampUtude do propagador é 

máx.ima nas órbitas reais e \·ai a zero sua\'(_'mellte fora delas. Também. pela fig. :~.4, 

a. medida que T aumenta. Yárias ordens podem contribuir para. o propagador. o que 

significa semiclassicamente que \·árias trajetórias sC'mirlássicas existem conE'ctando o 

estado inicial no final. 
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3.3 Forma final 

1 riS 
-thl:::::

Ju' 

onde cscren'mo"' 1·' cm uma form;-1 con\·E'rlicnt(-'. l'sa·1do (:3. 30). ohtr'Trtos 

(i I 

r:llll 

r:U.õl 

_.-\_.;; dr:ri\"<'HLI~ nn Jch<.,·;)o ~::3.-t:); exi.Q,Plll a r_lr•tr'rmirJaç-;to de eleJJlcntos I1;1o diagonais ;_yrr 

Ap&ndice .\j. O tprc fa;emo~ é obt(T no\·;1nwntc a;;; eqnaçõrs que ddlJJ(rJ1 ns tempo-- dE~ 

colisão paro r/ i r/' c p' /:. q11
• Co111 is~.n leinos 

D Jll I 
On ,sn ,p Uon I 

.- !f I + n~, (-±+n~;)2 () q" I/" rJr1 ,1 .p 

D fJI I 2 '30dJ Do": I 

) "I I + 
; (-++n;,l 2 

iJp" ''i-P ( }J '! .p n-
' " 

! J Hí I 
():r 2 i ·) 

[ 2p .Jn'p l Un, I 

dr/'1.,. 
-

(l+;·~~r~ -l+n; -1-+- n2 i:Jqll 'J.L 
" 

{Jr:;n 'i 
.- !I . 

r_) fJ 'i ·l-' 

onde o,,= r- n::,, Também (\'C!' • .\pêndice . .\I 

Do, i 
dp" i'l·i' 

iJn 71 ! 
--I 
Dr1" i 1-P n ,pi ·I B 2 - p 2 I n 2 I - 8p2 ( 2q + pT I n 2 I· 

2(I32 - 2p2ln 2 1n}, + 4pl2pTin 2
- lqlo, + 8q2 + 1[2B2 - (pTin1 2 ) 

Jm,(.JB 2 - p 2 ln 2 )- '-p 2(2q+ pTin 2 } 

onde as clcri\·aclns :-?w calculada' prtra r1 :::: r/ :::: r/' c' fJ:::: p':::: p". 

Comparaçües nnméric<1s podPJJI :::c r f(-'il.as C'lll 1'1~ a forllla exn1 <t do jnopng~HJor 

A'(:.::. T) c as aproximações real(' complexa. Comparar('mo-; noY<HnPrttr> o qnadrn.do 
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das 3Illpl'itndr_'"· J)(' acordo com ;t aproximação real ( 1.()0) da :-.eção l.l. temos 

'iJ-'' ' [ l -.. -- ') i -<..) I I "' . - .·) 
.J, i : .. :./11- = :-J--,-Iq.p.cl]cxp ;c-elo - nj~J- . 

, r u"âr' '2.!1 
I 

onde 

(I 

F-T. 1 = mr0 . 

62 

(U9) 

( L)O) 

Aqui. entrcté'lnto. o pré-htor iJ2S/0u'fJIJ1 foi Cé!lctrlctdo us;:nrdo (:L-J.)L CJIH_, por su0 H'L 

precisa do c<1lnrlo d:1:' trajetórias gerais. Sotc. por<''lll. quC' a nprnxiwação l'f'éd não 

fornece YD1ores p<na a <1mplitnd(_' cm momento pr(Jximo de zero. simpiE'Slllt'nte porque 

não há nenhuma tra_ietórid para p = O. 

a b c 

30.0 

o, 20.0 

10.0 

~ r;i~~~-~~ 
0.0 ~ 

-3.2 -1.6 0.0 1.6 3.2 -3.2 -1.6 0.0 1.6 3.2 -3.2 -1.6 0.0 1.6 3.2 

Q Q Q 
Figura:] .. ): Contornos de j!\(~. :. TJI' (normalizaclos) para T = CL'i. (a), (I•) e 

(c): cálculo e:-cato. complexo e real respecliYamente. 

:\a.s Figs. :3.-J-3.7 cqào mostrados mapas de isoprobahilidade IH.Jnnnlizndos pnra 

p 2: O de I h-(::.::. T ):~para T ==O .. ). 1.0 (' 1..). rc;-;pectiYamentf'. Prna rudn~ os r{dcJJ]os 

a seguir. fiZC'HlO':) L == ·2~. c== 1 e h == l. [Jll cada uma de.s.sas fig1na~. 1 (j_! É.' o re:;;ull ndo 

exato (Yia anto-fnllÇ'ÓPS do poço). (h)(> n aproximaçi1o ::,pmiclús:-,icJ cpmp1exa r> (c) a 
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40.0 ,
1 
/=.--c~~""'E.=s::-="'-: 

-~ 

a 

30.0 

... 20.0 

~ 
10.0 ~ 

0.0 
-3.2 -/.6 0.0 1.6 

Q 
3.2 -3.2 

b 

-1.6 

(;:} 

c 

0.0 1.6 3.2 -3.2 -1.6 0.0 /.6 3.2 

Q Q 

figura :3.Ci: Con1ornos de IX(:, z, TJI2 (normalizados) para T = 1.0. (a). (h) e 

(c): cálculo exato. con1plexo e renl respccti\·an1ente. 

aproximaçi-io real. I~sas figlJras wostram concentraçôes ele probabilidade ao redor das 

órbitas periódicas. que. como já E'XIJuscmos 1 corresponde ao foto de que a amp]i111de 

expressa a correbç~o Pnt re o estado inicial e o finaL .A medida que o tempo do 

propagad~Jr T <HIJlJf'nta. o nÜllH?ro de órbitas periódicas é:lunwnta proporciona.lmeute 

(ex.istem mais poríodos cnmensurán"is com T). Destacamos a.<;, seguintes clifert?lHJlS 

entre cada aproximação: Pstá ri aro que a aproximaçii.o complexa tem uma dependência 

em q que está au~cnte da aproximação real. fsso porque a mesrna órbita real é usada 

para aprox.imar o propagador na aproximação real que só df.'pende de p: está auseHtc da 

aproximaçc'io real a região Je baixo mome1üo: porque. como dissemos. nã.o há. trajetória.s 

reais nessa região. Vê-se claramente que o cáculo semiciás.sico complexo é uma boa 

aproximação para() rPsul1ado exalo. mesmo para o q)or de n = 1. Lembramos apenas 

que o resul1ado semiclássico é dljdo idealmente para ll -O. O que percebemos é CJUC 

a aproX.Ímél.ção semiclás.5ica funciona muito bem para Yalorcs de h Pxtrapolados dPsse 

li mi 1 c. 

Ex_iste também um hoJu acordo ('JJtrP as lproxünações quanto às amplilucles ab~(_)lu

tas. \"a Fig. :1 .. S c-:;Tào IJJostrads os Ya]orcs dP !A-(z.::.T)j 2 como funçàu de ]J na liJJha 

q =O .. -\s Figs. I"). I b I e I c I são para T = 0.-5. r= 1 .O e J' = 1.5. rcspc'clil·amentc. A 
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linha :'-Ólid;1 reprc":PJJl a a amplit udc calculada p(•]a aproxinJnç.lo romplc'xa. os círc1:]os 

mo~tram a aproxiJllaç<'io rcnl. e a linh;-t tracejada o c;ílcnlo exalo .. \parcJJtrinC'ntP, a 

];Hgllra df' cadél pico(> JigPil'?tlllPJ11(' lllC!lOf para <-l~ ê-lj}l'O::'\ÍI1lêiÇÔí'f- sr-•tnic]{l~~iC<l~ .. .\s F l.~.'i. 

:3.9 c :3.1 o lllOs1 l'iHll ! /d .:- .. :·. r) 1

2 CfJ!llO f llll<}lo de r; . . \ Fig. :3.0 ;_, fl·it a p;:t r a jJ = 1. J 2-~l la] 

CJ1_J.e <:ts órhitas coJJ1rihllindo pél.ra o propagador nunca colicl('!ll com a.c., parPdes . .J<'l na 

Fig. :L10 Psco]bPJJtUS \'âlorP~ de p tais que 11 = 2. \essas t'dtiJ!l<1S duas fignras (a). (b) 

e !c 'i mo:-:t_ram ]'l'~llltado." Jl?tf<l T =o .. ). 1.0 (' 1 .. ). l'C'SjWcti\'3IJl('Jl1e. com o detalhe (jllC 

p;na a 1:-i~. :LO n<'io cxi~tc aproxiJJia<}io rcnl. Est~ cl;.no qur' a <lproxirJiéiÇ~O conJplcx;::J_ 

à lllllêl interpolaçAu entre u cálculo exato c a aproxiJn<-u;ito rPal. 

De~<;c::, c<'ilcu!os H'JlJOS que o nu~todo semicl<'issico t('nt SIJCP'-So Pll1 1ratar 11111 sistl'lt1a 

onde o pior rc.o.u]1 aJo :-Pria n:-pcrado. jfl que o po1C'nrial é for1 ('Jl"H'U1(' dc:c,contínuo. t · rna 

oL~erY.:H:;~o importante. e (jlH' tah·ez S('jn. o r0':o;u]taclu mais notório da aplica\·ão p;:1ra o 

poço. fvi a a1rsêucia de' trnjctcJrias cornplexas para C('rtas rcgiõ<'S do espaço de fa.--r>s . 

. \es."as regiões a aproximaçào seruirlJssica é simplt'smente nula. Isso, C'lll retanto, JJ;~~o é 

crítico. já qur o propagador PXato é muito prfJxilllo dP zero nC'ssas regif)('S. Pen.samo:-, :-,e r 

esse um rcsultndo rde\'rtll1C. pois acredita-se que esquemas dE' complexificação podem 

sah·ar os mótodos scmicL=íssicos usuais nas r('giôes onde trajetórias rr::'ai~ não existem. 

:\ás simpl(~~rnente achamos um ('.:\ernplo simples onde mcsmn trajetórias cumpkx<1.s 

porlr:m tulo r.ri.~tir. 
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Figura :0.1: Contornos de jT\(~.:.TJI' (norma]i,ados) para T = L"i. (ii). (IJ) e 

(c): cálculo exalo. complexo c• real rcspecti,·amente. 
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Capítulo 4 

Tunelamento Semiclássico 

O interesse maior 110 desenvohinH'J1tO de métodos scmiclássicos e1n parte \·em do 

fascínio de se apllcar conceitos clássicos na descrição de sistemas inerentemente 

quânticos .. -\.contece que nem sempre é possÍ\·c] encontrar os elementos clássicos r1n 

um dado sisten1a: existem aqueles onde trajetórias clássicas estão proibidas. :\esses 

casos a aplicação de métodos semiclá.ssicos torna~se mn desafio. Tal apllcação tem 

sido feita por continuações analíticas a. partir das regiões de movimento permitido e, 

muitas Yezes por meio de uma engenhosa manipulação. novas trajetórias clássicas são 

criadas para dar conta de transiçôcs quânticas desses sistemas. Veja por exemplo D. 

~Iclaughling [29] que. em trabalho pioneiro, introduziu trajetória.s complexas para a 

determinação de funções de Green em casos de tunelamento. A questão aqui é também 

saber até que ponto a aproximação que apresentamos é válida na descdção de sisterna.s 

onde as trajetórias clássicas usuais (reais) estão ausentes. Para isso, as barreiras de 

potencial são os sisternas mais indicados, já que não existe movimento clássico usual 

para energias menores que o máximo da barreira, enquanto o correspondente quântico 

apresenta o fenômeno de tunelamento. Por outro lado, para energias maiores que a 

barreira. nenhuma reHexão dássica é esperada. enquanto que para o sistema quântico 

há sempre um resíd1ro de reflexão que Yai a zero no limite h ~ O e altas energias. 

\este capítulo apresentamos exemplos práticos onde a aproximação semiclásska com 

trajetórias complexas poJe ser útil no estudo de questões fundamentais. tajs como a 

do tempo que uma partícula representada por um pacote coerente com energia nlf,dia 

67 
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meitor que 1'0 permanece no interior de uma harreira de potendal com máximo 1 Q. 

dado que a partícula tunclou. Essa é uma questão que tern uma longa estória. [30]. e já 

adin.ntamos que é urn as~unto bastante controrerso. onde é sempre possíYcl achar um 

arglllnento contra 011 a favor da própria. pertinência da questão. 

Discutiremos inicialnwnte o contex--::.o atual da questão do t('mpo de tunelanwnto 

atraYés de uma bre\·e i11t roduç::io.l A seguir. iniciamos um estudo de barreira~ de 

potr:ncial. partindo de u111 raso exato 1 a barreira hcnmônica. in\·ersa. para. a qual de

terminamos o propagador e a fm1ção de onda (.TI.:. t) cxatamE'ntc. Post('riormcntc, a 

barreira simples (potencial \ 0 para lxl <:: a/2) ser<i C'srudada em profundidede. 

4.1 A questão sobre o te1npo de travessia 

quântico 

). questão sobre quanto tempo uma part.ícu]a leva para a.t.ra.ve~sar urna barre>ira 

quântica. se ela não dispõe de energia para a travessia clássica, já foi extremamente 

discutida. Em geral. é dito [:31] que, não tendo staius de variável dinâ1nica., o tempo 

não pode ser associado a. um observável do sistema. ou seja, não pode ser expresso c•In 

nenhuma forma operatorial e. consequentemente. sua medida é necessariamente indi

reta . .\~a rcrdade. a. questão é entendida muito sin1plesmente se nos lembrarmos que a 

idéia de tempo é primitiva da.1necânica clássica. e está intimamente ligado ao conceito 

de trajetória. Essas. porÉ>m, não tem lugar dentro dos princípios de mecânica quântica, 

e muito menos em suas interpretações ortodoxa::;. As tra.jetórias no sentido clássico sur

gem cmno comportamentos emergentes no limite clássico (formalmente representado 

por n-O). Ainda assiml várias questões permaneCE'I1l abertas [9], pdncipalmentc se o 

correspondente sistema for não integráveL um problema já antevisto por Einstein [:32] 

em 191 i'. 

Segundo Leanns [3:3]. o problema do tempo de t unelamento pode ser \'isto con

ceitualmente de duas maneiras: 1 - o da discussão 1 dentro das interpretações usuais 

ou marginais. do significado desse tempo. Aqui., entretanto. entra-se no domínio elos 

:Tal introdução. na Yerdade. incentiYa-nos o 1ratanwnto semiclássico de barreiras clC' po

tencial segundo o método que f'Xpomos, colocando esse estudo dentro de um contexto mais 

geral. 
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fundamentos de mecânica quântica~ uJna. área que não nos cabe examinar aqui. É intc~ 

ressante Jemhrar apenas que a interpretação de Emsunb!Es de Bohm (:3:3, 3,4] permite~ 

de fato. uma dett?nninaçã.o rigorosa do tempo de tunclamento. assim como seu tPmpo 

de existência dentro do potencial. se a partícula foi reflctida; 2- Independentemente 

da interpretação usnda. não há conclusão sobre a men-'>urabilidade desse tempo, o q11e 

quer dizer que ('x.istem dúvidas sobre como se aplicar os postulados quâ.nticos (que 

não dependem da interpretação) a fim de medir o tempo. Há. de CjcJalquer forma. 

uma multiplicidade de trata1nentos teóricos possÍYeis e. alguns autores [:10] chegam a 

afirmar que essa nmltiplicidade reflete uma \·ariedade de pontos de vista, sen1 maio

res impUcações. l'ma boa. reYisão dos trabalhos em tempo de tunelarnento poJe ser 

encontrada en1 [30]. 

Segundo Landaucr [:lO]. existem três diferentes tipos de abordagem da questão: 

1 - Tratamento \·ia pacotes de onda. Consiste na propagação de pacotes mais ou 

menos localizados na direçã.o de uma. barreira. simples 1 por exemplo. Segundo a Hef. 

[3.j~. o uso de pacotes não traz conclusões positivas, já que a mera localização de 

pacotes no espaço de configurações não é suficiente para. caracterizar um processo ideal 

de tunela1nento. Por processo ideal se entende o lançamento de um pacote locaUzado 

com (x) :S O em t = O, por exemplo, e (p) ::>: O e energia média inferior a da barreira. 

Da interação com o potencial, o pacote inicial é refletido e un1 pacote transmitido 

emerge. Se o pacote inicial tiver, entretanto. uma distribuição de frequências altas 

muito localizada. o processo de tunela.1ncnto ocorre (l11fts do pacote atingir a barreira. 

Por outro lado. a pura simulação da evolução do pacote no interior do potencial não 

permite nenhuma conclusão quanto ao tempo de permanência no mesmo, porque o 

pacote perde loca.lizaçào no interior da barreira: 

2 - Introdução de relógios quânticos. Esses caracterizam-se pela presença de un1 

termo a mais dependente do tempo na função hamiltoniana. O relógio pode ser ajus

tado de forma a. interferir o minilno possín:-1 com o sistema original: 

3- Introdução de Yariedades de trajetórias. Dentro dessa linha está o tratamento de 

Bohm [:3:3]. e cálculos via integrais de trajetória. :\qui é onde tratamentos sen1iclás~icos 

podem entrar. já que faLem uso de trajetórias clássicas. Como órbitas clássicas são 

proibidas para as energias de tunelarnento, extensÕPs analit.icas podem ser usadas. e é 

aqui que aparecem as contribuições complexas e tempos complexos [:36]. 
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Yejarnos breYemcnte como as abordagens :3 1ra.tam o problema. Classicamente 11rna 

partícula permaneC(! no interior de urna. região~ do espaço: movendo-se segundo uma 

trajetória 17(1). pelo tempo 

te~= fx rltj rir~[,"- r(tJL 
./o ~ 

! 1.1 I 

e. se a p0rt ÍC1J I a e~ 1 á as~ociad n a um r: nsr:. rnblr de trajctórias com proba hilldade P'J. b/1 t l) 
ele transiç3o entre os pontos rT e belo espaço. eutií.o 

( J.2) 

Por outro lado. para uma partícula com comportamento quântico. é possín:>l a defil1ição 

do tr:mJJO df t.ri.stinr-io 

t = r~ dt c IL'(77,1II 2dr, 
lo J'" 

i UI 

na regi ?i o~. É claro que. C'lll (.L:)), não levamos em conta o fato de que, se a. a pa.rt ícnla 

de fato <J.bandonou ~:e ~e es.sa é a única informação que temos, não temos nenhuma 

idéia para onde ela foi. Isso naturalmente contrasta com (4.2) que é uma definição 

clássica .. \ essência do cálculo por integrais de trajctórias é calcular ( 4.1 I como um 

elemento de transição HJ. ::\o espaço de configurações usual, dado um funcional F( í'), 

r= nrl. ;:'2) que rlepende das trajetórias possÍ\·eis desde rl a.té i:;'2·, o elen1ento de 

transição do estado l>e·,(r1 I) para IV:!( i;)) é dado por 

(VJIFIL'i) =~v-r j dr2 j dr11f·j(r'21 Jvr:F(i)e' 8 i')/t'\\(r!l, (l.lJ 

sendo .5' a ação dependende da trajetória 

( i.5 I 

e a normallzaçã.o 

( 4.6) 

As integrais ~obre r1 e r2 dão conta do fato de os Pstados inicial e final nao SE:'rcm 

localizados. O funcional F & tomado como seu do a extensão de ( ~.1 I 

t = f"" dt C dr6[r- r:,], .fo }:__ I L<) 
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aqui r~. representa todas as posSÍ\'cis trajetórias 110 scnt ido dado por Feynman. Segundo 

[:3G]. se L'J ó escolhido corno a e\·olução qufmtica de t';- então o \·alar de (t) P dado vor 

(4.:3). f: fácil Yer que o elemento (4.4; pode \ey;u a \·alores complexos para (t). Essa 

é a origem dos .. tempo~ complexos·· ·:10 problema (h~ tunelamentu. Para a barreira 

~imple.s. e~colhcndo-~e conYenil?ntenwntc estados iniciais e finais de forma a separar 

a parte transmitida da reflt:>tida. em [:36] foi possÍvEl relacionar ')l'[(t)] e :J[(t)] com a 

taxa de precessão do -:;pin de um clPtron snjE'ito a um compu magnótico na região 

da barreira. em duas dircçôes paralela e longitudinal ao campo~ rPspectivamente. con1 

relação a correspondente frequéncia de Larmor. Em hora esse resultado seja fisicamente 

interes.<::ante e rcYele alguma conexão oculta 0ntrP proprirdadcs internas do elétrnn e 

sua dinâmica. não há conclu~ãn ~c ele. de fato. f'Xprcssa o tempo de tunelan1cnto da 

partícula. ou o tempo de permanência na barreira. :'iC' ela foi refietida. 

4.1.1 Tem.po das trajetórias complexas. 
A essência da contribuição das trajetória.s estacionárias complexas do tipo que temos 

tratado neste trabalho na elucidação do problema do tempo de tunelamento é deda 

pela relação (.t.lJ. Simplesmente extendemos essa relação às trajetórias complexas. 

Para isso. definimos preYiamente ~ como a n:.giào do Uój)(JÇO comple.ro It - p2 onde o 

potencial ex.iste. Assim. o tempo de c.xisU.,ncia ~ dentro dessa região é simplcsnwnte 

dado pela diferença 11 - t 1 entre os tempos de entrada e saída. de cada trajetória 

conectando os pontos :::' e :::"no tempo T. Também 

:::.(q',p'.q".p",T) = t2 - 11 < T. I -LS) 

ou seja. o tempo de transição:::, é um funcional da trajetória. A afirmação da relação 

(4.8) está baseada. entretanto. na associação, para cada ponto do espaço de fases, de 

uma trajetória complexa conectante. _\ssim 1 o grau de precisão com que a. fórmula 

semiclássica ( Lí4 I aproxima o cálculo exato é crucial para o estabelecimento dessa 

noYa propo,ta de tempo de tunelamento, que é \'álida para a representação de estados 

coerentes (que se pode extr>nder a outras representações. desde que essas sejam obtidas 

yja uma transformação con\·eniente a partir dos estados-coerentes). e para a qual ne

nhum análogo qllântico ex..iste. Por outro lado. tempos de reflexão também podern ser 

calculados. desde que ~e considere os estados de reflexão. i. C. 1 aqueles para os quais 
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o momento final tem sinal contdrio ao inicial. :\c'sse caso. a região~ continua seudo 

a região de potencial no espaço complexo com a qual a trajetória de reflexão iteragiu. 

Entretanto~ apresentaremos aqui somente os rc.sultados para a transmissJo . 

.-\dian ta Jllos ta rn bém que tal proposta ( .±.S) de\-e ser nPressariamcn te rom p;1rada 

a outras existentes na literatura [3:_)], baseada ::i cm outras interpretações da mer.ânica 

quântica. Essas. por sua Yez. ten1 sido considcradns corno tratamentos únicos do tempo 

de tunelamcnto e reRexão (porque. jnstamente. fazem uso de trajetórias clássica~. isto 

é1 aquelns associadas às rariárEis oculf(f8 do sistema) . .:-\ nova proposta feita aqui 

mostra que, mesmo ~em abandonar a interpretação ortodoxa (que podcriamos especi

flcnmcnte denominar de ··iru~:trum(nfoli.sto'' 2 ). um tratamento único e direto pode ser 

dh·isa.clo. Queremos deixar c1aro que as trajetórias complexas podem ser \'istas cnrno 

bons intrumcntos de cálculo. sem pretendermos associar a elas Henhurna interpn't (-tção 

física. 

Antes de tratarmos o exemplo da barreira. fazemos uma. análise prP1ilninar do po

tencial harmónico inYE'rtido para o qual o propagador e a a função de onda (.rlz. T) são 

exatos. Esse potencial simula o comportamento de um sistema próximo a um ponto hi

perbólico. Fazemos uma discussão do ternpo de transição esperado para uma partícula 

nesse potencial. a\·aliando o máximo no tempo ela probabilidade atingida pelo propa

gador na região posterior ela barreira. Algumas comparações para os ternpos clássicos 

esperados são feitas. 

2 "]ns1r11nlt11falismo: Sustenta que as proposições teóricas da ciênci'l são na verdadr: ins

trumentos de cálculo f' predição. ou ainda regras de inferencia. que auxiliam a conexão e a 

estruturação das prúposições sobre coisas c processos observá\'eis. Portanto. segundo o iJJqru

rnentalismo. as proposições teóricas não são propof,ições genuínas. às quais não se aplicam os 

C011ceitos de verdade c falsidade [;l<r 
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figura ±.1: Cun·as das soluções E(T) para q = 2.0. A linha tracejada f. a relação 

clássica .. \s linhas iniciando em E > O são as correspondentes quânticas para 

t> = 1.0 e l1 = 0.1. A linha cheia começando cm E< O é a solução E-(11 = 0). 

4.2 Tratamento de um caso simples. 

Em um sistema unidimen~iona1 1 o ten1po clássico í que uma partícula gasta. para ir de 

q, até q& em um potencial l'(.t ). com energia E> F(.r ). para q, <;.r <; 'lb é 

(" d.r 
T= J,o p(.Tj' 

onde p(.r) = v2[E- V(.r)]. Para uma partícula sujeita a função hamiltoniana 

]J2 .\ 
1! = - - -q2. .\ > o. 2 2 . 

o tempo cle.ccle q, = -q e q• = q (q > 0) é 

__ 1 1 (v'-\q 2 + 2E + J:\q) .,- "u " . v.\ v.Aq 2 + 2E- v.\q 

( 1.9) 

( L 1 O) 

( ~.Jl) 



ollrle F = 1//2- Àrj1 /2. PodPmos reescrcYcr ( 1.11 I nê\ formo 

I 1.12 I 

Pnra F < O. C'lllretanto. não cxi~te trajctória clá:":;.,ica cmwrt Cindo rr1 e tF, dado::; arima. 

Isso pcH(jlH' o lllOIIH'nto torlla-se uma quantidadP complexa d('ntro da harrPira. Se. 

porém. ~uJnlitirmos um;t colltinuaçã.o complexa para (-LD). onde fazemo~ T = 11 + 112. 

com E= ~jEj. jJ(.r) = \//\,T'2 - :2jEj. PllContramos (n.•r figura menor CJJI Fi~.l.l) 

!q d.r ~·i d.r I 1 rl.r 
I= _ + -I . 

. -q ,;;,_.,.2- 2[r.l . -q yÀr2 - 2[f~l . - 1 v2iEI- .\r 2 
I Lll I 

onde ij = \/2jEj/ /\. Faz('ndo n.::; integrais acima. ohternos 

(i.J.ll 

de onde \"C'Ill que a parte imagin~ria. de T é uma. constante .. \ovamentP. rPananj;::mdo 

con n:nien t PJ11E'rllc ( -1. l-1 ) . cn con 1 ramos 

11.15 I 

que é a mesma expressão obtida. anteriormente (4.11) p;.ua 1:_,· >O. Esse é um exemplo 

simples que mostra o aparecimento de tempo complexo já em tratamento clá:-:~ico. 

O propogador .semiclássico para o sistema descrito por (~.101 pode ser calculado 

exatoment e. \'cremos que, a partir do propagador, podemos obter ( -±.12 1 no limite 

ir- O. Dado a defiuição das noYas YariáYeis u e v (1.2:JI, definimos os parâmetros 

E,= (= (J.l6) 

com as quais ( ~.1 O I fica 
nE 2 , H= --(u +v I+ n'uc. 2 s I 1.17 I 

De acordo cOJll ( 1.:2":1-) tcJnos o sistema 

( :~ ) ( 11.18 I 
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Diagonalizando a matriz característica. encontra1nos autoYalores a± = ±v'>: e o movi

mento segundo 

14. 19) 

Se introduzimos as condições de fronteira u(O) = u' e c(T) = e11
• encontramos que 

Çl2zvf\ cosh vf\T- 2( sinh vf\T)' 

-Çu'E.;'i:T +r"((- 1,;:\) 

Çl 21,;:\T- 2( sinh vf\T)' 

1 4.20) 

I 4.21) 

que detenninam as trajetórias completamente. Por simpllcidade. escolhemos os 

parâmetros do estado coerente dependendo do potencial na forma 

;n
b=V7>.' 

Com isso as trajetórias ficam simplesmente 

u(t) = 
u' cosh fi(T- I) w" sinh vf\t 

cosh vf\T + cosh vf\T ' 

( 
v" cosh vf\t 1U

1 sinh vf\(T- t) 
rt)= + . 

cosh fi r cosh fi r 

(4.22) 

(-1.23) 

A escolha que fizemos corresponde a fazer ( = O. A energia e ação parcial ficam 

parametrizadas pelas trajetórias (4.23) por 

e 

Assim 

hvf\ [ l E( v". u'. T) = , ( v"2 + u'2) + 21u 1v11 sinh fiT . 
2 cosh- fir 

S(1·". u'.T) = __ t_'-= 17- [1v"2 + u'2 )sinh fiT- 2ni'u'J1. 
2 cosh v ÀT 

!J'S 
Dv"âu' cosh ,;\r' 

( 4.24) 

(1.25) 

I 4.26 J 



e o propagador resulta simplesmente 

}
.( , 1 T' e- 1

/ 2(iv"l'+lu'l') (r(v"2 + u'2 )sinh VXT + 2v"u'] 
' v . ". ) = Jcosh J).T exp 2 cosh J).T . 

Por simplicidade, consideremos em (4.21) que q' 

( q > O, p > O). O quadrado do módulo de ( 1.21) é 

-q, q" q e p' 

1} . T I" .~. [2pq tanh T . 1 (p' q
2

) (p' q2
)] 1(q.p. I-= --exp + -- --- - - +-

c o~ h T fi, cosh r c2 b2 c'2 b2 

com T:::::: v;\T. A idéia é calcularmos os pontos T para os quais 

oji\(q.p,TJI' =o 
ar · 

experimentando un1 nwx1nw. Isso resulta na relação 

~vx. ~ 
- ~ smh 2r- (p 2 

- Àq 2
) sinh T + 2pqv À = O. 

76 

( 1.2'1) 

p" p 

(4.28) 

(4.29) 

( 4.30) 

Vê-se imediatamente que, no limite li-+ O, obtemos (-4.12). Há, porém, uma impor

tante extensão da relação (4.30), a de que ela é válida para E < O. Elevando essa 

relação ao quadrado e substituindo o valor de p, encontramos uma equação de segundo 

grau para. a energ1a 

4E 2
. (21i ) li

2 

T sinh 2 
T + J). sinh 2r sinh r- 8q2 E+ '4 sinh 2 2r- 4Àq4 =O. (4.31) 

Naturalmente, existem duas soluções possíveis, E± 

E± = . \ (q2 
- ~ sinh 2r sinh T ± q2 cosh r 

smh r 4v À 
1- . 

li sinh 2r sinh r) 
2q2J). cosh 2 r · 

( 4.32) 

das quais a solução E+ corresponde à solução clássica para tra.jet.órias diagonais no 

limite ll - O 

( 4.33) 

:\a Fig.-Ll Yemos um gráfico das relações E(T) para trajetória.s diagonais na barreira 

harmônica inH:-rtida para q' = -q" = -2. A curva tracejada corresponde ao lünite 
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clássico para E >O (.f.l2). Há uma c una cheia para E< O, que corresponde à solução 

E- de (.f.:l2). A solução E+ é exibida em duas cun·as (uma cheia e outra pontilhada) 

para diferentes Yalores de n. indicados na figura. A medida que ll. - o, a cun·a E+ 

tende à relação clássica. As curvas com h:/:- O para E> O indicam que, para um \·alar 

não nulo de tr. existe um máximo de IX(q. p. TJI 2 até um certo valor de Te urna energia 

mínima. Para energias n1enores que esse \·alar~ existe tunelamento, isto é~ probabilidade 

de se encontrar a partícula do outro lado. porém não existe solução para (!.29). O Yalor 

máximo de 11\(q.p.TJI> encontrado para E< O não representa a passagem do pacote 

principal pelo ponto q". mas sim o monwnto quando a distribuição de probabilicl;;des 

mais se aprox.ima Jesse ponto. É interessante observar que, para o sistema. dado por 

(.J-.10). não há divisão do pacote em parte transmitida e refleticla, mesmo para valores 

diferentes de c e b. O '·centro de massa" da distribuição de probabilidades segue sempre 

a trajetória clássica, refletindo se (E)< O. Isso pode ser Yisto nas Figs. -1.2 e 4.3. onde 

são mostradas as e\'oluçoes coerentes de dois pacotes em cada figura. desde T = 0.0 

até T = ]..1, para c= 1.0 e h= 1.0. Na Fig.4.2, fixamos q' = -1 e p' = 2, de iorma 

que (E)= :3/2. enquanto que na Fig.4.3 q' = -3 e p' = 1, de forma que (E)= --1. As 

figuras mostram isoproYheis de 111 ( q", p". q'. p', T) I' no espaço das coordenadas finais 

q" e p". O centro do pacote segue sempre a trajetória clássica correspondente. 

4.2.1 Função de onda. 
Podemos analiticamente obter a projeção de I1"(z", z', T) no espaço .r através da 

integral 

1 , JL' 
(xlz, t) = \'!q,p(x,T) = (xlz')(z'le-,HT/nlz)__:':_, 

todo ::' JT 

(-1.34) 

com d2 z' = dp'dq' /2n e T = v'>,T. Além disso, 

( I 

') 1 [ 1 ( 2 ,2 , zp':r zp'q'] x z = exp -- x + q - 2xq ) + - - -- . 
~ 2b' n 2n 

( -1.35) 

É aparente que. a partir das Figs. 4.2 e -1.3. a projeção em x consen·ará a forma gaus

siana. Aqui indicamos os passos para a resolução de (.+.:3.+). Explicitamente podemos 
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lO o 10.0 

p" 
r~.o 

p" T=-<1.4 
6.0 

(@ 
6.0 

2.0 l.O 

2.0 -2.0 

L ~o ~OL 
-10.0 -~" -10 o 

-10.0 ~o -2.0 2.0 o.O 10.0 -10.0 -6.0 -2.0 20 6.0 10.0 

;o.o· 10.0 

p" p" 

60 on 

l.O 2.0 

-2.0 -2.0 

~.0 -6.0 
T=0.8 

-10.0 , .. -10.0 I q" 
-10.0 ~.0 ·20 } o 60 10.0 -}0.0 -6.0 -2.0 20 60 :o.o 

Figura +.2: SPCJlH~'ncia de isopro\-á\·eis de IF( 11 11 ' 'T'l' \ q ·I' .q.p. ) - para Yanos \·alores 

de T no e~paço de fases ('III. )JII) para (E) = l/i . -· 
lO o 10.0 

p" p" 

6.0 6.0 

2.0 2.0 

-2.0 -2.0 

<O -6.0 
T=O.O T:=0.4 

-100 
, .. 

-10 o , .. 
-10 o -6.0 -2.0 lO 60 10.0 -10.0 ~-0 -2.0 2.0 60 10.0 

/0.0 10.0 

p" p" 

6.0 6.0 

2 o 2.0 

-2.0 ·2.0 

<O ~.0 

T=0.8 T:l.4 

-10.0 , .. , .. 
-10.0 -6.0 -2.0 2.0 60 10.0 <D -2.0 20 60 10.0 
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escrever essa. relação na fonna 

com 

e 

1 
] 2 Z 2 X 

o(z,x. r)= --lzl + -z tanh T- --. 
·' . 2 2 262 . 

F(:c, z, q',p', r)= Aq'2 + Bp'2 - Cq'p' +Dr/+ Fp'. 

As constantes em F(.r,z,q',p'.T) são 

~ l+ztanhr. 

A 
2+C 

·162 

B ~ 

4c2 ' 

c -1~ 

2/i , 

D 
- ( ~ + v'2 c:sh J ' 

E (·r z ) 
-z li - v'2c cosh T · 

79 

( {.36) 

( !.:37) 

(Ll8J 

( 1.39) 

(UOJ 

(Hl) 

( 1.42) 

(1.13) 

(4.44) 

A integral em ( 4.36) é gaussiana. É necessário, porém, introduzir uma transformação 

diagonalizadora.. Representando essa transformaçã-o na forma 

(4.45) 

onde 

q= ( ~) ( 4.46) 

podemos determinar K. e C. Também podemos escrever ( 4.38) como (t significa trans

posta) 

F = f/Ai+ B'q, (U7) 

com 

A= ( A. -C/2) 
-C/2 ..J. 

(4.48) 
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Basta impor que F fique na forma diagonal. A translaç.ão resulta 

1 ( BD+CE/2) 
C= -2(.11J -C 2 /4) \ CD/2+.4.E . 

(U9) 

de forma que 

(L 'lO) 

Para. completar. a matriz de rotação torna-se 

( 

C/2 

/C= vi,\-.\+)'+C'/4 
8-J--

v1s .\ I'+C'/4 

( !.51) 

que tem auto-valores dados por 

(4..52) 

A integral final só depende do produto.>.+.>.-= AB- C2 /4. Finalmente, a projeção 

~·,.p( :r, T) torna-se 

com 

a 

I = 

exp[ -o.r 2 +;h+ í] 
l..•,,p(.r, T) = J ylib( cosh T + 1 sinh T)' 

1 
-

2
(scch2T- 11anh2T), 

2b 
1 [(q_ cosh T +E sinh T) +r (E cosh T- q_ sinh T)]. 

b cosh 2T b c c b · 

- ~ ( q' + p') + ~ ( q' - p') [1 + 1 tanh T.:...( c_os_h--;2--;T;----1_,_)] 
4 b2 c2 4 b2 c2 cosh 2T 

qp [ (1 + cosh 2T) l ----,: tanh T h + 1Stch2T . 
2n cos 2T 

Pode-se facilmente mostrar a partir de ( 4 .. 53) que 

lim ~~·,p(x,T) =(.rio). 
T-0 

( 4.54) 

(4 .. 5.5) 

(1.57) 

como dew acontecer. É bastante claro que a função de onda em x, inicialmente 

gaussiana 0111 r:::::: O. permanece gaussina (funçã.o quadrática na. exponencial- ver Fig. 
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-± .. )).Há. entretanTc). um forte CSJúdbamcuto em .r. com incerteza propagadai!dü-~(' no 

tempo ~-egundo 

-".r x b cm h 2c. 

Sa Fig. 1.-! :::ao ~Jlo-:.rradas junta.nwnte dTJil.S c1nYa::; de jh'(q 11 .J/'.r/.p'.T)j 2 (c11n·a 

0.04 --/_------.------c--.---------,. 
I ', 

I "- q'=-2.0 p'=p":l.O 
0.03 • I \\ q=q"=-q' 

I \ 
! \ 

0.02 . 

0.01 . 

0.00 
0.0 

I 
/ 

/ 

I 
I 

I 
I 

I 

\ 
\ 

2.0 4.0 

T 

c=l.O h=l.O 

--
6.0 8.0 

figura Ll: Cun·as de IJ\(q",p". q'.p'. TJI' (cun·a tracejada) e lt·,.p(.r, T)l 2 (curva 

cheia) para o potencial harmónico invertido, mostrando máximos de probahili· 

dade em fnnçào de T para os parâmetros indicados. 

tracejada) c lc,.p(.r.TJ: 2 (curva cheia), para p' = p" = p e q" = q =:r= -q' = -2 

em função de T. Como \·emos. o máximo em T para as duas cun·as indica. que~ para 

jL·q.p(.T. T)j 2 . também cx.iste um máximo~ aproximadamente igual ao do propagador. 

:'lesse caso E< O. :'la fig. 4 .. 5 dois gráficos ele !t'•7 .r(.r. Til' mostram a evoluçiío de 

pacotes coerentes na barreira harmónica inn'rtida com parâmetros c = 1. n = 1.0. 

onde se usou a parametrização c2 = Àb2 Em (a). q = -1.0 e ]J = 2.0. de forma que 

o pacote tem (E) = :3(2. Em (b). q = -3.0 e p = 1.0. de forma que (E) = -4. Em 

particular. esse último gráfico mostra que não há E'Ilwrsão de m-n pacote tunelante. 

Ainda quf:' E:::::: O. com E< O. pudemos yerificar que n?io l1á tllJJPlamento no sentido 

da ~mersão de um pncote -:ccundáriu3. 

30u tunelamento ideal ::.egundo landauer. Yer pagma .)7. 
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4.3 Barreiras no espaço complexo 

:\a seção anterior \·imos que o potencial hipC'rhólico. apesar de cxato Plll sua sol11Ç~O 

semiclás:3ica. Hão permite uma n.nálise de um procC'.~so de tUIJrlamentn ideal. Con::-ide

ramos. eu tão. o tratamento dC' 11111a barreira simplrs de potf:'llti<J.] uHidim0nsional 

\ I .r J = 
J 1

0

ü ,·,'' [ri<; a/2. 

l .. j.r[ '> aj'2. 

para a qual nenhlllll mo\·imento clá:::,.sico ronectnndo .c< O com .T >O ex..iste com lHO

menta p < v/:2\ ·u ( m = 1 sPmpre ). Tal c;j~tcma é nn1ito cmthecido na literatura b3 .. ~,ica.. 

tendo sido extcn.'-Í\·nmcnte c.stndado [:HJ] no contexto do problema do tempo de 11lllC'

lamento. Determi11aremos os propagaclore:-1 f:'Xato c semiclássico na. r0presentação de 

est<J.dos coerentes. onde faremos uma análise detalhada do cálc1IIo desses propagadores 

nas diYersas aproximações possÍ\·cis. 

Do pon1o de Yi::ota do andanwnto do trabalho. fizemos inicialmente uma aplic<1ção 

direta ao problema da barrC'ira da relação ( 1.()2). que nos r)('rmite um tratamento ··~emi

analitico··. i;:, to é. as principais rPlaçÕPs que rPsultam nas trajetórias complexas foram 

detenninadas analiticamente até o ponto onde resoluções numéricas fora1n necessárias. 

Essa 1entati,·a inicial leYoU à rlescobcr1<J de que a aproximação dada por (1.62) conchtz 

a resultados precisos (se comparados ao cálculo exato) desde que._ na região do espaço 

ele fases analisada. trajetórias clássicas reais existam. De outra forma, (1.62) não 

aproxima estados baixos. justanwnte os que sofrem espalhamento com tunelan1euto 

em ( 4 . .59). :\esse caso. ( Li4) de\·e ser usada obrigatoriamente. A aprox.imação I 1.62) 

só é aplicáYel assim a estados ele\·ados ou a barreüas simples cuja área no espaco de 

fases A ::::::: o~ >> h. Entretanto faremos também aqui uma análise prelüninar 

por essa Yia. já q11e ela nos permite uma análise analítica. Finalmente a.plicare1nos 

(1.54) utilizando do processo nmnérico descrito no Capítulo 2. Com isso podemos 

implf~Inentar nossa idéia sobre o tempo de traYessia. segundo as trajetórias complexas. 
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Figura ~.6: Faixa de potencial no plano complexo .r1 - p 2 mostrando algumas 

trajetórias de t.ransn1issào. 

4.3.1 O Limite clássico da barreira simples no 
espaço complexo. 

Aplicando·se ( 1.62) necessitamos de uma forma complexa para o potencial de ( ~.c:,<J ). 

Esta Yem de 

. 10 [ (" + a/2)] [ ("- a/2)] 1' 0 (1J)=""4 l+tanh 
0 

1-ta!lh 
0 

. ( 1.60) 

com q = .r1 + rp2 no limite a- O. l\'esse limite. a parte real de l·~(q) não depende de 

p2 , de forma que 

lim 'li[F0 (q)] = l•o [1 + 0(xr + a/2)][1- 0(.1"r- o/2)]. 
o-0 4 

(Ul) 

Isso descreYe uma faixa no plano complexo ( FigA.6) .r 1 - 7'2 entre -a/2 e a/2 em :c 1 • 

Distinguimos 1 assim. duas regiões distintas: a região I de moYimcnto ]j\·re e a região 

II (entre-a/2 e a/2) com potencial F0 . A determinação das trajetórias complex<ts 

é feita pela obtenção das equações de rrJOYimento dentro e fora da barrC'ira. Corno o 

mo\·in1e11to é do tipo li\TE'. uma tra.jetória de tra\'ctisia apresenta rcfração no interior da 

barr('ira. Para tais trajetórias soluções são encontradas resol\'ClJdo-sc' :;;inlllltaneamente 
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as equações de conservação de energia e continuidade através da barreira.. Corno no 

caso do poço simples, resolvemos~ caso a caso. as trajetórias. Se a.dmitinnos que c = 1 e 

b = 1 como no caso do poço, temos as condições gerais (:lA), que dc\·em ser obedecidas. 

As condições de borda do potencial são dadas por 

_(1 I a 
X - --

1 - 2 
.ri') - ::. 

1 - 2 (H2) 

que correspondem a condições vá.üdas para trajctórias que pro\·ênl da esquerda para. 

direita (movimento que sempre usaremos). 

4.3.1.1 Trajetórias diretas 1-1 e II-II 

São aquelas cujo movimento é sempre livre. isto é, que não iterage1n com a fronteira 

do potencial. Essas caracterizam o moYimeto fora (1~1) e dentro (II-II) da barreira. 

Tais trajetórias sã.o dadas por 

onde 

T( q"- q') + 2(p' + p") 

4+ T2 

-T(p' + p") + 2(q"- q') 

·1 + T 2 

(4.63) 

( 4.64) 

Para cada q', p', q", p" e T dado iniclalmcnte, deve-se determinar as regiões de 

existência de tais trajetórias. 

4.3.1.2 Trajetórias 1~11 e II~I 

Trajetórias desse tipo aparecem em condições de contorno intermediárias, quando 

o pacote se avizinha da barreira ou se con1eça a se afastar dela. Além das condições 

(3.4 ), a trajetória deve satisfazer a equações de continuidade e conservação de energia. 

Numa transição tipo r ...... II (o caso II--+I é idêntico, bastando trocar V0 ...... -V0 ) temos 

E I - 1.(1''2 - x'') El - p' x' 1 - 2 1 2 • 2 - 1 2l 

( 4.65) 

EII- 1(1'"2 - x"2 ) +I. EII- p"x" 1 - 2 1 2 O· 2 - 1 2 · 

e, naturalmente 

(HG) 
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Vê-se claramente que a conserYação da. parte im<lginária. da energia. é necessária. uma 

que o potencial não é inteiramente analítico. Dessas duas relaçõPs obtemos relações 

para os momentos finais 

( !.67) 

cujas soluções são 

( 1.68) 

Como p{ e.r~ são sempre reais as soluçõ<"s de sinal nega.tiYo deYem ser descartadas. 

Temos duas soluções assim associadas à simetria. do potencial 

(!.69) 

Se a tr<tjetória é real E, = O. então .T2 = O, e PI é o próprio momento esperado para 

Er >\'à. Se Er < Vo então 

Entretanto 
p" 

lin1 -+, =O, 
E2--.0 .T 2 

(4.10) 

(4.11) 

o que n1ostra que p{ Yai a zero mais rapidamente que x~. Se descrevermos a posição 

da partícula no interior da barreira pelo vetar P = ( x{ - :i: 1 , p~- fiz), então. se j5 = 
p(coso,sina), no ljmite E,- O, a- -;r/2. Assim, a medida que uma trajetória com 

E1 < F0 se aproxima da linha real. o trajeto no interior II tende a se aproximar da 

primeira fronteira do potencial. Porém. se T for suficiente longo. haverá emersão pela 

outra borda. Trajetórias desse tipo são continuadas no espaço de fases por trajetórias 

de reflexão. isto é. aquelas que sofrem reflexão total na borda do potencial. 
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Se o tempo 11 for o tempo de iteração com o potenciaL a relação de continuidade 

será dada por 

Pz = .rz(T- Ir I+ .rit1 + P2 

Substituindo (:3AI e (~.621 encontramos 

" p, = 

onde ( = T- 11 e 

xzlr- p\ + p" + p' + (1(q" + a/2) 

1+ (f 
q" + a/2- (J(.rilr- p\ + p" + p') 

1 +([ 

_ (·Ti+ r/+ a/2) ti - - . 
]J~ 

( 1.12) 

(4.13) 

(1141 

(4.7.5) 

Aplicando as equações acima em (4.661 obtemos du<ts equações para as duas variá,·eis 

p~ e .-c; que podem ser resoh·ida.s ern t.ermos de q'. p'~ q"~ p" e T. 

4.3.1.3 Trajetórias de transmissão I~II~I 

As trajetórias que entram e saem da barreira ten1 solução semelhante aos casos mais 

simples descritos anteriormente. A diferença está na existência. de 1nais uma relação 

de borda. 

Trajetórias tipo !~II~! odedecem às relações('-"= t2 - ti) 

" "(T t I+ .. (2) .. (2)- II'+ -(1) -(I) 'I + I 
X 1 :::::: PI - 2 X 2 ' .T 1 - Pl w X 1 ' X 1 :::::: PI 1 X 1. 

( I. <6) 
"- "(T t) -L -(2) .. (2)- II A+ .. (!) -(1) 'I I 

P2 - .r 2 - 2 ' Pz • P2 - x 2 '-' P2 , Pz = x 2 1 + P2 · 

Aqui t2 é o tempo de saída, e (p{i, xf1) é o mmnento no intedor da barreira. Por 

conservação de energia 

:r" ,' p'2 ,'2 - PII2 ,IJ2 211 2 :::::: "'2· 1 - -<--2 - 1 - -<--2 - o, ( 4. 77) 

De um modo geral podemos escrever três relações j,(p\, .r;,'-") = O, i = 1, 2, 3, de onde 

se tem as soluções. sendo [leYando em conta também (4.7.5)] 

h 

h 

I I '2 I ( 11 I I I ( 1- ' Jl P1 1'2-l P1- P +p -,1'2 -..:..l, a~ 

I J) 12 21'J" 2 '2 I (" 'I '11- ')]2 P( - J'2 - o '-' -a + l P1 - P + P - X2 --' , 

h (q"- q'l- 2.c;- a- p\(T- '-"I· 

( 4.<8) 
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Essas equações podem ser resolvidas por procedimento numérico que determine soluçã.o 

de sistemas não lineares de N variáveis. Um chute inicial é necessário. O que se faz 

é ~ubtituir uma solução real como chute inicial (por exemplo, pode-se substituir as 

soluções exalas (4.G-1) para V0 =O e aumentar o potencial adiabaticamcnte) e mudar 

adiabaticamente algum parân1etro. 

A ação S fica simplesmente 

( l./9) 

onde ji= p; + 1.r; e ]7' == p;' +?X~. Também 1 segundo (:3.4.5). temos 

. c> = -tr ':'!!..!_- ':':'j +r u.r, + ':'.J'..l , () '" [("I ''I) (''I "I)] 
Üu'Dr" Uq" fJp" fJq" àp" 

(·LSO) 

ou seja. basta obter as derivadas de ]7 com relação a z". Há duas maneiras de se fazer 

isso. Uma delas é partir diretamente das equações (4.18). De fato, para i = L 2. :3, 

temos 

J( l I 11 IIT) o i q,p,q ,p' . = 

l"ma mudança diferencial nos pontos finais implica também 

ou 

J ( I I I c 11 11 C 11 1') o i q,p,q +vq ,p +up, = , 

6fi I =o. 11 . 
bq z1 .:: 11 ,T 

bf, I =o 11 ' i=l,2,3, 
Óp z',z 11 ,T 

(.J.Sl) 

( 4.82) 

( 4.83) 

(4.84) 

para r = 1. 2, 3, com x = (p~, x;, L;). As relações ( 4.84) representam dois sistemas de 

equações lineares homogêncos para as derivadas (Apêndice B) em (4.80). Uma outra 

maneira seria numericamente introduzir uma diferença~ ilq" e 6.p", para cada trajetória 

e determinar os novos ê.p; e ê..r;. Constrói-se entã.o, pela relaçã.o das diferenças, o 

1·alor em (~.80). 

Em geraL as trajetórias I-ll-1 são sempre responsáwis pelo processo de tunela

mento semidássico do pacote. O cálculo do propagador semiclás~ico pode ser assim 

feito completamente. 
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4.3.2 Cálculo exato do propagador. 
Antes de apresentar o resultado semiclássico. discutimos brevemente o cálculo exa.to. 

Como o siste1na é aberto, temos que 

(~.S.S) 

onde 

Ck,z = (klz) = i:(zlx)'h(x)h ( 4.86) 

Aqui 1J!k(x) é a auto-função da barreira. 

Admitindo-se moYimento da esquerda. para E > 1'0 c k > O, denotamos ;; 2 

2Vo/ir2
, de forma que I'' = k 2 - K 2 A auto-função fica 

( 4.87) 

onde 

( 4.88) 

( 4.89) 

( 4.90) 

com 
2E -Jka 

(4.91) 
E> = 2 cosp,a- z (I+~) sinJ-La. 

Para E < V0 e k > O, com J.L' = K 2 - k 2 , temos a auto-função 

elkx + 1Q< e-tkx se < /2 J :c -a , 

( 4.92) 
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onde 

com 

3< = -
1
~ < (I + ~) sinh JW, 

.,< = '; ( 1 + ~) e(•k-,)/2 

(< = '; ( 1- ~) ,l,k+l')/2_ 

2 cosh pa + z (I - ~) sinh JW. 

90 

(1.9:3) 

(1.9~) 

( 4.95) 

(J. (J(j) 

Para k <O. basta inwrtermos o sinal de k nas relações para Wk(1·) acima c tomarmos 

o complexo conjugado Wk(:r) ~ WiJr). As funções acima são idPais para a construção 

do propagador exato (4.8.)). A normalizaçãoN é obtida notando-se que [:38] (p = hk) 

( 1.97) 

de onde temos,\:'= .jf]2ir. :\a determinação numérica de (4.85), para maior rapidez. 

aproximamos 

( 1.98) 

que é válido se lq'l >>a, ou seja, se o pacote inicial for lançado bem longe da barreira. 

Tamém em ( 4.85) uma truncagem na integral em k deve ser feita. Escolhe-se, assim, um 

valor máximo kmax para os limites da integral quando o integrando é suficientemente 

próximo de zero nesse limite. 

4.3.3 Resultados e comparações. 
Em todos os casos, tanto exatos como semiclássicos, usamos c = 1 e b = 1. Na 

Fig.4.7 mostramos as isoprováwis em q", p" de IK(z", z', TJI 2 dos cálculos semiclássico 

(a) e exalo (b ). O estado inicial é preparado de forma que q' = -5.0. p' = 4.0, 

1!0 = .s.O e a = 1.0. ou seja, para (E) > Vo. que é o caso para o qual a aproximação 

é válida. Três valores de tempo são mostrados. T = 2.45. T = 2.6-5 e T = 2.8.5, 

qua.ndo o processo de espalhamento já se efetuou. A medida que T aumenta o centro 
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q'o:.-5.0 p'=4.0 Vo=5.0 a=l.O 

A 

6.5 7.0 

, ~! ~~ffifrf(?"P 
3.5 . - . . -. 

-- •' 

T=2.85 

-
u u 5• u u 6.5 7.0 

q" 

T=2.4S 

B p" T:2.6.5 

7.00 

T:2.85 

6.50 7.00 

q" 

Figura -LI: Cunas de isoprováveis de IK(z". z'. T)l 2 para va]orE>s indicados na 

figura. (a) caso semiclássico, (b) cálculo exato. 
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do pacote transmitido move-se livremente para a direita. Existe uma boa concordância 

do cálculo semiclássico com o exato, tanto no que se refere às isoproYá\'eis quanto aos 

Yalores absolutos do propagador (não mostrado). Destacamos que o momento final 

n1édio do pacote tunela.do é ligeira1nente maior que o momento inicial. Isso porque 

as barreiras de potencial podem ser vistas como "aceleradores·~ [:3.1] de pacotes: isto 

é, não obstante haver um atraso com relação ao tempo de saída de mesn1o pacote na 

ausência da barreira, o pacote tunclado mo\'e-se mais rápido. Pelas relações (.1.91) e 

(4.96) as componentes de frequência alta passam mais facilmente. o que faz com que 

a distribuição de momentos finais seja deslocada em relação à distribuição inicial. 

A boa concordância obtida entre os propagadores exalo e semiclássico. dado a mag

nitude de tr usada (o que equh·ale a um círculo de raio 0.06 no espaço de fases), indica 

que o método. de fato, pode ser usado para a determinação de amplitudes de tu

nelainento, o que nos incentiva à. aplicação da forma semklássica mais exata (1.54). 

Os resultados tenden1 a melhorar se p' aumenta~ que equivale ao limite sem barreira 

(partícula line). A concordância também melhora se diminuirmos o Yalor de n ou, 

semelhantemente, se aumentarmos o tamanho no espaço de fases da barreia. A bar

reira que utilizamos na Fig.4.7 está longe de ser um objeto clássico (como a ·'área'' 

no espaço de fases é da ordem A = ay'2"Vo, então n/ A ;::: 0.:3 para a Fig.4.1), o que 

se comprova pela análise do pacote semiclássico para energias médias inferiores a Vo. 

Reportan1os que essa aproximação não funciona para essas energias. 

4.4 Barreiras suaves no espaço complexo. 

Estados quânticos na barreira que nos interessam são aqueles abaixo do potencial Va. 

Para isso implen1entamos a aproximação (1.54). Como nos capítulos anteriores, é 

possível escrever um potencial no espaço complexo segundo o qual trajetórias com

plexas são calculadas de acordo com (1.23). A análise do potencial feita para com a 

aproximação (1.62) pode ser repetida aqui com 

( 4.99) 

e o potencial dado por (1 . .51). Diferentemente do caso "clássico" de mínimo nulo. 

existe u1n termo c2 /-L que representa a e11ergia mínima devido a incerteza em mmnento 

associada ao pacote. 
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A fim de aYaliar a influência da suayização (4.99) na dinâmica dos estados, analise

mos inicialmente casos onde (4.99) pode ser calculado cxatamcnte. 

4.4.1 Análise de suavizações. 
Considerenws o hamiltoniano clássico 

( 4.100) 

que representa um sistema quártico com barreira. hiperbólica. Facilmente pode-se 

mostrar que 

(4.101) 

O hamiltoniano ( 4.101) representa, de fato, o hamiltoniano sentido pelo pacote coe

rente. Se admitirmos estados iniciais do tipo tratado na seção 4.2, podemos anular a 

contribuição de ordem il em (4.101), isto é, fazendo 

( 4.102) 

Um efeito interessante da suavização é o aparecimento de uma. nova constante da 

barreira 
), = .\- G;Jil (4.103) . 

../,\' 
que é tnenor que a. constante original. Ern outras palavras, a força que separa os 

mínimos do potencial em (4.101) é menor que a força clássica. Se a distância entre os 

mínimos clássicos é dclass então 

(4.104) 

Também por ( 4.101 ), escolhendo-se f3 e a incerteza b convenientemente, podemos eli

minar a barreira centraL Isso ocorre se 

(4.105) 

Outro caso releYante para a análise que fazemos aqui é o da barreira exponencial 

V(.T) = lí0 exp (- 2::2 ) (4.106) 
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Vo:l.O 
b=l.O 

!J-1 

Figura ~.8: Superfície fj(x 1 .p2 ) para a barreira e;;ponenrial. O e .p sào ângulos 

de visão e1n coordenadas esféric<1s. 

Por(l.-')7) 

((r;)= 
.jn'

1
:

1

b'/2 exp [- 2(n 2 : b2/2Jl· ( 4.1 07) 

cujo limite clássico é obtido fazendo-seb-O. O cfPito do pacote inicial é introduzir um 

alarga1ncnto da barreira pelo fator b2 /2. Existe assim um mí11irno de largura possÍYeL 

associado a incerteza de posição do pacote inicial. que é ú2 /2. 

A complex.ificação da forma (4.99) é direta. SimpleWtPnte substituímos as ,·ariá\·eis 

complexas já utilizadas p = p1 + 1:r 2 e q = .r1 + I)Jz. :\a Fig.'I.S mostramos um gráfico 

no espaço x 1 - pz da superfície real da complexificação de (4.107) 

( 1108) 

onde as constantes 6 e f 0 são dadas em (4.107). feito para 1(1 = 1.0. b = 1.0 e 

n = 1.0 (!1· 11 < 4.0 e p 2 < 2 .. )). :\esse espaço e para es"' potencial. a faixa central é 

sub~tituída por uma faixa .suayizada Umitada por duas ··par('des·· do tipo cxp(p~/:26 2 ). 

As trajetórias complexas ficam conJinadas entre essas duas pan'dc-s. 
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4.4.2 Barreira simples suavizada . 
.-\ ::-ua';izz~ç.Jo da bnrreira (-L-59) nào conduz a uma forma dn;-dítica f0clt<Hla. DI"' fato. 

p?.ra a :)nrrr:irCJ. 

(J.I09) 

com 
1 ((i ) Q,=-- --q. 

. ' ,f2b 2 
Q · = - -- - + IJ • 1 ( (/ ) 
• ' ,f2b 2 

(-l.Jlü) 

ou '-eja. 1 r r! :1 fica PXJHE'~so em termo~ da fnnção erro [:FJ] .. \a fig.-L9 \"Cl1Jo~ um grcífico 

1.2 

f LO Vo=l.O 
b=0.2 

~ 
r-' 

a=2.0 ' 
\ 

0.8 

~ 
I 

V(q) 0.6 I 

l 0.4 
I 
' 

0.2 I 

b=l.O 
0.0 

-6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0 

q 
Figura 4.9: Cur\·a V ( q) para b = 0.2 e b = 1.0. 

de f'(q) para dois \alares diferentes de b. :\esse gráfico 1·(, = 1.0 e a= 2.0. Para o maior 

\·a]or de ú. o \·alor máximo da barreira é diminuído para f~J ::::::: O. I. Por cons('guü1te. 

para pacot~?s cuja energia média ó inferior à barreira clás:-irn. t'Xist('lll tr<:~jPtórias re

ais respu1t'áYeis peb conexão entre estados de transmi.s:::;~o. EntreL-Jnto \"cremos que 

as trnjetórias respoHsfiYeis pela 111áxima contribuição~ <tlnplitiHk d0 1rd:t~içãn ~ão 

rrajet ória.~ fora do plano real. 
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O potencial na forma complexa tE'm que sPr avaliado nmncricarncntc 1<tmbérn. In-

1 roduzindo as varíáYeis ~C'Il1 dinwn~Jo 

a parte real do pol cncial fica 

COJll 

1'2 
1'2 = 

r· 

lim 1 ·, I .r r . J!2 I = 1 ·r (.r r . P2 ) 
0-0 

(1.111) 

(1.112) 

Jmplen]('n\amos a rotina C~!O:\OC: (Capítulo 2) para o citkulo das \riljetóries com

plexas e propagador scmirlássico da b<irrcira simples .. \s ckri\·ada.:; ::;uperiores de Il 1 

necessárias [ver equações (2.26) e (:2.2.})] devem sc'r avaliadas nunwricarur_'ll1C tambén1 

(Apêndice C). Temos ainda que determinar o termo de corrcção (l.GO). Podemos 

mostrar (Apêndice D) que~ para hamiltonianos rtnnlítico~. temos 

-.-- = -b- ---I + c-C-
i3 2H 1 , (O' H, D2 I1 1 ) 1 , 
Jui)c 2 fJ.rl iJ.r 1Dp2 1 

I ~.lll I 

:\a determinação da emlução tem por a] I]\' (.o". z'. TI I'. SOlllCIJ \c o termo [) 2 j} r/ iJ.rr up, 
é rcleYantc. 

),:!ais u1na vez f'Scolhemos fixnr & = 1 e c= 1 e \'ariar a dimcn:':ão da barreirn ao invé;;, 

do \'alar de h. Apresentaremos resultados para uma barrcir;; com 1(1 = 10.0 e a= LO. 

para. un1 estado coerente inicialm('nte centrado em q' = -/.0 e p' = 1.0. 1110\'('JlClo-se 

portanto para. a. direita. A energia média do pacote é a~sim me11or que o potencial. 

:\a aplicação da rotina C~!O:\OG. utilizemos trajetórias tentati,·a do tipo partícula 

1hTe (movimento se1n barreira) e trajetórias reais. Para cada ponto do espaço de fases 

un1a. trajetória tentativa deve ser dada. \·a figA.lO mostra.mos um gráfico no plano 

.r1 - p 2 de trajctórias \unelantes e li11has equipotenciais de (·1.112). Da mesma forma 

con1o mostrado na fig...1.8. as trajetórias habitam numa n'gião int~'rmedittria. delimi

tada por duas paredes dadas por exp[p}/1/ 2 ~. Para o potf:nrial ~lla\·i;,-:ado. aproximando

se do limite clássico b- O. as duas par('des ~e aproximam ela l_inba real e a:- t rajetórias 

se confinam na região intermediária. \o limite o plano complexo dei:\:n de existir. :.:;Ó 

permanecendo o plano real dado por V2 = O. e as trajetórias são totallnente reais. 



C'\ 1-'í/l. f() 4. TTSEL.L\IESTO SE.\IICL\SSTCO 

Sessa figura. InO~ir<llllOS -1 tra_jrtóriru para difn~ntes \·alur!2~ (t(.:' j/' (l F. ruda~ {']as 1('1!1 

1/ = --1-.0, q' = -/.0. r/ 1 1.0 e reprcbelltam JIJuYiJn('IJ1o para a <!irrita .. \s rrajrtórias 

dadas IJüf lJOll10S tf'l/1 "f = ;)_ "'( I_' foram fritrtS para doi~ Yd]or<.:~ d<' lJ\(JJJl('JilO finai. 

p'' = 4.0 e p" = .).0. confonnP indicado. Do grnpo com p" = -1.0. a tra_i('tÓria de~crita 

por linha cheia tem r= -LO, enquanto que a dada por 1iu1ta.'J trarejad;1:'> 1Pll1 T = :3.2. 

Como YETemos a t rnjctória dada por pontos com p" = .1.0 c T = :L I ô rf'spusável pelo 

máximo na amplitudP de ll\'(z". :::'. T)l 2 para o trrnpo r= :LI. p::;trlndo COlllplctamcntf' 

for~ da lin h" reaL 

r5~~~~~~~za~~~ 

LO 

0.5 

-05 

·LO 
-T 

I _----'-:-_Li ~~JJL~ ·15 L:- ' 
·8.0 ·6.0 -2.0 0.0 2.0 

XI 

p":::5.0 

4.0 6.0 

1 
j 

8.0 

figura 4.10: Linhas equipotencias e trajctórias complexas para UJ!l estado inicial 

com p' =LO, q' = -7.0 e barreira \c0 = 10.0 e a= ~.0 (HT tPxto). 

A trajetória para esse tempo com p 11
::::::: 4.0 repre~eutaria a tra_jetória que conserYaria. 

energia. p" = p'. De acordo com a posição dos pontos ru-1. fignr<t. n'mos qnc há uma de

sacelE'ração elo mo\·imento no intc~rior do potencial. ::..·a Fi~·- l.ll most J'(-JllJOS trajctória5 

P(pliYa1entes no plano .r 1 - p1• juntamente com o~ linJi10:-. rl;--t:-"ico...; do potr'nria1. para 

T = :3./.10::::::: 10.0 e o= -LO . .\essa figura exi~tem tr(·, trd_i~'tÓria:'-: uma trajctória 

real cmn p' = p11
::::::: -L9l. e as trajetórias mostrada'- nn. Fi':l.l.lO rnm j/ = p" = -LO c 
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5.5 

4.5 

4.0 

~ 3.5 

3.0 

2.5 

2.0 

1.5 
-8.0 

q'~·7.0 

q"=7.0 
T=3.7 
Vo=IO.O 
•=4.0 

-6.0 -4.0 ·2.0 

I I 

\u.i \ f 
\ ;.: 
'':'-- _// 

0.0 

Xl 
2.0 

~ p'=p"=4.91 

' ' ' p'::::4.0, p"=S.O 

4.0 6.0 8.0 

Figura 4.11: Trajctórias no espnço .r 1 - p1 para T :3.1. 1-0 = 10.0 e a .1.0. 

Para trajetórias reais esse é o próprio espaço de fases (1·er texto). 

p' = .J.O e p" = .5.0 (traj. de maior contribuição). Esse ccpaço é o próprio espaço de 

fases para as trajetórias reais. 

Xa. Fig. 4.12 podemos comparar as linhas ele eqlliprcJ\-á\·eis para o c~lculo se

miclássico (a) e exato (b). Essas figuras mostram os paco1rs eYoluídos para os tempos 

T = :3.6 e T = :3.7. O acordo do cálculo semiclássico i• excelente: a medida que T 

passa, a distribuição semiclássica mo\·e-se para a direita. reproduzindo o resultado 

exato. Con1o dissemos acima~ para T::: 3.6. o máximo de !l\'(::".::'.T)i 2 é dado apro

x.imadalnente por q"::::::: G.O e p"::::::: .).0. que correspondP. pcua T = :~.7. à trajetória pon

tilhadn qn<:> mostramos na Fig..1.10. Como consequência. a <iproximaç;io semiclássica 

para E< lO de\'C~ necessariamelltC' S('f feita segundo tra.icT.Ória~ complexa:;:, r ma apro

ximação baseada em trajetórias reais .seria assirn in~1JficieJJ1C'. P(Hklllo.s rl.izPr aqlli que. 

a medida que a energia do pacote inicial aumenta. a trajPi<)ri~~ dr maior contribuição 

tende suaYemente à trajetória real exic:tente acima dn barreira. 
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T=3.6 

5.0 

4.0 

3.0 -'~-· 
6.0 7.0 8.0 9.0 

Q" 

5.0 

4.0 

3.0 ~~--~-
6.0 7.0 8.0 9.0 

Q" 

7.0 8.0 9.0 
Q" 

'I 'l 

Figura ·1.12: Cmvas ele isopro\·;ínois para II\'(:".:'. TJI' para a barreira com 

10 = 10.0 e a= 1.0 (momPnlo mr'·rlio c baixo ela barreiril). (a) cáln!lo 'Pmirlá,,ico 

e (h) cálculo exclo. 
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4.4.3. Novo ternpo de travessia 
·r ma \·ez que o cá1uJlo :>PrnirJ;í.ssiro J.proxinla hen1 o resultado exato. poclcllJO:'J pro

ccdf.'r à dr.:>t(?rminaçc1o d<J. proposta de Tempo de traYc:-;::;ia f(•ita Pm -·1.1.1. Como \·cmos 

lla Fig.-1.10. é possh·d a defi11iç~o de uma região de potencial no espa<,:o .1'1- 1'2· onck o 

part ícnla sofre a innut:ncia da barreira.. Definida. uma froJ!tcirn. podemos facilmente de

terminar o tempo ( -1-.S) para cada. t rajctória. qu0 é a:-;sim fu11ção não ~ó elos par~nwrros 

do prupng<ülor mas da harrr>ira. Para cada 1 ra.jetória. ba~ta. que calcu]E>mos os u~mpos 

de cn1 rada t 1 e saída t 2 . Dada a limitaç~to das cquipotenciélis mostradas na Fig. -L 10 

p;-na aproximadamc-'ntc -2 < J' 1 <L cmJsid('ramos c~ ta por simplicidade a rr:-gião :Sem 

(.f.l ). :'\a fi:;. 1.10. o trajetória poHtilh<Hla com p" = J.O e I= :3.7 tem~= ]J;;:n. 

enquanto q11e a tr<1jctória pontilhada com p" = .S.O t<•ru .:...l = l.G.5-!I. O tempo~ repre

senta assim o tempo de traYessia S('miclás~ico determinado via traj(•tórías complrx:1s 

para (_pJe n1n estado. preparado em :::' rom incerteza em 1J1omento e posição dados por 

c c b. rcspecti\·amente. e colhido em ::" no tempo T segundo as mesmas incertezas. 

atran_'Sse uma barreira simples de altura l-U e espessura a. 

<I 

2.0 ,----~-----,----~ 

!.6 

1.4 

!.2 

p'=p"=4.0 
q'=-7.0 
T=3.7 
a-=4.0 

Vo=lO.O 

Vo=5.0 

!.0 ';:--~--:':--~~-~__J 
6.0 7.0 8.0 9.0 

Q" 

figma l.J:l: Tempo ele tran'ssia ~(:". :'. J') corno funçito de q" para duas bar

reiras diferentes .. ó,qui p' = p" = 1.0. q' = -1.0. T =:LI e a= -LO. 
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\'a Fig. ,1.1:3 mostramos o comportamento de~ coltlo flllJçào de r/' para um tr_'mpo 

totol fixo F = :J.7 e para duas barreira; de poteJ~t;al com \"0 = c).O e \ 0 = 10.0. O 

tempo d(' traYessifl 6 maior para barreiras mais intPnsns. cmHo E'fél. de se P.SJWrar (a 

partícula ~ofre maior clef>aceleraçào para b<nrciras 1uaion:s). Como o tempo total T 

está fixo. o tempo d0 travessia. deve diminuir com (/'.já qne a partÍClJb. tendo fixos 

os momentos inicial e final. deve gastar menos tempo dentro ela harr('ira para alcéi.IJÇ<H 

mn ponto flnal r/' maior. 

a.. 

5.5 

5.0 

4.5 

3.5 
6.0 

2.27 

6.5 

2.32 

2.21 

7.0 7.5 
Q" 

Figura. 4.14: Isócronas de (.::C.) para o pacote q" 

com 1'0 = 10.0 e a = .J.O. 

-I.Oep' 4.0 na barreira 

A firn de tornarmos o \·alor dessa noYa quantidade inclr'pcndente do tempo total de 

cada trajetória. introduzimos Yalore médios. Fixado :' <' con.siclPrando cnda pondo :;" 

na região onde se enrontra a. parte que atraYC':-so11. n fun\·Jo 1-h-(::" .. :'. T)? 

um máxüno para nm certo T como é e\·ickntl' da Fi~.~.1:2 .. \ quantidrHlr-

~~1 -~ - li I".:~ · j
x 

(T)=.\ 'X 7]11(.: .. :./ ,, r/1. 

a pre'-ent a 

i Ul?i) 
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ond(' . \~ é a Horm<:~lização 

j
x 

~ ' • 11 I - ' -, " -.\= 11,1.:.:.]',,-dl. 
o 

ILlHi) 

n'prPscHta o tempo médio para o qu<1l encontrar(l;lJo~ a p;ntícula. Ess0 tempo repre

senta ele fato o tempo médio de propagação tutal du pdc010. Propolllos a generaliznçã.o 

\ '"-1 11 _! -" • 11 I--· 2 ·· I
X 

(.:::,I = -\ . _ x .:::, I O , : • I ) I], ( .: . : . I I 1 r/l . 

q11c con;;,equentemcnte r<"presenta o tempo médio de c.\i~1 i'JJcia do 

barreira. desde que o pacote foi C'ncoutrado C'lll -: 11 a partir de :'. 

I +.111 I 

pacote dentro da 

Deixamos claro 

acpn qnP nào c:z:i.~tE oruí!oyo rjlúinti("o ··r.rofo·· por-u foi.~ /(11/fHJ-". Como dissemos. uma 

vez que o formalismo scmiclássico dP~Cn\·o]Yido <:H[Ui pcnuite a lig<H_.,·;}o de estados por 

meio de trajetórias clás;:;:icns. é possín~l a drfiJli(~~o de tai.-.. tl.::'rllpo:c;. Só por meio desse 

formalisrno pudemos di\·idir o estado illicia] cm llllJa p;Hte quf:' atraYe~:;a c outra que 

é refleti da 1. O tempo (~) é funçJo do ~:'-~ta do inicial. finCl] e da barreira .son1ente . 

. .\.s trnjetórias complcxns funcionam a~::;im como lJlll ('~qucleto que. embora. oculto 

no form<J.lismo, estão na hn::-:e do cálculo ele é!ntplitud<:>:-i. fontecendo outros elementos 

clássicos de compara(,·ao. 

~a Fig. -"1.14 nwstramos um gráfico dns "isócruHas .. (~) (-Lllj) no espaço dos 

pontos finais p" e r/'. Si1o as cur\"as para as quais o :-:istema. preparado em q' = -7.0 

e p' = -1.0. teur o mesmo tempo médio dP travessia cm 7/' e r/' filiais. Para. o cálctJlo 

de (-Lllj) tivemos que ('Scolhcr t0mpos limites fi11ais pr:~ra. a inte~ral. Tmin = 2.0 e 

Tma:r :::: 5 .. ). tais que o valor do propn.gador pnra cs~.es iPmpos está suficientemente 

próximo de zero. F:ssas curvas são mostradas para a hr·nreira com '·0:::: 10.0 e a :::: 4.0. 

Vemos que o tempo m(,dio de traY(~ssia aumtnlu corn p" por duas razões: uma pelo 

fat.o de T não estar ftxo e outra pelo fato de. sP11do o momento final maior. a partícula 

••gasta.~' n1enos tempo fora da barreira (note qu0 p' está fixo também. o tempo que ela. 

leva para atingir a barreira é mais ou nwnos o mesmo). como consequência., o tempo de 

travessia ó mnior. Por outro lado. o tempo médio de' trl\·essia. plra p" fixo. aumenta 

com q" (que contrasta com o mo.strado na Fig. J.1:3). _\ razâo aqui P o fato de T não 

f.'Stélr fixo. i:-;to é. r a\lllH'Htl com r/' (llOlC' trnnbém qut_>, flxado .:". ~ numenta com T). 

-lQue (;uma das qllc~tr)e::; até ('Jllào ~ó rf:'~olvida r,r;r fo'Jrmali~mos pa.ralc·los em mccanica 

qnantica [:3:3]. 
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Pode?mos fazer um cálculo grosseiro do Yalor ~pena o centro do pacote. Para T:::::: :1.1 

o centro no espaço Oe fases tem (p") = 0.0 e (r/')= 1.0. Sr> admitirmos qnc temos uma 

partícula clássica que se move li\-rt-'mcnte desde q:::::: -1.0 at6 q = -2.0 com p' =-LO, e 

dP r1 = :2.0 até q:::::::: 1.0 com p":::::: .}.0. is~o nos dá 11m lC'mpo 1otal t = 2.:2;) . .-\ difcrr_>nça 

poril T = :J. 7 é (:>,.) "' 1.~5, que aproxima bem o \"olor :>,. = 1.61 ''nconlrcoo Jlilfil il 

trajetória principal na. figA.:! O. ;;a Fig. -Ll-S temos nm gr{dlco de~ como função de 

r/'::::::. rJi' + p11
7 no tempo T:::::: Ti+ r, r= 2/p". com r(= (i_(J e harrE'ira com 1(J = 10.0 

c o :::::: -LO. Dois \·alorc~ de momento são mostrados p' ::::: ;/' = -LO<: 1/ = 1/' = G.O. O 

tPmpo :r; é escolhido de forma. ao Ya]or de q" coincidir com o mrí.ximo do pacote. Para 

Pssa figura Ti= 2 .. j (p' = 6.0) e T; = G.O (p' =-LO ·1. \'í'mos ct'c.~im quC' o \·a]or de~ é 

mais ou menos constantP se nos fixarmos no mo\·imt=:nto Jo centro do p<iCOtP. t de fato 

constante pnra 1-0- O. sendo o próprio tempo clP exi.'-1 ('ucia clcissico dPntro da região 

elo potenciaL já que, nesse limite. o centro do pacote moYe-se .segundo a i rajetória real 

(para os valores dessa figura,:>,.- 1 se 1 o- O para p' = l.O). 

2.0 

c-

1.5 

<l 1.0 

0.5 

0.0 
6.0 

q'=-7.0 
Vo=lO.O 

p'=p"=4.0 

p'=p"=6.0 

6.5 7.0 7.5 8.0 
Q" 

figura~.] c): D como função ele q" = qi'-;- p"T para ]i = p" = cJ.O c p' = p" = 6.0 

( ,·er texto). 

Fica assim CYidC'JJt(_• que barreiras de potencial. pdo rncnn:-; no que diz re~peito à 
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infiuêncla sobre pacotes descritos no espaço de fases: provocam um atraso mensurável 

no movimento do pacote: alén1 de alterar sua energia média. 

4.4.4. Nota sobre reflexão. 
:\ão tratamos explicitamente da parte refletida do pacote espalhado por uma questão 

de tempo. Está claro, porém, que o tratamento da reflexão do pacote é um fenômeno 

de grande interesse~ já que, para energias acima de Va~ segundo a mecânica clássica: 

não há reflexão. Sistemas quânticos apresentam. entretanto, uma reflexão residual. 

cuja amplitude v·ai a zero só no limite clássico . 

.-\.simulação semiclássica de K(z", z',T) para a parte refletida [via (1.54)] é ple

namente possível. De algumas tentativas que fize1nos anterlorment.e usando (1.62), 

concluimos que trajetórias de reflexão (derivadas a partir de continuações analíticas de 

trajetórias reais), bem como trajetórias diretas entram na amplitude total do propa

gador para energias a.baixo de Fo. Assim sendo. mesmo se o pacote tern energia 1nédia 

maior que 110. haYerá sempre trajetórias de reftexã.o, com tempo de existência. no in

terior da barreira ~ = t2 - t1 , interferindo com trajetórias diretas de reflexão. Para 

p' > > VWo. a contribuição dessas trajetórias para o propagador é, entretanto, muito 

pequena. O resíduo de reflexão pode assim ser explicado pela ação das trajetórias dire

tas. Nesse sentido, a precisão semiclássica do método exposto aqui poderia ser aváliada 

pela determinação da amplitude do propagador [ ]{ ( z", z', T )[2 de urna barreira infinita, 

onde seria necessário determinar precisamente a interferência entre dois tipos de tra

jetórias contribuintes na região de baixas energias. Kote, entretanto, que essa é u1na 

interferência no espaço de fases. No cálculo da função de Green para uma barreira 

no espaço ordinário G( x", x', E) via transformação de K ( x", x', T) ~ duas trajetórias 

também contribuem para a amplitude final, uma de x' ~ x" diretamente (trajetória 

di reta) e uma de x' .........;.. x" com reflexão na barreira. Da mesma forma, no cálculo 

de K(z",z',T) para a barreira, haveria urna contribuição dessas duas trajetórias no 

espaço de fases. 



Conclusões e perpectivas. 

" 'Oh, J're had such a curious drcam" said Alice, and she to!d her sisl<r, as well as 

she cou!d rcmunbu them, ali these strange Adr•entures of hers that you hare just been 

rmding about: and tchol she had finished, hcr sister kissed her, and said, 'It was a 

curwus drwm. dwr. certainly: but now run in to your tea; it's getting late.' So Alice 

got up and ran ojj. thinking while she ran, as 1nll as she might, what a wondaful 

drwm it had bew. ·· 

Lewis Caroll5 

:'\este trabalho mostramos que é possível a descrição de sistemas quânticos em termos 

de elementos clássicos do espaço de fases, ainda que definidos como uma extensão da 

dinâmica clássica ordinária, a fim de satisfazer aos vínculos exigidos pelas funções de 

distribuição quântica. Talvez não seria demais lembrar que, em mecânica quântica, há 

uma liberdade intrínsica de escolha da representação a ser usada para descrição. Não há 

uma representação absoluta, todas gozam do privilégio de descreverem completamente 

um dado estado IW). Se por um lado existe uma vantagem evidente nessa liberdade, já 

que podemos escolher aquela mais cômoda, por outro lado há também a desvantagem 

de perda da compreensão física e bom senso analítico. Pois se o mundo é caracterizado 

por uma realidade objetiva e independente de nós, é natural que, nessa liberdade 

extrema de descrição, certos aspectos dessa realidade sejam perdidos. Não há, também, 

como mostrar que a visão que mais satisfaça à visão instintiva e ao bom senso físico 

corresponda exatamente àquela que mais se aproxime dessa realidade. 

Aqui mostramos que a representação de estados-coerentes gerada na base do os

cilador harmónico não só descreve precisamente6 sistemas quânticos simples, como 

5 Em A.hce 's Adtenfures in IVonderland
1 

Capítulo 12. 
6 Por precisamente queremos dizer até o ponto onde o conhecimento sobre sistema é, de fato, 

10.5 
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fornece uma. descdção sclnicl3ssíca dos mesmos. A base de tal descrição é a apro~ 

ximação scrnicláf>sica assiHtóticrr do propagador (-:"1 cxp( -1!/Tjh)lz') no li1nite t1 - O, 

que fornece a amplit nele de transiçüo do lllo\·imr'n1o não perturbado segundo ir. Tal 

<lnálise nos conduziu a uma 111Cd111ica. chs~ica nu\-;L com 11T1J espaço ele fases de estru~ 

tura senwlhantc ao usual. senJo uma (•xtensJo ilJ!~litica deste. Os elementos clássicos 

desse e~paço só tPm ::,cntido Sf' conC'ctados aos \'Ínclllos do propagador, e fornecem 

cquiYa.lentcs clássicos h 1 ransi~·;-ro ele es1 ado entre' ::' 0 z" operada por fi durante o 

tempo T. É nccessario dizer ainda que as propriedades dessas soluções clássicas. seus 

comportamentos gerais etc aindn nC'cC'ssilam de maiur exploração do ponto de \·ista 

forrnal. Aqui apC'na.s deri\·<tmo:-; algumns ~ohJ(,'Ô(':-- a11alíticas e numéricas para sistemas 

unid.imensionais silllplC':c;. É importante rc::;:--alt ar :1 possibilidade de cálculo nu1nérico 

das trajetória.s compl<:'xas (C;-:pl'tulo 2). nrna YPZ que soluções ana.l.ítica.s são exíguas e 

lin1itadas a hamiltonianos sem interesse geral. É interessante tamhé1n destacar que o 

método de matriz monodromia de Baranger ct al. [22] pan~ce ser o único método a 

fornecer soluções lnnnéricas gerais (sem ser do tipo busca de pontos de YÍnculo [20]) já 

que tal método exige uma .solução tentatiYa já satisfazendo aos vínculos do propaga

dor. A possibilidade de aplic;Jçeo da aproximação semiclássica bem como do método 

numérico para espaços d(' m:1.ior dimensão abre perspectivas prornissoras de estudo de 

sistemas mais comp]Pxos segundo a representação de estados-coerentes7 • 

Uma questão intcrc>ssante tr<ttada aqui foi a da. validade das aproximações ( l..)..f), 

(1.62) c (J.o'l) que siío o limite as.sintótico em h- O de (z"lexp(-zÍfT/Ii)lz'), esse 

limite sem corrc(;Ô('S de ordem f, c segundo aproximações de trajetória. real respectiva

mente. No que diz respeito a aplica.çõc.s gr.:>rais. está claro que (l..':í4) de\·e ser usada 

obrigatodamcnte. Entretanto. a aproximação (1.62) funciona be1n (~m alguns sistemas 

rnesmo para baixas energias. Em particular~ no sistPma do poço infinito (Capítulo :3), 

trajetórias diretas (sem colisão com a.s paredes) sem nenhum análogo clássico possh·el 

aproximam a amplitude para \·a]ores baixos de momento. Para. tal sistema calculan1os 

os elementos diago11ais (.olexp(-lffT/IlJI.:). cuja. amplitude próximo a p =O é dada 

por essas trajetóriils. cuja eYolução, definido no espaço complexo, representa transição 

relf'v::~nte. 

7Ern particular a qtJ('~lào do limite semiclássico de SÜ·temas quiinticos não integrá\'eÍs (Yer 

adiallte) 



107 

para o mesmo estado. Se aplicássemos (1 .. 54 I para o poço infinito eu contrariamos o 

n1esrno tipo de trajetória (só não representariam movimento liYn'. já que a incerteza. 

na. posição do pacote inicial introduz um novo potencial como vÜ110s po.sterionnente). 

A estrutura geral das soluções sua\'es de ( 1..5,1 I por a o poço obedeceria tom bém ao 

mesJno critério de trajctórias pares e ímpares. 

Entretanto a.manifestaç5o mais e\'idente da inapropriedade Je (].62) no traiarnento 

de estados co1n baixo momento foi vista na. aplic;-H,:ão do mé~todo no probl011El do 

espalharnen1o pela barreira simples de potE:ncinl l Q. Para es~c sistema os estados de 

maior in1C'rcsses são acp1eles com p < J2Võ~ que C'Xigem 11111a d0scrição detnlhada. 

/\ sua\·ização da barreira iJJtroduzida por ( l..l-l) lJlO::ilra quC'. do ponto ele \'Ísta da 

descrição c];-)ssica pennitida ]lf']as lrajetórias estacionárias. a distribuição de <:'stado 

altera considcraYclrrwntP o pot<'nci<-11 cbissico origin<ll. O C'X<'Jllplo rnais dramático seja 

ta.lvcz o caso V(:c) == n/'(.1·). o> O. P<-1n1 ('.ssc pot0nciaL a par1ÍnJ1a 6 de fato aluada 

por Ç·(11 = 7C- 112 [J- 1nPY.[J(-rJ 2 fli 2 1. 'I""· llO lilllitc u ~O. é o polellcial clássico. 

Claramente se vê qtw. na rcpn•sNt1a<.)io de Pstados coerentes. descrições scmiclássicas 

ao redor de trajctórias rli1ssicas reais 1<-'Ifl grande exilo. já quA existe sen1pre urna 

tra.jet.ória real 8 para p > \.12;;-- 1 ( 2U- 1 rl • .\lastramos: porém 1 que trajetórias complexas 

são obrigatórias abaixo d<?ssc lin!Í1C' no exemplo do espalha1nento pela. barreira simples. 

AplicaJJdo a aproximação para um pacote espalhando-se por uma barreira sünples. 

vimos que uma.trajetória totalmente fora do plano real é responsáv<:l pela transição de 

maior prohabi1id;.Hlc. _\('sse .sentido percebe-se que 1 quanto mais longe do 111ovimento 

ordinádo (no sc11tido da mecânica real). tanto mais complexa a trajetória estadonária. 

(como no exemplo ela trajctória direta no poço infinito- Capítulo :3). Em sistemas 

Ugados~ onde é SC'mpre possível aplicar os mcitodos serniclássicos usuais pela existênda 

de trajetórias reais. as trajetória.s muito complexas ligan1 estados pouco prováveis, 

isto é transições de estado z 1 
~ zu com baixa probabiudade. X o sistema da barreira, 

nnde se sabe de muito que aproximações reais falham [40], as trajetórias complexas tem 

papel fundamental já que. con1o vimos, fazem a transiçã.o entre estados 1nais pro\·áyeis. 

Esse foi. aliás. uma das principais apurações do método semiclássico desenvolvido aqui. 

que justifica plenamente o esforço despendido. 

8 0 parametro b (e. consequentemente. i1) é crucial para estabelecer o limite de validade de 

tais aproximações. 
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A concordância dos cálculos semiclássicos com o exato pnra região abaixo de Vo 

na barreira simples possibilitou avaliar semiclassicanwnte o tempo de travessia do pa

cote pela extensão da relação clássica Eq.(4.1) do tempo de lrawssia de partículas 

c!.ássicas. Un1a. nova proposta de tempo de t llnelamento pode S(>f obtida: simplesmente 

calculando-se o 1ernpo total qne a trajetória estacionária gasta no ir1terior ela região 

de potencial no C'Spaço complexo. ~a análise do significado desse t.ernpo é in1portante 

lembrar que tal rPsultado é válido dentro da representação que: trabalhamos~ isto é, 

esse é um ten1po válido para a evoJuçã.o de pacotes 110 espaço de fasE's descrito pelos 

estados-coerentes. Cn1a das críticas levantadas contra a medida de tempos por pacotes 

[3.5] é a de que é clificll separar as componentes do ]J<.lcote que reprcs('Jllanl tunolamento 

(aquelas con1 momento a1)aixo ele l/0) das componentes com mornento livre acin1a do 

potencial. Essa é~ co1n certeza. uma critica. acoi1án>l. desde C]lH~ se entenda por tune

la.Inento a transição entre un1 lado e outro da barreira de um auto-estado da n1esrna. 

Entretanto, auto-estados não podem ser interpretados dinámicamente. Tem-se obriga

toria.nlente que localizar de alguma fonna o estado inicial. e acreditamos que pacotes 

coerentes são uma boa definição para. essa localização inicial. Propmnos~ entretanto~ 

tal ten1po co1no um de travessia: onde componentes acjma da barreira., bern co1no 

con1pOJ1entes tunelantes. participam. A partir dos cálculos que fizetnos. não há como 

preparar n1n estado inicial com energia. abaixo da barreira e garantir que o tunelamento 

se dá única e exclusivament0 através das componentes de momento inferior a 1/0 . Por 

n1enor que seja a probabilidade de o pacote inicial ter momento adrna da barreira. 

essa. probabilidade entra. de maneira declsiva e contribui para o ternpo de existência. 

Outra questão importn.ute é sohre um possi1vel significado físico das trajetórias es

tacionárias do propagador semiclássico. Sos propagadores de Feynman usuais isso 

é questão simples .. já que as trajetória.s estacionárias contribuintes são as trajetórias 

usuais da mecânica. As trajetórias complexas são obtidas de maneira idêntica, un1 

princípio variacional aplicado sobre a ação do propagador gera as equações tipo Ha

tnilton generalizadas. 1nas daí a se dizer que tais trajetórias tem idêntica interpretação 

é u1n passo muito além. Confonne exposto, dentro do ponto de vista .:instrumenta

lista.'' l as trajetórias complexas devem ser vistas apenas como instrumentos úteis de 

cálculo. 

Con1o dissen1os anteriormente, a liberdade de escolha da representação caracteriza 
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sistemas quânticos (é sempre po;;:::Ín'l passar de nma. rcJHPsentaç~o a outra por meiO 

de uma transformação caractcrístic<1). raz?lo porque Jrão dizC'mos quC' a representação 

usada aqui. bem como o fC'Sllltctdo para o tc•rnpo eh:.' tran~ssia. dcY<Hll gozar de algum 

pri_\·.i}é,gio. Esses rC'sl.lltados dt'\'C'Jll s0r analis:Hlos do ponto de Yista dcs~<t repH'SC'JJtação. 

Tamhóm acreditamos que. gra11dC' parte' da Yaricdadc' de f('mpo de llllldamcnto propos

tos se dcYa a uma certa confusão no uso indiscrilJJinado de dif('J'cJlt(l.S representações. 

Elas sim plc·smcJlt e rrsnlr arn e1n 1 C'J!l pos i1rcom pa t Ín'is [:WJ. 

Por fim dcscn'\·emo.'> bn_'\.Plllc'n1c' alguns dos 1 rabalhos possín•is interessantes utili

zando o formalismo expo.sto aqui .. ·\lé,rn de urna. an<1Ji::;e formal da estrutura do espaço 

de fases complexo. outras nplica(,'ÔC's a .o,istem<'IS f'ísicos simplE'.S podem resultar nu 

alguma coHtribui~·ão à <ÍrPa da <lldllisc sernicL'ts::-;ica. Em particular destacaJnos a pos

sibilidade de generali1-ação da rvlaç;ão do propagador (l .. S-í) para sistemas de mais de 

un1 grau de liberdade [1 :S.]. De UJl!a maneira g('ral. alguns trabalhos seria.n1: 

• _\.ná]jse do á1omo de hidrogénio. Devido a propriedades de simetria do potencial 

de Coulomb, a transformação ele 1\ustaanheimo-Stiefel (KS) é capaz de renor

n1aljzar o hamiltoniano dP sistema::; coulombia11os de fonna que estes possa1n ser 

tratados corno oscilado:,·es !Jarmônicos [41 1 --±2]. Seguindo desenvolvimentos recen

tes [-13L a introdução da transformação nos passos intermediários da integral 

G'( -" -' E) - ji-'( -" -' 1)- 'Etjh lt l'ov~•~•../-, \,;_.,;_,.c (~ (1.118) 

que resulta na função de Grccn na representação de estados-coerentes~ fornece a 

definição de C <.'lll termos do kernel transformado A"(u", u'. a). :\qui lu') e [u") 

são respccli\·amcnte os e.stados-coerentes inicial e final para o oscilador e a um 

no\·o parámetro de tempo. Se aplicarmos o método semiclássico ao propagador 

(note que. neste caso~ a aproximação é exata), algum.as propriedades interessantes 

[l-1] no que diz respeito à evohJção temporal do pacote poderiam ser estudadas. 

Destacamos cp1e 11111a possÍ\·el interpretaçã.o clássica do tempo fictício a. que é urr1 

problema 1 0Órico não re.soh·ido, poderia ser tirada via trajetórias complexas. 

• l-m exemplo de .'-istema não integráYel. A aproximação semiclt1s::-ica poderia ser 

usada para o f:'q udo da e\·oluç.ão dinânüca de um sistema. uuidimensional exibindo 
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caos 

L é(l- nT), (Lll9J 
),:::--x, 

que ó o hamiltoniano gcrad()r do mapa dC' Jlénon [·~·'J] (de fnto. podcriarnos ter 

us<1do t.amhérn o rotor pnlsado (2D]). A c\·olução dinâmi<'a em estados-coerentes 

poderia ser feita calculando-:-,<:' o propagador scmiclássico Id.:". ::.:.'~'I'). Discreti

zando o tempo segundo JHocc'dinwJJtos usuois. obtemos o l(lfl]Hl dr Hinon complt.TJJ 

que resoln~ a~ eq11a\·ões ( J .~.l) parn a.s YariáYeis .r 1 ~ P2· Jh e :r2. para o passo de 

ordem (n + 1) como fm1\ão do passo n 

Pr(n+l) 

,~-ll,·l cos T + [Pli•·l- (.ri ln)- pj1, 1)] sin T. 

(.t2(r:)- 2.T·I(n)fJ2(n)) sin T + P'2(r<) cos r. 

(.rl(n)- 2.TJ(n)Pl(n)) cos T- Pl(.c) sin T. 

-.rl(n) sin T + [Pl(n<)- (.rf(n) ·-Pi( c))] COS T, 

desde que as relações (2.11) com b = 1 e c= 1 sejam ohedecidas. O mapa acima 

mostra que existe caos no espaço cornplexo. O trabalho constituiria no desen

voh·imento de um método de busca das trajetórias geradas pelo mapa acima que 

contribuem de fato para o propagador. Resoh·endo esse problema descobriríamos 

a regra. elas trajc'1Ória.s compl0xas (sejam caóticas ou não) na dinãrnica sen1iclássica 

em estados rocrenf('S. :\aturalmcnte haveria necessidade elo cálculo exato do pro

pag<Hlor dc~sc .sistema para comp;n·açã.o. 

• 1\nálisc da fórmula do 1 raço próximo a. ressonâncias. Sabe-.se que a. fórmula do 

traço de Gutzwil1er [46] é capaz de conectar a densidade de e.stados de un1 sistema 

quântico n(E) com suas contra-partes clássicas, isto é, órbitas periódicas isoladas 

e suas múltiplas recorrências. Há uma variedade enorme de sistemas para os quais 

tal relação é aplicável. Exi.ste~ entretanto~ sérios problemas de con\·ergência. e1n 

sistemas de dinâmica clássica semi-estável. cmn aparecin1ento de diYergências na 

somo próximas aos pontos ressonantes. :\esse sentido, a fórn1ula de GutZ\\·iller 

depende crucialmente da estabilidade linear de cada órhita periódica entrando na 

soma. Em [-± 1] os autores propõen1 u1n procedimento baseado em formas norn1ais 

para corrigir a fórn1ula do traço nas proxirnidades das ressonâncias. 
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Por m1tro lado um trabalho recente [18] atacou o problema de uma maneira dife

rente. Os autores rnostraram como tratnr bifurcações aparerPndo em lf<nniltoni

<~nos alünentados period.icament('. faz0ndo uma cxtcn~ào analítica para o espaço 

conlplexo. Isso significa. que. prúximo ~ts bifnrr<~çôes onde as trajet órias periódicas 

deixan1 de existir (como no raso do .si:-;toma atraYÓs de uma hifnrcação tangente). 

órbitas comp]('xas podem ter pil.JH'] rclc\·ante C'lll rcgirnes de 11 diferente de zero. 

Os nutores cn1 [·l:S] foram c<-~pa!.cs de corrigir o traço do OJWr<J.dor ele Floquct. que 

dá. origem a. urna fórrn11ln :o-C'Il1icl<issica :'->f.'l1Jclhan1C' a de CutJ:\\·iller. pelo uso de 

t.rajetórias compl0xas .. \ partir elo propagador s<~tniclá.ssico em estados coeren

tc'S. um projeto n1ais a1HL-1rioso seria a\·aliar o papf'l das t rajetórias cornplexas 

E'StacioJJ<Í.rias se o traço f()r ton1ado sobre tais tri1jct{>rias. Tal\"C:Z as trajetórias 

compl(.'Xas coi/lo <'ln [··lB] possa1n dar conta. do prohlern;..; de di\·E'rg&ncia discutido 

acima nas proximidades das n'sson~tncias. realizando. de UJJJ<t maneira sua\·e. a 

1 ransição at ra\-~'S de uma biflli'Ca(Jio. 

Em part.icular, na. 1íltirna. proposta~ haH~ria a nccc.s.sidade de urn estudo detalhado da. 

relação semiclássica pena. o propagador de sistemas de mais de um grau de liberdade. 

Reallzado o estudo, esse trabalho constituiria. o passo inicial de uma teoria. semiclássica 

alt.ernat.iYa a outras já existentrs. capaz de tratar sistemas não integrá\·eis de interesse 

111ais geraL 



Apêndice A 

a2s Obtenção de Du'Dv" para elementos gerais e 

n > 2, trajetórias pares. 

Precisamos obter relações para os elementos gerais q" i q1 e p" i p1
, restritos 

posteriormente ao caso diagonal. Partimos da.s equações para os momentos (3.1.5) das 

trajetórias pares ( n ~ 2) 
I 

Pr 
2P + o:Q 

4 + o:2 • 

I 2Q ~ o:P 
X ~ -''---~-

2 ~ 4 + o:2 ' 

(A.1) 

onde introduzimos Q = q" ~ q1 e P = p" + p1
• Também o: = T ~ nD.. Substituímos 

essas equações nas relações que definem o ponto de última colisão (3.17) e penúltima 

colisão (3.18). Os tempos são encontrados da mesma forma como para os elementos 

diagonais. Substituímos as relações para os pontos de última e penúltima colisão em 

(3.10). Após uma série de manipulações, encontramos um par de relações quadráticas 

para os tempos na forma 

ÇZ(Pz + Q2) ~ 2Ç(p"Az + q"A.t) + ( p2 + Q2) + 2( q" A.2 ~ p" A.t) + (p"2 ~ B"2)( 4 + o:2) = O, 

(A.2) 
onde jntroduzimos 

(A.3) 

112 
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e 

(A.4) 

A variável f, = f,n = T - tn para a última colisão, e f, = f,n-1 = T - tn - L\ para a 

penúltima colisão. Como o conjunto de equações (A.2) têm a. mesma forma para f,n 

e f,n-l, cada solução define f,n e E,n-1, isto é, podemos fazer ç+ = Çn e ç- = l;n-1, 

onde ç± é o par de soluções. Como pela definição das variáveis Ç, Çn- f,n-1 = L\, uma 

equação para L\ é obtida 

(T _ o:)2(pz + Q2)2 

4n2 

(p"A2 + q"A.I)z- (Pz + Qz) 

(A.5) 

[(P 2 + Q2) + 2q"A2 - 2p"A 1 + (1!'2 - B"2)(4 + o:2)], 

onde o:= T- ni\. Precisamos, assim, resolver uma equação quadrática para o: (A.5) 

onde 

C1 = 

C2 

+ 
c3 

(q"Q + p"P)z- (P2 + Q2)(pm- B"')- (Pz :,~2]2 

4(q"Q + p" P)(Qp"- Pq")- 2(P2 + Q 2)(q11P- p"Q) 

2:2(Pz + Qz)z 

4(Qp"- Pq")z- (Pz + Qz)z + 4(P2 + Qz)(Qq" + p"P) 

4(P2 + Qz)(p"z- Em)- Tz(pz + Q2J2 
4n2 

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 

(A.9) 

ê\ão resolveremos a equação (A.6), já que tratamos somente dos elementos diagonais 

no Capítulo 3. Estamos procurando na verdade 8o:j8q11 e 8o:j8pn Para isso derivamos 

simplesmente (A.6) em termos de q" e p" e substituímos os elementos diagonais. Temos 

diretamente de (A.6) que 

00: 
âx" 

(A. lO) 

onde 8/8x" denota a derivação em termos de q" ou p". É necessário, dessa forma, 

obter as derivadas 8Cr/8x", 8C2 /8.r" e 8C3 /8.r", o que é feito facilmente: 

(A.ll) 
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C2I,,P -16n 2qp3 , (A.l2) 

C3l,,p = 4p1 (T2 + 4n2), (A.l3) 

8Crl 4p2qn 2
, (A.l4) 

aq" = 
q,p 

8C21 4p2(qT- 2n 2p), (A.l.5) 
aq" = 

q,p 

8C3/ o, (c\.16) 
aq" = q,p 

8Crl -4n2 B 2p, (A.l7) = ap" q.p 

ac,/ -16n2p2q + 4p2(pT- 2n2 q), (A.l8) = ap" q.p 

8C3I 
8p\T2 + 4n2 

). (A.l9) 
ap" l,,p = 

A substituição em (A.lO) conduz diretamente às equações (3.4 7). 



Apêndice B 

Derivadas ~h para trajetórias tipo I-+II-+1. 
u.Y; 

A partir das equações ( 4.78) temos 

Também 

8h 
8p\ 
8h 
8xj 
8h 
86. 
8/z 
8p\ 
8h 
8xS 
8/z 
86. 
8]3 
8p\ 
8]3 
8x~ 

8]3 
86. 

= 

= 

= 

!:;. - T, 

-2, 

I 
PJ. 

8h =o. 
8q" . 
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8]3 -1 
8q" - ' 

(B.l) 

(B.2) 

(B.3) 

(B.4) 

(B.S) 

(B.6) 

(B.7) 

(B.8) 

(B.9) 

(B.lü) 
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e 
Dj, 
--a 
{)p" - ' 

Dh 2[ I I 11 1(1' ")] - = - p - p - p - x2. - '-' , 
Dp" ' 

Dh =o. 
Dp" 

116 

(B.Jl) 



Apêndice C 

Determinação de v1!í(xl,Pz) e v 21!í(xi,Pz) para 

uma barreira de potencial 

Dado o potencial suavizado na forma 

(C.l) 

fornecemos aqui suas derivadas. Derivando-se: 

2ePz2joo 2 
= fo -oo e-(x-xi) {(x- xr) cos[(x- xr)p2] + (C.2) 

+ pz sin[2(.c- xr)pz]}V(x)d.r, 

2eP22joo 2 
= fo -oo e-(x-xi) {P2 cos[2(x- xr)p2] + (C.3) 

- (x- x1 )sin[2(x- x1 )p2]}V(x)dx. 

Dai 

()2]?1 

üx 2 = 
I 

2eP22joo . 2 

fo -oo e-(x-xi) {2[(x- xr )2 - p~- 1/2] cos[2(x- xr)P2] (C.4) 

+ 4p2(.r- .Tr) sin[2(x- x1)p2]}V(x)dx, 

e 

( C.5) 
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Finalmente 

(C.6) 



Apêndice D 

Apartir das relações 

Obtenção de éP H/ éJuéJv 

u ~ [ Cb' _ :2) + , (~2 + 1:1) l , 
v= _1 [(x'+Xz)+z(P2_Pr)], 

V2 b c b c 

com as quais obtemos (2.4) e (2 . .S), encontramos 

que pode ser escrita simplesmente como 

EJ2 1 [ b ( E! íJ ) ]
2 

1 [c ( E! E! ) ]2 
EivíJv = 2 2 E!x, -

1 
íJpz + 2 2 8pr -

1 
fJxz 

Aplicando a H= H 1 + zH2 , obtemos 

0z H ~ { [b2 ( 
02 

1~ 1 _ 8
2 
~ 1 ) + c2 ( 8

2 
H

2
r _ E! H

2
r ) + 

íJuéJv 8 Eix 1 fJp2 fJp 1 Eix 2 

+ 2 (bz Ei
2

Hz + c2 8
2
Hz )] + 1 [b 2 (8

2
Hz_ EiHz) + 

Ei.rr81'2 íJ.rziJpr · fJxi fJp} 

+ cz (()2Hz- EJ2Ifz)- 2 (bz EJ2Hr c2 i)2Hr )] } . 
»2 "2 ""+"" . up1 ux 2 ul"ruP2 uXzu]Jr 
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(D.l) 

(D.2) 

(D.4) 

(D.-5) 
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que, por sua vez, pode ser siinplificado usando-se as relações de Ca.uchy para u1n 

hamiltoniano analítico 

[)]{] [)]{2 

OX] - 0P2 ' 

Assim 

olh fJHo 
opl - 8.r2 ' 

ou seja, só permanece dependência da parte real de JJ1 , 

Finalmente, se nos restringirmos a hamiltonianos do iipo 

1( 2 2 ( ) H1 = 2 p1 -x 2 J+F! XJ,)J2, 

encontramos 

(D.6) 

(D.7) 

(D.8) 

(D.9) 
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