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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos e aplicamos uma aprorimagdo semiclassica para o pro-
pegador em estados coerentes K (=7, 2. 1) = (z"| exp(—1Ht/R)|z"), onde H ¢ v operador
hamiltoniano do sistema e |2) representam eslados coerenles gerades pele oscilador
harménico. A aprorimagdo semicldssica de K{z", 3, 1) faz uso de uma aprorima¢d o
de fase estaciondria na qual trajetdrias estaciondrias exislem em um espaco de fases
extendido (complexn). Disso resulle uma dindmice compleza gue € estudada para ha-
miltonianos gerais gquadrdticos unidimensionais, o sistema da particula em uma caira
e um exemplo de sistema ndo linear, 0 o scilador qudritco, Comparando-se com o
cdlculo quéntico exato, o precisdo da aprorimagdo semicldssica € confirmada para cada
um desse s casos. Finalmente o processo de espalhemento por wma barrcira guadrada
¢ tratado com sucesso, uma situagdo para ¢ qual nenhuma aprorimagdo semicldssica,
fazendo uso caxclusivamente de trajeidrias cldssicas (reais), existe para o regime de
energio abaizo do potencial da barreira. Uma extensdo do conceito de tenipo de traves-
sia cldssico € fetto para o espaco complexo, que possibilita caleular ltempos de iravessia
para a particula qudntica representade por um pacote de ondas de esiados coerentes
comn energta inicial abaire do mdrimo de pofencial da barreira. Propomaos tal tempo de
{ravessig gudniico ¢como um candidato ao tempo de tunelamenio de estados coerentes

no cspago de fases.



Abstract

In this work we develop and apply a semiclassical approrimation to the coherent-state
propagator K (2,2 ,1) = (z"|exp(=1H1/R)|2’), where H is the Hamilton operator for
the system and |z) represents the coherent states of the harmonic oscillator. The semi-
classical K(2", 2, ) makes use of ¢ stationary phase approzimation in which stelionary
trajectories inhabit an extended (compler) phase-space. This gives rise to a complex
dynamics which is studied for general quadratic 1-d Hamillonians, the parificle-in-a-box
and an example of non-linear system, the guartic oscillator. By comparing with « full
quantum calculation, the accuracy of the semiclassical approzimation is confirmed for
ench one of these cases. PFinally the process of scatiering through a poteniial square
barrier 1s successfully treated, a situation for which no ordinary semiclassical method
based entirely upon classical {real) trajectories can account for in the “under barricr”
energy regime. An exiension of the clossical traversal time concept to the complex
spuce enable us to calculate the traversal lime for the quantum particle represented
by a coherent state wave packet whose initial average energy is below the barrier fop.
We propose such quantum traversal time as a sensible candidate for the coherent-siale

funneling time in phase-space,
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Introducao

Métodos semicldssicos tém um longa histéria no estude do comportamento dinamico
de varios sistemas quéanticos. Seu desenvolvimento marca a histéria do préprio desen-
volvimento da mecinica quéntica, tendo constituide auxiliar importante como ferra-
menta de conteddo heuristico. Idealmente métodos semiclassicos (ou também quase
classicos) sao capazes de descrever bem o comportaniento de fungoes quanticas como
expansdes em torno do comportamento cldssico. Existe wm limite caracteristico gue é
o regime quase classico, isto é, quando a acdo associada ao sistema quéintico & muito
maior gue a agdo fundamental A (ou, de maneira analoga, quando A — Q). Incenti-
vado em parte pelo desenvolvimento de tais métodos, nasceu o estudo da transicio da
mecanica quantica para a mecanica cléssica. Esse estudo adqguire aspectos draméticos
quando é aplicade ao comportamento de sistemas ditos nao integraveis, on seja, siste-
mas para 0s quals ¢ espaco de fases é quase gque completamente chelo de trajetdrias
cadticas, ao invés de toros invariantes [1]. Uma situagdo aparentemente paradoxal
surge quando se considera o fato de gue, com a evolugao dindmica de sistemas nao
integréveis, estruturas classicas cada vez mais complexas aparecem no espaco de fases.
Por outro lado, o principio de incerteza proibe a formagio de estruturas abaixo de
uma certa “precisao” determinada por h. Tal situagdo manifesta-se sob dois aspectos
diferentes: quantizagao semiclassica e dinamica semicldssica, e tem constituido tema
de importantes debates [1], onde a validade e limite da aproximagao semiclassica sdo
analisados.

Paralelamente procedimentos semicldssicos também dependem do tipo de repre-
sentagdo quéntica utilizada. Um estado guantico |¥) pode ser escrito em diversas
representacdes, p. ex., ¥(z) = (z|¥), ¥(p) = (p|¥), ¥(o) = {(&|¥) (e = g+ 1)}, e
todas sdo equivalentes no sentido de existir uma transformacio entre elas. AMdétodos
semiclassicos muito conhecidos existem para integral de trajetdria na representagao
de coordenadas, (.r”|erp(—r!}’t/h:}{m’)._ que é conhecido como expressio de Van Vleck-
Gutzwiller (VVG) [2, 3]. Essa aproximagio é do tipo fase estaciondria, cujos pontos

estacionarios sao as proprias trajetérias cldssicas que vio de x’ até x” no tempo t.



Expressdes semiclassicas analogas existem para o propagador em momento i (p”, p'. 1)
(3. O estudo do limite semicldssico de sislemas quanticos & muito enriquecido se
uma representacio que faga uso de coordenadas do espaco de fases for introduzida.
A fungio de Wigner [4] foi originalmente criada para tal propésite, isto é. conciliar
sistemas quanticos do ponto de vista da mecanica cstatistica com o espago de fases do
sistema cldssico equivalente. A partir da suavizacio da Tuncao de Wigner, obteve-se a
chamada distribuicdo de Husimi [35], que é simplesmente a proje¢do do estado do sis-
tema em termos dos eslados coerentes. Estados coerentes constituem o objeto principal
deste trabalho. Tais estados sfdo de ha muito conhecidos em dptica quéntica, tendo
papel fundamental na teoria quintica da coeréncla, oude descrevem o comportamento
de campos quinticos de coeréncia completa (6, 75 Aqui cstados cocrentes sdo usados
com referéncia a representacdo por eles exibida: {z¥) é a projecdo do estado |¥) no cs-
tado |z) gerado pelo oscilador harmanico, que por sua vez depende de quatro nimeros
(para sistemas com um grau de liberdade). posi¢ao ¢ momento médios e incertezas
caracteristicas. Nao obstante a arbitrariedade na definicio dos estados cocrentes ser
considerado uma desvantagem da representagio. diversas outras vantagens (segundo
A. Voros [8]) existem, que justificam plenamente ¢ estudo e aplicagido da mesma.
Neste trahalho descreveremos os fundamentos de um método semicldssico para o
propagador em estados coerentes K'(2”. 2,1} = {z"|exp(—1Ht/h)]z'), onde H & o ope-
rador hamiltoniano do sistema. O estudo desse ohjeto é bastante importante, uma
vez que cle constitui ferramenta valiosa no estudo da dinamica no espaco de fases de
sistemas quinticos parametrizado pelos rétulos de |z}, que s8o a posicac e 0 momento
médio. Poroutre lado, a partir do propagador. podemos constiruir a evolucao temporal
de um estado inicial |z',t} que, projetado no espaco de coordenadas, representa um
pacote de incerteza minitna e, como tal, representa também o que mais préximo se
pode chegar de uma particula classica. A andlise do propagador em estados coeren-
tes também estd intimamente ligada ao estudo de funcdes de correlagio, que tem um
interesse especial em quimica teérica [9]. Em particular, como sugerido por E. Heller
[10], a dindmica molecular para tempos longos pode ser descrita por um conjunto de
gaussianas® [11], que ddo conta do processo de decoeréncia melhor do que a evolugio de

apenas umn pacote. Partindo-se do propagador em estados coerentes é possivel chegar

1Conhecido como método FGA {Frozen Gaussian Approximation).
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a uma expressio semicldssica para K{z", 2'.1) [12], que é analoga aquela obtida por

outros métedos, mas que talvez contenha corregoes adicionais.

A esséncia da aproximacao semiclassica aqui descrila é 0o método de fase estacionaria.
Nesse método faz-se a busca de todes os pontos estaciondrios compativeis com o0s
vinculos do propagador em todo o espaco de fases. Como os rétulos do propagador
excedemn o namero de parametros que caracterizam o movimento classico (uma tra-
jetéria cldssica}, é necessdrio uma incursio fora do plano real durante a busca dos
pontos estacionarios. Resulta entao que a aproximacao para K(2”.z/,1) & dada como
uma expansao em torno de novas {rajetdrias classicas, que habitam um espago de fases
de dimensao extendida. Chamamos esse espago de espugo de foses complero. Surge
entdo uma nova dinamica cldssica, a dindmica compleza, cuja importancia se justifica
no estudo de sistemas quanticos para os quais nenhum movimento clizsico exista. O
exemplo mais patente de tais sistemas sdo os sistemas quanticos apresentando tunela-
mento. onde foi possivel mostrar que trajetdrias complexas déo conta da amplitude de

transi¢io por uma barreira de potencial major que a energia do estado inicial.

Neste trabalho dedicamo-nos ac estudo de sistemas unidimensionais, que represen-
tam simplificadamente grande parte de sistemas fisicos gerais. Ressaltamos o cardter
pioneiro de tal estudo, ja que solugdes estacionarias como a do tipo que estudamos
aqui sé tinham sido obtidas para sistemas extremamente simples com pouco interesse
geral. Generalizages para sistemas com majs dimensdes sdo possiveis, uma vez que as
expressoes semicldssica obtidas, em particular a Eq. (1.54), valem para sistermas com
dois graus de liberdade, com os rétulos do propagador subtituidos por quantidades
vetoriais. Intuitivamente acredita-se que essa expressao possa ser generalizada para
sistemas com mais graus de liberdade [18], ndo obstante a complexificacio do espaco
de fases ser aparentemente um obstédculo a determinacao das trajetérias estacionarias.
O trabalho estd dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1 é feita a exposicio da
teoria, onde se obtem a expressdo para o propagador semicléssico e aplicagio para
alguns sistemas simples. No Capitulo 2 descrevemos um procedimento numeérico para
a determinagido das trajetdrias complexas, que obedecem a condigdes de contorno es-
pecials. No Capitulo 3 estudamos o problema de uma partfcula presa em uma caixa
(poco infinito). onde determinamos as trajetdrias e propagador para os elementos di-

agonais. Sistemas tunelantes sdo estudados no Capitulo 4. onde fazemos um estudo
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geral para o movimento préximo a um ponto hiperbélico {potencial harménico inver-
tido) e estudamos a evolugio dinamica do propagador em estados coerentes para uma
particula espalhada por uma barreira quadrada. km todo o trabalho os resultados
semiclassicos s30 comparados acs equivalentes quantices exatos quando a aproximacio

naoresulta exata. Finalmente na conclisio comentamos os pricipals resultados obtidos
e as perspectivas futuras,



Capitulo 1

Propagador em Estados

Coerentes

“Unsere Wellengruppe hdlt dauernd zusammen, breitet sich nicht im Loufe der Zeit
auf ein immer gréfies Gebiel qus, wie man es sonst, = B., in der Optik. gewohnt ist.”
E. Schradinger?

Representacao de Estados Coerentes.

O conceito de estados coerentes parece ter sido introduzido por E. Schrédinger em
1926 como sugere a passagem acima. O estudo sistematico desses estados sé se deu
bem mais tarde. com a 6ptica guantica, gragas a equivaléncia dindmica entre os estados
do oscilador harménico e os modos de oscilacio eletromagnéticos [14].

Inicialmente faremos aqui uma hreve recapitulacao de como estados coerentes sao in-
troduzidos como uma representagao possivel para estados quanticos gerais. A descricéo
abaixo & feita para sistemas unidimensionais, mas uma generalizagdo para sistemas de

mais graus de liberdade & possivel.

I“Nesso pacote de ondas permanece coeso, nao se espallia em regides malores com o tempo,
ao mvés do gue eslamos acostumados a ver em optica”. Traducio do autor. Ver referéncia

[13].
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E bem sabido que o operador uuitario de Weyl [15} é capaz de gerar, pela aplicacio
de

|2} = exp(zal — z°&)[0) (1.1)

sobre o estado de vdcuo denotado por |0}, os estados |z} que, expandidos na base de

estados do oscilador harménico [n}. se escrevem por

1 5
|2) = exp(=5 =) 22 im). (1.2)
n=0 '

Em (1.1). 0s operadores a e al sicos operadores de criacao e destruicac das autofungoes

do oscilador harmonice {uma dimensio),

s L (9. P ﬁ_L@_Q
ﬂ._\/ﬁ(b*_gc)? a’ = \/E 7 .?,C , (l?}]

onde b e ¢ medem os desvios em relacio a média dos valores caracteristicos de um dado
estado |z}, ¢ ¢ P sao os operadores posicao e momento. Na verdade, os estados [2) sao

auto-estados dos operadores @ e &1, com autovalores dados por

-.--—-i g' .}_i ':*x——i. E_E_) .
=Gl =504 ()

respectivamente. Aqui p e ¢ denotam a média em posicio e momento para esses esta-
dos, respectivamente. Ao longo de todo o trabalho, iremos tratar pacotes de minima
incerteza. ou seja, estados tais que be = A.

(O nome coercntes vém da propriedade especial desses estados para os sistemas
harménicos, i. e.. de nao perderem coeréncia com a evolugio temporal. A projecio e
descricao em termos de estados coerentes |2) de um estado quéantico genérico & possivel

(2], e uma resclugao de unidade existe,

/dz—zlz)(ﬂ =1, (1.3)

A projecdo de |z) sobre o espaco de configuraces pode ser escrila como

AT S
(zlz) = (V7b)y H?exp {— (I‘zbf) + fp(l ng/Z) ) (1.6)

que representa uma onda propagaundo-se na diregao de X positivo, com momento carac-

teristico p e distribui¢do de envelope gaussiana ao redor do valor médio g. A projecao
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no espacgo de momento tem forma idéntica. com momentos trocados por posicoes, e
b trocado por ¢. Estudando-se estados quanticos na representacdo [z}, exploramos
ao maximo a falta de privilégio entre as vartiveis q e p, 0 gue viabiliza um estudo

semicldssico da evolucao dindmica de estados quanticos no espaco de fases.

1.1 O Propagador em Estados Coerentes

O objeto principal de estudo deste traballio € o propagador. Ha uma enorme literatura
sobre propagadores quanticoes, iniclalmente estudados por Feynman [16]. Entretanto
propagadores na representacio de estados coerentes sé receberam malor atencgdo a
partir dos trabalhos de Klauder {17]. Aqui aprescntaremos os passos necessarios &

ohtencéo de uma forma semicldssica dos propagadores na representacio

z}, que serd
usada no estudo de sistemnas unidimensionals somente. Este estudo & parte integrante
de um estudo muito mais detalhado [18] a ser publicado posteriormente, onde uma
amplicagao para sistemas com duas dimensones é tratada. Veremos ¢ue a aproximacio
exposta a seguir lembra muilo outras aproximacoes sciniclassicas da literatura [21],
onde trajetdrias classicas cstaciondrias sao obtidas comoe esqueletos da aproximacao
semicldssica.
(Como estudaremos sistemas cuja fun¢do hamilloniana é independente do tempo,
podemos escrever o operador de evolu¢an temporal desde ¢/ até i como
U(t" — ') = exp —1.M , {1.7)
h
onde H representa o operador hamilteniano. Chamaremos de propagador na repre-

sentacao de estados coerentes o objeto
}r‘.—(zﬁ3 zr-l o tr) — (2’”|Z}(f” _ t’:)|z'), (18)

onde " e ' representam estados finais e inicials respectivamente, O médulo quadrado
de (1.8) representa a probabilidade governada por & de transicio entre os estados |z} e
12"} depois de um intervalo de tempo # — ¢/, O elemento (1.8) pode ser decomposto em

intervalos infinitesimais (ou propagadores infinitesimnais) pela introducao de resolucdes
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de unidade (1.5), com o que formalmente escrevemos

1(‘(21'! }.' / /H (___) \-‘!6_'£Hf'l{h|-3'j\-'_1)...<Z1[6_?]?5‘”;{

onde 2 = zv e z' = zg. Aintegral é formalmente escrita para o limite .V — o ce — 0.

z9), (1.9}

com € = t; — t;_1. Entretanto o propagador infinitesimal A(zzq1,25.¢) de ordem &,

no limite exposto acima pode ser aproximado convenientemente por

. |z \
Rzppr.zpe€) = {zpp o) | 1= _“LA_M . (1.10)
R {zig1lze)
Definimos ¥
— (Zk.;r.l JH|ZII;) . .
g , (1.11)
FH/2 {zra1fen) '
e como
1 g 1 2 . )
(zh41l2t) = exp "§|3k+1i - §|3kf + Zi17k ) (1.12)
entao
. 1 ;1 . € - )
A{zpprs 25-€) 2 exp _§|3k+1| - §|3kl t2pck = S Heayz ) (1.13)

Com a expressao (1.13), podemos escrever formalmente uma aproximagio para o
propagador (1.8) na forma

N-1

e ? ldz‘“.? = ]'I 2 :
Rz ] / H - Z ~th | 2] 12k _~2~;z;¢| — {1.14)

h:O

"‘§izk+1i2) - fﬁk+1f2] )

onde a dependéncia temporal, bem como o limite € — 0 estdo subentendidos. O passo

seguinte ¢ a resolucao de {1.14) pela aproximagao de fase estacionaria.

1.2 Aproximacao de Fase Estacionaria

(Consideremos integrails do tipo

It = /g Jexp[Aw(z)]dz, {1.15}
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onde g(#) e w(z) sio funcoes analiticas da varidvel complexa z em uma certa regiao D
contendo o contorno £ e A um parametro positivo. A aproximagao de fase estacionaria
(ou também chamado steepest descent method) obtém nma aproximagio para I(A) no
limite A — o0, A teoria de fung¢oes complexas permite deformar consideravelmente o
contorno C sem mudar o valor da integral. Essa deformagao consiste na subtituigdo
do contorno original, ou divisio deste em sub-contornos, de forma a levar em conta as
maiores contribuigdes no limite A — 20, que provém dos chamados pontos criticos ou
ponios de fuse eslaciondria.

De acordo com H. Bleinstein [19]. a aproximacao é feita basicamente em cinco passos
cssenciais:

1) ldentificagao de todos os pontos criticos;

2) Determinagao das curvas de steepest descent passando por cada ponto;

3) Justificagao. via teorema de Cauchy, da deformacao do contorne original;

4) Determinagdo da expansao das integrais que vem do contorno deformado:

5) Soma das expansdes assinldticas de cada contribuigao.

Os pontos criticos z sao aqueles gue satisfazem a equacao

dic
— =0, .
o , (1.16)

no caso de um ponto de cela de primeira ordem. I facil ver que, no limite A — oc., esses
s40 05 1nicos pontos remanescentes que contribuem significativamente para a integral
(1.15), j4 que, fora desses ponlos, o integrando varia rapidamente no limite, resultando
em wma contribui¢ac que vai a zero para a integral final. As trajetérias de declive
descendente ou ascendente {sicepest descent or gscent) sdo aquelas que emanam de Z
e cuja derivada atinge um maximo em médulo (maximo descendente ou ascendente

respectivamente). Essas curvas sdo solugoes da equagio {19]
Slw(2)] = Siw(2)). (1.17)

Usando-se o teorema de Cauchy, justifica-se a deformacao do contorno criginal, que éa
parte mais critica do processo de imtegragao. Isso porque cada problema tem seu con-
torno delinido e. ajém disso, podem haver pontos criticos cuja contribuigio resulte em
um resultado nao esperado a prieri. Tais pontos sio chamados fnadmissiveis e devem

simplesmente ser desconsiderados, Veremos que tais pontos também podemn ocorrer
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na aproximacao assintética de um funcional (Capitulo 3}, como é o préprio propa-
gador aproximado na representagdo de estados coerentes, A soma das aproximagoes
assintdticas é finalmente feita, se mals de um ponto ¢ritice existir. Para um ponto

critico de primeira ordem {que & o tipo que iremos considerar), a expando final resulta

N _ . T a .
I(A) = g(z)\ mexp {Aur(z) + 1 ((2})+ 1}5 - —2-)] . (1.18}

onde a = arg[w”()]. Aqui p = 0,1, de acordo com a diregao de declive descendente
tomada, qual das duas tomar depende do problema. O resultado acima foi obtido
expandindo-se até seguuda ordem (admitindo-se que w”() # 0), e fazendo a integral
aproximada (forma gaussiana).

O ponto & gque a integral (1.14} também pode ser aproximada via métedo de fase
estacionaria com A = A~!. O processo pode ser visto como a aplicacac do método de
fase estacionaria a um limite de infinitas integrais e, ao invés de pontos estacionédrios. o
passo 1 descrito anteriormente consiste na busca de todas as frajeidrias estaciondrias
gue contribuem significativamente para o integrando. O espago onde essas trajetérias
existem é o espago de fases (pela forma de z dado em (1.4}). J4& podemos perceber que
as trajetdrias que contrihuirdo significativamente para a aproximagio do propagador
sio as trajetérias geradas pela dindmica de alguma representagio de /(z). Todos os
passos descritos anteriormente podem aqui ser aplicados, se bem que o passo 3 ainda
mereca alguma andlise posterior. O passe 5 consiste na soma das diversas contribuicdes

{diversas trajetérias satisfazendo ans mesmos vinculos do propagador).

Levando em conta essas consideragoes, notamos que o argumento da exponencial,

funcdo §, deve ser estacionarizado,

N1
. 1 1 2 _
§=3) - [Zk+lzk - §|Zf\-|2 - ,—2~le+1|2 = 3 2] (1.19)

=0
e o equivalente de (1.16) é

if_ =0 a8

T . 03;‘{_1

= 0. (1.20)
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pelo que obtemos o par de relagdes discretas

cOH, .
— 2 + 2y —%a“%”’?’:o k=1.2,.. N — 1.

(1.21)

_ _ i€ i.;))(_.frk+] ’,{2 _ 0
Rk h dzp,, -

No limite do continuo, obtemos as relagoes

. r O ;_‘_i(;)H 199

TTRee T 7w (22
onde A = {z|H|z). As solucdes das relacdes (1.22) foram discutidas parcialimente em
[17] e [18], e 0 ponto fundamental diz respeito ds condigdes de fronteira. Se tentarmos
resolver as relagdes (1.22) com z{#') = 2’ e z7(1") = 2”~, vemos imediatamente que tais
condig¢des restringem muito o conjunto de solugoes possivieis. De fato. como pode haver
uma trajetdria em um espago de fases de duas dimensdes se 2/, 27 e t"” — ' sdo dados
(5 pardmetros)? A maneira de resolver 1al restrigio é dada pelas equacoes discretas
(1.21), onde notamos que z3 € za nunca aparecem. Assim sendo, deve-se procurar por
solugdes de (1.22) com (1) = 2" e z7(¢") = 27", mas 27(#') £ 2" e z(1") # z". Solugdes
gerais satisfazendo as condigdes acima existem em um espago de fases complexo, razao
porgue a aproximacdo semicldssica do propagador em estados coerentes {ratado aqui
vai se basear totalmente em trajetorias estacionarias em um espago complexo. Devido
a essa diferenca nos pontos de froenteira da solucoes, tudo acontece como se as variaveis
z e 2z ndo fossem complexas conjugadas uma da outra. Trabalhos na mesma direcdo
j4 foram feitos [20]. sem, entretanto, procurar diretamente solugdes para equagdes do
tipo {1.22). A fim de facilitar a notagio das condi¢tes de contorno e, dado a variedade
de solucdes obtidas, usaremos uma nova notagao, onde as varidveis u e v subtituem z

e 77, respectivamente, Assim escrevemos (be = h)

L (g q ,aL@_q 23
u \/E(b—i—z.c ] t_\/ﬁ 2 ?C . £1.23)

que substituem (1.1). com a diferenca de que agora ¢ e p sdo variadveis complexas.
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Nessa nova notagéo, as relagdes (1.22) tornam-se?
OH ] .
h = . —tht = —. 1.24
thie= = the = ——. (1.2}

que obedecem as condi¢des de contorno

! ! 1 £
Z=ault)=u' = —% (% + 1%) ., FMmet) =" = \% (% - ?%) . (1.25)

onde ¢, ¢", p' e p sio parametros reais. Note, também, que nada se diz sobre u”
e v, que sao determinados a posteriori a partir das solugdes. As trajetdrias cldssicas
obtidas por esse tipo de dinamica extendida sio muito peculiares. Adiantamos que
todas ag fungdes dindmicas do sistema vao apresentar uma parte real e uma contra-
parte imaginaria {que denotaremos com subindices 1 e 2 respectivamente), isto é,
podemos escrever £ = Eq + 1E, para a energia extendia, e § = §] + 15; para a agao
extendida. A liberdade na escoiha dos pardmetos finais e iniciais & muito mator ou,
de outra forma, a dinamica usual pode ser vista como um sub-cenjunto das soluces

possivels de (1.23). Esse conjunto tem a propriedade especial de que
wi) = v(t) (1.26)

para todo t entre 0 e T, Isso quer dizer que, para trajetorias reais, as trajetérias u e
v s&ao conjugadas uma da ountra. Para tais trajetdrias 2 = 0 e 59 = 0. E possivel,
entretanto, encontrar trajeldrias atipicas, para as quais a parte imaginiria de alguma

dessas funcoes é nula e, mesmo assim, a trajetéria esti fora do plano real.

1.3 Forma Semiclassica do Propagador

Denotando-se ¥ = 1.5/, entéo, nas varidvels u e v, podemos escrever de acordo com
(1.19)

M1
1 1 1€ _
v = Z [1’k+luk = SUETE = SUR41Ck41 | — T Hiq1y2, (1.27)

¥We-se aqui que o hamiltoniano efetivo é H = {:1H|z), que assume o papel de hamiltoni-
ana classico. Fssa interpretagio pode ser inserida dentro do conceito de principio de corres-

pondéncia fraco |24].
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comn os limites em k estabelecidos em (1.21). Se denotarmos por @y = (441, ) cOMo

a trajetéria estacionéria, entdo a primeira variagao de ¥ em relagdo a tal trajetdria é

N-1
auv .
— bk —&uy, = 0, (1.28
Z duH + ; Juy )
com
EVjt1 = Thal — Thals Sy = up — g (1.29)

J4 sabemos que a relacdo {1.28) conduz as relagdes (1.241) conforme a segao anterior.
Nosso objetivo aqui é avaliar a segunda variacio 62W. Fssa se escreve
N2 N— : N_2N-
3 a*v Loogrty

£ o= S N frppibrig + 5. Y

J=0 k=1 F=0 k=1
N-1N-2 N-1N-1

Z Z C)thrl()u ——— v bu o+ L Z duj(}t.- Sugbus,

=1 k=0 =1 k=

((]‘T_-'J'_{_l(g'?”\- + (1.30}

81'3-.._.18-1'“1 81-‘5,-.,.18&;_

COIt

C)E‘D __E 82Ek+]};2

— = —
i1 g4 B Ovjpy0up4a ’

&°0 2 O* HHUQ
8-11.;:83;.‘]; TR Qupdu, ;
(1.31)
g _ 2 O H,LH;‘Q
Jvyz10up k= G = h ()1?4_1(Jﬂk

62@ 6 6 1€ E)zﬁk_i_]}’-z
o a.. =k kel - T o Vsk
8uj81!k+1 d d h dujale /
Fazendo-se as somas, a segunda variacio de S, §25, {orna-se:

N-2Z

Aol
85 = Z 2ehdupduy — Z (2?5 + Qh.tck_’_ug) bvpqpbuy — (1.32)
k=1 L=1
N=1 N=-1

- Z hedné%ey, — Z heBré%uy,

=1 k=1
onde
B, = 1 ?Hyyrp 192H, 41

=3y ma . o G = pa—=
h 9 R oul k+1/2 PR (1.33)
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A substituigio de (1.32) em (1.14) resulta, a un passo antes da execugao das integrais,

em

s N1 2o
SOy 35(“»‘)]/ / depduy | 625(@) o
K", 21 t}—exp[ 7 E —— exp 57, : (1.34)

(omo dissemos anteriornente as integrais em {1.34) [18] sfo do tipo gaussiano, com
argumenio de exponencial nao diagonal. Uma transformacio diagonalizadora pode.

entretanto, ser feita sobre (1.32). A forma final final fica

Rz" 2" —t) = \/gexp {?5;&:)} . {1.35)

onde A = limpy_.. Ay, ¢ Ax ¢ 0 determinante da matriz

—eByn_q1 1 0
—eAn_1 —(t+ Cn_ap2)
Ay = —(1 4+ eCx_3/2) —eBx_2 2
0 0 2 —cAn_2
0 0 0 vt —eAy )

(1.36)
De fato, esse determinante pode ser resolvido definindo-se um determinante auxiliar
Al que é o determinante da matriz acima sem a primeira linha e coluna. Assim,

existem as seguintes relagdes de recorréncia

Anv = =By AN+ Axo, (1.37)
Ay = ~eAvaiAna — (0 FCN_gjz)zAf\r_l. {1.38)

Se definirmos
fv = Ax, gy = 1A%, {1.39)

entdo expandimos em primeira ordem (v + «Cx_3/2)° = —1 + 2icCn_y/2, com o que

obtemos, no limite ¢ — 0. o par de equacdes diferenciais de primeira ordem

f=118g. ¢g=—1Af - 2:y. (1.10)
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Se redefinirmos novamente as funcdes

M4y —= #H . ' =t 82E i ey " B 14 ! 02H "
oft") = f(i")exp [5[) Ouﬁvdi ] . 2t") = g )exp lffo 8?181'011 ] \

(1.31)

com as condi¢des iniciais o(0) = 1 e 4{0} = 0. obtemos o sistema

(‘?):(*C B )(O) (1.42)
4 A =l -

As relagoes {1.42) sao justamente equacdes linearizadas de movimento ao redor de
uma trajetéria classica {complexa) do sistema. Assim o determinante de (1.36} é {com

T — z-‘.f _ i!)

T 9243
1 d* f]v (1.43)

A =T ) exp [_E : Bué}’vrt
1.3.1 Acao Complexa.

Podemos escrever (1.19) na forma {ja substituido o novo sistema de coordenadas u

e v dependendo do hamiltontano classico):

N-1
} : e w — UL _
5= Z ¢ [—?—; (i%—ifluk — Vht1 M) - H(uk,vkﬂ)} . (1.44)
k=20

Lembrando que na expressao original de §, Fq. {1.19), onde aparecem explicitamente
INEN @ Zgzh, substituimos vyuy por vz’ e vgug por upz™. Com isso, a forma final

no limite ¢ — 0 fica

0 4 T th, - th o R 12
S, W', T) = dt ?(tu— tu) — H{v.v)| — E(U w4+ v'u)y + E(h: I“ + |u'{*).
\ .
(1.45)
Chamaremos a fungao (1.45) de ag¢do parcial compleza. porque sua forma é reminiscente
da acdo cldssica usual.

Definimos também a a¢do complexa,
S W\ T)y= SH".W,T)~- i’_;( [ + U]y, (1.16)

em termos da qual, usando argumentos variacionais usuais, podemos obter

a8 a8 &8
o w22 _p-92
Jutt’ e Sut’ E orT"

—hy” =

(1.47)
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onde £ = H{u,v) é a energia complexa.

Falta, entretanto. a determinagio completa da fungao A do pré-fator do propagador
(1.33). Como vimos na segao anterior. (1.12) representa equagoes de movimento linea-
rizadas ao redor de uma trajetdria classica. A identificacdo de S com a acao do sistemna
permite determinar ¢{1 ) em termos de variagdes da agao complexa. Para tanto, consi-
deremos uma trajetéria que difira da trajetdria estacionaria {aguela que resclve (1.24))
pelas quantidades éu’. éu', év’ e &v”. Tais difcrencas podem ser relacionadas usando
{1.47). pelo que

628 38 .,
—héu" = 81.*.’81:’6&} + E)-‘c-”iévf"
(1.48)
59 42 @
—thér = f}—-—S*é-u' + ——-gub—(‘itr”.

Ju’? dv'du’
Por outro lado, as relagdes (1.42) fornecem as mesmas variagdes usande as equacdes

de Hamilton (1.24). Aais explicitamente

O, 10

bu = Thoude "t R 92

dv',

(1.49)
N P
T Rouge | how?
Em termos de variagdes de S, invertemos (1.48) a fimn de que

u St
- _M . .
(52 o). o

onde M € a mairiz de monodromia do sistema dada por

%[S“U - S“U-Sm-" 51:1-1)1] Suvsu_ul

¢ Su'.

(1.51)
= Suu Sk —hs)

S S s .
uu - W-: S‘uu — m, Gy — W (132)

Se év’ = 1 e du’ = 0. entdo podemos identificar (T} em (1.50), levando em conta

5)

{1.42). como o(T) = év” e. assim. como —AS "}, Finalmente temos

Ty

-1 _
_ I7ERY ¢ (T 9 H
AN=h | —— X | —— —dt] . A
{‘ (3u’3r”> P { hJo (3?18?)({?] (1.53)
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A forma final do propagador semicldssico na representagao de estados coerentes
torna-se
A " f /1_ (}}28 .
K" o' T) = e sl¥"F-3i : 2]
(" w. 1) Z h|du'de
(T 53'2]}'} T
e - -1 - 5
2h Jo Judv 2

exp [%S‘j(vw! 'u!g']-_‘)'i'

(1.54)

onde a soma representa a inclusao de todas as trajetdrias estaciondrias possivels com-
pativeis com os vinculos v = 27", v/ = . T = 1" — /. O termo contendo 7 representa

a fase acumulada por 15, ac longo de uma trajetdria.

1.3.2 Aproximacao valida no limite semiclas
sico.

E possivel uma simplificacio da relagao (1.54) que tem validade no limite semiclassico
(isto é, A verdadeiramente pequeno). Admitindo-se um sistema com operador hamil-
toniano na forma

7= 504 3+ ), (1.55)
podemos escrever a forma suavizada

1 - .
H=H+ -Q—ﬁu + [V{g) = Viglh (1.56)

onde H é o hamiltoniano cldssico {isto &, independente de 7} e
7 L% -tamatiry 7
V(g) = —= e TV (z)dx (1.57)
Vb oo
é a szavizacdo gaussiana do potencial. Lembramos aqui que b = Ag, isto é, a incerteza
do estado inicial com rela¢do a posicdo. Podemos verificar que, no limite & — 0,
reobtemos o potencial classico. Para isso observamos que

1
biy{r—q) = —_e"{x_ﬂzﬂ)z (1.58)

Al

& uma representa¢ao da fungao é(2 - ¢} no limite considerado. Se b for pequeno. entéo

podemos ver que

L (1.59)
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Substituinda a expressao acima em (1.56) e notando-se que, se o = p?/2 + w?¢?/2,
entio 82Ho/Oudv = hw e H = Ho + V(g) + hw/2, com o que
1 9%H

H- = 2 Judv

(1.60)

para i = 0. Retornando as expressdes {1.15) e (1.54), vemos que, se substituirmos a
expressao (1.60) na forma de 5, chtemos uma forma “cldssica”™ (quer dizer, escrita em
termos de parametros independentes de h nas fungoes dindmicas) para o propagador
(1.34). desde que também aproximemos H por /I na segunda derivada desse elemento
em (1.60). Assim

i T
ST = / 2
0

h . h
%(r-a—f;u)_ﬂ(u,ar)] —~ ’2( s ”+u’u’)+ | (Jo"] + 2'%),

(1.61)
e
ﬁ'ﬁ (EH o T Ty=e =L Lu)? Z S + }TO (1 62)
AR \[ | Buoe|° 2 '
Aqui (A — 0) representa a aproximagéo descrita acima; @ saber, a substituicio de

H por H onde quer que aquele aparega, com a qual (1.62) é a forma semicldssica
do propagador, vélida no limite semicldssico [18]. O elemento § é a agfio para essa
aproximagao

X LI S 0 h i !
S\ Ty = (v ,u,T)—E—Ql([a; 2 4 W ?) (1.63)

No tratamento de sistemas com valores maiores de &, porém, a forma (1.54) deve obri-
gatoriamente ser usada, como veremos posleriormente no tratamento de espalhamento
sernicldssico. Adiantamos, entretanto, que a forma (1.62) fol usada com sucesso em
dois sistemas (poco infinito e oscilador anarmoénico), sendo que os resultados concor-
dam grosso modo com os obtidos via célcule de autofuncdes, mesmo para as regides do
espago de fases de baixo momento. Para a aproximagido gque faremos a seguir, usare-
mos também a forma {1.62), uma vez que faremos uma nova expansio do propagadeor,
desta vez em termos de drbitas periddicas reais do sistema, o que é vélido em principio
para estados quanticos para os quais tais trajetdérias guardem correspondéncia. Isso é
naturalmente vilido no limite cldssico e para regides de energia onde esse movimento
seja permitido.
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1.4 Aproximagao real para elementos diago-

nais

Ainda segundo [18]. é possivel uma segunda aproximagio sobre a forma (1.62). Essa se
baseia em trajetdrias reais tio somente. e se aplica portanto aos elementos A'{z”. /. T)
para os quais eXista uma trajetdria real desde z’ até z” em um tempo © =~ T. Na
maioria dos casos de interesse, sempre existe tal trajetéria, como no caso de sistemas
ligados. por exemple, HA entretanto exemplos onde trajetérias reais néo existem, como
os sistemas de barreira de potencial, onde nio é possivel expandir o propagador nesses
termos para a regiao de energia abaixo da barreira. Aqui trataremos exchisivamente

de elementos para 0s quails a aproximagao possa ser feita por Orbitas periddicas.

Uma maneira simples de se introduzir essa aproximacao ¢é cstudar o elemento dia-
gonal {z|exp (—THT/T?.) |z}, que tém uma interpretacio fisica interessante. Parle-se
com um pacote gaussino |z) em ¥ = (3, que é evoluido pelo tempo T pela dinamica do
sistema, e pergunta-se qual a probahilidade de se encontrar o estado final resultante no
proprio estado inicial. Se o pacote inicial nao sofre muitas distercoes com a evolucio
temporal, é natural esperar-se que, segundo o teorema de Ehrenfest, o pacote siga
aproximadamente uma trajetdria cldssica. Nesse caso. a probabilidade sera maxima
toda vez que o pacote final se localizar préximo ao pacote inicial. Isso ocorrera na-
turalmente nas proximidades de uma érbita periddica do sistema, seja quando, para
um dado 7', langamos pacotes iniciais com {p} e {g) préximos as regides de existéncia
dessas orbitas e quando I’ = 7, onde 7, = nrg, sendo 7 o periodo primitivo da drbita

peridédica existente para {p) e {¢),

Em sistemas unidimensionais ligados, todas as trajetdrias reais sio periédicas. Em
outras palavras, para todo ponto z no espago de fases, existe um tempo 7 tal que o
ponto final coincide com o inicial. Tanto para sistemas unidimensionais ligados ou
abertos. um ponto inicial z" esta ligado ao ponto final 2’ pelo tempo 7 correspondente
ao tempo classico de evolugdo por uma trajetéria real onde, entretanto. o ponto final
" é muito especial {de fato, o ponto final ndo é dado). Quando ' = =", a trajetéria é

uma érbita periddica com o correspondente periodo.

A aproximagéo real ¢ feita expandindo-se até segunda ordem a agdo {1.61) aproxi-
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mada em torno da érbita periddica
5 . s . S 1928 ., .
S(~ o TJ_...S(H ._.H._TJ BT‘SI +'~2~-C:}i:§5] (1.64}
onde 8T = 7 — T. Utilizando-se {1.47) e (1.46), encontramos
oS , .
ﬁ-’ - _EO: {165)
928 B 5‘1’1’ v’ _0H ars (1.66
oT? T "0 ol | hov gwdl’ 00
onde aqui Egy € a energia (real) da drbita periddica. Usando a relagao
2 38 o = o8 -
Higgm ") = g7 (1.67)
diferenciada em ambos os lados em termos de v/, temos que
9?28 .. 08 .
W——HLW = —&. (1.68)

Substituindo as aproximagdes acima em (1.54), temos

3(7 z2,7)— |z}? — %Eg(r —-T)- E%a(r - T‘)Q] .
(1.69)

Onde retiramos a soma sobre trajetérias possiveis, ja gyue, para sistemas unidimensio-

nais ligados, s existe uma érbita periddica para cada ponto z do espago de fases.

Ao longo deste trabalho teremos a oportunidade de testar a validade da aproximagio
real, calculando (1.69) para dois sistemas unidimensionais: o exemplo do potencial
quirtico {Capitulo 2} e a particula na caixa (Capitulo 3). Os elementos diagonais sao
importantes na determinagio de uma aproximagao semicldssica para a funcido de Green
na representagao de estados coerentes, que é dada pela transformada de Fourier para

energia do propagador temporal apmxjma.do (18],

g (1,12 N
Ii (z.2,T)exp[e(E + vy)T/R)dT = Z—————-E A (1.70)

onde admitimos um sistema com distribui¢do de niveis ndo degenerada. O fator v age
como termo de suavizagao. Como se vé em (1.70). os residuos na parte direita sio as
projegdes de | ¥, )} nos estados |z}, que s3o as fungdes de Husimi [5] (semicldssicas) para

cada nivel, e 0s polos sdo os nivels de energia semicldssicos F,.
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1.5 Exemplos Simples

Alguns exemplos simples servem para ilustrar a aproximacao semiclassica gue apre-
sentamos. Particularmente interessantes, porgue exatos, ou seja, a aproximagao se-
miclassica obtida coincide com o célculo quantico exato, s2o o oscilador harménico e
a particula livre.

1.5.1 O Oscilador Harmonico.

Como gerador da representacdo de estados coerentes, a aproximac¢io semiclassica
para o propagador & exata. Na verdade, todo sistema descrito por hamiltonianos
quadraticos tem aproximacio semicldssica exata. Partimos da fun¢do hamiltoniana
classica que &

)2
H=ipp2 g (1.71)
2 2
com frequéncia caracteristica w. Sob a aplicagdo de (1.23), encontramos a forma
quadritica

_ 1
H{u,v) = ,\(712+7,v2)+27uv+§hw, (1.72)
onde 212 _ .2 212 4 .2
wib? — ¢ wih? + ¢
A= ee—, e, T
T ¥ 1 (1.73)
Como bc = h, entdo, na verdade, o hamiltoniano (1.72) s6 depende de um parametro
pelo que
; 2ﬁ2
)\2:72—“’4 . (1.74)

Aplicando-se (1.24), encontramos o sistema para u e v

@\ _ 2f -7 —A u e
()20 179

A matriz caracteristica de (1.75) tem auto-valores fww, de forma que uma solugio
genérica do sistema sera

( U(f) ) - C‘+ ( C ) ezwf +C‘— ( 1. )e-“’t! (11_6)
v(t) 1 §
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onde

v = T/2
v+ hw /2

Aplicando-se as condi¢des de contorno u(0) = u’ e (T} = v", encontramos C'T ¢ '™,

(1.77)

e as trajetdrias complexas

o’ (C%‘“‘“'T) — gmw(t=T) ) + 20" sin wt

U(f) - Q'Qe.—v.uT — T ? (178)

20/ sinew(t — T) 4 o (et — 1)
CQ(:.*:"..;T — erel .

1‘(t) - (11_9)

Note que, pelas equagdes acima, uw™(T) £ v” e v(0) # uv™™. O movimento simplifica

bastante se considerarmos ¢ = 0 ou ¥ = hw /2. Nesse caso
U(i) — ufe—?wt! v(t) = _t,fff—lw(f-—’.r)‘ (180)

Notamos que u(t) # v(t), a ndo ser no caso especial quando v’ = v e T = 2n7 /w,

com n um nimero inteiro. Sendo a parte integral da agdo (1.46) —hwT/2, temos

b ,
S = —thu'v"e™=T LzT— (1.81)

A energia do sistema é
E@" W\ T) = hwu'v"e T 4 %"_ (1.82)

onde notamos que a energia minima é hw/2, como nio poderia deixar de ser. De
acordo com (1.81),
a*s

_ —w T
m = —?he » (1-83)
e, como $6 existe uma trajetéria para z”, 2’ e T dados, o propagador fica
TN A wT tot= —1wT "2 2
K(:".:'\T)=exp ———2——+z: e —(|z| +12'1%)] . (1.84)

que coincide com o propagadar calculado a partir métodos quanticos usnais, Chama-

mos a atencao para o {ato de termos obtido aqui explicitamente a fase ¢ do pré-fator.
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1.5.2 Particula Livre.

Para a particula livre o hamiltonjano é simplesmente JI = p?/2, cuja forma complexa

H(u,v)= = 3h (2uv —u? — v )+é—h;3, (1.85}

onde definimos 3 = ¢?/2h.

As equagdes (1.24) resultam no sistema

DR
v -3 3 v

Os auto-valores da matriz em {1.86) sao nulos. Tsso significa que o movimento é do tipo

u=At+Bev=Ct+ D, Aplicando-se as condicdes de contorno usuais. enconiramos
as trajetorias

_ 13 7 Py 273
w(t) 1+1,3T( u' )t + o, (1.87)
?f’_;

) = : - t— " ‘

(1) 1+z,:3T(? u)(t ~T)+ 2", RS)
de onde temos a energia

F(v” u I) _ m,ﬁh (’U”— ' )2 n th 1 99]

A =T\ Ty Tt (1.2

onde também chamamos a aten¢io para a “energia de ponto zero”, proveniente da

incerteza em momento, k3/2. Temos também explicitamente a acio

"2 2 M
S, T) = _th [73T(L + u'é) + 2u'v

1
2 14 8T ] - AT (1.90)

Como 56 existe uma trajetdria estaciondria para cada condicio de contorno, podemos

calcular facilmente o propagador, que também coincide com o resultado exato,

; : ! b 2u" + 23T (' + o"2) 1 .
f'_ ’.T = X = 1 12 2 l
K(vow. 1) VIt ar P [2( 1 +3T U+ 12"
{1.91)




Capitulo 2

O Oscilador Quartico

A fim de que o método exposto no capitulo anterior tenha uma aplicacao geral (isto
é, seja aplicivel a uma grande gama de potenciais possiveis), desenvolvemeos aqui um
método de calculo numérico das trajetdrias complexas que serve também para a deter-
minagéo do propagador semiclassico. O procedimento numérico exposto aqui € uma
aplicagao, para as equagdes {1.24), do método da matriz de Monodromia de Baranger
et al. [22], que mostron resultados muito satisfatérios ros exemplos de sistema que
estudamos.

Antes de tudo, ao invés das varidveis u e v, tratamos diretamente de lidar com o
espago de fases extendido se definirmos as varidveis

= 1+ pa, {2.1)
2 = ptoeg, (2.2)

que susbstituimos em {1.23). Nesse novo sistema a fungio hamiltoniana é (por simpli-
cidade, omitimos a barra sobre H)

H = Hy(z1,p2, p1,22) + 1Ho(z1. pa, pr1, 22), (2.3)
e temos os gradientes
d 1 ] a g d ‘
e m e [ e ) — e 2.4
du 2/2 [( Oz Ca-tz) 1(( dp * 5}?2)] ’ (23)
J 1 i ¢

a __[(bc') _*_(,i)_;r_l(ci_bﬁ_)] (2.5)
dv 22 dzq Jdio Ip dp2/ 1’
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com os quais obtemos, para (1.24),

1 fdH, OH _lyran  OH,

md (o2, 1 (om oy
2\ Jdpy dzq / 2 \ dzy &
Se nos restringirmos a funcoes analiticas tio somente, ou seja, fungoes que obedecem
a condigdo de Cauchy-Riemann [27} para f{z,y) = fi(xr, y)+afale,y)
le dfy ofi  0fs

(2.6)

o ~ By Ty dn (27)
encontramos
i . di
= ap pr= T
(2.8)
e A
Ipy’ Jxy

As relagdes (2.8) mostram que (1.24) junto com (2.1) correspondern. na verdade. a um
sistema de dois graus de liberdade governado pela parte real da hamiltoniana (2.3).
Aqui éimportante enfatizar que, nio obstante o aumento no nimero de graus de liber-
dade, nao hd perda de integrabilidade do movimento, uma vez que a parte imagidria
da energia fornece a constante de movimento adicional (Hy e H, sio invariantes do
movimento). Em sua maioria, os hamiltonianos de interesse sao analiticos, tendo uma

forma que pode ser expandida em série polinomial
L, e
H = 51)2+Zajq3. (2.9)
=1

Poroutro lado, veremos que, para potenciais descontinuos classicamente, (2|H|z) é, em
geral, uma funcdo classicamente suave, cuja forma complexa pode ser escrita segundo
(2.9). Além disso, mesmo que se considere hamiltonianos classicamente descontinuos, é
possivel as vezes, sem a suavizagio, uma expansao polinomal. Considere, por exemplo,
o sistema da particula numa caixa (pogo infinito, ver Capitulo 3). que é um exemplo
de hamiltoniano ndo analitico que pode ser tratado por (2.8). Vejamos que a particula

na caixa pode ser descrita pelo limite de um hamiltoniano polinomial de grau elevado

v () _
H= 5P +n1£i_r§ (L . (2.10)
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onde L é a dimensdo do pogo. O método descrito aqui € aplicavel a sistemas do tipo
(2.9).

Quanto as condigdes (1.23). no novo sistema de coordenadas temos

#1(0) = Ea,y(0) = ¢/,

21(T) + 222(T) = ¢,
(2.11)

/

n(0) + gpa(0) = 1,

m(T) - %]}Z(T) =p"

Comeo se vé por (2.11), & resolucio (2.8) nio pode ser feita normalmente como para
um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem obedecendo a condicdes de

contorno usuais. L necessdrio levar em conta as condi¢oes de fronteira mistas dadas
por (2.11).

2.1 O Método da Matriz de Monodromia

Apresentamos inicialmente {26] em linhas gerais o método de integragio descrito em
[22), apés o que aplicamos o método & resolucao das equagdes (2.8). Partimos de um
hamiltoniano geral bidimensional na forma

1 1 ,
H(I'. yafjrfpy) = Ep?r+§p§+1/($:y)* (212)

através do qual integramos as equacdes de movimento. Dividimos o tempo total T
de uma trajetéria solugdo em N intervalos ¢, T = Ne¢, de forma a obtermos equacdes
discretizadas de movimento

7

0l
Tyl — Q-Tn + En-1 + 52'5’5(3721 yn) = 07

(2.13)

v .
Yng1 = 2Yn + Yno1 + €25&'(1‘nw yn) = 0.

A solugdo que satisfaz as equacdes de movimento & obtida a partir de uma trajetéria

tentativa inicial que denotamos por (Z,.7,). A trajetéria solucio difere da tentativa
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segundo
T, =TI, +01,,
¥ ﬁ?" [ (2‘14)
Yn = Yn + Eyn.
Expandimos até segunda ordem o potencial em torno da trajetéria tentativa. encon-

trando uma relacio entre as sucessivas diferencas na forma do sistema

bxn4y 2 — €2V, -—EQVTL, -1 0 by, fip

b n - 2"15 2 - 21’;- - ¢ n I
y +1 — 4 ¥ € Cy 0 1 g + b {2]5)
bx, 1 ] ] 0 fraq 4]
6yn 0 1 0 0 6yn_1 0

onde V,, = 9V/8z? V., = dV/dxdy. etc. O vetor {a, b, 0 0) representa o erro
caracteristico da trajetéria tentativa pela aplicacio desta as equagoes discretas {2.13).

Representando r, 41 = {éx,41.8ynt1. 620, 8Yn), podemos escrever {2.15) na forma
rat1 = Unrn + Ch n=1...5N-1 (2.16)

onde C,, contém o erro. e U, é a matriz em (2.15). Aplicando-se sucessivamente a

relagio (2.13), podemos obter as novas corregdes para toda trajetéria
v = Mry + B, (2.17)

Aqui B contém todo o erro das aplica¢des sucessivas. Se a trajetéria for uma orbita

periddica, rx = r1, podemos escrever
rp=(1-M)71R (2.18)

Sucessivas iteracoes, usando a cada passo o resultado anterior, resultam na solugdo
pumérica, desde que B{™) — 0 para m — oc, onde m é o nlmerc de iteragoes.
Retornemos agora ao caso da aplicacdo desse método as equacdes (2.8). O método
exposto acima aplicado para equagoes diferenciais de segunda ordem pode ser aplicado
4 equagdes de primeira ordem. Se denotamos o vetor do espaco de fases por r =
(21.22.p1. p2). podemos escrever (2.8) na forma compacta (convencdo do somatério)
oH(r)
6rk ’

75 = Tk (2.19)
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onde

_ O O

0
00 -
2.20
0 (2.20)
01

Dividindo o intervalo de tempo T em (V1) partes iguais de tamanho ¢, ¢ = T/{N —1).
aequacao (2.19) toma a forma discreta

M)
(nt1) _ ( 2.21
r + € 7 2 ()Tk , (2.21)
onde 7(*) = 2( (‘Tl + 7y e r = 7r;(ne). Assumindo que temos em maos uma
tentativa inicial r o= 1,2, N, satisfazendo a (2.11), computamos a correcio

Ar( ") ,impondo que r; )-l-..}.r satisfaz a (2.21) em primeira ordem em A-rﬂ(-”). Usando

O+ A et et et) o
()T‘;; - Brk t ar‘ja‘rk ATI ’ (2'22)
encontramos que Ar{"%) deve satisfazer a
VAR 2 ) ARl R (2.23)
onde .
T T n 8]{ AT
R = —(rln ) _ -I—e([,k—é%, (2.24)
92 H [70)] ,
yvin) 5.4 — . it 1 S | =
| i it = 5T Grdry (2.25)
¢ é2 {n}
n Hyrin ,
U = 55+ - T 1) (2.26)

2 57‘(@7‘;; )
Multiplicando ambos os lados de (2.23) por [V(™]~7, e usando esta equacio recursiva-
mente a partir de Ar(®), obtemos
ArFY = A0 4 B, (2.27)
onde

voilp 4 p-10pi0; (2.28)

N-1 A
B= E H (v *lz,( {k)

=1 k=141
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N
M= JT vyt (2.29)
m=0

Finalmente conectamos Ar{¥+1) a Arl® impondo-se as condicées de fronteira. As
relagdes (2.11) implicam que

Azy(0) = 2A2,(0),
Ap1(0} = ~£Ap2(0).
(2.30)
Ary(T) = =2 Azy(T).
Api(T) = §Apa(T),

e as correqoes inicial e final podem ser expressas em fermos de um tnico vetor W

dado por
1 0 0 ¢ Az1(0)
Ao | /60 00 an(T) = AWy, (2.31)
000 1 0 Ap;(0)
0 0 —b/e 0]\ Apy(T)
e
01 0 o0 Az,(0)
Artvan - | 0 —e/b 00 Azi(T) = AnWy. (2.32)
0 0 0 1 Apy(0)
00 0 b/c Ap (1)
Substituindo (2.31) e (2.32) em (2.27), temos
Wy = (Ao — JMAN)"lf)’,
(2.33)

Arl0) = Ao(Ao - .,-MAN)_IB,

que, juntamente com (2.27), determina a corre¢io para toda trajetéria.
A convergéncia do método é garantida desde que a trajetéria tentativa inicial esteja
suficientemente proxima da solugio. A velocidade de convergéncia também depende

da distancia da tentativa inicial da solugio. Para alguns casos como veremos existe
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mais de uma trajetdria satisfazendo as mesmas condi¢des de fronteira e. dependendo da
tentativa, uma ou outra solugio é encontrada. Como veremos, para potenciats gerais
da forma (2.9), as solucdes partem de trajetérias tentativas reais, que sio obtidas
por outros métodos (as vezes solugdes analiticas). Para a determinacao de elementos
diagonajs (z" = =’} do propagador, as érbitas periédicas sio as candidatas naturais ao
chute inicial. Como exemplo. considere o potencial quartico ¢*: Para um dado ponto
(g, p) no espago de fases, nio existe em geral uma 6rbita periédica no tempo I'. H4,
entretanto, uma orbita com periodo 7(g,p), gue entra no algoritmo como tentativa
inicial. O procedimento consiste em usar tal tentativa inicial com uma modificacio no
periodo 7 a cada iteracao.

0O procedimento apresentado até aqui permite ainda a determinacio do propagador.
Para tanto, precisamos ainda determinar o fator d?5/dw'd”. Lembrando a relacio

(1.50), que escrevemos como {sendo s os elementos da matriz de (1.50)]

" I AT v T /
duq St T Sz TR du
" I7 v I v !
duly I S S £13 12 duj (2.34)
P72 U O G § S S J S o
1 21 21 S22 5972 'y
M Ir v AT i N
vy 551 S 533 39 oy

onde por 3{1 denotamos a parte real de sy, s{{ a parte imaginaria de &; etc. A
equagdo (2.27} aplicada i trajetdria solucao (parte final do processo iterativo) permite
a determinagao de M, cujos elementos denotamos por m;;, que se relaciona com os
pontos inicial e final segundo

by nmyy Plyg Mg M4 bz}

by | | mar maz mgz moy bzt (2.35)
oplf T om 31 Mazz M3y May oph ) -
Spy M4y Mgy T4y My dphy

Temos apenas que estabelecer a relagzo (transformagio de coordenadas) entre (2.34)
e (2.35). Aplicamos {2.1) e (2.2) emn (1.23) e (2.34), 0 que faz com que M em (2.35)
se simplifique,

M1 Mi; 13 M4
17121 Moo HIDX] Mizg .
M= . (2.36)
Moy —1ag DY) —MmMa
— M4 N3 — ]2 n




CAPITULO 2. O OSCILADOR QUARTICO 3

[ s)

bl ey
[

1 ¢ b -
= PN b Hiesy =i -y |, (23!)
2 b ¢
) b ¢ o
“{‘i = — - Ty~ fan -+ =Ny — Tiys| . {23\7)
= 2 c b
Assim sendo. de acordo com(1.51).

AR h N
Juoer ol LT (2.39)
w22 =22

e o propagador pade zer caleulado completamente.

2.2 Exemplo Numérico

Desenvolvemos um algoritmo numérico (chamado CMONQG. variante dos MO-
NOGs de Baranger ¢t ai (22]) para a determinacio do propagador diagonal. bem como
trajetérias complexas genéricas baseado no método exposto na secao anterior. Como
uma trajetoria tentativa ¢ necessaria. estas sio escolliidas entre as solucoes analiticas
da particula livre. oscilador harmaénico (ver Capitulo 1} ou uma érbita periddica real

. .
propria do sistema.

O sistema estudado & descrito pela hamiltoniana

1, A
il = E])') + 54+ 3. (2.10)

com A > 0e.J>0. Nas coordenadas (2.1) ¢ (2.2). a parte real da hamiltoniana toma

a forma \ |
vd — Epg - 5.1*3 + 3a] + p3 — 62%p2). (2.41)
Nas figuras 2.1-2.3 estdo mostradas sequéncias de trajetdrias complexa no plano

[V2R(u). V23(u)] para vérios valores de tempo IT'. Em cada uma dessas figuras. os

1 A
= Epf + 5

valores de ¢, ¢". /. 1 sio fixados. e os tempos finais (para cada trajetéria) sio

mo— 1
M-

To.=To—(TF - Ty) m=1.2... M (2.12)

Em cada figura. o valor de mr estd representado por um ninmero. Nesses caleulos.

usamos £ =1 e também ¢ = 1. mas A =0e 4 = 0.2. A figura 2.1 mostra um exemplo
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12.5

10.0

7.5

——

Im(u)

5.0

25

0.0

e e

-2

] . :
100 .75 -5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5
Re{u)

Figura 2.1: Sequencia de trajetdrias nao diagonais complexas (M=13) para ¢’ =

=8.0.¢"=0.0.p =549 p" =79, T, =0.000l ¢ Tp =15 (A=0¢ F=10.21.

Im(u)

20 10 00 10 20 30 40 50 60 790
Re(u)

/

Figura 2.2: Seqm'f};rih e 11(15;('7.{‘)!':1&.\ daconalx (‘(;;]11‘.)1(-_\;5'“ (NM=200 com ,/’ = ,-:;’ =

60.p=p"=10 com /. =000l e T =10 [A=0c =102}
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17.5

150
12.5

10.0
75 ¢
50 ¢
25 ¢t
0.0 r
25t

5.0 : - : : ‘
25 00 25 50 7.5 100 125

Re(u)

) Im(u)

Figura 2.3: Sequéncia de 10 trajetérias diagonais complexas (primeira familia de
um conjunto de 30 trajetérias) para ¢' = ¢ = 8.0, p = p = 15.0, M = 30 com
To=0000l e Tr=53(A=0e 3=02).

80.0

60.0 -
400 -
200

0.0

Im(u)

=200 ¢
-40.0 |

-60.0 |

-80.0 : = b
150 -100  -5.0 0.0 5.0 10 15.0

Re(u)

Figura 2.4: Sequéncia de 5 trajetérias diagonais (M = 10, familia determinada

a partir de uma tentativa real) que satisfaz as mesmas condicdes de fronteira de
Fig. 2.3. mas com Ty = 3.5 ¢ T = 5.5. Tais trajetérias sao muito proximas das
trajetdrias reais (A =0 e 7 = (.2).
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f—a
50.0 / ———\ ]
00 [\ u .

Re(u)
Figura 2.5: Sequéncia de trajetérias diagonais complexas satisfazendo a ¢/ =
¢"=80ep =p"=150. M =20 Ty =0.7 e T = 1.3, Ha uma solucao real
paraT =1.003 (A=0e 3 = 0.2}

de trajetéria nao diagonal para a qual ¢ = ~8.0, ¢ = 0.0, p' = 5.0 ¢ p” = 7.0.
As 15 trajetdrias mostradas sao para Ty = 0.0001 ¢ 7 = 4.5. A primeira trajetéria
(m = 1) foi calculada usando uma trajetdria do oscilador harménico como tentativa
inicial. A proxima trajetdria. por sua vez. (m = 2) usa a (rajetéria m = 1 como
entrada, e assim por diante. Tal procedimento permite a determinacio de toda uma
* familia muito facilmente.
- A Fig. 2.2 representa uma sequéncia de 20 trajetérias diagonais para as quais
¢ =4¢" =60 p =p" =10 Ty = 00001 e T = 1.0. Novamente o oscilador
harmoénico forneceu o chute inicial.

A Fig. 2.3 representa uma familia de 10 trajetérias diagonais de um conjunto com
M =30para ¢ =¢" =50, p = p” = 15.0. Ty = 0.0001, T = 5.5 e tentativa inicial
dada pelo oscilador Larmonico. J4 a Fig. 2.4 mostra uma familia de 5 trajetérias
diagonais de um conjunio de 10 com as mesmas condigoes da Fig. 2.3, mas com
To=35eTFp =35 A diferenca aqui estd na tentativa inicial. O chute inicial veio de

uma solugao periddica rreali passando por ¢ = 0.8 e p = 15.0. A parte imaginaria da
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agdo § calculada para cada familia nas figs. 2.3 e 2.1, (1.45). deixa claro a diferenca
entre os dois grupos. Para pericdo I =~ 1.8, a trajetdria m = 26 na ig. 2.3 tem
(5] ~ 123.0, enquanto que m = 4 na Fig. 2.1 tem 3[5] = 0.08. Como a amplitude do
propagador (1.54) depende exponenciclmente de —31S1. & claro que trajetérias como
as da Fig. 2.3 contribuem muito pouco.

A Fig. 2.5 mostra uma sequéncia de 20 trajetérias diagonais obtidas a partir de uma
érbita periddica real com condigdes iniciais ¢ = ¢ = 2.0, = p' =15.0. Iy, =0.7 e
Tr = 1.3. Existe, entre as solugdes. uma trajetdria real com periodo 7 = 1.003. que
corresponde a uma trajetéria fechada no espaco de fases [R{w). S(«)]. O valor de 3[5]
passa por um mirimo na solucao real. e, como a amplitude de (1.5:1) é proporcional
a exp(~S([S1/h), concluimos que esta passa por wn maximo na trajetéria real. [sso é
verdade para todo o espago de fases. desde que solucoes com JLS| muito negativo! nio

existam (ou, se existirem, sejam descartadas) no sistemas gue tratamos. Na Fig. 2.6 é
mostrada a funcio J[S)(1) para o conjunto de trajetérias da lig. 2.5,

15.0 \ : . ;
91
125 ]
10.0 | R .
n |
T 1S5t 3 :
5.0 | 2 A
e o
2.5 L a 11 O_,D
) j o
G o °
0'0 1 L f Sy - ' s L
0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4
T

Figura 2.6: Funcao 3[S](T) exibindo um minimo (3[8] = 0) para a trajetéria
=11 (T ~ 1.003) no conjunto da Fig. 2.5,

Wer questido das trajetérias nio contribuintes no Capitule 3
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2.3 O Propagador Diagonal

Procedemos & determinacéo do propagador diagonal A'(z, . 7). Antes. porém, pre-
cisamos calcular o propagador por cutro meio para comparacio com o propagador se-

miclissico. Chamaremos de propagador erato o propagador caleulado via auto-estados

s
K=" 2 )= Y (| e T 10 (2.43)

n=1

onde |n) representa um auto-estado de H com auto-valor E,. Também

(n]z) = (“\/l?b)—l/? / / {n|r}exp {ﬁ(—ll—_ﬁﬂ + ;:;p(;r —q/2)| dx. (2.44)

¢ a onda de Bargmann? [23], cujo médulo quadrado é a fungio de Husimi [5] do
sistema. Tais fungdes. que denotamos por ¥, (z) = {n]z}, sdo facilmente obtidas se
diagonalizamos o hamiltoniano do sistema em uma base conhecida. em termos da qial
podemos expandir

A mMar

U.(r) == Z Crm ¥ m (). (2.45)

m=1
onde Ny, €0 indice da truncagem da série. Fscollemos a base da particula presa na
caixa

/T , s 1 o
Cmla) = Vo sin {mr (ZI - 5)] . (2.46)
onde o parametro [ é escolhido de acordo com o método deserito em [25]. Foram
usados 250 fungdes 2, () com as quais 150 auto-estados V. {x) foram determinados.
- Como o propagador calculado em (2.13) tem soma finita, & necessario introduzir uma

truncagem até um certo auto-estado de ordem N. O grau de exatidio dessa truncagem

é dado por wm parametro ¢ calculado em T = 0 de acordo com

<
K(z,2,0)= > (z[n){n]z) =1 - 0. (2.47)

) =1
onde ¢ ~ 0. Como a evolugdo temporal de vin estado quantico é lincar, para T # 0.

a diferenca entre o propagador exato (2.43) e o exato truncado nunca ultrapassard a
medidz dada por ».

3Nome sugerido por M. Baranger.



CAPITULO 2. O OSCILADOR QUARTICO 14

As Figs. 2.7-2.0 mostram uma sequéncia de curvas de isoprobabilidade para a funcio
[K(2.2.T)|% no espaco dos parametros de z. O caso (a) representa o propagador exato.
€ 0 caso (b) o propagador semiclassico. Nesses calculos usamos A = 1.0e .7 = 0.1. com
h=10ec=1.0 Emtodasessasfiguras uma sequéncia de 16 isoprovavels é mostrada
com valores entre 0 e 1 (valores relativos). Em (b) cada ponto do espaco de fases estd
associado a uma trajetdria estaciondria geralmente complexa com a qual o propagador
foi calculado. Como se vé. a concordéancia entre {a) e (b) é hoa para nma ampla gama
de valores de T. Na Fig. 2.7. existe uwn maximo centrado na origem. Este maximo foi
calculado usando trajetérias tentativas do oscilador harménico, j& que a dinamica se
aproxima a de um oscilador para pequenas amplitudes e perfodos curtos. A medida
que T — 0. a drea da curva mais exterior {minimo} cresce infinitamente e, para cada
ponto do espaco de fases, a amplitude é muito préxima de 1, como deve ser. Do ponto
de vista da aproximacio semicldssica exposta na secio 1.3, que usa trajetérias reajs
tao somente, a amplitude |A(z. 2. T)}? seria nula, jé que, para p = 0 ou T =~ 0. nio

existem trajetérias reais.

12l0 T El 12.0 T T T
a b

6.0 1 6.0 | 1
& 00} ] 0.0 | ]
-6.0 . -6.0 F j

12,0 . : L 12, n . .
S0 25 00 25 50 0.5_0 225 0.0 2.5 S0

e Q
Figura 2.7: Curvas de nivel de |A(z.:. T)[? normalizadas para T = 0.5. (a)

quantico. (b) semiclassico (A = 1.0. .3 = 0.1).

Nas Figs. 2.8 e 29 05 casos T = 3.3 e T = 7.0 sdo mostrados. respectivamente.



CAPITULO 2. O OSCILADOR QUARTICO 15

20 — ——— 120 T
60 1 6.0 r |

B 00} 1 0.0 7
60 | ] 6.0 ]
12050 25 00 25 50 1 25 00 25 50

Figura 2.8: Curvas de nivel de |K{=z.z. T)]* normalizadas para 7 = 3.5, (a)

quantico, (b) semiclassico (A = 1.0. 4 =0.1).

12.0

12.0

60 b e N 6.0
M f;' ?‘/:fé‘-—-——/‘“——"\—“. \__/4\/. \;\".
o : 0.0
1 -6.0
-12.0
5.0 -
Figura 2.9: Curvas de nivel de Az, 2. /)¢ normalizadas para T = 7.0. {a)

guantico. (b} semicldssico (A = 1.0. 1 =10.1).
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Notamos que as regices de maximos locais estdao ao redor de orbitas periddicas. Aqui
o principio que ji discutimos anteriormente se aplica. Lscolhido nm T. o propaga-
dor mostra maximos para todos os pontos do espaco de fases pertencentes a drbitas
periddicas de perfodo comensnrdvel com esze tempo.

Nas Figs. 2.10-2.12 mostramos curvas de A {z 2 T para ¢ = 0 em termos de
P Para o caso exato e semiclassico. para os tempos T = 0.5 (Fig. 2.100. T = 3.5
(Fig2. 11y e T = 7.0 {Fig. 2.12). As linhas pontilhadas representam o resultado
semicldssico. enquanto que as chelas o propagador exato, A medida que T — x. a
densidade de &rbitas periddicas aumenta proporcionalinente. azendo it — 0. venos
que a distribuicin dos mdximos de probabilidade tende a se concentrar cada vez mais
nas drbitas periddicas. ou seja. o Ineite classico é atingido. Nas regides intermedidrias
{entre Orbitas periodicas) . para i — 0. as trajetdrias complexas. se existirem. (ém

38— . 1.0

0.8

12,0 -6.0 0.0 6.0 12.0
P

Figura 2.10: {N(z,z.T)]? em ¢ = 0.0 para I = 0.5. ('alculo exato (linha cheia)

e semiciassico (linha pontilhada) (A = 1.0, 3 =0.1}.
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1.0 T

0.8 f

0.2 -

0.0 .
-12.0 -6.0 0.0

P

Figura 2.11: [RK (2. 2. T)f? em ¢ = 0.0 para T = 3.5. Célculo exato (linha cheia]

e semiclassico (linha pontilhada) (A =1.0. 3 = 0.1).

1.0

0.8

=
-

IK(0,p,T)l

=
o

0.2

0 o

120

Figura 2,12 (K (z. 2. T} em ¢ = 0.0 para ' = 7.0. Célculo exato {linha cheia)

e semiclassico {linha pontilhada) (A = 1.0. .7 ={.1).



Capitulo 3

O Poco Infinito

“The rabbit-holc went straight on like a tunnel for some way, and then dipped suddenly
down, so suddenly that Alice had not a moment to think about stopping herself before
she found herself falling down a very deep well™.

Lewis Carroll !

No capitulo anterior o método semiclassico apresentado no Capitulo 1 mostrou re-
sultados muito satisfatdrios no calculo de aproximacgdes para o propagador diagonal
de sisternas anarmonicos simples. Neste capitulo estudamos um sistema de extrema
simplicidade. mas que pode nos dar informagdes muito importantes sobre o limite de
validade e aplicabilidade do método. No Capitulo 1 vimos que a dindmica de uma
particula Livre ¢ descrita exatamente pela evolugao semicldssica do propagador. De-
pois do oscilador harménico e da particula livre, o sistema mais simples existente a ser
tratado (fechado) é o de uma particula presa em uma caixa, que designaremos pelo
nome de pogo infinito [28]. Neste capitulo desenvolveremos analiticamente as relagdes
necessarias a obtencio de trajetdrias complexas e do propagador semiclissico (1.62),
além da segunda aproximacao real (Secao 1.4}, Veremos que a aproximacao construida
a partir de elementos classicos é bastante precisa. Por simplicidade, entretanto. calcu-

laremos o propagador diagonal. que j& é suficiente para exibir a dinamica da particula

'Em “Alice’s Adventures in Wonderland™, Capitulo 1.

18
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na caixa. A generalizacho para o caso geral é direta.

Partimos [28] da func¢do hamiltoniana do sistema

pZ/Q’ |‘Ti S %1
Hiq.p)= = (3.1)

onde indicamos gue o pogo tem Hmites entre — L /2 e L/2. Embora a forma {3.1) nao
seja analitica. como j& dissemos (Capitulo 2), & possivel escrever {3.1) como o limite

n — x da forma pelinomial

2 ; 2n
_ b 2.q> o

Wl pl= — — , 3.2

Hulgip) =5+ (L , (3.2)

que é analitica. Assim sendo, as equagoes (2.1), (2.2) e (2.8) sdo aplicdveis. Portanto.

o hamiltoniano extendido fica

E B 2
Wpi-xd),  el+pi< i,

Hi(zy, propr,z2) = (3.3)
oC, ef+pd > L

0 sistema é entao transformado em um pogo circular infinito (ver Fig. 3.2), onde a
particula colide urn nimero arbitrario de vezes com a parede. As condigdes de fronteira

(2.11) aplicam-se com a seguinte notacio
21(0) — za(0) = &) — ¢y = ¢/,
P1(0) + p2(0) = pi +ph =1,
(3.4)
.’E;(T) + IQ(T) = .1"1’ + Eg = qn.
pulT) = paT) = pi = py = p"

onde ¢'. p'. ¢". p" e T sdo dadose c = b = 1.
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3.1 Trajetorias

De acordo com (2.8), as equagdes de movimento sio simplesimente

Ty = pi, T =0,
(3.5)
m =0, P2 = T2,
que uma integrac¢do direta (tendo em conta (3.4)) fornece
] I(q.'! _ ql) + 2(])1'! +pl) ; -2((]!.' _ q.') _ '1(pf!+ p.')
(1) = t : ,
r1{t) LT ¢+ ey ;
2q" - ¢') = T(p" +p) ;T =)+ 200" + )
il = t+ 3 — .
palt) 1T T2 + P
(3.6)
209" —¢') = T{p' +p)
1) = R
(1) 1+ 772 ;
T{(H_ ! +-2(')H+ f)
1) = 24 @)+ 20"+

4477
Chamaremos as trajetérias (3.6) de direfas. ja que nao se admite colisio alguma no
intervalo de evolugdo 0 <t < T. Deve-se, entretanto, enfatizar que as relagdes (1.23)
devem ser suplementadas pelas exigencias
L L
I }
2yl < — < —,
| 1! — 2: ‘pZI - 9

que se aplicam independentemente, separando as solugdes especificas das gerals.

L L .
<5 <, (3.7)

Reflexdes nas fronteiras do potencial exigem que o sinal dos momentos seja trocado
p1— =, T2 — —i. (3.8)

Isso é necessario a fim de que sejam conservadas a parte real ( £1 = p? —z%) e imaginéria
(E; = ;ra) da energia. Aqui vemos que a reflexao nas paredes do pogo nao é do tipo
especular: a particula simplesmente muda o sentido do movimento, sem deixar a linha
de direcdo ariginal (ver Fig. 3.2 }.

('omo a particula pode colidir com as paredes um nimero arbitrario de vezes (que
com certeza depende do tempo total 7'} denotaremos por .ffg'i) e ﬁg” o0s pontos localiza-
dos na fronteira (pontos de retorno) no espaco (ry. pp) onde nma j-ésima colisdo pode
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ocorrer. Se o indice j + 1 rotula a posicao da particula apos a j-ésima colisio, uma

trajetoria geral pode ser descrita por

- _ 1) , "
p = gy T = T ) e
(3.9)
1 , . _ »
W) = (=1, T = T - 4
para #; < t < t;41. Ha uma relagao geral para os pontos de contorno. a de que

chedecem a relagdo de borda

2 L2
Pt = - (3.10)

Pontos de retorno sucessivos se relacionam também por

i{lj+1) - pgj-i-l)A n i'(lj]:
ﬁ-(sz) - :c(ng)A ‘*"]3(2”» (3.11)

A = ij _tj—l'

E simples ver que qualquer solugdo diferente da direta pode ser classificada em dois
tipos: trajetorias pares e trajetorias impares. Trajetdrias pares sio aquelas cujo mo-
mento final tem o mesmo sinal do inicial. Trajetdrias impares, por sua vez. sao aquelas

de momento final invertido em relacdo ao momento inicial. Mais especificamente, se

P =(=1)"pi.
(3.12)

ey = (—1)"zh,

entdo as trajetdrias pares tém n par e as impares n impar. Chamaremos n de ordem
da trajetdria.

As relagoes (3.4) possibilitam escrever formulas de conexao entre as posicdes iniciais
e finais. Encontramos facilmente que, para a ordem par

= pi(T —na)+ 2
(3.13)
pg — I;’.(T — ]?,.A_} + ]l’"gs
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e para a ordem impar
2 = —pi{T+ Aln—1) - 2t,] + 2},
(3.14)

Py o= —2h(T + A — 1) —2t,] + ph.
Substituindo as relacoes (3.4) em (3.13) e (3.14), os momentos sdo facilimente encon-

trados, Para a ordem par (n > 2)

Pl = (T = n )" =g ) 4+ 200" + ")

A+(T ~nA)?
(3.15)
T’ (?1) _ Q(QH . q.') _ (T . n‘A) pll + pf')
i i+ (T —nA)? ‘
e, para a ordem impar (n > 1)
"ot
p,vl(n) — r{ 4 ;
2, -T -A(n-1)
(3.16)
¥ (n} ])H +])’
T, = —

2, -T ~An-1)

Temos até agora uma solucao parcial. ja que ainda faltam encontrar os intervalos
temporais entre colisdo A e o tempo da colisio final {,. Como temos duas varidvels,
necessitamos de dois conjuntos de equagoes. Para ordem par (n > 2), a iltima coliszo

resulta

(3.17)
P =0y = - (T~ )
e para a (n — 1)-ésima colisdo
B = ¢ -2y - T -1, - A,
(3.18)
ﬁ‘(?n) =p—p'- Ié(”](T — 1y = A
Para a ordem fmpar (n > 1), a dltima coliséo resulta
2 = ¢+ e+ T 1),
(3.19)

Dy = xh(T —t,)—pf = p".
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epara a {n — 1)-ésima colisio

A=y U -, - A,
{3.20)

_(n)

Py = 1’2(“)("1' —t, = Ay = ph =

Assim. os pares de equactes {3.17) e (3.18). juntamante com (3.10), fornecemt A\ e 1,
para as trajetdrias pares. enquanto que (3.19) e (3.20) em (3.10) fornecem as mesmas
varidveis para a ordem impar.

(Como dissemos no comeco deste capitalo, trataremos especificamente dos casos di-
agonais. A partir daqui faremos ¢’ = ¢ = qe p’ = p” = p. Na proxima segao, faremos
uma analise completa de todas as ordens. isto é, determinaremos completamente as
trajetérias para todo n.

3.1.1 Analise das Trajetérias Complexas

3.1.1.1 Trajetdrias Diretas, n = (I

Paran = 0. ndc exite colisao. isto é, a particula ndo tem tempo suficiente para colidir
com as fronteiras do potencial. O problema aqui resume-se em determinar a regiao
de existéncia no espa¢o de fases de cada trajetdria para um dado T'. As trajetdrias
diretas séo encontradas em regides de p pequeno e para T curtos. Elas dominam
o espaco de fases para T — 0, fornecendo a unica contribui¢do estaciondria para o
propagador nesse limite temporal. Aplicando as relagbes (3.7) nas trajetérias diretas

(3.6) diagonais, obtemos as condigées de existéncia

T2p* + ApgT — B*(4+T?%) < 0,
(3.21)
T2p? —dpgT - B?(4+ T7%) < 0,

com B? = L%/4—¢* NaFig. 3.1, estdo exibidas as regides de existéncia de trajetérias
complexas diagonais para diversas ordens n. As condig¢des (3.21) imitam a existéncia
de trajetdrias diretas as regioces de baixo momento, que esta indicada na Fig. 3.1 pela
regido triangular (para p > 0 em (a). A existéncia de trajetérias diretas no pogo indica
que existern valores de momento para os quais a particula ainda nzo sentiu a interagéo

com o potencial (cuja amplitude resultante esta ausente da aproximagio da Sec¢ao 1.4).
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40.0 40.0 T

300 ¢ 30.0

i}
P 200 {

200 1

10.0 10.0 W

0.0 L

3.2 16 00 16 3.2 32 -6

Figura 3.1: Regides de existéncia para T = 1.0 para (a) trajetdrias com i par.

(bi trajetdras com n nnpar.

3.1.1.2 Trajetorias com n = 1
Se definirmos & = 2{; — I' e aplicarmos as equacdes {3.19) em (3.10). encontramos

facilmente

B2 4 apgfy — (1+T%)p% = 0. (3.22)
Com i=:0 ;
— 1 ; ' 3 T2 e PR
t —5%—@ -ipr/i!m\ L1+ T2) — 14274 (3.23}

é o tempo de colisio. Na Fig. 3.2 pode-se ver um exemplo de trajetéria com n = 1.
Como ¢" = ¢". por {3.16) vemas que p; = 0 serupre. Isso significa que as trajetérias

impares sao sempre “verticais”™ no plano (xy. pg).
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4.0
2.0 .
=
T 09 ~
L)
2.0 .
b
40— !
-4.0 2.0 0.0 2.0 4.0
Re(g)

n=0(g=10p=25n=1(¢q="10p=10)n

Figura 3.2: Exemplos de trajetorias diagonais no planc (ry.p) para T = 1.0
circulo representa a {ronteira do potencial.

= 1(¢g=1.0.p=21.0) O
3.1.1.3 Trajetdrias pares (n > 2)

Qe suhstituirmos (3.17) e (3.18) na relacao {3.107), e usarmos as definicoes

{a =

M, — T — oA,
g =2ty — T = (n = 2)A. (3.24)

gy = 1 — nA.
equacdes quadraticas acopladas sao obtidas

PRE2 + Apgla = B+ n2)=10

13.23)
2 1 . BQ 1 2 U

» n—1 +- p(fén—l ( + (l-,;) -

Ja que os coclicientes nas relagoes (3.23) 540 08 1MESINOS. 25345 equagdes sao identicas.
As sobicoes sio

= 75_({ J

5 - = 7T ]“2
o pl

+ n= B2

i3.26)
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Tomamos £, = £ e &,_; = £7. De acordo com {3.24), temos
(6,1 = &,)F =427 (3.27)
que resulta. juntamente com (3.25). em wma equacac quadratica para A
ANt - ) 2B A + [P+ BT =0, (3.2%)

L facil ver que a cquacio (3.28) contém entre suas solucdes a real. Se a, = 0. temos

L
A= —. (3.29)
|
que ¢ a defini¢io do tempo entre colisdes para uma particula de memento p para
T>nl/p.

As solugces gerals sao

B*nT + \/(p?— B2n?)[2 4 p2T¢R?

AT = 3.
Rin? — 2 (3.30)
O tempo para a iltima colisdo é obtido somando-se £, + £,_1, ou seja.
1 2
tw = = 1T+ Aln— 1)~ 2} (3.31)
2 2

3.1.1.4 Trajetéria impares (n > 3)

Novamente substituimos as equacoes (3.19) ¢ (3.20) em (3.10). com a definicio
Ea=C_1=2t, — 1T - XNn-1), (3.32)
e umn par de equacdes é obtido

B2 4 dpg€, — {4 +1T — An - 1)]2}p* = 0,

(3.33)
B2+ Apgba ~ {4+ [T = Aln+ 1)]2}p? = 0.
Desde que £, = £,_1. solucgdes 56 sdo possiveis se
[T—A(n - 1)) = [T - An+ 1)) (3.34)
ouseja.se A =0 ouN="T/n A unica solucio razoavel é portanto
A=l (3.33]

1
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Novamente. somando £ 4 ££ | obtemos
1. 2n—1 1 .
fyo= [Ty Z(er e 3.36
2[ ( . ) 4 Q(EN + &k ( )
com
‘ A 21
L L (3.37)

n—1 "7 _B—Q EQ—

Eutretanto (o que nao sai naturalmente das equagoes de movimento) devemos ter
<A<, <T, (3.38)

que equivale a um critério de causalidade. Como obtemos equagoes quadraticas para
tn, a condicdo (3.3%) decide qual solucao dentro do par faz realmente sentido, eliminado
solucdes espurias {do tipo A complexo, o tempo nessa aproximagdo é sempre reall) ou
tempos negativos. O numero de solugdes possiveis dependerad fortemente de ¢, pe T
obviamente. mas. para um dado z e T, existe no maximo uma trajetéria possivel?.
(lassificando-se por ordem, temos a Imagem seguinte (ver Fig. 3.1): as trajetdrias
impares tendem a sc concentrar em regides de baixo p, sendo que para um dado T
encontramos muitas ordens impares (tanto mais proximas de p = 0 quanto maior n)
em um dado =; j& as trajetdrias pares, para um dado z. sao unicas em 7, isto é, cada
ordem n habita uma diferente regiao do espaco de fases. O que é muito importante,
enfretanto, & que o espac¢o de fases estda muito longe de ser totalmente coberto por
trajetdérias complexas. ou seja, existem muitas regioes vazia (ver Fig. 3.1). Em termos
semicldssicos. as regides onde ndo é possivel encontrar trajetdrias complexas estao
diretamente relacionadas a probabilidades de transicdo muito baixas. Isso se confirma

pelo fato de que tais regides vazias se encontram entre as drbitas periddicas (reais).

*Para a ordem Impar exitern varias. entretanto. O que queremos dizer é que cxiste sonente

uma trajetéria que deva contribuir realmente para o propagador.
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3.2 O propagador

De acordo com a equagio (1.23), podemos escrever

dTN = VR T 2y ), (3.39)
comn=90,1,2..... p") = pﬂ“) + ?J:g") e y' = ¢/ (elementos diagonais). Como sempre.

precisamos achar a agdo parcial para determinarmos o propagador. Para hamiltonianos

unidimensionais quadrdticos, a parte integral de {1.1G) é sempre nula, de forma que

L
S (v’ T)= —i_—)?[f_‘”u”(”) + u’ir'(”] {3.40)

e, assim, por (3.39)
S, (" ' 1) = —%{r:'z + o 2pU 0 [t (1] ) {3.41)

é a acdo do poco infinito.

Procedemos assim & soma (1.62) para as trajetorias fmpares ¢ a pares. Para as
trajetérias impares, entretanto, acontece de a parte imaginaria da agdo parcial (1.43).
52, apresentar valores negativos, o que implica. pela soma, em um aumento anormal
ra amplitude final {lembramos que |A'(z*,z.7)]? x exp[~93] >> 1). Este problema
aparentemente nao esperado esta relacionado com a questdo das trajetérias nio con-

tribuintes, que passamaos a descrever.

3.2.1 Trajetérias nao contribuintes
C'omo vimos no Capitulo 1, tratamos uma aproximagao de fase estaciondria para a
forma (1.9). onde devemos encontrar todas as trajetorias estaciondrias satisfazendo a
(1.24) e (1.23). Entretanto, existem exemplos de aproximacgdes para fun¢des simples
onde alguns pontos estacionarios nao devem entrar na forma firal da integral aproxi-
mada, porque resultam em valores nio esperados (diante do bom-senso do pesquisador)
como selucdo. Seja, por exernplo, a aproximacdo da fu¢io de Airy (n = 1,2, 3} [7]
Fils) = —}—/ e 3 5= x, (3.42)
2w Ao,
com as curvas (', definidas em [7]. Em outros casos. a deformacdo da curva ¢ em (1.13)

é proibida pelo teorema de Cauchy (ver [7]. p. 268 0 exemplo da fung¢ao de Hankel do
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10.0
T=1.0
8.0

n=4

n=2

2.0

0.0 e | " ] | .
0.0 10.0 200 30.0 40.0

P
Figura 3.3: Si(p) na linha ¢ =0 parva I = 1.0, Os valores de p tais que 5; = 0
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tipo 7). Quando isso acontece. tais pontos criticos sd0 simplesmente descartados. Nao
existe. entretanto. um niétodo geral gque possibilite a discriminagao direta dos pontos
nao contribuintes. sendo essa filtragenm felta posteriormente. Em todo esse processo.
esté claro que outros argmmentos. 1&o seinente puramente técnicos, sao usados. Cada
problema tem seus limites definidos. Da mesma forma. no pogo, encontramos um
exemplo onde a contribuicao de um tipo irajetdria estaciondria {impares) excede om
muite o valor esperado {que &1 para IN{(". 2 T ) qualquer que seja 27, 2 e T) do pro-
pagador. o que ndo corresponde a v valor fisico. Correspondentemente. descartamos
tais trajetdrias.

Retornando ac caleulo do propagador. vemos. por outro lado. que a discriminacao
das trajetdrias impares nao téen efeito algum sobre a forma final do propagador. Vimos
que. para o propagador diagonal {ver Fig. 3.1} as trajetdrias Impares ocupam uma
area proxima a linha p = 0. para um certo I, e que a regiio de existéncia da ordem
impar converge para ecs=a linha no limite T — x. Totretanto. as trajetdrias diretas
sdo suficientes para aproximar muite bem o propagador nessa regido. As trajerdrias

diretas resultam na aproximac¢io para o propagador

RNoilz oz Ty= (1220377 20xp | L1 (3.43)
14231 ’
onde 3 = 1/2.

Antes de tratarmos da aproximacao do propagador pelas ordens pares. vejamos o
comportamento da agio parcial (1.453) para elas. Nas Figs. 3.3 e 3.4, mostramnos
o comportamento de S3(p) para n par na linha ¢ = 0, para I" = 1.0e T = 12.0.
respectivamente, Vemos gue S, vai a zero nas drbitas reais e 1ém sempre valores posi-
tivos. Como ja dissemos no Capitulo 2, isso significa que a amplitude do propagador é
maxima nas orbitas reais e vai a zero suavemente fora delas. Também. pela Fig., 3.4,
a medida que 7" aumenta. vérias ordens podem contribuir para o propagador. o que
significa semiclassicamente que vdrias trajetdrias semiclassicas existem conectando o

estado inicial ao final.
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3.3 Forma final

A determinacio do fator 928/ du'de” vem do

~

S _
e = 22 (3.49)
U’

onde cscrevemos ¢ em umna forma conveniente. Usando (3.39). obtenos

T ; aph el L (o £l N apl (145
—_—— = = - - — i i - . L2 D)
dudet et iy { (}q” dpt! o ‘

As derivadas na relacio (345 exigem & determivacao de elementos nio diagonals i ver

Apendice i O que fazemos é obter novamente as equacoes que definem os teinpos de

colizdo para ¢ £ ¢ o p' £ 4" Con isso temos

dm a, Ra.p  doy,
dgl, A+l (1+ak)? agr|,
dmi 2 Sa.p  da, |
't 1+ n;: (44+ a2 dp!
(3.16)
deyl 2 2 daip dey,
aq" | T+a? (1370l (1ra22| agl,.
ey ag 2p lazp da, !
dpl, 4 al daai (4 a2 oprl, )
onde a, = 7 — A, Tambhém (ver Apéndice A)
dan !t 2pgat + 4 gt 4+ 2p%)ay,
dq' irjr T, pAB2 — p¥/n?) — 8p2(2¢ + pT/n?)
O, | ABT=2p7 0l + 4p2pT /n? — Tyla, + 8¢? + 1[2B% — (pT /n)?
api, . h po, (4B2 = pE/ny — 8pf(2q + pT /n?)
(3,47

ande as derivadas sdo calculadaz para g = ¢' = ¢" e p=p/ = p".
Comparacdes numéricas podem ser feitas enire a forma exata do propagador

KNz =.T) e as aproximacoes real ¢ complexa. Compararenmos novaniente o guadrado
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das amplitudes. De acordo com a aproximacdo real {1.69) da se¢ao 1.1, temos

1/;—( LI ']'riz = %v(;)g—‘-_s‘(({.])\T}loxI} |:_?(“"‘ —na ‘51'—’ . (319}
e o7 . '
onde
L, O _
a = i’ Sogale T (3.49)
&= = T = mi. (3.50)

Aqui. entretanto. o pré-fator #28/du’'de"” {oi calculado usando (3,153, que por sua ves
precisa do calcula das trajetérias gerais. Noate. porém. que a aproximacao real nao
fornece valores para a amplitude em momento praoximo de zero, simpiesniente porque

nio ha nevhuma trajetdra para p = 0.

40.0 ‘ - T — T — T
a b C
11 |
300 - ﬁ 4t 1 L i
////r/f’_\ﬁt\\j\ = =
M k& 5 L
200 - i R = ]
r F |8

T
1
T
|

10.0 .

J

0.0 PR i i E.F Tt 5:5! PO SRR R
32 16 00 16 32-32 -16 600 16 32-32 -16 00 16 32
¢ ¢ 0

Figura 3.5: Contornos de [A'(z,z.T)|* (normalizados) para T = 0.5. (a), {b] e

(c): célculo exato, complexo e real respectivamente.

Nas Figs. 3.3-3.7 estao mostrados mapas de isoprobabilidade normalizados para

Para 1odos os caleulos

pz0de |z 2. Ty para T = 0.5. 1.0 ¢ 1.5, respectivamente.
aseguir. fizemos L =27.c=1eh = 1. FEnicada uma dessas figuras. 1al é o resuliado

exato (via anto-funcoes do pocol. () ¢ a aproximagio semniclissica complexa o (¢) a
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Figura 3.6: Contornos de |A'{z, 2. T)* (normalizados) para T = 1.0. (a). (h) e

(c): caleulo exato. complexo e real respectivamente.

aproximagao real. Fssas figuras mostram concentracdes de probabilidade ao redor das
orbitas periddicas. que. como ja expusemos, corresponde ao fato de que a amplitnde
expressa a correlacdo enire o estado inicial e o final. A medida que o tempo do
propagador T aumenta. o ndmero de érbitas periddicas aumenta proporcionalmente
(existemn miais periodos comensurdveis com 7). Destacamnos as seguintes diferencas
entre cada aproximagdo: estd claro que a aproximacio complexa tem uma dependéncia
em ¢ que estd ausente da aproximacio real. Isso porque a mesma érbita real é usada
para aproximar o propagador na aproximacao real que s6 depende de p; est4 ausente da
aproximacioreal a regido de baixo momento, porgue. como dissemos. nio ha trajetérias
reais nessa regiao. Veé-se claramente que o eaculo semiclassico complexo é uma hoa
aproximacio para o resultado exato, mesme para o valor de A = 1. Lembramos apenas
que o resultado semiclassico é vélido idealmente para i — 0. O que percebemos é que
a aproximacao semicldssica funciona muito bem para valores de kb extrapolados desse
limite.

Existe também um hom acordo entre as aproximagoes quanto as amplitudes absolu-
tas. Na Fig. 3.8 estdo moztrads os valores de |A'(z. 2. 1)|? como funcao de p na linha

B

¢=0. As Fies. (a). (b)e(c)saoparal =05.7 =1.0e 1 = 1.5 respectivamente. A
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linha solida represenia a amplitude calculada pela aproxiniacdo complexa. os circulos
mostram a aproximacao real. e a linha tracejada o ¢ileulo exato. Aparentemente, a
largura de cada pico ¢ ligeiranente nienor para as aproximacoes semiclassicas. As igs,
39310 mostram [N (2. 2. )2 como [uncao de g A T, 3.9 & feita para p = 1.125 tal
gue as orbitas contribuindo para o propagador nunca colidem com as paredes. Ja na
Fig. 3.10 escolliemos valores de p tals que n = 2. Nessas titinas duas Jiguras {a). (b)
e (¢ mosiram resultades para 1 = 0.5, 1.0 ¢ 1.5, respectivamente. com o detalhe e
para a rig. 3.9 nfo existe aproximacio real. Fstd clavo que a aproximacao complexa
éuma interpolacio entre o ¢dlculo exato e a aproximacio real.

Desces calculos vemos e o método semiclissico tem sncesso om tratar um sistema
cude a plor resultado serta esperado. ja que o potencial & fortemente descontinve. Uma
phiservaciao lmportante. e que talvez seja o resultado mais netdrio da aplicaciao para o
poco. fol a auséucia de trajetdrias complexas para certas regioes do espaco de fazes.
Nessas regioes a aproximacao semicldssica é simplesimente nula. Tsso, entretanto, nio é
critico. ja que o propagador exato ¢ muito proximo de zero nessas regioes. Pensamos ser
esse um resultado relevante, pols acredita-se que csquemas de complexificacio podem
salvar os métodos semicléssicos usuais nas regides onde trajerdrias reais nao exislem.
Nds simplesmente achamas um exemplo simples onde mesmo trajetdrias complexas

podent rdo cristin,
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(c): calculo exato. complexo e real respectivamente.
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Figura 3.8: [N{z. 2. T} como funcao de pem g =0: (a) T =05 (b) I’ = 1.0 ¢

(¢j I =15 --- cdlculo exato. o aproximacao real ¢ — aproximacao complexa.
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Capitulo 4
Tunelamento Semiclassico

O interesse maior no desenvolvimento de métodos semiclissicos em parte vem do
fascinio de se aplicar conceitos clissicos na descricio de sistemas inerentemente
guanticos. Acontece que nem sempre & possivel encontrar os elementos classicos em
um dado sistema: existem aqueles onde trajetérias clissicas estao proibidas. Nesses
casos a aplicacdo de métodos semicldssicos torna-se um desafio. Tal aplicacio tem
sido feita por continuacdes analiticas a partir das regides de movimento permitido e,
muitas vezes por meio de uma engenhosa manipulacio, novas trajetérias cléssicas séo
criadas para dar conta de transi¢goes quanticas desses sistemas. Veja por exemplo 1).
McLaughling [29] que, em trabalho pioneiro, introduziu trajetérias complexas para a
determinagio de funcdes de Green em casos de tunelamento. A questao aqui é também
saber até que ponto a aproximac¢io que apresentamos é valida na descricio de sistemas
onde as trajetérias classicas usuais (reais) estao ausentes. Para isso, as barreiras de
potencial sdo os sistemas mais indicados, ji4 que ndo existe movimento cldssico usual
para energias menores que o maximo da barreira, enquanto o correspondente quintico
apresenta o fenomeno de tunelamento. Por outro lado, para energias maiores que a
barreira. nenhuma refiexio cléssica é esperada. enquanto que para o sistema quantico

ha sempre um residuo de reflexdo que vai a zero no limite o — 0 e altas energias.

Neste capitulo apresentamos exemplos praticos onde a aproximacio semiclassica com
trajetorias complexas pode ser til no estudo de questdes fundamentais. tais como a

do tempo que uma particula representada por um pacote coerente com energia mdédia
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menor que Vg permanece no interior de uma harreira de potencial com maxime V5.
dado que a particula tunelou. Issa é uma questao que tem uma longa estéria [30]. e ja
adizntamaos que ¢ um assunto bastante controverso, onde é sempre possivel achar um
argumento contra on a favor da prdpria pertinéncia da questio.

Discutiremos inicialmente o contexto atual da questdo do tempeo de tunelamento

através de mma breve introdugio.!

A seguir, iniciames um estudo de barreiras de
potencial. partindo de um caso exato, a barreira harmonica inversa. para a qual de-
terminamos o propagador e a funcdo de onda {r{z.t) exatamente. Posteriormente, a

barreira simples (potencial 1y para |z] < af2) serd estudada em profundidade,

4.1 A questao sobre o tempo de travessia

quantico

A questao sohre guanto tempo uma particula leva para atravessar uma barreira
gquantica. se cla nao dispoe de energia para a travessia cldssica, ja fol extremamente
discutida. Em geral, é dito [31] que, nio tendo stalus de varidvel dinamica, o tempo
nao pode ser associado a wm ohservavel do sistema. ou seja, ndo pede ser expresso ¢m
nenhuma forma operatorial e, consequentemente. sua medida & necessariamente indi-
reta, Na verdade. & questao é entendida muito simplesmente se nos lembrarmos que a
idéia de tempo é primitiva da mecanica classica. e estd intimamente ligado ao conceito
de trajetéria. Essas. porém, nao tem lugar dentro dos principios de mecinica quantica,
e muito menos em suas interpretagoes ortodoxas. As trajetdrias no sentido classico sur-
gem como comportamentos emergentes no limite cldssico (formalmente representado
por h — (). Ainda assim, vdrias questdes permanecemn abertas [9], principalmente se o
correspondente sistema for ndo integravel, um problema ja antevisto por Einstein [32]
em 1917.

Segundo Leavens [33], o problema do tempo de tunelamento pode ser visto con-
ceitualmente de duas maneiras: 1 - o da discussdo, dentro das interpretagdes usuais

ou marginais. do significado desse tempo. Aqui, entretanto. entra-se no dominio dos

“Tal introdugao. na verdade. incentiva-nos o tratamente semicldassico de barreiras de po-
tencial segundo o método que expomos, colocando esse estudo dentro de um contexto mais

geral.
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fundamentos de mecanica quantica, uma area que nao nos cabe examinar aqgui. I inte-
ressante lembrar apenas que a interpretacio de emsembles de Bohm {33, 34] permite,
de fato. uma determinacao rigorosa do tempo de tunclamento, assim como seu tempo
de existéncia dentro do potencial, se a particula foi refletida; 2 - Independentemente
da interpretacio usada. nao ha conclusio sobre a mensurabilidade desse tempo, o que
quer dizer que existem dividas sobre como se aplicar os postulados quanticos (que
néo dependem da interpretacio) a fim de medir o tempo. 1la. de qualquer forma,
uma multiplicidade de tratamentos tedricos possiveis e, alguns autores [30] chegam a
afirmar que essa multiplicidade reflete uma variedade de pontos de vista, sem maio-
res implicacdes. Uma boa revisio dos trabalhos em tempo de tunelamento pode ser

encontrada em [30}

Segundo Landauer [30], existem trés diferentes tipos de abordagem da questio:

1 - Tratamento via pacotes de onda. Consiste na propagacio de pacotes mals ou
menos localizados na dire¢do de uma barreira simples, por exemplo. Segundo a Ref.
(351, 0 uso de pacotes nao traz conclusdes positivas, ja que a mera localizacio de
pacotes no espago de configuracoes nio é suficiente para caracterizar nm processo ideal
de tunelamento. Por processo ideal se entende o lancamento de um pacote localizado
com {z) < 0 em ¢ = 0, por exemplo, e (p) > 0 e energia média inferior a da barreira.
Da interagdéo com o potencial, o pacote inicial é refletido e um pacote transmitido
emerge. Se o pacote inicial tiver, entretanto, uma distribuicdo de frequéncias altas
muitoe localizada, o processo de tunelamento ocorre antes do pacote atingir a barreira.
Por outro lado, a pura simulacio da evolugao do pacote no interior do potencial nio
permite nenhuma conclusao quanto ao tempo de permanéncia no mesmo, porque o
pacote perde localizag¢do no interior da barreira;

2 - Introdugao de relégios quénticos. Esses caracterizam-se pela presenca de um
termo a mais dependente do tempo na fung¢ao hamiltoniana. O reldgio pode ser ajus-

tado de forma a interferir o minimo possivel com o sistema original:

3 - Introducio de variedades de trajetérias. Dentro dessa linha estd o tratamento de
Bohm [33]. e célculos via integrais de trajetoria. Aqui é onde tratamentos semicldssicos
podem entrar. ja que fazem uso de trajetdrias classicas. Como drbitas classicas sio
nroihidas para as energias de tunelamento, extensdes analiticas podem ser usadas. e &

aqui que aparecem as contribuicdes complexas e tempos complexos [36].
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Vejanos brevemente como as abordagens 3 tratam o problema. (lassicamente nma

particula permanece no interior de nma regiao X do espaco, movendo-se segundo uma

‘= /1 dr/ dré(F = 7)), (L1
Jo AN

e.se a particula estd associada a um ensemblc de trajetérias com probabilidade Poyirt)]

trajetdria 7({). pelo tempo

de transicio entre os pontos ¢ e & do espaco, entio

£
ff.,,—b :j df.j dr Py [711)]. {(1.2)
0 AN
Poroutrolado. para uma particula com comportamento quéantico, & possivel a definicéo
do temipo de existéncia
[orw)
;= / a’t/ (7 A, 1.3)
0 JE

na regiao %. E claro que. cm (4.3}, ndo levamos em conta o fato de gue, se a a particula
de fato abandonou ¥, e se essa é a tnica informacao que temes, nio temos nenhuma
idéla para onde ela foi. Isso naturalmente contrasta com {4.2) que é uma definicao
classica. A esséncia do calculo por integrais de trajetérias é caleular (4.1) como um
elemento de transicdo [4]. No espaco de configuracaes usual, dado um funcional F(#},
F = 7(F1.72) que depende das trajetdrias possiveis desde 7 até 7y, o elemento de

transigio do estado [¢4(7)) para |i4(r32)) é dado por

(vl Fles) = /dﬁ/drlw (72 /Dr}" (PSR (), (4.4)
sendo S a acao dependende da trajetéria

?Tl?’

S(7) = [ (R, (1.5)

e a normalizagao

No= (1Y /d?zdrlt,fu /Dmf’(r‘)/ﬁ (7). (1.6)

As integrais sobre ry e ry ddo conta do fato de os estados inicial e final nfo serem

localizados, O funcional F é tomado como sendo a extensido de (4.1

{ = /"dz/ dré[i — 73], (4.
J0 by
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aqul 7, representa todas as possiveis trajetérias no sentido dado por Fevnman. Segundo
36]. se v ¢ escolhido como a evolugio quantica de . entao o valor de (t) é dado por
{4.3). E facil ver que o elemento (4.1} pode levar a valores complexos para (1), Essa
¢ a origem das “tempos complexos” -0 problema de tunelamento. Para a barreira
simples. escalhendo-se convenientemente estados inicials e finajs de forima a separar
a parte transmitida da refletida. em [36] foi possivel relacionar R[{t})] e B[(#}] com a
taxa de precessio do spin de um elétron sujeito a um campo magnético na regiao
da barreira. em duas direcdes paralela e longitudinal ao campo, respectivamente. com
relacao a correspondente frequéncia de Larmor. Embora esse resultado seja fisicaniente
mteressante e revele aleuma conexac oculta entre propriedades internas do elétron e
sua dinamica. ndo ha conclusao se cle. de fato. expressa o tempo de tunelamento da

particula. ou o tempo de permanéncia na bharreira. sc ela foi refletida.

4.1.1 Tempo das trajetdrias complexas.

A esséncia da contribui¢&o das trajetérias estacionarias complexas do tipo que temos
tratado neste trabalho na elucida¢ao do problema do tempo de tunelamento é dada
pela relacdo (4.1). Simplesmente extendemos essa relagdo as trajetorias compiexas.
Para isso. definimos previamente ¥ como a regiao do espaco complero 1 — p; onde o
potencial existe. Assim. o tempo de existéncia A dentro dessa regido é simplesmente
dado pela diferenga 1, — f; entre os tempos de entrada e saida de cada trajetdria

conectando os pontes ' e z¥ no tempo T. Também
A(qltpf'q”‘pusT) =12 — 2{1 < 7. (48)

ou seja. o tempo de transi¢do A & um funcional da trajetdria. A afirmacgéo da relagio
(4.8) estd baseada. entretanto, na associa¢io, para cada ponto do espago de fases, de
uma trajetéria complexa conectante, Assim, o grau de precisio com que a férmula
semiclassica (1.54) aproxima o cdlculo exato é crucial para o estabelecimento dessa
nova proposta de tempo de tunelamento, que é vilida para a representagio de estados
coerentes (que se pode extender a outras representacoes, desde que essas sejam obtidas
via uma transformacao conveniente a partir dos estados-coerentes). e para a qual ne-
nhum andlogo quantice existe. Por outro lado. tempos de reflexio também podem ser

caleulados. desde que se considere os estados de reflexio. i. c., aqueles para os quais
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o momento final tem sinal contrario ao inicial, Nesse caso. a regiao Y continua sendo
aregiao de potencial no espago complexo com a qual a trajetéria de reflexao iteragiu.
Futretanto, apresentaremos aqui somente os resultados para a transmissao,

Adiantamos também que tal proposta (1.8) deve ser necessariamente comparada
a outras existentes na literatura [33], baseadas em outras interpretag¢des da mecanica
quantica. Fssas. por sua vez. ten sido consideradas como tratamentos unicos do tenpo
de tunelamento e reflexdo (porque. justamente, fazem uso de trajetorias classicas. isto
é, aquelas associadas as varidveis ocultns do sistemal. A nova proposta feita aqui
mostra que, mesmo sem abandonar a interpretacio ortodoxa (que poderiamos especi-
ficamente denominar de “instrumentalista™ ). um tratamento Gnico e direto pode ser
divisado. QQueremos deixar claro que as trajetorias complexas podem ser vistas como
bons intrumentos de calculo, sem pretendermos associar a elas nenhuma interpret a¢ao
fisica.

Antles de tratarmos o exemplo da barreira, fazemos uma andlise preliminar do po-
tencial harmaonico invertido para o qual o propagador e 2 a fungdo de onda {z|z. 7 sdo
exatos. Esse potencial simula o comportamento de um sistema préximo a um ponto hi-
perbolico. I'azemos uma discussio do tempo de transigio esperado para uma particula
nesse potencial. avaliando o méaximo no tempo da probabilidade atingida pelo propa-
gador na regido posterior da harreira. Algumas comparagdes para os tenipos cléssicos

esperados sao feitas.

*“Instrumentalismo: Sustenta gue as proposicdes tedricas da ciéncia sfio na verdade ins-
trumentos de céleulo e predicdo. ou ainda regras de inferéncia. que auxiliam a conexiao e a
estruturacio das proposigées sobre colsas e processos ohservaveis. Portanto. segundo o instru-
mentalismo. as proposigdes tedricas 140 sdo proposicdes genuinas, as quais nao se aplicam os
conceitos de verdade e falsidade {37]".
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Figura £.1: Curvas das solugoes £(7T) para ¢ = 2.0. A hnha tracejada ¢ a relacio
classica. As linhas iniciando em £ > 0 sao as correspondentes quénticas para

h=10eh =01 A linha cheia comecandoem £ < 0 é a solucdo £ (h = 0).

4.2 Tratamento de um caso simples.

Em um sistema unidimensional, o tempo classico 7 que uma particula gasta para ir de

o até gy em umn potencial V{z), com energia £ > V(). para g, <1 < qp é

% .
T = . 1.9
/qa plr} (4.9)

onde p(z) = \/2[L — V(r}]. Para uma particula sujeita a fungio hamiltoniana
H=5 - §q2, A >0, (+.10)

otempo desde ¢, = —g e g =g (¢ > 0) é

(+.31)

L (AP 428 + Vg
—= 111 e .
VA VA F2E =g
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onde [/ = p?/2 = Ag?/2. Podemos reescrever (1.11) na forma
. . 200\ A o
hlnh\/xt = m (112}

Para £ < 0.cntretanto. ndo cxiste trajetdria classica conectando o, e g dados acima.
Isso porgne o mowmento torna-se uma (uantidade complexa dentro da barreira. Se,
porém. admitirmos uma continuacao complexa para (1.9), onde fazemos 7 = 7y + 173,

com £ = —|E|, plr) = /Ar? = 2|E]. encontramos (ver figura menor em Yig. 4.1

_ /q dr . /’J de !/'5 dr (1.13)
T 21E] e DOUT 2B e AR - At "

onde g = /2{E|/A. Fazendo as integrals acima. chtemos

_ 1y (\/Xq+\//\q2—2|ﬂ') o

_ b - IR
N e .

VY vy

de onde vein que a parie imaginaria de 7 é uma constante. Novamente. rearranjando
| I & .

convenientemente (1.11). encontramos

2V A
sinh VAr = M (1.13)
pe = Ag?

- -

gue é a mesma expressao obtida anteriormente {4.11) para £ > 0. Esse é um exemplo
simples que mostra o aparecimento de tempo complexo Ja em tratamento cldssico.

O propagador semicldssico para o sistema descrito por (4.10) pode ser calculado
exatamente. Vercmos que, a partir do propagador, podemos obter (4.12) no limite

h — 0. Dado a definicao das novas varidveis u e v (1.23), definimos os parametros

e+ Ab? ¢~ Ab?
A 7 S (4:16)
com as quais ($.10) fica
hE . .
H =~§(!12+v2]+ﬁfuv. (1.17)

De acordo com (1.24) tenios o sistema

L Y u 18
O A T T e ) e



CAPITULO 4. TUNELAMENTO SEMICLASSICO

—1
(11

. . . r . - *
Diagonalizando a matriz caracteristica. encontramas autovalores e = :i:\/X € 0 Mmovi-

mento segundo

( %f(f) ) _k+(C+éﬁ)cﬂt+k_(c—£ﬁ)f"ﬂt. (4.19)

Se introduzimos as condigdes de fronteira u(0) = v’ e ¢(T) = ¢”. encontramos que

Eu VAT (¢ — /A
5('21\/Xcosh VAT — 2Csinh \/Xl")1
—{u"&ﬂT + ,UH(‘;- _ ?\/X)
5('23\/XT — 2( sinh \/XT).'

kT (1.20)

BTo=

(4.21)

que determinam as trajetdrias completamente. Por simplicidade. escolhemoas os

pardmetros do estado coerente dependendo do potencial na forma

¢ = \/%7; b= % (1.22)

Com isso as trajetorias ficam simplesmente

w cosh VAT — 1)  w”sinh VAt

u(t) = .
) cosh VAT cosh VAT

(4.23)

v cosh VAt ' sinh VAT — 1)

v(t) = +
) cosh VAT cosh VAT

A escolha que fizemos corresponde a fazer { = 0. A energia e agio parcial ficam
parametrizadas pelas trajetérias (4.23) por

Vo)

R _ M2 2 f oL f
E(W" W\ T) = TeonE AT [(”b + w4} + 21u'v" sinh \/XT] . (4.24)
) 7
S v T = m {(v”2 + u?)sinh VAT — Qw”rt’] . {1.25)
Assim ‘
948 1h

Ce— = : . 4.2
Juou! cosh VAT (426
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e o propagador resulta simplesmente

—1/2(]0" 241 ) 2 s m VT,
K" /. T) = € exp |:1(L + u( ) sinh VAT 4 22" } . (197)
cosh VAT 2 cosh VAT
Por simplicidade, consideremos em (4.27) que ¢ = —q, ¢" = qe p = p' =p

(g > 0. p>0). O quadrado do maédulo de (1.27) é

. 1 2pqtanh 1 gt gt .
I. .. T 2 — 3 —_— — -_— _— . —128
Klg.p. T cosh xP [ n * cosh 7 (cQ b2 c? * b? ( )

com 7 = VAT, A idéia é calcularmos os pontos T para os quais

| K{q,p,T)* _ .
= =0, (4.29)

experimentando um mdarimo. Isso resulta na relacio

fiv/ A .
- ?;F sinh 21 — (p* — M) sinhr + 2pg\/x =0. (4.30)

Vé-se imediatamente que, no limite i — 0, obtemos (4.12). H4, porém, uma impor-
tante extensdo da relagdo (4.30), a de que ela é vilida para F < 0. Elevando essa
relacio ao quadrado e substituindo o valor de p, encontramos tma equagao de segundo
grau para a energia

4E% 2h . , h?
S sinh? 7 + (— sinh 27 sinh 7 — 8(;2) B+ T sinh? 27 — 4% = 0. {4.31)

I

Naturalmente, existem duas solugdes possiveis, E+

A h hsinh 27 sinh
Er = |4~ inh 27 sinh =+ + ¢? h 1-— |, 4.32
sinh? 7 (q 4V SIASTHIMAT = g7 cos T\/ 2¢2v/A cosh? 7 ) - )

das quais a solu¢ao ET corresponde a solugéo cldssica para trajetérias diagonais no

limite # — 0

Eg= 4°(1 + cosh?

). (4.33)

sinh? r

Na Fig.4.1 vemos um grafico das relagdes £(1") para trajetérias diagonais na barreira

harmonica invertida para ¢ = —g” = —2. A curva tracejada corresponde ao limite



CAPITULO 4. TUNELAMENTQ SEMICLASSICO

-
-1

classico para £ > 0 ($.12). H4 uma curva chela para £ < 0, que corresponde a solugao
E~ de (4.32). A solugcao ET éexibida em duas curvas (uma cheia e outra pontilhada)
para diferentes valores de A indicados na figura. A medida que & — 0, a curva EV
tende a relacao cldssica. As curvas com h # 0 para £ > 0 indicam que. para um valor
nzo nulo de h. existe um méximo de | (g. p. T)|? até um certo valor de T e uma encrgia
minima. Paraenergias menores que esse valor, existe tunelamento, isto &, probabilidade

de se encontrar a particula do outro lado. porém nao existe solu¢do para (1.29). O valor

maximo de | (g. p.T}|? encontrado para £ < 0 nao representa a passagem do pacote
principal pelo pouto ¢”. mas sim o momento quando a distribuigao de probabilidades
mais se aproxima desse ponto. E interessante ohservar que, para ¢ sistema dado por
(4.16). ndo ha divisdo do pacote em parte transmitida e refletida, mesmo para valores
diferentes de ce b. O “centro de massa”™ da distribuicao de probabilidades segue sempre
a trajetoria classica, refletindo se (£) < 0. Isso pode ser visto nas Figs. 4.2 e 4.3, onde
sdo mostradas as evolucoes coerentes de dois pacotes em cada figura, desde T' = 0.0
até T = 1.4, parac =1.0e h = 1.0, Na Fig4.2, fixamos ¢ = —1 e p’ = 2, de forma
que {E£) = 3/2. enquanto que na Fig4.3 ¢ = -3 e p = 1, de forma que {E) = ~1. As
figuras mostram soprovaveis de | (¢”, p".¢'. p’, T)|? no espaco das coordenadas finais

g’ e . O centro do pacote segue sempre a trajetoria classica correspondente.

4.2.1 Funcao de onda.

Podemos analiticamente obter a projecdo de Kh'(z",2'.T) no espago z através da

integral
(z|2,1) = Pgplz,T) = /Mc ;!(z|z')(z’|e_’HT/ﬁlz)%7—’, {1.34)
com d?z' = dp'd¢g’/2h e 7 = /AT. Além disso,
(2]5') =~z exp [—.—1—(r2 % 2aq)+ B2 LY (4.35)
= 257 h 2h

a0

E aparente que. a partir das Figs. 4.2 e 1.3, a projecéo em z conservara a forma gaus-

siana. Aqui indicamos os passos para a resolucio de (4.34). Explicitamente podemos
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Figura 4.2: Sequéncia de 1soprovavels de [N (¢”. p". ¢’ p'. TJ|* puara varios valores

de T' no espago de fases (¢”. p”) para (£) = 3/2.

109 e 10.0 : . - 1
o pr
60 - 1 80 b
20 r gy 1 20
i @)
20} - 2.0
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- o
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20 F (@/ - 20 /ﬁ _
6.0 & L 60 b 4
T=08 T=14
100 . : - : 7 00 - : 1 L q*
qop 60 20 20 60 100 o6 46 20 20 60 100

Figura 1.3: Sequéncia de isoprovaveis de

Kig" p" o' 0 TH pava varios valores
de T' no cspago de fases (¢ p") para (I} = —1.
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escrever essa relacao na forma

(2,7) e B (1.36)
Uepl2, T) = —«———————] / dp'dg et el 4.30
’ 27hy/\/ThcoshT Vo e
com '
({ }| 1> + " :2tanh T o {1.37)
gz, o, 7) = —=|z -z -, 1.37
9 ,7T) 5 3 STk
e
Fa,z,q',p',7) = A¢?* + Bp” — Cq'y' + D¢’ + Ep'. (4.38)
As constantes em F(z,z, ¢, p'.7) sdo
£ = l4atanhr, (4.39)
24 £
A = - 14
42 (4.40)
£
B = == 4.41
4027 ( )
—f
¢ = ==, 1.42
<3 (1.42)
D= (4o (1.13)
b2 /2coshr/)’ o
T z
E o= oif-——m). 144
b /2ccosht ( )

A integral em (4.36) é gaussiana. E necessdrio, porém, introduzir uma transformagao

diagonalizadora. Representando essa transformacio na forma

j=Ki+C, (4.45)

() )
P v

podemos determinar K e . Também podemos escrever (4.38) como {t significa trans-

onde

posta)
F = ¢Af+ B, (1.47)

A -C/2 D i
A= — . 1.4
( ~-C/2 A ) b ( E ) (1-48)

coIm
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Basta impor que /7 fiqgue na forma diagonal. A translacio resulta
D TE[2 :
= ——e_—ul—,ﬁ— ( BD + CEf . {1.49)
20A8 —(C2/4) \ CD/2+ AE
de forma que
o _ BD*+ AE*+ CED
- _ \+,,2 2 4
=) ’lI-E—}lL“( 9B -0t ) (4.50)
Para completar. a matriz de rota¢io torna-se
cf2 A+at
- A_Atjeqc? A_Ar)24C2 .
K= | VIR et (1.51)
VIB=AT124CE/ (\J(B-A-1E1C/4
gue tem auto-valores dados por
1 :
AE 5[(4 + BY+ /(4 - B2+ 4. (4.52)

A integral final 6 depende do produto ATA~ = AB — (%/4. Finalmente, a projecio
Uy p(x, 7) torna-se
exp[—ar? + Jz + 7]

Wy (T, T) (1.53)
Wb(cosh 7 4+ 2sinh T)
com
! (sech? fanh? 4.54
. — —(8€c FY ) A 84
o 252 ¢ wanh2r), (4.54)
1 q P q -
3 = ——— = h “sinhr hr - = .55
J3 beosh 57 [(bcos ‘T+C81111 )+1(cc051r bsmh’r)], (4 3"))
B 1{¢* p* 1 {¢> p? [ (cosh27 — 1) .
YT (b_Z ta)tile e e T e ] — (4.56)
aqp (1 4 cosh 27)
N hr———— = 7 4 sech: .
5% [tan i cosh2r + tsech2r
Pode-se facilmente mostrar a partir de (4.53) que
lil]lo vyl 7) = {2]z). (1.57)

como deve acontecer. FE hastante claro que a funcio de onda em z, inicialmente

gaussiana em 7 = (. permanece gaussina (fun¢ao quadratica na exponencial - ver Fig.
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+.3). Hé. entretanro. um forte espalbamento em @, com incerteza propagadando-se 1o
rempo segnndo

Ar x beosh2r, {1.5%)

Na Fig. 1.1 sdo mostradas juntamente duas curvas de [N(g”.p" ¢’ p'. T)|? (curva

0.04 i L
-
i , \\
| // A q’=-2.0 p’=p”’=1.0
0.03 "' / N q:q”:-q’ T
| /
t /
| /’ tf
0.02 - D
-
// /
0.01 - , / )
I /
; /
0.00 = ‘ ‘ ’ . =
0.0 2.9 4.0 6.0 8.0

T

Figura 1.1: Curvas de [K'(¢”, p”, ¢'.p'. T)|? (curva tracejada) e

vyl T (curva
chela) para o porencial harmonico invertido, mostrando maximos de probahili-

dade em funcao de 7 para os parametros indicados.

tracejada) e [,y {0 T);? (curva cheia), para pf = p' = pe ' =g=r1r = —¢ = -2
em fungao de T. Como vemos. o maximo em I para as duas curvas indica que, para
|o, (2. T também existe um maximo, aproximadamente igual zo do propagador.
Nesse caso £ < 0. Na Fig. 4.5 dois graficos de l, (2. T)|? mostram a evolucio de
pacotes coerentes na barreira harménica invertida com pardmetros ¢ = 1, h = 1.0,
onde se usou a parametrizacio ¢? = Ab%. Em (a). ¢ = —1.0 e p = 2.0, de forma que
o pacote tem {£; = 3/2. Em (b). g = =3.0 e p = 1.0. de forma que (£) = -4, Em
parricular. esse ltime gréfico mostra que nao ha emersao de um pacote tunelante.
Alnda que £ &~ 0. com E < 0. pudemos verificar que nao hd tunelamento no sentido

da emersao de um pacote secundario®.

#0u tunelamento ideal segundo Landauer. ver pagina 37.
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Figura 4.5 Fungao [vyple. T)|* no espago I T la).g=—tl0ep= 2.0 F = 0

b).g=—30ep= 1.0 F <l ¢c=
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4.3 Barreiras no espacgo complexo

Na se¢do anterior vimos que o potencial hiperhdlico, apesar de exato em sua solucao
semiclassica. ndo permite uma andlise de uin processo de tunelamento ideal. Conside-

ramos, entdc. o rratamnento de wima barreira simples de potencial unidimensional

Vi) = (1.59)
0 se || > a/2,

para a qual nenhwm movimento déassico conectande & < 0 com x > 0 existe com mo-
mento p < /2V (7 = 1| sempre). Tal sistema ¢ muito conhecido na literatura bésica.
tendo sido extensivamente estndado [30] no contexto do problema do tempo de tune-
lamento. Determinaremos os propagadores exato e semiclissico na representacio de
estados coerentes. onde faremos uma andlise detalhada do cileulo desses propagadores
nas diversas aproximacoes possivels,

Do ponto de vista do andamento do trabalho. fizemos inicialimente uma aplicacio
direta zo problema da barreira da relacio (1.62). gue nos periite um tratamento “semi-
analitico™. isto é. as principais relacdes que resultam nas trajetdrias complexas foram
determinadas analiticaniente até o ponto onde resolucées numéricas foram necessarias.
Essa tentativa inicial levou a descoberta de que a aproximacio dada por (1.62) conduz
a resultados precizos {se comparados ao cdlculo exato) desde que. na regido do cspacgo
de fases analisada. trajetdrias cldssicas reais existam. De outra forma, (1.62} nio
aproxima estados baixos. justamente os que sofrem espalhamento com tunelamento
em (4.539). Nesse caso. (1.34) deve ser usada obrigatoriamente. A aproximacao {1.62)
s6 é aplicdvel assim a estados elevados ou a barreiras simples cuja 4rea no espaco de
fases A = ay/2Vy >> h. Entretanto faremos também aqui uma andlise preliminar
por essa via. jJa que ela nos permite uma analise analitica. Finalmente aplicaremos
(1.54) utilizando do processo numeérico descrito no Capitulo 2. Com isso podemos

implementar nossa idéia sobre o tempo de travessia segundo as trajetérias complexas.
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Figura 4.6: Falxa de potencial no plano complexo ry — p; mostrando algumas

trajetérias de transmissao.
4.3.1 O Limite classico da barreira simples no

espaco complexo.

Aplicando-se (1.62) necessitamos de uma forma complexa para o potencial de (1.59).

)J : (4.60)

com ¢ = ry + tp; no limite o — 0. Nesse limite, a parte real de V,(¢) ndo depende de

Fsta vem de

Vilg) = Yo [1 + tanh ((j s (1/2)] {1 — tanh (q -~ fl/-z

e o a

p2. de forma que

i RVa(a)] = 201+ O(e1 +a/2)][1 - O(r1 - a/2)] (4.61)

Isso descreve uma faixa no plano complexo (Fig.4.6) 21 — p2 entre —¢/2 e a/2 em 5.
Distinguimos, assim, duas regides distintas: a regido I de movimento livre e a regiio
IT (entre—a/2 ¢ a/2) com potencial Vy. A determinacio das trajetérias complexas
é feita pela obtengdo das equagdes de movimento dentro e fora da barreira. Como o
movimento é do tipo livre. uma trajetéria de travessia apresenta refracao no interior da

barreira. Para tais trajetdrias solucdes sao encontradas resolvendo-se simultaneamente
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(14

as equagdes de conservagdo de energia e continuidade através da barreira. Como no
caso do poco simples, resolvemos, caso a caso. as trajetorias. Se admitirmos quec = le
b =1 como 10 caso do pogo, temos as condicoes gerais (3.4), que devem ser obedecidas.

As condigdes de horda do potencial sao dadas por
L (1.62)

que correspondem a condi¢des validas para trajetérias que provém da esquerda para
direita (movimento que sempre nsaremos).

4.3.1.1 Trajetdrias diretas I—I e II—1II

Sao aquelas cujo movimento é sempre livre. isto é, que ndo iteragem com a fronteira
do potencial. Essas caracterizam o movimeto fora (I—I) e dentro (IT—II) da barreira.

Tais trajetdrias sdo dadas por

. f ! Foo_ 1t
ol =i+ 240, py =11,

(1.63)
Ph=ayT +ph b= al,
onde
P = T(q" - q')+2(p" + P")ﬁ zh = ~T(p' +p") + 2(¢" - Q’). (4.64)
1472 1572
Para cada ¢, p/, ¢’, p"” e T dado inicialmente, deve-se determinar as regides de

existéncia de tals trajetorias.

4.3.1.2 Trajetdrias I—IT e II—1T

Trajetérias desse tipo aparecem em condi¢des de contorno intermediarias, quando
o pacote se avizinha da barreira ou se comega a se afastar dela. Além das condigdes
(3.4), a trajetdria deve satisfazer a equagdes de continuidade e conservacao de energia.

Numa transi¢do tipo I—II {0 caso II1—I éidéntico, bastando trocar V5 — —Vy) temos

1 = z(P /2) EL{ = py75,
(4.65)

E{I — %(]).'1!2 _ Ig2}+ T‘O E!I — pfll f2.'

e, naturalmente
Ey=FEl =El", E,=El=El. (4.66)
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Vé-se claramente que a conservacio da parte imaginaria da energia é necessiria, uma
que o potencial nao é inteiramente analitico. Dessas duas relagdes obtemos relagoes

para os momentos finais

pit = 2(Ey = Volpit — E2 =0,
(1.67)
o+ 2 E) - Vo)t — F2 =0,

cujas solugoes sao

PP = (E1 = Vo) & \J(Ey ~ Va)? + E2.
(1.68)

= Vo~ By 2 \J(Ey - Vo) + E2.

Como pY exy sio sempre reais as solu¢des de sinal negativo devem ser descartadas.

Temos duas solucoes assim associadas i simetria do potencial

I
M

i\/(];} ~ Vo) +/(Ey = Vo)2 + E3,

vy = i‘-\/(Vo — Ex) 4 (B — Vo + E2.

Se a trajetoria é real £, = 0. entdo zo = 0, e p; & o préprio momento esperado para
Ey > V. Se By < Vyentao

(1.69)

lim p} =0, lim z¥ = 0. 4.7
el 1 " EpTe (£.70)
Entretanto
pl.’
lim =% =0, (4.71)
E,—0 .'1','2 )

o que mostra que py vai a zero mais rapidamente que z%. Se descrevermos a posicio
da particula no interior da barreira pelo vetor P = (z — Z1,p4 — P2), entdo, se P =
plcosa, sina), no limite E; — 0, @ — @ /2. Assitm, a medida que uma trajetoria com
Ey < Vp se aproxima da linha real, o trajeto no interior II tende a se aproximar da
primeira fronteira do potencial. Porém. se 7" for suficiente longo, haverid emersao pela
outra borda. Trajetdrias desse tipo sdo continuadas no espago de fases por trajetérias

de reflexio. isto é. aquelas que sofrem reflexéo total na borda do potencial.
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Se o tempo t; for o tempo de iteracio com o potencial, a relagao de continuidade

sera dada por
oy = p{(T —t1) + pity + 3

(1.72)
Py = 2T — 1) + xhts + p2
Substituindo {3.4) e (4.62) encontramos
P = oty — Py +p" 4 +g1(q”-|-a/2J (1.73)
1+ ¢?
vy = L2 Gloh . A (4.74)
“ 14+
onde { =1 -t e
t; = (ﬂ%ﬂﬁ) (4.75)
1y

Aplicando as equagdes acima em (4.66) obtemos duas equacdes para as duas varidveis
Py e xh que podem ser resolvidas em termos de ¢/, p/. ¢, p" e T
4.3.1.3 Trajetérias de transmissao I—II—1I
As trajetdrias que entram e saem da barreira tem solu¢io semelhante aos casos mais
simples descritos anteriormente. A diferenca estd na existéncia de mais uma relagao
de borda.
Trajetorias tipo I—1I—I odedecem as relagdes (A = t; — t7)
o =T —ip)+ 55, 2 = a2, 2l =i 4 al,
(4.76)
Pi=af T =) +py), By =afa+ 5, ) = 24ty + .
Aqui t2 é o tempo de saida, e (pif,z{’) é o momento no interior da barreira. Por
conservagio de energia

R w1 2 112 12 110 -
P = Ty =Ty, Py — 2 =p -z -2, Pl‘fz—Pl La - (4.77)

De um modo geral podemos escrever trés relagdes fi(p], x5, A)=0,i=1,2,3, de onde
se tem as solugdes. sendo [levando em conta também (4.75)]
ho= pieh = 2py - (7 ") - 2T - A)a,
fr o= (PR =) AT a4 2 - (B P - 2T - AP, (478)
fa = ' —d)=2ah —a-p(T~A)
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o
9.4]

Essas equagdes podem ser resolvidas por procedimento numérico que determine solugao
de sistemas nio lineares de N varidveis. Um chute inicial & necessario. Q que se faz
& subtituir uma solucido real como chute inicial {por exemplo, pode-se substituir as
solugdes exatas (4.64) para Vy = 0 e aumentar o potencial adiabaticamente) e mudar
adiabaticamente algumn parametro.

A agdo S fica simplesmente

§ =~ p VR - ), (1.79)

onde 7 = py + 125 e 77" = p{ 4 124, Também, segundo (3.43), temos

0% Ipy Ol arh,  opl )}
, = — - =tz . 4.8
sz = |(aw o) * (G * 5 (4.50)

ou seja. basta obter as derivadas de ¥ comn relacio a 7. Ha duas maneiras de se fazer

iss0. Uma delas ¢ partir diretamente das equacdes (4.78). De fato, para i = 1,2.3,

Temaos
Lildp' " p".T) =0 (1.81)

Uma mudanga diferencial nos pontos finais implica também

fild o d + 8" 0" + 6" T) = 0, (4.82)
ou seja,
6f1' éft .
=10, — =0 =1,2,3, 1.8
I ' Tz » 3 TP (4.83)
ou . ,
; a- ; a 1 0 7 : 5
Za—f(%) -k Z%(%) = -2 (4.84)
o dr; \0q dy Pl Opr ap

parai = 1.2.3, com ¥ = (p},25,A). As relacdes (4.84) representam dois sisternas de
equagdes lineares homogéneos para as derivadas (Apéndice B) em (4.80). Uma outra
maneira seria numericamente introduzir uma diferenga, Ag” e Ap”, para cada trajetéria
e determinar os novos Ap] e AzxY. Consirdi-se entdo, pela relagdo das diferencas, o
valor em (4.80).

Em geral. as trajetérias I=II—1 sdo sempre responsiveis pelo processo de tunela-
mento semicldssico do pacote. O céleulo do propagador semicldssico pode ser assim
feito completamente.
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4.3.2 Calculo exato do propagador.

Antes de apresentar o resultado semiclassico. discutimos brevemente o calculo exato.

Como o sistema € aberto, temos que

2,1‘2

K. T)= / CESZ,,C;,“_:fE“E“T/E([k, oy = f
onde N
Ck|2:(k|z):/ (]2)Uu(z)da. (1.86)

Aqui Ui{z) é a auto-func¢io da barreira.
Admitindo-se movimento da esquerda. pata £ > Vy ¢ £ > 0, denotamos #% =

215/h?, de forma que g2 = k% — 2. A auto-funcéo fica

€FT L 3 et sy < —a)2,

Uin(z) =N 4 yu e 4 (e 7™ ge x| <af2, (4.87)

e e w > a2,

onde L
Js = % (% — #) sin pa, (4.88)
75 = ( ) ka2, (4.59)
o= 2 etlktu)af2 400"
com
Qe—dm
€5 = —— . (4.91)
2cospa — 1 (F + ;) Sin pa
Para £ < Vge k >0, com pu? = k% — k?, temos a auto-funcao
5T 4 Bem T se 1< —a)2,
V_p(z)= N veei® 4 (e se |z| <af2, . (1.92)

et se 1> af2.
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onde .
e = ulf—< (E + —) sinh pa, (1.93)
2 \k
ye = % (1 + i) elth=1)/2 (4.94)
7,
4 :
(e = % kl —~ i) glikrulf2 (4.95)
7
Com
I—1ka
e = 2¢ (1.06)

L1
I

2cosh pa + @ (% - ) sinh y.a'

Para & < 0, basta invertermos o sinal de k& nas rela¢des para Vi{z) acima ¢ tomarmos
o complexo conjugado Vi(z) — Ui(x). As fungdes acima sao ideals para a construgao

do propagador exato (4.83). A normalizacio A" & obtida notando-se que [38] (p = khk)
oo -
/ Uo(z)V(z)dz = é(p—p'). (1.97)
-0

de onde temos N = /1/27. Na determinacdo numérica de (4.55), para maior rapidez.

aAproximameos

1q’ '
— f_'z(hk -2, (4.98)

L 2
Ck,zz l e\(p [*M

Ve o 2¢2

que é valido se [¢’| >> a, ou seja, se 0 pacote inicial for lan¢ado bem longe da barreira.
Tamém em (4.85) uma truncagem na integral em k deve ser feita. Escothe-se, assim, um
valor maximo kn,, para os limites da integral quando o integrando é suficientemente

préximo de zero nesse limite.

4.3.3 Resultados e comparacgoes.

Em todos os casos, tanto exatos como semicldssicos, usamos ¢ = 1 e b = 1. Na
Fig.4.7 mostramos as isoprovaveis em ¢”, p”’ de |K (2", 2/, T})|? dos cilculos semiclassico
(a) e exato (b). O estado inicial é preparado de forma que ¢’ = —5.0. p’ = 4.0,
¥y = 5.0 e a = 1.0. ou seja, para (£) > Vu. que é o caso para o qual a aproximacao
é valida. Trés valores de tempo sao mostrados. I' = 2453. T = 265 e T = 2.85,

quando o processo de espalhamento ja se efetuou. A medida que T aumenta o centro



CAPITULO 4. TUNELAMENTO SEMICLASSICO 91

q'=-50 p'=4.0 Vo=5.0 a=1.0

q”
Figura 4.7: Curvas de isoprovaveis de |K(z", 2", T)|? para valores indicados na

figura. (a) caso semicldssico, (b) calculo exato.
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do pacote transmitido move-se livremente para a direita. Existe uma boa concordéncia
do cdlculo semicléssico com o exato, tanto no que se refere as isoprovéveis quanto aos
valores absolutos do propagador (n@o mostrado). Destacamos que o momento final
médio do pacote tunelado é ligeiramente maior que o momento inicial. Isso porque
as barreiras de potencial podem ser vistas como “aceleradores™ [33] de pacotes, isto
é, nao obstante haver um atraso con relagizo ao tempo de saida de mesmo pacote na
auséncia da barreira, o paccte tunelado move-se mais rapido. Pelas relagbes (4.91) e
(4.96) as componentes de frequéncia alta passam mais facilmente. o que faz com que
a distribui¢cdo de momentos finais seja deslocada em relacdo a distribuicao inicial.

A boa concordancia obtida entre os propagadores exato e semiclassico. dado a mag-
nitude de A usada {0 que equivale a um circulo de raio 0.56 no espago de fases), indica
que o método, de fato, pode ser usado para a determinacdo de amplitudes de tu-
nelamento, o que nos incentiva a aplicacio da forma semicldssica mais exata (1.54).
Os resultados tendem a melhorar se p’ aumenta, que equivale ao limite sem barreira
(particula livre). A concordincia também melhora se diminuirmos o valor de k ou,
semelhantemente, se aumentarmos o tamanho no espago de fases da barreia. A bar-
reira que utilizamos na Fig.4.7 esta longe de ser um objeto classico {como a “area”
no espago de fases é da ordem A = a/2V, entdao A/ A = 0.3 para a Fig.4.7), o que
se comprova pela analise do pacote semicldssico para energias médias inferiores a Vg.

Reportamos que essa aproximagdo nao funciona para essas energias.

4.4 Barreiras suaves no espago complexo.

Estados quanticos na barreira que nos interessam sio aqueles abaixo do potencial V.
Para isso implementamos a aproximacgao (1.54). Como nos capitulos anteriores, é
possivel escrever um potencial ne espago complexo segundo o qual trajetdrias com-
plexas sdo calculadas de acordo com (1.23). A andlise do potencial feita para com a

aproximacio (1.62) pode ser repetida aqui com

. - 1 N t
H = (2| Hiz) = 5p" + V(o) + € (4.99)
e o potencial dade por (1.57). Diferentemente do caso “cldssico™ de minimo nulo,

existe um termo ¢? /4. que representa a energia minima devido a incerteza em momento

associada ao pacote.
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A fim de avaliar a influéncia da suavizagio (4.99) na dindmica dos estados, analise-

mos inicialmente casos onde (4.99) pode ser calculado exatamente.

4.4.1 Analise de suavizacoes.

Consideremos o hamiltoniano classico

i, 1 ,
:Epz_a)\xuﬁf‘, A>0, 3>0, (4.100)
que representa wm sistema gudrtico com barreira hiperbélica. Facilmente pode-se

mostrar que

. 1. 1 ) 3., :
Hig.p)= §p2 - (5)\ - 3,552) g%+ 8¢t + %(CZ — A%+ ;db". (4.101)

O hamiltoniane (4.101) representa, de fato, o hamiltoniano sentido pelo pacote coe-
rente. Se admitirmos estados iniciais do tipo tratado na secao 4.2, podemos anular a

contribui¢do de ordem h em (4.101), isto é, fazendo

¢t = At (4.102)
Um efeito interessante da suaviza¢io é o aparecimento de uma nova constante da
barreira 631
A=A - =, (4.103)
v

que é menor que a constante original. Em outras palavras, a for¢a que separa os
minimos do potencial em (4.101) é menor que a forc¢a cldssica. Se a distancia entre os
minimos classicos & d.j,.s entio

= 360
d ~ dcfass (1 - }3—/2> f (4.104)

Tamhbém por (4.101), escolhendo-se 3 e a incerteza b convenientemente, podemos eli-
minar a barreira central. [sso ocorre se
A3/2

h> oo (4.105)

Outro caso relevante para a andlise que fazemos aqui é o da barreira exponencial

. 22
Viz)=Vyexp (w ) (4.106)

202
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Vo=1.0
. b=1.0

Figura 4.8: Superficie Vi{xy.p;} para a barreira exponencial. e = sao angulos

de visdo em coordenadas esféricas.

Por (1.57)
. Toa q? _
1-(g):mexp [~Z(a—3+_m} (4.107)
cujo limite classico éobtido fazendo-se b — 0. O efeito do pacote inicial é introduzir um
alargamento da barreira pelo fator 2/2. Existe assim um minimo de largura possivel,
associado a incerteza de posi¢io do pacote inicial. que & 5?72
A complexificagao da forma (4.99) é direta. Simplesmente substituimos as variaveis
complexas ja utilizadas p = p; + 123 e g = 27 + 1pp. Na I'ig.4.8 mostramos um grifico

no espaco ry — py da superficie real da complexificacio de (4.107)

. _ (z2—-p3)| [t
Vilry.ps) = Voexp [— 553 cos ) (1.108)
onde as constantes d o g sio dadas em (4.107), feito para 1y = 1.0, b = 1.0 e

a = 1.0 {lzy] < 4.0 e py < 2.5). Nesse espaco e para esse potencial. a faixa central é
substitnida por uma faixa suavizada limitada por duas “parcdes” do tipo expip3/262).

As trajetorias complexas ficam confinadas entre essas duas paredes,
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4.4.2 Barreira simples suavizada.
A suavizacio da barreira (41.59) ndo conduz a uma forma analitica fechada. De fato.

para a parreira

o Ve [ e O [P \
Vigi = —= / el gy = \fglu / e " du — e "dul . (+.109)
VLS g2 4] )

com

O, = _(E ) Q= - ( ) (4.110
SIRR ] NGT! + 4 )

ou seja. Uigifica expresso em termos da fungéo erro [39]. Na Fig 4.9 vemos wn grafico

1.2 T - T T T T ] : I ! T T
Vo=1.0 |

1.0 - = :O. —l
a=2.0 ,/ ‘\ b=0.2 1

V(g)

j—-_i—f_]'_—‘—'—'l

6.0 40 220 00 20 40 60
Figura 1.9; Curva V{g) para b=0.2¢ b= 1.0.

de T'(¢) para dois valores diferentes de b. Nesse grafico 4 = 1.0 e ¢ = 2.0. Para o maior
valor de b. o valor maximo da barreira é diminuido para 15 %= 0.7. Por conseguinte,
para pacotes cuja energia média & inferior a barreira cldssica. existem trajetorias re-
als responsaveis pela conexdo entre estados de transmissao, Enfretantio veremos que
as 1rajetérias responsdveis pela mdxima contribuicdo & amplitude de ifrausican sao

trajeiorias fora do plano real.
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O potencial na forma complexa tem que ser avaliado numericamente também. In-
1 ]

troduzindo as varidaveis sem dimensao

# = ’(—] 2 = pTz cic. (1.111)
a parte real do potencial fica
Vitay, pa) = G /Q/% e cog [20F - ) jal VLT (1.112]
2 77 o 2

o111
lin’(lj Vileg.pe) = V(2. 02) (1.113;

Implementamos a rotina CMONOQG (Capitulo 2} para o caleulo das trajetdrias com-
plexas e propagador semiclassico da barrcira simples. As derivadas superiores de J7
necessarias [ver equagdes (2,26} e (2.23}] devem ser avaliadas numericamente também
(Apéndice (). Temos ainda que determinar o termo de corregao (1.60}. Podemos

mostrar (Apéndice D) que, para hamiltonianos analiticos. temaos

arg 1, {0 %

Jude 2" a3 a l(‘).‘rlapz

+ 5)( (4,114}
Na determinacao da evolugao temporal [N (27, 2. T)|?%, somente o termo J2 1 /dx,dps
& relevante.

Mais uma vez escolhemas fixar = L e ¢ = 1 e variar a dimensio da barreira ao invés
do valor de h. Apresentaremos resultados para uma barreira com 1y = 10.0 e ¢ = 4.0.
para um estado coerente inicialmente centrado em ¢’ = —=7.0 e p/ = 1.0. movendo-se
portanto para a direita. A energia média do pacote € assim menor que o potencial.

Na aplicacdo da rotina CMONOG. utilizamos trajetdrias tentativa do tipo particula
livre (movimento sem barreira) e trajetérias reais. Para cada ponto do espaco de fases
uma trajetéria tentativa deve ser dada. Na Fig.4.10 mostramos um grifico no plano
ry — py de trajetérias tunelantes e linhas equipotenciais de (4.112). Da mesma forma
como mostrado na Fig.4.8. as trajetdrias habitam numa regido intermediaria. delimi-
tada por duas paredes dadas por exp[p3/b°l. Para o potencial snavizado. aproximando-
se do limite classico b — 0. as duas paredes se aproximam da linha real e a~ trajetérias
se confinam na regido intermedidria. No limite o plano complexo deixa de existir. =6

permanecendo o plano real dado por py = 0. e as frajetdrias sio 1otalmente reais.
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Nessa figura mostramos 1 trajerdrins para diferentes valores de p” e 1. Todas elas temn
p=40 ¢ = —7.0. ¢" = 7.0 e represeptam movimenio para a direita. As rrajetérias
dadas por pentos tém 7 = 3.7 ¢ foram feitas para dois valores de momento final.
P’ =4.0e p” = 5.0, conforme indicado, Do grupo com p” = 3.0, a trajetdria descrita
por linha cheia tem T = 4.0, enguanto que a dada por linhas tracejadas tem T = 3.2,
Como veremos a trajetdria dada por pontos com p’' = 5.0 ¢ T = 3.7 é resposavel pelo

K{(z" 2. TY? parao tempo T = 3.7, estando completamente

maximo na amplitude de

fora da linha real.
1.5

1.0

0.5 -

r2

0.9

80

Figura 4.10: Linhas equipotencias e trajetérias complexas para umn estado inicial

com p' = 4.0, ¢ = =7.0 e barreira V5 = 10.0 e ¢ = 4.0 {ver texto).

A trajetdria para esse tempo com p” = 4.0 representaria a trajetdria que conservaria
energia p" = p’. De acordo com a posicido dos pontos na fignra, vemos que ha uma de-
saceleracao do movimento no interior do potencial. Na Fie. 111 mostranios trajetdrias
equivalentes no plano ry - py. juntamente com os limites classicos do potencial. para
T =37V =100¢c a = 1.0, Nessa figura existemn tres trajetorias: uma trajetdria

real com p’ = p” = 4.91. e as trajetérias mostradas na e 110 com p/ = " = 1.0 e
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55 .
5.0 I Lo i
et | e
4.5 L / ' |
real j
4.0 4
= 15 { J
3.0 g'=-7.0 \ p’=p’’=4.91 .
q’*=7.0 R 9240
p=p .
25 T=3.7 \\ ]
Vo=10.0 ~ p’=4.0,p''=5.0
a=4.0
2.0 . i
15 | Y " | \ |; : - y
2.0 -6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0
X1
Figura 4.11: Trajetdrias no espaco xqp — pp para 1 = 3.7. Vg = 10.0 e ¢ = 1.0.

Para trajetdrias reais esse é o proprio espaco de fases (ver texto)

).

pr=40e p’ =30 (tra]. de maior contribui¢io). Esse capago é o préprio espaco de
fases para as trajetorias reais,

Na Fig. 4.12 podemos comparar as linhas de equiproviveis para o céleulo se-
micidssico (a) e exato (b}. Essas figuras mostram os pacotes evoluidos para os tempos
T =36eT =37 0 acordo do cédleulo semicldssico @ excelente: a medida que T
passa, a distribui¢do semicldssica move-se para a direita. reproduzindo o resultado
exato, Como dissemos acima, para T = 3.6. o maximo de [A(z". 2", T}1? é dado apro-
ximadamente por ¢” = 6.0 e p” = 3.0. que corresponde. para I’ = 3.7. a trajetéria pon-
tilhada que mostramos na Fig.1.10. Como consequéncia. a aproximagao semiclissica
para £ < V5 deve necessariamente ser feita segundo trajerdrias complexas. Umna apro-
ximac¢ao baseada em trajetérias reals seria assim insuficiente. Podemos dizer aqui que.
a medida que a energia do pacote inicial aumenta. a trajetdria de maior contribuicdo

tende suavemente a trajetéria real existente acima da barreira.
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(]

P

T=3.6

I)H

T=3.8
Figura 4.12: Curvas de isoprovéveis para [A(:".2".T)|? para a barreira com
1o =100 e a = 1.0 (momento medio abaixo da barreira). (a) cileulo semicldssica

e (b} calculo exato.
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4.4.3. Novo tempo de travessia

Uma vez que o caleulo semicldssico aproxima bem o resultado exato. podemos pro-
ceder & determinacac da proposta de tempo de travessia feita em 1.1.1. Como vemos
na Fig.1.10. € possivel a defini¢do de uma regiao de potencial no espago »| — po. onde a
particnla sofre a influéncia da barreira. Definida wima fronteira, podenios {acilmente de-
terminar o tempo (4.3) para cada trajetdria. que € assim fuucdo nao =6 dos paramerros
do propagadoer mas da harreira. Para cada trajetdria. basta que calculemos os temipos
de entrada ) e safda #5. Dada a limitacdo das equipotencials mostradas na Fig. 1.10
para aproximadamente =2 < ry < 2, consideramos esta por simplicidade a regido ¥ em
(4.1}, Na Fig. 1.10. a trajetoria pontilhada com p”’ = 4.0e T = 3.7 tem A = 1.6733,
enquanio que a trajetdria pontilhada com p/ = 5.0 tem A = 1.6347. O tempo A repre-
senta asshm o temnpo de travessia semicldssico determinado via trajetdrias complexas
para gue uwn estado. preparado em 2’ com incerteza em momento e posicao dados por

i

¢ e b, respectivamente, e colhido e " no tempo T segundo as mesmas incertezas,

atravesse uma barreira simples de altura 1y e espessura «.

2(0 L T
p’=p~'=4.0
q’=-7.0
T=3.7

1.8

a=4,0

6.0 7.6 8.0 9.0
Qn

Figura 1.13: Tempo de travessia A{z". 2. 1) como funcao de ¢ para duas bar-

reiras diferentes. Aqui p = p" = 1.0. ¢ = =7.0. T = 3.7 e a = 1.0.
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Na Fig. 4.13 mostramos o comportamento de A como funcao de ¢ para wrn tempo
total fixo 1" = 3.7 e para duas barreiras de patencial com Vy = 5.0 e \y = 10.0. O
tempo de travessia ¢ maior para barreiras mais Intensas. conio era de se esperar (a
particulz sofre malor desaceleracio para barreiras maiores). Como o tempo total T
estd fixo, o tempo de travessia deve diminuir com ¢”. ji que a particula. tendo fixos
os momentos inicial e final. deve gastar menos tempo dentre da barreira para alcancar

um ponto final ¢ maior.

] 2.32
5.5 ‘227\
W

50 2.17 ]

P”

4.5

4.0

3.5
6.0 6.5 7.0 7.5

Q”
Figura 4.14: Isécronas de (A) para o pacote ¢ = —7.0 ¢ p’ = 4.0 na barreira

com V=100 ea =4.0.

A fim de tornarmos o valor dessa nova quantidade independente do tempo total de
cada trajetéria, introduzimos valore médios. Fixado =7 e considerando cada pondo 2"
na regiio onde s¢ encontra a parte que atravesson. a funcao [A'(z”. /. 7)? apresenta

um maximo para um certe T como é evidente da Fig.4.12. A quantidade

(Ty = A1 / TIN (=" 2 TydT . {1.113)

[n
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onde .\ é a normalizacio
A= ] RS TR (1.116)
0

representa o tempo médio para o qual encontraremos a particula. Fsse tempo repre-

senta de fato o termpo médio de propagacio total do pacote. Propomoes a generalizagédo
- - b
(A) = A1 / A ST R ST T (+.117)

que consequentemente representa o tenipo médio de existéncia do pacote dentro da
barreira. desde que o pacote foi encontrado em =" a partiv de /. Deixamos claro
aqul que nao eriste andlogo quantico “creto™ para tais tempos, Como dissemos. uma
vez que o formalisma semicldssico desenvolvido ayul permite a ligacio de estados por
meio de trajetdrias classicas, é possivel a definicao de tals tempos. 56 por meio desse
formalismo pudemos dividir o estado inicial em wa parte que airavessa e outra que
é refletida’, O tempo (A} & funcio do estado inicial. final e da barreira somente.
As trajetdrias complexas funcionam assim como um esqueleto que. embora oculto
no formalismo, estio na base do calculo de amplitudes. fornecendo outros elementos
classicos de comparagio.

Na Tig. 4.14 mostramos um grafico daz “isderonas™ (A} (1.117) no espaco dos
pontos finais p” e ¢”. 530 as curvas para as quals o sistema. preparado em ¢ = —7.0
e p' = 1.0, tem o mesmo tempo médio de iravessia em p” e ¢ [inais. Para o cdlculo
de (4.117) tivemos gue escolher tempos limites finais para a integral. 7.5, = 2.0 ¢
Tmar = 9.9, lais que o valor do propagador para csses tempos estd suficientemente
préximo de zero. Essas curvas sio mostradas para a harreira com vy = 10.0 e a = 4.0.
Vemos que o tempo mdédio de travessia qumenle com p' por duas razdes: uma pelo
fato de T nZo estar fixo e outra pelo fato de, sendo o momento final maior, a particula

4

“gasta” menos tempo {ora da barreira {note que p’ es1a fixo também. o tempo que ela
leva para atingir a barreira € mais ou menos o mesmo). como consequéncia, o tempo de
travessia & maior. Por outro lado. o tempo médio de travessia. para p” fixo. aumenta
com g (que contrasta com o mostrado na Fig. 4.13). \ razéo aqui é o fato de T nio

estar fixo. isto é. T aumenta com ¢” (note também que. fixado z”. X aumenta com T ).

1Que ¢ uma das guestoes até entao 6 resolvida por formalismos paralelos em mecanica

quantica [33].
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Podemos fazer um célculo grosseiro do valor A para o centro do pacote. Para T = 3.7
o centro no espacgo de fases tem (p”) = 5.0 e {4} = 7.0. Se admitirmos que temos uma
particula cldssica que se move livremente desde g = =70 atég = —2.0 com p' = 4.0,e
de g =2.0atég= 7.0 com p” = 3.0,is50 nos dd vm 1tompo total £ = 2.25. A diferenca
para T = 3.7 é {A) =~ 1.45, que aproxima bem o valor A = 1.67 encontrado para a
trajetdria principal na Fig.4.10. Na Fig. 4.15 temos nm grifico de A cemo funcao de
g" = ¢" 4+ p'r notempo I'=T; + 7, 7 =2/p" com ¢ = 6.0 e barreiva com 1y = 10.0
¢ a = 1.0. Dois valores de momento sdo mostrados pf = p" = L0e py = " =6.0. O
tempo 1; é escolliido de forma ao valor de ¢ coincidir com o miximo do pacote. Para
essa fignra T; = 2.5 (p' = 6.0 e T, = 6.0 (p/ = 100 Vemos assim que o valor de A é
mais ou menos constante se nos fixarmos no movimento do cemro do pacote. L de fato
constante para Vo — (. sendo o préprio tempo de existéncia cldssico dentro da regido
do potencial, j& que, nesse limite. o centro do pacote move-se segundo 4 trajeldria real

(para os valores dessa figura, A — 1se Vg — 0 para ' = LO).

2.0

1.5

<1 1.0

05 [ oo ]

Vo=10.0

0.0 ~ ' ' - — —
6.0 6.5 7.0 7.5 8.0

Q'}S

Figura 4.15: A como funcao de ¢ = ¢/ + p"r para p' = p" =40 ¢ p' =p”" =60

(ver texto).

Fica assim cvidente gue harreiras de potencial. pelo menos no que diz respeito a
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influéncia sobre pacotes descritos no espaco de fases, provocam um atraso mensuravel

no movimento do pacote, além de alterar sua energia média.

4.4.4. Nota sobre reflexao.

Nao tratamos explicitamente da parte refletida do pacote espalhado por uma questao
de tempo. Esta claro, porém, que o tratamento da reflexdo do pacote é um fendmeno
de grande interesse, ji que, para energias acima de 1, segundo a mecanica cléssica,
nio ha reflexdo. Sistemas quanticos apresentam. entretanto, uma reflexdo residual,
cuja amplitude vai a zero sé no limite classico.

A simulac¢ao semicldssica de K (=", ,T) para a parte refletida [via (1.54)] & ple-
namente possivel. De algumas tentativas que fizemos anteriormente usando (1.62}),
concluimos que trajetérias de reflexio (derivadas a partir de continua¢des analiticas de
trajetdrias reais), bem como trajetdrias diretas entram na amplitude total do propa-
gador para energias abaixo de 1G4, Assim sendo, mesmo se o pacote tem energia média
maior que V. haverd sempre trajetérias de reflexfo, com tempo de existéncia no in-
terior da barreira A = t; - #{, interferindo com trajetdrias diretas de reflexio. Para
P >> +/2V;. a contribuicdo dessas trajetdrias para o propagador é, entretanto, muito
pequena. O residuo de reflexdao pode assim ser explicado pela acdo das trajetorias dire-
tas. Nesse sentido, a precisio semiclassica do método exposto aqui poderia ser avaliada
pela determinagao da amplitude do propagador |K{z”, 2/, T)|* de uma barreira infinita,
onde seria necessario determinar precisamente a interferéncia entre dois tipos de tra-
jetdrias contribuintes na regido de baixas energias. Note, entretanto, que essa & umna
interferéncia no espago de fases. No calculo da fun¢do de Green para uma barreira
no espago ordinario G(2",2', F) via transformacio de K{z"”,2',T), duas trajetérias
tamhém contribuem para a amplitude final, uma de z' — z” diretamente (trajetéria
direta) e uma de ¢’ — z” com reflexdo na barreira. Da mesma forma, no célculo
de K (2", 2'.T) para a barreira, haveria uma contribuicido dessas duas trajetérias no
espaco de fases,



Conclusoes e perpectivas.

“Oh, I've had such a curious dream!” said Alice, and she told her sister, as well as
she could remember them, all these strange Adventures of hers that you have just been
reading about; and when she had finished, her sister kissed her, and said, ‘It was a
curious dream. dear, certainly: but now run in to your lea; it’s getting late.” So Alice
got up and ran off. thinking while she ran, as well as she might, what a wonderful
dream it had been.”
Lewis Caroll®

Neste trabalho mostramos que é possivel a descri¢io de sistemas quanticos em termos
de elementos clissicos do espacgo de fases, ainda que definidos como uma extensao da
dindmica cldssica ordinaria, a fim de satisfazer aos vinculos exigidos pelas fun¢oes de
distribuigdo quantica. Talvez nao seria demais lembrar que, em mecéanica quintica, ha
uma liberdade intrinsica de escolbha da representagio a ser usada para descrigao. Naoha
uma representac¢ao absoluta, todas gozam do privilégio de descreverem completamente
um dado estado |W). Se por um lado existe uma vantagem evidente nessa liberdade, ja
que podemos escolher aquela mais comoda, por outro lado hd também a desvantagem
de perda da compreensao fisica e bom senso analitico. Pois se o mundo é caracterizado
por uma realidade objetiva e independente de nés, & natural que, nessa liberdade
extrema de descri¢ao, certos aspectos dessa realidade sejam perdidos. Nao ha, também,
como mostrar que a visdo que mais satisfaca & visio instintiva e ao bom senso fisico
corresponda exatamente aquela que mais se aproxime dessa realidade.

Aqui mostramos que a representacao de estados-coerentes gerada na base do os-

cilador harmonico nao sé descreve precisamente® sistemas quinticos simples, como

SEm Alice’s Advenfures in Wonderland, Capitulo 12.
SPor precisamente queremos dizer até o ponto onde o conhecimento sobre sistema é, de {ato,
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fornece uma descri¢ao semiclassica dos mesmos. A base de tal descricdo é a apro-
ximacio semicldssica assintdtica do propagador (= exp(—uI T/h)|2'Y no limite i — 0,
gue fornece a amplitude de transicio do movimento ndo perturbado segundo H. Tal
andlise nos conduziu a uma mecénica cldssica nova, com nm espaco de fases de estru-
tura semelhante ao usual. sendo uma extensio andlitica deste. Os elementos classicos
desse espaco sé tem sentido se conectados aos vinculos do propagador, e fornecem
equivalentes classicos a 1ransicio de estado entre 27 e 2z operada por i durante o
tempo 1. I necessario dizer ainda ¢ne as propriedades dessas solu¢des classicas. seus
comportamentos gerais etc ainda necessitam de malor exploracio do ponto de vista
formal. Aqui apenas derivamos algumas solucdes anallticas e numéricas para sistemas
unidimensionais simples. E importante ressaliar a possibilidade de célculo numérico
das trajetdrias complexas (Capitulo 2). uma vez que solucdes analiticas sdo exiguas e
limitadas a hamiltonianos sem interesse geral, F interessante também destacar que o
método de matriz meonodromia de Baranger ¢f al. [22] parece ser o tinico método a
fornecer solugoes numéricas gerais (sem ser do tipo busca de pontos de vinculo [20]) ja
que tal método exige umna solucio tentativa ja satisfazendo acs vinculos do propaga-
dor. A possibilidade de aplicacio da aproximacio semiclassica bem como do métedo
numérico para espac¢os de major dimensiac abre perspectivas promissoras de estudo de
sistemas mals complexos segundo a representagio de estados-coerentes’.

Uma questao interessante tratada aqui foi a da validade das aproximacgdes (1.54),
(1.62) e (1.69} que sdo o fimite assintético em h — 0 de (2] exp(—2 T /h)[z), esse
limite sem correcoes de ordem £ e segundo aproximagcdes de trajetdria real respectiva-
mente. No que diz respeito a aplicacdes gerais. estéd claro que (1.54) deve ser usada
ohrigatoriamente. Entretanto. a aproximacio (1.62) funciona bem em alguns sistemas
mesmo para balxas energias. Em particular, no sistema do pogo infinito (Capitulo 3),
trajetdrias diretas (sem colisdo com as paredes) sem nenhum andlogo cldssico possivel
aproximam a amplitude para valores baixos de momento. Para tal sistema calculamos
os elementos diagonais {z} exp(—-zf[T/h)l:}. cuja amplitude préoximo a p = 0 é dada

por essas trajetdrias. cuja evolucéo, definida no espaco complexo, representa transicio

relevante.
"Erm particular a questiao do limite semiclassico de sistemas guanticos nao integraveis {ver
adlante)
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para o mesmo estado. Se aplicdssemos (1.54) para o poco infinito encontrariamos o
mesmo tipe de trajetéria (6 nao representariam movimento livre. ja que a incerteza
na posicdo do pacote inicial introduz um novo potencial como vimos posteriormente).
A estrutura geral das solugdes suaves de (1.54) para o pogo obedeceria também ao
nesmo critério de trajetdrias pares e impares.

Entretanto a manifestacio mais evidente da inapropriedade de {1.62) no tratamento
de estados com baixo momenta fol vista na aplicacdo do método no problema do
espalhamento pela barreira simples de potencial V5. Para esse sistema os estados de
maior interesses sdo aqueles com p < /21, que exigem uma descricao detalhada.
A suavizacdo da barreira introduzida por (1.51) mostra gue. do ponto de vista da
descricho cldssica permitida pelas trajetdrias estaciondrias, a distribuicio de estado
altera congideravelmente o potencial classico original. O exemplo mais dramético seja
talvez o caso V{z) = aé{r). o > 0. Para esse potencial, a partfcula ¢ de fato atnada
por Vig) = 7~ M4 Taexp(—q?/b4). que. no limite b — 0. é o potencial clissico.
Claramenie se vé que. na representacio de estados coerentes. descricoes semicldssicas
ao redor de trajetorias classicas reals tem grande exito. ji que existe sempre uma
trajetéria real® para p > V27-1/2h-1a, Mostramos. porém, gue trajetérias complexas
sdo obrigatdrias abaixo desse limite no exemplo do espalhamento pela barreira simples.

Aplicando a aproximacao para um pacote espalhando-se por uma bharreira simples,
vimos que uma trajetéria totalmente fora do plano real é responsavel pela transicio de
major probabilidade. Nesse sentido percebe-se que, quanto mais longe do movimento
ordinario (no sentido da mecéanica real). tanto mais complexa a trajetdria estacionaria
(como no exemplo da irajetédria direta no pogo infinito - Capitule 3). Em sistemas
ligados, onde & sempre possivel aplicar os métodos semiclassicos usuais pela existéncia
de trajetdrias reais. as trajetdrias muito complexas ligam estados pouco provaveis,

isto @ transi¢des de estado 2’/

— 2z com baixa prohabilidade. No sistema da barreira,
onde se sabe de muito que aproximagdes reais falham [40], as trajetérias complexas tem
papel fundamental j& que. como vimos, fazem a transicdo entre estados mais provaveis.
Esse fol. alids. uma das principais aplica¢oes do método semicléssico desenvolvido aqui.

que justifica plenamente o esforgo despendido.

80 parameiro b (e, consequentemente, i) é crucial para estabelecer o limite de validade de
tals aproximacgoes,
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A concordancia dos céleules semiclissicos com o exato para regido abaixo de ¥
na barreira simples possibilitou avaliar semiclassicamente o tempo de travessia do pa-
cote pela extensio da relagio cldssica Eq.(4.1) do tempo de travessia de particulas
clissicas. Uma nova proposta de tempo de tunelamento pode ser obtida, simplesmente
calculando-se o tempo total que a trajetdria estaciondria gasta no interior da regido
de potencial no espago complexo. Na anilise do significade desse tempo é importante
lembrar gue tal resultado é vilido dentro da representacio que trabalhamos, isto é.
esse & um tempo valide para a evolugdo de pacotes no espaco de fases descrito pelos
estados-coerentes. Uma das criticas levantadas contra a medida de tempos por pacotes
(35] é a de que é dificil separar as componentes do pacote que representam tunelamento
(aguelas com momento abaixo de Vi) das componentes com momento livre acima do
potencial. Essa é, com certeza. uma critica aceitdvel. desde que se entenda por tune-
lamento a transicio entre um lado e outro da barreira de um auto-estado da mesma.
Entretanto, auto-estados nZo podem ser interpretados dinamicamente. Tem-se obriga-
toriamente que localizar de alguma forma o estado inicial. e acreditamos que pacotes
coerentes sdo uma boa definicdo para essa localizagdo inicial. Propomos, entretanto,
tal tempo como um de travessia, onde componentes aciima da barreira, bem como
componentes tunelantes. participam. A partir dos cdlculos que fizemos. ndo hé como
preparar wm estado inicial com energia abaixo da barreira e garantir que o tunelamento
se da dnica e exclusivamente através das componentes de momento inferior a V5. Por
menor que seja a probahilidade de o pacote inicial ter momento acima da barreira.
essa probabilidade entra de maneira decisiva e contribul para o tempo de existéncia.
Oulra questdo importante é sobre um possiivel significado fisico das trajetérias es-
tacionarias do propagador semicldssico. Nos propagadores de Feynman usuais isso
é questdo simples, ja que as trajetérias estaciondrias contribuintes sdo as trajetérias
usuais da mecanica. As trajetdrias complexas sdo obtidas de maneira idéntica, um
principio variacional aplicado sobre a a¢do do propagador gera as eguacdes tipo Ha-
milton generalizadas, mas dai a se dizer que tais trajetérias tem idéntica interpretacio
é um passo muito além. Conforme exposto, dentro do ponto de vista “instrumenta-

lista”, as trajetérias complexas devem ser vistas apenas como instrumentos ntels de
calculo,

Como dissemos anteriormente, a liberdade de escolha da representacdo caracteriza
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sistemas guanticos (&€ sempre possivel passar de wma representa¢do a outra poT melo
de mma transformacao caracteristica), razdo porque nao dizemos que a representagao
usada aqui. bem como o resuitado para o tempo de travessia, devam gozar de algum
privilégio. Esses resultados devem ser analisados do ponto de vista dessa representagao.
Também acreditaimos que. grande parte da variedade de tempo de tunelamento propos-
tos se deva a uma certa confusiio no uso indiscriminado de diferentes representacses.
Elas simplesmente resultam em tempos incompativeis [30]

Por fim descrevemos brevemente alguns dos trabalhos possivels interessantes utili-
zando o formalismo exposto aqui. Além de uma analise formal da estrutura do espaco
de fases complexo. outras aplica¢des a sistemas [{isicos simples podem resultar em
alguma contribuicio & drea da apdlise semiclissica. Em particular destacamos a pos-
sibilidade de generalizacao da relacio do propagador (1.534) para sistemas de mais de

um grau de liberdade [J%]. De uma maneira geral. alguns trabalhos seriam:

¢ Andlize do atomo de hidrogénio. Devido & propriedades de simetria do potencial
de Coulomb, a transformacio de Kustaanheimo-Stiefel (KS) é capaz de renor-
malizar o hamiltoniano de sistemas coulombiancs de forma que estes possam ser
tratados como osciladores harménicos [41, 12]. Seguindo desenvolvimentos recen-

tes [13], a introducao da transformacao nos passos intermediarios da integral

G+ E) = /.I\"(z”. o e Ehgy, (4.118)

que resulta na fungio de Green na representaciao de estados-coerentes, fornece a
u'’y

sdo respectivamente os estados-coerentes inicial e final para o oscilador e o um

definicdo de & em termos do kernel transformado K{u", v/ o). Aqui [v') e

novo parametro de tempo. Se aplicarmos o método semicldssico ao propagador
(note que. neste caso, a aproximacio é exata), algumas propriedades interessantes
4] no que diz respeito a evolugio temporal do pacote poderiam ser estudadas.
Destacamos que nma possivel interpretacao cldssica do tempo ficticio ¢, que é um

problema tedrico nao resolvido, poderia ser tirada via trajetdrias complexas.

o Um exemplo de sistema néo integrdvel. A aproximacao semicldssica poderia ser

nsada para o estudo da evolugdo dinémica de umn sistema unidimensional exibindo
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€aos
.
]‘2 1'2.]3 1.119
H=<m+ =4+ v Z Sl —wul), {4.119)
2 2 3
H=— D
que é o hamiltoniano gerador do mapa de 1énon [45] (de fato, poderiamos ter
usado também o rotor pulsado {20]). A evolucio dindmica em estados-coerentes
poderia ser feita calculando-se o propagador semicldssico A'(z". 2", T'). Discreti-
zando o tempo segundo procedimentos usuais. obtemos o reapa de Hénon complezo
gue resolve as equacoes (1.24) para as varidvels 2y, pa. pp € 2. para o passo de

ordem (n + 1) come fungao do passo n

Lypns1) = g cos it [I’J(n} - (‘r?(n) - f"gfrz))] sin I
Pafnti) = (.z‘g(n} - 23;‘,(.,‘,)])9(,,,_}) sinT + pogqycos i
To(ne1) = (\rz(n) — 2.1:1(.,1)])2(.nj> cos T — pogaysind.
Pint1) = —Limsind 4 [pl(.,‘) - (.rf(n) - pgwﬂ cosd,

desde que as relacoes (2.11) com b = 1 ¢ ¢ = 1 sejam obedecidas. (0 mapa acima
mostra que existe cans no espago complexo. O trabalho constituiria no desen-
volvimento de wm método de busca das trajetorias geradas pelo mapa acima que
contribuem de fato para o propagador. Resolvendo esse problema descobririamos
aregra das trajetorias complexas (sejam cadticas ou ndo) na dinamica semicléssica
em estados cocrentes. Naturalmente haveria necessidade do calculo exato do pro-

pagador desse sistema para comparagao.

Andlise da férmula do traco proximo a ressondncias. Sabe-se que a férmula do
traco de Gutzwiller [46] é capaz de conectar a densidade de estados de um sistema
quantico n{ E) com suas contra-partes cldssicas, isto é, drhitas periddicas iscladas
e suas multiplas recorréncias. 4 nma variedade enorme de sistemas para os quais
tal relagdo é aplicavel. Existe, entretanto. sérios problemas de convergéncia em
sistemas de dinamica cléssica semi-estdvel, com aparecimento de divergéncias na
soma proximas aos pontos ressonantes, Nesse sentido, a fédrmula de Gutzwiller
depende crucialmente da estabilidade linear de cada érbita periédica entrando na
soma. Em [17] 0s autores propdem um procedimento haseado em formas normais

para corrigir a férmula do trago nas proximidades das ressonéncias.
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Por outro lado um trabatho recente [{8] atacou o problema de uma maneira dife-
rente. Os autores mostraram como tratar bifurcacoes aparecendo em Hamiltoni-
anos alimentados periodicamente, fazendo uma extensdo analitica para o espago
complexo. Isso significa que. proximo is bifurcacdes onde as trajet orias periddicas
deixam de existir (como no caso do sistema através de uma hifurcagdo rangente),
orhitas complexas podem ter papel relevante em regimes de % diferente de zero.
Os autores em [18] foram capazes de corrigir o traco do operador de Floquet. que
da origem a uma formula semiclassica semelliante a de Gutzwiller, pelo uso de
trajetorias complexas. A partir do propagador semicldssico em estados coeren-
tes. um projeto mais asdacinso seria avaliar o papel das trajetdrias complexas
estucionarias se o traco for tomado sobre tais trajetdrias. Talvez as trajetdrias
complexas como em [18] possam dar conta do problema de divergéncia diseutido
acima nas proximidades das ressonancias, realizando, de uma manejra snave. a

transicdo através de uma bifurcagio.

Im particular, na vltima proposta, haveria a necessidade de um estudo detalhado da
relagdo semiclassica para o propagader de sistemas de mais de um grau de liberdade.
Realizado o estudo, esse trahalho constituiria o passo inicial de uma teoria semicldssica
alternativa a outras ja existentes. capaz de tratar sistemas ndo integriveis de interesse

mais geral.



Apéndice A

_ . .
Obtencao de 5%(% para elementos gerais e

n > 2, trajetorias pares.

Precisamos obter relacdes para os elementos gerals ¢ # ¢ e p’ # p', restritos
posteriormente ao caso diagonal. Partimos das equagdes para os momentos {3.15) das

trajetdrias pares (n > 2)

A

(A1)
L _2Q-aP
2T 44 a?y

onde introduzimos @ = ¢” — ¢’ ¢ P = p" + p'. Também o = T — nA. Substituimos
essas equacdes nas relagoes que definem o ponto de dltima colisdo (3.17) e peniltima
colisao (3.18). Os tempos s&o encontrados da mesma forma como para os elementos
diagonais. Substituimos as rela¢des para os pontos de dltima e peniltima colisdo em
(3.10). Apds uma série de manipulagdes, encontramos um par de relacdes quadraticas

para os tempos na forma

E(PP Q") - 26 A+ ¢" A+ (PP + Q%)+ 2" Ay = p" A1) + (0 = B?) (44 0%) = 0,
(A.2)

onde introduzimos
Ay = 2P + o) Ay = Pa - 2¢) : (A.3)
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L2 "2
_ g Ad
p q ( )

A varidvel £ = £, = T — 1, para a ultima colisdo, e £ = £,y =T —~ 1, — A para a

Bn’.’? —

pentltima colisio. Como o conjunto de equagdes (A.2) tém a mesma forma para &y,
e £,_1, cada solugio define &, e £,_1, isto &, podemos fazer £t = £, e £~ = &, 1,
onde ££ é o par de solugdes. Como pela definicio das varidveis £, &, — {u1 = A, uma
equacan para A é obtida
{I N Q)Q(Pz + Q2)2 — (A5)
452
(VA + "4 = (PP + Q%) [(PP+ Q%) +2¢" Ay = 2p" A + (7 — BP) 4 + o)),

onde @ = T — nA. Precisamos, assim, resolver nma equacao quadraitica para a (A.5)

6,102 -+ C-'QQ' =+ Cg =0 (.Aﬁ)
onde
] (PZ + Q2)2
Cr = (¢"Q+p"PY = (P 4+ Q)P - B") - — =+ (A7)
C, = 4¢"Q+p"P)Qp" — P¢"y— 2P+ Q*)¢"P - p'Q) (A.8)

e 212
+ gﬁg(P + Q%)
4Qp" — P¢"y? — (P?+ Q) + 4(P* + Q*)Qq" + p"'P) (A.9)

27 P2 252
. 4(P2+Q2)(pfr2_Bff2)_ T (P4T;Q ) .

Cs

il

Nio resolveremos a equacao (A.G}. j4 que tratamos somente dos elementos diagonais
no Capitulo 3. Estamos procurando na verdade da/8¢" e da/dp". Paraisso derivamos
simplesmente {A.6) em termos de ¢ e p” e substituimos os elementos diagonais. Temos
diretamente de (A.G) que

da _ [0C; 5 9Cy  8Cs _
@ = (afL‘”a + QW 4+ W)/ (2(101 + Cg), (A.IO)

onde d/dz" denota a derivacao em termos de ¢’ ou p”. E necessirio, dessa forma,
obter as derivadas dCy/dz", 0C,/0x" e 8C3/82", o que é feito facilmente:

1

p = —dn’p’ B (A.11)
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Colgp =

Cs
aC,
aqn
aC,
_8(?
aCs
dq”
801
W
9Cs
ap”
9Cs)
8pf.' ‘q,p

A substituicdo em (A.10) conduz

P

9P

P

g.P

g

9.p

—16ngp°,
4p*(T? + 4n?),

ap*gn?,

4p*(gT — 2n’p),

0,

—4n®B?p,

—160°p*q + 4p*(pT — 2’ q),
8p (T2 + 4n?).

diretamente as equagdes {3.47).
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(A.12)
(A.13)

(A.14)
(A.15)
(A.16)
(A.17)
(A.18)

(A.19)
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Derivadas g—f; para trajetoérias tipo I—II—1.

A partir das equagdes (4.78) temos

Também

8fl
oy
afi
dzy
o5,
A
af2
dph
af
dzi,
o5,
A
o5,
I
dfa
dzl,
9fs
aA

hA? — 2a, (B.1)
PiA? = (T ~ A)a, (B.2)
2Ap 2 - zha, (B.3)
20 A% + 42py - p" = P = 25(T - A)], (B.4)
—223A% — (T~ A)2py - p" = p' — 25(Ta)), (B.5)
2A(pf — 2 = 2Vo) +203(20) — pf - P - 2p(T - A)),  (B.6)
A-T, (B.7)
-2, (B.8)
- {B.9)
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JE

on o s
ap'

0]')” =, ap”

= 2fp —p P (T - A), SE o (B.11)



Apéndice C

Determinagao de VVi(z;,py) e V*V(z), py) para

uma barreira de potencial

Dado o potencial suavizado na forma

E]D22

_ / e—{.’l:—g:l]2 COS[Q(I‘ o $1)P2]V($)d$’

il

Vilz1,p2) =

fornecemos aqui suas derivadas. Derivando-se:

8171 _ 2€p22 o —(z—xy )2 .
ol O € {(z — z1)cos[(z — z1)p2] +
+ pesin[2(z — z1)p2]}V(x)dz,
av; 2er2’ g0
T = )€ T Ao —ay)p] +
~ (z—zy)sin{2(z ~ zq)ps]}V{z)dz.
Dai
621 2ep2’ oo p— )2
T = v T - e - - 1/2)cosf2(z — )]
+ Apa(z — zy) sinf2(x — 21)pa]}V(2)dz,
e _ _
PV 0PN,
gps  dai’
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(C.1)

(C.2)

(C.3)

(C.4)

(C.5)
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Finalmente

PV 267’22 o0 a2 _ )
8$Ia;2 = =/ e~ =T o2 — (2 — 23)2 4 1/2]sin[2(z — 21)ps]  (C.6)

+  Apa(z — 1) cos[2(z — 21 )p2]}V (2 )dz




Apéndice D

Obtencgao de 9?H/0udv

o L f(m_mY, (2 m \
- ElEDeEl e

- GlEHeEE e

com as quais obtemos (2.4) e (2.5), encontramos

52 52 9?2 o2 92\ 1 §? a2
I = [ 20 Y X o« 2 2
Judv { l (c‘)r% ap%) e (3})% 8’5%)_’ & (b dz10p2 o Jz20p } ’

Apartir das relagbes

(D.3)
que pode ser escrita simplesmente como
8? _i[é(a_za)]2+1[c a d \1? DA
dudv 2 {2 \ 9z, dp2 212 (%ﬁzé}—mg—ﬂ ' (D-4)
Aplicando a # = Hy 4 ¢H,, obtemos
9*H 1 O*H, O'H J*H; OH
— =Jip? 1 1 2 1 1 |
Judv 8“ (&rf o3 )J" (apg 52 ) T (D-5)

J*Ho d*H 0*H, OH
~ 2{? 2 2 ez 22 2
( Bz 10, T Bmgﬂpg)] ik [b ( dz? ap3 +
o {0*Hy  0%H, 9% H,y , 0%H4
PR N e Bt ) PR % 2 :
¢ ( dp3 dzi ) ( da18p, Te dza0p '
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que, por sua vez, pode ser simplificado usando-se as relacoes de Canchy para um

hamiltoniane analitico

oH, 9H, 0H, dH, dH, _ _6‘}1’1 dH, _Oﬂl

= \ = . = = . D.
9o " Om O 05 On O O Be 00
Assim
2 2 92 2 592
0*H :; b28 11;1 620 fiz B _11 B2 ? cz,d H, ’ (D.7)
dudv 2 dxd api 2 dz10p2 dpi02,
ou seja, s6 permanece dependéncia da parte real de If,
Finalmente, se nos restringirmos a hamiltonianos do tipo
1, 5 3,
iy = 5(13] —«3) + Vi(e1. p2). (D.8)
encontramos
' J*H 1 d*H,y J*H, 1
e = = b -1 —c?. .
dubv 2 ( da? zasc]apg 2C (D.9)
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