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Resumo

No presente trabalho. apresentamos um estudo sistematico do volurme cadtico
no espaco de fase do Hamiltoniano classico associado ao modelo do Maser
Caotico em fungao dos pardmetros de interacdo G e G'. O estudo fol realizado
utilizando-se um ensemble médio de 100 condigtes inicials. Cada condigao
Inicial fol caracterizada como cadtica ou regular através do cdleulo de seu
respectivo expoente de Lyvapunov acompanhado da vizualizacdo da secio de
Poincaré correspondente. O numero relativo de trajetérias cadticas obtidas
equivale ao volume cadtico do sistema correspondente ao regime dinamico
definido pelos parametros de acoplamento. Apresentamos também a relacao
entre o expoente de Lyvapunov e o parametro G'. que indica que nao s6 a quan-
ridade de caos do sistema é incrementada com G’ mas também a divergéncia
média entre trajetorias vizinhas. Outro resultado importante deste trabalho
se refere a borda cldssica para as varidvels de spin. & qual € oriunda de uma
mudanca de topologia do sistema. Observa-se que, em regides proximas da
borda. trajetérias vizinhas regulares apresentam afastamento exponencial.
comportamento caracteristico de trajetorias caoticas. Também fol observado
afastamento exponencial para um pacote classico de condigoes intciais regula-
res preparado sobre a separatriz do movimento. O pacote classico se deforma
a medida que se aproxima da borda e. em tempos longos. forma secoes de
toros acima e abalxo da separatriz na sc¢ao de Poincarée. O efeifo de borda
tem sido utilizado recentemcnte para explicar efeitos puramente quanticos
em regimes semiclassicos.



Abstract

In the present work, we show a systematic study of the chaotic volume n
the classical Hamiltonian phase space associated to the Chaotie Maser Model
as a function of the interaction parameters G and G'. The study has been
realized using an average ensemble with 100 initial conditions. Each con-
dition has been classified as chaotic or regular by means of their respective
Lyvapunov exponent together with their corresponding Poincaré section. The
relative number of chaotic trajectories corresponds to the chaotic velume of
the svstern for the dynamical regime determined by the coupling parameters.
e also show the dependence of the Lvapunov exponent on the parameter
G'. which indicates that the amount of chaos and the average divergence
between close trajectories both increase with G7. Another important result
is connected with the classical border of the spin coordinates. which comes
out from a topological change in the spin phase space. We have observed ex-
ponential departure of two nearby trajectories. an usual behavior of chaotic
trajectories. which manifests here for regular trajectories close to the border.
This sort of divergence has also been observed for a classical patch of regular
initial conditions prepared on the separatrix region. The patch deforms it-
self near the border and. for long times. develops sections of torl both above
and helow the separatrix in the Poincaré section. The border effect has been
recentlyv used to explain purelv quantum effects in semiclassical regimes.
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Introducao

O fenomeno do caos se tornou hastante conhecido e estudado desde o inicio
dos anos 60 com a volta acs trabalhos de Poincaré [1. Com isso a teoria
de sistermas dinamicos fol enriquecida com inumeras contribuicoes levanta-
das pela teoria do caos. a qual passou a ser objeto de estudo interdisciplinar,
atingindo quase todas as dreas do contecimento humane. Umas das prin-
cipals caracteristicas do caos foi vislumbrada por Poincaré. que notou que
sistemias muitos simples. de baixa dimensionalidade. poderiam apresentar
comportamentos bastante complicados. De fato. num sistema apresentando
caos. duas trajetérias inlcialmente muito proximas se afastam de maneira
exponencialmente rapida. Consequentemente. uma pequena incerteza nas
condicoes iniciais. o que sempre acontece na pratica. resulta na perda da
previsao do estado futuro do sistema.

() caos classico atualmente se enconira bem entendido. com inumeros
trabalhos cientificos e livros didaticos publicados sobre o assunto. Desta
forma, estaremos utilizando conceitos Importantes da teoria do caos sem
entrar em detalhes ou demonstracoes. os quais poderac ser encontrados em
livros de grande importancia na drea. como por exemplo as referéncias [2,
3. 4]. Mais especificamente, estaremos trabalhando dentro do referencial
do caos deterministico Hamiltoniano. de modo que utilizaremos também os
conceitos fundamentais da teoria de sistemas Hamiiltonianos, cuja referéncia
basica é [5].

Neste contexto, ¢ estudo do volume cadtico exerce papel relevante. pois
traz informacoes quantitativas a respeito da quantidade de caos exibida pelo
sistema cldssico em diversos regimes de trabalho. Em outras palavras. ¢ uma
estimativa da probabilidade de se obter uma condicao inicial cadtica mediante
um sorteto Imparcial em toda a extensao do espago de fase classico. Para
tanto. o volume cadtico é definido como o numero de trajetdrias caoticas
encontradas em um ensemble de condigoes iniciais. 0 qual deve ser um bom



representante do volume do espaco de fase do sistema analisado,

Nosso campo de pesquisa sera o modele do Maser Cadtico. que corres-
ponde ao modelo de Javnes-Cummings de N dtomos, o qual consiste no mals
stmples modelo de nmeracao radiacao-matéria em alguns regimes especificos,
Amportancia desse modelo se encontra também no fato de que pode ser
implementado experimentaliente [6]. permitindo, em alguns casos, o con-
fronto entre a experiéncia e a teoria. Além disso, esse sistermna possul um
andlogo cldssico bem determinado. o que tem possibilitado a andlise de com-
portamentos cadticos em regimes semiclassicos [7.. estudos de fundamental
importancia para o entendimento do caos quantico.

Para se timplementar o estudo sistemmatico do volume cadtico do modelo
do Maser Caético Cldssico, é necessdrio o auxilio de um gerador de nimeros
aleatérios que produza o ensemble de condictes inicials que devemn ser clas-
sificadas como cadticas ou regulares proporcionando a andlise percentual do
caos apresentado pelo sistema. Esse gerador deve ser capaz de realizar um
sorteio inparcial de modo que nao haja porgoes privilegtadas do hipervolume
do espaco de fase. Além disso. precisa conhecer os limites’ desse espaco de
fase. os quais sao determinados pela superficie de energia definida através da
Hamiltoniana cliassica do sistema. Por 1sso mesmo, uma ctapa importante
do processo é a determinacao dos limites classicos do sistema. (O proximo
passo € a classificacio de cada elemento do ensemble de trajetérias por meio
do cdleulo de seu malor expoente de Lyvapunov. Assim, a trajetéria serai
classificada como regular. caso esse expoente seja nulo e serd cadtica quando
o expoente for positivo. sendo que teremos sempre o ampare das secdes de
Pomecaré para analise da condicao dinamica de cada trajetoria. De fato. a
secao deve mostrar um toro ou um ponto (caso de uma orbita periédica)
para trajetorias regulares e um rmar aleatorio de pontos para uma trajetoria
cadtica. Com essas ferramentas, resta entao definir os regimes dinanticos com
os quals se quer trabalhar e fazer os devidos “ajustes” numéricos necessarios.

Este trabalho traz ainda um outro resultado que merece grande destaque.
O sistema estudado apresentou uma propriedade extremamente interessan-
te e que possivelmente poderd ser vislumbrada em outros sistemas. Essa
propriedade. que entendemos. é determinada pela borda do espago de fase
classico nas variavels de spin, tem mostrado que trajetdrias regnlares. situa-
das em um regime estritamente integravel. apresentam expoente de Lyapunov

'Estamos nos referindo aos limites que definem o volume energeticamente acessivel a
dinamica do sistema.



positivo. Em outras palavras. obtemos unla divergéncia exponencial média
entre trajetonas vizinhas regulares. Outros testes numeéricos corroboram es-
te resultado. mostrando que wmn elemento de volume ¢ldssico, preparado em
um reglme ntegravel. se deforma de maneira significativamente rapida nas
vizinhancas da borda do sistema.

Esta propriedade classica. a qual chamamos de efeito de borda. tem tra-
zido contribuigtes importantes para estudos de propriedades quanticas conio
o da decoeréncia. Recentemente. tentamos entender o comportamento osci-
latdrio da entropia linear quantica em regime semiclassico. através da analise
da evolucdo dinamica de um pacote clissico {rente ao efeito de borda. Os
resultados ate entao obtidoes sdao hem explicados levando-se em conta o efeito
de borda. o que fundamenta ainda mals esse conceito.

A tese foi organizada em cinco capiutlos. descrevendo os resultados para
o volume caotico e as evidencias classicas da presenca do cfeito de borda.
No primeiro capitulo. apresentamos suscintamente o ferramental teérico ne-
cessario para o desenvolvimento do trabalho. onde explicitamos as defini¢oes
do volume cadtico, expoentes de Lvapunoy e secoes de Poincaré. No segun-
do capitulo. fazemos uma breve apresentacdo do modelo do NMaser Cadtico.
descrevendo a Hamiltoniana quantica e seu andlogo classico. No capitulo
trés. discutimos o aparato computacional envolvido nos cdlculos do volume
caotico e apresentamos o calculo analitico dos lmites numéricos do espaco
de fase classico. No quarto capitulo. apresentamos os resultados do estudo
sisternatico do volume cadtico em funcdo dos parametros de acoplamento do
sistema quantico. Neste capitulo sao mostrados todos os calculos e justifi-
cativas para os reglmes adotados e valores de parametros utihzados. Além
disso. apresentamos as primeiras evidéncias do efetto de borda e a relacao
entre o valor quantitativo dos expoentes de Lyvapunov e a constante de aco-
plamento G'. Este resultado mostra que a divergéncia média entre trajetérias
cresce junto com o parameiro (7. ou seja, 4 medida que G’ aumenta. ocor-
re nao 86 0 aumento da quentidade de caos (probabilidade de se encontrar
uma trajetoria cadtica no espaco de fase) mas também da qualidede do caos
(divergéncia média entre trajetérias). Finalmente. no capitulo cinco. é feita
a discussao do efeito de borda. onde se observa que a borda é oriunda de
uma mudanca de topologia no espago de fase de spin. Nesse capitulo apre-
sentamos todos os resultados numeéricos e as evidéncias tedricas que levam a
crer que o efeito de borda existe e que proporcioua um efeito de afastamento
exponencial em regimes completamente integraveis. Além disso, observa-se
urn efeito semelhante para a separatriz do movimento. que também provoca
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(indiretamentey wm afastamento exporncicial entre as partes de um pacote
classico de condigoes iniciais. De qualquer forma. ambos os efeitos parecem
nos advertir de que ¢ imprudente assoclar caos simplesmente a separacio
exponencial entre trajetdrias vizinhas, pelo menos no caso em que parte do
sistemna possul espaco de fase finito. Na altima parte desse trabalho. discu-
timos criticamente oz resultados obtidos e apresentamos algumas perguntas
ou propostas que podem ser observadas como um complemento para esse
trabalho.

11



Capitulo 1

Formalismo Classico

O nosso estudo do volume cadtico estd todo baseado na Mecanica Clédssica de
sistemas Hamiltonianos, de modo gue imclamos nosso trabalho com a apre-
sentagao de alguns conceitos fundamentais para a compreensao dos fenémenos
que serao discutidos nessa tese. Estaremos pressupoudo conhecimentos basicos
da teoria classica do formalismo Hamiltoniano. o qual é fundamental para a
descricao dos sistemas cadticos.

Desta forma. esse capitulo foi dividido em se¢des com os principais concel-
tos a serem entendidos. Comecamos definindo o conceito de Volume Caotico.
o qual ¢ o objetivo central desse trabalho, e em seguida fazemos uma breve
discussao sobre o0s expoentes de Lvapunov e as se¢ées de Poincaré, quantida-
des de fundamental importancia para o desenvolvimento desse trabalho.

1.1 Volume Cadtico

O volume cadtico, definido nos trabalhos [8. 9]. é uma quantidade cldssica
que nos permite dizer qual a quantidade de caos existente no espago de fase
classico de um sistema Hamiltoniano. De maneira mais exata, o volume
cadtico fornece uma medida quantitativa da fracido do espaco de fase que é
preenchida por trajetdrias cadticas. Guiados pelos trabalhos citados acima.
defintmos o volume cadtico ¥ como:

v % (1.1)

onde » € o numero de condicoes 1nicials cadticas observadas no numero toral

-

N de condicdes “sorteadas” no espaco de fase do sistema em questdao. E

12



Importante notarmos que, da maneira como fol definido o volume cadtico,
preclsariantos. em principlo. de um numero infinito de trajetorias para que
cada fracio de volume do espaco de fase {osse representada. Para evitar
tamanho trabalho. precisaremos de algum critéric que possibilite o cilculo
a partir de wm mimero finito de trajetdrias. Tal critério serd comentado e
demtonstrado. numericamente. nas se¢Oes posteriores.

1.2 Ferramentas Classicas

A teoria classica do caos deterministico se encontra atualmente em sittuacao
bastante comoda. dispondo de varios teoremas iImportantes e uma boa quan-
tidade de informagdes bem definidas a respeito dos sistemas cadticos. Nas
proximas secoes daremos especial atencao a duas ferramentas fundamentais
para nosso trabalho: expoentes de Lyapunov e secoes de Poincaréd. Tais
objetos constituem duas importantes ferramentas para a teoria de sistemas
dinamicos em geral. pois nos permitem identificar e quantificar o caos de
maneira bem determinada.

1.2.1 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lvapunov podem ser considerados grandes medidores “qua-
litativos™ de caos. Ao contrario do volume cadtico, que fornece uma medida
da quantidade de caos que ocupa ¢ espaco de fase, 0s expoentes de Layvpunov
atestam a intensidade do caos existente. De fato. da maneira como sio de-
finidos, esses nilmeros fornecem, a tempos fongos. wma medida quantitativa
do afastamento exponencial médio das vizinhangas de uma determinada tra-
jetoria. Em outras palavras, proporcionam uma medida da estocasticidade
do sistema. além de manterem relacdo intima com medidas de aleatoriedade
como a entropia de Kolmogorov [20]. Um pequeno histérico dos expoentes de
Lyapunov é apresentado na referéncia [3] com citagbes de trabalhos que foram
determinantes no processo de evolucao do préoprio conceito e dos métodos de
calculo desses expoentes.

De maneira geral. podemos definir o expoente de Lvapunov dentro de
um fluxo x(t} gerado por um sistema autdénomo m-dimensional de 1% ordem
representado por m equacoes diferenciais:

13



edr;
dt

onde Vix) ¢ um campo vetorial arbitrario.
Considere-se entao uma m-csfera infinitesimal de raio d{0). centrada em

= 1;{x}. i=1...0m (1.2)

um veror condigao inicial x(0} e uma segunda condicdo inicial y{0) = x(0) =
d{0]. a qual define a direcao do vetor d(0). Entdo, o raio inicial ¢ dado por:

A0) = Iy (0) — x(0)]| = |d(0)]" (1.3)

No limite de um rate inicial arbitrariamente pequeno teremos nitrm instan-
te £, apds uma aplicacao 7 (que derermina a evolucdo temporal do sistema).
uma distor¢ao linear da m-esfera que a transformard em um elipséide. Entao.
sendo d(f} a4 nova distancia entre as duas trajetdrias vizinhas evoluidas, de-
finimos o cocficiente de divergéncia exponencial média. ou expoeute de Lyva-
PULOY, COMI:

, 1. qld(#)]
Alx(01.d{t)) = Jim lim —lni—_(-—li

(1.4)
f—2 df{01—0 § d((]] ) !

o qual. pode ser mostrade 20]. existe e ¢ finito. A diregdo do vetor d{t) =
yvi{t) — x(t) ¢ determinada pela evolucio das trajetdrias em questdo, mas
podemos escolher uma base arbitraria {¢;} a partir da qual define-se um
espectro de exrpoentes de Lyapunou:

U _. . , 1T |dit) el R
Adx(0)}) = A(x(0). ;) = zll.}-l;; d{lﬂl}rr_l__o 7 In a0y (1.5)

os quals podem ser ordenados de acordo com sua maguitude
Al Z A Z A3 2 2 A (1.6)

Uma vez definida a base {€;}. cada expoente indicard a divergéncia média
em uma direcao especifica. Logo. os expoentes positivos (negativos) indicarao
que a esfera infinitesimal estd se expandindo {(contraindo). Por outro lado
os expoentes nulos serao indicadores de que o volume sob o fluxe dinamico
nao cstd se expandindo significativamente. ou nao o faz exponencialmente.
Assim. esperamos que em sistemas Hamiltonianos integriveis todos os ex-
poentes se anulem (um exemplo analitico bastante sliples desse fato é dado
na referéncia [3]). Além disso, qualquer sistema dinamico sem um ponto fixo.
deve apresentar pelo menos um expoente de Lyvapunov nulo. correspondendo

14



a direcao tangente ao fluxo. para a qual o volume sofre uma mudanca muito
lenta. Da mesma forma. espera-se obter pelo menos um expoente uegativo
para o caso de sisternas dinamicos dissipativos.

N0 nosso caso em particilar. estudaremos um sistema dinamico Hamilto-
niano conservativo com dols graus de liberdade que apresenta regimes mistos
(contendo caos e ithas de regularidade) e faremos medidas do maior expoente
de Lvapunov. A(d] = A;. Emao poderemos identificar as trajetorias como
sendo cadticas. se Ay for positivo. ou regulares, caso A seja nulo. Mals tar-
de voltaremos a falar dos expoentes de Lyvapunov afim de explicitarmos os
detalhes para a implementacao numeérica do conceito.

1.2.2 Secoes de Poincaré

Na secao anterior observamos a importancia dos expoentes de Lyvapunov co-
mo “detectores” da divergéncia média entre irajetorias vizinhas e. portanto,
indicadores da existéncia de caos. Agora, discutiremos de maneira suscin-
ta. as seqoes de Poincare, que também funcionam conie indicadores de caos
e. DOT 1SS0 mesmo, tém sua parcela de importancia no esiudo de sistemas
dindmicos Hamiltonianos.

O concelto de segao fol introduzide por Poincaré para resolver o problema
da visualizagao das trajetdrias no espaco de fase. De fato. para um sistema
Hamiltoniano com .V graus de liberdade. teremos um espace de fase com
dimensac 2:V e a visualizacdo se torna impossivel ja para dois graus de li-
berdade. Poincaré mostrou que as propriedades do Huxo dinamico continno
podem ser vislumbradas em um mapa discreto bidimensional, o qual passou
a ser chamado secao de FPoincaré.

As se¢oes de Poincaré. ou mapas de se¢do como sac comumnente chama-
dos, pedem ser conceltualmente entendidos como um corte no fluxe dinamico.
De fato. sua construgdo € feita da seguinte maneira: seja um sistema Ha-
miltoniano conservativo! com N graus de liberdade definido com o vinculo
Hig.p} = E: & medida que o sistema cvolul. monitora-se o fluxo de tra-
jetorias através de um dos subespagos de fase. por exemplo o plano g¢.pi:
isso € feito localizando esse plano no espaco de fase através de uma cscolha
do tipo ¢, = 0 (com i = 1...Nei# k)ep, =0 {comj=1..Ne
7 # (k ¢ a)): entdo. sempre que uma trajetdria chegar a essa superficie com

'A partir desse momento estaremos sempre nos referindo a sistemas dinamicos como
sendo também Hamiltonianos e conservativos. pelo fato de serem nosso objeto de estudo.
a menos gue especifiquemos o contrario.
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pe > O {sentido escollido arbitranamente}. marcamos o ponto na segao. O
resultado € a secao de Poincaré. que consiste em um mapa discreto bidimen-
sional que reflere o fluxo dindmico atravessando um determinado plano num
sentido especifico’. Um exemplo analitico do cdleulo da secao de Poincaré
é desenvolvide para o oscilador harmonico bidimensional em uma lingua-
gem bastante introdutdria por Aguiar [10]. Para abordagens mais formais,
pode-se consultar as referénetas [2 ¢ 3,

Através dos mapas de secao. podemos identificar o aspecto cadtico do
sistema. Tomando-se um grande niimero de condigoes iniciais. evoluimos o
sistema e construimos a secao utilizando o método acima descrito. Caso o
sisterna Se encoutre em um regime totalmente cadtico. teremos uma secao
completamente preenchida de pontos. pois cada trajetéria deve visitar todo
o espaqo de fase energeticamente acessivel. Em contrapartida. no caso de um
sistema integravel a secao mostrard curvas fechadas (concéntricas) de pontos,
Indicando que as trajetorias evoluem sobre foros. o que implica em reguta-
ridade 2]. No'caso de sistemas mistos. as duas situacdes devem ocorrer e a
secao exibira ilhas de regularidade {curvas fechadas concéntricas) ¢ um mar
cadtico preenchendo todo o espaco restante. As secoes podem revelar também
a presenca de separatrizes on regides com caos fing®. explicitando, portanto.
todos os detalhes e riquezas do sistema dindmico. De maneira igualmente
boa. as secoes podem ser utilizadas ainda para caracterizar qualitafivamente
uma trajetdria especifica como cadtica ou regular. Basta ohservarmos o pa-
drao exibido pela secao utilizando o critério citado acima. Nesse trabalho. as
se¢oes de Potncaré e os expoentes de Lyvapunov exercerao papel fundamental
para a identificacao da caoticidade dos ensembles de trajetorias que serao
utilizados para a determinacao do volume cadtico.

Nesse capitulo. apresentamos as ferramentas necessarias para o desenvol-
vimento desse trabalho, os expoentes de Lyvapunov e as secoes de Poincaré.
Além disso. definimos o volume cadtico, que é o objeto central da tese. No
proximo capitulo apresentaremos o Modelo do Maser Cadtico. o qual sera
nesso campo de estudo.

“Em secdes posteriores serdo mostrados diversos exemplos de secoes de Polncaré para
diversos regimes de wum sisteria

*Chamamos de caos fino as estreitas regides de caos quase invisiveis nas secoes. Podem
ser observadas por exemplo. proximas da separatriz do movimento durante a guebra de
integrabilidade do ststema.
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Capitulo 2

O Modelo do Maser Cadtico

Neste capitulo apresentamos as versoes quantica e classica do modelo Spin-
Boson. também chamado modelo do Maser Cadtico, o qual serd investigado e
para o qual serd realizado o estudo sistermatico do volume caético. Discutire-
mos tamhém. de maneira suscinta. as principals caracteristicas de cada uma
das Hamiltonianas apresentadas. introduzindo os conceitos basicos sobre o
sistema.

2.1 O Modelo Quéantico

O modelo do Maser Cadtico descreve quanticamente a interagao de N dtomos
de dois nivels com um campo eletromagnético de apenas uma frequencia
dentro de uma cavidade dptica de alta qualidade. Essa situacio fisica é
descrita pelo Hamiltoniano quantico que representa o modelo de Jaynes-
Cummings para V' atomos 11]:

7 C it + T - St Al )
A - (2.1)

onde w; ¢ 0 modo do campo eletromagnético da cavidade utilizada, = cor-
responde & frequencia da separacdo em energia dos niveis dos atomnos inci-
dentes, @ e @' sdo os operadores usuais de Bose e J. e J. sio os operadores
usuais do grupo SU({2). Este Hamiltoniano corresponde ao sistema mais
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simples que simula o modelo do Maser de Dicke 12!, ¢ representa. em al-
guns reghimes especificos, 0 modelo mais simples para o estudo da interagao
radiacao-matéria. Assim. além de poder ser resolvido analiticamente em al-
guns regimes {G" = 0). esse modelo receben também bastante arencdo pelo
fato de poder ser implementado experimentalmente 6.

Fste Hamiltoniano é constituido hasicamente por dois termos livres e dois
de interacio. O primeiro termo corresponde ao Hamiltoniano da cavidade
Optica, que descreve o numero de fétons na cavidade com um inico modo
permitido, dado por wg. O segundo termo representa o Hamilteniano dos
N = 2] atomos, que estao dispostos na cavidade de uma tal maneira que se
pode desprezar termos de interacdo entre atomos. Podemos representar esse
termo utilizando o operador de spin J, [13], lembrando que estamos traba-
thando com atomos de dois niveis relevantes e que = corresponde a frequencia
da separagao em energia dos njveis dos atomos incidentes. O terceiro e gquar-
to termos sao Hamiltonianos de interacao que representam dois diferentes
processos elementares. No terceiro Lermao. tENIOs 05 Processos ressonantes.
onde podemos ter a absorcao de num forton pelo atomo e sua consequente
transicao para o estado excitado {a.7.) e a emissao de um [6ton pelo dtomo
seguida de sua desexcitacao (@' J_). No quarto termo. estiao relacionados os
termos chamados anti-ressonantes ou termos conbra-girantes’. que represen-
tam a absorcdo de um féton pelo dtomo seguida de sua desexcitacio (aJ_)
e a emissido de um féton pelo atomo seguida da excitagdo do mesmo {a'.J_).
Essa interpretacao ¢ completamente vialida no caso ressonante £ = wy, regime
adotado para o nosso estudo.

Outra caracteristica bastante importante desse sistema, é a diferenca de
dimensao de cada subespaco. Para os dtomos. temos um subespaco de di-
mensao finita 2./ -1, determinada pelas proje¢oes do spin total, enquanto que
para o subespaco do campo. temos dimensao infinita. Essa propriedade do
sisterma serd determinante para a compreensao de algumas manifestagoes do
sistema cldssico. Para uma descrigao mais detalhada do modelo de Jaynes-
Cuminings. ver referéncias 14 e [15].

'Esses termos, isoladamente. ndo conservam energia e por isso sao reconhecidos como
Processos virtuals.
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2.2 O Analogo Classico

O andlogo cldssico desse sistema pode ser obtido, como mostram Aguiar et of
[16]. através de uma representacao de estados coerentes normalizados seguida
de mina transformacao usual de coordenadas. O calculo se inicia tomande-se
o valor esperado da Hamiltoniana quantica:

Hylz. 2, w. @) = (2w H|zw) (2.2)

onde usamos estados (2w} construidos a partir do produto tensorial entre [z},
o usual estado coerente para bdsons sendo que |0) é o estado fundamental
do oscilador harménico isolado, e jw), o estado de Bloch associado ao grupo
SU(2) sendo que |J. —.J} representa o estado com spin J e projecac J. = —.J.
Matematicamente, temos a8 CXpressoes:

zuy = 12 & |uh
—2E/2 a7 |y (9
|2} = 7T e 0) (2.3)
[y = (1 4+ w@) Te*=" 0 =T
Agora. realizamos uma transformacao para coordenadas cartesianas uti-
lizando as seguintes equagoes:

£ —LH
Pt (2.4)

2= —=lpy 4 145 w =
’ \__;-)\[*} 12) /_Ur_( 2 "_‘}

E V4 — (1 +
onde I e i sa0 obtidos tomando-se o complexo conjugado de z ¢ w. Assim,
utilizando as equagées (2.3) e (2.4). calcula-se a Hamiltoniana classica que
sarisfaz as equacoes de movimento usuais®:

T 5 4
( ) L pied
hr,:,r'l\q.p) = ;Hl —:—L.'.«'[)Hg e \Iu 1 -

W, (Gipipa = Goqugz)  (2.5)

onde

1.
Hi = 5 +q)

‘Devemos notar que a inversao de sinais nas equagoes de movimento se devem A escolha
feita na parametrizacdo de = e w '16].
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Hy = S0+
G_:_ = G:GF

de modo gue temos um sistema classico Hamiltoniane bidimensional com es-
paco de fase quadridimensional. Como fica claro. a Hamiltomana classica é
composta por dois Hamiltonianos de osciladores harmanicos. 1| e H,, e ter-
mos de acoplamento ndo linear controlados pelos parametros G e G_. Os
indices *17 e *27 referem-se respectivamente aos correspondentes classicos
das variaveis dos atomos e do campo. Tal correspondéncia pode ser imedia-
tamente identificada se notarmos que o espaco de fase € finito nas variavels
p1 € g1 (observe-se a railz quadrada do termo de interacao), o que correspon-
de a limitacao quantica das projecoes do spin. As equagoes de movimento
encontradas mediante o processo aciima descrito s3o:

o_oH . +pi ¢ Gipm+Goqg
— T — T - WAt - I — T —
“T T 1 P2y E Y R A
_ : Y 17
. OH oad=pt o Gopipe + Goqige
Pu=g =i Gyl - S - e
dq ' 4.7 4. V"fl 9 :Jp-' (2.7)
, 8H Gopily o =P
Gy = —— = —wops — Gapy)1 — —1
SRR V)
oH [ q} +pi
b= o = g + gyl — ———
g 4, o T G’LV 17

Esse sistermna classico ja fo1 bastante estudado quanto as snas propriedades
dinamicas e sua existéncia e unicidade foram devidamente discutidas [17]. O
sistema apresenta regimes de integrabilidade. com &' = 0 e ¢ > 0. quando
pode ser identificada uma separatriz do movimento, e regimes mistos on
completamente cadticos (aparentemente) para ¢ e (' nao nulos. Dentro desse
contexto. o estudo do volume cadtico recebe sua devida importancia. pois
trata de quantificar o caos do sistema. atribuindo-lhe nimeros percentuais.
em fun¢ac dos parametros de acoplamento G ¢ (7, os quals determinam o
regime dinamico.

Ja ternos entao definidas todas as ferramentas basicas e o campo de estu-
do sobre ¢ qual vamos trabalhar. No proximo capitulo, vamos organizar os
procedimentos e métodos que deverdo ser adotados para atacarmos numeri-
camente a questao do caleulo do volume cadtico.
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Capitulo 3

Métodos Numeéricos

Neste capitulo serdo apresentados os procedimentos ¢ meétodos IUmMETICoS
necessarios para o calculo do volume cadtico associado ao espaco de fase
classico do modelo do Maser Cadtico. Iniciaremos redefinindo os conceltos
de expoente de Lyapunov e volume cadtico dentro do referencial numérico,
utilizando as dire¢oes usuals apresentadas em diversos trabalhos relacionados
ao tema.,

3.1 Procedimentos

De acordo com a defini¢do apresentada no capitulo 1. o cdleulo do volume
cadtico requer alguns cuidados para sua execucgio. De fato. como sugere o
préprio noeme. precisamos em primeiro lugar definir o volume do espaco que
queremos classificar. No caso de um hipervolume no espago de fase quadri-
dimensional. o qual é limitado por uma superficie de energia constante. sua
defini¢io numérica nio é tdo imediata. Em seguida. precisaremos definir o
nosso ensemble de trajetérias que “represente”’ todo o espaco de fase e esta-
belecer critérios para a classificacao das mesmas como cadticas ou regulares.
Com estes dados. teremos condicoes de determinar a porcentagem caotica
do espaco de fase para uma escala pré-determinada para os parametros de
controle.

De maueira eeral, o estudo sistematico do volume cadtico pode ser im-
plementado por meio das seguintes etapas:
(1) Definicdo numérica dos limites do espaco de fase.
(2} Definicao do ensemble de trajetdrias representante do volume delimitado.
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(3) Classificacdo de cada clemento do ensemble através de mapas de secao o
expocntes de Lyvapunov.

(1 Calculo sistemauico do volume cadtico em funcio dos parametros de in-
teragao.

Nas proximas secoes, entrarermos nos detalhes da implementacao de cada
passo citado acima. explicitando os detalhes dos métodos numéricos utiliza-
dos. Lembremo-nos que daqui por diante todo o cdleulo serd desenvolvido
no espago de fase classico assoclado ao Hamiltoniano Maser Cadtico.

3.2 Limites do Espaco de Fase

De acordo com nossa definicao de volume cadtico. esse conceito nos dara a
informacao da porcentagem cadtica do espaco de fase. Assim. é inevitdvel
delimitarmes em primeiro lugar o volume sobre o qual estamos falando para
que possamos “escolher”. de maneira adequada. o ensemble de condigoes
iniciais a serem estudadas. Alais tarde. ficard evidente a necessidade de se
definir numericamentce os limites do espaco de fase.

O volume do espaco de fase ¢ dado como sendo o hipervolume limitado
pela superficie de energia definida sobre a qual a funcdo Hamiltoniana tem
valor constante H{q.p) = £E. No nosso caso de estudo [ver cq. 2.5}, temos
uma limitagao “extra” no espaco de fase das variavies {g;. p;}. representantes
classicas do spin. dada pela raiz quadrada. Devido a essa caracteristica do
sistema, definido o valor de J. temos a limitacdo do subespaco de fase das

variaveis (g1, p1):

pi+qi <47 (3.1)

onde fica claro que a regido energeticamente acessivel nessas varidvels € o
mntertor de um circulo de raio v/4.J centrado na origem. Temos. portanto. os
limites numéricos para essas variaveis dinamicas:

Vil <q <V — VAT < p < V1T (3.2)

Por ontro lado. para as variaveis (¢o. p»), nao ha nenhuma indicacao ime-
diata do limite numérico do espaco de fase como aquele da eq. 3.2, A saida
¢ entdo tentarnios encontrar o himite de uma das coordenadas restantes e
calcular o limite da outra através do vinculo com a superficie de energia
constante.
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Tudo 1550 pode ser feito. através do calculo de maximos e minimos de uma
funcao g2 = golg,. pr.pa. EY. Essa funcdo pode ser encontrada resolvendo-
se uma equagao do segundo grau oriunda de (2.5). com Hig.p) = E =
constante:

g3 = bgs +c =10

- 2¢,G_ \-‘fl B g + pt

(3.3)
i) / 1.7 .

- 5 i 2 42 T -
I S oy 2pipaGo gt +p° E+:T
c=p;+ _""0 [\qf +pi) = — , \.-"lll iy 2— ;
W W . w

onde b = blg1. ) e ¢ = ¢lqi. p1. pp) sd0 constantes determinadas pelas demais
variavels dindmicas. Dessa forma. nosso trabalho se resume em encontrar
maximos ¢ minimos de uma funcao de trés variavels reals, dada por:

—h £ VB — dc
)

Go=(g1.p1.p2) = (3.4)

O mérodo utilizado para se calcular maximos ¢ minimos de uma fungao
desse tipo ¢ lundamemado em uma série de tecremas do cdlculo. os quais po-
dem ser encontrados na maioria dos livros diddticos especializados em cdlculo
[18%. O procedimento. envolve o cdlculo de diversas derivadas parciais de pri-
meira e de segunda ordem, seguido de analises de seus valores e do calculo
de determinantes Hessianos. Para a funcdo (3.4), esse é um cilculo extre-
mamente complexo. Em primeiro ugar. seria necessario encontrar o ponto
critico de ¢;. ou seja, precisariamos resolver o sistema air!q-z[ql.p],pg) = 0.
COM r; = g1.pP1, P2 MO entanto. se substituirmos b ¢ ¢, dados por {3.3). na
eq.{3.4), veremos que esta € uma tarefa nada facil. De fato, o que acontece é
que se obtém um sistema de equacdes transcendentais a ser resolvido. Uma
possivel alternativa seria resolvermos o problema numericamente, porém op-
tamos por um caminho que nos pareceu mais rapido e pratico,

A salda encontrada fol fundamentada na scguinte idéia: sabemos que em
uma equacao de segundo grau com apenas uma variavel real (y = f(x) =
r? ~ br + ¢). a constante b estd relacionada com a posi¢io do maximo da
pardbola {7,,., = —b/2) enquanto a coustante ¢ corresponde ac ponto em
que a parabola interceptra o eixo y. Entdo. esperamos que a mator raiz (y. )
seja obtida quando tivermos um valor mdximo para |b| ¢ um valor minimo
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para ¢, 0 que também fica evidente na equacao {3.4). Dessa forma. o proble-
ma se resume ao problema de maximos e minimos de duas fun¢des simples
de trés variavels reais: b = b{qr.p1) e ¢ = elgr.p.p2). Obviamente. to-
mando essa direcao. obteremos a maximizacao de b e 4 mininnzacio de ¢
nao necessariamente cem os mesmo valores de {g.pr. o). No cntanto. este
nao constitul um problema muito seério pois o que estaremos fazendo é su-
perestimar o valor da raiz da equacdo (3.4). Em outras palavras. estaremos
atribuindo uma amplitude mator ao espaco de fase na dire¢do g». Entretanto.
se em algum momento escolhermos um valor de ¢, que esteja realmente fora
dos limites da superficie de energia e que, portanto, nac permita o cilculo
da dltima varidvel dinamica, p;. entdo este scra automaticamente desprezado
pelo programa numeérico como uma condicio inadequada.

O célculo de gomg, fol realizado com os métodos comuns ja citados acima
e se encontra detathado no apéndice A. Para se obter o resultado. depols da
andlise de maximos e minimos. sao impostas algumas condicdes sobre G_ e
G_. O resultado final obtido foi:

|g2mr}..?‘| = G_\/j — \/2{}5 + }\, e JG%

. (3.5)
o<l gl
comy <G, <1
e
, N 1
|Y2maz = G VJi+ . |2E+.7 (Gi + G5+ =5
(3.6)
com 0< |G| <1
' 1< G <2
onde G: = G = G'. Assim. temos estabelecido também os limites para as

constantes de acoplaniento G e G'. 0s quais sdo ditados pelas equacdes {3.5)
e (3.6) sendo gue. para alguns valores especificos. ndo teremos a definicao
dos limites do espago de fase. Esses valores criticos correspondent. matema-
ticamente. z0$ pontos em que b ou ¢ se transformam em pontos de sela. ou
seja, 0s Critéros de maximos e minimos nao sao satisfeitos. Assim. os limites
dos parametros de acoplamento sao:



~0<G <1 o { G+ #1
= 0< G <1 MY 6 -G #£0

Desta forma. temos definida a escala dos valores dos parametros de in-
teragao para a ¢ual sera realizado o estudo do volume cadtico. Note-se que
esses valores podem situar 0s termos de interacao como termos perturbativos
(G e G pequenos) ou como termos significativos na Hamiltoniana quantica.
o que possibilita a andlise de efeitos devidos a quebra da integrabilidade do
sistema cldssico.

Apesar da exclusao de regimes com G = G’. podemos determinar facil-
mente os limites do espago de [ase no case ¢ = &' = (. notando simplesmente
que a superficie de energia passa a ser descrita por um elipsoide quadridi-
mensional:

(3.7)

* 7 1 '

Py g o 45 .
Pt . - - =FE+:] (3.8)
(1/z)  (1/=) (L/wo) N (1/wy) e

De posse das equacdes (3.2)-(3.8), podemos sempre escolher trés varidvels

dindamicas e caleular a quarta (p) através do vinculo da energia constante.
Assim. ! pode-se eseolher condigdes inicials que estejam sobre a superficic de
energia dada. Logo. j4 teros o conhecimento dos limites numdéricos do espaco
de fase com o qual estamos trabalhando, de modo que podemos escolhier de
mancira adequada o ensemble de condicdes inicials que representari o volume

do espaco de fase.

3.3 Ensemble de Trajetdrias

Uma vez determinadas as amplitudes no espaco de fase. podemos encontrar
o ensemble de condigdes Inicials que representara o volume do espaco de
fase no calculo do volume cadtico. De fato, se observarnios que estamos
utilizando pontos. cuja dimensac € nula. para descrever um hipervolume
de dimensdo quatro, veremos que seria necessirio um numero infinito de
trajetdrias para descrever completamente cada elemento do hipervolume. Em
outras palavras. a primelra pista que temos a respeito do ensemble utilizado
é que ele deve ser bustante denso e estar contido dentro do volume limitado
pela superficie de energia £.

‘Obviamente devermnos lembrar que gamq, foi superestimado e. portanto, algumas con-
di¢oes iniclats serao automaticamente desconsideradas.
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Sabemos entretanto. que ¢ invidvel analisar um numero razoavelmente
grande de trajetdrias durante tempos longos. ou seja. estamos diante de li-
mitacoes praticas. OO rempo de computacao e a quantidade de informacao
armazenada seriam extremamente grandes. Diante desse inconvenienre. so-
mos for¢ados a “escolher”™ wn mimero reduzide de condigoes iniciais. mas
qUC $EJAm As mais representativas possivel do velume em questao. A idéa.
utilizada na referéncia [9:. € entdo utilizar uma distribuicio aleardnria de con-
digdes inicials, ou seja. utilizar uma distribuicao tal que nao privilegie alguma
regiao particular do espago de fase.

Para implementar essa 1déla. utilizamos uma das subrotinas usuais encon-
tradas em [19]. A\ escolha dessa rotina aconteceu por observacdo de critérios
de velocidade em competicao com critérios de periodos® das subrotinas ofe-
recidas. A subrotina “ran0”. segundo informagoes da propria referéncia. é
uma das mais stimples e a que oferece a melhor relacao velocidade-periodo e.
portanio. nos pareceu a mais adequada aos nossos objetivos.

A subrotina escolhida, gera nimeros aleatdrios dentro do intervalo 0, 1),

" Por essa razio cla foi colocada dentro de um programa que utiliza as infor-
macoes sobre 0s limites do espaco de fase para acomodar o intervalo gerado
pela subrotina dentro do espaco de fase. Além disso. a subrotina também ¢
acionada para gerar um outro digito que determina o sinal da varidavel gera-
da. Com essas ferramentas. geramos, a cada iteracio. o trio {g. p;. gu). com
SEUS respectivos sinals. sendo que a quarta variavel dinamica é caleulada com
E constante. Na figura 3.1, temos um exemplo de 10000 condicoes iniciais.
“sorteadas” pelo gerador aleatério e projetadas e cada subespago.

3.4 Classificacao dos Elementos do Ensemble

Uma vez definido numericamente o volume do espaco de fase e preparado
o enserble de condicoes inicials representantes desse volume. o cdleulo do
volume cadtico se dard com a classificacao de cada elemento do ensemble
como cadtico ou regular. Nessa secao, discutiremos os métodos numeéricos que
serdo utilizados nesse processo de selecdo. a saber os expoentes de Lyvapunov
e as secoes de Poincaré.

2A definicdo de perindo encontrada na referéncia [19] se refere ao numero de saldas
geradas até que comece a ocorrer algum tipo de repetigéo.
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Figura 3.1: Proje¢oes da saida do gerador aleatério com 10000 condigdes iniciais.
Calculo realizado com G = 0.5, &' = 0.2, E = 85 e J = 4.5. Observe-se a
topologia cilindrica do espago de fase.
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3.4.1 Ciélculo dos Expoentes de Lyapunov

No capitulo 1, definiinos de maneira bastante geral. apesar de pouco formal.
os expoentes de Lyvapuuov para um fluxo dinamico Hamiltoniano, Naquele
instante. o calculo era feito simplesmente comparando-se a distancia. no cs-
pa¢o de fase mi-dimensional. entre duas trajetérias arbitrariamente proximas
inicialmente, No entanto. numericamente, quando tratamos sistemas cadticos.
onde ocorre divergencia exponencial das condi¢ocs iniclals. a comparacao en-
tre essas distancias pode rrazer inconvenlentes. dada a ordem de grandeza
dos numeros em questdo. De fato, quando comparadas com a distancia
inicial adotada. as distancias para tempos longos. podem tomar dimensdes
realmente grandes. provocando dificuldades {“overflows™) e imprecisoes no
calculo numerico.

Em 1976 (Benettin et al {20]) foi proposto um método de reescalas para
se resolver essa dificuldade no cilculo dos expoentes de Lyvapunov. Naguele
trabalho. é defimido um pariametro quantitative que, como se mostra, esta
intimamente relacionado 4 entropia de Kolmogorov e que. no limite de tem-
pos longos. resulta no mailor expoente de Lyapunov para o fluxo dinamico
associado. Utilizando a mesma notacao do referido artigo, temos:

A= nlll‘ll L,

| (3.9)
kur.x. d) = — Z
T =

onde A é ¢ malor expoente de Lvapunov e &, é 0 parametrc quantitativo
relacionado a entropia de Kolmogorov. A definicao de &, pode ser melhor
compreendida na figura 3.2. onde n é o numero de vezes que o sistema sofre
reescala apos evoiulr por intervalos iguais a 7. d; = ¥; — x; € a distancia no
espaco de fase multidimensional no momento da reescala e d é a distancia
Iniclal entre as trajetdrias a cada reescala, sendo que seu madulo é constante.

De acordo com o que estd demonstrado em [20]. no limite de n — .
k, — A. 0 qual cxiste. & finito e corresponde ao valor do maximo expoente
de Lvapunov. Além disso. no trabalho citado acima. algumas das proprie-
dades do parametro k,(7.x.d) sao listadas. A primeira delas. diz respeito
a dependencia nos valores dos parametros 7 ¢ d. De fato. no limite de o
suficientemente pequeno. &1, x.d) deve ser independente dos valores de +
e d. Quanto a dependéncia em x, teremos as caracteristicas do expoente
de Lvapunov. sendo que A serd positive e finito se a condicio inicial for to-

o
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Figura 3.2: BEsquema do método de reescalonamento [20] para o cdleulo do ex-
poente de Lvapunov,

mada numa regiao cadtica e scra nulo caso a condigao inicial seja escolhida
numa regiao regular. Desta forma, em principio. temos uma maneira “segu-
ra” de identificarmos as trajetorias como cadticas ou regulares. No préximo
capitulo. serao apresentados os testes das propriedades citadas acima. utili-
zando o Modelo do Maser Caético com campo de estudo.

3.4.2 O Papel das Secoes de Poincaré

Uma outra maneira de conseguirmos a identificacao dos elementos do ensem-
ble de condicoes iniciais. é utilizando as secoes de Poincaré. Em principio. a
se¢do apresenta algumas dificuldades numéricas para se atingir tal objetivo,
pois os integradores utilizados geralmente apresentam imprecisoes numnéricas
de forma a apresentar um certo esboroamento numa regido onde se espera
um toro. Além disso. se o sistema apresentar umn regime quase totalmen-
te caotico. teremos dificuldades para identificar uma trajetéria regular em
melo a esse mar cadtico. No entanto, para os nossos objetivos de identifi-
cacao do stefus de cada trajetoria, a secao pode ser utilizada para se observar
trajetorias individuals. Nesses casos, sempre ¢ possivel separar as regulares
das cadticas poils essas ultimas, visitam toda a porcdo do espaco de fase que
apresenta caos, de modo que podemos visualizar um mar cadtico com apenas
urma trajetoria. Na pratica, a secao trara a informacao de varias trajetdrias
sendo que cada uma sera diferenciada por uma cor cm particular.

A secao de Poincaré tera também uma outra funcao importante nesse tra-
balho. Como jé fol discutido anteriormente, precisaremos em algum momento
definir o niumero de condicoes iniciais que sera utilizado para representar o
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volume do espaco de fase. Em principio isso pode ser estimado a partir de
uma visualiza¢ao prévia da secao de Poincaré do sistema em diversos regimes.
Se imaginarmos por exemplo. um regime cm que o sistema seja quase coin-
pletamente cadtico. verenios na $e¢ao um mar cadtico ¢ saberemos que uma
trajetoria regular s6 seria encontrada mediante a escolha de wum ensemble
extremamente denso. ou seja. poderiamos ter um resultado de cem por cen-
to de caos com as primeiras 10000 condicoes niciais escolhidas. Em outras
palavras. nesse caso. a se¢ao indica que podemos tomar um ensemble menor
de condigoes iniciais. Analogamente, podemos utilizar 0 mesmo argumento
para o caso oposto, ou seja. quando o sistema se encontra num regime quase
completamente integravel. Nesse sentido. a se¢io de Poincaré pode ser um
bom indicador do tamanho do ensemble que pode ser utilizado. Por outro la-
do, essa argumentacao traz a tona, uma outra questdo bastante importante,
A 1mpossibilidade pratica de monitorarmos um ensemble totalmente denso
de condicoes iuiciais sobre todo o espaco de fase acarreta um certo “erro” no
cdlculo do volume cadtico que precisa ser entendido e estimado. Voltaremos
a cssa discussao no momento da apresentagao dos resultados.

De maneira geral. entendemos que o processo de classificagao dos ele-
mentos do ensemble pode ser bem sucedido mediante aplicaciao do monito-
ramento via secac de Poincaré e expoentes de Lvapunoy stmultaneamente.
Em principio. nos parece perfeitamente possivel implementar o processo uti-
lizando qualquer uma dessa duas ferramentas. porém as utilizaremos em
conjunto buscando sempre uma mator conflabilidade para o estudo propos-
to. No proximo capitulo serao mostrados exemplos numeéricos do processo de
classificacao das trajetorias.

3.5 Escolha dos Regimes Dinamicos

Ja estao definidos entao todas as ferramentas e procedimentos necessarios
a mmplementacao do calculo do volume cadtico. Os limites do espaco de
fase ja foram determinados e temos a disposicao um gerador de nidmeros
aleatdrios que pode criar um conjunto de condigoes inicials distribuido por
todo o espaco de fase encrgeticamente acessivel ao ststema dinamico. Criado
esse conjunto, podemos calcular o expoente de Lvapunov de cada uma das
trajetorias e classificar como cadtica {regular) aquela que apresentar expoente
de Lyapunov positivo {nulo}. Além disso. via se¢dao de Poincaré. temos uma
visualizagao da condicao de caos do sistema e obtemos a confirmacao da
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informacao dada pelos expoentes de Lvapunov. Entao o passo final é fazer a
divisao dos numeros obtidos em cada contagernl. como ¢ proposto na equacao
(L.1}.

O estudo sistemadtico do volume cadtico serd feito mediante a repeticao
do processo citado acima para uma grade de vartacao dos parametros de inte-
racio G e G'. A amplitude dessa escala fol escolhida com base nas condicoes
impostas sobre essas constantes quando definimos os limites do espago de fase
(equacdo 3.7). Além disso. fisicamente o sistema passa a ter comportamentos
qualitativamente diferentes (regime super-radiante [12, 21]) para parametros
fora dessa escala. Por esses motivos, decidiu-se realizar o estudo tomando-se
G e ' dentro do intervalo [0. 1], igualmente dividido em 10 partes. Portanto.
temos a0 todo 100 regimes a serem quantificados através do processo acima
descrito.

Para energia e spin total. foram escolhidos. respectivamente I = 8.5 ¢
J =45 (N =27 =9). Arazao desta escolha. reside no fato de que o sistema
quantico jd s¢ apresenta num limite semiclassico quando J > 4.5 [22, 23, 24y,
de modo gue eventuals comparacées entre os fendmenos quanticos e cldssicos.
possam ser feitas com malor seguranca. Além disso. como serd mostrado
no proximo capitulo. o valer de energia escolhido permite que o limite do
subespaco de fase nas variavels gy ¢ p| se torne energeticamente acessivel, o
que pode trazer alguma informacgao importante sobre a dinamica do sistema.
Alguns cutros parametros. como por exemplo aqueles referentes ao calculo
dos expoentes de Lvapunov e secoes de Poincaré. serio definidos a posteriori.
quando suas caracteristicas numeéricas estiversm bem entendidas.

3.6 Programacao

Toda a programacao fol realizada na linguagem FORTRAN, com a utilizacao
de vérias subrotinas prontas. Foram utilizados basicamente trés progranias:
e gerador de condicoes nicials:

e programa para calculo da Secao de Poincare:

e prograrua para calculo dos expoentes de Lyvapunov.

O primeiro deles ja fol comentado: utihizamos uma subrotina encontrada
em [19] e utilizamos os limites conhecidos do espaco de fase para otimizar a
saida do programa. Dessa forma, todos as condicoes iniciais geradas por esse
programa podem ser utilizadas como um elemento do ensemble de trajetdrias
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a ser estudado.

O segundo programa citado, sofreu apenas algumas adaptagdes, uma vez
que Ja havia uma versao pronta para o Modelo do Maser Cadtico dentro do
nosso grupo de pesquisa.

O terceiro programa foi construido com a ajuda de duas subrotinas de
integracao (Runge-Kutta de 5% ordem com passo fixo e variavel}, ja utihza-
das no programa para o cilculo das se¢Oes, A funcac da rotina com passo
variavel & evoluir a trajetdria referéncia. otimizando o tempo de evolugao nos
MOomentos em que a trajetéria visite pontos afastados da borda®. A cada ite-
racio. o passo de integracao ¢ transmitido para a subrotina com passo fixo.
a qual € responsavel pela evolucao da trajetoria vizinha, Assim. garante-se
que ambas as trajetérias evoluam em tempos 1guals. Depols das evolugoes,
realiza-se o calculo de cada ponto (nr, k,) ¢ obtemos como resultado final.
uma tabela desses pontos. cujo limite deve colneldir com o expoente de Lya-
punov da referida trajetoria. O programa trabalha com um nimero qualquer
de trajetdrias sendo que, em principio. pode-se utilizar todo o ensemble de
condig¢fes niciais como entrada. obtendo-se o expoente de Lvapunov para
cada elemento do ensemble na saida.

Esses tres programas em conjunto simulam todos os passos descritos an-
teriormente e. portanto. sao suficientes para o estudo sistermatico proposto.

*Estarentos utilizando o termo “borda”™ para nos referirmos 4o circulo definido em (3.1},
que ¢ a limitacdo clissica correspondente a finitude quéntica do espaco do spin.
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Capitulo 4

Quantificando o Caos

Neste capltulo. serdo apresentados os resultados obtidos para o estudo do
volume caotico. Iniciamos relatando o resultado numeérico de alguns testes
com 0s programas desenvolvidos e sua comparagac com o resultado apre-
sentado nas refercncias. Depoils apresentamos a estratégia tomada diante de
tais resultados para iniciarmos o estudo sistematico proposto e, finalmente.
apresentamos o resultado do volume cadtico seguido de alguns comentarios
linportantes.

4.1 Primeiros Testes

Iniciamos apresentando o resultado de alguns testes com o programa para ¢
calculo dos expoentes de Lyvapunov. O objetiveo aqui é verificar se consegui-
mos reprodizir as caracteristicas bdsicas do método apresentadas em 20) e
definir alguns critérios para se determinar os valores de alguns parametros.

4.1.1 Dependéncia em d e 7

Comegamos pelos testes referentes ao parametro quantitative dado pela equacio
(3.97. onde procuramos estabelecer walores de trabalho para os parametros J
e 7. No primeiro teste. tentamos verificar a dependéncia de &, em relacao a
esses parametros. De acordo com o resultado apresentado em 20, r}l_l:l}}lb ko
deve ser Independente de d e 7 para d suficientemente pequeno () resulta-
do pode scr observado na figura 4.1, onde sdo apresentadas duas condicdes

incials (uma regular e uma cadtica). para as quais calcula-se o expoente de
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Lyvapunov em situacoes diferentes de parametros. Como pode ser constatado
(fig. 4.1-a), fixando-se o valor de d. obtemos o mesmo valor do expoente
dentro de uma variagao de uma ordem de grandeza no valor de 7. para qual-
quer tipo de trajetdria. Por outro lado (fig4.1-b). para a trajetdria cadtica.
a falxa permitida para a variacao de d, com 7 fixo. é sensivelmente menor.
De fato. muitos testes foram feitos. ¢ todos mostraram que o expoente tem
o mesmo valor dentro de uma faixa muito pequena.

Nao podemos esperar que 0 exXpoente seja o Iesmo para quaisquer valo-
res de parametros. Imaginemos, por exemplo, uma situacio em que 7 seja
muito pequenc. Nesse aso. teriamos um tempo de reescala muito menor que
0 proprio incremento numerico de tempo. que € da ordem de 0.01. Por outro
lado. nao podemos ter = muito grande, poils duas trajetorias poderiam ter
se afastado muito e depots voltado a ficar préximas e o método nao identifi-
carla o afastamento exponencial. Da mesma forma, ndo podemos escolher o
grande demals. pols cstariamos correndo o risco de escolher duas trajetdrias
em regioes com dinamicas qualitativamente diferentes. Assim. a escolha de
valores Otimos para esses pardmetros nao pode ser feita baseada em alguma
“calibracao”. mesmo porque ndo sabemos qual o valor correto de expoente
que devemos obter. Entretanto. como mostra a figura 4.1, a diferenciacao
qualitativa entre condigées iniclals regulares e cadticas pode ser feita para
quaisquer valores de parametros dentro da faixa indicada.

Devernos nos atentar ainda para o fato de que. uma vez escolhido o valor
de d. estamos restringindo o espaco de fase que pode ser testado. Vamos
imaginar por exemplo. 0 caso em que tomamos uma condi¢ao inicial sobre a
secao de Poincaré {com ¢, = 0}, Sabemos que no plano ¢1p1. o espago de fase
energeticamente acessive] esta delimitado por um circulo de raio 2 = VT,
Pois bem. se tomarmos uma condicao inicial posicionada entre R e 2 — d,
certamente esta condigao serda descartada do ensemble. pois sua trajetdria
vizinha estard fora dos limites do espaco de fase. Portanto. para um deter-
minado . jd poderiamos descartar a seguinte fracio de drea da secdo g p1:

5= Mdocaroge _ (TR — (F(R—d)?) _ 4dV] - & T
T A (7 7Y 17 L
0 que, obviamente. Ja constitui um pequeno “erro” no cileulo do volume
caotico, pols ¢ impossivel representar todo o volume do espaco de fase com um
caleulo desse tipo. Por isso. é imprescindivel que d seja o menor possivel. Pa-
ra um valor tipico d = 0.1. com J = 4.3, a fracio descartada seria 6 = 0.047.
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Figura 4 | Expuentes de Lyapunov pars duas condigbes imcians con G = b5,
G'=02 E=85eJ =45 Em (&), utilizamos d = 0.16 e variamos o valor de +
¢ em (b) fixamnos + = 0.08 e variamos d. As curvas vermelha e preta se referem &
condigiio inicial cadtica e as curvas azul ¢ verde & condicio inicial regular.



ou seja. somente na secao ja teriamos praticamente 5% de drea descartada.

Um limite inferior para d pode ser estimado de maneira analoga aquela
utilizada para se limitar 7. Numencamente. sabemos que 0 passo miniino
no tempo ¢ de ot = 0.01. Assiin também. podemos definir uma distancia
minima como sendo o “passo fisico™. dd, que seria a distancia tipica entre
dois pontos consecutivos de uma mesma trajetoria. Simulacdes numeéricas
mostraram que essa quantidade terta um valor em torno de 8d = 0.1, Desta
forma. podemos tomar esses valorers como unidades de medida escolhendo
4d como o menor valor possivel para d ¢ 7 = ndf. ande n seria um mimero
natural da ordem de 10

Concluimos esta secao destacando o fato de que a dificuldade de se es-
tabelecer o velor correto para d e ©, uma vez que &, nao ¢ completamente
mdependente desse parametros. nos impede de olhar para o valor quantita-
tivo do expoente de Lyapunov obtido para as trajetorias cadticas. De fato.
nao ha nenhum indicative de qual a melhor escolha para os pardmetros e
consequentemente para o expoente. Por outro lado. os primeiros resultados
mostraran que o comportamento qualitativo das curvas (n7. k,,) ¢ capaz de
identificar os dots tipos de manifestacao dinamica {caos e regularidade) para
as trajetorias do ensemble, o que ¢ sufictente para o nosso objetivo.

4.1.2 Dependéncia em X;

O primeiro teste realizado nessa etapa do trabalho. tentou verificar a de-
pendéncia nas condicoes iniciais: ”llpglu ky, = 0. para uma condicao inicial re-
gular e nllr& k, = A positivo, para uma condicdo inicial cadtica. Comegamos
verificando o comportamento da curva {(n. k,) num regime integravel e se-
paravel: G = G’ = 0. Neste caso temos dois osciladores harméonicos se-
paraveis. O resultado desta simulagdo é apresentado na frgura 4.2. onde
pode-se constatar a reproducao dos resultados apresentados na bibliografia,
ou seja. temos realmente um expoente nulo no lHmite nT — x.

Outro teste fol feito, agora para um regime integravel’ mas nao se-
paravel: ' = 0 e G > 0. O resultado. apresentado na figura 4.3. iraz
informacoes surpreendentes, uma vez que todas as trajetorias convergem pa-
ra wm valor positivo. Por estarmos trabalhandoe em um regime integrivel,
era esperado exatamento o oposto. Além disso. fica evidente que maior € o

‘Na referéncia [16] pode ser encontrada a segunda constante de movimento. o que é
prova suficiente de que o sistema é integravel nesse regime
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Figura 4.2: Expoentes de Lyapunov para 12 condigdes iniciais com G = G' = 0.
E=85e /=135 Observe-se o comportamento compardavel ao da curva y = 1/,
que indica que o expoente se manifesta com o inverso do tempo.

valor dessa coustante quanto mais préximo da borda do espago de fase se
encontra ¢ toro.

A primeira hipdtese levantada para se explicar esse {ato fol a da imprecisao
do integrador numérico. ou seja, dada a imprecisao do programa a trajetoria
gue deveria estar sobre um toro acabava visitando toros vizinhos. formando
wn padrao esboroado que se identificaria a um tipo de caos fino. De fato,
isso foi observado em uma das simulacoes (figura 1.4).

No entanto. depois de realizada nma série de simulacoes, nm outro cfeito
se mostrou mais efetivo para o tipo de comportamento exibido pelos ex-
poentes. A imprecisao numeérica existe e nao pode ser controlada. mas scus
efeitos sdo pequenos. ou seja. ndo podemos esperar, pela ordem de grandeza
do erro numeérico (observe-se a escala do grafico na figura 1.4, que 1sso cause
separacoes expouenciais em trajetorias vizinhas. Ao novo responsavel pelo
comportarnento atipico dos expoentes de Lvapunov chamamos efeito de bor-
da. Este efeito. que parece ser uma peculiaridade de sistemas que apresentarn
espaco de fase limitados, pode ser vislumbrado, no nosso caso, diretamente
nas equactes de movimento (2.7). Observe-se que as cquagoes para ¢ ¢ py
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Figura 4.3: {a) bxpuentes de Lyapunov para § condigies inicias escollndas sobre
a8e¢o (g =0) com G =08, G' =0, E=88J =45, d=16e7=008¢
(b} secao de Poincaré correspondente para as respectivas trajetdrias. A borda do
espago de fase também é apresentada
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apresentam termos cujo denominador pode ser nulo {ou muito préximo de
zero) em algum instante da evolucao. De fato. isso acoutece guando a tra-
jetdria visita a borda do sistema, ou seja. quando [¢f — p?) — 4J. Nesse
caso. ocorre uma grande varlacao em ¢ ¢ p;. Como essa variagdo nao deve
ocorrer simultaneamente para a trajetoria referéncia ¢ sua vizinha, o cfeito
final ¢ o de um afastamento exponencial.

Na fgura 4.5-{a). apresentamos a série da derivada temporal da coorde-
nada p, em funcdo do tempo. onde pode-se notar claramente a presenca dos
referidos picos de vartacdo. Em 4.3-(b). mostra-se a secdo de Poincaré para as
mesmas trajetérias. evidencliando a “posicao” de cada trajetdria em relacao
a borda do espaco de fase. Voltaremos a falar sobre o efetto de borda em
secoes posteriores. gquando apresentaremos mais detalhes e resultados mais
conclusivos sobre o mesmo.

No momento. € importante destacarmos que, apesar do comportamento
aparentemente cadtice de trajetérias regulares préoximas da borda. é possivel.
na maioria dos casos, fazer a distincao entre trajetorias cadticas e regulares.
Isso ocorre porque todas as trajetérias cadticas convergem para um unico
valor de expoente enquanto que as regulares que sofrem influéncia da borda
convergem para valores distintos® (observe-se a figura 1.3). Esse fato po-
de ser verificado observando-se trajetérias de naturezas diferentes em um
regime misto do sistema, como é mostrado na figura 1.6, Nesse exemplo
fica claro que os expoentes das trajetdrias regulares convergem para valo-
res distintos (Ao jg0 ~ AXoge 2= 0.025)° enquanto que os expoentes dasg
trajetdrias cadticas parecem convergir para um mesmo valor a medida que
f—oc {AMoigs > Adoges = 0.004). Além disso, nota-se que a convergéncia
individual de cada expoente é mais rapida no caso das trajetorias regulares.

O faro de termos o mesmo valor de expoente para todas as trajetdrias
cadticas. pode ser entendido diretamente da equacao (3.9) mediante algumas
suposi¢ées. Imaginemos inicialmente, que cada subregiao cadtica do espago
tenha uma razao de divergéncia média dada por A,, de modo que o vetor
distancia entre duas trajetdrias vizinhas pertencentes a essa reglao tenha
modulo. apds evoluir por um tempo 7. dado por:

d; = de™ {4.2)

g

2Além disso. como ja dissemos anteriormente. a visualizagho da secdo de Poincaré
correspondente acaba com qualquer duvida sobre a natureza da trajetdria.

“Definimos AA como sendo a diferenca entre os expoentes de Lyapunov das trajetdrias
de mesma condicao dinamica (regular ou cadtica).
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Com essa suposiciao, o valor do expoente de Lyapunov seria dado por:

A= nﬂ?& n_“ Z 111 — ;}E‘&, ~ ;)\ (1.3

Nota-se imediatamente que o valor final do expoente é um valor médio.
Entao. sc nos lembrarmos de que uma trajetora cadtica visita todo o espago
de fase caodtico energeticamente acessivel. podemos concluir que, no linite
de tempos longos {ou de muitas iterages. n — ). o cdlculo de cada tra-
jetdria caotica deve envolver cada um dos possivels A;. Consequentemente.
em média. se reproduz o mesmo valor A para qualquer trajetéria cadtica. o
que concorda com os comportamentos apresentados.

Diante desses resultados. podemos considerar em primeiro lugar que es-
tamos conseguindo reproduzir as caracteristicas destacadas em [20! para o
parameiro k,. apesar do efeito de borda apresentado pelo sistema. De fato,
esse novo elemento nao deve afetar o objetivo delimitado para esse trabalho.
uma vez que a classificacao das trajetdrias sempre scera feita via expoente de
Lyapunov mazs seqoes de Poincaré. Pelo contrario. os expoentes de Lyvapunoy
trazem uma informacio adicional surpreendente sobre esse sisteina: mesmo
condigoes wncicis regulares podem apresentar um comportamento semelhante
eo de uma dewvergéncia erponencial. Mais tarde. voltaremos a dar atencao ao
comportamento dos expoentes de Lyvapunov como indicadores do efeito de
borda.

4.2 Calculo do Volume Cadtico

Para o calculo do volume caotico, utilizamos sempre os valores de energla e
spin descritos anteriormente: £ = 85e J = 4.5, Quanto a d e 7. escolhemos
valores que produziam o methor efeito visual, ou seja, valores que faciiitassem
a identificagdo de cada tipo de condicdo inicial utilizada (cadtica, regular ou
regular proxima da borda), sem nenhuma preocupagdao com o valor quan-
titativo dos expoentes.  Assim. utilizamos como valores tipicos d = 0.1 e
7 = (.08, O resultado produzido com csses valores ¢ mostrado por exemplo
em um regime misto com G = 0.6 ¢ (' = 0.3. na figura 4.7. Esta figura
¢ bastante ilustrativa, pois traz um conjunto de informacoes ja menciona-
das. Observe-se por exemplo que todas as trajetdrias caoticas produzem o
mesmo expoente ¢ que todas as regulares. as quais devem passar perto da
borda em algum instante de sua evolugao. convergem para diferentes valores
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positivos. Além disso. podemos observar a identificacdo de nma trajetoria
regular (curva verde no centro) via expoentes de Lvapunov (fig. 4.7-a). De
fato. o toro correspondenie é quase umperceptivel na secao de Polncaré, pois
consiste de um pequena ilha localizada na parve inferior da se¢ao em meio ao
mar de caos. A figura 4.7 indica assim. todo o panorama construldo para a
identificagdo dos elementos do ensemble. onde se procede uma contagem do
numero de trajetorias cadticas ¢ se divide pelo nimero total de trajetorias
usadas.

Voltando a questao da quantidade de elementos do ensernble de condigoes
iniciais. realizamos alguns testes a fim de tentar entender qual @ melhor es-
cotha. Calculamos o volume cadtico de alguns regimes em fungiao do numero
total de trajetorias utilizadas (V). O resultado (figura 4.8} nos mostron a
solucdo para o problema da definicao do nimero de elementos do ensemble:
devemos tomar lentas condicoes micials guantas forem necessdrias para se
observar a convergéncia do valor do volurme cadtico. Como se observa na
figura. com um ensemble médio de 100 trajetdrias ja € possivel se obter um
valor convergido para o volume caotico.

Finalmente. temos estabelecido todos os critérios e procedimentos ne-
cessdrios ao cdleule do volume cadtico. O cdleulo fol feito com os valores de
parametros relacionados acima ¢ com ensembles com um mimero médio de
100 condicoes iniciais. Cada condicao. fol evoluida por um tempo total de
10000 em unidades relativas sendo que o passo de tempo inicial utilizado foi
de 0.001.

E importante destacarmos ainda que todo o estudo fol feito para a si-
tuacac de ressonancia 4o sistema quantico. ou seja. a sltuacao em quc £ = wy.
o que significa que o modo de vibracao da cavidade tem exatamente a mesma
frequencia da scparacao entre os dois niveis relavantes dos dromos utilizados.
O valor numérico usado para essas frequéncias fol £ = wy = 1.0. O resul-
tado obtido para o estudo sistematico do volume cadtico. o qual constitui o
objetivo inicial deste trabalho, é apresentado na figura 4.9.

A escala de cores indica o intervalo de valores para o volume cadtico.
A informacdo da quantidade de caos, € obtida da seguinte maneira: por
exemplo. as regides em azul indicam regimes para os quals apenas 10% do
espago de fase apresenta caos. ou ainda. que esta ¢ a probabilidade de se
obter uma condigao inicial cadtica mediante um sorteio sobre todo o espago.
Por outro lado, as regioes avermelhadas correspondermn & mator quantidade
relativa no espaco de fase.

Um dado bastante interessante € aquele para os regimes com G = 0. O
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Figura 4.7 ja) Expoentes de Lyapunov e [b) segio de Polncare para win fegline
mistocom G =06, G =03, E=85, J=45 d=0.1 ¢+ =0.08. A curva verde
dos expoentes, localizada no centro, se refere a um pequenino toro localizado na
parie inferior da se¢ao (imperceptivel na secio).
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estudo do volume caorico indica que temos al um regime de regularidade.
apesar de nenhuma constante de movimento ter sido obtida para tal regime.
Além disso. observa-se imediatamente que o sistema possul muitos regimes
onde o cacs 1mpera quase que completamente, sendo que apenas alguns pou-
cos regimes intermediarios podem ser visuahizados.

O passo” de 0.1 utilizado para se representar o volume cadético fol es
colhido levando-se em consideragao o fato de que o céleulo ndo é exato.
Lembremo-nos de que estamos utilizando um nunero finito de condigoes c.
portanto. mesmo obtendo um valor convergido ja para 100 condicdes. de-
vermnos considerar um certo “erro” no caleulo. De fato, basta imaginarmos
a situacdo em que exista uma pequena itha no meio do mar cadtico. Nesse
caso. podemos obter o patamar com o ensemble de 100 pontos mas em algum
momento. pode-se escolher uma condigao sobre essa ilha e o patamar pode
mudar levemente. Pensando nisse, tentamos estimar o erro cometido ent um
calculo com apenas 100 trajetérias utilizando valores tipicos encontrados du-
rante o calculo do volume cadtico. Entao. vamos imaginar que no primeiro
ensemble com Ny elementos, encontramos g trajetdrias cadticas. Toman-
do um segundo ensemble com o mesmo numero de elementos, encontra-se
aproximadamente ¢ mesmo nimero de trajetdrias cadticas com unia certa
quantidade extra £¢. O mesmo acontece nos calculos posteriores. Assim.
apos calculos sucessivos. obtemos a série:

_
=0 _\'U .
v 21 = 0
AN
B 3‘\{'0
o _lm+lUm=0£0. .29

(m 4+ 11V

Entdo. supondo que o valor exato do volume caético ocorre quando o niimero
de trajetorias estudadas vai para infinito, pode-se obter o maior valor possivel
para o volume cadtico:

g ma Mo & .
S = lim S, =2 4 lim - =N 1
m—I,l \ LTER Y] {r” + 1) ‘\0 Y ( 3)

Assim. nota-se que ¢ maior erro obtido ¢ :{:—\f’; Nos nossos calculos ti-
¥
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vemos sempre g >~ 30 e ¢ = 3. de modo que o erro maximo obrido nesses
calculos fo1 de £0.1. que ¢ o valor escolhido para a escala do volume cadtico.
Por outro lado. para se estimar o valor do erro reletive para cada regime. é
necessario estabelecermos um compromisso entre o valor obtido para © e o
numero de elementos do ensermble e portanto, vincular o estudo do volume
cadtico ao numero meédio de elementos do ensemble.

Qutro responsavel pela “inexatiddo”™ do valor de ¥, é a questdo. jd men-
clonada. a respeito do valor do parametro d. ou seja. estamos atribuindo ao
espaco de fase do Modelo do Aaser Classico um valor de volume cadtico que
foi calculado para um espaco de fase aproximadamente 3% menor. Assim,
o “passo” de 10% para o volume cadtico nos parece adequado. uma vez que
garante uma certa variagao em torno do valor calculado.

Coni estas consideragoes, temos calculado o volume cadtico para o Mo-
delo do Maser Cadtico Classico em funcao das constantes de acoplamento
quanticas G e ' para um ensemble médio de 100 condicoes iniciais. Co-
mo ja fol dito anteriormente. este resultado traz a informacao da quantidade
de caos existente no espago de fase do modelo do Maser para diversos regi-
mes. com valores de E e J que colocam o sistema quantico em um regime
semiclassico.  Desta forma. a importancia deste resultado pode ser volta-
da também para ¢ ambiente quantico. informando o regime adequado para
aplicacoes experimentais.

4.3 Expoentes de Lyapunov vs &’

Um resultado bastante interessante deste trabalho fol a relacdo obtida entre
os expoentes de Lyvapunov e o parametro de interacdo G'. De fato. o que se
procura com este estudo é tentar entender como o expoente de Lvapunov das
trajetdrias cadticas responde a variacao do parametro que “regula” o caos.
Em outras palavras, busca-se entender como se relacionam dois componen-
tes que sao determinantes da “instabilidade” das trajetdrias, ou seja, agora
estaremos observando a “qualidade”™ do caos.

Para se obter essa informacao, fixamos o valor de (7 e. variando G” entre
e 1. calculamos o valor médio do expoente de Lvapunov de aproximadamente
15 trajetdrias para cada valor de &0 O resultado obtido é apresentado na
figura 4.10.

As barras de erro sc referem ao desvie padrio da média e tem aproxima-
damente o mesino valor. Como pode ser observado, a relagdo é linear exceto



Figura 4.10: Expoente de Lyvapunov para trajedrias caoticas em fungac do
parametro de acoplamento G, com G = 0.5, Foram utilizados d = 0.1 e 7 = 0.08.
Observe-se 08 pontos enl destaque.

na regiao imcial. onde o valor dos expoentes atinge amplitudes malores do
que o maximo obtide (em G' = 1.0). Isso constitui um fato curioso mas
que pode ser explicado observando-se as secoes de Polncaré nesse regime.
Observe-se na Agura 4.11 que. para G = 0.05, temos uma regiao de caos
bastante estreita e de fato, o valor do volume cadtico deve ser de menocs de
30% nesse regime. () que parece estar acontecendo € que a trajetdria cadtica
ao percorrer a regiao de caos que lhe é acessivel acaba. em algum momento,
chegando muito perto das regioes regulares. Como o tempo de reescala util-
zado foi relativamente pequeno. deve acontecer uma reescala tal que as duas
trajetdrias monitoradas estejam em regiGes distintas. ou seja, podemos ter o
caso de a trajetdria referéncia ser cadtica e a trajetdria vizinha ser regular.
Isso explicaria a separacao tao brusca proposta pelos expoentes.

Nao podemos. como ja discutimos. considerar o valor de cada expoente
como sendo o “correto’. uma vez que ele tem se mostrado dependente de
parametros numeéricos como o e 7. Por outro lado a taxa de variacao de A
com (G’ parece ser constante. Isso pode ser verificado na fignra 4.12. onde
se compara o resultado antertor com um novo estudo. agora com d = 0.2 e
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P,

Figura 4.11: Se¢ao de Poincaré para G' = 0.05 ¢ G = 0.5, evidenciando-se uma
estreita regido de caos na regiao proxima da separatriz.

=101

De posse desses dados. podemos dizer com relativa seguranca que o ex-
poente de Lvapunov mantém uma relagao linear com o parametro de acopla-
mento G, Essa informacdo nos revela também que a medida que aumentamos
o valor de . ocorre o aumento da porcao do espacgo de fase que contém caos.
além de se aumentar a divergéncia média entre trajetdrias vizinhas (A).
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Figura 4.12: Expoente de Lyapunov em funcio de G/ para (a)d =0.1e7 = 0.08 e
(b)d=02e7 =01, com G = 0.5. Oscocficientes lineares sao bastantc parecidos.
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Capitulo 5

Efeito de Borda e Caos
Deterministico

Neste capitulo vamos discutir o efeite citado no capitulo anterior e situd-lo
deniro do contexto do caos deterministico. Esse efeito, ao qual batizamos
efeito de borda. apareceu primeiranmente na medida dos expoentes de Lvapu-
nov. Observou-se que, mesmo num regime integravel (&' = (). obtinha-se
valores positivos para os expoentes, sendo que maior era o valor numeérico
quanto mals proximo da borda do espaco de fase se localizava o toro na
secao de Poincaré (g,.p). A explicacdo imediata para esse fendémeno, foi
dada via equacoes de movimento, onde se observa claramente que as va-
ridveis dinamicas pi(t) e ¢,(¢} sofrem grandes variagoes a medida que nos
aproximamos da borda (p] + ¢ — 4.7).

Esse cfeito toma dimensio relativamente grande quando nos atentamos
para o fato de que um sisterna em regime integravel apresenta situagoes de
divergéncia exponencial (expoente de Lvapunov positivo), caracteristica ate
entdo atribulda a sistemas em regimes cadticos. kssa talvez seja a grande
Mmotivacao para se tentar entender um pouco mais sobre esse efeito que parece
ser uma peculiaridade do sistema do Aaser Cadtico.

5.1 Aspectos Topoldgicos

Nossa investigacao sobre o efeito de borda, inicia-se pela tentativa de entender
a ornigemn da raiz quadrada que contém a informacao classica sobre a limitagao
do espaco de fase. Como jd fol mencionado, esse termo é o correspondente
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classico para a lHmitacio quantica da projecao do spin na direcao = [/, =
—J —J+1...... FT —1.J). com 2J + 1 possibilidades. Assim. no processo
de obtenciao da Hamlltomdnd classica. operam-se mudangas de coordenadas
que transformam os operadores quanticos (a.al) e kf ] ] ] em vartdveis
classicas (go.pa2) € (g, p1) respectivamente:

a — e

= /7T, sin &
, go = /21ysinf,
it — e

P = v 2!3 COs 92

{JC - Il : JSL,]:l 61 oS O — 7 = Vf{m sin C)1 [ )1}
Jy —# Jsin# sin o) e
J. — Jeost pL=200 + L) cos o

com # ¢ o sendo os angulos pelar ¢ azimutal respectivamente e ([, 6.}
varidvels de angulo e ag¢do definidas para o grau de liberdade de particula
(16].

Devemos observar imediatamente que o espago de spin sofre uma trans-
formacao topoldgica. passando de um espaco tridimensional para outro bi-
dimenstonal. De acordo com a transformacao mostrada na eq. [3.1), temos
uma esfera sendo transformada em uma circunferéncia. Podemos vislumhbrar
geometricamente essa situacdo através do esquema apresentado na figura 5.1,

Observe-se que ocorre um “furo” exatamente no polo norte para que se
possa proceder a transformacao e, portanto, o ponto J. = J, com 6, = 0.
o qual corresponde i borda do sistema cldssico (p? + ¢7 = 4J) nio pertence
mais a dinamica do sistema. Assim, as vizinhangas desse ponto sac esticadas
a medida que se transforma o objeto de trés dimensdes em um outro de
duas apenas, o que da origem ao que chamamos de efeito de borde. De
fato. se imaginarmos uma trajetoria que cruza o péle norte na esfera do
momento angular veremos que, no novo sistema, esta deve ir de um ponto
a outro do espago de fase quase que instantaneamente. ¢ o faz contornando
a borda pois gqualquer ponto da borda corresponde a um unico ponto (N
do sistema antigo. Na hgura 5.2, apresentamos um exemplo desta situacio
para uma trajetoria regular no regime integravel. Pode-se observar que existe
um Instante em que a trajetoria praticamente atravessa toda a dimensao do
espaco de fase do spin. levando para 1850 o mesmo intervalo de tempo de
At = 0.3 (fig. 5.2-a) como se de fato ela “entrasse” de um lado e “safsse”
imediatamente do outro. Como 1sso nao pode acontecer. a trajetoria percorre
toda a borda {fig. 5.2-b}. 0 que teria o efeito de estar “cruzando” o pdlo norte.
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Deste modo. somos induzidos a pensar que o efeito de borda é na realidade
um cfeito causado pela limitagao do espago de fase de um dos subsistemas.
no caso o do spin. De fato. efeito semelhante nao foi observado em nenhum
montento para as varlavels de campo, cujo espaco é ilimitado. A finitude do
espaco, primeiramente descrita pela esfera do momento angular total (spin
total) e mais tarde pelo circulo (p? +¢7 = 4.J). tem se mostrado determinante
no processo de afastamento de trajetdrias vizinhas. principalmente no caso
integravel. onde ternos certeza da auséncia do caos.

(s resultados numéricos juntamente com o formato das equagoes de movi-
mento tém sugerido que existe um afastamento exponencial entre trajetorias
regulares e que ele ncorre pela presenga da borda. Nesta direcao de raciocinio
caberia uma questio um tanto quanto contundente: como separar caos de
efeito de borda? As trajetdrias cadticas visitam todo o espaco de fase. de
modo que em algum momento. devermn passar pelas vizinhancas da borda e
sofrer ¢ mesmo efeito. Realmente, esta nao ¢ uma questdo que pode scr
respondida facilmente. De [ato. se observarmos a Hamiltoniana classica do
sistema. veremos qu¢ o termo de acoplamento nao linear do sistema € exata-
mente o termo da raiz quadrada. ou seja, “a borda”. Assim, nao nos parece
evidente como separar qualitativamente ambos os efeitos. embora tenha fi-
cado claro, na maloria dos casos. que o valor do expoente para trajetérias
caéticas ¢ em geral malor que o das trajetérias regulares que sofrem o efeito
de borda. Diga-se de passagem. devemos sempre ter cuidado com a visuali-
zagdo da secao de Poincaré pois mesmo uma trajetdria localizada sobre um
pequeno toro no centro da se¢ac pode, em algum instante. passar perto da
borda com outros valores de coordenada ¢,

5.2 Esborocamento do Volume no Espaco de
Fase Classico

Na tentativa de visualizar o suposio afastamento exponencial entre tra-
jetorias vizinhas causado pelo efeito de borda implementamos. a partir dos
programas a disposicao. urna rotina para se monitorar a evolugao de um volu-
me classico. O processo consiste em gerar um ensernble de condicdes inicials
dentro de um elemento de volume com a forma do espaco de fase do sistema,
e evoluir cada condicdo observando-se, em intervalos de tempos iguais. qual
a nova posicao de cada trajetdria e. portanto, a nova forma do elemento de

i
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volume.

Contecamos observando o que acontece para win volume classico com raio
ft = 0.1, em unidades relativas. na projecao de spin e com aproximadamente
a mesma amplitude na projecas do campo. ) ensemble preparado contém
1000 condigoes iniciais e o intervalo entre cada “foto”™ do volume ¢ de At =
4.0. Nessa primeira simulacao. testamos o caso integravel e “quase” separavel
(G = G" = 0) e obuvemos o resnltado apresentado na figura 5.3.

Fica claro nesse caso. que o termo nao linear da Hamiltoniana tem um
peso perturbativo muito pequeno (como se nio existisse borda). de modo que
o sistema se apresenta quase totalmente separdvel e o resultado apresentado
pelo expoente € realmente o que se espera. Ve-se, nesse €aso, que o volume
classico permanece com as mesmas dimensoes que o volume iniclial, mesmo
para tempos aproximadamente 10 vezes malores que o tempo caracteristico
do sistema'. Naturalmente, observa-se o mesmo coniportamento para a outra
projecac do pacote . Por outro lado. para o caso integravel mas nao separavel
(borda presente}. ou seja, o caso em que a borda passa a existir € a ter cfeitos
significativos sobre a dinamica do sistema. nota-se claramente que o expoente
torna-se positivo e que ocorre um esboroamento bastante significativo do
pacote cldssico. o qual passa a ter dimensdes e formas superiores & inicial
{figura 5.4).

Mais uma vez. sao obtidos resultados que corroboram a questao do efeito
de borda. onde se observa agora o esboroamento de um pequenc clemento
de volume a tempos longos. E importante dizer que nas outras dire¢oes do
espaco também ocorre o esboroamento, mas nao de maneira tao intensa.

5.3 Separatriz do Movimento

Baseando-nos no estudo do volume classico. nao ha como ndo pensar nos
possiveis efeitos da separatriz do movimento. De fato. mesmo pensando em
sistema simples como o péndulo, ocorre imediatamente a questao: o gue acon-
teceria se prepararmos um volume de condigées iniciais sobre a separatriz? A
resposta emerge lmediatamente da observacio das linhas do fluxo dinamico.
que nos indicam que haveria separacao das partes do volume acima e abaixo
da separatriz. Somos portanto induzidos a pensar que o mesmo deve ocorrer
no sistema do Maser Cadtico Classico no regime integravel e. mais do que

'Considera-se o tempo caracteristico come sendo o periodo da menor drbira do sistema,



1550. podemos imaginar que podem ocorrer expoentes de Lyvapunoyv positivos
para condigoes iniciais localizadas proximas da separatriz.

Para entender melhor tais processos estudamos no regime integravel dois
pacotes cldssicos de condicoes inicials. sendo que umn deles fot colocado sobre
a separatriz do movimento. O resultado ¢ apresentado na figura 3.5, onde se
observa a notavel diferenca cntre os dois casos.

Pode-se observar que em ambos os casos, ha eshoroamento do pacote
cldssico. porém isso ocorre de maneira mulito mais acentuada no segundo caso.
Portanto. nota-se que a scparatriz tem uma parcela de responsabilidade no
resultado do expoente de Lyapunov (figura 5.6). pois ela ¢ capaz de atribwir
a ele valores tio grandes quanto aqueles obtidos para trajetérias cadticas. De
fato. em regimes mistos. quando nio ha separatriz?, nota-sec que as trajetorias
regulares apresentam cxpoentes positivos de menores amplitudes.

Conclufmos esta se¢io organizando os resultados: (1} a limitacao do es-
paco de fase (borda) € a responsavel por todo efeito de separa¢ao entre tra-
jetérias pols é sempre neste lugar do espaco de fase que ocorre o esticamento
do volume: {2) a separatriz reforca o efeito de esticamento, uma vez que
trajetdrias imediatamente aciima ¢ abaixo da separatriz seguem as linhas de
Huxo do seu espaco dindmico o gque causa uma separacao exponencial entre
trajetérias vizinhas {que sao levadas a borda).

De posse desses resultados, vemos que a simples definicao do caos como
sensibilidade ds condigdes iniciois pode ser erronea. pois estard incluindo
casos como o do Maser Caotico Classico. De fato. os resultados acima devem
ser também encontrados em qualquer sistema que apresente uma separatriz
do movimento ou um espaco de fase com alguma limitagao especifica.

E importante que se diga que a limitagao no espaco de fase 4 qual sem-
pre nos referimos nao ¢ a limitacao energética do sistema. No 10sso caso a
limitacao é imposta pelo spin total .J. Isso é facilmente comprovado matema-
ticamente se tomarmos por excmplo o limite em que J — ¢ {com E fixo).
Nesse caso a ratz quadrada desaparece da Hamiltoniana e o sistema deixa
de apresentar borda. Esse caso foi testado numericamente e de fato. nao se
observaram os efeitos da borda. ou seja. tivemnos expoentes nulos para tra-
jetdrias regulares e assim por diante. Nesse limite de spin total. o espago do
momento angular seria infinito pois quanticamente teriamos infinitos valores
pussivels para a projecao .J..

Na figura 5.7, simulamos o caso oposto: mantivemos J = 4.5 fixo e

A regido da separatriz se torua um mar cadtico conforme G se torna nao nulo.
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diminuimos o valor da energia. De fato o resultado é completamente andlogo:
a medida que diminuimos o valor da energia, o sistema passa a se confinar
4 uma regiao onde as variaveis dindmicas assumem valores pequenocs. Como
consequéncia, a borda do sistema (cujo raio é definido somente por J) passa
& influenciar menos a dinamica do sistema. Consequentemente, a trajetéria
regular volea a ter expoente nulo.

5.4 Efeito de Borda e Caos Quéantico

O estudo do volume cldssico atualmente tem sido aplicado dentro do con-
rexto levantado por varios trabalhos desenvolvidos na drea do caos quantico.
De acordo com a proposta de Zurek e Paz 23], a razio de crescimento da
entropia de Von Neumann calculada a partir da matriz densidade reduzida
de um sistema quantico aberto ¢ um excelente indicador do comportamento
dinamico de seu andlogo cldssico Hamiltontano.

Nessa linha, Furuva et ol [26], propéem o estudo do modelo do Maser
Cadtico. o qual constitul um sistema acoplado do tipo campo-dtomo e cuja
matriz densidade reduzida pode ser utilizada para se calcular o defeito de
idempoténcia ou entropia linear do atomo (4(#)}*. Os resultados desse cs-
tndo corroboram uma série de outros, mostrando que o incremento em o (¢)
depende da condi¢ao inicial classica que geron o estado coerente inicial do
sistermna quantico. Nesses trabalhos. quando o estado é preparado atraveés de
uma condicao inicial cldssica cadtica. mostra-se que a entropia linear cresce
muito mais rapidamente que no caso regular.

Recentemente. obtivemos resultados. via estudo da evelugao do volume
cldssico. que explicam as oscilagbes vislumbradas na quantidade 4(¢) bem
como seu cresclmento inesperado em alguns casos. utilizando-se do conceito
classico do cfeito de borda [27}. Observamos numericamente que o0s picos
de d”d—; estao relacionados com a passagem do pacote de trajetdrias perto da
borda, pols nesses instantes o pacote classico sofre um esboroamento e parece
que ¢ mesmo deve acontecer com o pacote coerente quantico.

Além disso, pode-se explicar alguns comportamentos de 4(¢) analisando-
se a posigao do pacote classico em relacae a separatriz do movimento no caso
integravel. Para uma tal condi¢ao inicial (proxima da separatriz). o pacote

*Quantidade puramente quantica que mede o emaranhamento entre os atomos e o
CATNPO.



quantico preparado. cuja largura ¢ dehnida pelo estado coerente. possul par-
tes tocalizadas em ambos os lados da separatriz. Nesse caso a cntropla linear
cresce muito rapidamente, como se a condicdo inicial tomada fosse caotica.
Como ja fol mostrado. o pacote ¢lassico preparado proximo da separatriz se
eshorpa e provoca o efeito de urna separagao cxponencial caracteristica de
uma trajetéria caotica.

Desta forma, observa-se que o efeito de borda ou o efeito causado pela
limitacdo do espaco de fase de um dos subsistemas em estudo. tem se mostra-
do extremamente importante para se entender comportamentos classicos e
quanticos. trazendo portanto sua contribuigao tambem para o caocs quantico.
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Figura 5.1: Esquema geométrico da mudanca de topologia do sistema. Em (a). a
esfera ¢ furada e tem seu furo alargado (b e ¢) até se transformar numa superficie
bidimensional {d}.
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Figura 0.2: {a) Fotografias tiradas a cada Aé = 0.3, para um tempo total de
evolugdo de £ = 7.0. A linha sélida tem a fungdo apenas de mostrar a sequéncia
das fotos. Em (b}, temos a proje¢io da trajetéria no espage ¢1p1. Observe-se o
aumento de velocidade perto da borda.
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Figuia 5.3 |a) Foilos tiradas com intervalos de Af = 4. pars wu tenps tutal
de evolucio de t = 50, no caso G = G' = 0. A linha sélida vermelha, destaca
a evolugho da condigio do centro do ensemble de 1000 pontos. Em (b), temos o
expoente de Lyapunov, notadamente nulo.
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Figura 3.6. Exposutes de Lyapunov para a8 Lrajetorias do ventio dus pacotes da
figura 5.5. A curva de baixo corresponde & trajetoria contida no pacote fora da
separatriz.
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Figura 3.7, bxpuentes de Lyapunov para uma trajetina regular para diversus
valores de &, com J = 4.5 fivo. Em ordem decrescente do valor do expoente,
temos B =85, FE=T50e F =85



Conclusao

Neste trabatho. desenvolvemoes um estudo sistematico do volume cadtico as-
soctado ao espaco de fase do Hamiltoniano classico do Maser Cadtico em
funcio dos pardmerros de acoplamento G e G'. Para tanto fol necessario
o desenvolvimento de rotinas computacionals que criassem um ensemble de
condicoes iniciais e verificassem, atraves do cdlculo do expoente de Lyvapu-
nov. quantas destas eram cadticas. Além disso. contamos com as se¢oes de
Poincaré que trataram de dar a palavra final em casos de dividas a respeito
da coundicdao dinamica de determinadas trajetdrias. Com estas ferramentas.
realizou-se o estudo sistematico com G ¢ G assumindo valores discretos den-
tro do intervalo (0, 1].

Em ultima andlise. o método wilizado para se classificar os elementos
do ensemble de trajetdrias nos pareceu bastante adequado apesar dos incon-
venientes causados pelo inesperado efeito de borda. De fato, em qualquer
regime sempre fol possivel identificar a condicao dinamica da trajerdria. se-
ja através dos expoentes de Lvapunov, seja atraveés das secdes de Poincaré,
Talvez o inico inconveniente seja o tempo de computacao NECessaTio para sc
obter tais resultados. Alias. deve se destacar a grande utilidade do método
utilizado para o cdlculo do expoente de Lyapunov. o qual fol o primeiro a
detetar a presenca do efeito causado pela limitacdo do espago de fase de spin.

Quanto aos valores obtidos no cédlculo do volume cadtico, devemos nos
lembrar de citar o nimerc médio de elementos utilizados nos ensembles de
trajetérias. De fato. como ja discutimos. o fato de ndo podermos monitorar
um numero infinitamente grande de trajetérias. nos impede de calcular o
valor exato do expoente de Lvapunov. No entanto. a escala escolhida para
se representar o volume caotico. procura levar em consideracao esse possivel
Yerro” . Assim. consideramos que os valores obtidos sao confidveis e bem
representativos da dinamica do sistema para um ensemble médio de 100 tra-
jetérias. Lembremo-nos ainda de que esse namero fol sugerido por simulacoes
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quc mostraram a convergéncia do valor de ¥ em diversos regimes.

Outro resultado interessante obtido nesse trabatho ¢ aquele que mostra
relagio linear entre o expoente de Lyapunov e um dos parametros de interacao
G’ Esse resultado mostra que. aumentando o valor de &', provocamos um
aumento nao so da porgao do espaco de fase que contém caos mas também
da razao média de divergeéncia entre trajetdrias. Apesar da dependéncia do
expoente de Lyapunov com os parametros o e 7. a relagac entre A e G' se
mostrou linear mesmo quando tals parametros foram alterados.

Talvez a grande contribuicao do presente trabalho seja referente aquilo
que chamamos de efeito de borda. No estudo da evolugao da Hamiltoniana
quantica até o analogo classico. foi feita uma mudanga de topologia que
permite evidenciar o efeito de borda. A transformagio de um ponto [pdlo
norte) em circulo durante o processo de mudanca de coordenadas. fez com que
este iltimo se tornasse uma regiao de Incremento de velocidades no espaco de
fase do spin (variaveis ¢ e py). fazendo con que duas trajetdrias inicialmente
proxinias se afastem muito rapidamente. Esse efeito faz com que o expoente
de Lyvapunov reconheca trajetérias regulares como cadticas. De fato. esse
efeito foi vislumbrado de trés formas:

e via expoentes de Lvapunov: os expoentes forneceram valores positivos para
condicoes inicials escolhidas dentro de um regime puramente integrivel e.
portanto. atribuiram a trajetdrias regulares. um comportamento que é o
usual de trajetorias cadticas.

¢ via equagoes de movimento: pode-se notar claramente a presenga da raiz
qu_':ﬁrada no denominador das equagoes para ¢ e pp. ¢ (ue torna a bor-
da uma regiao “proibida”. Além disso, a figura 4.5 evidencia os picos nas
evolucoes temporais das derivadas dessas varidveis, o gue indica o compor-
tamento tipico exigido pela mudanga de topologia do sistema.

e via pacote cldssico: os pacotes classicos formados por um ensemble de con-
di¢oes iniciais agrupadas em forma de um volume infinitesimal. também sao
indicadores do efeito de borda. Pode-se notar. observando-se a evolugao tem-
poral desses objetos, que o volume inicial sofre sensivel deformacao 4 medida
que se aproxima da borda do sistema.

Destaque especial também é merecido pela separatriz do movimento. No
estudo realizado. pode-se notar claramente o forte esboroamento causado
sobre ¢ pacote de trajetdrias quando este é preparado sobre a separatriz.
Nota-se e a separatriz parece “usar a borda como agente responsdvel pe-
la deformacado do pacote. pois como mostram as figuras, o esborcamento s6
ocorre proximo da borda do sistema. Desta forma, a separatriz do movi-
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mento tambérn passa a merecer atengao especial em quaisquer sistemas. pols
pode provocar atastamento exponencial entre trajetérias vizinhas mesmo se
tratando de um regime integravel. Extrapolando o raciocinio. poderiamos
pensar na hipdtese de o préprio sistema do péndulo simples apresentar afas-
tamento exponenclal {com expoente pequeno mas positive) entre trajetorias
proximas, separadas pela separatriz'. Apesar do efeito de borda ter se mos-
trado uma propriedade tipica de um sistema contendo uma limitagdo em um
de seus graus de liberdade. a separatriz do movimento deve exercer um efeito
semelhante independentemente. Assim. de fato. pode ser ilustrativo um teste
comt um pacote classico nas vizinhancas da separatriz de um sistema simples
como o do péndulo.

Recentemente, estamos utilizando os pacotes classicos juntamente com a
idéia do efeito de borda para tentar explicar efeitos observados em grande-
zas quanticas relacionadas a decocrénela quantica, computadas em regimes
semiclassicos. Ja foram feitos alguns avancos e a idéia parece ser promissora.
Com isso. além da possibilidade de explicacdo de efeitos desconhecidos ¢lassi-
camente, a observacio dessa propriedade tipica do sistema do Maser Cadtico.
a qual chamamos de efeito de borda, pode ser utilizada para explicacio de
algumas manifestagoes quanticas. a fim de estabelecer algumas relacdes entre
os mundos classico ¢ quantico e. eventualmente. dar alguma contribuicao ao
CA0S quantico.

Xota: AL T. Cunha. em comunicacio privada.
( P
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Apéndice A
Estimativa de ¢ maximo

Nesse apendice. serao apresentados os calculos realizados para determinagao
da quantidade go=(g). p). p») definida no capitulo 3 atraveés das equagdes (3.3)
e (3.4). Lembremo-nos que o objetivo é maximizar blg:.p|); ¢ minimizar
elgr. pi. pa) separadamente e. entdo, proceder o calculo de gomg.-

A.1 Maximos e minimos para funcao de duas
variaveis reais

Teorema 1: Seja (xy. yo) um ponto interior ao dominio {Dy) de f e supo-

nhamos que %;‘r-(acg._ Yo € %-5(3?0._ Yo ) existam. Nestas condigoes. uma condi¢ao

necessdria para que (zq. yo) seja um extremante local de f é que %‘i—{;ﬁo, yo) =0
af _ '

e 55(.170._ yg) = (.

Defini¢cdo 1: Dizemos que (5. yo) € um ponto critico ou estaciondrio de f
se (zg.yo) for interlor a D e se ¥V f{xg, yo) = (0.0},

Defini¢do 2: Seja f(z.y) de classe C*. Denomina-se hessiano de f a fungao
dada por:



| 8'2]'“ 1yl o' f oyl |
| D a2 Y aray Y
Hylx, yt = (A1)
5 f (o) @Qf( }
T, — (.
deo Y ey

Teorema 2: Sejam f(z.y) de classe C7 e (x4, yp) um ponto interior a Dy,
Uma condigdo necessdria para que (g, yo) seja ponto de maximo local de
f é que (xg.yo) seja ponto critico de f e, além disso, g—_;é(,r:o.yg) <0e¢
I

(w0 10) < 0.

Teorema 3: Sejam f(zr.y) de classe C* e (z4.yq) um ponto interior a Dy,
Se {ry, o) é ponto critico de f. entao:

{a) se %i(l,o Yol > 0 e Hy > 0. {2g.yo) serd ponto de minimo local de f.

(b) sc %ilxg yo) < 0e Hy > 0. {(zg.yo) serd ponto de maximo local de f.
(¢) se Hy < 0. {xg. yp) ndo sera extremante local. Nesse caso. {Tg. g} sera
ponto de sela.

(d) se H, = 0, nada se pode afirmar.

Obs.: Este teorema constitul nma condi¢de suficiente para (ue um ponto
critico seja extremante local de f.

Utilizando esses teoremas podemos encontrar 0s pontos de maximo de
|blgy. p1});- O primeiro passo ¢ encontrar os pontos criticos da funcao estu-
dada. o que é feito realizando-se o cdlculo de Vb{q,.py) = (0,0). Assim.
obtém-se 0s seguintes pontos criticos para b

(—v2..0)

(g1 p1)e = { (V2T .0) (A.2)

Calculando-se o determinante hessiano para cada um desses pontos criticos.
obtemos. em ambos 0§ casos:

G2 )
Hilgr pr)e = 4—= (A.3)
J
valor que descarta a possibilidade de usarmos G_ = 0 ou. equivalentemente,
0s pontos pertencentes a reta G = . A analise das demais condi¢oces
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necessarias e suficientes. nos indicam lmediatamente que cada um dos pontos
criticos sera de maximo ou de mimimo dependendo do sinal de G_ . Assim.
obrém-se o miximo valor possivel para b mediante

[blmar = 26 V7

(A)
. 0<iG_1 <1
com 0<G. <9

A.2 Maximos e minimos para funcao de trés
variaveis reais

Teorema 4: Seja (zry.yg. 2¢) um ponto interior ao dominio (D) de f ¢
8

suponhanios que 5-5\3,9 Yo- 20 ). —£ho Yo. 2} € ;f (Zy. Y. =p) existam. Nestas

(,ondlgoeb uma condacao necessaria para que (zg. ¥y, Zo) seja um extremante

local de f ¢ que —‘(Io yo. 20) = 0. 33,(-1"0 Yo-zg) =0 %‘f'(io Yo.zo) = 0.

Defini¢cdo 3: Dizemos que (xg. yg. z0) € UM ponto critico ou estaciondrio de
f se (xq. yg. 20) for interior a Dy e se ¥ f(xg. vy, 20) = (0,0.0).

Teorema 5: Seja f(r.y. ) de classe C? e seja {1y, yy. 20) U™ PORLO interior
de Dy. Suponhamos que (. yg. zy) seja ponto critico de f. Scjam ainda os
determinantes hessianos H{zr. y. z) e H:(x,y, =}

o f  9f B%f
dr?  Oxdy Ozo: DO B
B a_zf azf a)f - ga? 6:1103} _
H=] - - e Hy = | (A.5)
dxrdy Oy Oydz B 0%
o2 f 02 f 8_‘}__)[' dxily Oy
| @IOH Bydz o2

Entao:
(a) se —";fru yo: o) > 0. Hy > 0e H >0 (z9. 4y 20} sera ponto de minimo
local de f



(b) se %{zro,ggﬂ. zp) < 0, H, > 0e H <0, (xg. yg. 2g) scrd ponte de mazvno
local de f.

Teorema 6: Sejam f{z.y. z) de classe " ¢ {2y, y5. 2p) unt ponto interior a
Dy buponhdmo‘« que L.LU Ya. Z9) seja ponto erw de f. Entao:

(a} (iu Yo, o) = 0. )U (ro Yo o) = 0 e LEU yn- 2y} = 0 ¢ uma condicio
necessaria para 0 ponto critico {zg. ¥o. «o} ‘:OI ponto de minimo local de f.

R I S & f .

(a} g% (o wo: 20) <0, anr \T0; Yo- zg) < 0e 57 (IU Yo. 20) < 0 ¢ uma condigao
necessaria para ¢ ponto critico (xg. yo. 2o} ser ponto de maximo local de f.

Agora repetimos 0s mesmos passos para o cilculo do valor minimo de ¢.
Em primeiro lugar. sdo obtidos os pontos criticos calculando-se Ve{gy. pr. p2):

(0.0, 0)
V2J(GE = 1) (G =)
(1.1 p2)e = (0. = G, ‘ G. (A.6)
. J2I(GE - 1) G -
S G- ' G-

Calculando-se os determinantes hessianos para cada um desses pontos
criticos. obremos. respectivamente:

—8(G? — 1) 4
Hiqr. pr-p2le = S(TGi - 1) ¢ Hilgiprope)e = 4GL (AT
8(GL — 1) 4G

Observe-se imediatamente que H; € sempre positivo, ¢omo s¢ cspera para
pontos de maximo e de minimo. Por outro lado. H sera positivo ou negativo
dependendo do valor de G_ e do ponto critico em questio. Note-se que, se
G_ < 1, o ponto de minimo de ¢ serd o primeiro dos pontos criticos: (0.0, 0).
Por outro lado. se G > 1. entao os outros dols pontos ¢riticos serdo pontos
de minimo de ¢. Nessas condigoes. temos 0s seguintes valores para o minimo
de ¢



-1 <G | <1
0<G. <]

Crrin — _2(E + ]:‘ ‘ com {

€ (A.8]

J(1+GL). ~1<|G.|<1
—_— | COom 1<G_§2

A.3 Superestimando ¢

Como pode ser verificado nos cdlculos acima, a maximizacao de b e a mi-
nimizagao de ¢ nao ocorrem para mesmos valores das varidveis (¢i.p. p2).
ou seja. bimar € Gmn 180 podem coincidir em nenhum instante da evolugao
dmamlc.a do sistema fisico em estudo. Assim, o cdlculo do valor maximo de
g, consiste em uma superestimativa de seu valor maximo. Isso é feito subs-
tituindo as constantes encontradas acima (onde utilizamos = = .oy = 1) na
raiz da equacao do segundo grau encontrada no capitulo 3 (eq. 3.4):

a,_._____.—
) T T \/ |b FIULT 4Cm?ﬁn
2

(A.9)

|q27rtér! -

Ltilizando os valores encontrados acima e respeitando as condigOes en-
coutradas para os parametros de acoplamento ¢ seus limites', obtemos os
resultados procurados:

Haumae| = G_VI +2(E+ 1)+ G2

Coml 0< G =<1
0<Go <1

(A.10}

e

'O intervalo [0, 1] para de G ¢ G foi definido na secio 3.5



i RS ., 1
ilemml = G_\f{] + 2R+ (Gg + Gz, + Ez‘)
l

\

. (A1)
com 0< G| <1
<Gy <2
onde podemos notar que estac proibidos os valores G- = 0 {ou G = G,

equivalentemente} e G_ (ou G = —G" + 1}.



Lista de Figuras

3.1

4.3

4.4

Proje¢tes da saida do gerador aleatdrio com 10000 condigoes im-
clals. Céleulo realizado com G =05, ¢ =0.2. E=85¢J = 1.5.
Obscrve-se a topologia cilindrica do espago de fase. S
Esquema do método de reescalonamento 201 para o cdleulo do
expoente de Lyapunov. .

Expoentes de Lyapunov para duas condicoes iniciais com G = 0.3,
G'=02. E =85¢.J =45 Em (a), utilizamos d = (.16 ¢
variamos o valor de 7 ¢ em (b) fixamos 7 = 0.08 e varlamos d. As
curvas vermelha e preia se referem 4 condigao inicial cadtica ¢ as
curvas azul e verde A condigdo inicial regular.

Expoentes de Ly dpuno\« para 12 condigoes inicials com G C 0.
£ =85e.J =445 Observe-se o comportamento comparavel ao
da curva y = 1/::: que indica que o expoente se manifesta com o
mmverso do tempo. :
(a} Expoentes de Lyapunov para 6 condigoes iniciais E“:‘L()lhlddb
sobre a se¢ao {gp = 0) com G =08, G = 0. E = 85 J = 4.5
d=16¢7r =008 e (b)secao de Poincaré correspondente para
as respectivas trajetorias. A borda do espaco de fase também &
apresentada. C. e e

(a) Expoente de Livapunov para uma condi¢io 1111('1al regular em
umn regime integravel (G = 0) e (b} a respectiva secdo de Poincaré
mostrando um padrao esboroado no lugar de um toro. Efeitos da
imprecisao do integrador numérico. C e

{a) Série temporal de dpy /dt para quatto condigoes iniciais regula-
res proximas da borda do espaco de fase & (b) respectiva secao de
Poincaré.
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1.6

4.9

1.10

411

4,12

{a) Expoentes de Lvapunov para duas trajetdrias cadticas (verde
e azul) e duas trajetorias regulares em um regime misto (G = 0.5
e G' = 0.2) parad = 0.1 e 7 = 0.08 e [b} respectiva se¢io de

Poincaré. Os valores de AX foram calculados nos instantes 10 e 105,

(2] Expoentes de Lyapunov e (b) secio de Poincaré para um regime
mistocom G =06.G' =03, E=85. J=45.d=01er = 0.08.
A curva verde dos expoentes. localizada no centro. se refere a um
pequenino toro localizado na parte inferior da secio (imperceptivel
na se¢ao). Ce . .
Volume cadtico em funcao do nimero total N de elemento‘a do
ensemble. com F = 8.5 ¢ J = 4.5, para trés regimes distintos: {a}
G=07eG =01 (b)G =03eG =03ef{c)G=03¢
" = 0.2. Note-se a convergéncia de ¥ para valores relativamente
pequenos de elementos. e C
Volume cadtico para o Modelo do Maser anl 1C0 Cldqmm em fungao
dos parametros de acoplamento G e .
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Expoente de Lyapunov para trajedrias cadticas em funcio do parametro

de acoplamento G'. com G = .5. Foram utilizados d = 0.1 ¢
7 = 0.08. Observe-se 0s pontos em destaque. . .

Segdo de Poincaré para G' = 0.05 e ¢ = 0.5, evidenciando-se uma
estreita regiao de caos na regiao proxima da separatriz.

Expoente de Lyapunov em funcao de ' para (a)d = (.l et = 0.08
e (b)d=02e7 =01 com G = 0.5 0Os coeficientes lineares sao
bastante parccidos. .

Esquema geométrico da mudanca de topologia do sistema. Em (a}.
a esfera é furada e tem seu furo alargado (b e ¢) até se transformar
numa superficie bidimensional {d). . e
(a) Fotografias tiradas a cada At = (1.3, para um tempo total de
evoluciao de £ = 7.0, A linha sdlida tem a funcao apenas de mostrar
a sequéncia das fotos. Em {b). temos a projecio da trajeidria no
espaco 1. Observe-se 0 aumento de velocidade perto da borda. .
{a) Fotos tiradas com intervalos de At = 4. para um tempo total de
evolucdo de £ = 50, no caso G = G’ = 0. A linha sélida vermelha,
destaca a evolugio da condicao do centro do ensemble de 1000

pontos. Em (b), temos o expoente de Lvapunov, notadamente nulo.
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(a) Fotos com intervalos de Af = 1.8, para um tempo total de
evolugao de t = 23, no caso G = 0.5 e G' = 0 ¢ (b) expoente de
Lyapunov, positivo nesse caso. . . . - . . . . . ...

Pacotes classicos preparados num regime integrivel (G = 0.5 e
Fo=0)

Em (b). 0 pacote foi preparado sobre a separatriz do
movimento. Observe-se o esborcamento consideravelmente malor
PAara esse Caso. : .

Expoentes de Lvapunov para as trajetorias do centro dos pacotes
da figura 5.5. A curva de baixo corresponde a trajetdria contida
no pacote fora da separatriz.

Expoentes de Lyapunov para uma trajetoria regular para diversos
valores de E. com J = 4.5 fixo. Em ordem decrescente do valor do
expoente. temos E =85, E=75e £ =6.5.
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