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Resumo

Neste projeto estudamos um sistema de dois spins sob uma intera�~ao
do tipo Heisenberg anisotr�opio e a inlus~ao de dois ampos magn�etios
uniformes atuando em spins diferentes, onde prouramos relaionar a des-
oerênia r�apida no sistema quântio �a presen�a de aos no sistema l�assio.

Para fazer esta assoia�~ao utilizamos no regime semil�assio a repre-
senta�~ao de estados oerentes para obter a dinâmia do sistema de spins
l�assios e relaionar ada ponto do espa�o de fase a um paote oerente que
esteja entrado nele. Para desrever o proesso de desoerênia observamos
a evolu�~ao temporal do defeito de idempotênia, que nos india quantitati-
vamente a perda de oerênia.

Com isso notamos que o tempo de desoerênia para paotes de onda
entrados em regi~oes de regime a�otio �e menor do que se eles estivessem
entrados em regi~oes de regime regular. Al�em disso, as urvas do gr�a�o do
defeito de idempotênia para o aso a�otio apresentam a tempos longos um
patamar mais elevado e utua�~oes em torno da m�edia om menor amplitude
que o aso regular.

Tamb�em estudamos a evolu�~ao temporal dos elementos de matriz do
operador densidade reduzido referente ao spin de menor tamanho, onde ob-
servamos que os paotes entrados em regi~oes a�otias têm uma tendênia
de se espalhar no espa�o de fase em oposi�~ao ao aso regular, onde o paote
tenta manter sua forma dentro da regi~ao de�nida pelo toro.
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Abstrat

In this projet we have studied a two spin system under an anisotropi
Heisenberg interation and external magneti �elds ating on eah spin sepa-
rately. We have been able to relate fast deoherene of a quantum subsystem
with the presene of haos in the orresponding lassial system.

Suh an assoiation has been done making use of the oherent state re-
presentation of the Hamiltonian operator in the semilassial regime. Eah
point in the phase spae an be onneted to a oherent wave paket entered
there. In order to observe the deoherene proess, we have followed the
temporal evolution of the idempoteny defet.

With this proedure, we have noted that the entanglement time for those
pakets entered at a point with haoti viinities is less than those with
regular viinities. Another aspet observed is that the idempoteny defet
reahes a plateau (at long times) that is higher in the haoti ases as om-
pared to the regular ones.

Also, the time evolution of the redued density matrix showed that the
population of those pakets loated at the haoti regions tends to beome
equally distributed, whereas those pakets loated at regular regions remains
unequally distributed (the pakets try to mantain the populations inside the
region de�ned by the tori).
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Introdu�~ao

Nesta �ultima d�eada oorreram v�arios estudos para arateriza�~ao de aos
em sistemas quântios. Muitos destes esfor�os est~ao onentrados na asso-
ia�~ao de fenômenos em sistemas quântios �as arater��stias da dinâmia
do sistema l�assio orrespondente, de onde podemos observar efeitos na
meânia quântia que est~ao ligados �a presen�a ou ausênia de aos no sis-
tema l�assio.

Podemos itar omo exemplo o tunelamento auxiliado por aos [1℄, fenômeno
no qual a presen�a de regi~oes a�otias entre duas ilhas regulares aumenta a
taxa de tunelamento dinâmio entre elas. Este fenômeno j�a foi inlusive
observado experimentalmente [2℄.

Outro exemplo importante est�a na estat��stia de n��veis, onde observou-se
que, para sistemas quântios ujo an�alogo l�assio �e integr�avel, as utua�~oes
nos n��veis do espetro obedeem a estat��stia de Poisson [3℄. No entanto,
para sistemas quântios ujo an�alogo l�assio �e a�otio, estas utua�~oes s~ao
desritas om mais preis~ao pela utua�~ao espetral dada por um ensemble
de matrizes aleat�orias ortogonais Gaussianas [4℄, [5℄.

O fenômeno em partiular que estudaremos �e o da desoerênia r�apida sob
intera�~ao de subsistemas no sistema quântio, que oorre quando o estado
iniial do sistema est�a entrado em regi~oes a�otias do espa�o de fase l�assio
no regime semil�assio.

Zurek e Paz [6℄ propuseram a oorrênia deste efeito, ou seja, que a taxa
de produ�~ao de entropia de um sistema quântio aberto �e um bom indiador
para o omportamento dinâmio de seu orrespondente l�assio (neste aso
a presen�a ou ausênia de aos).

Esta proposta foi on�rmada para o aso do modelo de Jaynes-Cummings
de N-�atomos, onde o efeito de desoerênia r�apida de um dos subsistemas
devido a aos foi observado numeriamente [7℄.

Nosso objetivo �e observar se este fenômeno oorre em um sistema de dois
spins interagentes. Pretendemos desta forma omprovar a proposta de Zurek
e Paz para a intera�~ao entre subsistemas de espa�o de Hilbert �nito. A
vantagem neste tipo de sistema est�a no fato de que n~ao �e neess�ario fazer um
trunamento no n�umero de n��veis no espetro, omo teria que ser feito no
aso de sistema om espa�os de Hilbert in�nito. Logo, os resultados que ser~ao
obtidos numeriamente neste trabalho n~ao sofrer~ao este tipo de impreis~ao.

A intera�~ao proposta onsiste de um sistema de dois spins S1 e S2 ligados
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atrav�es de uma intera�~ao do tipo Heisenberg. Pretendemos abordar o aso
anisotr�opio deste tipo de intera�~ao, assim omo a inlus~ao de um ampo
magn�etio externo.

Feingold e Peres[11℄, [12℄ �zeram um estudo semil�assio deste tipo de
intera�~ao, na qual o sistema l�assio apresenta aos. Neste tipo de sistema
�e poss��vel obter asos nos quais o espa�o de fase apresenta um regime misto
de �orbitas regulares e a�otias, que veremos ser de nosso interesse.

Como desejamos observar a inuênia do regime do espa�o de fase l�assio
sobre a dinâmia de emaranhamento do sistema quântio, devemos observar
o omportamento do sistema nos dois limites (l�assio e quântio).

No ap��tulo 1 vamos apresentar o m�etodo da matriz densidade utilizado
para desrever a dinâmia de emaranhamento entre os dois spins. O objetivo
�e observar a evolu�~ao temporal de uma grandeza que india quantitativa-
mente o quanto os dois spins est~ao emaranhados.

No ap��tulo 2 apresentaremos as propriedades do regime semil�assio do
sistema, de onde faremos a onex~ao entre os limites l�assio e quântio no
regime semil�assio do sistema.

Por �m, no ap��tulo 3 utilizaremos o que foi apresentado nos dois ap��tulos
anteriores para assoiar o fenômeno de desoerênia r�apida de um dos subsis-
temas do sistema quântio �a presen�a de aos no sistema l�assio. Tamb�em
observamos as diferen�as no omportamento da matriz densidade reduzida
do subsistema quântio, no regime de spins grandes ( semil�assio ), quando
o estado iniial est�a relaionado a uma regi~ao a�otia ou regular no espa�o
de fase.
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Cap��tulo 1

Sistema de Dois Spins

Quântios Interagentes

No sistema quântio, a Hamiltoniana do sistema �e dada por:

H = a0S1xS2x + a1S1yS2y + a2S1zS2z + g1~S2S1z + g2~S1S2z (1.1)

onde a0, a1 e a2 s~ao os oe�ientes da intera�~ao de Heisenberg e os oe�-
ientes g1~S2 e g2~S1 s~ao os termos proporionais a dois ampos magn�etios
uniformes e externos, ada um atuando em um spin e que devem ser ajusta-
dos onforme o tamanho dos spins por motivos que v~ao �ar laros posteri-
ormente.

Neste aso, desejamos observar a dinâmia de emaranhamento entre os
dois spins, em partiular no regime semil�assio onde fazemos uma assoia�~ao
om a dinâmia a�otia ou regular l�assia que ser�a apresentada no Cap. 2.

Com isso, veri�aremos a oorrênia de um emaranhamento r�apido quando
o estado iniial est�a onentrado no espa�o de fase na regi~ao lassiamente
a�otia, e lenta no aso regular.

1.1 Emaranhamento de Subsistemas Quântios

Como j�a foi dito na Introdu�~ao, o espa�o global que estudamos �e formado
pelo produto tensorial dos espa�os de subsistemas (no nosso aso dois) e sua
base �e tomada omo o produto tensorial entre as bases do subsistemas. No
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entanto, isto n~ao implia que todo estado global do sistema possa ser desrito
omo produto tensorial de estados de ada subsistema.

Um estado que n~ao pode ser separado em um produto tensorial �e o-
nheido omo estado emaranhado. A seguir disutiremos o operador densi-
dade reduzido de um dos subsistemas e tamb�em uma quantidade que possa
medir o grau de emaranhamento ao longo da intera�~ao entre os dois subsis-
temas.

1.1.1 Estado do tipo produto tensorial

Vamos ilustrar um aso simples: onsidere um sistema omposto por duas
partes f1g e f2g. Logo, o espa�o global " �e formado pelo produto tensorial
dos respetivos espa�os de estados das partes f1g e f2g ("1 
 "2). Suponha
um estado j	i pertenente a " e que possa ser separado em um produto
tensorial:

j	i = j�(1)i 
 j�(2)i = j�(1)�(2)i (1.2)

Para sabermos a possibilidade de obtermos o resultado an na medida do
observ�avel A(1) no subsistema f1g, utilizamos o projetor sobre o autosu-
bespa�o de an em f1g Pn(1)
 1(2). Desta forma, temos:

P (an) = h�(1)�(2)jPn(1)
 1(2) j�(1)�(2)i = h�(1)jPn(1) j�(1)i (1.3)

Onde devemos observar que �e o mesmo resultado que seria obtido se
n~ao houvesse o subsistema f2g. Na verdade, podemos dizer que , se um
estado �e do tipo produto tensorial, as medidas sobre uma parte do sistema
independem do estado das outras partes que omp~oem o sistema.

1.1.2 Estado Emaranhado

Quando um sistema se enontra no estado emaranhado, n~ao se pode uti-
lizar o mesmo proedimento da se�~ao 1.1.1, uma vez que n~ao se pode separar
o vetor de estado em j�(1)i e j�(2)i. Tal situa�~ao india que as previs~oes da
medida sobre uma parte do sistema dependem dos estados das outras partes
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que formam o sistema, ou seja, os subsistemas que formam o sistema global
est~ao orrelaionados.

Em asos nos quais existe uma intera�~ao entre os subsistemas, a evolu�~ao
temporal pode levar um estado do tipo produto a um estado emaranhado.
Observando apenas o estado de um dos subsistemas, dizemos que o subsis-
tema em quest~ao sofreu um proesso de perda de oerênia (ou desoerênia),
pois ele n~ao pode ser mais desrito isoladamente das outras partes do sistema.

O efeito de desoerênia �e estudado no proesso de medida de sistemas
quântios maros�opios, onde a desoerênia do sistema devido a intera�~ao
om o ambiente leva um estado iniialmente em superposi�~ao linear a uma
mistura estat��stia [13℄. Isso di�ulta a observa�~ao de fenômenos devido a
superposi�~ao de estados onforme nos aproximamos do limite l�assio.

Este efeito tamb�em �e estudado na omputa�~ao quântia, pois se trata de
uma das prinipais fontes de erro nas opera�~oes de um omputador quântio.
O prinipal objetivo neste aso �e manter a oerênia do estado do sistema [14℄.

Estaremos partiularmente interessados em observar a dinâmia do pro-
esso de desoerênia e, para fazê-lo, neessitamos do formalismo do operador
densidade.

1.2 Operador Densidade

O formalismo do operador densidade foi elaborado na Meânia Estat��stia
Quântia[15℄, para resolver o problema de medi�~ao em um sistema quântio
que se enontra em uma mistura estat��stia de estados. No entanto, tal
formalismo tem grande utilidade no estudo da orrela�~ao entre subsistemas
que omp~oem um sistema global.

Como no problema do emaranhamento o interesse maior �e o segundo aso,
utilizaremos este formalismo para sistemas que s~ao desritos por um estado
global puro.

No entanto, para se ter uma id�eia lara sobre o operador densidade em
sua forma mais geral, tamb�em englobaremos em nossa explia�~ao o aso em
que o sistema se enontra em uma mistura estat��stia de estados.
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1.2.1 Caso Puro

Considere um sistema que se enontra em um estado bem de�nido j	(t)i,
uja representa�~ao na base ortonormal fjunig �e dada por:

j	(t)i =
X
n

n(t) juni : (1.4)

O operador densidade para o aso puro �e dado por:

�(t) = j	(t)i h	(t)j : (1.5)

Assim, podemos esrever seus elementos de matriz omo:

�np(t) = hunj �(t) jupi = n(t)
�
p(t): (1.6)

Este operador �e de�nido desta forma para que possa desrever informa�~oes
do sistema em estudo. De fato, atrav�es do operador densidade podemos
desrever:

Conserva�~ao de probabilidade: Considerando a normaliza�~ao do estado
em que o sistema se enontra, temos que:X

n

jn(t)j2 =
X
n

�nn(t) = 1 (1.7)

Logo, no formalismo do operador densidade, a onserva�~ao de probabili-
dade pode ser esrita omo:

Tr f�(t)g = 1: (1.8)

M�edia de um observ�avel A: Em fun�~ao das omponentes do estado do
sistema j	(t)i, a m�edia de um operador A �e dado por:

hAi (t) =
X
n;p

�n(t)p(t)Anp =
X
p

hupj �
"X

n

juni hunj
#
A jupi =

X
p

hupj �A jupi :

(1.9)
Portanto, em fun�~ao do operador densidade, temos que:

hAi (t) = Tr f�Ag : (1.10)
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Evolu�~ao Temporal: Atrav�es da equa�~ao de Shr�odinger e da de�ni�~ao do
operador densidade, tamb�em podemos enontrar uma equa�~ao que determina
a evolu�~ao temporal de �(t):

d�

dt
=

1

i~
[H(t); �(t)℄ : (1.11)

Esta equa�~ao �e onheida omo equa�~ao de Von Neumann.

Distribui�~ao de Probabilidade na Medida de um Observ�avel A:
Podemos esrever em fun�~ao de �(t) a probablidade de obtermos o resultado
an na medida do observ�avel A, onsiderando que esta pode ser esrita omo
a m�edia do projetor sobre o autosubespa�o assoiado a an

P (an) = hPni (t) = Tr f�Png : (1.12)

Partiularmente para o aso puro, o operador densidade tamb�em satisfaz
as propriedades:

�(t) = �y(t) (1.13)

�2(t) = �(t) (1.14)

Tr
�
�2(t)

	
= 1: (1.15)

Logo veremos que as duas �ultimas propriedades n~ao s~ao satisfeitas no
aso mais geral.

1.2.2 Mistura Estat��stia

Em uma mistura estat��stia de estados o sistema tem probabilidade p1 de
estar no estado j	1i , p2 de estar no estado j	2i , ... , pk de estar no estado
j	ki , ... , e assim por diante. Os valores de p1; p2; :::; pk; ::: s~ao arbitr�arios
desde que satisfa�am: (

0 � p1; p2; :::; pk; ::: � 1;P
k

pk = 1 (1.16)
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O aso de um sistema no estado puro �e um aso partiular de mistura
estat��stia quando uma das probabilidades aima for 1 (e as outras, onse-
quentemente nulas).

O operador densidade para um sistema em mistura estat��stia �e de�nido
por:

� =
X
k

pk�k (1.17)

onde �k �e o operador densidade referente ao estado puro j	ki:

�k = j	ki h	kj : (1.18)

Pode-se mostrar que esta de�ni�~ao para o operador densidade satisfaz as
rela�~oes de (1.8) a (1.13). No entanto, vemos que ele n~ao �e mais um projetor.
Logo, em geral , devemos ter:

�2 6= � (1.19)

e, onsequentemente:

Tr
�
�2
	 6= 1 (1.20)

A igualdade nas rela�~oes aima s�o oorre quando o estado do sistema �e
um estado puro. Esta diferen�a entre os dois asos nos permitir�a fazer a
observa�~ao da perda de oerênia do sistema.

1.2.3 Popula�~oes e Coerênias

�E interessante observar tamb�em o signi�ado dos elementos de matriz do
operador densidade.

Vamos onsiderar iniialmente os elementos da diagonal, que no aso mais
geral (mistura estat��stia ) têm a forma abaixo:

�nn =
X
k

pk [�k℄nn (1.21)

De�nindo 
(k)
n omo o oe�iente no elemento da base juni do estado j	ki:

(k)n = hunj	ki (1.22)
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Podemos resrever este elemento de matriz omo:

�nn =
X
k

pkj(k)n j2 (1.23)

Mas j(k)n j2 representa a probabilidade de oupa�~ao do n��vel no espetro
orrespondente a juni aso o sistema estivesse no estado j	ki. Como pk re-
presenta a probabilidade de que o sistema esteja no estado j	ki, podemos
dizer que o elemento de matriz �nn representa a probabilidade de oupa�~ao
do n��vel no espetro orrespondente a juni para o sistema em mistura es-
tat��stia. Por esse motivo dizemos que o elemento de matriz �nn representa
a popula�~ao do estado juni.

Vamos nos onentrar agora nos elementos n~ao diagonais do operador
densidade, que pode ser esrito omo:

�np =
X
k

pk
(k)
n

�
(k)p

��
(1.24)

Observe agora que o termo 
(k)
n

�

(k)
p

��
est�a assoiado ao efeito de inter-

ferênia entre os estados juni e jupi quando o sistema se enontra no estado
j	ki. Assim podemos dizer que o elemento �np representa a m�edia desse
efeito de interferênia no sistema em mistura estat��stia.

Quando �np = 0 signi�a que na m�edia sobre os estados poss��veis da
mistura estat��stia n~ao h�a orrela�~oes que produzam efeitos de interferênia
entre juni e jupi. Agora se �np 6= 0, ent~ao existe oerênia entre estes dois
estados (ou orrela�~oes quântias).

Os elementos de matriz n~ao diagonais s~ao ent~ao hamados de oerênias.
Para o aso do sistema no estado puro, o signi�ado das popula�~oes do

operador densidade n~ao �e afetado. Mas para o aso das oerênias deixamos
de onsider�a-las omo uma m�edia e passam a representar o valor exato do
termo de interferênia.

9



1.3 Desri�~ao de uma parte de um Sistema

F��sio utilizando o Operador Densidade

Nesta se�~ao vamos nos restringir a sistemas f��sios om dois graus de
liberdade e iniialmente no estado puro. Voltemos ao exemplo da se�~ao 1.1.1,
onde temos dois sistemas f1g e f2g que formam o sistema global f1g+f2g
ujo espa�o de estado " �e formado pelo produto tensorial dos espa�os de
estado de f1g e f2g:

" = "(1) 
 "(2): (1.25)

Se esolhemos omo bases de "(1) e "(2) os onjuntos fjun(1)ig e fjvk(2)ig
respetivamente, podemos esolher omo base do sistema global o onjunto
formado pelos kets jun(1)vk(2)i.

Sabemos que o operador densidade � do sistema global atua em ". Agora
pretendemos obter a partir de � um operador �1 (ou �2) que atue apenas
em "(1) (ou "(2)) e opere omo identidade em "(2) (ou "(1)), de tal forma
que este operador nos permita fazer previs~oes sobre as medidas referentes
exlusivamente a f1g (ou f2g). Este proedimento �e onheido omo tra�o
parial om rela�~ao a f2g (ou f1g).

Considere o observ�avel A(1) que atua em "(1) e ~A(1) = A(1) 
 1(2) sua

extens~ao em ". Em termos de �, a m�edia de ~A(1) �e dada por:

D
~A(1)

E
= Tr

n
� ~A(1)

o
=

=
P
n;k

P
n0;k0

hun(1)vk(2)j � jun0(1)vk0(2)i hun0(1)vk0(2)jA(1)
 1(2) jun(1)vk(2)i =
=

P
n;k;n0;k0

hun(1)vk(2)j � jun0(1)vk0(2)i hun0(1)jA(1) jun(1)i Ækk0

Logo temos:

D
~A(1)

E
=
X
n;n0

"X
k

hun(1)vk(2)j � jun0(1)vk(2)i
#
hun0(1)jA(1) jun(1)i (1.26)

10



De�nindo �1 omo um operador ujo elemento de matriz �e dado por:

hunj �1 jun0i = hun(1)j
 X

k

hvk(2)j � jvk(2)i
!

jun0(1)i ; (1.27)

a m�edia de ~A(1) �e: D
~A(1)

E
= Tr f�1A(1)g (1.28)

Logo, o valor m�edio de ~A(1) pode ser alulado omo se fosse isolado e �1
fosse o operador densidade. Mas isto �e apenas uma analogia, uma vez que o
valor m�edio obtido �e inueniado pela intera�~ao om o sistema f2g.

Por de�ni�~ao, �1 �e obtido atrav�es do tra�o parial de � om rela�~ao a f2g.
Logo:

�1 = Tr2 f�g (1.29)

ujos elementos de matriz s~ao dados pela rela�~ao (1.27). Observe que atrav�es
do tra�o parial, eliminamos os graus de liberdades que n~ao s~ao de nosso
interesse.

Analogamente, �2 �e dado por:

�2 = Tr1 f�g (1.30)

e seus elementos de matriz s~ao:

hvkj �2 jvk0i = hvk(2)j
 X

n

hun(1)j � jun(1)i
!

jvk0(2)i (1.31)

Quando � desreve um estado puro ( Tr f�2g = 1 ), nem sempre �e verdade
que �1 e �2 desrevam um operador densidade. Atrav�es das rela�~oes (1.27)
e (1.31) podemos veri�ar que, em geral, os tra�os de �21 e �22 s~ao diferentes
de 1. Na verdade, a igualdade s�o �e satisfeita quando os sistemas f1g e f2g
n~ao estiverem emaranhados. Isto reete o fato de que o estado do subsis-
tema �e desrito omo uma mistura estat��stia quando o estado global for um
estado emaranhado. Nesta situa�~ao, o operador densidade reduzido passa a
satisfazer as propriedades gerais dadas na se�~ao 1.2.2.
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Estes oneitos podem ser utilizados para estudar a orrela�~ao entre os
sistemas f1g e f2g. Um bom indiador quantitativo desta orrela�~ao �e o
defeito de idempotênia (ou entropia linear reduzida) [16℄, que �e de�nido
omo:

Æ(t) = 1� Tr1
�
�21
	

(1.32)

Observe que Æ(t) = 0 somente quando Tr1 f�21g = 1, mas, omo foi visto
no �ultimo par�agrafo, isto oorre apenas quando n~ao existe orrela�~ao entre
f1g e f2g. Portanto, o defeito de idempotênia �e nulo quando n~ao existe
orrela�~ao e maior que zero aso ontr�ario.

Mas se esolhermos omo estado iniial um estado do tipo produto no
aso da intera�~ao dada por (1.1), esperamos que Æ(t) iniialmente seja nulo
mas assuma valores diferentes de zero em sua evolu�~ao temporal devido �a
intera�~ao.

A taxa de resimento desta grandeza nos india a taxa om que o sub-
sistema f1g perde oerênia devido �a intera�~ao om o segundo subsistema.

Uma outra maneira de observar a orrela�~ao �e veri�ando se � �e igual ao
operador �0 dado por:

�0 = �1 
 �2: (1.33)

Pode-se demonstrar que a igualdade s�o �e satisfeita quando a orrela�~ao
n~ao existe.

1.4 Exemplos

Apresentamos a seguir alguns exemplos simples para ilustrar omo obter,
onheendo a intera�~ao e onheendo o estado iniial, o defeito de idem-
potênia em fun�~ao do tempo.

Em todos estes exemplos onsideramos a intera�~ao de Heisenberg isotr�opia
sem o termo do ampo magn�etio externo. Em outras palavras, utilizamos a
intera�~ao representada pelo operador Hamiltoniano:

H = a~S1
~S2 (1.34)

onde onsideramos dois exemplos:

12



Exemplo 1:

Consideremos dois spins 1/2 , ujo estado iniial �e dado por:

j (0)i = j+;�i (1.35)

A evolu�~ao temporal, onsiderando a Hamiltoniana dada por 1.34, nos
leva a:

j (t)i = os

�
a~

2
t

�
j+�i � isen

�
a~

2
t

�
j�+i (1.36)

Assim, onsiderando a base dada por j++i, j+�i , j�+i, j��i, podemos
determinar a forma matriial dos seguintes operadores:

�(t) = j (t)i h (t)j =

0
BB�

0 0 0 0
0 os2

�
a~
2
t
�

i
2
sen (a~t) 0

0 � i
2
sen (a~t) sen2

�
a~
2
t
�

0
0 0 0 0

1
CCA

�1(t) = Tr2 f�(t)g =

�
os2

�
a~
2
t
�

0
0 sen2

�
a~
2
t
� �

�2(t) = Tr1 f�(t)g =

�
sen2

�
a~
2
t
�

0
0 os2

�
a~
2
t
� �

E desta forma, obtemos o defeito de idempotênia:

Æ(t) = 1� Tr
�
�21(t)

	
= 2sen2

�
a~

2
t

�
os2

�
a~

2
t

�
=

1

2
sen2 (a~t) (1.37)

Ent~ao, o gr�a�o de Æ(t) tem a forma da �gura 1.1, para a = 1 e ~ = 1.
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Figura 1.1: gr�a�o do defeito de idempotênia em fun�~ao do tempo para o
aso do exemplo 1. Consideramos aqui a = 1 e ~ = 1.

Temos que o defeito de idempotênia �e nulo para tn = n�
a~

(n inteiro).
Observe que nestes valores de tempo, a igualdade � = �1 
 �2 �e satisfeita, o
que on�rma que n~ao existe orrela�~ao entre os dois spins quando Æ(tn) = 0.
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Exemplo 2:

Consideremos agora a intera�~ao entre um spin 1 om um spin 1/2. Tome-
mos omo estado iniial

j (0)i = j0;+i (1.38)

Agora o espa�o de estados �e de dimens~ao 6, que representamos pela base
j1+i, j1�i , j0+i, j0�i, j�1+i, j�1�i. E a evolu�~ao temporal nos leva a:

j (t)i = 1

3

h�
2e�ia~

2
t + eia~t

�
j0+i+

p
2
�
e�ia~

2
t � eia~t

�
j1�i

i
(1.39)

E, da mesma forma que no exemplo anterior, obtemos as matrizes:

�(t) =
1

9

0
BBBBBBBB�

0 0 0 0 0 0

0 4� 4os
�
3
2
a~t

� p
2
h
1� 2isen

�
3
2
a~t

�� e
3

2
ia~t
i

0 0 0

0
p
2
h
1 + 2isen

�
3
2
a~t

�� e�
3

2
ia~t
i

5 + 4os
�
3
2
a~t

�
0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCA

�1(t) =
1

9

0
� 4� 4os

�
3
2
a~t

�
0 0

0 5 + 4os
�
3
2
a~t

�
0

0 0 0

1
A

�2(t) =
1

9

�
5 + 4os

�
3
2
a~t

�
0

0 4� 4os
�
3
2
a~t

� �

Assim, o defeito de idempotênia �e dado por:

Æ(t) =
16

81

�
sen2

�
3

4
a~t

�
+ 2sen2

�
3

2
a~t

��
(1.40)

Desta vez, o gr�a�o para Æ(t) tem a forma da �gura 1.2 (onde onside-
ramos a = 1 e ~ = 1).
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Figura 1.2: gr�a�o do defeito de idempotênia em fun�~ao do tempo para o
aso do exemplo 2. Consideramos aqui a = 1 e ~ = 1

Os zeros do defeito de idempotênia s~ao os instantes de tempo tn = 4
3
n�
a~
.

Pode-se veri�ar as mesmas observa�~oes feitas anteriormente sobre as rela�~oes
entre � e �1 
 �2 nestes instantes de tempo. Note que ao aumentarmos o
n�umero de estados do subsistema levou ao surgimento de duas frequênias
(3
2
a~ e 3

4
a~).
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Cap��tulo 2

Dinâmia Cl�assia para um

Sistema de Dois Spins

Interagentes

Em analogia ao sistema de dois spins quântios podemos elaborar um
sistema de dois spins l�assios regido pelo formalismo da meânia l�assia.
Al�em disso este sistema deve ser o limite do sistema de spins quântios quando
~! 0 e j~Sj ! 1.

Na pr�oxima se�~ao apresentaremos onsidera�~oes gerais sobre este sistema
obtidas atrav�es da analogia om o sistema quântio. Em seguida daremos
uma id�eia da instrumenta�~ao utilizada para obtê-lo omo o limite l�assio do
sistema quântio.

2.1 Considera�~oes Gerais

Consideremos o sistema de dois spins de�nidos pelos n�umeros quântios
S1 e S2 que interagem sob inuênia da Hamiltoniana H. Neste sistema
temos os operadores S�

l da omponente do spin l (l = 1; 2) na dire�~ao �
(� = x; y; z).

Sabemos que o sistema de spins quântio �e regido pelas equa�~oes:

dS�
l

dt
=

1

i~
[S�

l ; H℄ (2.1)
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h
S�
l ; S

�
k

i
= i~Ælk

X


���S�
l (2.2)

hSk; mkj
�
~Sl

�2
jSl; mli = Sl (Sl + 1)~2ÆlkÆmlmk

: (2.3)

Analogamente, podemos de�nir os spins l�assios omo vetores ~Sl (ql; pl) =
(Sx

l ;Sy
l ;Sz

l ) (l = 1; 2) ujo m�odulo �e orrespondente aos autovalores de ~S2:���~Sl���! ~

p
Sl (Sl + 1) (2.4)

e (ql; pl) s~ao as oordenadas generalizadas para desrever o sistema l�assio.
O sistema l�assio tamb�em deve ter uma fun�~ao geradoraH (fun�~ao ener-

gia) respons�avel pela evolu�~ao temporal em orrespondênia �a Hamiltoniana
do sistema quântio:

H
�
~S1; ~S2

�
! H

�
~S1; ~S2

�
: (2.5)

Finalmente, utilizamos os parênteses de Poisson em orrespondênia ao
omutador quântio. Em fun�~ao das oordenadas generalizadas (ql; pl), de�-
nimos os parênteses de Poisson entre duas fun�~oes A (ql; pl) e B (ql; pl) omo:

fA;Bg =
X
l

�
�A

�ql

�B

�pl
� �A

�pl

�B

�ql

�
: (2.6)

E desta de�ni�~ao, obtemos o an�alogo l�assio de (2.2):n
S�
l ;S�

k

o
= Ælk

X


���S�
l : (2.7)

Portanto, em analogia �as rela�~oes da meânia quântia dadas no in��io
desta se�~ao, de�nimos que um sistema de dois spins l�assio deve ter uma
intera�~ao dada por uma Hamiltoniana do tipo:

H = H
�
~S1; ~S2

�
: (2.8)

E sua evolu�~ao temporal deve ser dada por:

dS�
l

dt
= fS�

l ;Hg : (2.9)
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Agora, se as oordenadas generalizadas s~ao vari�aveis anoniamente on-
jugadas, esta �ultima rela�~ao nos leva �as equa�~oes de Hamilton:

_ql =
�H
�pl

_pl = ��H
�ql

: (2.10)

O que foi apresentado at�e agora foram propriedades gerais do sistema
de spins l�assios obtidos por analogia e seguindo o formalismo da meânia
l�assia. Isto signi�a que qualquer sistema obtido omo um limite l�assio
do sistema de spins quântios deve satisfazer estas propriedades para ser
onsiderado um sistema de spins l�assio.

2.2 Limite Cl�assio para a Hamiltoniana de

Heisenberg

O limite l�assio da Hamiltoniana de Heisenberg deve ser desrito atrav�es
de uma fun�~ao H. Suas propriedades devem ser onsistentes om as que
foram apresentadas na se�~ao anterior.

Esperamos que a intera�~ao de Heisenberg mais os termos de ampo ex-
terno tenham a seguinte forma no limite l�assio:

H = a0S1xS2x + a1S1yS2y + a2S1zS2z + g1S2S1z + g2S1S2z: (2.11)

O m�etodo para obter esta Hamiltoniana omo o limite l�assio do Hamil-
toniano do sistema quântio onsiste em de�nir um novo operador [17℄:

~sl =
~Slp

Sl (Sl + 1)
: (2.12)

e tomar o limite Sl ! 1. Assim as rela�~oes de omuta�~ao entre as ompo-
nentes de um dado spin tomam a forma:

h
s�l ; s

�
l

i
= i���

~slp
Sl (Sl + 1)

: (2.13)

Observe que este omutador �e nulo no limite Sl !1, sendo onsistente
om o que �e esperado quando um sistema est�a alan�ando o limite l�assio.
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Ent~ao podemos reesrever (1.1) (no aso S1 = S2 = S) omo:

H = S (S + 1) [a0s1xs2x + a1s1ys2y + a2s1zs2z + a3(s1z + s2z)℄ : (2.14)

para g1~S2 = g2~S1 = a3
No limite S ! 1 , podemos obter H a partir de H tomando as ompo-

nentes s�l omo vari�aveis l�assias. Devemos notar que, ao tomarmos simul-
taneamente os limites S !1 e ~! 0 estaremos fazendo a passagem de um
espetro de energia disreto para um espetro de energia ont��nuo.

Portanto, o limite l�assio �e dado por:

~! 0 e Sl !1; (2.15)

sujeitos �a ondi�~ao:

~

p
Sl(Sl + 1) = Al = te: (2.16)

Neste aso, o limite l�assio leva �a substitui�~ao dos operadores de spin
por vetores l�assios de m�odulo dado pela onstante Al (que tomaremos
A1 = A2 = 1 no aso de spins iguais). Para o modelo de Heisenberg foi
demonstrado rigorosamente que tal limite existe [18℄.

2.2.1 Prin��pio Variaional na Meânia Quântia

Al�em da equa�~ao de Shr�odinger, podemos utilizar o Prin��pio Varia-
ional [19℄ para determinar o estado em que o sistema se enontra. Este
prin��pio onsiste em de�nir uma vari�avel a�~ao do tipo:

A =

Z t2

t1

L �	; �	
�
dt (2.17)

onde L representa a Lagrangeana, dada omo:

L �	; �	
�
=
h	j i~ �

�t
�H j	i

h	j	i (2.18)

quando j	i n~ao est�a normalizado.
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A solu�~ao do sistema �e o estado que minimiza a a�~ao A. Ou seja, quando
j	i �e a solu�~ao do sistema temos que:

ÆA = 0; (2.19)

onde podemos observar que a solu�~ao deste problema tamb�em �e solu�~ao da
equa�~ao de Shr�odinger.

Considerando que na de�ni�~ao da Lagrangeana dada em 2.18, o termo
i~ �

�t
orresponde �a forma diferenial do operador de evolu�~ao temporal, pode-

mos reesrever a Lagrangeana omo:

L �	; �	
�
=

i~

2

D
	j _	

E
�
D
_	j	

E
h	j	i � h	jH j	i

h	j	i (2.20)

E omparando om a forma onheida da Lagrangeana na Meânia
Cl�assia, temos uma fun�~ao an�aloga �a Hamiltoniana Cl�assia:

H =
h	jH j	i
h	j	i (2.21)

Al�em disso, se for poss��vel de�nir uma parametriza�~ao de j	i por vari�aveis
omplexas zl (l = 1; 2; :::N):

j	(t)i = j	(z1(t); z2(t); :::; zN (t))i ; (2.22)

onde 	(t) tem 1a e 2a derivadas bem de�nidas em zl e �zl, tamb�em podemos
de�nir parênteses de Poisson generalizados:

ff; gg =
�

�
�z
f �

��z
f
�� 0 � (C�1)

t

C�1 0

��
�
�z
g

�
��z
g

�
(2.23)

onde:

Clj =
�2

�zl��zj
ln h	j	i (2.24)

De�nida a parametriza�~ao aima e a fun�~ao H, o prin��pio variaional
dado por (2.19) nos leva a equa�~oes an�alogas �as equa�~oes anônias:

_zl = i fH; zlg

_�zl = i fH; �zlg
(2.25)
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Ent~ao, atrav�es do Prin��pio Variaional e da Parametriza�~ao somos a-
pazes de montar, no sistema quântio, uma estrutura l�assia que de�ne um
espa�o de fase em fun�~ao das vari�aveis zl e �zl.

Ainda nos resta de�nir em que representa�~ao o sistema quântio deve estar
quando tomamos o limite l�assio. �E poss��vel de�nir uma respresenta�~ao em
fun�~ao de grandezas (Slsen�los�l; Slsen�lsen�l; Slos�l) orrespondentes �a
posi�~ao angular do vetor ~sl. Mas tal proedimento �e v�alido somente para o
limite l�assio extremo S !1.

Neste projeto utilizamos a representa�~ao por estados oerentes [20℄ para
obter o limite l�assio de (1.1). As vantagens em utilizar este tipo de repre-
senta�~ao ser~ao dadas em detalhes na proxima se�~ao.

2.2.2 Estados Coerentes

Os estados oerentes foram primeiro onheidos no aso de um osilador
harmônio, onde se notou que estes estados mantêm a oerênia para evolu�~ao
temporal [20℄ e al�em disso s~ao menos suset��veis �a perda de oerênia quando
o osilador est�a em ontato om um banho t�ermio [16℄.

No entanto, foram observadas diversas arater��stias nestes estados que
v~ao al�em de sua nomenlatura original. Dentre elas podemos itar:

1) Estes estados formam uma base de estados que gera o espa�o de
Hilbert;

2) Os elementos diagonais dos operadores na representa�~ao destes estados
s~ao bem de�nidos;

3) Existe uma assoia�~ao natural entre a representa�~ao por estados o-
erentes e o limite l�assio, quando minimizamos a desigualdade ontida na
rela�~ao de inerteza de Heisenberg.

Por esses motivos, onsideramos onveniente esolher esta representa�~ao
para o sistema quântio antes de tomar o limite l�assio.

Em analogia ao aso do osilador harmônio, de�nimos os estados oe-
rentes para spin omo [20℄:

jzi = e
�zS+

~ jS;�Si (2.26)

onde z �e um n�umero omplexo.
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Nesta de�ni�~ao os estados n~ao est~ao normalizados e sua norma �e dada
abaixo:

hzjzi = �
1 + jzj2�2S (2.27)

Al�em disso, estes estados podem ser utilizados para representar o espa�o
de Hilbert, e satisfazem uma rela�~ao de ompleteza:Z

jzi hzjDz = 1 (2.28)

onde:

Dz =
2S + 1

�

d[Re(z)℄d[Im(z)℄

(1 + jzj2)2 (2.29)

No entanto, os estados oerentes n~ao formam uma base ortogonal. Por
isso, o onjunto dos estados oerentes �e onheido omo uma base superom-
pleta.

No aso de dois spins, estes estados s~ao dados por [21℄:

jz1; z2i =
h
e
�z1S1+

~ jS1;�S1i
i



h
e
�z2S2+

~ jS2;�S2i
i

(2.30)

onde z1 e z2 s~ao n�umeros omplexos.
A norma destes estados �e dada por:

hz1; z2jz1; z2i =
�
1 + jz1j2

�2S1 �1 + jz2j2
�2S2 (2.31)

Estes estados geram o espa�o de Hilbert e têm a vantagem de que os
elemento dos operadores nesta base s~ao bem de�nidos. Sob este argumento
podemos de�nir a fun�~ao semil�assia H orrespondente ao operador Hamil-
toniano na representa�~ao de estados oerentes e apliar o que foi visto na
se�~ao anterior [21℄.

2.2.3 Dinâmia Semil�assia na Representa�~ao de Es-

tados Coerentes

Os elementos diagonais do operador Hamiltoniano de�nem a fun�~ao:

H(z1; z2) =
hz1; z2jH jz1; z2i
hz1; z2jz1; z2i (2.32)
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Como j�a vimos na se�~ao 2.2.1, as vari�aveis omplexas est~ao relaionadas
a H atrav�es de equa�~oes an�alogas �as equa�~oes anônias:

_zl = i fH; zlg

_�zl = i fH; �zlg
(2.33)

Mas, para o aso de estados oerentes, a matriz C tem elementos de
matriz:

Ckl =
2Sl

(1 + jzlj2)2
Ækl (2.34)

Logo, a partir da de�ni�~ao (2.23) os parênteses de Poisson na repre-
senta�~ao de estados oerentes têm a forma:

ff; gg =
2X

l=1

(1 + jzlj2)2
2Sl

�
�f

��zl

�g

�zl
� �f

�zl

�g

��zl

�
(2.35)

Apliando este resultado nas equa�~oes (2.33), obtemos as equa�~oes de
movimento de zl e �zl:

_zl = i
(1+jzlj2)

2

2Sl

�H
��zl

_�zl = �i
(1+jzlj2)

2

2Sl

�H
�zl

(2.36)

Observe que as equa�~oes aima ainda n~ao s~ao as equa�~oes de Hamilton,
pois as vari�aveis zl e �zl n~ao s~ao vari�aveis anoniamente onjugadas.

No entanto, podemos de�nir vari�aveis anoniamente onjugadas em fun�~ao
das vari�aveis omplexas zl. Podemos esolher por exemplo, pares de vari�aveis
do tipo a�~ao e ângulo (Il; �l) referentes ao spin Sl, relaionadas �as vari�aveis
omplexas por:

zl =

r
~Sl + Il
~Sl � Il

ei�l (2.37)

Estas vari�aveis est~ao de�nidas no limite:

�~Sl � Il � ~Sl 0 � �l � 2�
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Para este novo par de vari�aveis as equa�~oes de movimento dadas em (2.36)
podem ser reesritas na forma das equa�~oes de Hamilton:

_�l =
�H
�Il

_Il = � �H
��l

(2.38)

Uma vez de�nidas as equa�~oes para a representa�~ao semil�assia em esta-
dos oerentes, resta-nos agora apliar esta estrutura para a Hamiltoniana de
nosso interesse e tomar o limite l�assio para que estas equa�~oes desrevam
a dinâmia do sistema l�assio.

2.2.4 Dinâmia Cl�assia para Dois Spins sob a Intera�~ao

de Heisenberg

Agora, para determinar as equa�~oes de movimento resta apenas determi-
nar a fun�~ao H orrespondente a (1.1).

Mas no aso de um sistema de dois spins, devemos primeiro obter a re-
presenta�~ao em estados oerentes dos operadores Sl+, Sl� e Slz (l = 1; 2).
Ou seja, devemos determinar os elementos de matriz:

Sl+ = hzljSl+jzli

hzljzli

Sl� = hzljSl�jzli

hzljzli

Slz =
hzljSlzjzli
hzljzli

(2.39)

A fun�~ao Sl� �e a mais simples de se obter, uma vez que:

e
zlSl�

~ Sl� =
X
n

znl
~nn!

(Sl�)
n+1 = ~

d

dz

 X
n

znl
~nn!

(Sl�)
n

!
= ~

d

dzl
e
zlSl�

~

(2.40)
E onsequentemente, para um estado j	i qualquer:

hzljSl� j	i = hSl;�Slj e
z
l
S
l�

~ Sl� j	i = ~
d

dzl
hzlj	i (2.41)

Esta �ultima rela�~ao ilustra a representa�~ao de Sl� omo um operador
diferenial na base de estados oerentes.
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Para obter os outros operadores Sl+ e Slz partimos das rela�~oes de o-
muta�~ao:

[Slz; Sl�℄ = �~Sl�

[Sl+; Sl�℄ = 2~Slz

(2.42)

para provar por indu�~ao que:

(Sl�)
n Slz = Slz (Sl�)

n + n~ (Sl�)
n

(Sl�)
n Sl+ = Sl+ (Sl�)

n � 2n~Slz (Sl�)
n�1 � ~

2n (n� 1) (Sl�)
n�1 (2.43)

Assim, podemos utilizar o mesmo aminho utilizado para Sl� para demon-
strar que:

e
zlSl�

~ Slz = Slze
zlSl�

~ + ~zl
d
dzl

e
zlSl�

~

e
zlSl�

~ Sl+ = Sl+e
zlSl�

~ � 2~zlSlze
zlSl�

~ � �z2l
d
dzl

e
zlSl�

~

(2.44)

De onde tamb�em obtemos a representa�~ao diferenial para os operadores
Sl+ e Slz:

hzljSlz j	i = ~

�
zl

d
dzl

� Sl

�
hzlj	i

hzljSl+ j	i = ~

�
�z2l

d
dzl

+ 2Szl

�
hzlj	i

(2.45)

E quando esolhemos j	i = jzli nas rela�~oes e dividimos por hzljzli obte-
mos as fun�~oes desejadas:

hzljSl+ jzli
hzljzli =

2~Slzl
1 + jzlj2 (2.46)

hzljSl� jzli
hzljzli =

2~Sl�zl
1 + jzlj2 (2.47)

hzljSlz jzli
hzljzli = �~Sl

1� jzlj2
1 + jzlj2 (2.48)
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�E importante notar que a express~ao dada em 2.48 nos d�a uma rela�~ao
direta entre a fun�~ao Slz om a vari�avel Il introduzida na se�~ao 2.2.3:

Slz = �~Sl

1� jzlj2
1 + jzlj2 = Il (2.49)

Logo, a vari�avel Il est�a assoiada om a omponente em z do spin l.
Tendo em m~aos as equa�~oes de 2.46 a 2.48, podemos obter a fun�~ao

H(z1; z2).
O operador dado em (1.1) tamb�em pode ser representado pela forma

abaixo:

H = (a0+a1)
4

(S1+S2� + S1�S2+) +
a0�a1

4
(S1+S2+ + S1�S2�) + a2S1zS2z

+g1~S2S1z + g2~S1S2z

Com as representa�~oes dos operadores de spins dadas pelas equa�~oes (2.46)
a (2.48) podemos determinar a fun�~ao H(z1; z2) orrespondente ao Operador
Hamiltoniano aima:

H = ~2S1S2
(1+jz1j2)(1+jz2j2)

[(a0 � a1) (z1z2 + �z1�z2) + (a0 + a1) (�z1z2 + z1�z2)

+a2 (1� jz1j2) (1� jz2j2)℄� g1~
2S1S2

(1�jz1j2)
(1+jz1j2)

� g2~
2S1S2

(1�jz2j2)
(1+jz2j2)

Mas em fun�~ao dos pares de vari�aveis anonias (Il; �l) (l = 1; 2), esta
fun�~ao pode ser reesrita omo:

H(I1; �1; I2; �2) =
1
2

p
(~2S2

1 � I21 ) (~
2S2

2 � I22 ) [(a0 � a1) os (�1 + �2)
+ (a0 + a1) os (�2 � �1)℄ + a2I1I2 + g1~S2I1 + g2~S1I2

(2.50)
Resta-nos agora tomar o limite l�assio do sistema. Devemos notar que

no limite ~! 0 e Sl !1 a ondi�~ao 2.16 pode ser reesrita omo:

~Sl = Al (2.51)

Ent~ao, a aplia�~ao do limite l�assio sobre estas equa�~oes onsiste em
esolhermos valores onvenientes para os fatores Al (l = 1; 2), que passar~ao
a ser assoiados ao tamanho dos spins l�assios.
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Daqui em diante �xaremos os valores:

A1 = te e A2 = 1 (2.52)

onde A1 tem valor 1 para o aso de dois spins iguais (S1 = S2) e maior que
1 para spins diferentes (estaremos sempre onsiderando S1 � S2).

Ent~ao, para tomar o limite l�assio do sistema de�nimos as vari�aveis
intensivas dadas por:

Kl =
Il
~Sl

; �l (2.53)

Tamb�em devemos onsiderar a fun�~ao H(z1; z2) esalonada pelo termo
~S1~S2:

HCl(z1; z2) =
H

~S1~S2
(2.54)

Assim, a energia n~ao divergir�a ao tomarmos Sl !1 no problema quântio.
Com isso, a Hamiltoniana passa a ter a forma abaixo:

HCl(K1; �1; K2; �2) =
1
2

p
(1�K2

1 ) (1�K2
2) [(a0 � a1) os (�1 + �2)

+ (a0 + a1) os (�2 � �1)℄ + a2K1K2 + g1K1 + g2K2

(2.55)
Estas novas vari�aveis satisfazem as equa�~oes de Hamilton:

_�l =
�HCl

�Kl

_Kl = ��HCl

��l

(2.56)

Assim de�nido o limite l�assio, se quisermos relaionar om as equa�~oes 2.38
onde a vari�avel Il �e extensiva, temos que ter uma reesala no tempo

d

dt
Kl = ��HCl

��l
=) d

dtl
Il = ��H

��l

onde:

tl =
t

Ak

(k 6= l) (2.57)
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Com isso, podemos determinar as equa�~oes de movimento do sistema
l�assio atrav�es das equa�~oes de Hamilton (2.56):

_�1 = �K1

2

r
(1�K2

2)
(1�K2

1)
[(a0 � a1) os (�1 + �2)

+ (a0 + a1) os (�2 � �1)℄ + a2K2 + g1

_K1 =
1
2

p
(1�K2

1) (1�K2
2 ) [(a0 � a1) sen (�1 + �2)

� (a0 + a1) sen (�2 � �1)℄

_�2 = �K2

2

r
(1�K2

1)
(1�K2

2)
[(a0 � a1) os (�1 + �2)

+ (a0 + a1) os (�2 � �1)℄ + a2K1 + g2

_K2 =
1
2

p
(1�K2

1) (1�K2
2 ) [(a0 � a1) sen (�1 + �2)

+ (a0 + a1) sen (�2 � �1)℄

(2.58)

onde j�a foi feita a esolha:

~S1 = A1 ~S2 = A2 = 1: (2.59)

Observe que para ompararmos om o limite l�assio, devemos esolher
o regime semil�assio onde os termos de ampo externo devem ser ajustados
apropriadamente para darem o mesmo limite, isto �e, ao aumentarmos S2, o
termo g1~S2 deve aumentar onomitantemente.
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2.3 Exemplos

Uma vez obtidas as equa�~oes de movimento, podemos onstruir as se�~oes
de Poinar�e do sistema. Podemos onsiderar, por exemplo, um sistema de
dois spins iguais (A1 = A2 = 1) ujos oe�ientes de intera�~ao s~ao dados por:

a0 = 0:5; a2 = 0:0; g1 = g2 = 0:5 (2.60)

onde onstru��mos se�~oes de Poinar�e para três valores diferentes de a1(0.0,
0.25, 0.5 ).

As ontrapartes quântias destes sistemas têm uma Hamiltoniana do tipo:

H =
1

2
S1xS2x + a1S1yS2y +

1

2
(~S2S1z + ~S1S2z) (2.61)

om os valores de a1 dados aima.
Com isso obtemos as se�~oes da �gura 2.1, onde onsideramos o plano

de�nido por K1 = 0:0 e energia E = 0:0.
Podemos observar que para a0 = a1 temos um sistema totalmente in-

tegr�avel. Isto �e esperado, uma vez que nesta situa�~ao a Hamiltoniana l�assia
dada em (2.54) toma a forma abaixo:

HCl(K1; �1; K2; �2) =
p

(1�K2
1) (1�K2

2 ) [a0os (�2 � �1)℄
+a2K1K2 + g1K1 + g2K2

(2.62)

E nestas ondi�~oes podemos de�nir novos pares de vari�aveis anônias:

m = K1 +K2 ; � = �1+�2
2

� = K2 �K1 ; � = �2��1
2

(2.63)

onde podemos observar que � �e uma vari�avel ��lia.
Logo, para o aso a0 = a1, a vari�avelm, que orresponde na representa�~ao

semil�assia �a omponente em z do spin total, deve ser onservada. Como
tamb�em temos a onserva�~ao de energia, o sistema possue ent~ao dois graus
de liberdade(sendo ent~ao um sistema integr�avel).

Al�em disso, vemos que �e poss��vel obter regimes mistos de regi~oes regulares
e a�otias atrav�es de uma esolha onveniente dos oe�ientes da intera�~ao
e da superf��ie de energia a ser onsiderada.
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Figura 2.1: Se�~oes de Poinar�e onsiderandos diferentes valores de a1: (a)
a1 = 0 (b) a1 = 0:25 () a1 = 0:5
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Cap��tulo 3

Inuênia de Caos sobre a

Dinâmia de Emaranhamento

O nosso objetivo �e estabeleer uma onex~ao entre o efeito de desoerênia
r�apida do sistema de spins quântio e a presen�a de aos no an�alogo l�assio.
Para isto, seguindo o proedimento da referênia [7℄, utilizamos os estados o-
erentes omo estado iniial do sistema quântio, pois orrespondem a paotes
de ondas entrados em pontos do espa�o de fase l�assio.

A nossa an�alise onsiste primeiramente em obter a se�~ao de Poinar�e do
sistema l�assio para asos em que tenhamos um regime apropriado de aos.
Para isto utilizamos as equa�~oes de movimento obtidas na se�~ao 2.2.4.

Em seguida esolhemos pontos loalizados em regi~oes de regime regular e
a�otio na se�~ao de Poinar�e. Com isso podemos de�nir no sistema quântio
estados oerentes que est~ao entrados nestes pontos.

Finalmente, utilizamos estes estados omo estados iniiais para o sistema
e observamos sua dinâmia de entrela�amento sob a intera�~ao dada pela
Hamiltoniana quântia:

H = a0S1xS2x + a1S1yS2y + a2S1zS2z + g1~S2S1z + g2~S1S2z (3.1)

3.1 Spins Iguais

Iniialmente onsideramos o aso de dois spins iguais (S1 = S2 = S).
Ent~ao o sistema l�assio onsiste de dois spins l�assios de tamanhos iguais
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(~S1 = ~S2), que neste aso onsideraremos unit�ario:

A1 = A2 = 1: (3.2)

Observamos apenas asos em que os oe�ientes g1 e g2 tamb�em ser~ao
iguais:

g1 = g2 = g (3.3)

Assim, as equa�~oes de movimento (2.58) podem ser esritas omo:

_�1 = �K1

2

r
(1�K2

2)
(1�K2

1)
[(a0 � a1) os (�1 + �2)

+ (a0 + a1) os (�2 � �1)℄ + a2K2 + g

_K1 =
1
2

p
(1�K2

1 ) (1�K2
2 ) [(a0 � a1) sen (�1 + �2)

� (a0 + a1) sen (�2 � �1)℄

_�2 = �K2

2

r
(1�K2

1)
(1�K2

2)
[(a0 � a1) os (�1 + �2)

+ (a0 + a1) os (�2 � �1)℄ + a2K1 + g

_K2 =
1
2

p
(1�K2

1 ) (1�K2
2 ) [(a0 � a1) sen (�1 + �2)

+ (a0 + a1) sen (�2 � �1)℄

(3.4)

Tendo as equa�~oes aima, tratamos de observar dois asos:

Caso A:

Tomamos omo valores das onstantes de intera�~ao:

a0 = 0:5; a1 = a2 = 0:0; g = 0:5 (3.5)

que orresponde no sistema quântio (om S1 = S2 = S) a Hamiltoniana
dada por:

H =
1

2
[S1xS2x + ~S (S1z + S2z)℄ (3.6)

33



Montamos a se�~ao de Poinar�e do an�alogo l�assio deste sistema baseado
nas equa�~oes de movimento (3.4). Estas se�~oes foram obtidas em fun�~ao das
vari�aveis K2 e �2 no plano de�nido por K1 = 0:0 e energia E = �0:15.
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φ2

-1.0

-0.5

0.0
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1.0

K2

P1

P2

P3

P4

Figura 3.1: se�~ao de Poinar�e para o aso A , onsiderando as superf��ies de
energia E = �0:15;A1 = 1; A2 = 1; a0 = 0:5; a1 = 0:0 = a2 = 0:0; g = 0:5.
As linhas ont��nuas indiam as larguras a meia altura dos paotes oerentes
entrados em ada um dos pontos no aso de spins quântios om S=9.

Esolhemos sobre esta se�~ao quatro pontos que est~ao indiados na �gura 3.1,
onde P1 e P2 se enontram em toros na regi~ao regular e os pontos P3 e P4

sobre as regi~oes a�otias.
Em seguida onstru��mos gr�a�os do defeito de idempotênia em fun�~ao do

tempo para quatro estados iniiais. Reordando, o defeito de idempotênia
do sistema �e dado por:

Æ(t) = 1� Tr
�
�22
	

(3.7)

onde �2 �e a matriz densidade reduzida do spin de menor tamanho

�2 = Tr1 f�g (3.8)

Os estados iniiais orrespondem a paotes oerentes que est~ao entrados
nos quatro pontos indiados na se�~ao de Poinar�e do sistema l�assio. Como
resultado obtivemos os gr�a�os da �gura 3.2, onde se pode observar que
os asos entrados em regi~oes a�otias têm menor tempo de desoerênia
(atingem antes o patamar).
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Figura 3.2: evolu�~ao do defeito de idempotênia para os estados iniiais
entrados nos pontos indiados na �gura 3.1. Consideramos S1 = S2 = S
onde: (a)S = 9

2
(b)S = 6 e ()S = 9. A linha horizontal india o limitante

superior das urvas para ada valor de spin.
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Consideramos três valores diferentes para os spins, de mesmo tamanho
S (= 9

2
; 6; 9). Em todos os asos o gr�a�o apresenta uma urva resente,

tendendo a atingir um valor limite (formando assim um patamar), a menos
de algumas utua�~oes.

Al�em de apresentarem um menor tempo de desoerênia, a amplitude das
utua�~oes em torno do valor m�edio no patamar para paotes iniialmente
entrados em regi~oes a�otias s~ao menores.

Observe que, onforme aumentamos o tamanho do spin, a altura do pata-
mar tamb�em �a maior, al�em de apresentar uma taxa maior de perda de
oerênia. Isto �e melhor ilustrado na �gura 3.3, onde observamos a evolu�~ao
temporal do defeito de idempotênia para três valores diferentes de spin, mas
para paotes entrados na mesma ondi�~ao iniial.
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Figura 3.3: gr�a�os do defeito de idempotênia para três diferentes valores de
spin. Estamos onsiderando estados iniiais entrados em P1((a)) e P4((b)).
A linha horizontal representa o valor do limitante superior para S = 9.

Este omportamento pode ser expliado se onsiderarmos o estado que
apresenta o maior valor para Æ (no qual os dois spins apresentam o maior
emaranhamento). Este estado orresponde ao aso em que o spin de menor
tamanho se enontra em um estado de mistura estat��stia om pesos iguais
para todos os valores poss��veis da omponente z do spin. Neste aso a matriz
reduzida para �2 �e diagonal, om valor 1

N
para os elementos da diagonal
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(popula�~oes), onde N = 2S + 1 �e o n�umero de estados da base.
Para este estado o defeito de idempotênia tem valor:

Æ1 = 1� 1

N
(3.9)

Ent~ao este valor orresponde ao limitante superior para as urvas do
defeito de idempotênia. Observe que quanto maior o valor do spin, mais
pr�oximo este valor estar�a de 1.

Assim podemos dizer que, quanto maior o spin, maior ser�a o valor do
limitante superior das urvas do defeito de idempotênia, o que explia o
omportamento ilustrado na �gura 3.3.

Caso B:

Agora as onstantes de intera�~ao s~ao esolhidos omo se segue:

a0 = 0:5; a1 = 0:0; a2 = g = 0:5 (3.10)

onde agora temos no sistema quântio:

H =
1

2
[S1xS2x + S1zS2z + ~S (S1z + S2z)℄ (3.11)

E da mesma forma obtemos a se�~ao apresentada na �gura 3.4 usando (3.4).
Desta vez onsideramos E = 0:0 e esolhemos quatro pontos, usando os mes-
mos rit�erios do aso A.

Novamente, observamos a evolu�~ao do defeito de idempotênia na �gura 3.5
para quatro diferentes tamanhos para os dois spins (S = 9

2
; 6; 9; 20). Os es-

tados iniiais est~ao entrados nos pontos indiados na �gura 3.4.

Nestes gr�a�os nota-se um omportamento que n~ao era evidente no aso
anterior: o patamar para estados entrados em ondi�~oes iniiais a�otias
apresenta-se mais elevado que no aso regular. Isto se deve �a tendênia das
�orbitas a�otias no espa�o de fase l�assio de perorrerem toda a regi~ao que
lhes �e permitida energetiamente. Este omportamento se reete no sistema
quântio, onde a fun�~ao de onda se espalha failmente sobre esta regi~ao.

Desta forma, um maior n�umero de estados s~ao populados no sistema e
seu estado �a mais pr�oximo do estado de mistura estat��stia que apresenta o
valor m�aximo de Æ poss��vel (dado em (3.9)), sobre o qual disutimos no aso
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Figura 3.4: se�~ao de Poinar�e para o aso B, onsiderando as superf��ies de
energia E = 0:0;A1 = 1; A2 = 1; a0 = 0:5; a1 = 0:0; a2 = g = 0:5. As linhas
ont��nuas representam a largura do paote oerente iniial a meia altura para
S = 20.

anterior. Esta diferen�a �a mais evidente onforme aumentamos o tamanho
dos spins, pois este aumento torna ada vez menor largura do paote de onda,
que �a ada vez mais loalizado dentro das regi~oes a�otias e regulares.

Assim omo no aso anterior, podemos observar que para os estados ini-
iais entrados nas regi~oes de regime a�otio a taxa de perda de oerênia
�e maior (o defeito de idempotênia atinge mais r�apido o patamar) embora
neste aso o in��io da urva mostre um resimento mais r�apido do aso P1,
por exemplo, omparado a P4, on�rmando neste modelo os resultados obti-
dos em [7℄. Al�em disso, estes estados iniialmente entrados na regi~ao a�otia
apresentam osila�~oes de menor amplitude ap�os atingir o patamar.

Outro omportamento que se repete aqui �e o do aumento do patamar
quando onsideramos tamanhos maiores de spin (mas mantendo S1 = S2),
que ilustramos aqui na �gura 3.6. Novamente, observamos que a taxa de
perda de oerênia tamb�em aumenta para os dois estados iniiais onforme
aumentamos o valor de S, embora a amplitude das utua�~oes ap�os atingir o
patamar sejam menores.
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Figura 3.5: evolu�~ao do defeito de idempotênia onsiderando estados iniiais
entrados nos pontos da �gura 3.4. Temos que S1 = S2 = S onde: (a)S = 9

2

(b)S = 6 ()S = 9 e (d)S = 20. A linha horizontal representa o limitante
superior das urvas para ada valor de spin.
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Figura 3.6: gr�a�os do defeito de idempotênia para três diferentes valores de
spin no aso B. Estamos onsiderando estados iniiais entrados em P2((a))
e P4((b)). A linha horizontal representa o limitante superior para S=20.

3.2 Spins Diferentes

Feitas as observa�~oes da se�~ao anterior, podemos generalizar nosso estudo
para o aso de dois spins diferentes. Pretendemos observar nesta se�~ao o
efeito obtido quando os dois spins apresentam tamanhos desiguais, pois se
trata do aso em que o espa�o de estados de um spin �e muito menor que o
outro. Al�em disso, veremos que o sistema de spins l�assio orrespondente a
estes asos apresenta regimes de movimento bem diversi�ados no espa�o de
fase, permitindo maior liberdade em estudar diversas situa�~oes.

Ent~ao, vamos onsiderar no limite l�assio uma ondi�~ao mais geral do
que foi utilizada anteriormente para spins iguais:

~Sl = Al; (l = 1; 2) (3.12)

Devemos notar que, omo ~ �e a mesma nas duas ondi�~oes (om l = 1
e l = 2), devemos impor que o limite S1 ! 1 e S2 ! 1 deve ser feito de
forma que a raz~ao S2

S1
seja onstante. Em outras palavras, o an�alogo quântio

deste sistema deve ter n�umeros quântios de spin S1 e S2 de tal forma que
satisfa�am:
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S1

S2
=

A1

A2
(3.13)

e �xaremos A2 = 1 no sistema l�assio.
Assim omo foi feito para o aso de dois spins iguais, onstru��mos as

se�~oes de Poinar�e nas vari�aveis K2 e �2 no plano de�nido por K1 = 0 e
energia E = te. Ilustramos aqui dois asos:

Caso C:

Aqui onsideramos o aso de dois spins l�assios om m�odulos de valores:

A1 = 10;A2 = 1; (3.14)

ujos valores para os oe�ientes de intera�~ao s~ao:

a0 = 0:5; a1 = 0:0; a2 = g1 = g2 = 0:5 (3.15)

onde temos no sistema quântio a Hamiltoniana:

H =
1

2
(S1xS2x + S1zS2z + ~S2S1z + ~S1S2z) (3.16)

om S1
S2

= A1

A2
= 10

Utilizamos aqui as equa�~oes de movimento (2.58) deduzidas no ap��tulo
anterior om os valores dados aima para obter a se�~ao de Poinar�e do sistema
l�assio apresentada na �gura 3.7. Esta se�~ao foi obtida para as superf��ies
om energia E = 0:0.

Como foi feito no aso para dois spins iguais, esolhemos quatro pontos,
onde os pontos P1 e P2 se enontram na regi~ao regular e P3 e P4 se enontram
na regi~ao a�otia.

Agora para o sistema quântio, onsideramos dois spins quântios ara-
terizados por valores de S1 (= 30) e S2 (= 3) que satisfazem a propor�~ao
entre os tamanhos A1 e A2 dos spins l�assios ( A1=A2 = 10 ).

Neste sistema, tamb�em onsideramos omo estado iniial paotes oe-
rentes entrados nos pontos indiados na �gura 3.7 e observamos a evolu�~ao
temporal do defeito de idempotênia. Desta forma obtemos o gr�a�o apre-
sentado na �gura 3.8.
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Figura 3.7: se�~ao de Poinar�e para o aso C, onsiderando as superf��ies de
energia E = 0:0;A1 = 10; A2 = 1; a0 = 0:5; a1 = 0:0; a2 = g1 = g2 = 0:5.
As linhas ont��nuas representam a largura do paote oerente iniial �a meia
altura para S2 = 3.
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Figura 3.8: gr�a�o Æ(t) versus t onsiderando estados iniiais entrados nos
pontos da �gura 3.7, om S1 = 30; S2 = 3; a0 = 0:5; a1 = 0:0; a2 = g1 = g2 =
0:5.
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Caso D:

Desta vez onsideramos um sistema de dois spins l�assios de valores:

A1 = 6;A2 = 1 (3.17)

ujos valores para os oe�ientes de intera�~ao s~ao:

a0 = 0:5; a1 = 0:235; a2 = 0:0; g1 = g2 = 0:5 (3.18)

Desta vez temos, no sistema quântio, a Hamiltoniana:

H =
1

2
S1xS2x + 0:235S1yS2y +

1

2
(~S2S1z + ~S1S2z) (3.19)

om S1
S2

= A1

A2
= 6

Utilizando as mesmas equa�~oes para os dados aima, obtemos no sis-
tema l�assio a se�~ao da �gura 3.9, sendo que onsideramos novamente as
superf��ies de energia E = 0:0.

Aqui devemos observar que o ponto P2 foi situado em uma regi~ao regular
bastante singular onde os toros sofrem muitas reentrânias, o qual pode ter
um efeito mais pr�oximo do regime a�otio.

Em seguida, no sistema de spins quântio om S1 = 30 e S2 = 5, tomamos
paotes oerentes entrados nos pontos da �gura 3.9 omo estados iniiais. A
evolu�~ao temporal do defeito de idempotênia para os quatro estados iniiais
�e ilustrada na �gura 3.10.

As urvas que obtemos aqui tamb�em s~ao resentes, tendendo a atingir um
patamar. Mas devemos notar que a urva para o estado iniial entrado em P2

apresenta uma taxa de resimento t~ao grande quanto as urvas entradas
nas regi~oes a�otias. No entanto, ela apresenta v�arias quedas ao longo do
tempo, o que �e mais arater��stio dos asos regulares (isto �e, a desoerênia
�e apenas parial).

Assim omo no aso de dois spins iguais, podemos observar que para os
estados iniiais entrados nas regi~oes a�otias a perda de oerênia oorre
mais r�apido. Mas para o para o aso D, a urva do gr�a�o da �gura 3.10
para o estado iniialmente entrado em P2 apresenta uma taxa de perda de
oerênia t~ao grande quanto no aso a�otio.
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Figura 3.9: se�~ao de Poinar�e para o aso D, onsiderando as superf��ies de
energia E = 0:0; A1 = 6; A2 = 1; a0 = 0:5; a1 = 0:235; a2 = 0:0; g1 = g2 = 0:5.
As linhas ont��nuas representam a largura do paote oerente iniial �a meia
altura para S2 = 5.
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Figura 3.10: evolu�~ao temporal do defeito de idempotênia para estados
iniiais entrados nos pontos indiados na �gura 3.9, om S1 = 30; S2 =
5; a0 = 0:5; a1 = 0:235; a2 = 0:0; g1 = g2 = 0:5.
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No entanto, devemos lembrar que este ponto se situa numa regi~ao do
espa�o de fase de omportamento bem peuliar, onde a presen�a de reentrânias
permite �a urva apresentar arater��stias assoiadas ao aso a�otio. Apesar
disso, ainda pode-se notar altas amplitudes de varia�~ao na regi~ao do patamar
para a mesma urva, efeito assoiado ao aso regular, uma vez que o ponto
ainda se loaliza em um toro regular.

Para o aso anterior C as ilhas s~ao bem maiores que os outros asos, e
por isso os gr�a�os de Æ(t) (�gura 3.8) apresentam uma diferen�a entre os
omportamentos regular e a�otio mais aentuada. Neste aso, pode-se dizer
que o aso regular volta a reuperar oerênia em intervalos regulares de
aproximadamente t = 12:5.

3.2.1 Popula�~oes e Coerênias

Tendo em vista que o omportamento do defeito de idempotênia Æ(t) �e o
resultado do omportamento da matriz densidade reduzida �1(t), vale a pena
analisar os elementos de matriz de �1(t): as popula�~oes (elementos diagonais)
e as oerênias (elementos n~ao-diagonais).

Em estudos realizados no modelo de Jaynes-Cummings de N-�atomos [22℄
observa-se diferen�as signi�ativas na popula�~ao e oerênias quando se om-
para aspetos gerais do aso regular om o a�otio:

i) as popula�~oes dos asos a�otios que se iniiam em valores dife-
rentes tendem a se igualar (em m�edia) quando na esala de tempo de de-
soerênia (tempo em que Æ(t) vai ao patamar), enquanto que no aso regular
a tendênia �e manter valores m�edios distintos.

ii) as diferentes oerênias no aso a�otio tendem a air no tempo de
desoerênia, permaneendo pequenas osila�~oes pr�oximas de zero, enquanto
que no aso regular a queda �e mais lenta e permanee pratiamente no mesmo
n��vel.

O objetivo desta se�~ao �e observar o omportamento destas popula�~oes
e oerênias no aso em que os dois subsistemas possuem espetro �nito
(tendendo a in�nito s�o no limite ~ ! 0 e S ! 1) em ontrapartida ao
modelo de Jaynes-Cummings de N-�atomos onde um dos subsistemas �e um
osilador harmônio e portanto de espetro in�nito.

Nos dois asos analisados anteriormente observamos a evolu�~ao temporal
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das popula�~oes e oerênias da matriz densidade reduzida do spin de menor
tamanho (�2). A an�alise, em ambos os asos, se restringiu aos asos em que
o estado iniial do sistema estava entrado nos pontos P1 e P4.

Estes elementos da matriz densidade reduzida foram observados na base
de autoestados do operador S2z, ou seja, na base fjmzi ; mz = S2; :::;�S2g.

Voltemos ent~ao aos dois asos:

Caso C:

Em ada um dos dois estados iniiais onsideramos a oerênia entre os
dois autoestados de S2z mais populados. Em seguida observamos a evolu�~ao
temporal desta grandeza, resultando no gr�a�o da �gura 3.11.
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Figura 3.11: gr�a�o da oerênia em fun�~ao do tempo para estados inii-
ais iniialmente entrados em P1 ( regular ) e P4 ( a�otio ) indiados na
�gura 3.7. Est�a sendo onsiderado a oerênia entre os dois estados da base
iniialmente mais populados.

Podemos notar que ambas as urvas s~ao em, m�edia, deresentes no in��io
mas, assim omo nas urvas para o defeito de idempotênia, elas tendem a
um valor m�edio limite, on�rmando o omportamento ii) observado em outro
modelo [22℄.

Al�em da oerênia, observamos a evolu�~ao temporal de três popula�~oes
para ada estado iniialmente entrado em P1 e P4. Optamos por três po-
pula�~oes que tem valores bem distintos iniialmente.
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Como resultado, obtemos as urvas apresentadas na �gura 3.12, onde
ada gr�a�o ((a) ou (b)) orresponde ao sistema ujo estado iniial estava
entrado em P1 ou P4, tamb�em on�rmando que o omportamento i) obser-
vado no modelo de N-�atomos de Jaynes-Cummings tem um ar�ater universal,
independente do tamanho relativo do espa�o de fase dos dois subsistemas.
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Figura 3.12: gr�a�os de três diferentes popula�~oes em fun�~ao do tempo.
Estamos onsiderando estados iniiais entrados em P1((a)) e P4((b)). Os
tra�os no eixo vertial orrespondem aos valores iniiais das popula�~oes

Caso D:

Utilizando os mesmos rit�erios, observamos a popula�~ao e a oerênia do
sistema 2, que agora tem um tamanho de spin (S2 = 5) maior que no aso
C (S2 = 3).

Obtemos ent~ao, o gr�a�o da �gura 3.13, lembrando que estamos on-
siderando a oerênia que representa a probabilidade de transi�~ao entre os
dois autoestados de S2z mais populados.

Tamb�em observamos a evolu�~ao temporal três popula�~oes para ada es-
tado iniial. As popula�~oes foram esolhidas usando os mesmos rit�erios
utilizados no aso C. Obtemos assim as urvas apresentadas na �gura 3.14

Devemos notar que as urvas orrespondentes ao aso em que o paote
estava iniialmente entrado em regi~oes a�otias apresentam uma queda mais

47



0.0 20.0 40.0 60.0

tempo

0.00

0.10

0.20

0.30

0.40

0.50

co
er

en
ci

a

P1 (1,0)

P4 (-4,-5)

P1

P4

Figura 3.13: gr�a�o da oerênia em fun�~ao do tempo para estados iniiais
iniialmente entrados em P1 ( Regular ) e P4 ( Ca�otio ). Est�a sendo onsid-
erado a oerênia entre os dois estados da base iniialmente mais populados.
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Figura 3.14: gr�a�os de três diferentes popula�~oes em fun�~ao do tempo.
Estamos onsiderando estados iniiais entrados em P1((a)) e P4((b)). Os
tra�os no eixo vertial orrespondem aos valores iniiais das popula�~oes
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r�apida, al�em de atingir em um valor limite menor do que as outras urvas
(aso regular).

Al�em disso, para os paotes iniialmente entrados na regi~ao de regime
regular, as três popula�~oes tendem, em m�edia, a permaneer em valores dis-
tintos. Mas, no aso do paote entrado iniialmente na regi~ao a�otia, as
três popula�~oes atingem aproximadamente o mesmo valor, onforme obser-
vado em i).

3.3 Caso Integr�avel (Spins Iguais)

Vimos at�e agora o efeito de desoerênia r�apida em paotes oerentes
entrados iniialmente em regi~oes de regime a�otio no espa�o de fase l�assio.

No entanto, tamb�em podemos observar este efeito em sistemas omple-
tamente integr�aveis no aso de paotes entrados nas �orbitas separatrizes do
sistema l�assio.

Como exemplo, tomemos o aso da intera�~ao de Heisenberg om anisotropia
na dire�~ao z:

H =
�
~S1~S2 + �S1zS2z

�
(S1 = S2); (3.20)

que orresponde a (3.1) quando seus oe�ientes assumem valores:

a0 = 1; a1 = 1; a2 = 1 + �; a3 = 0 (3.21)

Tomando estes valores na Hamiltoniana l�assia dada em (2.55) obtemos:

H(I1; �1; I2; �2) =
p

(~2S2
1 � I21 ) (~

2S2
2 � I22 ) [os (�2 � �1)℄ + (1 + �) I1I2

(3.22)
Mas devemos observar que para a Hamiltoniana dada em (3.1), a om-

ponente do spin total na dire�~ao z, Tz = S1z + S2z �e onservada ( e o mesmo
pode se dizer de seu orrespondente l�assio I1 + I2 ).

Desta forma �e mais onveniente utilizarmos os pares de vari�aveis [23℄:

m = I1+I2
2~S

� = �1+�2
2

� = I2�I1
2~S

� = �2��1
2

(3.23)
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de�nidas no intervalo:

�1 � m � 1 ; 0 � � � 2�
�1 � � � 1 ; �� � � � �

(3.24)

Os pares (m;�) e (�; �) satisfazem as equa�~oes de Hamilton:

_� = �H
�m

_m = ��H
��

_� = �H
��

_� = ��H
��

(3.25)

quando o tempo �e reesalado por um fator multipliativo:

t0 =
t

2~S
(3.26)

e HCl de�nido da forma:

HCl =
H

~2S2
=

q
1� (m� �)2

q
1� (m + �)2os (2�) + (� + 1)

�
m2 � �2

�
(3.27)

Observe que � �e uma vari�avel ��lia, o que implia que m �e uma onstante
de movimento. Como tamb�em temos a onserva�~ao de energia podemos
onluir que as trajet�orias do sistema l�assio est~ao restritas �a duas dimens~oes
no espa�o de fase (pois temos 4 vari�aveis e 2 onstantes de movimento).

Com isso, o espa�o de fase pode ser de�nido pelas vari�aveis � e �, ujas
equa�~oes de movimento s~ao dadas por (para m=0 ):

_� = 2 (1� �2) sin2�
_� = �2� [1 + � + os2�℄

(3.28)

Apresentamos na �gura 3.15 as �orbitas peri�odias orrespondentes �as
equa�~oes aima para os asos em que � = �0:5 e � = 0:5, onde ada tra-
jet�oria oorre em diferentes energias.

Voltemos agora para o sistema quântio de�nido pelo Hamiltoniano (3.1),
onde observamos a evolu�~ao temporal do defeito de idempotênia nos asos
em que � = �0:5 e � = 0:5. Consideramos dois spins de mesmo tamanho
S1 = S2 =

9
2
.

Como estado iniial de utilizamos paotes oerentes entrados nos pontos
P1 , P2 e P3 indiados nas �guras 3.15(a) e 3.15(b).
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Figura 3.15: �Orbitas Peri�odias desritas pelo sistema l�assio de dois spins
quando : (a) � = �0:5 e (b) � = 0:5. Observe que, em ambos os asos,
temos diferentes regimes de trajet�orias que s~ao separadas por uma �orbita
separatriz de per��odo in�nito.
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Com isso obtemos os gr�a�os da �gura 3.16. Podemos observar que nos es-
tados iniiais entrados na separatriz do movimento no espa�o de fase l�assio
(os pontos P3 das �guras 3.16(a) e 3.16(b)) oorre o efeito de desoerênia
r�apida.

Notamos que, ao aproximarmos da separatriz, mesmo na regi~ao regular,
a tendênia �e a desoerênia ser mais r�apida. Isto oorre por que a �orbita
separatriz separa diferentes regimes de movimento do sistema l�assio, pois
para duas ondi�~oes iniiais pr�oximas da separatriz, mas em regimes de movi-
mento diferentes, elas apresentam uma divergênia an�aloga ao que oorre em
regi~oes a�otias.

Observe que as urvas orrespondentes �as ondi�~oes iniiais regulares
apresentam ap�os atingir o patamar v�arios retornos a valores pr�oximos de
zero, indiando neste aso a tendênia do subsistema de voltar a ser um
estado puro.

Nos asos em que o paote est�a entrado em ilhas regulares bem de�nidas
(entrados em P1), a urva hega a atingir o valor zero nestes retornos, o que
signi�a que o estado do subsistema nestes instantes de tempo �e um estado
puro.
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Figura 3.16: gr�a�os de Æ(t) x t para os estados iniiais entrados nos pontos
indiados na �gura 3.15. Para (a) � = �0:5 e para (b) � = 0:5. As urvas
s�olida, pontilhada e traejada orrespondem aos estados iniiais entrados
nos pontos P1 (reg.), P2(reg.) e P3(separatriz) respetivamente. Os gr�a�os
inferiores orrepondem a amplia�~oes do in��io dos gr�a�os superiores.
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Cap��tulo 4

Conlus~oes

Dentro do que foi visto no ap��tulo 3, podemos onluir que foi poss��vel
observar o fenômeno de desoerênia r�apida devido a aos para um sistema
de dois spins. Desta forma, omprovamos a proposta feita por Zurek e Paz
em um sistema formado por espa�os de Hilbert �nitos.

Al�em disso, tamb�em fomos apazes de observar outras arater��stias no
omportamento da urva do defeito de idempotênia que podem ser asso-
iadas �a presen�a de aos no sistema l�assio. Uma delas �e a altura do
patamar, onde observamos que as urvas para estados iniiais entrados em
regi~oes a�otias têm um patamar mais elevado que o patamar das urvas do
aso regular. A outra se refere �a amplitude das utua�~oes da urva ap�os
atingir o patamar, que �e menor para as urvas do aso a�otio do que no
regular.

Outro fator que favoree a desoerênia r�apida �e o tamanho dos dois spins.
Quanto maior o n�umero de n��veis de energia (ou maior a dimens~ao do espa�o
de estados) mais r�apida ser�a a perda de oerênia do subsistema.

Isso tamb�em oasiona o aumento no patamar que o defeito de idem-
potênia atinge. Para espa�o de estados de dimens~ao elevada este patamar
tem a tendênia de ser 1, que seria o m�aximo de emaranhamento que o
sistema pode atingir.

Quando estudamos o sistema om tamanhos desiguais entre os dois spins,
notamos que a dinâmia l�assia �e extremamente ria e variada. Isso nos
permitiu, entre outras oisas, obter se�~oes de Poinar�e om regi~oes a�otias
e regulares bem de�nidas, e om isso as diferen�as apontadas aima entre os
omportamentos nos dois asos (regular e a�otio) �aram mais evidentes.

Em partiular, observamos no aso C (vide pag. 41), onde a separa�~ao
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entre regi~oes a�otias e regulares �e a mais de�nida, n~ao foi observado sequer a
forma�~ao de um patamar para paotes iniialmente entrados em regi~oes re-
gulares. Nestes asos, a urva apresentou diversos retornos a valores pr�oximos
de zero, apresentando uma tendênia do subsistema de retornar a um estado
puro, mantendo assim a oerênia apesar da intera�~ao om o outro subsis-
tema.

Al�em do defeito de idempotênia, tamb�em foi observado o omporta-
mento dos elementos de matriz do operador densidade reduzido �2 referente
ao menor dos spins.

Notamos que as popula�~oes para o aso a�otio tendem, em m�edia, ao
mesmo valor; enquanto no aso regular tendem para m�edias diferentes. Como
j�a foi itado no ap��tulo 3, esta diferen�a reete a tendênia do paote en-
trado em regi~oes a�otias de se espalhar por toda a regi~ao a�otia enquanto
o paote entrado em regi~oes regulares tenta manter sua forma restrita ao
toro regular do espa�o de fase.

Quanto �as oerênias temos que, para o aso regular elas nem sempre
aem e podem se aproximar, em m�edia, de valores diferentes de zero. Isto n~ao
oorre para o aso a�otio, onde as oerênias sempre aem rapidamente em
valores muito pr�oximos de zero, tendendo a um estado de mistura estat��stia.

E por �ultimo, onstatamos que no aso integr�avel tamb�em oorre o fenômeno
de desoerênia r�apida [24℄ quando onsideramos paotes entrados na �orbita
separatriz do sistema l�assio. Isso oorre pelo fato da �orbita separatriz do
sistema ser a separa�~ao de diferentes regimes de �orbitas, e d�a �as suas pro-
ximidades arater��stias similares ao que �e omumente assoiado a regi~oes
a�otias: duas �orbitas muito pr�oximos uma de ada lado da separatriz se
afastam muito rapidamente.
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Apêndie

Apresentaremos neste apêndie omo obtemos a distribui�~ao de Husimi
para nosso sistema de dois spins. Esta distribui�~ao representa uma dis-
tribui�~ao de probabilidade das fun�~oes de onda sobre o espa�o de fase.

Foi a partir da distribui�~ao de Husimi que de�nimos as larguras do paotes
oerentes que utilizamos omo estados iniiais do sistema, que est~ao indiadas
pelas linhas ont��nuas nas se�~oes de Poinar�e do ap��tulo 3.

A distribui�~ao de Husimi para um sistema no estado j	i �e dada por:

h	(z) =
j hzj	i j2
hzjzi ; (4.1)

onde jzi �e um estado oerente.
Ou, no sistema de dois spins:

h	(z1; z2) =
j hz1z2j	i j2
hz1z2jz1z2i : (4.2)

Estamos interessados apenas em observar esta distribui�~ao no instante
iniial. Como esolhemos omo estado iniial do sistema estados oerentes
do tipo jz01z02i, a distribui�~ao de Husimi para o instante iniial do sistema �e
dado por:

hz0

1
;z0

2
(z1; z2) =

j hz1z2jz01; z02i j2
hz1z2jz1z2i =

�
1 + z1 �z01
1 + jz1j2

�2S1 �1 + z2 �z02
1 + jz2j2

�2S2
(4.3)

Mas nos pares de vari�aveis intensivas (Kl; �l), esta distribui�~ao toma a
forma abaixo:

h(K1; �1; K2; �2) =
Q2

l=1
1

22Sl

h
(1�K 0

l) +
1+Kl

1�Kl

p
1� (K 0

l)
2os (�l � �0l)+

�
1+K0

l

1�K0

l

�
(1 +K 0

l)
i2Sl

(4.4)
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Como desejamos observar esta distribui�~ao na se�~ao de�nida pelas vari�aveis
(K2; �2), projetamos esta distribui�~ao sobre o plano da se�~ao, onde obtemos:

P (K2; �2) =
R
dK1d�1h(K1; �1; K2; �2) =

1
22S2

h
(1�K 0

2) +
1+K2

1�K2

p
1� (K 0

2)
2os (�2 � �02) +

�
1+K0

2

1�K0

2

�
(1 +K 0

2)
i2S2

(4.5)
As linhas ont��nuas nas se�~oes de Poinar�e representam a largura desta

distribui�~ao a meia altura para os paotes oerentes utilizados omo estados
iniiais.
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