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Resumo

Neste trabalho realizamos para o modelo de Jahn-Teller E @ (3, que descreve a interagao
de um qubit com um modo de um oscilador, um estudo do emaranhamento e o relacionamos
com a bifurcagdo do ponto fixo do analogo cldssico do modelo. Estudamos também a incidéncia
de caos e sua variacdao em fungio dos parametros do sistema. Confirmamos os indicios de que
no limite massivo do oscilador (m — oo0) o emaranhamento do estado fundamental do sistema
como fun¢do do seu parametro critico apresenta uma mudanga ndo suave no seu comportamento
quando esse parametro atinge o valor critico. Confirmamos também que para esse mesmo va-
lor critico o andlogo cldssico apresenta uma bifurcacdo de alguns de seus pontos fixos. Sobre a
possivel influéncia do caos no emaranhamento, pudemos observar que o aparecimento de regido
cadtica substancial no modelo classico ocorre quando o parametro critico estd nas vizinhangas
do valor critico. A andlise da fun¢do de Husimi no estado fundamental nos permitiu estabelecer
dois aspectos: (i) uma conexao entre a localizagao do méximo desta funcao e a localizacdo dos
pontos fixos no espaco de fase, comprovando a ocorréncia da bifurcacdo no estado quantico
nesta representacdo; (ii) verificar que de fato hd uma aproximacgao do limite cldssico do osci-
lador quando aumentamos o parametro do modelo associado a quebra de degenerescéncia das

energias do sistema.



Abstract

In this work we realize a study of entanglement for the Jahn-Teller E ® 3 model, wich
describes the interaction of a qubit with an oscillator mode, and relate it with the bifurcation of
the fixed point of the classical analogue of the model. We also study qualitatively the ocurrence
of chaos and its variation as a function of the parameters of the system. We have confirmed the
signs that in the massive limit of the oscillator (m — o0) the entanglement of the fundamental
state of the system presents a non-smooth change (as a function of its critical parameter) in its
behavior as this parameter attains the critical value. We also confirm that at this same critical
value the classical analogue presents a bifurcation of some of its fixed points. Concerning the
possible influence of chaos on the entanglement, we have been able to see the appearance of a
substantial chaotic region in the classical phase space when the critical parameter is in the vici-
nity of its critical value. The analysis of the Husimi function in the fundamental state allowed
us to establish two things: (i) a connection between the localization of the maximum of this
function and the localization of the fixed points in the phase space, confirming the occurrence
of the bifurcation in the quantum state in this representation; (ii) verification that in fact the
classical limit of the oscillator is approached when we increase the energy degeneracy breaking

parameter of the system.
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Capitulo 1
Introducao

Muitas das propriedades quimicas de compostos e ocorréncias de reacdes quimicas sao de-
terminadas pela estrutura molecular dos reagentes, e portanto ha necessidade de tratar usando
mecanica quantica. Em muitas situa¢des o cdlculo das fun¢des de onda moleculares sdo feitas
de forma aproximada, por exemplo, separando as componentes nuclear e elétrica. Entretanto,
a presenca de acoplamentos destes graus de liberdade levam a quebras de simetria e distor¢des
espacias da funcdo de onda molecular, sendo tal efeito conhecido em geral como efeito Jahn-
Teller JT) [1, 2, 3]. Este efeito, com enfoque no emaranhamento quantico dos graus de liber-
dade envolvidos, particularmente no estado fundamental tem sido estudado recentemente em
sistemas do tipo spin-bdson [4, 5, 6, 7], isto €, sistemas simples onde um bit quantico ou qubit
(spin 1/2) acoplado a um modo de oscilador harmdnico associado a um ressonador de linha de
transmissao em circuitos elétricos. Modelos deste tipo sdo de grande interesse para realizagao
de elementos que comporiam um computador quantico, ou para realizacdo de transmissao de
informacdo quantica, particularmente em sistemas de estado solido [8, 9]. Uma realizacdo des-
ses elementos que compdem o circuito podem ser implantados sobre um ‘chip’, permitindo
assim uma composi¢do de muitos destes circuitos para construir um computador quantico, dife-
rente de muitas operacdes ldgicas que foram realizados em sistemas macroscopicos impossiveis
de se tornarem escaldveis. Nesta tese, trataremos do modelo JT mais simples de interacao qubit-
oscilador existente na literatura.

A propriedade principal que serd tratada neste modelo serd o de emaranhamento, que é

uma correlacdo puramente quantica, entre o qubit e o oscilador. Recentemente o estudo de
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propriedades de emaranhamento de vdrios sistemas quantico tem sido uma drea de pesquisa
muito ativa, em particular a relacdo entre emaranhamento e fendmenos criticos como a transi¢ao
de fase quantica (TFQ) [10, 11]. Além disso, do ponto de vista em que o emaranhamento de
um sistema com a vizinhanca € o responsdvel pelo processo de perda de coeréncia quantica ou
decoeréncia também ha um grande interesse no estudo do comportamento do emaranhamento
com o parametro de interacdo. Foi interessado nesse processo que Levine e Muthukumar [12]
iniciaram o estudo de um qubit acoplado a um oscilador (representando um modo da vizinhancga)
com interagao tipo JT, demonstrou que o emaranhamento do estado fundamental como fun¢do
da intensidade do acoplamento no limite em que o oscilador se tornava cldssico (massa m —
00), tinha dois regimes bem distintos. Baseado nestes resultados obtidos fazendo uma analogia
entre diferentes modelos, Hines e colaboradores [4] perceberam que o sistema tratado descrevia
um sistema tipo Jahn-Teller.

Do ponto de vista mais tedrico sobre a conex@o entre sistemas quanticos e seus analogos
cléssicos, foi demonstrado para varios sistemas quanticos [13] a temperatura nula (7" = 0) que
ha uma conexdo entre bifurcacdes de ponto fixo cldssico [14] e a TFQ onde o estado funda-
mental do modelo apresenta uma variacdo consideravel no emaranhamento quando passa de
um regime a outro através da variacdo continua de um parametro do Hamiltoniano. Em par-
ticular isto foi mostrado para o modelo tipo spin-bdson conhecido como Jahn-Teller E Q 3
[4, 15, 12] acima mencionado.

Um dos objetivos desta dissertacdo de mestrado é desenvolver detalhadamente o estudo do
modelo £ @ 3 de Jahn-Teller, entendendo o que ocorre no estado fundamental deste modelo
conforme o pardmetro de interac@o entre o qubit (que representa as duas coordenadas elétricas
no caso molecular) e o oscilador (que faria o papel do grau de liberdade vibracional) conforme
o parametro de interagdo ¢ aumentado.

Apresentamos a seguir a organizacao dos capitulos desta dissertacao. No capitulo 2 apresen-
tamos alguns conceitos fundamentais necessarios para a compreensao dos proximos capitulos.
Tais conceitos sao por exemplo no caso quantico: a transi¢ao de fase quantica, o operador den-
sidade, o emaranhamento e suas medidas em caso bipartite e os estados coerentes de oscilador
harmonico e de spin. No caso da mecanica cldssica, o mapa de poincaré e pontos fixos. Para fa-
zer a conexao quantico-classico no espacgo de fase introduzimos a fun¢do de Husimi. O capitulo

3 é reservado para a discussao do modelo de Jahn-Teller (JT), um rdpido histérico e como nos
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dias de hoje ele esta associado aos sistemas de estado solido elegidos como candidatos a ele-
mentos essenciais na comunicagdo e computacao quantica. Discutimos também como obter as
solugcdes para os auto-estados e auto-valores do Hamiltoniano e finalmente o emaranhamento
do estado fundamental do modelo. No capitulo 4 apresentamos o método do andlogo cléssico
do modelo de JT, com o objetivo de obter as equagdes de movimento do sistema para discutir
as estruturas cldssicas de interesse. Tais sdo os pontos fixos e suas bifurcacdes com o parametro
de acoplamento e o mapa de Poincaré que nos permite analisar a natureza da dindmica cléssica
associada (caos ou regularidade). No capitulo 5 apresentamos a funcao de Husimi, particular-
mente do estado fundamental do modelo que nos permite fazer a ponte entre os aspectos cldssico
e quantico do sistema, em particular no que tange a TFQ e a bifurcacdo do ponto fixo estavel.
Algumas conclusodes sdo delineadas no capitulo 6, particularmente em relacdo a presenga de
caos no modelo. Nos apéndices apresentamos algumas féormulas importantes para a solugao do

problema quantico e detalhes da obteng@o do ponto fixo da dindmica classica.






Capitulo 2
Conceitos Fundamentais

A andlise do emaranhamento em sistemas tipo spin-bdson tem sido tema de diversos artigos
cientificos [16, 4]. Recentemente, tem sido relacionado a esse estudo a andlise do andlogo
classico; mais especificamente, hd uma conjectura de que uma transi¢ao de fase quantica (TFQ)
do sistema quantico se relaciona com uma bifurcacdo do(s) ponto(s) fixo(s), com ambos os
fendmenos ocorrendo para o mesmo valor do parametro critico do sistema [17, 18]. Neste
trabalho, faremos o estudo do emaranhamento e relacionaremos com o andlogo classico no
modelo de Jahn-Teller E ® (3. Mas para tal, precisamos estabelecer as ferramentas a serem

utilizadas e expor os principios e conceitos base para nosso estudo.

2.1 Transicao de Fase Quantica

Uma classe de fendmenos que tem sido objeto de varios trabalhos é a transicao de fase
quantica. Assim como a bem conhecida transi¢do de fase cldssica (TFC), onde temos como
exemplo a ebulicao da dgua e a mudancga da fase ferromagnética para a fase paramagnética em
metais como niquel e cobre a0 mudarmos a temperatura, a TFQ também se caracteriza por uma
mudanca entre duas configuragdes estruturais distintas do sistema, induzida pela mudanca de
um parametro critico do sistema. Mas enquanto a TFC estd relacionada a uma mudanga nos
parametros temperatura e/ou pressao e ocasiona mudangas de ordem macroscépica, a transi¢ao
de fase quantica ocorre a temperatura de zero absoluto e ocasiona uma mudanc¢a morfolégica no

estado fundamental do sistema. Assim como as TFC, as TFQ podem ser de 1¢ ou de 2 ordem.
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Para entendermos essas classificacdes, vamos observar com mais detalhes como ocorre e quais
as consequéncias da TFQ.

Consideremos um Hamiltoniano H (A) associado a um sistema de N dtomos ou N sitios de
uma rede, onde A\ € um parametro de acoplamento adimensional. Para uma rede finita, o estado
fundamental em geral serd uma funcdo analitica e suave de . Mas, dependendo da forma
do Hamiltoniano e dos acoplamentos envolvidos, pode existir um ponto de nao analiticidade
da energia do estado fundamental em A = \. onde ocorre um cruzamento de niveis, ou seja,
onde o primeiro estado excitado se torna o estado fundamental. Se tomarmos o limite quando
a rede tende ao infinito (N — o0), podemos ter uma situagdo onde, existindo uma repulsdo de
niveis na vizinhanca de um ponto \. para o caso de rede finita, a medida que a rede aumenta a
distancia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado diminui até que o ponto de
repulsdo se colapse dando origem a um ponto de ndo analiticidade para o limite da rede infinita.
Qualquer ponto de ndo analiticidade na energia do estado fundamental de um sistema de rede
infinita € identificado como uma transicao de fase quantica. A ndo analiticidade pode ser tanto
um cruzamento de niveis como um caso limite de uma repulsdo de niveis.

Assim como a TFC, a TFQ também pode ser classificada como uma transi¢ao de 1¢ ou de
2% ordem [10]. A TFQ de 1° ordem caracteriza-se por apresentar um cruzamento de niveis
para N qualquer, inclusive no limite quando N — oco. A TFQ de 2 ordem caracteriza-se pelo
anulamento da escala de energia caracteristica das flutuagdes acima do estado fundamental para
A = A.. Sendo A a escala que caracteriza uma densidade espectral relevante de flutuacdes para

A # A, na maioria dos casos, quando A — \., A se anula na forma:
A~ JIA= A, (2.1)

onde J € a escala de energia de um acoplamento microscpico caracteristico e zv € o expoente
critico que caracteriza a rapidez com que isto acontece.
Outra caracteristica da TFQ de 2 ordem € que estas possuem um comprimento de escala

caracteristico divergente da seguinte forma:
AN = AL, (2.2)

indicando que nas proximidades do ponto critico, sitios cada vez mais distantes da rede se

tornam correlacionados [11]
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Uma vez que a TFQ ocorre somente para 7' = 0 e pelo fato de todos os experimentos
reais serem feitos em 7' # 0, um desafio no estudo das TFQ € entender como a singularidade
a temperatura nula se reflete nas propriedades e caracteristicas do sistema a temperaturas nao
nulas.

Um outro fato interessante € que, se tivermos uma variagdo do parametro \ a temperatura

nula, estaremos considerando o caminho a na figura 2.1 abaixo.

c Flutuacdes
Cléssicas

__ kgT'=ho,

7/ / Flutuacdes
Quanticas

Figura 2.1: Diagrama de fase na regido do ponto critico A.. A linha continua delimita as duas
fases e a linha tracejada indica as regides de dominio das flutuacdes térmicas e das flutuacdes
quanticas. As retas com setas indicam possiveis caminhos na evolugdes dos parametros do

sistema e quais as flutuacdes seriam predominantes em cada um.

Nesse caso, o sistema € dirigido somente por flutuagdes quanticas, nao existindo flutuacao
térmica. Entretanto, como nos experimentos reais estamos sempre na situacio de 7' # 0, para
que se possa observar caracteristicas de TFQ € necessario ter-se temperaturas extremamente
baixas, afim de minimizar os efeitos dirigidos por flutuacdes térmicas. Como demonstrado na
fig. 2.1, o caminho b, ainda que haja atuacdo de flutuacdes térmicas, é predominantemente
dirigido por flutuacdes quanticas, enquanto que no caminho ¢, pelas temperaturas atingidas,
poder-se-ia desprezar os efeitos oriundos das flutuagdes quanticas.

Veremos no capitulo 3 que o modelo JT também apresenta um parametro critico, ainda que
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nao se possa dizer extamente que haja uma transi¢do de fase quantica, ja que a mesma requer,
além de T' = 0, o chamado limite termodinamico, obtido no limite quando N — oo, condicao

esta que nao € satisfeita pelo modelo JT.

2.2 Emaranhamento

Uma importante propriedade quantica é o emaranhamento, que € uma correlagdo quantica
sem andlogo cldssico que surge de superposi¢des coerentes em sistemas quanticos multiparti-
tes em geral. Neste trabalho, entretanto, estudaremos 0 emaranhamento somente em sistemas
bipartites, j4 que o sistema objeto de estudo aqui é um sistema spin-béson. Para tornar esse
conceito um pouco mais claro, vejamos a comparacao abaixo.

Inicialmente, o estado geral de um qubit é um estado de superposi¢do dos dois estados
{]0),]1)} de uma base ortonormal no espago de Hilbert. Assim, podemos escrever o qubit

como.

) = al0) + 5[1), (2.3)
onde o e  sdo numeros complexos que satisfazem a condi¢do de normalizacdo do estado
() = 1, ou seja, || + 312 = 1. Se consideramos agora um produto tensorial de dois
qubits, temos por exemplo:

oy~ 04D 104y 1
SN V22

onde |ab) = |a) ® |b). Este estado é um estado separavel, porque o estado de cada um de seus

(|00) + |01) + |10) + |11)), (2.4)

constituintes pode ser completamente determinado.
Se considerarmos agora um estado composto de dois qubits mas que ndo pode ser escrito

como um produto tensorial temos, por exemplo, o seguinte estado:

_|00) + |11)
|wbell> - \/5 :

Este estado € conhecido como estado de Bell e € um exemplo de estado emaranhado. Iden-

(2.5)

tificamos que hé dois qubits, mas ndo conseguimos ter o estado bem determinado de cada qubit,

ou seja, ndo conseguimos separar o estado em um produto tensorial de dois qubits.
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O interesse pelo entendimento do emaranhamento aumentou com a possibilidade de apro-
veitamento do emaranhamento como recurso utilizavel para comunicag¢do e computacao quanti-
ca. A realizacdo experimental de geracdo de estados emaranhados em alguns sistemas reais
mostrou a possibilidade de controle de alguns aspectos negativos e aproveitamento de outros as-
pectos positivos. O principal aspecto negativo € a perda de coeréncia do sistema, inevitavel para
sistemas reais nao isolados. Uma vez que € possivel ocorrer o emaranhamento entre subsistemas
ou entre o sistema e o aparelho de medicao, € importante que tenhamos o controle da dinamica
desse emaranhamento para evitar a decoeréncia ou, a0 menos, para realizar as operacdes antes
da perda de coeréncia. Como aspecto positivo, foi possivel implementar os chamados “Quan-
tum Bus” que servem como elemento que carrega ou transfere emaranhamento entre diferentes
sistemas quanticos. Os “Quantum Data Bus” sdo cadeias de sistemas quanticos interagentes
com acoplamentos estaciondrios com os quais € possivel maximizar a eficiéncia na transmissao
de informacdo quantica. O entendimento e controle desses sistemas serd fundamental para o
avanco da computagao quantica(vide por exemplo [19]).

Para o estudo da dindmica de emaranhamento, utilizamos algumas grandezas para mensurar
este em funcdo de algum pardmetro do Hamiltoniano do sistema ou do tempo. Utilizamos
aqui duas grandezas: a entropia linear e a entropia de Von Neumann. Elas t€ém aspectos muito
semelhantes e dentro dos limites abordados nesta tese (sistemas bipartites e estados globalmente
puros), as duas medidas t€m o mesmo comportamento € por isso, em algumas situacdes, serd
apresentada uma ou outra. Como estamos estudando somente sistemas bipartites, essas duas
grandezas sdo adequadas, mas cabe lembrar que para casos mais gerais é necessdrio utilizar
outras grandezas para quantificar o emaranhamento. Antes de apresentar a definicdo de cada

uma, observemos um importante operador: o operador densidade.

2.2.1 O Operador Densidade

O conceito de operador densidade vem da mecanica estatistica e tem o mesmo papel da
funcdo de densidade cléassica utilizada em fisica estatistica. L4, ele é usado por exemplo no
célculo de médias estatisticas de um determinado operador. No nosso caso nos interessa mais
especificamente a matriz densidade reduzida do sistema, obtida da matriz densidade, para uso

nos calculos das medidas de emaranhamento.
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O estado de sistema isolado na mecénica quantica € um vetor |\W) no espago de Hilbert, que

pode ser expressa como uma superposi¢io linear de estados de uma base ortonormal {|¢;) }:
) =D caldn), (2:6)

onde c¢,, ¢ um ndmero complexo e n é um indice associado aos nimeros quanticos associados
a certos observaveis dinamicos do sistema. O mddulo quadrado é a probabilidade de que a
medida que realizarmos sobre o sistema ird encontra-lo com os nimeros quanticos associado a
n.

Na mecanica quantica, tratamos com sistemas que interagem com o mundo externo. Neste
caso, o que é considerado como realmente isolado € o sistema de interesse mais o mundo ex-
terno. O estado | V) neste caso depende tanto das varidveis do sistema como do mundo externo,
e ele contém todas as informagdes. Se quisermos extrair apenas uma parte da informacao, por
exemplo sobre o sistema de interesse, podemos calcular por exemplo o valor médio quantico do

operador O associado ao sistema:
(0)g = (T|O|T). (2.7)

Na maioria das situa¢des ndo sabemos exatamente em qual estado |¥) o sistema global estd, mas
podemos saber a probabilidade py de estar em cada estado |¥). Neste caso, devemos tomar nao
s6 a média quantica, mas também a média no ensemble sobre vérios sistemas idénticos que

foram preparados de forma similar. Assim, ao invés da média da eq.(2.7), agora devemos ter:

((0)g)

ensemble

= pu(¥[OT) = Tr(Op), (2.8)

onde o operador densidade p € definido por

p=> pu|U)(¥. (2.9)

sendo que a soma das probabilidades satisfaz ) _, py = 1. No caso particular onde py sdo nulos

exceto um para o estado | V), entdo temos simplesmente o projetor:

p=|Yo)(Wol, (2.10)
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e o estado € chamado de um estado puro. Segue da conservagado de probabilidade que Tr p = 1.

Também no caso de um estado puro temos que:
Trp®=1. 2.11)
Para um dado estado semelhante ao qubit dado em (2.3), a matriz densidade é dada por:

p = (af0) + BI1))(a”(0] + F7(1])
= 1 0){0] + 18 [1)(1] + B*[0)(1] + " BI1)(0]

a? af
_ [ e e 2.12)
a*f o |p?
Se tivéssemos dois qubits como em (2.4), a matriz densidade seria:
. 1 1
P2 = 5 (|00) +]01) +[10) + [11))5 ({00] + (01| + (10] + (11])
1 111
111111
- - 7 (2.13)
1111
1111
e para um estado emaranhado como um estado de Bell dado por (2.5), temos:
. B (!OO>+]11>) <<00\+<11\)
Pbell ) NG
1 0 0 1
110000
= = (2.14)
21000 0
1 001

J4 no caso de uma mistura estatistica, na expressao (2.9) teremos mais um p; ndo nulo de
forma que existe uma probabilidade po de 0 mesmo se encontrar no estado |, ), probabilidade p;
de estar no estado [¢/;) e assim por diante, onde pelo menos dois py sdo ndo nulos e respeitam
a conservacdo de probabilidade ) . p; = 1. Uma importante caracteristica de uma mistura
estatistica € que a mesma nao pode ser escrita como uma superposi¢do de estados de uma

determinada base, diferentemente do que ocorre com um estado puro. Tomando como exemplo
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um sistema com as probabilidades p; e ps (p1 + p2 = 1) associadas aos estados [00) e |11)

temos que sua matriz densidade é dada por:

pr 0 0 O

. 00 0
p = p1]00){00] + po[11)(11| = (2.15)

00 O

0 0 0 po

Este caso demonstra o caso diagonal de uma mistura estatistica de dois estados da base com-
putacional. Note que poderiamos ter um caso onde os estados envolvidos nao sdo da base
computacional, mas uma combinag¢do linear deles de modo que o resultado escrito na base
computacional ndo chega a ser uma mistura estatistica completa. Supondo que tivéssemos um
um sistema com as probabilidades p; e p, associadas aos estados [1),,) € [1,,;), sua matriz

densidade seria:

pP1 P2 P11 P1 P1 P2
TT2 11 1Tt 3
I R TR It
~ 4 4 4 4
pP= pl‘w2q><w2q| + P2l Vyen) (Voen| = By » Py - (2.16)
T a4 7
p1 p2 P1 P1 P1 P2
Tt 7 31 ata

Observando as matrizes (2.13) e (2.15) podemos compreender melhor os conceitos de popu-

lagdo e coeréncia. Os termos diagonais da matriz densidade sdo, de forma geral, dados por:

Pan = > ol Dnl ) (Wildn) = D prici®, (2.17)
k k

onde a populagio p,, corresponde 2 média estatistica das probabilidades quanticas |c7|? asso-

ciadas aos estados de base |¢,,).

Por outro lado, os termos fora da diagonal sao dados por:

prmn = Zpk Ol 1) (Yl 6n) = Zpk cr)er. (2.18)

O termo (c})*c}* estd relacionado ao termo de interferéncia entre os estados |¢,,,) € |¢,,) do sis-
tema que estd inicialmente no estado |1/,.). Novamente, como o elemento p,,,, ¢ dado em termos

da média sobre todos os |1/, ), temos a média desse efeito de interferéncia. Se esse elemento
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¢ nulo, ndo existe interferéncia entre os estados |¢,,) e |¢,,), ou seja, ndo existem correlagdes
quanticas entre os dois estados que produzam interferéncia. Note que a média pode ser nula
sem que cada termo (c})*c}’ seja necessariamente nulo. Por outro lado, p,,, # 0 significa
que existem correlagdes quinticas (ou coeréncia) entre os estados |¢,,) e |$,,) que produzem
interferéncia. Por isso, esses elementos da matriz densidade sdo chamados de coeréncias.

Quando trabalhamos com sistemas que contém dois ou mais subsistemas, freqiientemente
nos interessa a andlise de grandezas associadas a somente um deles. Nesses casos, precisamos
tomar o traco sobre toda a informacdo a respeito dos outros subsistemas de modo a deixar evi-
denciado somente o subsistema de interesse. Para isso, calculamos a matriz densidade reduzida
do subsistema de interesse. A matriz densidade reduzida de um subsistema € definida como
sendo o traco parcial da matriz densidade no(s) subsistema(s) restantes. Assim, se tivermos
um sistema bipartite e quisermos a matriz densidade reduzida do subsistema 1, fazemos o trago
parcial no subsistema 2:

pr=Trap, (2.19)

ou se quisermos a matriz densidade reduzida do sistema 1, fazemos o trago parcial no sistema 2
No caso dos dois qubits, coincidentemente as matrizes densidades dos dois qubits sdo iguais e

dadas por:

R R 1 2 2
P1 = P2 = — . (220)
41 2 2

O mesmo ocorre para os constituintes do estado de Bell, e temos:

. . 1
PL=rp2=3 (2.21)
01
Nesta tese, ndo vamos tratar o caso geral de um sistema aberto, somente um sistema bipartite
tipo dtomo-campo. Dessa forma, usaremos as matrizes densidade reduzida de campo que é
calculada tomando o trago no grau de liberdade do spin, e a matriz densidade reduzida de spin,

onde tomamos o trago no grau de liberdade do campo.
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2.2.2 Medidas de emaranhamento

Feitas as devidas observacdes acerca da matriz densidade, temos que a entropia linear asso-

ciada ao subsistema n € definida como:

n_ N .
St =77 =Trin), (2.22)
onde p,, é a matriz densidade reduzida de um subsistema n qualquer. A entropia de Von Neu-

mann associada ao subsistema 7 € dada por:

SK{ - _kBTT (ﬁnlog/\fﬁn) - = Z )‘klog/\/)\k ) (223)
k

onde Ak sdo os autovalores da matriz densidade reduzida do subsistema de interesse e A/ é a
quantidade de subsistemas em estudo. Para o caso de sistemas bipartites, N' = 2.

A entropia linear tem como caracteristica ser positiva definida e limitada entre O e 1, onde
seu valor igual a zero ocorre para estado puro e igual a unidade para sistemas maximamente
emaranhado. Essa medida tem sido muito utilizada na andlise de sistemas tipo SB por ser
bastante simples seu célculo e por dar origem a resultados tdo reveladores quanto de outras
medidas de emaranhamento.

A entropia de von Neumann também € positiva definida mas em geral ndo € limitada su-
periormente. Seu valor nulo também ocorre para estado puro. Particularmente neste trabalho
onde estudamos um sistema de spin 1/2, a entropia de von Neumann tem seu valor mdximo em
1, da mesma forma como a entropia linear. A entropia de von Neumann teve sua origem em
1927 quando John von Neumann definiu quanticamente sua entropia como uma generalizacao

da expressao classica de Boltzmann e Gibbs.

2.3 Estados coerentes de oscilador harmonico (OH) e de spin

Dois importantes estados utilizados e que fazem a ligac@o entre a andlise qiiantica e classica
do sistema sao os estados coerentes de oscilador harmonico e de spin. Comecamos apresentando
o estado coerente de oscilador harmonico (ECOH). Este estado é o autoestado do operador

aniquilacdo do oscilador harmonico:

alz) = z|z) . (2.24)
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Pode-se mostrar também, utilizando propriedades do operador deslocamento, que um estado

coerente pode ser gerado através de um deslocamento do vécuo:

) = D)) = 2 S 2y (2.25)
= V/n!

Uma importante propriedade deste estado € que ele ¢ um estado de minima incerteza, obede-
cendo a relagdo Ag = h/2Ap para o estado fundamental ao longo do tempo, e ele mantém essa
incerteza quando evoluido sob a dindmica de OH. Em outras palavras, pensando no pacote de
onda associado ao estado coerente, ao contrario de outros estados que t€ém sua variancia aumen-
tada com o tempo, o estado coerente a mantém constante mantendo o seu formato original ao
longo de toda sua evolucdo. Além disso, um ponto fundamental se revela quando estudamos por

exemplo o campo EM e o estado coerente. Como € sabido, o operador de campo EM quantico

pode ser escrito como [20]:
. . 1
Hpy = § hw; (a;rai + 5) : (2.26)

Se calcularmos a média deste operador no estado coerente, temos que:

i’ 1 2 2
Hey = Z <2m + 5w G > . (2.27)

Vemos que esse resultado é exatamente o campo EM cléssico. Em virtude desse resultado, para
o célculo do analogo classico do Hamiltoniano JT faremos a média sobre o estado coerente de
campo (OH). Mas com isso surge a pergunta: se o estado coerente de campo leva ao campo
EM cléssico correto e por isso usaremo-lo no cdlculo do andlogo clédssico, o que usaremos para
o célculo do spin, ja que o mesmo € uma propriedade puramente quantica nao tendo andlogo
classico? De fato ndo existe um efeito ou propriedade cléssica relacionada ao spin, e realmente
uma média do spin ndo tem o mesmo cardter que a média do campo EM quéantico, mas ainda
assim, podemos definir um estado relacionado ao spin com todas as propriedades do estado
coerente de campo. Esse estado € o estado coerente de spin.

O estado coerente de spin (ECS), primeiramente definido por Arecchi et al. [21], tem
construgdo e propriedades andlogas ao estado coerente de campo, mas com uma importante

diferenca: enquanto no campo temos um plano no espaco bidimensional, no spin temos uma
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superficie esférica no espaco tridimensional. Um dos reflexos praticos desse fato é que, en-
quanto o estado coerente de campo € autoestado do operador a, o estado coerente de spin é
autoestado de uma composicao dos operadores J. , J_, J,, obedecendo a equacdo de autova-

lor:

J_ecos*(0/2) — J, e ?sin®(0/2) + J, sinf| |w) =0, (2.28)

onde # é o angulo azimutal e ¢ é o angulo polar no espaco de momento angular. Analogamente
ao ECOH, o ECS também pode ser gerado através de um deslocamento do estado de mais baixo

momento angular |—.J)

lw) = Ry g|—J) = e+ =), (2.29)

onde ( = %Qe*w; entretanto, diferentemente do que ocorre com o ECOH, o deslocamento ¢

limitado ao valor de +.J, ja que

Jy|J)=0. (2.30)

Uma outra importante caracteristica € que o ECS também € um estado de minima incerteza, ou
seja, nao muda sua largura a medida que evolui no tempo.

No apéndice A apresentamos alguns resultados tteis relacionados aos ECS.

Plano w

Ve
q

Figura 2.2: Superficie esférica de Bloch, com a indicacido dos angulos ¢ e 6, a relacdo desses
angulos com o parametro w do ECS e a conexdo com o plano obtido apds planificacdao da

superficie esférica.
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Por fim, devido a caracteristica dos estados coerentes de boa conexdo do quantico com
o cléssico, é possivel associarmos aos pardmetros z e w as coordenadas no espaco de fase
classico. No caso do béson (OH), o parametro z pode ser associado as coordenadas ¢ e p do
plano e o spin, as coordenadas angulares ¢ e ¢ da esfera de Bloch, com r = 1 [22]. Escrevendo
essas coordenadas em termos das coordenadas retangulares s,, s, € s, temos que w pode ser

escrito como:

¢ +1p2
=" 2.31
NG (2.31)
e
w = M_ (2.32)
1—s,

Entretanto, podemos planificar a superficie esférica de Bloch, de forma que ao invés de traba-
Iharmos com as coordenadas # ¢ ¢ em cima da esfera, trabalhamos no plano com as coordenadas
q e p [45]. Assim, temos que as coordenadas da esfera se relacionam com as coordenadas no

plano através das seguintes expressoes:

1
Sy = 5\/4 — (Q12 + p12) q1 (233)
1
Sy = §¢4 — (@2 +p2)p (2.34)
1
se=—7l4- 2(q® + pi?)], (2.35)

e com isso, chegamos que o parametro w pode ser expresso em termos das coordenadas no

plano por:
¢ —1p1
w = .
V4 — (¢® +p1?)
Essas expressoes serdo importantes no cdlculo do andlogo classico que faremos.

(2.36)

2.4 Mapa de Poincaré

Um dos instrumentos mais conhecidos na analise da dinamica classica é o mapa de Poincaré.
Através da observacao dele podemos entender: (i) por qual regido do espago de fase a particula
se desloca; (i1) se a particula segue uma dindmica regular ou cadtica; (iii) se existem e onde se

localizam as regides de instabilidade e estabilidade.
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Comecgamos relembrando alguns conceitos da mecanica cldssica. Dentre os vérios tipos
de sistemas dinamicos encontramos os sistemas hamiltonianos, que sao amplamente estudados
tanto por suas propriedades como por sua importincia na mecanica de sistemas conservativos.
Inicialmente, o espago de fase associado aos sistemas Hamiltonianos sdo caracterizados por um

nimero par de dimensdes /N dada por:
N =2n, (2.37)

onde n € o numero de graus de liberdade do sistema. As 2n varidveis do sistema sdo as coorde-

nadas e momentos generalizados, em geral, escritas como:

41,925 - -+ > qn P1,D25 -+ Pn - (2.38)

Um sistema Hamiltoniano € descrito por uma unica fun¢do das 2n varidveis, funcdo esta cha-

mada de Hamiltoniana do sistema:
H(QI; o apn) ; (239)
e as equagoes bdsicas para as varidveis sao:

dt O dt g

(2.40)

Estas equacOes sdo as chamadas equagdes de Hamilton ou equagdes de movimento e essas
varidveis sdo chamadas de varidveis conjugadas.
Para entendermos agora como o mapa € obtido e suas propriedades, consideremos uma

particula que se desloque no plano sob a a¢do de um potencial bidimensional plano V' (z, y):

oV . oV

—— =——. 2.41
E Yy ay (2.41)

T =

Temos entdo dois graus de liberdade: x e y. Nossas varidveis conjugadas no espacgo de fase sdao

dadas por:
g =7, q2 =Y, b1 = j}, b2 = y (242)

e a Hamiltoniana do sistema € dada por:

1
H = 5(]912 +p22) + Vg, q2), (2.43)
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onde o primeiro termo € o termo cinético e o segundo € o termo associado ao potencial imposto.
Independentemente da forma exata desse potencial, podemos dizer que a dindmica da particula

€ descrita por equacdes de movimento da forma:
x = f(x,t). (2.44)

A solugdo desse conjunto de equagdes vai nos apresentar as coordenadas da particula para
cada instante de tempo considerado. Cabe lembrar que, em geral, a solucdo desse sistema de
equagoes diferenciais nao costuma ser uma tarefa muito trivial.

Para estudarmos o deslocamento da particula, uma idéia seria acompanhar toda a sua tra-
jetdria e observar como € a trajetdria, qual a regido do espago de fase por onde a particula passa,
etc; esse método, porém, seria muito confuso, complicado e de pouca eficiéncia. Para comecar
porque o espaco é quadridimensional, o que ndo nos permite fazer um gréfico de todas as co-
ordenadas simultaneamente. Ainda que omitissemos uma das coordenadas e fiz€ssemos um
grafico em 3D, depois de algum tempo ndo seria mais possivel identificar as linhas da trajetoria;
se quiséssemos observar trajetorias a partir de pontos iniciais diferentes, teriamos que fazer
varios graficos. Mas ao invés de acompanhar toda a trajetéria, podemos utilizar o método in-
ventado por Poincaré escolhendo um plano no nosso espaco de fase, por exemplo, o plano ¢;p;
passando por g2 = 0 e marcar neste plano os pontos de intersecdo da trajetéria com o préprio.
Temos agora fixas trés das quatro coordenadas; faltam as considerac¢des sobre p,. Considerando
que na intersecao da trajetoria com o plano pode-se ter p, < 0 ou py > 0 podemos restringir que
os pontos a serem marcados no plano sejam somente aqueles que tenham p; < 0 ou py > 0, ja
que marcar todos ndo nos traz informacao adicional. Dessa forma, podemos acompanhar o des-
locamento da particula por longos periodos de tempo, de modo a termos no plano uma imagem
clara de quais regides sao percorridas, se a particula retorna a algum ponto do espaco de fase,
se existe alguma regularidade no seu deslocamento, etc. Dessa forma, temos um método de es-
tudo vidvel para espacos qudridimensionais, assim como para tantas condi¢des iniciais quanto
se queira. O gréfico resultante dessas marcas feitas no plano escolhido é chamado de mapa de
Poincaré [23].

N3ao existe uma regra para a escolha do plano de observacgao; ele é escolhido conforme as
condig¢des do sistema, levando-se em conta a energia, simetrias, aspectos a serem observados,

simplicidade de célculo, etc... Podemos identificar nestes mapas diversas estruturas, cada qual
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com suas propriedades [24, 25].

A primeira estrutura € o ponto fixo. Sua caracteristica é que a velocidade associada ao
sistema que esteja em um ponto fixo é nula. Ou seja, sendo (qipf, P1pf, 0, P2pr) UM ponto fixo
no referido plano e se o sistema possui condi¢des iniciais tais que no tempo ¢, suas coordenadas
no espaco de fase sao (qipf, Pipf, 0, Paps), ele permanecerd com essas coordenadas em qualquer
instante de tempo t. Os pontos fixos sdo chamados também de pontos estaciondrios e sao
classificados pela influéncia que exercem sobre trajetdrias que passam por pontos proximos
[14]. Para entender essa influéncia, precisamos observar o comportamento na vizinhanga do
ponto fixo. Para isso, fazemos a expansdo em série de Taylor da equacdo de movimento em

torno do ponto fixo. Considerando a forma geral dada em (2.44), temos a expansao:
x ~ D f(x0)(x — x0) + O(1x — x0[*) , (2.45)

onde D f(x()é a matriz Jacobiana no ponto fixo x,, definida como:

[Df(x0)],, (2.46)

 Ox; xexg
Desprezando o termo de segunda ordem na expansao, temos as equacdes de movimento linea-
rizadas. A linearizagdo das equacdes de movimento € um recurso usado para o estudo analitico
da dinamica na vizinhanga de pontos fixos quando as equagdes de movimento ndo possuem
solucio analitica. E a analise dos autovalores da matriz Jacobiana que nos permite distinguir o
comportamento de cada ponto fixo. Para facilitar a discussao, consideremos agora um sistema
com um grau de liberdade. Dessa forma, o espaco de fase tem dimensao 2 e a matriz Jacobiana

possui dois autovalores. Dessa forma, temos, dentre outras, as possibilidades que seguem:

e Dois autovalores reais e positivos: o ponto fixo considerado € dito ser um nodo instavel.
Nesse caso, uma trajetdria vizinha forma uma parabola no espaco de fase. Uma trajetoria

que comece perto desse ponto fixo vai se afastar dele.

e Dois autovalores reais e negativos: o ponto fixo considerado é um nodo estivel. Uma
trajetoria vizinha forma no espaco de fase também uma parabola, mas nesse caso temos

que uma trajetéria que comece perto desse ponto fixo vai se aproximar dele.

e Dois autovalores reais com um positivo € outro negativo: o ponto fixo é um ponto de

sela. Nesse caso, uma trajetoria que comece perto desse ponto vai apresentar um dos dois
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comportamentos distintos, dependendo dos eixos de aproximacao e repulsdo da sela e da

trajetoria seguida: ou pode se afastar do ponto ou se manter proximo ao mesmo.

e Dois autovalores reais iguais e positivos: o ponto fixo considerado € uma estrela instavel.
As trajetdria vizinhas sdo retas passando pelo ponto fixo, mas cujo sentido € o de afasta-

mento deste.

e Dois autovalores reais iguais e negativos: o ponto fixo considerado € uma estrela estavel.
As trajetéria vizinhas sdo retas passando pelo ponto fixo, mas cujo sentido € o de aproxima-

cdo deste.

e Dois autovalores complexos cujas partes reais sdo positivas: ponto fixo € um foco insta-
vel. Nesse caso, uma trajetdria vizinha forma uma espiral no espaco de fase e uma tra-

jetdria que comece perto desse ponto fixo vai lentamente se afastando deste ponto.

e Dois autovalores complexos cujas partes reais sao negativas: ponto fixo € um foco estavel.
Novamente, nesse caso uma trajetéria vizinha forma uma espiral no espaco de fase, mas
aqui uma trajetéria que comece perto desse ponto fixo vai lentamente se aproximando

dele.

e Dois autovalores puramente imagindrios: ponto fixo € um centro. Nesse caso, trajetorias
vizinhas formam circulos concéntricos ao redor do ponto fixo e ndo possuem comporta-

mento nem de aproximagdo nem de afastamento.

Outro aspecto muito relevante na andlise de um mapa de Poincaré € o caos. Diferentemente
do que ocorre na vizinhanca de pontos fixos, onde € possivel identificar aspectos de regulari-
dade do movimento, a regido de caos se caracteriza pela auséncia de qualquer regularidade; se
observarmos os pontos dessa regido, eles parecem “pular” de um ponto para outro de forma
aleatdria sobre o plano. Esse aspecto denota uma imprevisibilidade do sistema e uma extrema

sensibilidade as condi¢des iniciais do sistema.

2.4.1 Bifurcacao de ponto fixo

Alguns sistemas dindmicos apresentam também outro comportamento muito interessante e

que também pode ser observado no mapa de Poincaré: bifurcacdo de seu(s) ponto(s) fixo(s)
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conforme variamos um parametro critico associado ao modelo. Nao sdo todos os sistemas que
apresentam tal comportamento e quando ele estd presente ndo sdo todos os pontos fixos que
sofrem bifurcacdo. A ocorréncia de uma bifurcacdo esta relacionada a topologia do espaco de
fase na vizinhanga do ponto fixo. A teoria de bifurca¢do € um campo vasto dentro da teoria de
sistemas dindmicos, mas nos restringiremos aqui aos conceitos minimos para a compreensao
dos resultados que apresentaremos nos capitulos subseqiientes desta dissertagao.

Bifurcar significa separar, dividir. Quando falamos em bifurca¢do de um ponto fixo, esta-
mos dizendo que este ponto se divide em outros pontos fixos, sob a variacdo de um parametro
critico do sistema. Mas um ponto fixo s6 pode sofrer uma bifurcacdo se ele for um ponto nao-
hiperbdlico. Por definicdo, um ponto fixo € um ponto hiperbdlico se e somente se a matriz
Jacobiana tomada no referido ponto ndo apresentar autovalores zero ou puramente imaginarios.
Assim, temos um critério para dete¢do de bifurcacdes em um sistema: apds o calculo dos pon-
tos fixos, substituimos essas coordenadas na matriz Jacobiana do sistema e calculamos seus
autovalores. Se o resultado obtido apresentar autovalores nulos ou puramente imaginérios, o
ponto fixo € ndo hiperbodlico e pode sofrer bifurcacdo. Em geral, os sistemas tratados na prética
possuem parametros que podem ser variados; nesse caso os autovalores obtidos serdo fungao
desses parametros e a andlise sobre a hiperbolicidade ou ndo dos pontos fixos dependera do
valor ou do intervalo de variagdo de tais parametros.

Uma vez constatado que um ponto fixo pode sofrer bifurcacao temos que esta pode ser de
varios tipos, conforme as caracteristicas associadas a mesma; entretanto, chamamos a atengao
para duas em especial. A primeira bifurcacdo € a tipo ‘pitchfork’. Nessa bifurcaciao temos que,
quando um parametro do sistema assume seu valor critico, um ponto nao hiperbdlico se divide
em dois ou mais (em numero finito) pontos fixos. O outro tipo de bifurcacio € a tipo ‘Hopf’.
Nesse caso, temos que de um ponto fixo emergem infinitos pontos fixos, os quais localizam-se
sobre uma curva fechada localizada a uma determinada distancia do ponto fixo inicial. Citamos
esses dois tipos de bifurcacdo porque elas ja foram observadas no estudo de alguns sistemas tipo
spin-béson como o tratado neste trabalho. A birfucagdo tipo ‘Hopf’ é encontrada no analogo
classico do maser integravel, conforme mostrado em [18] e a bifurcagao tipo ‘pitchfork’ é obser-
vado no andlogo cldssico do modelo de Dicke conforme [16]. Veremos no cap.4 que o andlogo

classico do modelo JT também apresenta uma bifurcacdo tipo ‘pitchfork’.
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2.5 Funcao de Husimi

Algumas vezes, no estudo de sistemas quanticos, interessa-nos observar com clareza de-
terminado(s) estado(s) quantico(s) do sistema, mas as ferramentas mais usuais, tais como 0
vetor de estado e a matriz densidade ndo cumprem tdo bem esse papel. Para clarificar as carac-
teristicas e propriedades do(s) estado(s) quantico(s) de interesse, uma ferramenta que se mostra
adequada a tais estudos sdo as funcOes de quasi-probabilidade [6]. Trés dentre as mais conhe-

cidas sdo a funcao de Wigner, dada por:

1 * ~ 2ipxz/h
W(g,p) = —Wh/ dx {q — z[ps|g + x)e ™", (2.47)
a funcdo P, dada por:
1 S
— (a) N
P—; E pijaoﬂ, (2.48)

e a funcdo () ou fun¢do de Husimi, dada por:

1

Q) = 5-(elil). 249

Na mecanica cléssica, usualmente estudamos a dinamica de um sistema através da evolucao
de sua distribuicao pelo espaco de fase. Para um oscilador harmdnico, por exemplo, acompa-
nhamos a evolugdo de suas coordenads ¢ e p pelo espaco de fase. Na mecanica quantica, porém,
ndo € possivel conhecermos exatamente as coordenadas ¢ € p do oscilador harmonico; temos
acesso somente a uma drea minima de valor 27/h. Por esse motivo, ndo € possivel definirmos
exatamente uma distribui¢do de probabilidade em funcdo das coordenads ¢ e p do espaco de
fase, mas podemos definir neste mesmo espaco de fase uma fun¢do semelhante a distribui¢do
de probabilidade cléssica e que ilustre o comportamento de determinado estado do sistema.
Por isso, a func@o é chamada de funcdo de quasi-probabilidade. Além disso, algumas dessas
fungdes possuem uma caracteristica ndo probabilistica: possuem uma amplitude negativa. Esse
fendmeno € interpretado como uma demonstragc@o de interferéncia quantica no sistema.

Com isso, podemos ver que o interesse no uso das fun¢des de quasi-probabilidade vai além
da ilustracdo de um estado quantico: através dessas funcdes podemos fazer uma conexao entre
as andlises cldssica e quantica do sistema através do espaco de fase. De fato, o que pode ser
encontrado na literatura [18, 26] € que ha uma concordéncia entre os pontos fixos do analogo

classico do sistema e as regides de maior amplitude da fung¢do de quasi-probabilidade.
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Apesar das particularidades de cada distribuicao, todas elas devem obedecer a 4 requisitos,

sintetizados por Stratonovich [27], a saber:

e O espaco sobre o qual deve ser definida uma fun¢do de quasi-probabilidade deve ser o

espaco de fase classico.
e A fungdo deve ser real
e A funcdo depende linearmente do operador densidade associado ao espaco

e M¢édias estatisticas da funcdo real associada a um observdvel do sistema através das
funcdes de quasi-probabilidade devem coincidir com os resultados do valor médio do

operador calculado através da matriz densidade.

Como enunciado acima, podemos calcular o valor esperado de um determinado operador
quantico usando as funcdes de quasi-probabilidade assim como na mecanica estatistica é cal-
culada a média de uma grandeza utilizando a funcdo de distribuicdo. Mas deve ser observado
que, diferentemente do que ocorre na mecanica cldssica, na mecanica quantica as varidveis em
geral ndo comutam. Assim, no caso classico a média de uma grandeza O(x, p), funcdo de suas

varidveis conjugadas, é dada por:

(O(z,p)) = / dz / dpO(z,p) P (x.p) (2.50)

e a integragdo € feita sem qualquer restri¢ao de ordem das coordenadas x e p nas fungdes O(z, p)
e P(x,p), no caso quantico o operador O(Z, ) e a distribui¢do usada devem estar em uma
ordem especifica. Consideremos por exemplo os operadores @ e a' do oscilador harménico.

Estes trés operadores podem ser ordenados nas seguintes formas:

t(a'a+aa') ordenamento simétrico
ata ordenamento normal (2.51)
aat ordenamento antinormal .

Com isso, as trés fun¢des citadas acima sdo associadas a estes ordenamentos de forma que a
funcdo de Wigner esta associada ao ordenamento simétrico, a fun¢do P ao ordenamento nor-

mal e a funcdo de Husimi ao ordenamento antinormal. Uma explana¢do mais detalhada foge
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do escopo deste trabalho, mas a dedu¢do de qual distribuicdo esta relacionada a qual ordena-
mento e quais as consequéncias do uso de distribui¢des e ordenamentos incompativeis pode ser
encontrado em Schleich [28].

Além disso, as func¢des P (ou de Glauber-Sudarshan) e de Husimi se diferenciam da funcao
de Wigner por serem fun¢des baseadas nos estados coerentes, enquanto que a fun¢ao de Wigner
¢ a transformada de Fourier do operador densidade.

Nas andlises que faremos em capitulos posteriores, utilizaremos a fun¢do de Husimi para
ilustrar um estado coerente cuja dindmica € descrita pelo Hamiltoniano de Jahn-Teller e com-

pararemos esses resultados com os obtidos na andlise classica.
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Capitulo 3

O Modelo de Jahn-Teller

3.1 Introducao Historica

O efeito Jahn-Teller € observado no estudo de moléculas poliatomicas que apresentam de-
generescéncia orbital. A idéia inicial que levou ao entendimento desse efeito €, originalmente,
de Lev Landau, que ao observar o trabalho de um de seus alunos, prop0s a seguinte afirmacao:
“Uma molécula em um estado eletronico orbitalmente degenerado € instavel com respeito a
distorcao espontanea da configuracdo nuclear que remova a degenerescéncia” [2]. Em 1937,
H. Jahn e E. Teller publicaram um artigo [1] no qual a afirmagdo de Landau foi reformulada
de forma mais rigorosa e posteriormente ficou conhecida como teorema de Jahn-Teller, que
pode ser enuciado como segue: “Todas as configuragdes nucleares nao-lineares sdo instiveis
para um estado eletronico orbitalmente degenerado”. Ou seja, ndo € possivel haver, simultane-
amente, degenerescéncia orbital e estabilidade, exceto quando se trata de uma molécula linear
ou quando os elétrons que causam a degenerescéncia ndo sao essenciais na ligacdo da molécula.
Neste caso a instabilidade € suave.

Experimentos feitos ao longo dos anos, mostraram que o efeito Janh-Teller acontecia também
em alguns sistemas que ndo atendiam aos requisitos iniciais. Com isso, o efeito foi recebendo
novos nomes e especificagdes para definir o tipo de molécula e caracteristicas envolvidas [2, 3].
Dai temos o pseudo efeito JT que contempla moléculas com quase-degenerescéncia, o efeito
Renner-Teller cujo alvo sdo as moléculas lineares, o efeito JT tipo £ @ €, onde ha a interacdo

de dois niveis eletronicos degenerados e dois modos vibronicos também degenerados e, entre

27
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outros, o efeito JT tipo E & 3, foco desta tese, onde hé a interacdo de dois niveis eletronicos
degenerados e um modo vibronico. Por outro lado, na década de 1950, E.T. Jaynes e FW.
Cummings publicavam um trabalho fundamental sobre a interacdo matéria-radiacdo [29] onde
propunham um modelo tedrico para o estudo de um atomo de dois niveis acoplado a um modo
de campo eletromagnético (EM). O Hamiltoniano completo do modelo obtido da interagao

aproximada de dipolo elétrico € dado por:

[f[:hwoaTmma&ﬁg(mwT&,+a&,+a*&+), 3.1)

onde wy € a freqiiéncia do modo de campo, w, € a freqiiéncia da transi¢do entre os dois niveis
atdbmicos, g € o parametro de interacdo e 0, € uma das matrizes de Pauli, juntamente com 0y € .
De forma geral, para qualquer sistema de dois niveis interagindo com um modo de campo EM
incluindo-se o modelo JC, diz-se que o sistema estd proximo a ressonancia quando wy =~ w.
Assim, temos que 64 = (0x+idy)/2 sdo os operadores de levantamento e abaixamento de
momento angular de spin. Na prética, € impossivel discutir de forma exata mesmo a interagao de
um atomo com luz. Porém, quando € possivel aproximar o campo EM como sendo praticamente
monocromadtico e cuja freqiiéncia € quase coincidente com uma das freqiiéncias de transi¢ao do
atomo em questdo, entdo podemos considerar o &tomo como um sistema de dois niveis. Para
a obten¢do de uma solucdo analitica para esse sistema € necessario utilizar a aproximacao de
onda girante (RWA - do inglés Rotating Wave Approximation), onde desprezamos os termos de
interacao que nao conservam o numero de excitagdo. Na pratica, tal aproximagdo permite-nos
desprezar efeitos muito complicados na dinamica de dtomos de dois niveis (ou de forma geral,
pseudo spins, ja que tais dtomos sdo andlogos a sistemas de spin 1/2), ja que esses efeitos estdo
associados a oscilacdes da ordem de duas vezes a freqiiéncia do campo. Mas a aproximacao s
¢ vélida se tivermos o parametro de acoplamento g muito menor do que a freqiiéncia do campo
w (g < w). Em experimentos com dtomos em cavidades, podemos encontrar valores utilizados
seguindo a relagdo g/w ~ 1077 — 107°[30, 31]. Nesta aproximacdo, o Hamiltoniano de JC

pode ser escrito como:

ﬁ:mo&fmm&ﬁg(mmw_). 3.2)

Nesse mesmo caminho, Dicke ja havia proposto para estudo do fendmeno de superradidncia

um modelo para N 4tomos de dois niveis pouco interagentes [32]. E a partir de 1985 com o
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experimento de Meschede et. al. [33] foi possivel construir uma cavidade com propriedades
tais que fosse possivel existir dentro dela apenas um modo de campo EM o qual, ao interagir
com um atomo introduzido ', o levaria do seu estado fundamental ao estado excitado. Esse
experimento, juntamente com outros que se seguiram em cavidades com fatores de qualidade
melhores [34], tornaram o modelo de JC realistico e foi o precursor de uma area que continua
em franca expansao: a CQED (do inglés Cavity Quantum Electrodynamics), ou Eletrodinamica
Quantica de Cavidades. E no final dos anos 90 abriu-se uma nova linha de pesquisa, com a
realizacdo de diversos experimentos cujo componente central eram as Caixas de Pares de Coo-
per (CPB)[35, 36, 37]. Isso porque neste experimento também pode-se estabelecer dois estados,
com a diferenga que estes ndo sdo mais os dois niveis de um atomo, mas dois estados de carga
da CPB, onde hd um par de Cooper em excesso |1) ou ndo hd par em excesso |0). Além disso,
a interacdo eletrostética entre a CPB e um ressonador nanomecanico (NR) [38] que atua “ex-
citando”o sistema pode ser descrita da mesma forma que a interacdo entre um atomo de dois
niveis e um modo de campo EM. Observou-se entao que para o estudo e descricao deste sis-
tema, poder-se-ia utilizar o mesmo modelo que descrevia o efeito JT [39, 8], com os dois estados
eletronicos representando os dois estados da CPB e o modo vibronico representado pelo resso-
nador. Essa linha de pesquisa compde também a chamada CQED, mas agora Eletrodindmica
Quantica de Circuito (ou Circuit Quantum Electrodynamics ) [40]

A CPB € um circuito microeletronico composto de uma ilha supercondutora conectada a
um reservatério supercondutor por uma juncdo Josephson tipo tinel, a qual tem capacitancia
CYFP e energia Josephson E;. Essa jungdo estabelece uma barreira de potencial reguldvel
entre a caixa e o reservatorio, como serd exposto abaixo. Um outro fio conectado a CPB per-
mite variagdes no potencial eletrostatico da ilha com a aplicagdo de uma voltagem V;, na porta
(‘gate’) da CPB através da capacitancia C,. Apresentamos na fig. 3.1, um esquema do circuito

experimental.

10s 4tomos utilizados neste tipo de experimento sdo os chamados dtomos de Rydberg e possuem propriedades
bem determinadas, entre elas tempo de vida longo o suficiente para que somente o acoplamento com o modo de
campo da cavidade seja importante e diferenga entre os niveis tal que a aplicacdo de um modo de campo de baixa
ordem seja suficiente para obteng¢do de um tempo de interacao longo. Na prética, o 4&tomo geralmente utilizado é o

Rubidio.
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Figura 3.1: Esquema de experimento usando Caixa de Pares de Copper, composta da ilha su-
percondutora (em vermelho) conectada a um reservatoério por meio de duas juncdes Josephson

(quadrado com x), acoplado a um ressonador nanomecanico (barra em preto).

Temos entdo que a energia de Coulomb do sistema € dada por [41]:

2

e
E. = 33
5 (3.3)

(Cg +Cy ) .
A energia de Josephson efetiva que controla a ressondncia entre o oscilador e a CPB pode ser

regulada através de um fluxo magnético aplicado na CPB. Ela € dada por:
E; =2E5"Bcos(nd/dy), (3.4)

onde ®( é o quantum de fluxo dado por h/2e. Uma outra caracteristica importante é que a
energia do gap do supercondutor FAg deve ser a maior energia do sistema. Satisfeita essa
condicao e a baixas temperaturas, chegamos a situacdao onde todos os elétrons da ilha formam
pares, ou seja, hd na caixa N = 2n pares, onde n € o nimero de elétrons na caixa. Essa € a
situagdo de equilibrio do sistema, ou o seu estado fundamental. Variando-se a voltagem V,, €
possivel controlar a entrada de um par de Cooper na caixa, o que se dd por meio de tunelamento
pela juncao Josephson. Consequentemente, altera-se também a energia dos estados fundamental
e excitado. E por meio de um ajuste no fluxo magnético é possivel controlar a diferenca de
energia entre os dois estados. No caso em que & = ®/2, a distincia entre os niveis tem valor
nulo e os sistemas entram em ressonincia. Na fig. 3.2, apresentamos o diagrama de energia

para os dois estados da CPB.
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Figura 3.2: Diagrama de energia para a CPB ilustrando os niveis de energia em fun¢do da carga
induzida na caixa ()y/e = N,. As linhas tracejadas indicam os mesmos niveis na situagdo de

ressonancia, onde £; = 0.

Para descrever este experimento, o Hamiltoniano do sistema é composto do Hamiltoniano

do CPB, do ressonador nanomecanico e do Hamiltoniano de interacao entre eles, ou:

H = Hopp + Hyg + Hint (3.5)
onde
. E
Hops = 4E: ) (N = N)'IN)(N| = =2 (IN + N[+ [N)(N +1])  (3.6)
N N

onde NN € o numero total de pares existentes dentro da caixa N, € a carga injetada na caixa. Este

termo pode ser escrito como:
Hepp = —2E.(1 — 2N,)6, — =265 (3.7)

Hyp = hwa'a (3.8)

Hi = MNa" +a)o, . (3.9)
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onde

B —2E.C,V, h
- 2ed 2mw
e d € a distancia entre a ilha e o ressonador.

A

(3.10)

Dessa forma, quando N, = 1 /2, temos exatamente o Hamiltoniano JT tipo £ @ 3. Rees-

crevendo-o na notacdo utilizada neste trabalho temos:

Hyr = A6y + (a+a')o, +edla, (3.11)

2me

onde A esta associado a intensidade do campo magnético atuando perpendicularmente ao aco-
plamento, GG € proporcional ao parametro de acoplamento e € € a freqiiéncia do campo EM. Ape-
sar de ser muito semelhante ao Hamiltoniano do modelo JC, diferindo deste por uma rotagcao das
matrizes de Pauli, com o modelo de JT podemos estudar situacdes ndo contempladas quando
utilizamos a aproximagdao de RWA. Em sistemas onde o acoplamento dtomo-campo € tipo di-
polo, é possivel se obter experimentalmente a relagdo g/w ~ 1072 [42, 43] e em sistemas onde
o acoplamento € capacitivo pode-se obter valores ainda maiores, saindo da regido de validade
da RWA. Por isso torna-se interessante o estudo do modelo de JT, ja que para seu estudo ndo é
necessdrio fazer a aproximacao de RWA e conseqiientemente podemos utiliza-lo para descri¢dao
de regimes com acoplamento forte. Na pratica, € interessante a utilizagdo de acoplamento forte
ja que no regime de acoplamento fraco o processamento de informagao quantica é mais lento,
tendo por conseqiiéncia a realizacdo de uma quantidade menor de operacdes durante o tempo

de coeréncia do sistema.

3.2 O Hamiltoniano de Jahn-Teller

Assim como o Hamiltoniano de JC, o Hamiltoniano de JT dado por (3.11) possui uma parte
integravel, mas se considerado com todos os seus termos, até o momento s possui solugdo

numérica. Os termos que compdem o Hamiltoniano integravel sdo:

~ G
He =

2m€(a +al)o, +edla. (3.12)

Para chegarmos a solucdo analitica, consideremos antes o caso mais simples: o oscilador

harmdnico simples. Se fizermos G = 0, temos

Hoy =edla, (3.13)
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que € o Hamiltoniano do oscilador harmonico desprezando-se a energia de ponto zero. Como

ja € bem conhecido, sua solugdo é:
Hou|n) = E,|n), (3.14)

comE, =en.?
Antes de apresentarmos a solug¢do para o caso G # 0, observemos com mais cuidado a
base do oscilador harmonico, conhecida como base de Fock. Sabendo que |n) é autoestado do

oscilador harmonico simples, projetando-o no espaco de coordenadas, temos:

Xn(@) = (alx,) = (aln) = ane™ T2 Ha(q), (3.15)

onde
1

Uy = ———
" pyagn/2 /1
e Hn(q) é o polindbmio de Hermite. Se atuarmos com o operador deslocamento no espago de

(3.16)

fase D(z) definido como:

A

D(z) = et —=a) (3.17)

em |n) antes de projetarmos no espaco das coordenadas, temos justamente um deslocamento no

argumento das funcdes. Assim, temos:

XHq) = (axfy = (aD(2)|n) = a,e™ 2 Ha(q — 2)
XE(@) = (alxk) = (a|D(=2)|n) = ane™ P Ha(q + 2). (3.18)

Comparando as equagdes (3.18), podemos perceber que, enquanto em (3.15) temos (¢ —
qQ) = q = qo = 0, ou seja, o oscilador estd centrado em zero, em (3.18) temos (¢ — qo) = ¢+ 2,
ou seja, o oscilador estd centrado em + z. Dessa forma, diz-se que o oscilador foi deslocado
para a esquerda (—z) ou para a direita (4+z). Por isso essa base € chamada de base de Fock
deslocada (FD). Estes estados descrevem um oscilador harmonico deslocado do centro do eixo
das coordenadas. Neste trabalho o superindice L, R indicam se o deslocamento foi feito para a

esquerda ou direita da origem, respectivamente. Listamos algumas propriedades e resultados da

2Note que usualmente a energia do oscilador harménico é dada por E,, = en + 1/2, mas a origem do fator 1,/2
¢ justamente a energia de ponto zero que ndo foi considerada aqui. Por isso a energia E,, de (3.13) ndo possui o

fator 1/2.
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base deslocada que usaremos ao longo deste trabalho no apéndice A. Posto isso, consideremos

agora o caso com interacdo GG # 0, onde temos também o spin. Conforme apéndice A,

Ge|T) =11) Oell) =—1) (3.19)

Assim, o autoestado do sistema deve ser constituido ndo somente pelo autoestado do oscilador

harmonico mas também pelo do spin. Consideremos que sejam:

[¥n) = ) ®11) [n) = Ixa) @ 1) (3.20)

Numa nota¢do mais concisa, escrevemos:

) = Ixh) @ [su) (3.21)
onde ;1 = L, R e convencionamos daqui em diante:

sy =4 1) ose n=L (3.22)

1) se p=R.

Vamos mostrar que os estados (3.20) sdo realmente a solu¢do do problema integravel. Atuando

o Hamiltoniano neste estado temos:

([ G
(d+&*)+e&*&] iy p=1L
LV 2me
Helyy) = (3.23)
G
— (d—i—&T)—i-edT&] B u=R.
L L 2me

Utilizando as relagdes (A.20) do apéndice A, temos que:

r L G a :| . .,
| Do) |eata - | D3/t
Haldy) = (3.24)
. . G :| AT R
| Do/ |t a - | Dol
( I G2 7
n— oo oty
_ ! ' (3.25)
L
n— | .
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Assim, podemos ver que, de fato, os estados (3.20) sdo a base de autoestados do modelo JT
integravel e que o sistema apresenta degenerescéncia, ja que tanto o estado L quanto o 12 t€m

energia:
GQ

EO — ep — .
2me?

n

(3.26)

: =&, /2 A < G
Vemos também que como § = /= e o deslocamento da fung¢do de onda do OH ¢ - Tame» ©

parametro do sistema que efetivamente desloca o autoestado € o (G. Na figura 3.3 apresentamos

o grafico da fungdo de onda dos dois estados em fung¢io da posicao para alguns valores de G.

Desdobrarfento ng estado fundamental A=0
—1/2
Vo=C¥y +C¥, €;=C,=2

0.8

L L T T o T |
R M T 4
houhhououno

aQaaaaQQ

Figura 3.3: Funcdes de onda do estado fundamental degenerado do oscilador harmonico deslo-

cado em fun¢do da posi¢do para alguns valores do parametro de acoplamento G.

Podemos ver que quando G = 0, as duas fun¢des de onda estdo sobrepostas ao redor do
g = 0 e dessa forma a amplitude total é o dobro da amplitude de cada estado. A medida
que aumentamos (G, as duas fungdes de onda vao se separando até estarem completamente
separadas em G ~ 3.5. Para valores de G maiores que 3.5, o efeito é o distanciamento dos dois
estados. Esse comportamento caracteriza o efeito JT mais simples, onde o estado fundamental
corresponde a uma fun¢do de onda ‘bifurcada’.

Por fim, inserimos o termo que faz com que o sistema deixe de ser integravel:

Ha = A6, . (3.27)
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Este termo estd associado a um campo magnético externo atuando na direcdo do 3y, perpendi-
cularmente ao acoplamento que ocorre na direcdo s, e cujo efeito € quebrar a degenerescéncia
do sistema. A é o parametro que indica a intensidade deste campo. Como para A # 0 o sis-
tema ndo possui solug¢do analitica, calculamos os elementos de matriz do Hamiltoniano para

visualizarmos como ocorre a insercao do termo H A no sistema integravel. Assim:

o = (-|(He + Ha)lh)
= (YIIHGIY) + A x5 (5u]3x]50)

= B 8 mn + A0 (1= 0) - (3.28)

Dessa forma, para ;. = v temos somente os termos originarios do Hamiltoniano integravel

A

it = Bl G (3.29)

m,

com E(‘g) dado conforme (3.26), enquanto que para ;1 # v, aparecem somente os termos da

quebra de degenerescéncia:

o = ARG, (3.30)

Como a base FD ndo é uma base ortogonal®no espacgo de estados do OH, os termos {x* |x")
ndo se anulam para m # n e y # v e o produto interno dessa base é dado por:

Z_!!(ﬁ*)m—ne—[32/2Lmnn(ﬁ2> (TL < m)

(XE xSy = (3.31)
\ (—1)"””‘\/:’;—!!6”%ﬂQ/QL”;J”(ﬁ?) (n>m).

Os calculos que levam ao resultado acima sdo apresentados com mais detalhes no apéndice 2.

3.3 Emaranhamento no modelo de Jahn-Teller

Conforme discutido na secdo 2.1, se um sistema possui um parametro critico, ele apresenta

uma significativa mudanga da sua configuracdo estrutural quando o parametro A assume seu

*Note que a base FD é somente {|x*,)}. A base solu¢io do Hamiltoniano JT integravel {|¢/* )} no espago de

estados Eon ® Egpiné ortogonal porque é o produto da base FD com a base de spin que é ortogonal.
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valor critico A.. No caso do modelo de JT E @ (3, o pardmetro critico do sistema é o o que é
expresso em termos dos outros parametros como:

GQ
a =

me2A

(3.32)

Como demonstrado por Levine e Muthukumar [12], € esperado que a entropia do estado funda-

mental do modelo no limite quando A/e — oo tenha o comportamento mostrado na fig. 3.4:

0.8

0.6

04—

02+

Figura 3.4: Entropia de von Neumann para o caso limite A /e — oc.

Ainda que no modelo de JT tenhamos apenas 1 d&tomo, longe do requisito de N — oo da
teoria de TFQ, conforme discutido na literatura [12, 4], o limite massivo do oscilador, no qual
m — oo com me> = cte, ou equivalentemente [4] A/e — oo, produz no sistema efeitos si-
milares aos que ocorrem quando se toma o limite termodindmico N — oo em um sistema que
possui uma TFQ. O limite massivo do oscilador € o equivalente ao limite em que o oscilador
se torna classico. Por isso, no estudo do emaranhamento no modelo JT, é interessante obser-
varmos a entropia linear e de Von Neumann do estado fundamental em fun¢do do pardmetro de
acoplamento GG e do parametro critico «.

Com relagdo as entropias de von Neumann e linear, para um sistema bipartite, como € o
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caso do modelo JT, as expressoes (2.22) e (2.23) reduzem-se a:

Sy =1-Trp, (3.33)

Sy = =Tr (pulogapn) = = Axlogy s, (3.34)
k

onde fizemos também a constante de Boltzmann igual a unidade.
(i) Caso integravel: neste caso, temos que |[1%) e |[1hft) sdo os dois estados degenerados que
correspondem a energia do estado fundamental. Assim, temos que um estado fundamental mais

geral é a combinacdo linear destes dois estados. Ou seja:

X @), (3.35)

the) = c1|vog) + c2eU) = c1lx§) @ [1) + o€’

com ¢? + c2 = 1 e ¢ € uma fase. Assim o operador densidade para este estado é dado por:

po = cilug W W] + crcale™*[¥g) (W'l + €)W l) + Glvg) (wo'l . (3.36)

Conforme discutido no capitulo 2, temos que a matriz densidade de spin é obtida através do

traco da matriz densidade sobre a variavel de campo:

pos = (Xblpolxh) - (3.37)

pn=L,R

Utilizando as equagdes (3.20), temos que

po,s = 1)1 |+ cicaDoo(B) (e DD +alldL, (3.38)

T+

e conforme relagdo (A.29) do apéndice A, Doo(3) = (0]D(3)|0) = e~**/* e portanto:

2 .
c% crege (P7/2H10)

Pos = . , . (339)
ciepe= P 2=19) e

Dai temos que:
Trios=1 e  detpos=ci(1—c)(1—e ). (3.40)
Calculando as raizes do polindmio caracteristico:

P(\) =X —Trpos A +detpos, (3.41)
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obtemos os seguintes autovalores:

A= 5 YT 480~ ) — e 7). (3.42)

Por fim, a entropia de von Neumann do sistema é:
Sy = —A_logy Ao — Ailogy Ay . (3.43)

Apresentamos na fig.3.5 a entropia de Von Neumann para este estado em fun¢do do parametro

de acoplamento GG (neste caso ndo ha « definido) e do coeficiente da combinagao linear c;.

r Emaranhamento no Estado Fundamental

0.8

|
|
| |
\\H\H
RRRRRREER
AT |
IEEEERRRE!
R

VLR

Figura 3.5: Entropia de von Neumann para o caso integravel em fun¢ao do parametro de aco-

plamento e do coeficiente da combinagao linear .

Podemos observar que o emaranhamento do sistema aumenta com G até atingir seu valor
maximo (Sy = 1) e que o maximo emaranhamento € obtido para uma superposicao de pesos
iguais dos dois estados [¢F) e [f). Isso se deve ao fato de que, quando consideramos |1))
dado em (3.35), com ¢; # 0 e ¢ # 0, temos o emaranhamento do estado L com o estado R,
enquanto que se tivermos ¢; = 0 ou ¢ = 0, ndo tem como haver emaranhamento ja que temos
apenas um produto tensorial de dois estados de espacos diferentes e, conseqiientemente, um

estado separavel.
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(ii) Caso nao integravel: neste caso, a degenerescéncia do sistema ja foi quebrada pela
atuacao do campo magnético e agora o estado fundamental € dnico. Assim, observemos o com-
portamento deste estado em fungdo do pardmetro de acoplamento /e e do pardmetro critico

Q.

Emaranhamento no modelo de Jahn-Teller E x B

1 Rl =220 ¥ fe-e-e
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-
-
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o
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0.5 1 1.5 2 2.5
G/e

Figura 3.6: Entropia de von Neumann para o caso nao integravel em fun¢do do parametro de

acoplamento G /e.

Nas fig. 3.6 e 3.8 apresentamos a evolu¢do do emaranhamento do sistema em funcdo do
pardmetro de acoplamento (G/e para diferentes valores de A/e. Apresentamos nestes mesmos
graficos, a titulo de comparacdo, o caso em que A/e = 0 (curvas com circulo em preto).
Nesse caso, conforme discutido no item anterior, escrevemos o estado fundamental como uma
superposicao dos dois estados degenerados e escolhemos a situagao onde ¢; = c¢», ja que nessas
condi¢des o emaranhamento como fungéo de G/e € maximo.

Da fig. 3.6 vemos que quanto maior o A /e, maior devera ser o acoplamento GG/¢ para que
o sistema comece a ter emaranhamento. Ja na fig.3.7, vemos que a medida que A/e cresce o
emaranhamento tende a ser menos suave e mais abrupto na regido de o = 1. De fato, no limite
quando A/e — oo, a curva de emaranhamento em fungio de « tende a da fig. 3.4. Podemos
observar também que os comportamentos discutidos podem ser visualizados pela entropia linear

ou entropia de von Neumann.
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Emaranhamento no modelo de Jahn-Teller E x 3
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Figura 3.7: Entropia de von Neumann para o caso nao integravel em funcio do parametro critico

Q.

Para a obten¢ao dos resultados mostrados acima, uma vez que o sistema nao possui solucao
analitica, realizamos o célculo dos elementos da matriz do Hamiltoniano, diagonalizacdo e
célculo das entropias para o estado fundamental numericamente. Com excecao do trecho rela-
tivo a diagonalizacdo, todos os programas necessarios foram construidos durante o periodo de
realizacdo deste trabalho, em FORTRAN77 e utilizamos uma truncagem da base do oscilador
~ 250. Devido a uma grave instabilidade numérica, a base utilizada na programag¢ao também
deve ser a base FD, diferentemente da usual base de nimeros do oscilador harmdnico simples.
Os elementos advindos da ndo ortogonalidade da base necessitam de um tratamento cuidadoso

afim de evitar divergéncias numéricas e deteriora¢do dos resultados.

3.4 Analise do comportamento das energias do sistema

Dando continuidade a discussdo de que o limite massivo do oscilador causaria no sistema
efeitos semelhantes aos de um limite termodinamico, € interessante observarmos também o
comportamento dos niveis de energia do sistema e particularmente algumas propriedades do

estado fundamental como fungdo do pardmetro critico o no limite quando A /e — oo.
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Emaranhamento no modelo de Jahn-Teller E x 3
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Figura 3.8: Entropia linear para o caso ndo integravel em funcdo do parametro de acoplamento
G/e.

Na andlise do espectro de energia do sistema, interessa-nos observar a presenga de cru-
zamentos ou repulsdes entre os niveis de energia, especialmente se envolverem o estado fun-
damental, conforme discutido na secdo 2.1. Além disso, entendemos ser pertinente também
uma observacdo mais detalhada do comportamento do estado fundamental. Como dito em
2.1, uma TFQ ocasiona uma mudanca morfoldgica no estado fundamental do sistema. Dessa
forma, se o sistema apresenta um parametro critico « e se procede a suposi¢ao de que o limite
A/e — oo causa efeitos semelhantes ao do limite termodinidmico, esperamos encontrar algum
tipo de mudanga no comportamento do estado fundamental na vizinhanca de & = 1 a medida
que A/e é aumentado. Na se¢do anterior ja constatamos que o aumento de A /e nos indica que
no limite massivo o sistema apresenta uma mudanga abrupta no seu emaranhamento para o = 1,
caracterizando « efetivamente como um parametro critico do sistema. Resta a comprovacao so-
bre a possivel analogia entre o limite termodindmico e o limite massivo ou A/e — oo.

Feitas essas consideracdes apresentamos nas figs. 3.10, 3.11 e 3.12 os espectros de energias
para os 14 primeiros niveis de energia em func¢do de «, para A /e = 1.5, 10.0, 30, 0 respectiva-
mente.

No espectro para o caso A/e = 1.5, o sistema apresenta diversas repulsdes entre niveis,
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Emaranhamento no modelo de Jahn-Teller E x 3
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Figura 3.9: Entropia linear para o caso ndo integravel em fun¢do do parametro critico a.

mas nenhuma que envolva o estado fundamental. Alguns pontos apesar de se assemelharem
muito a um cruzamento, sao na realidade somente repulsdo de niveis quando vistos numa escala
amplificada. No caso A/e = 10.0, podemos ver que o comportamento de repulsdo entre os
niveis apresentados ja ndo existe mais. Em contrapartida, podemos ver que para valores grandes
de « os niveis tendem a se degenerar dois a dois. Aumentando ainda mais o valor de A /e como
apresentado na fig. 3.12, vemos que o ponto de colapso entre os niveis vai se aproximando cada
vez mais do valor a = 1, indicando uma mudanca na estrutura dos niveis de energia no valor
critico de o 2 medida que evoluimos para o limite A /e — oo.

Analisemos agora em particular o estado fundamental. Considerando que ocorre de fato uma
alteracao morfoldgica do nivel de energia, essa mudanca deve se refletir de forma mais incisiva
em algum outro aspecto. Seguindo a andlise feita em [44], vamos observar o comportamento
da derivada segunda da energia do estado fundamental, conforme apresentado no gréfico 3.13

Podemos ver claramente que com o aumento de A/e, o minimo da derivada segunda da
energia se acentua cada vez mais, tornando-se cada vez mais estreito, sugerindo a formagao
de uma cuspide em . = 1. No referido artigo, € possivel observar que o sistema (maser
de Dicke) tende a uma descontinuidade na derivada segunda da energia para o limite termo-

dindmico. Nesse caso, tal efeito € interpretado como uma manifestacao da TFQ para o sistema
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Ale=15

Figura 3.10: Espectro de energia em fun¢do do pardmetro critico v para A /e = 1.5.

em questdo. No caso do modelo JT, ja que nao ha limite termodinamico, tal efeito, juntamente
com as observagdes sobre o comportamento da entropia, comprova a suposicao de que o limite
massivo do oscilador, equivalente ao limite A/e — oo, produz no sistema efeitos similares aos

observados nos modelos com TFQ quando tomado o limite termodinamico.
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E/e

Figura 3.11: Espectro de energia em fungdo do pardmetro critico o para A /e = 10.0.
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Figura 3.12: Espectro de ene rgia em fung@o do parametro critico « para A /e = 30.0.

A/e=10.0
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Figura 3.13: Derivada segunda da energia do estado fundamental em fun¢do do parametro

critico a.



Capitulo 4

O Analogo Classico do modelo de

Jahn-Teller

Um recurso muito interessante no estudo de sistemas quanticos € a andlise do andlogo
classico do sistema em questdo. Essa andlise pode evidenciar aspectos da dindmica do andlogo
classico do sistema em funcao de parametros caracteristicos e auxiliar o entendimento de feno-
menos quanticos observados. Como dito na secdo 2.1, acredita-se que as TFQ t€ém uma relacdo
com a ocorréncia de bifurcacdes no analogo classico. Assim, se um sistema apresenta aspectos
de uma TFQ para um determinado valor do pardmetro critico do sistema, o andlogo cléssico
dele apresentaria uma bifurcacio para o mesmo valor ' do pardmetro critico. Essa teoria j4 foi
constatada ser verdadeira para sistemas como o modelo de Dicke [16] e para o maser integravel
[18] onde temos, na andlise do analogo classico, uma bifurcacdo tipo ‘pitchfork’ para o primeiro
e uma bifurcacgdo tipo ‘Hopf” para o segundo. Nosso objetivo € estudar se ocorrem bifurcacdes
para o analogo classico para o modelo de Jahn-Teller e para quais valores de «.. Para isso, vamos

comecar falando sobre como calcular o andlogo cldssico de um sistema quantico.

4.1 Hamiltoniano classico e equacoes de movimento

Com discutido na secdo 2.3, o estado no qual se calcula o valor esperado do operador

quantico e que reproduz o campo EM cléssico € o estado coerente de oscilador harmdnico;

You valor ). para o qual tende o valor critico quantico AZ no limite cldssico

47
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para o spin que ndo tem uma grandeza cldssica associada (mas corresponde a um momento
angular), vimos que existe o estado coerente de spin que € um estado coerente de momento
angular (correspondente ao grupo SU(2)) é o estado similar ao estado coerente de campo e,
portanto, o mais adequado para o cédlculo do andlogo cldssico do spin. Definidos estes dois
estados, podemos calcular o andlogo cldssico do Hamiltoniano JT, que € dado pela média do

Hamiltoniano nos estados coerentes de campo e de spin:

H = <z,w|ﬁ|z,w> = <Zaw|f{G+ﬁA|sz>
G P . At .
= 7% (l(a + a")]2)(w]o.|w) + e(zla’ alz) + Alw|ox|w)
me
G 1_ * *

Como discutido no capitulo 2, o z e 0 w podem ser relacionados a coordenadas no espacgo de
fase. Como sdo espacos distintos cada um com dimensao 2, o espago de fase total tem dimensao

4. Assim, reescrevendo em termos das coordenadas do espago de fase total, temos que:

G ¢ 2 2 € 2 2 1 2 2
~ s Rt et sl te) F ATV = e, (4D

Agora, podemos fazer as andlises pertinentes ao estudo de sistemas cldssicos. Comecamos

H:

calculando as equacoes de Hamilton que descrevem a dinamica cldssica associada ao sistema:

B\ T Y e ) :
— ¢ | —=¢-= — 24— (p2 +q2 4.4
P1 q1 (WQQ 2\/4—(]912—1—(]12)) 2\/ (pl q1 ) 4.4)
g2 = €p2 4.5)
G 2 2
2—(p* +a*)] —eqa. (4.6)

P2 =
2{/me
Pode-se observar que as equagdes sao acopladas e que ndo apresentam simetrias entre si, exceto

para o A = 0. Olhemos com mais cuidado esse caso entao.
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4.1.1 Dinamica no caso integravel

Para o caso integravel as equagdes tornam-se:

G
h= 4.7
q1 \/% P1q2 ( )
G
) = — 4.8
y4 W q192 ( )
q2 = €p2 (4.9)
D2 = ¢ 2—(p* +@*)] —eq (4.10)
2\/me ' ’
Multiplicando por ¢; e p; as expressoes (4.7) e (4.8) respectivamente, temos:
G
= 4.11
a1q1 \/ﬁ(hpﬂ]z ( )
N = ¢ (4.12)
pip1 = Wfllplﬂh . .
E com estas equacOes pode-se mostrar que:
d |1
— | =(¢1” A =0. 4.13

Dessa forma, o termo %(qﬁ + p1?) = H; é uma contante de movimento. Pode-se verificar
facilmente que {H, H,} = 0 onde {, } é o parénteses de Poisson. Com essa constante e de (4.9)
e (4.10), facilmente pode-se mostrar que:
Po = pog cos (et + ¢o) (4.14)
G 1
1—=(q1° 2 4.15
em |: (ql + P ):| 3 ( )

q2 = paoesin (et + ¢o) + 5

onde pyy € P2 s@o constantes associadas as condigdes iniciais. Essas expressoes descrevem a

dinamica relacionada ao campo. Podemos ver que ambas possuem basicamente um comporta-

mento ondulatorio e g2 € deslocada por um fator proprocional a constante de movimento £
Com relagdo a dindmica do spin, utilizando as expressoes (4.11), (4.12) e (4.13), pode-se

mostrar que € descrita por:

. Ge G®

q1 = q1o SN {—\/m—epz + e (1—E)t+ ¢1} (4.16)
G G?

P1 = quo COS {—\/%m + me2(1 — Et+ ¢1} ; (4.17)

onde ¢ € a constante associada as condi¢des iniciais e ¢; € a constante associada a integracao

realizada. Notamos que aqui também as solug¢des t€m comportamento oscilatorio.
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4.1.2 Dinamica no caso nao integravel

No caso ndo integravel, nao € possivel encontrarmos uma constante de movimento e a
solu¢do do sistema. Mas podemos fazer a andlise do sistema através dos pontos fixos e das
equagdes de movimento linearizadas.

Para o calculo dos pontos fixos, fazemos a derivada temporal nula nas equacdes de movi-

mento:

G A @
O=p | ——¢@—-= 4.18
P (WQQ 2 /4= (p +q12)) (19

G A a1 A
0=-q|Fr—=a-> — VA= (pr faq?) (419
(VmE 2\/4—(p12+q12)) 2\/
0=epy (4.20)
0= =S = (ot + %) @21
2\/me b ' '
Se considerarmos p; = 0, temos de (4.21):
G
= 2—q%). 4.22
q2 2€M( a1 ) ( )
Utilizando (4.19) e (4.22), temos que:
2 G2 2
2-a%) |5 zavi-—a’ =2l =0. (4.23)
Para o caso onde (2 — ¢;*) = 0, temos que os pontos fixos sdo:
¢ =+V2, p =0, ¢ =0, pp=0.  (424)

Para o caso onde (% @1 V4 — @12 — A) = 0, temos que os pontos fixos sdo:

1/2
/ 1 G | 1
212 1__2] , p1=0, Q2 =F 1__27 p2 =0, (4.25)
(6% €4/ TNE «

lembrando que o = G?/mAe*. Com isso, podemos ver que os pontos (4.25) s6 estdo definidos

g1 = —

2 , . .
para % = «a > 1. Pontos fixos que s6 existem para determinados valores de um certo
parametro do sistema denotam uma bifurcagdo cléssica e o parametro envolvido € chamado de
parametro critico do sistema. Com isso, vemos que existe uma concordancia do classico com o

quantico no que se refere ao fato de o ser um parametro critico. No cldssico observamos uma
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bifurcagdo associada ao valor & = 1 e para esse mesmo valor no quantico observamos que no
limite quando A /e — oo o sistema passa de separavel a emaranhado.
E interessante notarmos também que se fizermos os cédlculo de pontos fixos para o caso

integravel, os seguintes conjuntos de pontos:

I
o
Il
o

@’ +p’ =2, q2 D2 (4.26)

G
q1 = O) p1 = 07 q2 = 6\/%’ P2 = 0. (427)

indicando que podemos ter um conjunto infinito de pontos que satisfazem a restri¢do q;>+p;° =
s s . G

2 e um Unico ponto centrado em ¢ = e Entretanto, se tomarmos os pontos fixos (4.25),

escrevermos explicitamente o em termos dos parametros GG, m, A e € e fizermos o limite quando

A — 0, encontraremos 0s seguintes pontos:

G
¢ ; D1 : P e’ D2 (4.28)
(&
=0 =0 = G =0 (4.29)
G =Y, P11 =Y, Q2—€\/ﬁ; P2 =U. .

Voltando ao grafico 3.3, vemos que esses dois pontos fixos descrevem os dois picos existentes
com comportamento de afastamento a medida que GG é aumentado. Como entendermos entao
porque esse resultado ndo € obtido tomando-se A = 0 inicialmente? Para entendermos isso,
vamos fazer uma analogia com um ferromagneto. Se tivermos um material ferromagético, os
spins dos elétrons estardo direcionados em dire¢des aleatorias. Quando aplicarmos um campo
magnético, teremos um alinhamento desses spins e se desligarmos esse campo externo, 0s spins
permanecerao alinhados, até que outro fator externo mude esse alinhamento. Esse alinhamento
que permanece apos o desligamento do campo funciona como uma espécie de “memoria” do
sistema. Nao hd mais um campo externo, mas existe um efeito remanescente da existéncia de
um campo em um instante anterior. Algo semelhante ocorre quando tomamos o limite A — 0.
Se fazemos A = 0 inicialmente, o sistema ndo terd nenhum efeito remanescente do campo,
e dai temos os pontos dados por (4.28). Porém, quando tomamos o limite, o sistema terd um
efeito remanescente do campo externo associado ao A, o qual terd por conseqii€ncia a geragio

dos pontos dados por (4.29). Com relagcdo ao grafico 3.3, apesarmos de termos A = 0, temos
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também uma conexao entre os coeficientes da combinacao linear dos autoestados degenerados e
o efeito remanescente do campo associado a A. Observando o grafico 3.6, temos que a curva em
preto € a entropia de von Neumann para o caso A = () com coeficientes da combinacao linear
iguais (¢; = c¢2), ja que, conforme grafico 3.5, quando ¢; = ¢y a entropia de von Neumann
tem seu maximo valor (1). Mas observando as curvas para A # 0 do grafico 3.6, vemos que
a curva do caso A = 0 possui total compatibilidade com as demais e pode ser entendida como
o resultado quando tomamos o limite onde A — 0. E as mesmas condi¢des e parametros
utilizados na curva da entropia de von Neumann para o caso A = 0, foram utilizados no grafico
3.3. Por isso, apesar destes resultados serem obtidos tomando-se A = 0, por termos feito
¢1 = o manifesta-se um efeito residual do campo externo associado ao A e podemos associar
os resultados dos gréficos 3.6 e 3.3 aos pontos fixos dados por (4.29).

Para entendermos a influéncia dos pontos fixos na vizinhanga, vamos analisar as equagdes
de movimento linearizadas em torno desses pontos. Sendo P; um ponto fixo do sistema com
coordenadas qiq, P10, @20, P20 as coordenadas de um ponto P na vizinhanca do ponto fixo podem

ser escritas como:

@ = quo+0qio (4.30)
p1 = p1o+0pio (4.31)
@2 = q20+0q20 (4.32)
P2 = P+ 0p2 (4.33)

onde dq19, 6p10, 0G20, 0p20 30 pequenos deslocamentos a partir de Py. Escrevendo as equagdes

de movimento para esse ponto P e desprezando os termos de segunda ordem em dq e dg, temos

que:
5o = G55 (4.34)
Q1 = W P1 0G2 :
. G
op1 = _\/ﬁ 0q1 0Go (4.35)
&]2 = €py (4.36)
. G 2 2

2v/me
Realizando os calculos indicados na se¢do 2.4.1, montamos a matriz Jacobiana e calculamos

seus autovalores afim de termos um entendimento se os pontos fixos do sistema sao ou nao
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hiperbdlicos. Para os pontos fixos 4.24 conseguimos chegar a expressoes analiticas fechadas
para os autovalores, mas para os pontos 4.25, tivemos que fazer o calculo numericamente.
Pudemos observar que os pontos 2.4.1 tém como resultado, independente do valor de A /e e de
«, autovalores puramente imaginarios, denotando que os mesmos nao sao pontos hiperbolicos.
Para os pontos 4.25, os quais s@o definidos somente para o > 1, obtivemos comportamento
bem diferente. Exatamente quando oo = 1 estes pontos sao nao hiperbdlicos, mas para qualquer
outro valor de o > 1, os autovalores sao reais ou complexos com parte real ndo nula, denotando
a hiperbolicidade desses pontos. Dessa forma, conforme exposto na secdo 2.4.1, constatamos
que o sistema apresenta somente uma possibilidade de bifurcacio, a qual ocorre para o = 1, ja
que os pontos fixos 4.24 existentes para o < 1 sdo nado hiperbolicos e os pontos 2.4.1 existentes
somente para « > 1 sdo hiperbdlicos.

Feitos os cdlculos analiticos possiveis, para fazermos uma andlise mais geral da dinamica
€ necessaria a utilizagdo do cdlculo numérico. Apresentamos na proxima se¢ao os resultados

obtidos com o emprego desse método.

4.2 Resultados numéricos e mapas de Poincaré

Para sistemas que ndo apresentam solucdo analitica, a saida para uma andlise mais geral € o
célculo numérico. A idéia € escolher uma sec¢do no espaco de fase e, a partir de uma condi¢dao
inicial arbitraria, acompanhar a particula na sua trajetoria € armazenar os pontos de interse¢ao
da trajetéria com o plano escolhido. Dessa forma, as equacdes diferenciais que descrevem o
movimento sdo calculadas numericamente em intervalos discretos de tempo, de forma que as
trajetorias obtidas ndo sdo continuas no espago de fase, e de forma recursiva. Fixando o plano
da secdo e realizando o procedimento descrito para diferentes condi¢cdes iniciais obtemos um
mapa que nos permite ter um bom entendimento sobre a dinamica geral da particula no espago
de fase.

Voltando aos pontos fixos dados em (4.24) e (4.25), vemos que a coordenada p; € nula antes
e depois da bifurcacdo. Vemos também que apds a bifurcacdo as coordenadas ¢; e g» sofrem
mudancas ndo continuas em seus valores. Por esses motivos, escolhemos fazer a secao no plano
p1 = 0 e observarmos nesse plano as coordenadas g2 € p,. Apresentamos na fig. 4.1 o mapa

para A /e = 1.5 antes da bifurcacdo. Podemos ver que no plano (gz, p2) existem a sobreposi¢ao
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de dois conjuntos de toros distintos, que correspondem a duas projecdes correspondentes a su-
perficies distintas. Tal fato fica explicito na visualizag¢do tridimensional, mostrada na fig. 4.2.
Isso ocorre porque o espago de fase do sistema €, na realidade, quadridimensional e ao projetar-
mos essas trajetérias quadridimensionais no plano bidimensional podemos ter a superposi¢ao
de duas superficies distintas.

Mapa de Poincare

a=07, Ne=15
02 —

0.1—

Py
(=]
I

-0.1—

-0.2 \ \ \ \ !

Figura 4.1: Mapa de Poincaré para o« = 0.7e A/e = 1.5.

Para facilitar a visualizagdo dos mapas, entretanto, escolhemos fazer um corte no espago de
modo a termos projetado no plano somente uma das duas superficies existentes. Na fig. 4.3
mostramos as superficies e o plano de corte introduzido.

Apresentamos agora os mapas para A /e = 1.5e A /e = 10.0 para as situagdes onde o = 0.5
(antes da bifurcacdo), « = 1.2 e o = 1.4 (depois da bifurcacao) com os cortes apropriados.

Antes de discutirmos os aspectos relevante de cada grafico, é importante deixar claro que
para a obtencdo dos mapas mostrados, utilizamos uma normaliza¢do nas variaveis qi, p1, o
e po cujo efeito € colocar todos os graficos dentro da mesma escala. Ressaltamos que essa
normalizagdo ndo tem qualquer efeito nas caracteristicas da dindmica do sistema, somente
na escala dos graficos. O objetivo € evidenciar os aspectos da dinamica relativos a mudanga
nos pardmetros o e A/e e facilitar a comparacdo dos grificos para diferentes valores desses

parametros.
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p2 'a_91.dat’

0.15
0.1
0.05

-0.05
-0.1
-0.15

0.3

q2

Figura 4.2: Visualizag@o tridimensional do mapa de Poincaré para o« = 0.7 e A/e = 1.5.

Na andlise dos gréficos, inicialmente destacamos que para o < 1 (figs. 4.4 e 4.7) existe
um ponto fixo nos mapas e para o > 1 (figs. 4.5, 4.6, 4.8 ¢ 4.9) existem dois pontos fixos nos
mapas mostrados. De acordo com os cdlculos apresentados na secdo 4.1.1, era esperado que
ocorresse uma mudanga ndo continua na localizacido e quantidade de pontos fixos do sistema.
Essa mudanga caracteriza a bifurca¢do dos pontos fixos. Uma vez que temos um ponto fixo
dando origem a dois outros pontos fixos, a bifurcagdo € do tipo ‘pitchfork’.

Além disso, podemos notar que para todos os valores de A/e os mapas apresentam um
comportamento bastante regular antes da bifurcacdo. Entendemos que nesse caso, devido ao
ponto fixo estar mais préximo de ¢ = 0 e p = 0, a ndo-linearidade ndo € tdo preponderante e
o comportamento do sistema se aproxima do comportamento do oscilador harmdnico. Nesse
caso, o caos que ocorre € o chamado caos fino. Depois da bifurcacio, os pontos fixos se afastam
da origem e a ndo-linearidade torna-se mais importante, levando ao aparecimento de regides
cadticas maiores.

Depois da bifurcagdo observamos duas regides distintas nos mapas: uma regido de regu-
laridade ao redor dos pontos fixos € uma regido de caos entre elas. Analisando os mapas para
a = 1.4, vemos que ndo ha mais a presenga da regido cadtica ligando as duas regides dos pontos

fixos. Isso indica que o aumento de « faz com que os pontos na vizinhanga da origem do espaco
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Figura 4.3: Visualiza¢o tridimensional do mapa de Poincaré para o« = 0.7 e A/e = 1.5 com o

plano de corte introduzido.

de fase (¢ = 0 e p = 0) deixem de satisfazer as condig¢des de energia para o estado fundamental
do sistema. Nos casos onde o = 1.2, a presenca da regido cadtica indica a instabilidade dessa
regido para valores de o préximos ao valor critico & = 1. E importante ressaltar que como
os comportamentos destacados sdo observados para todos os valores de A /e, o pardmetro que
efetivamente controla a existéncia da regido cadtica € a.

A luz dos grificos da entropia linear e de von Neumann em fungdo de o (fig. 3.7 e 3.9),
podemos observar que para o« = 0.7, os valores das entropias de von Neumann para A/e =
1.5, 10.0 sdo aproximadamente 0.24 e 0.1 respectivamente. Entretanto, essa diferenga nao se
reflete de forma tao clara no gréfico devido a regularidade que o mesmo apresenta. Para o = 1.2,
os valores das entropias de von Neumann para A /e = 1.5, 10.0 sdo aproximadamente 0.4 ¢ 0.3
respectivamente. Neste caso, podemos notar uma diferenca sutil na regido de caos. Com relagdo
ao caso onde o = 1.4, os valores das entropias de von Neumann para A/e = 1.5, 10.0 ja sdo
bem mais proximos uns dos outros, aproximadamente 0.46 e 0.5; devido a proximidade dos
valores das entropias, as diferencas sdo extremamente suaves. Entretanto, de forma global,
podemos observar que os menores valores da entropia estdo associados a & = 0.7, e nesse

caso os mapas apresentam uma dominancia do comportamento regular. No caso de v = 1.2
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Mapa de Poincare

a=07, Ne=15
02 ‘ ‘ —

-0.1—

03 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Figura 4.4: Mapa de Poincaré para o« = 0.7e A/e = 1.5.

onde temos um aumento no valor da entropia, temos um comportamento bastante regular em
torno dos pontos fixos e um forte comportamento cadtico ligando as duas regides. Mas além
dessa regido cadtica, podemos observar a incidéncia de caos na regido mais externa as regioes
regulares. Esse comportamento ndo era observado anteriormente. E para o caso onde o = 1.4
onde a entropia tem seu valor aumentado, notamos o desapareciemnto da regido cadtica ligando
as regides dos pontos fixos; em contrapartida, observamos o aumento do caos em torno das
regides regulares. Dessa forma, podemos ver que existe uma relacdo entre o aumento no valor

da entropia e 0 aumento na incidéncia de caos na vizinhanga dos pontos fixos do sistema.

4.3 Analise do analogo classico na esfera de Bloch

Como discutido na se¢do 2.3 podemos associar ao parametro w do ECS tanto as coordenadas
no espago de fase plano quanto as coordenadas na esfera de Bloch. Assim, uma outra forma de
expressar o analogo cldssico € [5]:

G €
/me 2

O dificultador dessa abordagem € que o espago de fase total € composto de duas coordenadas

H:

qs. +=(p"+q¢°) + As,. (4.38)

planas e duas angulares. Para fins de comparacdo com os resultados obtidos considerando a
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Mapa de Poincare
=12, Ae=15
T

0.05—

-0.05—

-0.1

-0.4

Figura 4.5: Mapa de Poincaré paraa = 1.2 e A/e = 1.5.

planificacdo da esfera, podemos calcular as equagdes de movimento e os pontos fixos na esfera

de Bloch. Nesse caso temos que as equacdes de movimento sao dadas por:

q=ep (4.39)
p=— \/C%sz —€q (4.40)
Sy = —\/%qsy (4.41)
Sy = \/%qsx — As, (4.42)
i, = As,, (4.43)

onde as coordenadas da esfera estdo sujeitas ao vinculo s,* + s,” + s.*> = 1. E para o célculo

dos pontos fixos, novamente fazendo a derivada temporal nula, temos:

0=ep (4.44)

S, — €q (4.45)

0= \/%qsx — As, (4.47)

0=As,, (4.48)
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Mapa de Poincare

a=14, Ale=1.5
0.1 ‘ ‘ ‘

0.05—

-0.05—

-0.1

Figura 4.6: Mapa de Poincaré paraa = 1.4 e A/e = 1.5.

0 que nos leva aos pontos
gqg=0 p=0, s,==x1, s,=0, s,=0, (4.49)

validos para quaisquer valores de «, e os pontos

[A 1 / 1
q=— _OZSZ, p=0, s;=——, s5,=0, s.==% 1__2’ (4.50)
€ (6] (6]

para« > 1. Apresentamos na fig. 4.10 uma figura esquematica com trés das cincos coordenadas
para uma melhor visualizacdo da bifurcagdo dos pontos fixos.

Utilizando as relagdes (2.33), temos que os pontos fixos (4.49) projetados no plano sdo:
@ ==*V2, p =0, a2 =0, p2=0. (450

e os pontos fixos (4.50) sdo:

1/2

m2et /A2 m2et/\2
= —[242¢/1— =0 =F——=\/l1-—F— =0.
%51 G4 , P1 ) qo :Fﬁ\/ﬁ G4 ) D2

(4.52)
Comparando com as expressoes (4.24) e (4.25) vemos que as duas representacdes estdo em

perfeito acordo.
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Mapa de Poincare

0=07, Ae=10.0
02 — T

0.1

Py
(=]

-0.1
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Figura 4.7: Mapa de Poincaré para a = 0.7 e A/e = 10.0.

Mapa de Poincare

a=12, Ale=10.0
0.1 T T T

0.05
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=)
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Figura 4.8: Mapa de Poincaré para o = 1.2 e A/e = 10.0.

60
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Mapa de Poincare
o=14, Ale=10.0
0.1 T T T

0.05—

-0.05 —

-0.1

Figura 4.9: Mapa de Poincaré para o« = 1.4 e A/e = 10.0.

Sx Sx

Figura 4.10: Figura esquematica da bifurcacdo considerando as coordenadas na superficie

esférica de Bloch.
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Capitulo 5

Funcao de Husimi do modelo de

Jahn-Teller

Como discutido na secdo 2.5, o interesse nas fungdes de quasi-probabilidade vai além da
possibilidade de se ter uma ilustracdo do estado quantico de interesse; podemos fazer uma
comparagdo entre os resultados quanticos com os do anélogo cldssico. Ja tendo apresentado
anteriormente as fungdes de quasi-probabilidade e, mais especificamente, a fun¢do de Husimi,
discutiremos agora os resultados para o modelo de Jahn-Teller E ® (3 em conexdo com 0s

resultados obtidos no capitulo anterior para o andlogo cléssico.

5.1 A funcao de Husimi no caso integravel

Como apresentado anteriormente, a funcdo de Husimi () do campo € obtida calculando-se
o valor esperado da matriz densidade do campo p, sobre um estado coerente |v), na forma:
(s
=" 5.1
Q(q,p) o (5.1)

No caso integravel do modelo de JT, a funcao de onda do estado fundamental € dada por:

ltho) = c1lUg) + ol (5.2)

63
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onde [v) = [xo) ® 1) & [4f) = [xo) @ |1 ). Como a matriz densidade & j = [t,) (¢ logo

a matriz densidade do campo é:

ps = Z (su1pls,) = le1l &Y O | + 1ear? ) (X - (5.3)
Assim )
Qlq,p) = M;lw = 1P (YIXE) (1) + 1eal (Y Ixg) (X ) - (5.4)

Utilizando a definicdo de estado coerente de campo dada em (2.25) e a eq.(A.21) do apéndice

A, temos que a funcdo de Husimi do estado fundamental no caso integravel € dada por:

(lc1]? €71 + |eof? €51) e (44072 (5.5)

Qg p) = Py

Paracy = ¢y =1/ V2, a expressao se reduz a:

1
Py e (@02 oosh (Gq) . (5.6)
T

Q(g,p) =
Neste caso temos 0 mesmo comportamento apresentado na fig. 3.3, onde para o G = 0 as
fungdes do oscilador deslocadas para a esquerda xZ(¢) e para a direita x%(q) estdo superpostas
e centradas em (0, 0) e com o aumento do valor do pardmetro de acoplamento GG as funcdes de

onda vao se separando e se distanciando no eixo das coordenadas, da origem do espaco de fase.

5.2 A funciao de Husimi no caso nao integravel

Para o caso ndo integrdvel, o estado fundamental € escrito em termos da base do caso in-

tegravel na forma:

) = ch k), (5.7)

m,p

onde [¢#) = |x*) ® |s,). Segue-se entdo que a matriz densidade reduzida do campo ¢é dada

por:

o= (sulplsv) =Y chchxh)(xhl, (5.8)

v m,n
"

e por conseqiiéncia, temos:

Qg p) = Z chr e (Y I ) (i) - (5.9)
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De forma andloga ao feito no caso integravel, temos enfim que a fun¢cdo de Husimi € dada por:

1 lzp2 L L (27)" (21)" —1zrl2 .R R (zg)" (2r)"
Q(q,p)—%;n[e ‘Cmcnmmnte' " enen T Tl (5.10)

onde z, =v+ (/2 e zp=~v— (/2.

Apresentamos nas figuras 5.1 a 5.6 as fun¢des de Husimi correspondentes aos mapas 4.4 a
4.9 do capitulo anterior. Aqui apresentamos também as fun¢des de Husimi para o caso A/e =
30.0. Como o exposto no capitulo anterior sobre a grande semelhanga entre os mapas para
diferentes valores de A /e, as fun¢des de Husimi para o caso A /e = 30.0 podem ser analisadas
em comparagdo com os mapas para A/e = 1.5 ou A/e = 10.0, respeitando-se o valor em
questdo de «. Podemos observar que para todos os valores de A /e, em « = 0.7 todos os graficos
estdo centrados no zero, como era esperado pela analise das se¢des 4.4, 4.7 e pelo cdlculo dos
pontos fixos. Para valores de « depois da bifurca¢do (o > 1), podemos notar que a medida
que aumentamos A/e, os pacotes tém sua largura diminuida, e para os casos A/e = 10.0 e
A/e = 30.0, podemos ver com clareza que os picos das fun¢des de Husimi se localizam na
mesma regido dos pontos fixos mostrados nas figuras 4.8 e 4.9. Para facilitar essa visualizacao,
apresentamos as fig. 5.7, 5.10 e 5.12 que mostram uma vista de perfil das funcdes de Husimi
para os casos A/e = 10.0, « = 1.4 e Afe = 30.0, « = 1.2 e a« = 1.4. Considerando-
se que ao caminharmos para o limite cldssico de um sistema, a largura do pacote de onda
deve ser diminuida, o comportamento observado nos graficos apresentados estd em acordo com
a discussdo realizada no item 3.3, onde foi posto que o limite massivo, ou limite cléssico,
do oscilador obtido no limite quando m — oo pode ser conseguido de forma equivalente se
tomarmos o limite quando A/e — oo. Na se¢do 3.3, observamos indicios de que a entropia de
von Neumann apresenta um comportamento que tende a uma curva nao-suave no limite quando
A/e — oco. Como previsto por Levine [12], no limite massivo (cldssico) do sistema, a entropia
de von Neumann seria de fato uma curva ndo-suave. Dessa forma, podemos ver que existe uma
concordancia nos resultados no que se refere ao limite classico do sistema, ja que as funcoes de
Husimi apresentam um comportamento de diminuicdo da largura do pacote no limite quando
A/e — o0, 0s quais, por sua vez estdo centrados sobre os pontos fixos apresentados nas se¢des
de Poincaré do cap.4 e para esse mesmo limite de A /e a entropia de von Neumann apresenta

um comportamento que indica tendéncia a curva ndo suave prevista por Levine. Entendemos
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que todos esse resultados em acordo denotam que o limite A/e — oo é equivalente ao limite

classico do oscilador.
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Figura 5.1: Fun¢do de Husimi paraav = 0.7e A/e = 1.5.



C [ U O 5. Q

Figura 5.2: Fun¢a
- ¢do de Husimi

para & = 12€A/€—

= 1.5.

I
——
oo s
S
e
S
e =
SS———
S %,
S

=
15 e
==
: -:‘-_;_.;r.._'a'-:-.‘—fa‘%?-'.-.e...._._e._._.‘-‘_ ==
‘-““‘ﬁ‘aﬁ‘-ﬁ-ﬁ'&‘-‘ﬁ“&——__—g‘
S "-'a.'-‘-'.‘.‘:-.-.'-"-'.‘-'-‘-.-:-'-‘-.‘.“"-_
SE=——=— =——

Figura 5.3: Fun¢a
:3: Fungdo de Husimi

Paraa: 14eA/€—

~ 15,

67



C [ ULO 5.
N

Q(g.p)
0.14 —
0.12 —

0.08 —
0.06
0.04
0.02

06 v\
"é.‘-‘-z‘.—"..—-_::.‘?—'.‘.!-‘ e
< Seeeee—ee—eue
=== ESeeemeees

Figura 5.4: Fun¢a
.4: Funcdo de Husimi
Pal'a o= 0 7 e A/E
' = 10.0.

Q(q.p)

01 |
0.08 |
0.06
0.04
0.02

---—_‘-v/
""""“"
S/
S
_—— ’

e
S
e
S
—_

d
W

W
N

=
s
=
=
=

1
8
R

o

—

=

=
——

1
i
0
W\

N

i
i ‘““\
! |I‘R
e
9\

!
fl
i
fl
:
T
I

s
e - ————
SO e

e

"""‘"""“""""“

Figura 5.5: Funca
N n¢cao de Husimi
Pal‘a o= 1 2 e A/
' e = 10.0.

68



CAPITULO 5. FUNCAO DE HUSIMI DO MODELO DE JAHN-TELLER

Q(q.p)

0.06 —

Figura 5.6: Fungdo de Husimi para v = 1.4 e A/e = 10.0.
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Figura 5.7: Fungdo de Husimi vista de perfil para o« = 1.4 e A/e = 10.0.
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Figura 5.8: Fun¢do de Husimi para a = 0.7 e A/e = 30.0.

Q(q.p)

0.06 —

Figura 5.9: Fungdo de Husimi para v = 1.2 e A/e = 30.0.
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Funcao de Husimi - vista de perfil
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Figura 5.10: Fun¢o de Husimi vista de perfil paraa = 1.2 e A/e = 30.0.
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Figura 5.11: Funcao de Husimi para a = 1.4 e A/e = 30.0.
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Funcao de Husimi - vista de perfil
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Figura 5.12: Fun¢@o de Husimi vista de perfil para o = 1.4 e A/e = 30.0.



Capitulo 6

Conclusao

Estudamos neste trabalho os aspectos relativos ao emaranhamento, bifurcacao e incidéncia
de caos no modelo de Jahn-Teller E @ 3. Buscamos também aspectos em comum da analise
quantica e classica, de forma que pudéssemos estabelecer paralelos entre os fendmenos quanticos
e classicos. Utilizamos como elemento-chave nessa conexao uma fun¢do de quasi-probabilidade,
a funcao de Husimi.

No que tange ao emaranhamento, confirmamos as observacdes jd registradas na literatura
sobre uma mudanca de comportamento no emaranhamento como funcdo do parametro critico
do sistema «, particularmente no valor de o = 1. Conforme previsto por Levine e Muthukumar
[12], a entropia deve apresentar uma descontinuidade em v = 1 no limite quando A /e — oo.

Constatamos também ser vélida a afirmativa feita por Hines [4] de que o limite classico
do oscilador obtido quando m — oo pode ser obtido também se fizermos o limite quando
AJe — oo.

Com os dois pontos destacados acima, pudemos constatar que apesar de o sistema nao
apresentar um limite termodinamico, ele apresenta um comportamento de descontinuidade da
entropia no limite quando A/e — oo de forma andloga ao que é observado para o maser de
Dicke [16] no limite termodindmico do mesmo.

Em relacdo a andlise cldssica, confirmamos a existéncia de uma bifurcacdo tipo ‘pitch-
fork’ associada ao parametro critico «, para o = 1. Utilizamos para a andlise classica duas
representacdes equivalentes: a representacao na esfera de Bloch e a representacdo no espacgo de

fase plano. Os resultados obtidos em uma representacao tém total convergéncia com os obtidos
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na outra, como ja era esperado. Entretanto, com a utilizac@o da representagc@o no plano pudemos
fazer um estudo do aparecimento de caos no modelo, estudo este que nao encontramos registro
na literatura para o modelo aqui estudado. Constatamos que existem dois regimes de apareci-
mento de caos com origens distintas. Em um caso, temos o caos associado a criticalidade do
parametro «, ligando as duas regides de estabilidade surgidas apds a bifurcacdo. Essa regido
cadtica desaparece a medida que saimos da vizinhanca do valor critico « = 1. Outro caso esta
associado ao aparecimento de caos em torno das regides regulares. Neste caso, a regido cadtica
se localiza em torno dos pontos fixos estaveis e cresce a medida que aumentamos o valor de a.

As funcgdes de Husimi também foram de grande utilidade na conexdo entre os aspectos
quantico e classico. Observamos a concordancia entre a localizacdo dos pacotes de onda
quantico do estado fundamental e a localizacao dos pontos fixos classicos. Pudemos utiliza-
la também para ratificar a afirmacao feita sobre a equivaléncia dos dois limites para a obtengao
do limite cléssico. De fato, o comportamento observado por nds a medida que o valor de A /e
¢ aumentado estd em acordo com o previsto pela literatura quando se toma o limite cldssico de
determinado sistema, confirmando que o limite A/e — oo também € valido para o estudo do

limite do oscilador classico.



Apeéndice A

Relacoes tteis de de operadores, estados

coerentes e base de Fock deslocada

A.1 Operadores criacao e aniquilacao

1 1
a=—=(G+1 al = —(G—1i Al
2(q p) ﬁ(q p) (A1)
1, i
= —(a' + = —(a' —a A2
q 2(a a) i) \/ﬁ(a a) (A.2)
J R LA
ata=2(q +0" +1lg ) (A3)
[q,p] =1i (A4)
1
ala= 5(42 +p°—1) (A.5)
1d
-4 A6
p e (A.6)
ita——= d—Q—A2+1 (A7)
2\ dg? 1 '
[a,a) =0=1[a",a']  [a,a']=1 (A.8)
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A.2 Matrizes de Pauli

G, = %(a— +6.) (A.9)
o-|L)=0  oyll)=2T) (A.10)
o-|T)=2[l)  o4]l)=0 (A.11)
all)=11) Gty =11) (A.12)

(3,16x]8) =1 = 6, (A.13)
Gy ==Il)  &ll)=11) (A.14)
(8u]0215,) = Ny (A.15)

comA, =+lelgp=—1

A.3 Operador deslocamento

D(B) = el o (A.16)

D'(p) = e +h = D(—p) (A17)

b8 = D(p) (A.18)
DYBabB)=a+p D N(B)al D) =af +p (A.19)

Utilizando as duas ultimas propriedades, pode-se mostrar que:
D (g)ataD(B) = (@' +5*)(a+ ) (A.20)

D(a)D(B) = """ D(a + ) (A.21)
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A.4 Estados coerentes de oscilador harmonico e de spin

Conforme [45]os valores médios nos ECOH e ECS dos operadores de campo EM e de spin

sao dados por:

(z]alz) = = (A.22)
(zla"|2) = =* (A.23)
R 1 —ww*

(w]ozlw) = =J =2 (A.24)

R 2w*
(wlos|w) = 15 wwr (A.25)

R 2w
(w|o-|w) = 37— iy (A.26)
(A.27)

A.5 Base de Fock Deslocada

Abaixo demonstramos o cdlculo dos produtos internos dos estados da base de Fock deslo-

cada dados por:

(XinlXh) = Omn p=LouR. (A.28)
e
nl o men
Omlxa) = (mID(B)|n) =\~ 5" LRI (A.29)
Parapy=v =1L ou yu=v= R, temos:

(X Ixn) = / da Xy (@)xh(a) (A.30)

onde
X(@) = X (g £ 1) = ane” =2 Ha(g £ 1), (A31)

com o sinal positivo associado a L e o negativo a R e os coeficientes a,, dados por:

1
= i/l (A.32)

Substituindo estes termos e fazendo uma mudancga de varidvel através da relacao:

r=q=xn, (A.33)
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temos que:
X I = am an/ dz e Hm(z)Hn(z). (A.34)
A integral acima € tabelada, de forma que:
/ dze ™ Hm(z)Hnz = 2" n) /T O - (A.35)
Assim,
(XimlXh) = 0mn  p=LouR. (A.36)

Parapy=Lev =R,

W = [ dad@n@)

= apane” / dqe " Hm(q +n)Hn(q — 7). (A.37)
esta dltima integral também ¢é tabelada,

/ dze ™ Hm(z + y)Hn(z 4+ 2) = 2"am!Z" "L"m"(—2y2)

onde L)~™ sdo as func¢des de Laguerre generalizadas dadas por:

n k
Lo = Z(—1)’<(ZJ_FZ)%. (A.39)

k=0

Utilizando o resultado desta integral e fazendo as alteracdes pertinentes temos:

—m m' — n—myn—m
Ot ity = 2072 [ e () L (2) (A40)
Realizando a transformacdo de varidveis,
oo =L (A41)
V2

temos que

‘ 2 —
(Xmlxm) = (=1)"7™/ %5”"“6‘5 PLEMBY) (m<on). (A.42)



Apéndice B

Calculo dos pontos fixos do analogo

classico

A Hamiltoniana do sistema é dada por:

G
H = Alwl|og|w) + zl(a" + a)|z)(wl|é,|w) + elzlal alz) .
<||>m<|( )|2)(wloz|w) + e(z]a’ alz)
As seguintes relagdes sdo validas:
(zlalz) = 2 (zlat|2) = 27,
e
. 2w* . 2w . 1 — ww*
(Wloshu) = o o) = e () = =
Com o uso de B.2, temos que
(2l(@t +a)lz) = 2 + 2
e

(z|a"alz) = 22"

Escrevendo 6, em termos de 6_ e 6., podemos calcular

(w]ox|w) = %((wlff—!w + (w|oy[w)).
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Com o uso de B.3, temos que

. 1 .
(wl6sf) = 57w+ w),
ou seja
(wlohe) = T
w|oglw) = ————.
1 4+ ww~
Considerando as seguintes relacoes:

Z:(J2+ip2 @ +ip

w = ,
V2 VA= (@ +p?)
temos que

1
2*4‘2:\/5(12 ZZ*:§<Q22+P22)7

. _ 2q: . @’tp?
w+w = ww = .
VA= (@2 +p?) 4—(q1* +p1?)
Com B.11, podemos calcular
4 4 —2(q1? 2
1+ ww” = 1l —ww* = (@ +p1).
4—(q* +p1?) 4—(q1* + p1?)

Com B.10,B.11 e B.12, temos que
(21(@" +a)|z) = V2¢qq

b 1
(21af al2) = 5 (02" + 7"

(wloshw) = /4= (0 +pr?)

(wlézlw) = 2(@* + %) 2],

Logo a Hamiltoniana € dada por

G
V2me

A
H= 591\/4_(61124‘1?12)"‘

ou seja,

A
H = 5%\/4— (12 + pi2) +

G ) 5 €
_2 _ 2 2 .
mECJ2[(CJ1 +p1?) ]+2(Q2 + p2?)

2\/me

1 €
V2q, 5[(%2 +p1*) — 2] + 5(@22 + p2?),
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(B.9)
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(B.13)

(B.14)
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(B.16)

(B.17)

(B.18)
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Com as equagdes de Hamilton:

L OH oM
o op1 h oq
_OM . OH
q2 s D2 £ )

podemos calcular as equacdes de movimento para o sistema.

A 2
= —=qQ o + 42 (2p1)
2724~ (g2 +pi2) 2Vme
S G A 41
q1 = D1 /—mGQQ 5 \/4 (0 o)

A
- 4 _ 2 2\ . 2
2 \/ (Q1 +p1 ) 2 q1 2\/4 — <q12 —|—p12) + 2M (J2( ql)]

2

N (QI2+p12)}

2y/me
Em resumo,
_ G A q1
q1=n1 sz Y \/4 o+ )
G A
Plz—{(h WQ2_E\/4—(Z;+]912) E\/4—(Q12+p12)}
q2 = €P2

o= { el o) - 2 e}

Para obtermos os pontos fixos, fazemos

ql:o? pl 07 (12:0, pQIO
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(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)
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Temos o seguinte sistema de equacodes acopladas:

p ¢ q = 0 0

17— — =+ =
Vme 2 \/4_ (12 + p1?)

G A a1

q1

A
+5 VA= (@2 +p7) =0

QR — =
Ve 2 A= (> +p?)

p2 =10

G 2 2 o
Q—W[((h +p1°) — 2] +eq2=0.

Observe que p = 0 para todos os casos.

casol: p; =0

G A q A
_— e ——— _— 4— 2:0
n (m‘” 2 4—q12) ToviTa

G
2\/me

Podemos reescrever estas equagdes como:

(1 —2)+eqp=0.

/4_q2_q;2:—iq q
! Va4 —q? vmeA L2

2ev/me
2 — Q12 = G q2,
ou ainda:
2 — q12 G
= - q1 g2
Va4 — qi? vmeA
2e+/me
2— Q12 = G q2

substituindo a segunda equagao, temos:

2e/me Qo _ G 0
G Vi—q? JmeA
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(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

(B.40)

(B.41)

(B.42)
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Logo temos dois subcasos:

Subcaso 1.1 ¢, =0

@’ =2.

Soluc¢do do subcaso 1.1: primeiro ponto critico.

@ =72 p1=20 =0 p2=0.
subcaso 1.2 ¢y # 0
2ey/me 1 L G
G VIi—q®  JmeA a

que pOdCl’l’lOS reescrever comao:

2 G
VEI=q¢?:  meA 0

onde G*/(me*A) = ae
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(B.43)

(B.44)

(B.45)

(B.46)

(B.47)

(B.48)

2
VT
(Note que ¢; < 0 para satisfazer esta igualdade.) Elevando ao quadrado ambos os lados desta
equagio,
4 2 2
4 — q12 =a q ,
ou seja

4 2 2 ?
@ —4a+ o =0.

Esta equacdo tem as seguintes solugdes:
4%, /16> — 15

6]12:#7

que pode ser reescrita como:

@’ =2%24/1— 5.

(B.49)

(B.50)

(B.51)
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Solugdo do subcaso 1.2:

1
qlz—\/z—z,/1——2
(6]

/ 1
(6%

p1 =20

b1

2G 1
g2 l1——
€y/me Q
2G 1
G2 = — -
€y/me a

p2:()7
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