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Sumario

Neste trabalho, estudamos os efeitos de tamanho no hamiltoniano de Heisenberg-
Ising na fase nao critica. Para tanto, utilizamos o ansatz de Bethe para resolver cadeias
de spins com até mil sitios. Estudamos o comportamento, com o tarnanho da cadeia,
do estado fundamental antiferromagnético, do estado do gap de massa e do estado da
onda de spin antiferromagnética. Além disso, estudamos o comportamento dos préprios
gaps de massa e da onda de spin antiferromagnética. Nossos resultados para sistemas
finitos corroboram o trabalhe de Vega e Woynarovich para o estado fundamental e para
estado do gap de massa. Até o momento, desconhecemos previsdes analiticas para o
estado da onda de spin. Sendo assim, propomos uma lei de escala para o estado da onda
de spin com correcbes até terceira ordem. Finalmente, discutimos, qualitativamente, o
comprimento de correlacao da cadeia de Heisenberg-Ising, no limite termodinamico, com

base no comportamento dos sistemas finitos.
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Summary

In this thesis, we studied the size efects on Heisenberg-Ising’s hamiltonian in the non-
critical region. In order to do so, we used the Bethe’s ansatz to solve spin chains wich
have up to one thousand sites. We studied the behaviour, with the chain size, of the
ground state, of the mass gap state and of the spin wave state. Besides that, we studied
the mass gap and the spin wave gap. Our results, for finite systems, are in agreement
with the work of de Vega and Woynarovich for the ground state and for the mass gap
state. Up to now, we lack of knowledge about asymptotic expressions for the spin wave
state. So far, we propose a scaling law for this state, with corrections of third order.
Finally, we discuss, qualitatively, the correlation length for the Heisenberg-Ising chain,
in the thermodynamic limit, with the behaviour of finite systems.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivagoes do Modelo

Basically, I suppose the justification for studying these lattice models is very simple: they
are relevant and they can be solved, so why not do so and see what they tell us?

R. J. Baxter em " Exactly Solved Models in Statistical Mechanics .

Muitas vezes 0s modelos de rede sdo criticados por serem simples e irreais, contudo
eles mostram claramente as nossas limitacgées.

A necessidade de testar ¢ desenvolver as defini¢des e métodos que usamos em nosso
cotidiano passa inevitavelmente pelo estudo desse sistema simples. Por exemplo, um
ramo recente da fisica matematica que surgiu devido ao estudo de modelos de rede, sio
o0s grupos quéanticos ([38], [17] ¢ [9]).

Além disso, existe uma razao pratica para estudarmos modelos soliveis exatamente.
Quando a hamiltoniana microscopica é intratdvel analiticamente, ou ainda nio foi deriva-
da por primeiros principios, podemos entender a fisica do problema via suas classes de
universalidade.

Em geral a substitui¢do de um hamiltoniano complicado por um modelo efetivo pode

ser colocado de maneira formal quando formuladoe a partir do grupo de Renormalizagdof28].



A transformacdo do hamiltoniano H para o hamiltoniano efetivo HE!S é chamada de
renormalizagdo. Durante a renormalizagdo algumas interagoes, chamadas de irrele-
vantes, sdo suprimidas. As interagdes que crescem ou ficam constantes sdo chamadas
de relevantes e marginais, respectivamente. Em teoria os parémetros do modelo efetivo
podem ser derivados a partir do fluzo de renormalizacao do hamiltoniano inicial. Tais
cdlculos raramente foram feitos para materiais reais, logo se tém de ajustar os parametros
do modelo efetivo com os resultados experimentais. Por isso, a relevincia ou irrelevancia
de certas interagGes é um ponto de controvérsia entre proponentes de diferentes modelos'.

O hamiltoniano de Heisenberg € o modelo fundamental para o magnetismo quantico.
Ele pode ser derivado como o limite altamente repulsivo do modelo de Hubbard de banda
semi-cheia. Apesar de incluir somente os graus de liberdade de spin, tanto o estado
fundamental como os estados excitados sdo altamente correlacionados. [sto faz com que
tratamentos tipo campo médio sejam inapropriados, tornando o estudo desses sistemas
muito interessante e ndo trivial. Em sua forma mais geral o hamiltoniano de Heisenberg

¢ escrito como:

H= ) {J54S:55 + JuSLS + JaSaSs + h' S}
<ab>
Como a intera¢do ¢ anisotrdpica em todas as componentes de spin, este modelo
também é conhecido como modelo XYZ. Em nosso trabalho vamos considerar apenas
interagdes entre primeiros vizinhos e nos restringir ao caso particular de J% = J%,. Este

é conhecido como modelo XXZ.

1.2 Hamiltoniano XXZ

A maneira mais geral de definir urn Hamiltoniano XXZ é sobre uma rede hipercibica de

dimengdo arbitraria:

1Retirado do livro [1] pgina 7-8.



H= ) {Jula{S;55 + SISY) + SiS3] + H' S5} (1.1)

<ab>
onde a soma é tomada sobre todas as combinagdes de dois sitios vizinhos.
Para o caso unidimensional de primeiros vizinhos e condigdes periédicas de contorno,
temos:

Hp = Z{ [ ST Sy + SYSEL) + S7ST] + W8T} (1.2)

com i variando de 1 a N. O caso antiferromagnético na fase nao critica corresponde a
0<a<1leJ >0. Com a =0 temos o modelo de Ising e para @ = 1 o antiferromagneto
isotrépico. O Hamiltoniano Hp foi estudado por Orbach em [26]. Este hamiltoniano
contém de maneira clara a dependéncia dos parametros e suas implicagGes fisicas.

Uma série de artigos de Yang-Yang, de 1966, unificaram a nota¢do do modelo XXZ.
Em [34] eles estudaram as propriedades de Hy, e mostraram que a transformacao unitéria
U (1.3) aplicada a Hy torna irrelevante o sinal de J para a determinagio do espectro.

Com isso, pode-se estudar simultaneamente o caso ferro e antiferromagnético,

v=T[s:, (1.3)
UHoU'
= U

H Z{__ SzSI»l "‘Sygyﬂ +ASZ v+1]+th},

onde o produtério é tomado sobre os sitios impares da cadeia e usamos A:-%.

Nesta hamiltoniana o caso antiferromagnético na fase ndo critica corresponde a A <
~1. Para H,, Yang-Yang[35] demonstraram a existéncia de solugao tipo ansatz de Bethe
para o estado fundamental de uma cadeia finita e derivaram as propriedadces da energia

do estado fundamental por sitio numa cadeia infinita[36].Para Hy o caso de Ising ocorre



quando a anisotropia ¢ infinita. Contudo este caso estd muito bem definido no Hamiltoni-
ano Hp, inclusive com a existéncia de solugao tipo ansatz de Bethe. Apesar de contrariar
a maior parte da literatura atual, adotaremos a notagio do artigo de Orbach, permitindo

que comparemos os resultados da cadeia de Heisenberg com os da cadeia de Ising.

1.3 Efeitos de Tamanho

1.3.1 Introdugao

Em geral um sistema de muitos corpos nao pode ser resolvido de maneira analitica. Por
outro lado, os tedricos encontram algum conforto no limite termodindmico. Nesse limite,
podemos calcular propriedades macroscopicas de sistemas quéanticos que correspondem
a8 que medimos em laboratério. A mecanica estatistica de equilibrio constitui entdo um
porto seguro ( apesar de conter em suas bases hipSteses ndo triviais).

Existe uma pergunta que sempre aparece em um primeiro curso de fisica estatistica:
Como podemos dizer que um sistema tem infinitas particulas, se na realidade do labo-
ratério existe um nimero finito delas? A resposta candnica para essa indagagio € que
o ntmero de particulas, na realidade, nao é infinito, mas apenas em um ntimero grande
o suficiente para que os desvios das médias estatisticas sejam despreziveis. Mas quando
é que encontramos esse namero magico de particulas? E claro que ele ird depender do
tipo de sistema que estamos tratando. Por exemplo: num gas ideal cldssico as particulas
interagem apenas por colisdes. Como as interacdes entre as particulas sdo de curto al-
cance e aleatdrias, esperamos que as propriedades termodinamicas (médias estatisticas)
do sistema ndo mudem muito se temos 10%® ou 102 particulas { o importante neste caso
seria a densidade delas).

Através dessas idéias definimos o que chamarnos de comprimento de correlagao como
um comprimento caracteristico, que depende da densidade e do tipo de interagao do
sistema. Se temos wum sistema maior que seu comprimento de correlagao, ele deve ter

suas médias estatisticas praticamente invariantes por acrescentarmos urn, dois ou infinitos



novos graus de liberdade. Com essa definicao podemos dividir o problema de um sistema
de rede finito em quatro casos bem distintos em fungdo do tamanho do sistema (ntimero

de particulas no caso de redes):

e se os efeitos de superfices sdo da ordem dos efeitos volumétricos.

s Se o comprimento do sistema € muito menor que seu comprimento de correlacao;
neste caso podemos considerar ¢ comprimento de correlagao como infinito. Assim
vale a hipotese de invaridncia de escala, tornando essa regiao equivalente a regiao

ultravioleta de uma teoria de campo renormalizavel.

e se o comprimento do sistema é da ordem de seu comprimento de correlagdo; esta é
um caso de transicdo. Em certo sentido aqui € o limite da decomposicdo de uma
quantidade fisica do sistema finito na soma de seu valor no limite termodinamico

com as corregoes de tamanho.

e se o comprimento do sistema é maior que seu comprimento de correlagdo ele tera
seu comportamento convergindo rapidamente para o limite termodindmico. E nessa

situagéo que podemos definir as leis de escala (corre¢tes de tamanho).

Um comprimento de correlagéo finito determina uma escala absoluta para o sistema.
Fica claro que havera uma mudanga na maneira que as propriedades do sistema se com-
portam com o tamanho ( escalam ), quando este for da ordem de seu comprimento de
correlagao.

Nao existira um comprimento caracteristico no caso particular de termos um sistema
com comprimento de correlacdo infinito. Assim, se dobrarmos o tamanho do sistema, suas
propriedades escaladas ficaram inalteradas. Essa é exatamente a idéia de invaridncia de
escala. Nessa situagdo muitas técnicas analiticas podem ser aproveitadas, tais como teoria
de campos e principalmente invaridncia conforme.

Nos préximos pardgrafos tentaremos formalizar o que foi discutido nessa introducgao

para a cadeia de Heisenberg. Como referéncias basicas recomendamos [32], [6] e [5].
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1.3.2 Comprimento de Correlacao

Tratemos inicialmente da cadeia de Heisenberg cldssica. Nela temos como varidveis

cldssicas o momento magnético ¢, a temperatura e um campo magnético externo:

Hddssico = Z Ty 1+ haia

Z = Ze‘gﬂ%ﬂﬂ.

Seja o; o spin classico do sitio i (vetor de dimensdo 3 e norma 1 - modelo O(n)),

definimos a fungdo de correlacio entre os sitios i,j como:

gi5 = (0i05) — {03} {0;)

onde { } denota a média estatistica cldssica. Se a cadeia apresentar invariancia transla-
cional , entdo {0;) = (g;) = M(h,T).

Esperamos que g;; seja dependente da distancia entre os sitios i e j, ou seja, g;; =
g(ry;). Longe da temperatura critica, g(r) decai exponencialmente a zero quando r se

torna grande.
g(r) ~r""e €, quandor — oc

onde 7 ¢ um nimero e £, o comprimento de corrclagdo. A partir da definicdo da hamilto-
niana e da fungdo de parti¢do, vemos que o comprimento de correlagido ¢ uma fungao do
campo externo e da temperatura. A interpretacao fisica do comprimento de correlagao
geria a formagao de dominios magnéticos com tamanho médio €. Se nosso sistema for
muito menor que este comprimento, ele se assemelhard a um sistema critico, onde uma
pequena flutuacao pode afetar todo o sistema. Nesse sentido ele se encontraria nas viz-
inhancas de um ponto critico, apesar de ser um sistema finito. Uma flutuacao terd seu

efeito li-mitado a uma regido, se o tamanho do sistema for muito maior que o compri-

6



mento de correla¢do. Assim, o sistema finito apresentaria um comportamento préximo
do sistema termodinamico. Issoc nos leva a dizer que € determina uma escala absoluta
para o pro-blema.

Comeo discutimos na introdugéo esperamos que o comprimento de correlacdo va para

infinito, quando nos aproximamos da temperatura critica:

T T\
)
T - T\
)

(= OsT)”(

e = 01~

onde v e / sdo 0s expoentes criticos do comprimento de correlagéo.
A prépria funcio de correlacdo continua existindo no ponto critico, contudo agora

apresentando um comportamento de poténcia:
g(r} ~ r1=" quando r — o0, sendo 7 o expoente critico.

Quando passamos a estudar o problema quintico a temperatura zero, seguimos os

passos dados no caso cldssico. Definimos a ordem {ou correlacéo) de longo alcance como:

gf = lim ((0w]S7SE, globw) — (onISThew) (157, gl )

sendo ¥y um auto-estado da hamiltoniana de dimensdo 2V. Note que esta definigio
¢ apropriada para obtermos a partir dos sistemas finitos o comportamento da cadeia
termodinamica.

O auto-estado mais importante para a estatistica do problema é o estado fundamental.
Por isso definimos a funcao de correlagao entre os sitios i e i+% da cadeia como a fungio
gi;, com a média tomada sobre este estado. Novamente esperamos que haja uma certa
dependéncia entre g e a distancia, r, entre os sitios. Dois sitios infinitamente separados

nio devem ter correlacoes entre si. Por exemplo: se aplicamos um campo magnético

7



em um sitio, o outro ndo deve ser afetado por isso. Definimos a criticalidade do modelo
exatamente quando isso ndo ¢ verdade. Criticalidade seria quando, apesar de termos
interagoes locais, suas influéncias sio ndo-locais. A analogia mais préxima é com a
transicdo de fases da fisica estatfstica cldssica. Assim, muitas vezes chamamos estes
fenémenos de transigdes de fase quanticas. Usando a analogia com a fisica estatistica
cléssica, definimos o comprimento de correlagdo do sistema quéntico como o inverso do

coeficiente da dependéncia exponencial de g, quando r:% tende ao infinito.

0 ] z z ~TeT§
Glsory = Jm ((WRISTSE,|9R) — (WRASEURNURISTUR) ) = r7e s

Aqui nédo existe uma interpretagdo para & como no caso clissico. No podemos falar
na formacéo de dominios magnéticos. Apesar disso, £ continua determinando uma escala
absoluta para o problema {associada, neste caso, & ordem magnética). Se olharmos
para uma quantidade fisica diferente, podemos definir um comprimento de correlagéo
associado a esta quantidade.

Quando falamos dos efeitos de tamanho, colocamos que o comprimento de correlagéo
do sistema termodindmico estaria associado & forma como os sistemas finitos escalam.
Da nossa defini¢éo fica claro que isso é verdade. Por exemplo: se pudermos dizer se para

a energia por spin do estado fundamental de um sistema escala como:

1
Q= S IEY ) (1.4
gﬁo = - =N e T (onde N é o niimero de spins da cadeia)

odemos, em analogia com as expressdes anteriores, tentar associar 2 com o comprimento
¥ p 1 ‘E p

0

) n&o sdo fungdes usuais.

L
(3

-~ 0 . ~ * 0
de correlaciio do sistema termodinamico. Note que gX e g;
Elas tém como dominio o espago das hamiltonianas finitas do problema. Todo esse
malabarismo se deve a tentar evitar trabalhar com a cadeia infinita, que apesar de estar

bem definida, traz sempre um certo desconforto matemadtico.
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O que fica claro na nossa discussao é que nao exite uma defini¢do canénica para quan-
tidades como o comprimento de correlagdo. Ele € apenas um artificio para entendermos

melhor o sistema estatistico.

1.3.3 Efeitos de Tamanho em Sistema Hamiltonianos

Efeitos de tamanho sdo usualmente descritos por Finite-Size-Scaling (FSS). A hipétese
bésica de F'SS é que todas as varidveis relevantes para a descricdo de um sistema finito
podem ser escaladas quando estamos préximos da temperatura critica do sistema ter-
modindmico. O artigo de revisdo [5] é a referéncia bdsica do tema.

Em primeiro lugar, se estamos longe da temperatura critica, a termodinamica nos

sugere que a energia livre do sistema seja escrita como:

F(T,N,V) = Vfoo(T,g)+Af¢(T,g)+o(A), (L.5)

onde A é a drea da superficie e * a energia livre superficial.
Uma grande variedade de célculos ([13), [3], [2] e [4]) sugere que, com condigdes
periddicas, os termos de corre¢ao de tamanho finito sejam exponencialmente decrescentes

no volume:
F(T,N,V) =V fo + O™ €).

A medida que nos aproximamos da temperatura critica, 1.5 deixa de ser valida. A
hipdtese de escala neste caso, para um sistema com dimensao finita é que o seu compor-

tamento é determinado pela varidvel escalada:

L

,T:T,
&(T) ¢

y:



onde £(T') é o comprimento de correlagio do sistema termodindmico e L é o compri-
mento do sistema finito. Isto implica que para a temperatura critica, o comprimento
de correlacao do sistema finito tem um comportamento muito simples em relagdo ao

tamanho.
Er~L

O resultado mais significativo do método de FSS é que a maneira que uma quantidade
termodindmica varia com o tamanho do sistema ¢ determinada pelos expoentes criticos
do sistema termodindmico. Mais do que isso, encontra-se um conjunto de relagdes entre
estes expoentes. Invertendo o raciocinio, isso forma a base do método de FSS para se
determinar os expoentes criticos de uma teoria.

Na década de 70 criou-se a idéia de renormalizagdo em espaco real para justificar a
hipétese de escala. Sugerimos, ao leitor interessado, a referéncia [32] para uma primeira
leitura e posteriormente o livro [16]. A deriva¢do da hipdtese de escala por grupo de
renormalizagdo também € apresentada de forma sucinta em [5].

Toda essa discussio se generaliza para qualquer quantidade fisica de sistemas classicos.
Por outro lado, se lembrarmos que um sistema cldssico a temperatura T e dimensio D
é equivalente & um sistema quintico a temperatura zero e dimensdo D-1[20], poderemos
transportar as idéias de finite-size-scaling para o estudo de sistemas quanticos. No caso
da cadeia XXZ, o sistema cldssico correspondente é o modelo de 6-vértices[6]. Definindo
que T é a matriz de transferéncia entre colunas no modelo de 6-vértices, temos que a
hamiltoniana XXZ, H, é a derivada logaritimica de T com respeito ao pardmetro espectral
4. Isto implica que T comuta com H, ou seja, as duas matrizes tem o mesmo espectro de

autovetores:

d
H=-T5'(0) @TN () ju=o -

O comprimento de correlagio de um sistema classico de rede, pode ser definido a

10



partir dos dois maiores autovalores distintos da matriz de transferéncia, Ap € A:

1 1
N L o
I, Ciaertices = I8 — (_w) N T ) — I () (1.6)

5Vl
'\0

onde N2 é o miimero de sitios do sistema finito.
A conex@o entre a fun¢do de correlagio de um modelo estatitico de dimensdo 2 e a
fungéo de correlagio de uma cadeia de spins quanticos ¢ discutida em [24], onde os autores

mostram que estas duas quantidades sao equivalentes. Podemos assim supor que:

. N 1 N
Nh—r-%o fﬁ—vértices = 1&1_1'%0 Exxz-

Ja que T é a derivada logaritimica de H, € usual na literatura encontrarmos que o

comprimento de correlacdo da cadeia XXZ é dado por:

(1.7)

Isto esta de acordo com as idéias discutidas em [20], sendo amplamente acreditado.

E importante ressaltarmos que mesmo a expressao 1.6, nao é um teorema. Como
demonstrado em [18] ela ndo corresponde ao comprimento de correlagao do modelo de
8-vértices no limite de desacoplamento. Contudo, em nosso caso de interesse, ela se
mostrard correta.

Se considerarmos que a densidade de energia livre do modelo de 6-vértices ( sistema
cldssico) depende exponencialmente do volume do sistema ( ou seja do mimero de sitios -
N?), esperamos que a energia por spin do estado fundamental longe do ponto isotrépico

( que corresponde ao ponto critico ) também apresente esta dependéncia exponencial:
N _ oo O —%
€ =€ +0(e €)

Essas idéias sdio confirmadas em [31] por de de Vega e Woynarovich, que, usando o

11



ansatz de Bethe, acharam expressoes analiticas para o estado fundamental e o estado do
gap de massa (veja proximo pardgrafo) na regifio nao critica (0 < a < 1).

Definindo que:

1
cosh(y) = —A:a
e

4
=/ +e—2"’f(2ﬂ+2}
ki — de=7 LS
1 € nl;[() (1+e—21(2n+1)

Eles encontraram para o estado fundamental:

N
= g B [ B o (1)
€ = €p = sinh () Y [1+4N1—kf+ 7 )| (1.8)
€ para o estado do gap de massa:
Pl
V8K kZ 31442 1
N _ N 1 . oo _ 0o
€] —68°+gsmh('y)ﬁ{1+m1_k%+0(m) , jdque e =€,  (1.9)

Observe que, em primeira ordem, a dependéncia exponencial se manifesta através
de k;. Isto fica mais claro no trabalho de Borfel e Meifgner [8] , que encontraram duas

expressoes assintéticas para a energia por spin do estado fundamental.
N a0 2 -y =3 .
€ =€ + g (26 2) N7 {1+ termos de ordem superior em N}
, quando v — oo ( ou seja, o limite de Ising, A — —20 ou a — 0),
'|'|'2 —
e =P +4V2me TN7 {1+~ + termos de ordem superior em N}

, quando v — 0 ( ou seja o limite isotrépico, A — —1 ou a — 1).
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Algumas suposi¢des ndo triviais foram introduzidas na derivagfio dessas expressoes.
Contudo estas equagdes estdo em perfeita concordancia com as idéias de FSS. Ainda mais
se observarmos que o comprimento de correlagdo do modelo de 6-vértices, como derivado
por Baxter {6, veja pgina 155] e Johnson-Krinsky-McCoy[18] é a metade do coeficiente

da correcao exponencial.

n=0

2
1 4 o0 14 8—21(2714—2) 1
g = o [26 11 (W = —5Infki],
ou equivalenternente,
1 x2
— = 8e %, no limite de vy — 0.
Apesar desses resultados j4 serem bem conhecidos, inclusive citado em [31], a ligagéo

de k; com o comprimento de correlagio da cadeia termodindmica nio foi colocada no

trabalho de de Vega e Woynarovich de forma explicita.

o V8r . et 3 1+e 1
€ =€ — S sinh (7y) ~ 1+m ; +O(ﬁ) ;
—e

2N a
_ay Lt
e = et VB b () [1+—3—+—e+o(i)] .

T

bajLa
W[t

Ou nas expressoes de Borfel e Meifner:
N £ =8 :
€ =€ + VZNENT {1+ v+ termos de ordem superior em N}.

O caso isotrépico tem um comportamento muito diferente do gue o apresentado pela
regido nao critica. Podemos levar o problema da cadeia XXX (via estados coerentes)
no modelo sigma nao linear [15]. Neste caso, as fun¢des relevantes do problema escalam

como uma poténcia do tamanho. Isso foi explorado por Woynarovich e Eckle em [33].
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Neste trabalho eles encontraram que, para o estado fundamental, o gap de massa e o gap
da onda de spin {veja préximo pardgrafo), as leis de escala sao puramente poténcias com

corregoes logaritimicas de ordem superior:

N o (2m)? (1 L0333 (ln(ln N} 1 )) , (1.10)

48 N2 (In N)? (In N)* ' (In M)
N e, @5 11 (In(lnN) 1
& =€ =€+ S (6_§IHN+O((]11N)2’(111N)2))' (1.11)

Note que isto implica que no ponto isotrépico N (62"r — ey

) serd em primeira ordem
uma poténcia de N.

Dessa forma, fica claro que o caso isotrépico (@ = 1) corresponde a temperatura
eritica do modelo de 6-vértices. Do ponto de vista da cadeia XXZ, o ponto isotropico é
quando a ordem de longo alcance deixa de existir, correspondendo a uma transicdo de
fases quanticas (como definida anteriormente).

Como estamos interessados em estudar os efeitos de tamanho em primeira ordem no

regime ndo critico, vamos supor o ansatz, de que qualquer quantidade fisica escala, em

primeira ordem, pela forma:
AN = AP 4 eNTTeT,

para N suficicntemente grande.
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1.3.4 O que vamos estudar na cadeia XXZ antiferromagnética?

E importante definirmos quais as quantidades fisicas que sdo interessantes para estudar-
mos na segunda parte desse trabalho. Nosso interesse é estudar a cadeia XXZ antiferro-
magnética.

O estado fundamental é interessante por si so. E o estado de maior peso na estatistica
de sistemas & baixa temperatura e é o estado do sistcma no caso particular de temperatura
nula. Seguindo a notacao usual da literatura, vamos denotar este estado pelo sub-indice
0. Assim, a energia por spin no estado fundamental serd €} para a cadeia com N sitios.

O primeiro estado excitado da cadeia XXZ é conhecido como estado do gap de massa
(em analogia com as teorias de campo). O gap de massa é a diferenca escalada da
energia desse estado com a energia do estado fundamental. Na fase ordenada (a que
estamos trabalhando) o gap é nulo no limite termodindmico. Denotaremos este estado
pelo sub-indice 1, assim a energia por spin no estado do gap de massa sera e e o gap de
massa GY = N(el¥ — €l').

O estado de mais baixa energia por spin do multipleto de 5% = 1 é conhecido como
estado da onda de spin antiferromagnética. Na cadeia termodindmica o gap da onda de
spin (SWG) separa o continuo de excitagdes do estado fundamental. O parametro de
anisotropia o € o andlogo da temperatura em um sistema estatistico cldssico. No ponto
critico quantico a = 1, o SWG é nulo no linmite termodindmico e passamos do analogo de
uma teoria de campo massiva para uma. teoria de campo renormalizavel. Nesse ponto nao
ha ordem magnética de longo alcance na cadeia termodinamica. E usual na literatura
se definir o comprimento de correlagdo do modelo XXZ como sendo igual ao inverso do
gap da onda de spin em analogia ao comprimento de correlagdo do modelo de 6-vértices
(veja paragrafo anterior). Além disso, ao aplicarmos um campo magnético a cadeia,
os autovalores da hamiltoniana sdo modificados de acordo com a sua componente de

momento angular S,. O valor do gap estd intimamente ligado ao campo critico, a partir
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do qual o estado fundamental passa a ser o estado da onda de spin (veja a equagéo
2.13). Estas séo entdo as motivagdes para o estudo do estado da onda de spin e 0 SWG.
Denotaremos este estado pelo sub-indice 2. Assim, a energia por spin no estado da onda
de spin serd ) e 0 SWG GY = N(elY — ).

Com o objetivo de comparar nossas idéias e cdlculos com resultados analiticos, também
vamos estudar o estado da onda de spin ferromagnética. Este estado pertence ao multi-

pleto de S* = N — 1. Denotaremos este estado pelo sub-indice f.

Fungéo de Onda | Energia
Estado Fundamental de §*=0 Y e
Primeiro Estado Excitado de S*=0 P el
Estado Fundamental de $>=1 P e
Estado de 8* =N —- 1 i eff
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Capitulo 2

Ansatz de Bethe

2.1 Formulacao do Ansatz

2.1.1 Hipdtese de Bethe

Incorporando a constante de acoplamento J ao hamiltoniano e escrevendo-o:

N
1 FAr A Z
H =3 {~la (787 +8YSt) + SiS5] + hS7), (2.1)
i=1

na base de S* = Y2V, 57, ele é quebrado em blocos de mesma componente de momento
angular ( H comuta com S? ). Nosso problema se reduz a diagonalizar cada um desses

blocos.

Um estado, | ), com momento angular §% = % — m, tem como funcao de onda a

superposicao de exponenciais da forma: Y p ApExp[i 3270, kp,x;),

| ) = Y a(zi, 22, )| T1, T2, ooy T, (2.2)
I < F2<. <l Tm

onde ki, &y, ...., Ky € um conjunto de nimeros complexos e P é uma permutagdo dos m

sitios x;. Ou seja, o ket |U,,} serd dado por: com a soma sendo tomada sobre todos os
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arranjos de m indices sobre N sitios e a(x) ¢ dado por (7?).2

Devemos ressaltar que os kets |1, %2,..., %) sdo linearmente independentes { sdo
autokets de S% ) e de niimero 2% , que é a dimensao do espaco de Hilbert de H. Por isso
formam uma base completa deste espago. Para esclarecermos exatamente o que implica
a proposicao 1, construimos 2 exemplos, 8% = % —1=0e8 = % —-2=10.

Ezemplo 1: N=2, m=1
o |W1) = Aexplik]|l) + Aexp[2k]|2)
Ezemplo 2: N=4,m=2

o Uy} = Y p{A;expli (kx| + kozo)] + Agexpli (kiz2 + koz1)|Hz1Z2) , onde P sdo

todas as combinagtes de z; = z; dentro do conjunto {1,2,3,4}.

Como vemos o nimero total de kets que podemos construir desta forma depende de

quantos conjuntos {k;} independentes podemos formar para dados (N,m).

2.1.2 Equacgoes do Ansatz

Antes de prosseguirmos na identificagdo das amplitudes a(zi, x2, ..., 2 ), devemos re-
escrever o hamiltoniano em termo dos operadores de levantamento e abaixamento da
algebra.
N X1 2 .
H= -7 =3 {Sla(8 S50 + 87 87,) + 575, - 1] +hS} (2.3)
=1
Para escrevermos a equagido de Schrodinger independente do tempo de nosso pro-

blema, vamos aplicar a H um ket arbitrério |z, za, ..., Zm)?.

1|.'.5‘1,::'33, .oy T} denotando que os spins localizados nas posigoes Ty, &g, .., T estao invertidos.
Lembrando que:
1 0
er =g ee =)
ley, 22, .. mm} = Q.0 Q.. Re,,, Q.. Qe
Stei
SEeF = 28*
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N

Hl|zy, 22, o, Tm) ——z1, Tayer, Tm) + NolZ1, T2, ooy Tin) + AN — N x1, T2y ooy T
2

—& I:I’.’lax;Qv-'-ﬂa’.:n):
!

!
Ly L

onde N, é o mimero de vizinhos antiparalelos e {z}, 25, ..., z,} difere de {z1,29,...,2m}

por uma troca de spins entre vizinhos, ou seja:

!xla ceey Ly “-amm) - |$11 TP A PR SCm,)-

Usando a hipdtese de Bethe temos:

H|U,) = E,|Un)

Z [(—% + 2h (—‘;—! — m)) + Na} a(Zy...Tm)|T1-- Zm )
1< T ~0 Vgt <<z, a(z)...2) ) |22 )
> Ema(zr.Zm)|#1..Zm)-

1. T

Se usarmos que Ny = 3o . 1 € que a soma é tomada sobre todos os arranjos
<zt

possiveis de m elementos, devermnos reescrever a Ultima expressao como:

P [ R EE R s R

’ ’
T <. <,

S%et = te*

+ +
1/c—a- o ([EE®ETY 0
E(Si Si+1 +Sz’ Si+1)(e:i: ®e:p) - (6*@81)
+ + +
1rozor <1 € ®€ _ 1 0 te* Qe
st -0+ g o) = A ger) (i @en



= 3 Ena{z,.zp)

X1 Tm

Para continuarmos a usar a hipétese de Bethe desenvolveremos casos particulares e

posteriormente argumentaremos como estes resultados se generalizam.

e Casom—1

g (—%+2h(%—1)+Na)a(x)lx)~ay:2_:jl( )y} _EZQ(I |z).

Como o numero de vizinhos antiparalelos é sempre igual a dois (N, = 2), obtemos

que:

3 (_2”}”(}; )*2) a(@)le) — a3 al) (o — 1) + o + 1) =

=1 2 z=1

=E} alz)|z),

=1

i(~—+2h(%—1) ):L‘)|:I:—aZa(z+1 _az w - 1)|w) =

z=1

=EZQ(&:):L

J4 que z e w sdo indices rnudos reescrevemos:



N

{(-5+2n(5 1) +2)al) - alele+)+ae -}k = @4

=1

=K Zl a{z)|z).

Isto vale para cada termo da somatdria, logo encontramos a equagio do ansatz para

o caso de um wnico spin invertido:

(_g +2n (g ~1) +2) afa) - a(a(s +1) +alz - 1)) = Fa(a).

¢ Usamos agora a forma da solugao a(x)=Ae™*.

EA= (#g +2h (% -~ 1) + 2) A - ade® — ade™*, (2.5)
E = _%+2h (ﬁ — 1) + 2{(1 — accos(k)).

¢ Caso m=2

Temos de considerar dois casos distintos, se x; e X3 sa0 vizinhos ou nao.

a)Sexs =z +1
O ndmero de spins vizinhos antiparalelos (N;) é iguala 4 e (2) denota a combinagao

dos x; 2 a 2, assim:

(—% +4+2h (% — m)) a(zy, o) |z, T2)
—a{a(z1, 29)|z1 £ 1, x2) + a(z1, T2)|z1,22 £ 1))

EY oz, z)|e, 22y = ) {
(%)

Reordenando o somatério, obtemos:

N N
—a+4+2hl5 —m)]alxzy,z
(-3 (3 —m))azre |
—a(a(z, £1,22) — a(xy, 29 £ 1))

EY a(zy,za)|21,20) = Z {
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Com isso encontramos a equagao do Ansatz para 2 spins tnvertidos:

Ea(z),z;) = (——2{- +4+42h (g — m)) a(xy,z3) — ala(z) £ 1,22) + a(zy, z0 + 1))
(2.6)

Escolhendo que a(x;, ;) = yetFz1wFaw2) ¢ peilinzzikarl) egcrevemos a energia E como:

E= —% +4+2h (g — m) — 2cvcos (k1) — 2acos (ky) .

b) Sexg=xz;+1
O numero de spins vizinhos antiparalelos neste caso € 2, assim:

EZ(?) a(l'],il?] + 1)|IL’1,LE'1 + 1) =

(-5 +2+2n (% - m)) a(zy, o1 + Dz, o1 + 1)
(z) | —alal@nz + Yz — Lz + 1) + al@y, 20+ Dz, 21+ 2))

Reordenando a somatdria, encontramos a equacao do Ansatz:

EZ&(I,$+1)]:}:,J;+1) = Z (‘% +2+2h (% - m)) a(z,z +1)|z,z+ 1)
(3) 5 | —ale(z,z+2)z,e +1) Falz — Lz + 1)z,z+1)

2

N N
Ea(z,z+1) = (_E +2+2h (? - m)) a(r,z+1)—afalz,z+2) +a(z - 1,z + 1)).
(2.7)
Para que as equagdes 2.6 e 2.7 sejarmn compativeis impomos a condigdo extra de que:

20(z,z+1) —ala(z+ 1,z + 1) +alx,z)) =0.

Se procurarmos solugdes do tipo a{x), zo) = vyellkiTi+hawz) | pelkiza vkez1)  ohtemos a
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relacao fundamental para encontrarmos os momentos k:
2(7ei(k1$+k2(x+l)) + nei(k1($+l)+k23)) _ (,_Yei(kl(z+1)+k2{-'~"+1)) + nei(k1(2+1)+k2(z+1)))
—x (*yei(klf“"?”) + nei(klm*kzz’)) =,

7 (23“‘2 — qeitkithe) _ a) = —y (281'&1 _ etk _ O_,) ,

o (2ez'k1 N (ei(kl+k2) + 1))
n (2% — o (1 +F2) + 1))

Por conveniéncia escolhemos escrever ;’f como —ew,

plf — _j’
n
0 = [l
n
6 % yeiz
cotg[-z-] = Zm,
o —It1
cotgll) = i,
n
8 -7
cotg[i] = 31 el
; [9] sin{h%’fz]
0O _— — ,
I o cos[BER2] — cos[E12H2]

sin[®1>%2 ;k ]

]

8 = 2=xarccot
g[a cos[21382] — cos|Au-ka]

e caso m=3
O estudo do caso m=3 possibilita generalizarmos para m arbitrario. Existem agora

quatro possibilidades:

a)za=z1+1lexz=22+1
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byes=zi+1lexs=1x+1
e)xa=x+lexs=12p+1
d)$2:$1+16$3:322+1

As equagdes de (a) ficam da forma:

N N
EG(JJ],.’L‘g, 1?3) = (—E + 2h (E — m)) G(.’L’l, o, 233) + 6&(331,.’122, 1133) (28)

—afa(z: — L,ze,z3) +a(zy + 1,20, 23) + ... + alzy, 29,23 + 1))

Pelo ansatz a solugdo seré:

(I(;Bl, o, ;133) = A123 exp {3 (klml + kg.?:z + k3$3)] + Algg exp [1 (kl.’E] + kgl‘g + kg.’l?g)] + ...

et A321 exp [l (k1373 + k2$2 + k;;fc])]

As amplitudes, até aqui, sdo arbitrarias ¢ as energias correspondem a:

E= N + 2h (E - m) + 2(1 — acoslky]) + 2(1 — acos{ks]) + 2(1 — a cos[ks)).

2 2

Por outro lado, em (b) x, e x3 sdo vizinhos, logo as equagdes ficam da formas:

N N
Ea(:ﬁl,.’ﬂz,fb’g) = (*--5 + 2h (E — m)) G(SC], L, 373) + 4a(a:1,:1:2, .’173) (29)

—a(a(zy — 1, x3,23) +alzy + 1,20, 23) + ... + ez, 29,23 + 1)} .

Ja que as amplitudes do caso (a) sdo arbitririas, podemos pedir para que as equagoes

2.8 e 2.0 sejam equivalentes. Para tanto deve valer a condigao:
2a(z1, 7y + 1,23) = ala(r: + 1, 22, z3) + a(z), 21, 23)) (2.10)
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(O que gera sobre as amplitudes as condi¢des:

Aoz __ Li0(k1 k2) A _ otf{k1.kz) Azai _ _ i0(k2,ka)
= —¢ , € \ L = —e .

Az1s Aarz

Condi¢do andloga aparece no caso (¢):

2a(zy, 29,29 + 1) = a{a(zy, za + 1,29 + 1) + a(z1, 22, 22)) . (2.11)

que gera sobre as amplitudes:

A3 . _ ifi(ke,ka) Ang .. _ i{k1,k3) Amz . _ i0(k1,k2)
A3z ’ Azay - ! Asz )

Em (d) temos uma pequena modificacao:

N N
Fa(z,, o, 23) = (—3 + 2h (_é_ - m)) a(z1, 2, x3) + 2a(z,, T, Z3) (2.12)

—a(a(z) — 1,29, 23) +a{z; + 1,22, 23) + ... + a{xy, 22,73+ 1)).

Contudo se 2.10 e 2.11 forem satisfeitas, automaticamente 2.12 se reduz a 2.8.

Podemos agora exprimir todas as amplitudes em termos de uma, digamos Ajo3.

Ayy = —ePCrkd g,

Ay = —e®hehd g,

Agy = —eOkako) g 0 o pi0lkaky) i(knka) g o

Ay = —e sk g o o piflknb) i0baks) 4

Ay = —e®Uak) g cilkakn) gi0lkakn) giblhake) 4 )

& (aso m arbitrario

Com base no caso anterior podemos agora intuir que para o caso geral temos:

a(Z1, ..., Tm) = Y _ Apexp [a (Z kp}.xj)] ,
F i=1



onde P denota as permutagdes de m indices. As amplitudes A, se conectam com Ajg

através de :

A,
Al? .am

—:texp[ > 0k, ky )]

sendo a soma em 6 sobre todos os arranjos de 2 indices e o sinal determinado pela paridade

de P. A energia ¢ dada por:

E= —g+2h (% —m) +3"2(1 — acos(k]), (2.13)
i=1

E 1 m 1 & . .
€= % =73 + 2h (— — —) + 7 ; 2(1 — «coslk;)) (energia por spin).

2.1.3 Quantizagao dos momentos de Bethe

Devemos agora impor as condigoes de contorno para quantizar os momentos. No caso
que estudarnos, nos restringimos as condigoes periddicas de contorno, pois elas, néo apre-

sentando termo de superficie, sfo mais adequadas para o estudo dos efeitos de tamanho.

e Para m=1;

a(z) = a(z+ N), (2.14)
Ae—thT Ae—z‘kme—ikN?

erN  — 1,

EN = 2rxI, onde] é um inteiro,

e Para m=2:
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a(z1, %2}
Ap exp[—i (k) + koxa)]

e—'!.k1N

NE,

= alzyzi + N),
= Ayem* N expl—i (k21 + ko)),

- )

= 2nl; — 8(k1, k), onde I; é um semi-inteiro.

De forma anéloga encontrarnos:

ng = 27TI2 - B(k'g, kl), onde 12 ¢ um semi-inteiro.

e Para m=3 temos condi¢des do tipo a(z,,xq, x3) = a(zrs, 3, x; + N), que nos leva

as equagoes da forma:

Nkl == 2ﬂI1—9(k],k2)—9(k1,k3),

Nky = 2mly — (ke k1) — O(k2, ks),

ng = 21|TI3 — 9(?63, k]) - 9(!;:3, kg), com I]., Iz, I3 inteiros.

o Para o caso geral obtemos as equagoes:

N'kj" = 27{!_}' - Zg(kj,k{), .]:1~'m (m < N)a (215)

=1

visto que €(k;, k;) = 0 e que I; € inteiro, se m for impar, ou semi inteiro, se m for par.

2.2 Consideracoes sobre o Ansatz de Bethe

O hamiltoniano (2.1), quando representado em sua forma matricial, é uma matriz de

dimensdo 2. Poderiamos portanto diagonalizé-lo de forma direta com algum algoritmo
P &
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computacional (tipo Lanczos).Como a dimensio da matriz cresce exponencialmente com o
tamanho da cadeia, estarfamos restritos a diagonalizar sistemas da ordem de N=30[25],
ou seja, construirmos uma cadeia de 30 sitios. Para alguns valores do pardmetro de
anisotropia vamos ver que este tamanho é mais que suficiente. Contudo, & medida que
nos aproximamos do ponto isotrépico, que tem simetria conforme ¢ de SU(2), veremos
que estes tamanhos podem nos levar a conclusoes erroneas sobre as propriedades de escala
do problema. Com o espirito de evitar a for¢a bruta de métodos como Lanczos, é que
aparece 0 ansatz de Bethe.

Inicialmente vamos lembrar da mecéanica cldssica( ela ¢ sempre wn bom comego ).
Quando estamos estudando pequenas oscilagOes em uma rede, resolvernos o problema, via
modos normais de vibragéo. Eles representam movimentos coletivos de nosso sistema de
particulas. Estes modos normais tem um momento bem definido e uma interpretagéo
muito clara. Em geral, nosso problema inicial de N graus de liberdade com N equacGes
diferenciais acopladas se transforma em um problema algébrico de dimensdo N (achar
as bases de modos normais), e N equagoes diferenciais desacopladas. A existéncia de
solugbes estd ligada i existéncia de N constantes de movimento (0s N momentos dos
modos normais {22]). Quando temos uma cadeia unidimensional infinita com acoplamento
tipo oscilador harménico de primeiros vizinhos, nossa matriz inicial, apesar de infinita,
s6 contém termos que acoplam vizinhos, e nosso problema, que inicialmente se constituia
em diagonalizar uma matriz infinita, se reduz a diagonalizar uma matriz 2 por 2.

Em matéria condensada € usual interpretarmos movimentos coletivos como pseudo-
particulas. Em nosso problema podemos também definir pseudo-particulas, chamadas
de ondas de spin. Semiclassicamente podemnos interpret-las quando estamos na cadeia
isotrdpica. Neste caso, a equac¢ao de movimento para o n-ésimo spin a representacgéo de

Heisenberg é:
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—
Usando as relagoes de comutacgao dos operadores de spin S, podemos reescrever esta
equagao na forma:

K= (5 x8..1—8._1 x5,

(82 % St = 51 x 5n)

Classicamente esta é a equagao de movimento no vetor 5. Podemos linearizé-la na

aproximacio de 5% ~ 1. Tomando solugdes do tipo SZ = csin[wt]e™™ e S¥ = ¢ cos|wt]e™,

temos que fuww = 2 (1 — cos[k]) . Ou seja, a energia da onda de spin quando 57 ~ 1 é:

E = 2(1 — coslk]), (2.16)

com o spin cléssico 'S rodando em torno do eixo z com frequencia w. Esta interpretacao
sernicldssica, como foi colocada, é védlida somente para o caso isotrépico. Em analogia com
estas ondas classicas, definimos a excitagdo elementar do nosso sistema quantico, como
a inversdo de um 1inico spin em relagéo ao estado ferromagnético (spin-flip). Com isto o
ket mais simples que podemos criar € da forma |z). Um ket |zy}, por esta interpretagio,
corresponderia a dois spin-flip, um na posi¢do x e outro na posigéo y da cadeia. Definimos

com isso a onda de spin quantica como sendo:

[¥) =3 e*lx).

Este ket ¢ a versdo quantica mais proxima da nossa onda de spin clédssica, j4 que
para i) temos ifzﬁﬂ =1- ﬁ Identificamos k como o momento da onda. Dessa forma
podemos definir ondas de spin quanticas para qualquer valor da anisotropia.

No problema quantico, temos uma matriz de dimensao 2%V que desejamos diagonalizar.
Como foi dito no inicio do capitulo, temos que na base de 5%, esta matriz se quebra
em blocos de tamanho (i ) Vamos nos ater inicialmente aos subespacos de dimensao
(T) = N. Temos uma analogia com o problema de pequenas oscilagoes de uma cadeia.
Usamos, entdo, a mesma idéia. Existirao N momentos para N ondas de spin. Estes
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momentos, como definimos no inicio do capitulo, serao chamados de momentos de Bethe,
que interpretamos como os momentos de N pseudo-particulas. Lembrando da definicao
do autoket proposto por Bethe, vemos que as amplitudes sao moduladas na direcao da
cadeia e que esta € a situacdo de maior S*(exatamente como nas solugoes semicldssicas

que propomos):

[y = ZAeik“ht).

k3

Usando esse ansatz ¢ aplicando as condigdes de contorno, encontramos os N momentos
k ’s que diagonalizam esse subespag¢o (veja o caso m=1). E interessante notar que a
expressdo para as auto-energias dos estados |}(2.5) é a mesma que nossa energia semi-
classica(2.16).

FEzxemplo 1: N=4, m=1 e h=0

Nos restringindo ao subespaco gerado pelos kets |1), 12}, |3) e |4), obtemos a hamilto-

niana restrita:

— 0 —a 0

H, , veja equagdo (2.4).

—aa 0 —a 0

O processo de diagonalizacdo desse tipo de matriz por ansatz de Bethe corresponde

a tentar autovetores da forma:
%) = Ae'®|1) + Ae?¥(2) + Ae®¥[3) + Ae¥*|4).

E interessante notar o que acontece se nos restringimos a segunda e terceira linhas de

H,. Note que ali ainda nao estao aplicadas as condig¢oes de contorno:
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—ik ik € ¢ 3 =
H, e | =0 (e +e ) | = —2acos[k] |, veja equagdo (2.9).

Contudo, no instante que aplicamos as condi¢des de contorno, ou seja, olhamos para

a primeira e quarta linhas de H;, aparecem as restri¢tes sobre os k ’s.

[ ik ] [ (es:k + es:‘k) ek |
o2k ( —ik sz) o2tk ' N
H, - = —a (e_s_k . sz) i , veja equagoes {2.14}.
olik (e—:h'k +e 3k) 64"“’

Essas restrigdes sdo exatamente as mesmas das equacgdes (2.14), j4 que devemos ter:
(eik +e3tk) - (e-—ik +eik) = o¥F —

O préximo passo € tentar diagonalizar o subespaco ( ) ~£N—12 Ele é gerado por
kets da forma |zy). A idéia de Bethe para cste caso é que duas excitagoes elementares
andam sobre a cadeia e se espalham elasticamente {veja figura 2.1). Usando a teoria de

pertubac¢ao em [14], Feymman argumenta em favor dessa idéia.
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"‘Jv

*‘ centro

espalhador

espalhamento de duas ondas de spin.

Assim tinhamos inicialmente os spin-flips nos sitios x e y com mormentos k; e kg, que
se espalham elasticamente. Apds o espalhamento surge uma fase 6 entre os spin-flips

incidentes e emergentes:

Onda incidente — Onda emergente,

Y expli (kix + kay)]lzy) — D expli (kuy + kow)]|zy).

Ty Ty

A funcdo de onda global ¢ entdo da forma:

9 = 73 {expli (a4 ko)) + ¢4 expf (kiy + Ko} o).

Ty

Novamente isto gera a dimenséo do subespago que estamos tentando diagonalizar, ja
que teremos a combinacao de N sitios dois a dois.

Exemplo 2: N=4, m=2 e h=0

Restringindo-nos ao subespaco gerado pelos kets |14}, 112}, 113},124),]23) € |34), obte-

mos a hamiltoniana restrita:
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Hy =

1 0 -«
0 1 —a
—a —a 1
—a —a 0
0 0 —«o
0 0 -—a

Tentamos autovetores da forma:

Py = ?{7 expli (k121 + kozp)] + nexpli (kize + kaz )|}z 120),

onde P sao todas as combinagdes de z; = z, dentro do conjunto {1,2,3,4}.

Como vimos na primeira parte do capitulo, v e 5 estio relacionados através da fungio

# de k] ekg.

A generalizacao para os outros sub-espacos se d4 de maneira natural, sempre com a

(

exple

—— e,

(
(
(

idéia de colisGes elasticas entre spin-flips.

A pergunta que podemos fazer agora é: quando podemos integrar um sistema por
ansatzde Bethe? Uma condi¢fio necessdria para a existéncia de solugdo desse tipo é de que
possamos, de alguma forma, tornar todos os sitios da hamiltoniana equivalentes. Dentro

da interpretacao de pseudo-particulas, cada momento é uma integral de movimento.
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Entdo, para um sistema de dimensdo 2V devemos ter 2 dessas integrais. Um contra-
exemnplo muito simples é uma cadeia de Heisenberg com ligagao antiferromagnética no
primeiro sitio e ferromagnética nos demais. Essa cadeia nao € integravel via ansatz de
Bethe. As equagles do ansatz ficam sobre determinadas, indicando que temos menos
integrais de movimento que graus de liberdade.

Generalizagbes do método de Bethe foram desenvolvidas por Faddeev|l1], Kulish e
Sklyanin[19][21]. Em [12] é mostrado como o ansatz de Bethe algébrico estd intimamente
ligado ao método de espalhamento inverso quantico. Além de recuperar os resultados do
ansatz de Bethe tradicional, o ansatz de Bethe algébrico mostra de maneira evidente que a
interpretagao de spin-flips, espathando elasticamente, é correta. E muito interessante ver
que, a partir de um estado de vacuo, podemos conseguir os estados de Bethe, definindo
operadores de criagdo e aniquilagdo. No caso ferromagnético, o viacuo é exatamente
o estado ferromagnético e as excita¢bes fundamentais sdo spin-flips. O caso antiferro-
magnético é um pouco mais complicado, pois o vicuo fisico é o estado fundamental, que
a principio ja seria uma superposicao de spin-flips. Contudo, uma reparametrizacao do
problema, nos possibilita enxergar o estado de vacuo como um mar de Dirac. Dessa
forma as excitacdes elementares do nosso problema sao redefinidas e constituem um par
(spin-flip Fburaco. Uma discussdo muito interessante dessa fenomenologia se encontra
em [10] ( um artigo de titulo muito instigante: What is the spin of a spin wave?). A
relevancia das condi¢des de contorno para solugdo de sistemas finitos ¢ discutida em [29],
sendo de Otima valia para o entendimento do método.

Em [30] encontramos um curso introdutério ao anstaz de Bethe algébrico. Contudo
para os leitores interessados, recornendamos que antes de tentar estudar essas referéncias,
se familiarizemn com as equacOes de Yang-Baxter e suas ligagoes corn os varios modelos
integraveis. O livro [6] é nossa indicagao para nma leitura inicial e o livro {23] é um texto
mais moderno que usa o modelo de Potts como motivagido para o leitor. A maior parte
dos artigos fundamentais sobre este assunto esté reunido em [38] e [17]

Devemos ressaltar que a maior importancia do ansatz de Bethe algébrico, juntamente
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com a equagoes de Yang-Baxter, ¢ a dc¢ criar classes de universalidade de problemas.
Sistemas como: o modelo XXX, o modelo de Schroedinger nao-linear € o modelo de
Sine-Gordon, sao resolvidos pelo Método de Espalhamento Inverso Cldssico {MEIC),
pois estdo associados a uma &lgebra tradicional (cldssica). J& os modelos XXZ, XYZ,
de 6-vértices, de 8-vértices e algumas equacgoes de diferenca podem ser resolvidos pelo
Método de Espalhamento Inverso Quantico (MEIQ), estando associados a um novo tipo
de algebra, conhecida como grupos quénticos. Recomendamos como texto de revisdo

sobre grupos quanticos e MEIQ [9] e suas referéncias.
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Capitulo 3

Efeitos de Tamanho no Modelo XX7Z

3.1 Introducao

Na primeira parte de nosso trabalho discutimos as idéias envolvidas no estudo de efeitos
de tamanho e o interesse de estudarmos o modelo XXZ. Desenvolvemos o ansatz de
Bethe para o modelo XXZ no capitulo dois. Através dele transformamos o problema de
diagonalizar uma matriz 2V em resolver um sistema de m (m< N)equagdes ndo-lineares
acopladas. [sto nos possibilita encontrar as autoenergias de diversos estados para cadeias
da ordem de mil sitios. Podemos desta forma estudar os efeitos de tamanho nesses estados
e, assim, entender melhor os conceitos discutidos no primeiro capitulo.

Usando uma estacao de trabatho SUN SPARC 10 e dupla precisio padrao de C++,
resolvemos numericamente as equagtes do ansatz de Bethe (2.15) para cadeias de quatro
a mil sitios. Os estados que estudamos foram os discutidos no capitulo 1. A partir deles
caiculamos o gap de massa ( GY¥ ) e o gap da onda de spin anti-ferromagnética ( GJ ).

Usando procedimentos padrées de extrapolagdo numérica (veja apéndice A}, esti-

mamos o limite termodinamico de cada uma dessas quantidades.
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Func¢ao de Onda | Energia
Estado Fundamental de $%=0 P e
Primeiro Estado Excitado de $*=0 M el
Estado Fundamental de $°=1 vy e
Estado de 8 = N — 1 wf ef

Se supusermos que estas quantidades escalam pela lei:

AN = A® L N T

Tomando trés valores consecutivos da sequéncia AY podemos encontrar as quanti-

dades ¢, T ¢ &.

o[ A=A [ N ]+'_2_
AV _ge| T T N2 T T
AN+2__Aoo N+2 2

ln|:———AN+4—A°°l —Tln[N+4]+“C"

Eclaroquee, T e ¢ sao fungoes de N. Contudo, se considerarmos que estas quantidades
variam pouco para termos consecutivos da sequéncia de AY, podemos gerar sequéncias
para ¢, T € (. Esperamos que estas sequéncias tenham pontos de acumulagao, ja que pela
filosofia do finite-size-scaling, estas quantidades seriam constantes no limite assintdtico.
Estes pontos de acumulacao serao os coeficientes da lei de escala no regime assintético.

No restante desse capitulo apresentaremos os resultados de scaling dos casos de inte-
resse e no capitulo seguinte discutiremos como estes resultados se encaixam no cendrio

descrito no capitulo 1.

37



3.2 Estado Fundamental

Como vimos no capitulo dois, o sistema de equagbes que precisamos resolver tem inteiros
(ou semi-inteiros), que a principio sdo quaisquer. Das equagdes 2.14 podemos ver que
estes inteiros cstao ligados a escotha do ramo do logaritimo. A escolha de um conjunto
desses inteiros determina a escolha do autoestado do hamiltoniano que iremos obter
ao resolver as equaghes do ansatz. Para sabermos qual a escolha desses niimeros, que
determina o estado fundamental, recorremos a resultados da diagonalizacio exata obtida
por Orbach em [27] e Medeiros em [25]. Por inspegdo nessas cadeias pequenas, podemos

inferir que a escolha adequada para o estado fundamental é dada por:

I = 1,3,.,N~-3,N-1

g

3 N-1
3 Ty

1

b | —

Nas figuras 3-1 e 3-2, plotamos a energia por spin do estado fundamental como funcéo
do numero de sitios da cadeia e da anisotropia. Podemos ver que préximo do caso de
Ising o valor do limite termodinamico é alcancado muito mais rapido que préximo do
caso isotropico.

Apresentamos na tabela 3.2.1 os valores estimados para €f° em fungdo da anisotropia.
Para comparagao colocamos na terceira coluna os valores obtidos por Yang-Yang, a partir

das equagoes integrais do limite continuo do ansatz de Bethe.
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Anisotropia ( a ) ] N e e (estimado) € (exato)
0,00 200 | -0,250000000000000 | -0,250000000000000 | -0,250000000000000
0,05 290 | -0,250624609375153 | -0,250624600375153 | -0,250624609375153
0,10 290 | -0,252493750039258 | -0,252493750039258 | -0,252493750039258
0,20 712 | -0,259900010201978 | -0,259900010201978 | -0,259300010201978
0,30 1024 | -0,271994018074520 | -0,271994018074520 | -0,271994018074520
0,40 1024 | -0,288402772536724 | -0,288402772536724 | -0,288402772536724
0.50 1024 | -0,308611022987933 | -0,308611022987933 | -0,308611022987933
0,60 1024 | -0,331978286738509 | -0,331978286738509 | -0,331978286738509
0,70 1024 | -0,357778706529868 | -0,357778706529868 | -0,357778706529615
0,80 994 | -0,385280453702501 -0,38528045 -0,385280314887152
0,90 968 | -0,413869204034176 -0,413868406 -0,413868407922578
1,00 990 | -0,443148020214625 -0,4431471807 -0,443147180559945

Tabela 3.2.1 - resultados obtidos para a energia por spin do estado fundamental.

Como podemos ver na tabela 3.2.1 encontramos para a < 0,6 os valores exatos (den-

tro de nossa precisdo numérica) para €°. Para 0,8 < « < 1 usamos o procedimento de

extrapolacao da série de Taylor. O caso 0,7 € o mais delicado, pois como sua diferenga do

valor exato sc encontra apds a nona casa decimal, nenhum procedimento de extrapolagao

ird melhorar o valor de ¢,

1024

(nossas operagoes sao realizadas com 18 casas decimais e to-

dos os procedimentos de extrapolagdo, em algum instante, tomarn um valor ao quadrado).

Os valores exatos para comparacio podem ser encontrados com oito casas decimais em

[26], ou e termos de uma série infinita em [36].

Como colocamos na introdugdo, supomos uma lei de escala da forma:

N
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A partir das figuras 3-3 e 3-4 podemos ver que aparentemente, s6 existem duas possi-
bilidades para a correcao de poténcia 7. Para 0,1 < « < (0,7, 7 assumne um valor proximo
de % A pergunta que podemos fazer ¢ se, quando a = 0,8 , 0,9 e 1, suas curvas nao terao
um comportamento similar a quando o = 0,7 (que sai do valor 2, passa por wm mimino
e finalmente tem seu ponto de acumulagio em —;-) Note que na figura 3-3, a medida que
nos aproximamos do ponto isotrdpico, o minimo de 7 se desloca para a direita. Isto é
consistente com nossa discussao no primeiro capitulo, onde colocamos que o comprimento
de correlagdo de um sistema termodinamico estd ligado ao comportamento de escala de
sistemas finitos. Assim podemos associar a posi¢io desses minimos a uma indicacdo da
ordem de grandeza do comprimento de correlagdo dos varios sistemas termodinidmicos.
Seguindo esta idéia, ja que o sistema isotrépico tem comprimento de correlacao infinito,
T deve ter o valor de 2 para todo N. Por outro lado, como os sistemas com « = 0,8 e
0,9 tém um comprimento de correlacdo finito, esperamos que para um N suficientemente
grande, 7 passe por um minimo e encontre o valor de %

Na figura 3-5 apresentamos 1 como funcées de N e a. A tabela 3.2.2 e a figura 3-7

<
colocam % como fun¢ao de o. Usando a notagdo do paragrafo 1.3.3, temos que o resuitado
exato de [31] para 7 :
1 . o0 1 + e—2-y(2n-2)
E = —In (272 nl;[o —-———-—-1 +e—2’?(2ﬂ+1)

A tabela 3.2.2 compara nossos resultados com esses resultados analiticos. Como
vemos, existe umma tima concordancia entre eles, principalmente quando nos afastamos
do caso isotrépico.

() termo constante ¢, apresentado na figura 3-8, tem um comportamento analogo ao
de T e % Observe que as curvas apresentam um maximo & medida que nos deslocamos

em N (exatamente como nas curvas para 7).
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Figura 3-1: energia por spin do estado fundamental

Figura 3-2: energia por spin do estado fundamental,
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Figura 3-3: coeficiente da correqao de potencia para o estado fundamental.
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Figura 3-4: coeficiente da corregav de potencia para o estadu fundamental.
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Figura 3-6: coeficiente da correcao exponencial para o estado fundamental
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Figura 3-7: Gltimo valor da sequéncia do coeficiente exponencial em fungao da

Tabela 3.2.2 - Comparac¢ao do tltimo valor de % na figura 3-7 e o valor obtido da

anisotropia.

%" % % (exato)
1,0 | 1,5098E-7 0
0,9 0,00003 0,00010
0,8 0,0029 0,00324
0,7 | 0,01615 0,01618
0,6 | 0,04472 0,04480
0,5 0,09424 | 0,09441
0,4 017175 0,17189
0,31 0,28723 0,28928
0,2} 047255 0,47317
0,1 0,80658 0,80847

expressao de De Vega e Woynarovich.



i
wu
s ¥
LR ]
s
as

g

l]]’]’l:’l[l'l"l'l-r'l'lll
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3.3 Estado do Gap de Massa

Para o estado do gap de massa, descobrimos que a escolha adequada para as equagdes

do ansatz seriam os conjuntos:

I = 0,2,..,N-4,N—2
417
N
I = 01,.,~—-1
? 1 2

Como a energia por spin no limite termodinamico do estado do gap de massa é
igual a energia por spin do estado fundamental, usamos as extrapolagoes obtidas para
o estado fundamental como os valores de €5°. Nas figuras 3-10, 3-11 e na tabela 3.3.1 é

apresentada a energia por spin do estado do gap de massa em fungdo do namero de sitios

N e da anisotropia «.

Anisotropia { @ ) | N e €3 (exato)
0,10 500 | -0,252493750039258 | -0,252493750039258
0,20 500 | -0,259900010201978 | -0,259900010201978
0,30 500 | -0,271994018074520 | -0,271994018074520
0,40 868 | -0,288402772536724 | -0,288402772536724
0,50 1020 | -0,308611022987933 | -0,308611022987933
0,60 1020 | -0.331978286738509 | -0,331978286738509
0,70 1020 | -0.357778706529345 | -0,357778706529615
0,80 1020 | -0.385280236148497 | -0,385280314887152
0,90 968 | -0.413866518592205 —0,41386840792257&

Tabela 3.3.1 - energia por spin do estado do gap de massa.
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1
<

em [31], os valores de é coincidem com os encontrados para o estado fundamental (veja

Os coeficientes T, > e £ sfo apresentados nas figuras 3-12, 3-14 e 3-16. Como previsto

tabela 3.3.2). Novamente a correcio de poténcia (de mancira mais clara que no estado

3
21

fundamental) tende ao valor 3, se acreditarmos que, quando o = (0,8 e 0,9, as curvas
tém o mesmo comportamento que quando a = 0,7 para N sufucientemente grande. Pelo
comportamento apresentado no estado fundamental por o = 0,9 , podemos intuir que
o caso isotrdpico tem 7 = 2. Observe que ¢ atinge seu limite com sinal oposto ao do
estado fundamental. Isto estd de acordo com as previsdes de [31] e pode ser observado
nas equagoes 1.8 ¢ 1.9. Contudo, a maneira que este limite € alcancado é completamente

diferente do comportamento do estado fundamental.

@ | ¢
0.9 | 0,00011 | 0,00010
0,8 | 0,00301 | 0,00324
0,7 | 0,01609 | ©,01618
0,6 | 0,04470 | 0,04480
0,5 | 0,09480 | 0,09441
0,4 | 0,17167 | 0,17189
0,3 | 0,28871 | 0,28928
0,2 | 0,47187 | 0,47317

0,1 | 0,80244 | 0,80847

{exato) |

b

Tabela 3.3.2 - Comparagdo do dltimo valor de { na figura 3-14 e o valor obtido

analiticamente.
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Figurs 3-11. energia por spin do estado do gap de massa
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Figura 3-13. coeficiente da cottegio de poténcia para o estado do gap de massa
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3.4 Estado da Onda de Spin Antiferromagnética

Para o estado do gap da onda de spin, descobrimos que a escolha adequada para as

equagoes do ansatz seriam os conjuntos:

oy
1

Como no caso do estado do gap de massa, €3° € igual a €§°. Por isso usamos os valores
extrapolados para o estado fundamental como os valores de €°. Nas figuras 3-18, 3-19 e
na tabela 3.3.1 é apresentada a energia por spin do estado da onda de spin em funcdo do

numero de sitios N e da anisotropia a.

Anisotropia { @ )| N e € = e3°(exato)
0,00 290 | -0.246551724137931 | -0,250000000000000
0,10 290 | -0.249715922722821 | -0,252493750039258
0,20 712 | -0.259023290403060 | -0,259900010201978
0,30 1024 | -0.271545259841686 | -0,271994018074520
0,40 1024 | -0.288094985963329 | -0,288402772536724
0,50 1024 | -0.308420591885437 | -0,308611022987933
0,60 1024 | -0.331877977459891 | -0,331978286738509
0,70 1024 | -0.357738487422142 | -0,357778706529615
0,80 894 | -0.385267379887469 | -0,385280314887152
0,90 968 | -0.413863563077209 | -0,413868407922578
1,00 990 | -0.443143279332082 | -0,443147180559945

Tabela 3.3.1 - energia por spin do estado da onda de spin.
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Os coeficientes 7, = e £ s8o apresentados nas figuras 3-20, 3-22 e 3-24. Ao contrdrio

1

Y
dos casos anteriores, o limite termodinamico é ¢ aparenternente nulo para para todos os
valores de a. Novamente podemos pensar se (para N suficientemente grande), quando
a=0,8e 0,9, as curvas tém o mesmo comportamento que quando a = 0,7 . Com isso a

correcao de poténcia para a regiao anisotrépica seria 7 = 1. O caso isotrdpico teria 7 = 2.
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Figura 3-19: energia por spin do estado de unda de spin.
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Figura 3-22a: coeficiente da corregac exponencial para o estado de onda de spin.
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Figura 3-22b: cueficiente da correcac exponencial para o estado de unda de spin.
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3.5 Estado da Onda de Spin Ferromagnética

Para essc estado podemos resolver de maneira analitica as equagdes do ansatz de Bethe.

Relembrando, as equagdes para este caso sao 2.5 e a condicdo de quantizacdo 2.14.

1 1
ef = TN (1 — acos(k)),
I
k= QwF, onde I é um inteiro.

Assim dado o inteiro I, temos o estado k correspondente que escala com 7 = 1 e

£ = +oc. Em particular o estado de mais baixa energia se encontra com I—— = k=,

nos levando a energia:

1

W |

N
€fk=n
Podemos escrever a funcéo de onda desse estado em fungio de k:

zkzh:

[y, e
1, k \/_ Z

A fungdo de correlagido S7S? é uma matriz diagonal na base de 5*. Sua agéo sobre
um ket |z} é da forma:

roz . TlT)ser=ux
SiSrle) = —|z)yser ==

Com isso obtemos para o estado 11/;_?" ) & sequinte funcédo de correlagao:

N

Wi (Si87w) = W 7:2 7)) \/iﬁe”ﬂx) ,



) z|. 5N AN 1 2
g = (WralSTSII L) — WIS WS ) = 5 (N -2 1= —%.

Dessa forma vemos que a fungdo de correlagdo é uma poténcia do tamanho. Para

caleularmos a ordem de longo alcance, definimos:

N N 1
r = — r = -,
5 9n, .
=1 .
M= i, oxr

Note que isto implica que as correlagoes vio a zero como uma poténcia da distancia,
o que estaria associado a nao existéncia de uma ordem de longo alcance, o que implica,
por nossa defini¢ao, em um comprimento de correlagdo infinito. Esse foi exatamente o

resultado que inferimos por scaling (defini¢do da fungdo de correlagio 1.4).



3.6 Gap de Massa
Por defini¢ao o gap de massa GV ¢,
6y = Nel — )

Nos paragrafos anteriores observamos que €} e ¢} obedecem as leis de escala:

£ . Py
N = & + — (caso isotrépico)

£ N
N o0 a & . s
€ = €5 -+ —F€e ¢ (€aso ansotropico) e € = ¢
0 3
0 N3 ( ) 1] Q N2
N oo &1 _N . - N oo &1 : Ay
e = €5 E%-e < {caso anisotrépico) e €; =eg + 3 (caso isotrépico)

Usando esses resultados, esperamos que 0 gap de massa se comporte como:

N N
N e ¢ e < .
Gy = (g1 —e&¢) —1 = €¢—, para o caso anisotropico, {3.1)
Nz N3
N _ 1 1 .
Gy = (e1—¢o) N = 6y Para o caso isotrépico.

Na figura 3-25 apresentamos o gap de massa como funcdo de N e . Em 3.26 ja

podemos observar que o caso isotropico deve escalar com o inverso de N.

Os resultados das figuras 3-27, 3-29 e 3-30 corroboramn de forma aproximada as
equacoes 3.1. Em particular os valores de % apresentados em 3-29 e na tabela 3.6.2

estdo em condordancia com as predi¢tes feitas via anstaz de Bethe.
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Figura 3-26: gap de massa
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Figura 3-27: coeficiente da correcao de poténcia para o gap de massa.
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Figura 3-28. coeficiente da correcao de poténcia para o gap de massa.
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Figura 3-29: coeficiente da correcas exponencial pars o gap de massa.

a . ¢ (exato)
U9 | 000010 | 000010
U | 000311 | 0,00324
0,7 | 001612 | 001618
0.6 | 004473 | 004480
0.5 | 009419 | 0,09441
041017163 | 0,17189
0.3 | 0.28890 | 0,28028
0.2 | 047251 | 047317

0.1 | 080776 | 080847

Tabela 3.6.2 - Comparagao do iiltimo valor de £ na figura 3-29 e o valor analitico.
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Figura 3-30: termo constante da lei de escala du gap de massa.
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Figura 3-31: termo constante da lei de escals du gap de massa,
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3.7 Gap da Onda de Spin

O gap da onda de spin € definido como:

De forma oposta ao gap de massa, é nulo no limite termodinamico para todos os
valores de a, o gap da onda de spin tem valor milo apenas no caso isotropico. Para calcular
os coeficientes de escala do estado do gap de massa na segdo 3.2.4, usamos que €5° = €3°.
Da mesma forma podemos argumentar que €° = ¢;°. A expressdo analitica para o gap
da onda de spin no limite termodinamico pode ser encontrado em {35]*. Na tabela 3.7.1
apresentamos os resultados obtidos para sistemas finitos e os valores extrapolados pelos

diferentes métodos. Como podemos ver os resultados estdo em perfeita concordancia com

o resultado analitico.

off = Nef — )

o N G | G (Shank) | G (VBS) | G° (Taylor) | GP° (exato)
0,1 290 | 0,805569922 0,805521 { 0,8055133 | 0,805512490 | 0,805512497
0,2 7121 0,624224497 0,624204 | 0,6241995 | 0,624199526 | 0,624199526
0,3 | 1024 | 0,459528431 0,459506 | 0,4595035 | 0,459503515 | 0,459503519
0,4 11024 | 0,315173451 0,315285 | 0,3151244 | 0,315124412 | 0,315124412
0,5 | 1024 | 0,195001449 0,194908 | 0,1949011 | 0,194901135 | 0,194901135
0,6 | 1024 | 0,102716701 0,102504 | 0,1024874 | 0,102487170 | 0,102487172
0,7 | 1024 | 0,041184366 0,040592 | 0,0404185 0,0405350 0,0405387
0,8 | 994 | 0,011687991 0,008822 |  0,008900 0,008836 |  0,0088026
0,9 | 968 [ 0,005460446 0,000974 (0,000149 0,000205 0,000303
1,0 | 990} 0,004693474 7,36%x107% | 1,30x10~% | -5,24%x10°8 0

Tabela 3.7.1 - valores encontrados para o gap da onda de spin.

1G$* = asinh(y) Y 0.

—1m

n=—00 cosh(ny}
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Nos pardgrafos anteriores vimos que €} e € obedecem as leis de escala:

€0 _N . ‘. Ep . .
Y = &+ RF-%-e ¢ (caso anisotrépico) e € = €5 + 2 (caso isotrépico)
N [a’e] 62 . P N o0 32 . P
€, = € + N (caso anisotrépico) e €, = €g° + Nz (caso isotrépico)

Isto implica que o gap da onda de spin tem a forma:

_ N
N e ( - Fd 3
Gy = &3 —go—, para o caso anisotropico, (3.2)
Nz
N 1 .
Gy = (&9 —eq) 7 ara o caso isotrépico.

Assim vemos que €, é o responsavel pelo valor nao nulo de G5° no limite termodinamico.
Esse resultado € apresentado na tabela 3.7.2. Para a < 0,7 obtivemos uma boa con-
cordancia entre os valores de ) e GP. Os casos o = 0,8 e 0,9 apresentam a mesma
tendéncia e provavelinente acharao os valores corretos para N suficientemente grande
(veja figura 3-24). A figura 3-32 mostra que, no caso isotrépico, o gap tende a zero com
o inverso de N.

Seguindo o que fizemos nos paragrafos anteriores, estimamos 7, % e £ usando os valores
da tabela 3.7.1. Os resultados sao apresentados nas figuras 3-34, 3-36 e 3-38. Podermos ver
que o caso isotrdpico realmente escala com o inverso de N. J4 o caso anisotrépico revelou-
se diferente do que esperavamos. N&o foi observada nenhuma dependéncia exponencial
e, para N suficientemente grande, 7 é igual a 2 (independendo do valor da anisotropia).
Sera necessario estudarmos termos de ordem superior no estado da onda de spin para
explicarmos este comportamento. Contudo, desde ja, podemos concluir que a lei de

escala, que governa o comportamento de e} (figura 3-23 e 3-24), ¢ a responsavel por nos

impedir de ohservar o termo exponencial de 3.2.
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a N ey G°
1,01 978 | 3,5271 | 0,0000
0,9 { 958 | 3,1310 | 0,0003
0,8 798 | 0,9330 | 0,0088
0,7 1 1020 { 0,0703 | 0,0405
0,6 { 1020 | 0,1117 | 0,1025
0,6 | 1020 | 0,1989 | 0,1949
0,4 | 1020 | 0,3171 | 0,3151
0,3 | 1020 | 0,4605 | 0,4595
0,2 708 ! 0,6251 | 0,6242
0,1 | 278 | 0,8074 | 0,8055
0,0 | 278 | 1,0000 | 1,0000

Tabela 3.7.2 - comparagio dos valores obtidos no paragrafo 3.4 e o valor analitico.
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Figura 3-32. gap da onda de spin antiferromagnética.



Figura 334: cueficiente da correcas de potencia para o SWG
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Figura 3-35: coeficiente da corregau exponencial para o SWG.
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Figura 3-36: coeficiente da corregao exponencial pars o SWG.
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Figura 3-38: termu constante da lei de escala do SWG.
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Capitulo 4

Discussao e Conclusao

De maneira sintética, na primeira parte de nosso trabalho:
o definimos o modelo XXZ,

e colocamos de forma qualitativa e quantitativa o que seriam os efeitos de tamanho,

introduzindo conceitos importantes como o comprimento de correlacéo.

o definimos os estados de nosso interesse para o estudo dos efeitos de tamanho. Esses
foram: o estado fundamental, o estado do gap de massa, o estado da onda de spin

antiferromagnética e o estado da onda de spin ferromagnética.

No capitulo 2, definimos ¢ aplicamos o ansatz de Bethe para o modelo XXZ. Com ele,
encontramos expressoes para os valores das auto-encrgias para todos os auto-estados da
hamiltoniana do modelo. No capitulo 3, resolvemos as equacoes do ansatz e estudamos
os efeitos de tamanho para os estados definidos no primeiro capitulo. Usamos para isso o

ansatz de que em primeira ordem, todas as auto-energias tem uma lei de escala da forma:
N _ 400 — -
A = AP +eNTe <

O comportamento desses estados em fungio de iw\r ¢ mostrado para diversos valores

da anisotropia nas figuras 4-1, 4-2, 4-3 e 4-4. Como vimos anteriormente, o limite ter-
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mudinamics € antingide mais rapidamente nos casus de alta anisotropia {o << 1}
Apesar de nau ter sidu calculado o estado do gap de massa do casu isuttopiou . podemos
extrapolar do comportamento da figura 4-2 que ele coinside com o estadu da onda de
spin antiferromagnetica para todos os valores de N. Essa conclusao esta de acordu com
a solugao para peguenas cadeias feitas por Orbach em [27] e os trabalhos analiticus de
Yang-Yang. Por 1sso, no caso isotrépico, todas as afirmacoes feitas para o estado da onda

de spin antiferromagnética, tambem valem para o estado do gap de massa.
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— A0 G Onda de Spin Anirericmagnitca
0.8 b= m——— Eatado da Oneda da Spin Fushomeg nitics
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Figura 4-1: caso 1sotrapico.
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Figura 4-2: caso amisotropico com comportamento muito similar ac do sistema

isutrapico.
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Figura 4-3: valur intermediario da anisotropia (entre o caso isotrdpice e o caso de [sing).
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Figura 4-4: caso altamente anisotiopico, com comportamento muito proximo do caso de

Ising.

Nosso trabalho nos leva a duas discussoes bem distintas. E obvio que as leis de escala,
pur si 86, constituem um topico relevante, Isto sera o tema do proximo paragrafo: um
resumo das expressoes do capitulo anterior, cum especial atengao para o punto isotropico
e uma discussio mais detalhada do estado da unda de spin antiferromagnética. No
iltimo paragrafo retornamos as 1déins do primeiro capitulo, discutindo como podemaos, &
partir de resultados de scaling, inferir o comprimento de correlagao de sistemas no limite

termodinamico.
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4.1 Leis de Escala

Em primeira ordem, encontramos as leis de escala:

caso isotropico | caso anisotrépico
N o0 £ o0 eq —% i
€5 € + 75 € + R{-‘%—e <
_N
| =t | e
)
& €’ + 3= € + 2
N 1_2 1_ 1
i A~ N s~ w{l+a)

Como vimos no capitulo anterior, % € uma fun¢do da anisotropia o (mostrada na
figura 3-7). A expressao analitica dessa funcio foi encontrada por Vega e Woynarovich

em [31):

oo —2y{2n+2) \ 2
% =—In {Ze‘g nl;[ﬂ (%ﬁ) ] , com 7y = arccos h (é) .
Pode ser observado nas tabelas 3.2.2, 3.3.2 e 3.6.2 que nossos resultados numéricos
confirmam esta previsao analitica para o estado fundamental e para o gap de massa.
Também esta de acordo com o trabalho de Vega e Woynarovich, para a regido
anisotrdpica, a corre¢io de poténcia com valor % Nossos resultados mostram que, para a
regiao de alta anisotropia, os termos constantes €p € €; tem o mesmo limite (veja tabela
4.2.1), o que esté de acordo como as equagdes 1.8 e 1.9. O ponto interessante ¢ que esse
limite é alcancado de forma muito diferente pelos dois estados (como pode ser visto na
figura 4-5}. Isto ndo é Sbvio nas expressdes analiticas 1.8 e 1.9, que a principio sug-
erem que os estados escalam da mesma forma. Sem duvida, essa é uma assinatura dos
efeitos de tamanho. Isto significa que mesmo obtendo bom resultados para os termos
% e T, continuamos longe do regime de validade das expressoes 1.8 e 1.9. Os resultados

finitos continuam sentindo o ponto isotropico, que ndo apresenta essa simetria (veja as

expressoes 1.10 e 1.11).
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& =
3 =
P
Entachts cho G e Massess
= nerEl ot
- | Bt Fudeeis
1 i M Ta e SR i 1 i | 1
o 00 Lo 1] A o
N

Figura 4-5: comparagao entre £y v €.
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Como pode ser observado nas figuras 3-6 e 3-22, o caso isotrépico apresenta um
comportamento de poténcia para todos os estados. Isso confirma, em primeira ordem, as
expressoes 1.10 e 1.11 de Woynarovich e Eckle. Com base nelas, refizemos nossos célculos
propondo as seguintes leis de escala:

Eévzﬁgo+%+_b0_

N N oo 4 bl
= =t
12 % " N2 N2InN
Na tabela 4.2.2 e nas figuras 4-6, 4-7, 4-8, 4-9 e 4-10, apresentamos os resultados
obtidos. Os termos de correcdo logaritimica by e &, se encontram ainda muito longe
dos valores previstos em 1.10 e 1.11, porém apresentam uma clara tendéncia na dire¢ao
desses valores. Os termos de primeira ordem ,ey € a;, estao em concordancia com os
68 _

valores previstos, se mostrando melhores que os resultados obtidos anteriormente (¢J

—0, 82518 e £28 = 3,52708).

valor finito | valor das expressoes 1.10 e 1.11~—|
ad® | -0,82253 -0,82247
b3 | -0,13555 -0,28235
a7®? 4,0722 4,11234
b{B0 | -1,71478 -2,46740

Tabela 4.2.2 - comparacio entre os valores obtidos a partir dos resultados finitos e as

expressoes assintdticas.
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Figura 4-6: correcdo de primeira ordem para o estado fundamental no caso isotrdpico.
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Figura 4-7: primeira correcao logaritimica para ¢ estado fundamental no caso isotrdpico.
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Figura 4-9: primeira corregio logaritimica para o estado do gap de massa no caso

isotrépico.
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O estado da onda de spin antiferromagnética nfo apresentou dependéncia exponencial
em toda a regiao nao critica. A figura 3-22 mostra que % nao assume um valor significa-
tivo (mesmo para cadeias pequenas). Se isso for verdade, uma lei de escala puramente
de poténcias teria uma convergéncia mais ripida (apresentando resultados melhores).

Propomos dessa forma a expressao:

N b

€y =€y + N N2+——

Através dessa lei esperamos obter informagoes sobre os termos de correcao de ordem
supcrior. Além disso poderemos observar a mudanga de comportamento (cross-over) de
= para 5 a0 sairmos do caso isotrépico. Tomando trés valores consecutivos de e},
N bN e CN

obtemos a resolvendo o sistema linear. Nas figuras 4-10 a 4-15 apresentamos

os resuttados encontrados.

o N a GY o

1,0 { 978 | 1,30%x107% | 0.0047506 0

0,9 | 958 | 0,0002842 | 0,0055136 | 0,0003029
0,85 | 1718 | 0,0020443 - 0,0020408
0,8 | 798 | 0,0082174 | 0,0122351 | 0,0088027
0,7 | 998 | 0,0404595 | 0,0412163 | 0,0405387
0,6 | 998 | 0,1024763 | 0,1027285 | 0,1024872
0,5 | 998 | 0,1948988 | 0,1950067 | 0,1949011
0,4 | 998 | 0,3151236 | 0,3151760 | 0,3151244
0,3 | 998 | 0,4595034 | 0,4595298 | 0,4595035
0,2 | 708 | 0,6241993 | 0,6242248 | 0,6241995
0,1 | 278 { 0,8055114 | 0,8055749 | 0,8055125

Tabela 4.2.3 - comparagdo entre o valor do gap da onda de spin e o primeiro termo

de corregao para o estado da onda de spin.
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Figura 4-10; termo de correcao de primeira urdem para o estado da onda de spin.
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Figura 4-12: termo de correcao de segunda ordem para o estado da onda de spin.
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Figura 4-13: termo de currecao de segunda ordem para o estado da onda de spin.
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Figura 4-15: terine de correcac de terceira ordem para o estado da onda de spin.
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As figuras 4-10 ¢ 4-11 apresentam uma convergéncia extremamente rédpida para o
termo a. E importantc notar que, como esperdvamos, o termo @ é o responsavel pelo
valor do gap da onda de spin no limite termodindmico. A tabela 4.2.3 mostra que os
valores encontrados para a" sao pelo menos uma ordem de grandeza mais préximos do
valor de G que GJ'.

QOutro resultado importante € o cross-over nas figuras 4-12 e 4-13. De maneira clara

para todos os valores de anisotropia, os sistemas comecam com um termo de corre¢ao

1
NE

nao nulo em A medida que aumentamos o tamanho do sistema, o valor de ¥ vai a
zero. €) instante em que isto ocorre estd ligado ao comprimento de correlagio do sistema,
assunto que serd discutido no préximo paragrafo. A figura 4-14 mostra de marmeira clara
que, a partir desse valor de N, o termo de corregao ¥V vai a zero como uma poténcia de
N, independente do valor da anisotropia. Por regressao linear obtemos que este expoénte
seria da ordem de 2. Isto implica que, a partir desse ponto, temos uma correcio efetiva
da ordem de = para todos os sistemas finitos, passando a dominar o termo de terceira

ordem, ¢:

Em 4-15, observamos que ¢ é uma funcao de «, tal que quando N— oo:

a—=0=c¥ 50ea—1= " > .

Note que esse é exatamente o comportamento da fun¢éo ¢ de . Isto nos levon a pensar
se nao haveria uma correspondéncia entre essas duas funcoes. Em primeira ordem, propo-
mos que clas sejam proporcionais. Com isso, graficamos o 1iltimo termo das sequéncias
¥ (a) e a fungdo ({c) nas figuras 4-16 e 4-17, usando a constante de proporcionalidade

k= 0,1223. A tabela 4.2.4 apresenta os valores numéricos correspondentces.
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i | N 1_""'I K.CN L l—h— é
0.7 | 998 | 511 | 62,50 | 62,50 | 0,0160 | 0,0160
06| 998 | 218 | 26,66 | 22,32 | 0,0448 | 0,0375
05998 | 100 1223 | 10,59 | 0,0944 | 00818
04998 | 50 | 6.12 | 582 | 01719 | 0,1635
03|998| 25 | 3,06 | 346 | 0,2893 | 0,3270
02708 12 | 147 | 2,11 | 04732 | 0,6813
011278 5 | 0,61 | 1,24 | 08085 | 1,6352
Tabela 4.2.4 - comparagao entre as funcoes ¢ (a) e cla, V).
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Figura 4-16: comparagac entre a funcao { e ¢ usando a eonstante de proporcionalidac

K.
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Figura 4-17. comparagao entre a fungao ¢ e ¢ usando a constante de proporcionalidade

K.

A figura 4-17 nos sugere que, em primeira ordem na regiao que estamos estudando,
o estado da onda de spin antiferromagnética, na regiao anisotropica, obedece a lei de

escala;

y G

N o 2 :

£y = E | b e
i eI K N3

E importante ressalvar que esta expressac & um fitting para o termo em N *{ o finico
deste trabalho ).
Para finalizar, nsando os resultadus desenvolvidos no capitulo 3 e neste paragrafo, o

gap de massa e o gap da unda de spin obedecern as leis de escala:
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caso anisotrépico caso isotrdpico

-4
G¥ (g1 — €0) ﬁ (af® — a§°) & + corregdes logaritimicas
aow

GY Gy +15 {a® — a$®) & + correcBes logaritimicas

4.2 Comprimento de Correlacao

No primeiro capitulo fizemos uma discussio qualitativa do significado do comprimento de
correlagao. Definimos quatro regimes bem distintos que um sistema passa ao ser escalado.

Recapitulando:
e os efeitos de superfice sdo da ordem dos efeitos volumétricos.

¢ o comprimento do sistema € muito menor que seu cormprimento de correlacao; neste

caso podemos considerar o comprimento de correlagao como infinito.
e o comprimento do sistema ¢ da ordem de seu comprimento de correlagao.

e o comprimento do sistenta é maior que seu comprimento de correlagao, ele tera seu

comportamento convergindo rapidamente para o limite termodindmico.

Aplicando essa idéia ao modelo XXZ, um sistema anisotrdpico suficientemente pe-
queno terd um comportamento similar ao do caso isotrépico (com comprimento de cor-
relacfio infinito). Isto pode ser observado ao longo de todo o nosso trabalhio. Por exemplo:
na figura 3-4 os casos o = 0,9 e 0,8 tém inicialmente o mesmo comportamento que a = 1
(tendendo ao valor 2). Em wmn determinado instante, a curva de o = (3,8 se separa das
curvas de @ = 1 ¢ 0,9, procurando o valor g— Como haviamos dito no capitulo 3, cs-
peramos que (para N suficienternente grande) a = 0,9 tenha o mesmo o comportamento
que quando « = 0,8. Este fenémeno também pode ser observado nos graficos 3-9, 3-13,
317, 3-21 e 3-24. Contudo, a melhor caracterizac@o do cross-over entre as leis de escala

se encontra nos graficos 4-12, 4-13 ¢ 4-14. Note que inicialmente para todos os valores
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Na figura 4-18 ampliamos a figura 3-3 ¢ marcamos o8 pontos com 1, 25 e 5% de

desvio do valor do caso ISOTTOpHCC,

[Deseio de 2.5% do valr sairbpion

Figura 4-18: ampliacao da figura 3-3.

Em 4-13 o caso isotropico € mitidamente wma ftuncao crescente, @ por isso, a posicao
dos maximos das curvas (N, = 1) tambéin corresponderiam a wms estimativa para do
comprimento de correlacio,. Esses valores estao listados na tabels 4.3.1 e juntamente com
os desvios de 7Y constituem wna estimativa para o comprimento de correlacio. Fisica-

mente eles {‘-I.':I!'I'i."‘-!'IIH}Ill.']Eﬁi A0 instante ©I10 Oile O Hi.‘-:it[_‘:]'ﬂi-ﬁ SETILETL e Sehls :!(_'.I-]’]_l']-rilij_l:n]'.l:ﬁ

de correlacao sao finitos,
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Figura 4-19: comparacao entre os N correspondentes aos maximos da figura 4-13, o

inversa do gap da onda de span e 4 funcao £

Como dissemos no capitulo 1, usualmente se coloca que o comprimento de correlacac
da hamiltoniana de Heisenberg-lsing ¢ o inverso do gap da onda de spin. O comprimento
de correlagao do modelo de 6-vértices é a funcao £ = 3 (veja caitulo 1), A pergunta que
podemos fazer é se essas definigoes para o comprimento de correlacao correspondemn on
nac a defimcao gualitativa que colocamos apteriormente.

Nas fignra 4-19 ¢ 4-20. vemos que o inverso do gap da onda de spin ¢ menor que
nossas estimativas pars o comprimento de eorrelagao.

Na tabela 4.3.2 vemos gue a medida que nos aproximamos do ponto iSotropico nossas
estimativas vao se fornando cada vez melhores. A pequena piora no caso o = 0,85 pode
ser justificada pela introdugac de erros numéricos devidos a estarmos trabalhando com

cadelas muito grandes.



a G_l‘é"? £ | desvio de 1% | desvio de 2,5% | desvio de 5% | "mdzimo” de b

1 o0 oC - - - -
0,9 | 3300 | 4838 - - - -
0,85 | 490 | 570 - - - 092
08 | 114 | 154 36 112 176 152
6,7 25 31 14 24 34 34
0,6 10 11 8 11 14 14
0.5 9 ) 6 7 8 8
0,4 3 3 4 Y 6 -
0,3 2 2 - - 4 -
0,2 | 1,60 | 1,05 - - - -
0,1 | 1,24 | 0,62 - - - -

0 [100]| O ; . - ;

Tabela 4.3.1 - estimativa para o comprimento de correlacao em comparagdo com

e £.

Da tabela 4.3.2, vemos que a funcio £ (a) se aproxima muito bem de nossas estima-

tivas para o comprimento de correlagao. Isto estd de acordo com o trabalho de Mizuta,
Nagao ¢ Wadati {24]. Segundo este trabalho o comprimento de correlagdo do modelo de

6-vértices é igual ao comprimento de correlacao da cadeia XXZ. Ou seja, o comprimento

de correlagdo da Hamiltoniana de Heisenberg-Ising é dada por:

6:

1

1

2 i (
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1
5T ‘g, onde v = arccosh (-—) .
1 Jre—zw{zn+2)) 2
1te—27(2nt1)

&
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& | razao entre é e 0o "mdzimo” de b | razao entre € e o "mdrimo” de b
0,85 0,89 0,97
0.8 0,75 0,99
0,7 0,74 0,91
0,6 0,71 0,79
0,5 0,63 0,63

Tabela 4.3.2 - comparac¢do entre uma estimativa para o comprimento de correlagéao e

as fungoes Glg° ef.

Nao podemos deixar de ressaltar que o inverso do gap da onda de spin, também tem
1 comportamento muito similar ao da fungao £ & medida que nos afastamos do limite
de Ising, e assim, constitui uma boa maneira de se estimar o comprimento de correlagao
do modelo de Heisenberg-Ising sem recorrer a forma expli'cita da funcao £.

Uma resposta numérica para a pergunta de qual fungao constitui urmaa melhor esti-
mativa para o comprimento de correlacao poderia ser dada pelo estudo do caso a = 0,9
, J& que para este caso exite uma diferenca muito grande entre as fungdes £ e é Assim,
se pudermos calcular cadeias da ordem de 4000 sitios, poderemos responder de forma
definitiva qual fung¢do melhor representa o comprimento de correlacao da cadeia XXZ.
Com nossas condigdes atuais, o tempo computacional para isso seria extremamente alto,
tornando invidvel este cilculo.

A questdo final que podemos levantar é exatamente a inversido do raciocinio de tudo
que fizemos até agora. Partindo apenas do estudo de sistemas finitos, fomos capazes de
encontrar as leis de escala. Obtemos com bastante precisio o termo exponencial da lei
de escala do estado fundamental (¢). Agora, se supormos o ansatz de que este coeficiente
estd ligado de uma forma bastante simples com o comprimento de correlagao, digamos

proporcional ( £ = ¢ ), e estitnarmos de forma independende &, podemos encontrar esta
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constante de proporcionalidade e assun obter de maneira bemn precisa o comprirpento
de correlacao. Este procedimento € aplicavel a gualguer sistema, integravel ou nao por
ansafz de Bethe, ¢ potencialmente pode constituir uma ferramente interessanfe para o

entendimento de noves sistemas fisioos,

1‘:“]]‘: 1
1| = Neorespondents ac Maximo ge b +
" @ Desvio de 5% do valor ISOtropico.
. & Desvio de 2,5% do walkr isolrépico
- Desvio de 1% do valkr isotrapico
1000 #  Inverso do gap da onda de spin.

=

|

10

Lotrnd

Figura 4-2): estimativa do limite infenor para o comprimento de correlagao em

A e L
COLparacao com g & ko
Tty -
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4.3 Conclusao

Neste trabalho, desenvolvemos e aplicamos o ansatz de Bethe para o modelo de Heisenberg-
Ising. Encontramos as auto-energias de cadeias com 4 a 1000 sitios, solucionando as

equagoes do ansatz. Usando as idéias de Finite-Size-Scaling encontramos as leis de es-

cala:
caso isotropico | caso anisotrépico
: oo 08225 0,355 00 4 g %
estado fundamental €5 3 Ni(n N ey +-%e

oo | A0722 17148 o, g —X
estado do gap de massa € + 2N T NN € + e

" ) I T Y 0o, 40722 17148 o OF | 1
estado da onda de spin antiferro. e + 5 — Mun | €@ +tF+ “—vgg

: 1.2 1 1

estado da onda de spin ferro. AT i1+

d 4,8047 ~ 1 ! : B
gap de massa | 1 +corregoes logaritmicas (1 — o) &1
gap da onda de spin i'%+C(:rrrt::(;(;')«m logaritmicas ® + %T\%

As leis de escala para o estado da onda de spin antiferromagnética e o gap da onda
de spin na regiao anisotrépica, até onde sabemos, sdo resultados novos.

Usando o cross-over das leis de escala do estado da onda de spin antiferromagnética,
fomos capazes de estimar o comprimento de correlagiao de uma maneira sistematica para
varios valores de anisotropia. Nossas estimativas concordam de forma bastante razodvel
com as expressoes analiticas encontradas por Baxter[6, veja pgina 155 e Johnson-Krinsky-
McCoy[18] para o comprimento de correlagdo do modelo de 6-vértices { £ ). Isto estd
de acordo com o trabatho de Mizuta, Nagao e Wadati [24]. Segundo eles, a fungéo de
correlagao do modelo de 6-vértices € igual a fungdo de correlagéo da cadeia XXZ. A partir
da defini¢ao qualitativa de comprimento de correlagio, fica claro que existe uma relagao
entre as leis de escala e o comprimento de correlacdo. Analisando as expressdes analiticas
de de Vega e Woynarovich[31], baseadas no ansatz de Bethe, vemos que o coeficiente da
corregao exponencial, {, é exatamente a metade do comprimento de correla¢do do modelo

de 6-vértices. Apesar de de Vega e Woynarovich[31] conhecerem esta ligagao, isto nao foi
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colocado de forma explicita em seu trabalho.

Finalmente, observamos que podemos inverter este raciocinio. Partindo apenas do
estudo de sistemas finitos, fomos capazes de encontrar as leis de escala. Obtivemos com
bastante precisio o termo exponencial da lei de escala do estado fundamental (¢). Agora,
se supormos o ansatz de que este coeficiente estd ligado de nma forma bastante simples
a0 comprimento de correlacdo, digamos proporcional { £ = k¢ ), e estimarmos de forma
independende £ (das formas propostas no capitulo 4 por exemplo), podemos encontrar
esta constante de proporcionalidade e assim obter de maneira bem precisa o comprimento
de correlacio. Este procedimento é aplicavel a qualquer sistema, integravel ou nao por
ansatz de Bethe, e potencialmente pode constituir uma ferramente interessante para o
entendimento de novos sistemas fisicos. Este tipo de procedimento, até onde sabemos,

ainda nao foi aplicado a nenhum outro sistema.

99



Apéndice A
Métodos de Extrapolacao

A.1 Método de Shank e VBS

O método de extrapola¢do mais simples que temos 6 método de Shank.
Considere uma sequéncia monotoénica de mimeros A,,, que acreditamos ter um ponto

de acumulagdo A. (4, — A) é uma outra sequéncia monoténica com limite zero,

fn:A-n_A

Se considerarmos trés termos consecutivos da sequéncia f,,, podemos gerar uma nova

sequéncia, hy,, que converge a 1 ainda mais rdpido que a sequéncia f, converge a 0.

gn = fn+1,
fa
b, = It
gn
Assumimos, entao, a igualdade:
he =1
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e, relernbrando as defini¢des, temos uma equacao de primeira ordem em A:

(s = N (A= A)
(Ani1 — A ’
 Auad, - A2

Al = A, —2A,

Isto gera uma nova sequéncia de nlmeros que estd mais proxima do valor limite A
que a sequéncia original A,,.
No mesmo espirito do método de Shank, temos o algoritimo VBS.

Considere as equagoes:

1
Pl o= PRy ,
Qr — Qas
Qm o Qm—1+ 1
SR - Py
L— (=)™
Xy = — 5

onde Q! = 0 e P® = A,. Cada nova sequéncia de P estard mais préxima do limite
da sequéncia original. Como caso especial, se colocarmos a = 0, obteremos novamente o
algoritimo de Shank.

Mais detalhes sobre esses métodos de extrapolagdo podem ser encontrados em {5].

A.2 Método de Taylor

No pardgrafo anterior vimos dois métodos padroes de extrapolac¢io de sequéncias numéricas.
Contudo, note que nos dois casos fazemos o produto de dois termos da sequéncia inicial.
Caso nossa sequéncia inicial jé esteja muito proxima do sen limite (mais que metade da

precisdo numérica da mdquina), cstes algoritmos de extrapolagdo ndao melhorardo esta
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sequencia. Pensando nisso, propomos um método de extrapolagao baseado na série de

Taylor.

Considere uma sequéncia monoténica A,, com limite A. Se pudermos pensar que

existe uma fungao f que interpola os termos da série A, tal que:

1
f (_) - An'
n
Com essa defini¢éio no limite de n— oo, obtemos que f(0) = A. Para n suficientemente

grande, podemos expandir a fun¢éo f em sua série de Taylor.

(E)-r0- L0 L0 10

Truncando a série na ordem j e tomando j termos consecutivos da sequéncia inicial,

+ ...

temos um sistema linear de grau j que podemos resolver.

A, 1 L = prel f(0)
1 1 1
Aps1 1 oa 2n+1)? T ji(n+1) £(0)
_ 1 1 1
Ani2 | = | 1 53 s o sy f(0)
| Anas I Fl{-i 2(nij)2 jr{nlmf 1L £1(0) |

Com isso geramos uma nova sequéncia A, = f (0), que serd mais préxima do limite
A que a sequéncia original. Note que para acharmos essa nova sequéncia nao precisamos
clevar ao quadrado nenhum termo da sequéncia original. O erro numérico que existe

agora se encontra na inversdo da matriz.
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