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Resumo

Neste trabalho, usando como sistema protétipo o chamado potencial NELSON de
dois graus de liberdade, procuramos tracos da dindmica classica no emaranhamento dos
subsistemas do andlogo quéntico deste sistema. Através da escolha de uma superficie de
energia com regime dindmico misto, escolhemos condi¢des iniciais regulares e cadticas no
espaco de fase, nas quais centramos estados coerentes com larguras compardveis as
estruturas presentes nas superficies de seg¢des. Diagonalizando numericamente o
Hamiltoniano, evoluimos os estados inicialmente separdveis e coerentes e determinamos o
emaranhamento dos subsistemas por meio do cdlculo do defeito de idempoténcia (ou
entropia linear) de um dos subsistemas. Calculamos também a evolu¢do das distribui¢des
de Husimi e das populagdes e coeréncias do operador densidade reduzido. Concluimos, dos
resultados obtidos, que, no regime escolhido, o emaranhamento é mais ripido e mais
intenso (no sentido de envolver mais estados) para estados associados inicialmente as
condi¢des iniciais cldssicas cadticas, do que para os associados as condicdes iniciais
regulares. Entretanto, notamos que as vizinhancas da condicao inicial também exercem um

papel importante nessa rapidez e intensidade do emaranhamento.
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Abstract

In this work, using a system with two degrees of freedom called NELSON as a
prothotype system, we search for signatures of the classical dynamics in the entanglement
of the subsystems of the quantum analog of this system. By means of choosing an energy
surface that presents a dynamical regime with regularity and chaos simultaneously, we
choose chaotic and regular initial conditions in the fase space, and center coherent states
on it with the width comparable with the structures present in the surface of section.
Diagonalizing numerically the Hamiltonian, we have evolved in time the states initially
separable and coherent and determined the entanglement of the subsystems by calculating
a subsystem’s idempotency defect (or linear entropy). We have also calcuted the time
evolution of the Husimi distributions and the populations and coherences of the
subsystem’s reduced density matrix. We have concluded that, in the chosen regime, the
entanglement is faster and more intense (in the sense that there are more states involved)
for states initially associated with chaotic initial conditions than states associated with
regular initial conditions. However, we have noticed that the region surrounding the

initial condition plays an important role on how fast and intense the entanglement occurs.
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Introducao.

Virios métodos, ao longo dos anos, ja foram aplicados para se encontrar tracos do
caos em regime quantico [l]. Sistemas que classicamente exibem caos, quando
quantizados, apresentam, por exemplo, um certo tipo caracteristico de estatistica na
distribuicdo de seus niveis, em regime semicldssico [2]. Algumas propriedades dos
autoestados destes sistemas também ja foram amplamente abordadas [3]. Porém, muito
sobre as evolugdes temporais estd em aberto, e € nesse sentido que pretendemos explorar.

Para isso, tomamos um sistema cadtico particular de dois graus de liberdade

chamado potencial NELSON [4], cuja Hamiltoniana é:

pz p2 X2 2 /.sz
H=—"*+—2+y-——| +— (
5 T (y ) (D

z

Classicamente, é um sistema bem interessante, pois, como veremos, apesar de
cadtico, possui regimes dinamicos mistos, para alguns intervalos de energia. A partir do
Hamiltoniano quéntico de (1), realizamos sua diagonalizacdo numericamente, 0 que nos
permite calcular evolucdes temporais de um estado qualquer expandido na base de
autoestados encontrada. Cada autoestado desta base, devido a ndo-separabilidade do
Hamiltoniano, ndo é um estado tipo produto tensorial dos autoestados de cada
subsistema. Isto implica que, dado um estado inicial qualquer, mesmo que inicialmente
separdvel, apds um certo tempo, serd um estado que chamamos de “emaranhado”. O que,
simplificadamente, significa que este estado € uma superposi¢cao de estados das bases dos
subsistemas.

Uma maneira de “medir” este emaranhamento ao longo do tempo € calcular uma
quantidade chamada defeito de idempoténcia ou entropia linearizada [5] para um dos

subsistemas:

8,()=1-Tr,(p3(1)) (2)



Onde p(t) € o operador densidade reduzido (no caso, do grau de liberdade 2). Esta
quantidade, que inicialmente serd zero para um estado inicial separdvel, se aproximard de
1, o que significa, do ponto de vista do sistema total, um aumento do emaranhamento no
estado quantico total.

Pretendemos procurar uma possivel influéncia da dinamica cldssica associada
neste processo de emaranhamento quéntico, na linha do que foi proposto por W.H. Zurek
e J.P. Paz [6].

Como fazer a conexdo entre a dindmica cldssica e a quantica? Seguindo a
proposta feita em [7], escolhemos como estados iniciais estados coerentes do oscilador
harmonico devido as suas propriedades semicldssicas. Podemos centraliza-los em regides
determinadas do espago de fase, no nosso caso, regulares ou cadticas, e calcular 6,(¢) e
distribuicdes de Husimi para a evolucdo temporal destes estados, procurando reconhecer,
no comportamento do defeito de idempoténcia, tracos da dindmica cléssica associada.

Em particular, a importancia do emaranhamento rdpido (lento) no caso de uma
dindmica cldssica cadtica (regular) reside no fato de que, do ponto de vista de um dos
subsistemas, ocorre uma descoeréncia rdpida (lenta). O estudo do processo de
descoeréncia é também muito ttil para as dreas de Informacdo Quantica e Computacdo
Quantica [28], onde a manutencdo da pureza do estado inicial (ou seja, das coeréncias) é

de extrema importancia.



Capitulo 1

O Sistema Classico e sua Quantizacao.

Apresentaremos a seguir, o sistema prototipo utilizado neste trabalho. Este
consiste de um potencial de dois graus de liberdade com acoplamento nao-linear e
usualmente chamado de potencial NELSON[4]. As razdes de utilizarmos este sistema
estdo em duas caracteristicas que apresentaremos neste capitulo e serdo desenvolvidas ao
longo dos seguintes. Sdo elas: o fato de, classicamente, apresentar regimes dinidmicos
mistos onde ha regides regulares e cadticas simultaneamente, e o fato de, quanticamente,

ser descrito por dois subsistemas com espacos de estados infinito.

1.1 A Hamiltoniana Classica.

Em geral, num sistema com dois graus de liberdade, a dindmica de cada um ndo é
separdvel, ou seja, existem acoplamentos entre eles. Mais do que isso, sistemas com dois
graus de liberdade ndo sdo em geral integraveis. Um sistema hamiltoniano com n graus
de liberdade € dito integrdvel quando existem n funcdes Fi(q,p) em involugcdo que sdo
constantes de movimento. No caso de sistemas Hamiltonianos integraveis, o teorema de
Arnold-Liouville [8] garante que as equagdes de movimento podem ser resolvidas por
meio de operacdes algébricas e quadraturas. A energia, para o caso conservativo, ¢ uma
funcdo daquele tipo, de forma que sistemas com 1 grau de liberdade sdo sempre
integraveis. Para n>1 a existéncia de outras constantes de movimento independentes da
energia ja ndo € 6bvia e vai ou nio ocorrer dependendo de caracteristicas particulares de
cada sistema.

O fato de um sistema ndo ser integrdvel implica que ndo existe solucdo analitica
fechada geral para as suas equacdes de movimento em termos das condi¢des iniciais e do
tempo. Essa impossibilidade de se encontrar uma férmula fechada para as solucdes estd
intimamente ligada ao fato do sistema exibir movimento cadtico. Veremos, a partir das

secoes de Poincaré, que a Hamiltoniana NELSON se enquadra exatamente neste caso.



A seguir, a partir da expressdo (1), encontraremos as equagdes de movimento e
trataremos a Hamiltoniana a fim de construirmos as se¢des de Poincaré. As equagdes de

Hamilton para (1), resultam nas seguintes equagcdes de movimento:

x=p, (1.1)

y=p, (12)

p, = —,u.x+2x(y—%x2j (1.3)

p,=—2y-x’ (1.4)

Estudamos também o caso da Hamiltoniana NELSON submetida a seguinte

transformacdo canoOnica:

q, =X (1.5)
1,
©=y=—5% (1.6)

Através das equagdes de transformacao [9]:

oF
=--Z a7
* op, (47
oF
y=—7— (1.8)
apy

construimos a func¢do geratriz F , que usando (1.5) e (1.6) fica:

1
F=—q,px—[qz+§qlszy (1.9)

Através das equagdes:

=—— 1.1
P P) (1.10)



oF
p,=—— (1.11)
a%

obtemos as transformagdes para os momentos canonicamente associados:
p=p,+tap, (1.12)
P, =D, (1.13)

Porém, sabemos que uma transformagado é candnica somente se:

9 _ 9%, 9 _ %

dg, P, ap; op,

v, w,
q; 20, Bpj 20,

e calculando as equacdes acima para (1.5), (1.6), (1.12) e (1.13) verificamos que a
transformacao é canonica.

Mediante esta transformacdo, a Hamiltoniana NELSON fica da seguinte forma:

1 1 1 1
H,=5pf+5uqf+§p§+65—p1p2q1+5q12p§ (1.14)

Usando as equacdes de Hamilton nestas novas coordenadas, temos:

g, =p —pq (1.15)

4, =P, — P, + 4. p, (1.16)

pl =—/.Lq]+p]p2—q1p22 (1.17)

p,=-2q, (1.18)

Estas sdo as expressoes referentes a Hamiltoniana NELSON que sdo encontradas
nos trabalhos ja feitos sobre este sistema[10]. Porém, se interpretarmos as expressoes (1)

e (1.14) como Hamiltonianas com dimensdo de energia, veremos que para as coordenadas



candnicas terem dimensdo de momento e posi¢do, varios parametros foram feitos iguais a
um. Vamos reintroduzi-los para podermos “segui-los” melhor ao longo do problema. A
principio, esta € a unica intencdo, pois, queremos aproveitar o estudo do caos cléssico
feito sobre este sistema, que esta restrito a variacdo de ¢ somente. A mudanga dos outros
parametros pode levar a diferentes regimes caoticos.

Portanto, introduzindo os parametros em (1) temos:

2 2 2 2 2
LS. N ol L. S
2m  2m 2 2 2

onde m tem dimensdao de massa, A, k e kx, de comprimento a menos um e u fica

adimensional. A transformag¢do candnica fica:

Dessa maneira, (1.14) fica:

2 2 2 2 2 2 2
P p, mw q, ma,q, AL,
H =—+—+ + -— +— 1.20
= om o > > PP 2mq1pz( )
cofzﬁ e a)gzi
m

Vemos que fazendo m, A, e k iguais a um e k igual a dois voltamos a expressdo
original para H.

A expressio (1.20) foi introduzida porque o Hamiltoniano quantico
correspondente € melhor diagonalizado numericamente que o de (1.19) [10].

Esclareceremos melhor estas facilidades posteriormente.

1.1.1 As Secoes de Poincaré.



Apresentaremos aqui, através de secdes de Poincaré, a estrutura dindmica do
espaco de fase do sistema NELSON. A técnica de superficies de secdo desenvolvida por
Poincaré e Birkhoff nos permite, dentro de certas condicdes, conhecer com grande
confiabilidade a estrutura dindmica do espaco de fase de um sistema, porém, de maneira
qualitativa ou digamos panoramica, pois, modernamente, constitui-se de um mapeamento
de Orbitas integradas numericamente por um tempo longo. Diferentemente, critérios
locais, como o método de expoentes de Lyapunov, permitem medidas quantitativas de
instabilidade. Contudo, € de nosso interesse somente conhecer quais regidoes do espaco de
fase sdo localmente regulares e quais sdo cadticas. Antes de mostrar as se¢des do
NELSON, ¢é necessdrio explicitar as condi¢des nas quais elas produzem resultados
confidveis, que entendemos por distin¢do clara entre as regides regulares e cadticas.

Para uma Hamiltoniana conservativa de 2 graus de liberdade do tipo:

2

2
E=H=21P vy a2
2m  2m

Podemos seccinonar a superficie de energia com, por exemplo, o plano y=0, e construir a
secdo a partir da interse¢do da superficie de energia com este plano, ou seja, os pontos (x,

px). Com a energia fixa e y=0 temos:

2 2
p, =4 2m E—é?" V0 || (.22
m

E o estado do sistema estd determinado a menos de um sinal. Cada um dos valores de p,
definem ramos da superficie de energia que podemos projetar no plano da secdo, por isso,
escolhemos apenas um deles para que ndo haja sobreposicao.

Outra propriedade importante de um sistema de 2 graus de liberdade € que a
superficie de energia é uma variedade 3D e seus toros variedades 2D. Isto implica que
orbitas que habitam o espaco entre toros permanecerao neste espago, pois, para ocuparem
o interior do toro, elas precisariam cruzd-lo, o que nao pode ocorrer em um sistema
deterministico. Logo, na secdo, veremos com distin¢do as regides regulares (interseccdo
com os toros) e as regides cadticas. Além disso, pode ser mostrado[11] que, para sistemas

conservativos de dois graus de liberdade, as dreas presentes na se¢do sdo preservadas



durante o fluxo, o que garante que a distin¢c@o entre as regides regulares e cadticas nao se
altera com o tempo de integracdo da secao.

Como todo os cdlculos quanticos serdo feitos usando a Hamiltoniana
transformada, é de nosso interesse conhecer a estrutura do espaco de fase (q;,p;,q2p2)-
Porém, vemos em (1.20) que a nova Hamiltoniana ndo € separdvel em termo cinético
mais potencial. Portanto, para que tenhamos os ramos da superficie de energia em termos
de dois valores de momento que diferem apenas pelo sinal (o que facilita os cédlculos
numéricos) fizemos a escolha de ¢;=0, ou seja, escolhemos os pontos (g2,p2) que
interceptam a secdo com:

L
mwyq; |’

2
p, =% 2m E-P2_

o (1.23)

e escolhemos, como anteriormente, apenas um dos ramos em p;. A escolha ¢,=0 ndo leva
a ramos que diferem apenas por um sinal por causa da presenca de termos mistos.
Abaixo, mostramos algumas se¢Oes do sistema NELSON nas coordenadas

originais e modificadas com y=0.1 fixo. Para y=0:

Figura 1.1a
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Figura 1.1b
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Figura 1.1 — Se¢des de Poincaré y=0 da Hamiltoniana (1.19) para £E=0.01 (1.1a), E=0.06
(1.1b) e E=0.2 (1.1c).



Para x=0:

Figura 1.2a
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Figura 1.2¢c
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Figura 1.2 — Sec¢des de Poincaré x=0 da Hamiltoniana (1.19) para £=0.01 (1.2a), E=0.06
(1.2b) e E=0.2 (1.2c¢).

E para ¢,=0:

Figura 1.3a
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Figura 1.3b
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Figura 1.3 — Se¢des de Poincaré ¢;=0 da Hamiltoniana (1.20) para £=0.01 (1.3a), E=0.06
(1.3b) e E=0.2 (1.3c).
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Nota-se que a estrutura dinamica do sistema NELSON vai passando de regular,
para mista e totalmente cadtica, a medida que a energia vai crescendo.

Utilizamos um programa que, dado o valor de energia, gera um conjunto de
condi¢des iniciais, que satisfazem esta condi¢do, e as evolui no tempo, através de rotinas
de integracdo numérica tipo Runge-Kutta. O programa entdo guarda os pontos de

intersec¢do com o plano previamente escolhido de somente um dos ramos.

1.2 Quantizacao do Hamiltoniano NELSON.

Para quantizarmos (1.20) associamos a cada coordenada e momento candnicos
seus correspondentes observdveis. Lembramos que [12] duas varidveis dindmicas

candnicas cldssicas u e v possuem, quanticamente, a seguinte relacao de comutacao:

uv —vu ={u,v}ih,

onde {u,v} € o paréntesis de Poisson cldssico entre u e v. Portanto, quantizando as
varidveis dindmicas da Hamiltoniana (1.20) obtemos as seguintes relacdes de comutagdo

entre os respectivos operadores:

[Q,,P,1=ihd,
[P,P,1=0 ij=1,2.
[0;,0,1=0

Devido a essas relacdes, um termo da hamiltoniana deve ser simetrizado:

A A
—q\1P1Py — (Q1P1+p15h)p2-
m 2m

Finalmente, o operador Hamiltoniano é:

g B P moiQf mw;0; A

)VZ
om am 2 S5, QR+ RO+ 0P (124)

Vamos procurar trabalhar com grandezas adimensionais, por isso, faremos uma

primeira transformacao:
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N me. V2 A P
Qi:[—ij Q e P=—1,i=L2

(mha)i )1/2 ’

Substituindo em (1.24):

ho, ([, ° ho, ( , ° A porar N PR, [,
H, = 21(P12+Q12]+ 22[PZZ‘FQZZJ—%(mhwz)M[QIP1+P'Q1)P2+ 2m jQIZPZZ
1
(1.25)

Em relacdo aos operadores de criacdo e aniquilagcdo do oscilador harmonico, tem-

se:
A 1 N l‘
0 =—7\a+a,) e P=—\a' —aq,),i=12
L va) e 2=l )
Obtemos entdo que:
P’+Q =2aa, +1=2N, +1
P} +Q; =2aja, +1=2N, +1
0, A+P 0, :i(arz _alz)
A A 1
Q! P; =—Z(a]+2 +a’ +2N, +1 a;Z +a; —2N, —1)
Substituindo em (1.25) e fatorando uma constante com dimensdo de energia, tem-
se:

12
g0 g h00,| 0 b 0 g (B0 hos |
w o |o, o, h) o h @,
onde

" 1
H =N, +—

2
" 1
Hz—NZ +§
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B, =(a1+2+a12+2N1 +1 a2+2+a22—2N2—1)

(&}

2 2
1A 1A 4o
h, 8mw, h, 8mam,

=0 +0,

Vemos que, como a expressdo entre colchetes € adimensional, as constantes em
(1.27) tém dimensao de a¢do elevada a poténcia menos um.
Dessa maneira, h; e h, definem agOes cldssicas caracteristicas do problema que

contém as constantes de acoplamento do problema cléssico.

1.2.1 Elementos de Matriz do Hamiltoniano NELSON.

Tendo a expressdao do Hamiltoniano em termos dos operadores do oscilador

harmonico, vamos calcular os elementos de matriz na base produto dos osciladores:

. 1
<n1'n2'|H1|n1n2> = [”1 +5}<n1'n2'|n1n2>
. 1
<n, 'n2'|H2|n1n2> = (nz +§J<n, 'n2'|n1n2>

<n,'n2'|A,2|n,n2> = [(n, +1)(n1 +2)(n2 +1)]”2<n1'n2'|n, +2,n, +1>
— [(n1 +1)(n1 + 2)112 ]1/2<n1'n2'|n1 +2,n, —1>
—[(n1 —l)n, (n2 +1) ”2<n,'n2'|n1 -2,n, +1>
[”1 (”1 _1)”2]1/2<”1'”2'|”1 -2,n, _1>

<n1'n2'|Blz|n1n2> = [(n1 + 1)(111 + 2)(112 + 1)(112 + 2)]1/2<n1 'n2'|n1 +2,n, + 2>
— [(n1 + 1)(n1 + 2)]”2 (2n2 + 1)<n1 'n, '| n, +2, n2>
+ [(n1 + 1)(111 + 2)112 (n2 —1) 1/2<n1'n2'|n1 +2,n, — 2>
+ [(n2 + 1)(n2 + 2) 1/2(211, + 1)<n1 'n2'|n, Jh, + 2>
— [(2111 + 1)(2111 + 2)]<n1 'n, '| n1n2>
+ [n2 (n2 —1) 1/2(2111 +1)<n1'n2'|n1,n2 — 2>
+ [(n2 + 1)(n2 + 2)n] (n, — 1)]1/2<nl 'n, '|n1 -2,n, + 2>

15



_[n1 (nl _1)]”2(2”12 +1)<n,'n2'|n1 _2’n2>
+ [”1(”1 _1)”2(”2 _1) 1/2<”1'”2'|”1 -2,n, _2>

1.2.2 Paridade do Hamiltoniano.

Considere um sistema fisico cujo espago de estados é 3,. O operador de paridade

I1 é definido pela sua agdo nos vetores de 3.:

Mj7) =[-7) = (F[MMy) =y(-7) [13],
pois como IT™' =T1* = II & unitrio.

A partir disso, definimos a paridade de um operador da seguinte maneira. Seja

B=I1"'BII o operador transformado por paridade de B. Se:

B = —B = I1B + BI1 =0, B é um operador impar.
B =B =1IB-BIl =0, B ¢ um operador par.
Vamos analisar o caso de:
A =PO, +0,P, = A =TIPQI1 +11Q,PII
(a:'|Al|a) = (a,' MRQ M q,) + (g, [1Q,P1]g,)
Como P; e Q; sao operadores impares temos:

<Q1'|(HP1 )(Q1H1%>:<Q1'|(_ Pln)(_Hle%>:<Q1'|P1Q1|Q1>
<Q1'|(HQ1)(P1HX‘Z1>:<‘]1'|(_Q1H)(_HPJQ1> <‘]1'|Q1P1|Q1>
pois IT> =1 (1.28)

Assim A, = A, = A, é par. O mesmo também acontece para P’e Q..

Temos, usando (1.28):

P? =TIPMI =TIPIIIP, = (- P )Y~ P )= P? = ¢ par.
le :HQ12H =IQ IIIQ, = (_ 0, )(_ Ql): le = ¢ par.
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Portanto, o grau de liberdade 1 é par. Analogamente, P} e Q; sdo pares e P, é
impar, o que implica que o grau de liberdade 2 ndo tem paridade bem definida.

Quando um operador U € par, ele comuta com [] e os autovetores deste operador
sdo autovetores de [] também, isto é, possuem paridade bem definida, a ndo ser que o
autovalor seja degenerado. Mesmo assim, podemos encontrar uma base de estados de U
composta por autovetores pares e impares, o que facilita os cédlculos. Como na base do
oscilador as fungdes de onda tem sua paridade definida por n, poderemos diagonalizar,
neste hamiltoniano, separadamente, os subespacos de n; pares e impares, pois sdo

subespacgos ortogonais.

1.3 A Diagonalizacio Numérica do Hamiltoniano

NELSON:

A partir dos elementos de matriz e 1.2.1, podemos diagonalizar numericamente o
Hamiltoniano (1.26) na base produto dos osciladores. A paridade mostrada em 1.2.2
facilita o calculo numérico, pois, permite que, como dito anteriormente, diagonalizemos
separadamente os subespacos de n; pares e impares. As matrizes destes subespacos,
numericamente, possuem um nimero de elementos quatro vezes menor do que a matriz
total, o que facilita o trabalho numérico.

Ha outra caracteristica dos elementos de matriz de 1.2.1 que facilita o célculo
numérico. Devido a transformacao canonica aplicada, para um dado par (n;,n;), existe um
elemento de matriz ndo-nulo para esse par com, no maximo, uma diferenca de duas
unidades em (n;,n;). Caso a transformagdo ndo tivesse sido aplicada teriamos um termo
quartico em (1.19) que implicaria numa matriz mais esparsa. Com a transformacao,
temos uma matriz menos esparsa que facilita a diagonaliza¢cdo numérica.

E necessério lembrar também que o Hamiltoniano (1.24) possui um espaco de
estados infinito. Numericamente, quanto maior a truncagem realizada, melhor serd a
diagonalizacdo. Além disso, temos que possibilitar que as energias interessantes para o
problema, ou seja, aquelas que classicamente exibem regimes dindmicos mistos, sejam

alcangadas por autoestados numericamente convergidos (ver Apéndice A).
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Na figura 1.4a, temos as curvas dos espectros obtidos numericamente, para
71=0.003771232, para trés truncagens diferentes de (74, N2max). Consideramos como
regido de convergéncia aquela para a qual, entre duas diagonaliza¢des, 0s espectros
coincidem. Em termos mais quantitativos, podemos observar a figura 1.4b, onde, as
curvas representam as diferencas entre as energias de um mesmo nivel de duas
diagonalizagdes com trucagens diferentes. Vemos que para E=0.06, onde ha regime
misto, ndo temos o autoestado correspondente convergido para a truncagem (30,13).
Porém, para (81,27) e (117,39), que sdo diagonalizagdes mais precisas, temos a
convergéncia daquele autoestado. Isto porque, como vemos na figura 1.4a, a regido de
coincidéncia dos espectros (81,27) e (117,39) também coincidiria com o de uma
truncagem ainda maior (e portanto mais precisa) que as duas anteriores, assim como a
regido de coincidéncia dos espectros (39,13) e (81,27) também coincide com o espectro
de (117,39). Este ultimo, serd utilizado para os outros resultados deste trabalho por
motivos que serdo esclarecidos ao longo dos capitulos. Nas figuras 1.5 e 1.6 temos os

resultados andlogos para outros valores de 7 .

Figura 1.4a
1,8
A —(117,39)
1,6
——(81,27)
14 —(89,13)
1,2
®
§7 1,0
= |
€ 0,8
LIJ -
0,6 -
0,4 -
0,2 4
0,0 . , . , . , . , . ,
0 1000 2000 3000 4000 5000
n
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Figura 1.4b
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Figura 1.4 — Em 1.4a tem-se o espectro de (1.20) obtido numericamente para as
truncagens (39,13) (curva azul), (81,27) (curva vermelha) e (117,39) (curva preta) para
7 =0.003771232. Em 1.4b tem-se a diferenca de energia para um mesmo nivel de
truncagens diferentes: entre (39,13) e (81,27) (AE12) e entre (81,27) e (117,39) (AE23)
para 7 = 0.003771232.

Figura 1.5a
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Figura 1.5b

2,5
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Figura 1.5 — Em 1.5a tem-se o espectro de (1.20) obtido numericamente para as
truncagens (39,13) (curva azul), (81,27) (curva vermelha) e (117,39) (curva preta) para
7 =0.005656855. Em 1.5b tem-se a diferenca de energia para um mesmo nivel de
truncagens diferentes: entre (39,13) e (81,27) (AE12) e entre (81,27) e (117,39) (AE23)
para i = 0.005656855 .

Figura 1.6a
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Figura 1.6b
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Figura 1.6 — Em 1.6a tem-se o espectro de (1.20) obtido numericamente para as
truncagens (39,13) (curva azul), (81,27) (curva vermelha) e (117,39) (curva preta) para
h =0.002828427. Em 1.6b tem-se a diferenca de energia para um mesmo nivel de
truncagens diferentes: entre (39,13) e (81,27) (AE12) e entre (81,27) e (117,39) (AE23)
para 7 = 0.002828427 .
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Capitulo 2

Emaranhamento em Sistemas com Dois Graus de

Liberdade.

Neste capitulo, apresentaremos a descricdio e a origem do processo de
emaranhamento num sistema de dois graus de liberdade. Para isso, discutiremos
analogias entre as descricdes cldssica e quantica destes sistemas com interagdo e sem
interacao, e as propriedades dos operadores densidade que descrevem estes sistemas.

Procuraremos evidenciar que o operador densidade € a ferramenta adequada para
estudar o processo de emaranhamento, podendo, através dele, construir-se uma medida

quantitativa de emaranhamento: a entropia linear ou defeito de idempoténcia.

2.1 A Descricao de um Sistema com Dois Graus de

Liberdade.

Classicamente, quando lidamos com um sistema de dois graus de liberdade,
podemos caracterizar o estado do sistema pelas coordenadas candnicas ¢q;, p;, g2 € p2. Em
particular, se o sistema ndo possui interacdo, os pares (q;p;) € (q2p2) especificam o
estado de cada subsistema pois, com cada par, construimos todas as grandezas fisicas de
cada parte do sistema, separadamente, e pela simples combinacdo destas tenho as
grandezas do sistema todo. Além disso, a evolugdo temporal dos estados fisicos de cada
subsistema independe do estado do outro.

Porém, quando ha interacdo entre os dois graus de liberdade, sendo ela de
natureza caodtica ou nao, a evolugdo temporal dos estados fisicos de cada subsistema ndo
¢ mais independente e as grandezas do sistema total ndo podem mais, em geral, serem
separadas na soma das grandezas de cada subsistema. No entanto, ainda podemos
especificar o estado todo do sistema usando g;, p;, g2 € p» apesar da evolucdo de cada

parte depender das coordenadas candnicas da outra.
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Abordaremos agora os andlogos desta discussdo num sistema quantico.

2.1.1 Sistema Quantico de Dois Graus de Liberdade.

Como estabelecido pela Mecanica Quantica atual, o estado de um sistema fechado

€ dado por |I//> Sejam dois sistemas cujos espacos de estados sdo 3; e 3, e cujas bases

de autovetores de energia podem ser especificadas por |n1> e |n2>. Um estado qualquer

de 3, é dado por:

2.1

o)=Y c,

e de 3, por:

lp(2)) = (2.2)

ny

Seja um sistema cujo espaco de estados é 3 =3, ® 3, . Os estados deste sistema

podem ser escritos como:

V) =|le)®|p2)=) c,c,

nmn,

n.n,). (2.3)

Percebe-se que a especificagdo dos estados de cada subsistema sdo independentes
entre si. Além disso, seja A; um observével relacionado a alguma grandeza fisica do

subsistema 1. A probabilidade de um certo autovalor a; de A; ser observado é dada por:

1)

P(a)) = (y|R ®1,|y), onde P,®1, =(|a,){a,|)® (Z|n2 n,

onde |a1> é o autovetor de A; associado ao autovalor a;.

Portanto,
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2

P(a) = (p(D)|B|eD))@(2)|9(2)) =

Z cnl <a1 | n1>
m

Ou seja, as probabilidades de ocorréncia de uma grandeza fisica de um subsistema
ndo sofrem interferéncias do outro. Como valores médios dos observdveis sdo
determinados pelos seus espectros e probabilidades, os valores médios de um subsistema
também ndo sofrem interferéncias do estado do outro subsistema. Logo, esta descricdo
parece ser a andloga da situacao cldssica mencionada quando ndo h4 interagao.

A situacdo quantica andloga aos subsistemas que interagem seria quando o estado

|l//> do sistema todo ndo pode ser escrito de modo separdvel como em (2.3). Assim como
na situacdo cléssica (g5, p;, g2 , p2) ainda especificam o estado do sistema total, na
situacdo quantica, os estados |n1,n2> ainda formam uma base do espago 3. Porém, a
expansdo de um estado qualquer de 3, neste caso, é diferente do caso anterior, pois:

v)=3 cun,

mny

n,n,). (2.4)

E c,1n2 nd0 €, em geral, igual a c¢,;c,2, 0 que nao permite que escrevamos (2.4) como um
produto de estados de cada subsistema.
Consideremos o observdavel A; citado anteriormente. A probabilidade de

observarmos um autovalor a; neste caso é:

2

P(a) = <W|P1 ®12|W> = Z

ny'

chlnzl<al|n1>

n

Que ndo ¢é independente do subsistema 2. Dessa maneira, os valores médios dos

observéveis de cada subsistema também nao serdo independentes.

z

Este ndo é simplesmente um problema de degenerescéncia. Poderiamos pensar
que achando um conjunto completo de observaveis comutantes (C.C.O.C.) de 3
poderiamos resolver esta questio. Porém, um C.C.O.C. de 3, em geral, envolve
operadores que atuam nos estados de 3 e ndo de 3; e 3, separadamente, logo, a base

gerada por este C.C.0.C., nao possuird estados separaveis de 3, e 3,. Apesar de poder ser
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separdvel em duas novas coordenadas dinamicas, o problema continuard nao-separdvel
nas coordenadas originais.
2.1.2 A Evolucao Temporal Quantica:

Outra diferenca notdria entre as situacdes com e sem interacdo estd na evolucao
temporal de um estado inicial. Nos sistemas sem interacdo, a energia total do sistema ,
tanto cldssica como quantica, pode ser separada na soma da enegia de cada subsistema,
ou seja, o Hamiltoniano H do sistema total pode ser escrito como:

H=H, +H,.

Como [H;,H>] = 0, o operador de evolucao temporal pode ser escrito da seguinte

maneira:

e N = QI o milt T
Conseqiientemente, dado o estado inicial:
v (0)) =[eD) ®|(2)). (2.5)
O estado em um instante ¢ qualquer sera:
W ®) =™ p(0) = e () ® ™ p(2)) =

=| e ) o) @] Y ), | 0(2)

n ny

Ou seja, as evolucdes temporais sao independentes.

Porém, no caso com interagao:

H#H +H,.

—iHt/h —iHt/h —iH- t/h
e T g T TR

Portanto, para o estado inicial (2.5) teremos:
I -
@)=Y Y ") [lom) ®|02),  @6)
k n

onde i2|nk><nk|= 1.
k n
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¢ a base de H e k representa uma possivel degenerescéncia.

Como os autovetores de H podem ser escritos como:

k k
|7’L >: ZC nyn,

nny

nl,n2>.

O estado no instante ¢ ndo serd, em geral, um estado do tipo produto. A interacao
levou um estado inicial separdvel a um ndo-separdvel que chamamos de um estado

“emaranhado” de estados produto.

2.2 A Descricao via Operador Densidade.

Classicamente, para um sistema de dois graus de liberdade, se temos as funcdes
qi(t), q2(t), pi(t) e pa(t), sabemos o estado do sistema a cada instante. Além disso, para
sistemas com ou sem interagcdo, especificando o ponto (g;,¢2,p1,p2) no espaco de fase
total, o estado de cada subsistema também estd especificado.

Num sistema quéntico, porém, um comportamento extremamente diferente
aparece. Seja o espago 31 e uma dada base, como descritos anteriormente em 2.1. Vamos
supor que os estados desta base ndo sao degenerados, logo, quando especificamos o valor
de n;, especificamos univocamente o estado a que se refere. Essa correspondéncia
univoca € o andlogo quantico de quando especificamos ¢;(t) e p;(t). Porém, para todo
estado fisico classico do sistema 1, existe um dnico par (g;,p;), 0 que nao ocorre para o
andlogo quantico devido ao principio de superposicdo. Estados gerais como (2.1) estio
numa superposi¢do de autovetores correspondentes a diferentes valores de n;. Somente
ap6s uma medida deste autovalor, teremos um estado com n; bem definido. O que
especifica os estado quantico, portanto, sdo os coeficientes de sua superposi¢do em uma
determinada base.

Quando o espaco de estados € =3, ®S,, o estado mais geral deste espaco é

uma superposicao de estados produto, como em (2.4). A ferramenta que melhor evidencia
estas caracteristicas e que nos permite, dentre outras coisas [5], estudar melhor como o

estado quantico evolui, é o operador densidade. Assim como a trajetéria no espaco de
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fase cldssico nos permite seguir o comportamento do estado fisico ao longo do tempo, o

operador densidade cumprird este papel quanticamente.

2.2.1 Operador Densidade para Estados Puros.

Seja um estado qualquer pertencente ao espaco 3;, como (2.1). Este estado é
chamado puro. Todos os estados desse tipo sdo superposi¢des coerentes de elementos de
uma certa base. Os estados (2.2), (2.3) e (2.4) sdo, portanto, estados puros. Destes estados
podemos obter todas as informagdes fisicas do sistema por ele representado. Mostraremos
que do operador densidade também podemos obter todas as informacgdes fisicas
quanticamente relevantes de um dado sistema. Vamos defini-lo a partir do valor médio de

um dado observavel A;, no estado (2.1):

(A) ={pD]A]@M) = <¢<1>|A1[;Inl ) |]<p<1>> =Y (n o) pM)|A|n,).

n

Definindo,
p=|eM)e)|.
Temos,
(A)=Tr(pA). (2.7)

Se queremos a probabilidade de obter um certo autovalor a; em uma medida de A;

no estado (2.1), teremos:

P, =l|a)a|= P(a) = (p()

E,

(1)) =Tr(pP,).
Desta definicdo de p tiramos diretamente sua propriedade de idempoténcia:
p*=p=>Tr(p)=Tr(p*)=1. (2.8)

Estamos interessados, no entanto, nas informacgdes que este operador pode nos dar
sobre o estado quantico. Vamos comparar os elementos de matriz do operador densidade

para dois estados em particular. Para o estado (2.1):
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(n,'|p|n,) =(n,'leM)}oM)|n,)=

2 % %
|Co| CoCr CpCy

* 2 *
c.C |C| c.C
= [p]=| 70 Il M .9
CCy  GrC |C2|

E no caso de |g0(1)> ser um autovetor |n1 ”> pertencente a 3, temos:

(n,'|p|ny) = (m, N”I K, "|1”1> =80, =
")
.0
= [p]=(n"| 0 1 o0 . (2.10)
0

Ambos (2.9) e (2.10) correspondem a estados puros, porém, (2.1) em geral ndo

possui n; bem definido pois é uma superposi¢do coerente destes estados, ao contrario do

estado |n1 ”> cuja matriz densidade é um projetor (2.10). Vemos que os elementos da

diagonal informam as probabilidades de, ap6s uma medida, obtermos um dado valor de
n; e sdo chamados populacdes. No primeiro caso, por ser uma superposi¢ao, temos varios
valores possiveis com diferentes probabilidades, e no segundo caso, temos certeza de que
valor iremos obter apds a medida. Os elementos fora da diagonal dao informacdo a
respeito das correlagcdes entre os varios estados da base, que no segundo caso sdo todos
nulos, por se tratar de um vetor da base na qual a matriz estd representada. Por isso, estes

elementos sdo frequentemente chamados de coeréncias.

2.2.2 Operador Densidade para Misturas Estatisticas.

Misturas estatisticas sdo estados quanticos que nao podem ser representados por

um ket pois sdo superposi¢des incoerentes de estados puros. Suponhamos que num feixe
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de N particulas ndo-interagentes, todas num dado estado tipo (2.1), apdés medirmos um
certo observavel, N/2 das particulas ficaram no estado 1, N/4 no estado 2 e N/4 no estado
3. Este sistema de particulas, apds a medida, ndo pode ser descrito por um estado puro. O
operador densidade, entretanto, ainda pode ser definido para este sistema usando a
mesma idéia de 2.2.1. Seja B; um observavel. Seu valor médio neste novo estado serd
dado pela soma dos valores médios de B; em cada ket, cada um desses pesados pelo
numero de particulas que contribuem com este valor médio, dividido pelo nimero total

de particulas:

1

(B) = | 1B 1+ 2 218 2+ 3453 |

Analogamente a (2.7), podemos obter:
(B,)=Tr(pB,).

Definindo,

p =111+ 112)(2l+ 1 13)3]

onde vemos que os pesos sdo probabilidades cldssicas.

De maneira geral, para:

Zpizl:
p=Y pfn)n

b

temos o operador densidade para uma mistura qualquer.

Se calcularmos o trago de p neste caso teremos:
Tr(p)=Y p, =1.

Que vale também para o caso do estado puro. Mas a idempoténcia € alterada para:

Tr(p*)<1.
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Mais uma vez, vamos construir a matriz deste operador para vermos que

informagdes ela traz:

<I’l] '|p|l’l1 > = pnl6nl'nl =

pp 0 0
=>[P]: 0 p, O

0 0 p,

Vemos que as coeréncias sdo todas nulas, o que era de se esperar para uma
superposicdo incoerente. Ainda assim, este resultado € diferente de (2.10) pois mais que
um elemento da diagonal € ndo nulo e a soma deles deve ser um.

E importante ressaltar que quando falamos de elementos de matriz, hi uma
dependéncia da base em que eles foram calculados. Logo, como p é um operador
hermiteano, podemos sempre achar uma base que o deixe diagonal. Ou, se p ja é
diagonal, podemos, por uma mudanga de base, deixd-lo ndo-diagonal. Ou seja, podemos
fazer as coeréncias sumirem ou aparecerem. Qual o significado entdo das comparagdes
feitas e do significado das coeréncias? Dentro do que acabou de ser dito acima, parece, a
primeira vista, que a andlise desta secdo 2.2 fora inutil. Entretanto, isto ndo é verdade,
pois, a escolha de base que fizemos ndo foi aleatéria. Escolhemos a base de autovetores

correspondente de um certo observavel, pois, queriamos informagdes sobre as correlacdes
entre estados desta base. Se tivéssemos escolhido uma outra base diferente de {| n, ,n2>},

com certeza nao teriamos informagdes sobre correlacdes do estado do sistema e esta base,
mas com a nova base.

Os conceitos de estados puros e misturas estatisticas sdo, no entanto,
caracteristicas intrinsecas de um estado quantico e, conseqiientemente, independentes da
base. Esse € o resultado importante destas duas dltimas secdes. Isto pode ser evidenciado
através de uma propriedade do operador densidade. Como o traco de um operador é

independente da base:

Tr(p*) =1= estado puro.
Tr(p*) < 1= estado de mistura.
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2.2.3 O Operador Densidade para Sistemas com Dois Graus de

Liberdade.

Anteriormente haviamos feito um paralelo entre estados quanticos e cldssicos e
destacado varias analogias e semelhancas na descricio e comportamento para sistemas
com dois graus de liberdade. Vejamos como estas coisas se traduzem para o formalismo
do operador densidade.

Seja um sistema cujo estado total é separdvel. Vimos que estados como este

descrevem sistemas que ndo interagem. Se o sistema estiver num estado (2.5), teremos:

p =(em)®|p@)Nem)|®(p2)])=
=) ()| ®[e(2))(0(2)|=p, ® p,. (2.11)

Por outro lado, se o sistema estiver no estado (2.4), teremos:

%

% %
' [ _
<n1 ’ n2 |p| nl ’ n2> - cn, 'nz'cn]nz # cnl'cnz'cn] cnz =

=p#p ®p,.

Ou seja, a separabilidade ou ndo de um sistema também se manifesta no operador

densidade.

2.2.4 A Idéia de Traco Parcial.

Até o momento, conseguimos obter todas as propriedades que gostariamos de um
sistema fisico via operador densidade. Porém, o formalismo apresentado nos permite
mais algumas coisas. Como foi visto anteriormente, dependendo se hd ou ndo interagcdo
entre dois subsistemas, as propriedades fisicas de um deles (probabilidades, valores

médios, etc.) s@o ou ndo sdo influenciadas pelo outro subsistema. Suponhamos que
queremos calcular o valor médio de um observavel A; que atua somente em J;. No

espaco 3, podemos escrevé-lo como:

A=A ®l,.
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Assim como foi mostrado em (2.7), podemos definir o valor médio deste

observéavel por:

(A)=Trn(pA),  (212)
onde <n1'|p1|n1> = <n1'|Tr2(p)|n1> = Z(nl',nz |p|n1,n2> .

ny

Se p representa um estado separavel, entdo, devido a (2.11), temos:

Z<”l'a”2 |p|”1’”2> = Z<”1'|p1|”1><”2|p2|”2> .

ny ny

Por outro lado, se p ndo € separdvel:

Z<”1"”2 lp|ny.ny) # Z<n1'|p1|n1 )1 |p2]ns )

ny

Mas o resultado (2.12) permanece valido. Porém, € importante ressaltar que os

operadores construidos sao diferentes. Para estados do tipo produto temos:

('loi[m) = (n [Ty () = ¢, e,

E no outro caso:

<n1'|p1|n1> = <n1'|Trz(P)| l’l1> = Z Cnl'nzczlnz .

ny

Ou seja, a influéncia do subsistema 2 no valor médio de um observavel de 1 estd
embutida em p;.

Da mesma maneira, € possivel definir p, como:

P, =Tr(p).

E como resultado importante temos que, se dois subsistemas interagem, e

construimos os operadores p; € P, como foi indicado, entdo:

P£pP, ®p,.

Pois, neste caso:
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<n1"n2'|p|n1’n2> * <l’l, '|p1|n1 ><n2'|p2|n2>-

Via trago parcial, encontramos uma maneira de estudar o que acontece com parte
do sistema “ignorando” o que acontece na outra parte. Isso permite que acompanhemos a

influéncia da interacdo em um dos subsistemas.

2.2.5 Uma Medida de Emaranhamento.

Até o momento, neste capitulo, analisamos as diferencas entre subsistemas com e
sem interacdo do ponto de vista das descricdes de seus estados por meio de vetores do
espaco de Hilbert e do operador densidade. Mostramos em 2.1.2 que, no caso de dois
subsistemas que interagem, um estado inicial separdvel como (2.5) se torna, durante a
evolugdo temporal, um estado ndo-separdvel ou “emaranhado” como (2.6). O operador

densidade reduzido serd inicialmente, para o estado (2.5) igual a:

)

P (0)=|e)Xe()| e p,0)=[p2))e?2)

devido ao que foi discutido em 2.2.4. Além disso, vemos que p; e p, representam estados
puros para esse caso. Perguntamo-nos agora o que acontece com p; € P, a medida que o
tempo passa e o estado total passa a ser como (2.6), “emaranhado”, ou seja, como € a
evolucgdo temporal do operador densidade reduzido? Sabemos que do operador densidade

total satisfaz:

e que devido ao emaranhamento do estado total, em geral:

p(1) # P (1)@ p, (1),

como dito em 2.2.4.
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Encontrar a equacdo de evolucdo temporal do operador densidade de um
subsistema que estd acoplado a um outro se constitui num ramo de investigacdao
atualmente bem estabelecido que trata desde fendmenos aplicados de Optica Quantica até
problemas fundamentais como a medida em Mecanica Quantica. Para ilustrar, vamos
reproduzir um caso ja amplamente estudado de um subsistema acoplado a um meio.
Trata-se de uma particula se movendo em uma dimensdo num potencial V(x) acoplada
através de sua posi¢cdo com um reservatorio térmico — uma cole¢do de osciladores
harmonicos a temperatura 7" [6, 26, 27]. Seguiremos a apresentacdo deste exemplo como
feito em [6]. Na representacdo de posicdo, pode-se mostrar que [29] a equacdo de
evolugdo para o operador densidade reduzido da particula é:

J a} 2T Y e (213)

dp —i
“F__[H — ") ———
dt h[ nPlo7(x X)(ax ax )P

Que é chamada equagdo mestra no limite de altas temperaturas.

No primeiro termo temos o Hamiltoniano H, sé da particula. Se houvesse
somente este termo, terfamos uma evolug@o unitdria, ou seja, um estado inicialmente puro
permaneceria puro. Nos termos seguintes, ¥ € uma taxa de relaxacdo, kg € a constante de
Boltzmann, T a temperatura do reservatério e m a massa da particula. Para um regime
semicléssico, com 7 — 0, o dltimo termo se torna dominante. A solug¢do explicita de

(2.13) considerando o lado direito somente com o tltimo termo é:

p(x,x\r)= p(x,x',O)exp[—(x—x')2 Dt/hﬂ
onde D =2myk,T

A evolugdo devido somente a este termo (chamado de termo de descoeréncia)
deixa inalterados os termos da diagonal (as populacdes) do operador densidade reduzido
na representacdo de posicdo. Por outro lado, os termos onde x # x’ (as coeréncias)

decrescem exponencialmente em uma escala chamada de escala de descoeréncia:
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T — 2
7 Dx-xY Ax
onde A= (h2 / 2kaT) € o comprimento de onda térmico de De Broglie.

Ou seja, o efeito do acoplamento com o reservatério € destruir as coeréncias e levar,
depois de um tempo caracteristico, um estado inicialmente puro para uma mistura
estatistica. No caso desse trabalho, também temos um particula se movendo em uma
dimensao num potencial V(x) mas que, ao invés de estar acoplada a um reservatorio, estda
acoplada a um outro grau de liberdade via um acoplamento ndo-integravel. Esperamos
que no nosso caso, da mesma maneira que neste exemplo, observemos perda de
coeréncia, do ponto de vista de um dos subsistemas, devido a interacdo com outro
subsistema, entretanto, podendo observar neste processo algum traco da dindmica
classica associada.

Vimos na sec@o anterior que quando dois subsistemas interagem o estado total,
inicialmente separdvel em geral, se torna emaranhado a medida que o tempo passa
podendo ou ndo retornar a um estado separdvel dependendo tanto da complexidade dos
subsistemas como da interacdo. Também foi mostrado que através do trago parcial,
podemos construir um operador densidade reduzido do qual obtemos informacdo do
respectivo subsistema. Em vdrios trabalhos [7,14,15] é usada como uma medida do
emaranhamento entre dois subsistemas a entropia linear ou defeito de idempoténcia. Este
parametro pode ser calculado a partir do operador densidade reduzido de um dos

subsistemas, por exemplo:

p2 :Trl(p)7

da seguinte maneira:

8(t) =1-Tr,(p; (1))

Vemos que, inicialmente, de acordo com as propriedades anteriores, quando o

estado do sistema € separdvel, seu valor é zero. O crescimento de O(r) nos indica a

rapidez com que o subsistema 2, no caso, perde coeréncia devido ao emaranhamento com

o outro subsistema. Ou seja, a interacdo dos subsistemas € vista como uma série de
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medidas que um subsistema faz no outro levando o estado deste de uma superposi¢cao

coerente para uma incoerente, quando entdo:

Tr,(p5 (1)) < 1.

Procuraremos mostrar na seqiiéncia deste trabalho que € possivel encontrar no

comportamento de &(¢), que é um pardmetro quéntico, a influéncia do caos presente na
dinamica classica (associada no limite cldssico) quando 7 << h;,h, e o estado inicial €

escolhido adequadamente. No proximo capitulo, veremos uma proposta de como escolher

estes estados.
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Capitulo 3

Caos e Emaranhamento.

Nos capitulos anteriores, mostramos o comportamento dindmico clédssico do
sistema utilizado e sua quantizacdo. Em seguida, o formalismo que melhor evidencia o
processo de emaranhamento e em que situagdes este processo aparece. Percebendo que o
NELSON quantizado se encaixa nessas situagdes, pretendemos neste capitulo mostrar de
que maneira faremos a correspondéncia entre as dindmicas cldssica e quantica. Em
particular, apresentaremos os estados coerentes e as funcdes Husimi como ferramentas
importantes para realizar a proposta inicial de procurar no processo de emaranhamento

alguma influéncia da dinamica cléssica.

3.1 Propriedades dos Estados Coerentes.

A escolha dos estados coerentes como estados iniciais tem como objetivo
conectar a estrutura do espagco de fase cldssico com a dindmica do emaranhamento
quantico, o que parece possivel devido as propriedades que estes estados apresentam

[16]. A expansdo deste estado na base de autoestados do oscilador harmonico é€:

Jo*
a
= Ze 2 —|n> 3.1)
~ vn!
Como no nosso caso o problema possui dois graus de liberdade, teremos:
“0‘1‘ “0‘2‘

() =|0,)®la,)=) e * ¢ \/nl—|n1,n2> (3.2)

mn,

onde o; e o sdao ndmeros complexos obtidos a partir das coordenadas e momentos
classicos:
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1 1

1 . .. . mo, \2 . n )Vp
o, =—(q,+ip,);, onde g, =| — e p = AL
= (G, +ip,) 7 ( " qu 2 (mwll , .

1

1 1
1 . .. N mo., \2 N h V?p
a, :ﬁ(%"‘lpz); onde ¢, :(72) q, € D, :( j ==

mo, ) h

Os valores médios dos operadores de posi¢cdo e momento, neste estado, sdo a

primeira propriedade interessante para 0 nosso propodsito:

<Q1>:CI1 > <Pl>:p1

(3.4
<Q2> =4, ; <P2> =D

Ou seja, sdo os proprios valores cldssicos. Além disso, a variancia em torno destes

valores €:

O que implica que:

/] /]
AQAP = : AQAP, =2 (36)

O que mostra que sao estados de incerteza minima.

As funcdes de onda destes estados mostram expressdes compativeis com as

propriedades anteriores. Por exemplo, a probabilidade para ¢; € dada por:

2 % 1 g, —(< ’
V., (a)] =(%) exp{—g{q A(;”” (3.7)

Que € uma distribui¢do Gaussiana centrada no valor médio mencionado.

O valor médio da energia para o Hamiltoniano transformado:
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2

A A
-=q,pp,+—q;p; (3.8)
m 2m

o P, Dy, MmO myg,
2m 2m 2 2

Sera:

| A p;  ho
(al,a2|H|oc1,a2>=Hc,m,+§[%(quw2+m2) +2_co2 +0,+0, | (3.9)
1 1

Que € a energia cldssica mais uma corre¢ao.

Estas propriedades mostram que podemos centralizar este estado em torno de um
ponto do espago de fase com energia média proxima do valor classico. Conhecendo o
espaco de fase, podemos escolher pontos pertencentes a Orbitas cadticas e regulares, o
que pode nos permitir analisar se a sua evolucdo temporal quantica pode apresentar
caracteristicas distintas dependendo destas escolhas.

A expressdo (3.9) lembra a Hamiltoniana cldssica que se obtém via o Principio
Variacional dependente do tempo [24], através do qual, juntamente com uma
parametrizacdo complexa, podemos construir uma estrutura classica (com parénteses de
Poisson generalizados) onde estd representado (aproximadamente) o sistema quantico
[25]. Neste trabalho, porém, ndo analisaremos esta estrutura. Em (3.9), H ;s se refere

simplesmente a Hamiltoniana classica inicial (1.20) e o intuito de se calcular (3.9) se
resume em mostrar que a energia média do estado |OC | ,052> € proxima a energia cldssica

(H.ss.) da trajetoria associada, diferindo de um termo que depende de 7 .

3.2 Correspodéncia entre a Evolucio Quéantica e o

Espaco de Fase Classico.

Pretendemos, devido as propriedades apresentadas anteriormente, estabelecer a
correspondéncia entre a evolugdo quintica e o espaco de fase classico a partir da
evolucdo temporal de um estado coerente. Para o sistema NELSON, faremos isso da
maneira descrita a seguir. Tomemos uma secdo de Poincaré como a da figura 1.3b do
sistema NELSON transformado onde ha regime misto. Podemos escolher um estado

coerente centrado em qualquer ponto da secdo, nas regides cadticas ou regulares. Fixando
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a energia, a coordenada seccionada (por exemplo g;=0 ) e o ponto da se¢do, o conjunto
(g1,p1,92,p2) fica definido. Escolhemos entdo como estado inicial o estado coerente
definido a partir deste ponto como em (3.2). Este estado, inicialmente separdvel, quando

evoluido no tempo, vai se tornar um estado emaranhado:

“al‘ _‘0‘2‘ o "1a"2
W (0)=|a,)®|a,)=) e > L 'nz' n.n,)=
1y !
=lym)y=e " [y(0)=)Y e " |n)n|y(0)= (3.10)
o —\azw alat .,
:,,lz,;’e 2 ——n,!nzle “|n)(n|n,,n,)

onde H ¢ o Hamiltoniano (1.24), ﬂn>} seus autovetores e {h(on} seus autovalores.

Para medirmos o emaranhamento ao longo do tempo, construimos &, (¢), como

em 2.2.5. Com (3.10) construimos o operador densidade total:

PO =ly@O)y®]. G.ID
Realizando o trago parcial, construimos o operador densidade reduzido:
P =Trp(r). (3.12)

E finalmente a entropia linear:
8,(1)=1-Tr,(p;(1)). (3.13)

Poderemos calculard,(t) a partir de estados como (3.10) associados tanto a
condig¢des 1iniciais cadticas como a regulares e esperamos associar alguma caracteristica
de sua evolugdo temporal a natureza do ponto do espago de fase cldssico associado ao
estado inicial. Alguns trabalhos [7] j4 mostraram que isso € possivel para determinados
sistemas, evidenciando, por exemplo, que os 0,(r) associados as condi¢des iniciais
cadticas crescem mais rapidamente e permanecem num patamar mais alto que os

associados as condi¢des iniciais regulares.
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3.3 A Distribuicao de Husimi.

Nesta secdo, apresentaremos a definicio da distribuicdo Husimi[17], sua
interpretago e sua utilidade neste trabalho. E importante mencionar que esta distribuicio
ja se constitui uma ferramenta poderosa para se investigar tragos de 6rbitas periddicas em
funcgdes de onda [18].

Uma funcdo de onda abstrata ¢ um vetor em um espaco de Hilbert que pode ser

expresso em varias representagdes como as de energia, posi¢do € momento:

v)=Yc,
v)=[w@la)de: wia)=(qlv). (.14)
v)=[wp|p)dp; w(p)=(p|¥).

0, ¢ =(0,|v),

sendo que os coeficientes ¢,, Y(q) e Y (p) sdo interpretados sempre como amplitudes de

0
probabilidade. Porém, do Principio da Incerteza de Heisenberg, temos que nao é possivel
construir autofuncdes simultineas de operadores que ndo comutam, 0 que ocorre com
aqueles associados as varidveis dindmicas ¢ e p. Logo, nenhuma funcio pode ser definida
como sendo a probabilidade de encontrar a posi¢cao g € 0 momento p com um dado valor.
Dessa maneira, quando queremos comparar caracteristicas cldssicas e quanticas, temos
um problema pois sabemos que propriedades classicas sdo representadas em termos de
trajetdrias no espago de fase.

Entretanto, Wigner [19] definiu fun¢des de (g,p) associadas as funcdes de onda

que caracterizam distribui¢des em ¢ e p. Estas funcdes, chamadas de funcdes de Wigner,

sdo definidas como transformadas de Weyl do operador densidade:

1
(27h)"

_ 2 _2 ~ipQ/h
W(g.p)= de<q+ 2Hq 2>e SERE)

onde D € o nimero de dimensdes. Para um estado puro fica:

_ 1 0 * 0 ~ipQ/h
W(q.,p) = d = -= , (3.16
(q:p) (27rh)D'[ Ql//(q+ 2)!// (61 2)6 (3.16)

Embora esta funcdo nos fornega as densidades de probabilidades corretas:
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|<q|‘l’>|2 = JW(q,p)dp,
, (3.17)
(plw) = [W(q.p)da.

ndo podemos interpretd-la como uma densidade de probabilidade no espaco de fase por
ela poder apresentar valores negativos em algumas regides deste [20].

Porém, foi proposto que uma versao suavizada da distribuicdo de Wigner, através
da sua média em volumes maiores que os de minima incerteza, pode fornecer sempre
valores positivos, desde que [21] a média seja Gaussiana. Portanto, tomando a média
Gaussiana de W(q,p) construimos a chamada distribuicio Husimi, que pode ser escrita

como a intensidade da fun¢do de onda na representacio de estados coerentes [22]:

2

1//(t)> . (3.18)

Q(al N2 ’t):Kal &,

Podemos interpretar Q(Ocl’,a;,t) como a probabilidade de encontrar o sistema

em uma regido do espaco de fase com um volume (h)D centrada no ponto que define

(al',az/ ), e ¢ muitas vezes chamada de uma fun¢do de quase-propabilidade.

Para sistemas de dois graus de liberdade, como o NELSON, a fun¢do Q(« ,/,052,)

¢ uma funcdo de quatro varidveis e, portanto, de dificil visualizagdo. Para podermos

visualiz-la, realizamos sua projecao nas coordenadas de um dos graus de liberdade:

1 ’
Q.11 = [ Qe 00, ,1)daydp, =

zz_jmjKa,',az'

Para o nosso proposito, a funcdo Q,(g,,p,,t) nos permite a visualizacdo da

, (3.19)
dq,dp, .

v)

distribuicao de quase-probabilidade ao longo do tempo que o subsistema 2 interage com

1. Assumindo |1// (t)> como o estado total do sistema NELSON, evoluido em um instante

qualquer como (3.10), O,(q,,p,,t) que € a funcdo para um dos graus de liberdade,
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permitird que observemos a influéncia do emaranhamento com o outro grau de liberdade

na distribui¢do de quase-probabilidade em (g»,p;) para cada instante.
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Capitulo 4

Calculo da Entropia Linear, Husimis e Populacoes
para o Sistema NELSON.

Mostraremos neste capitulo as evolug¢oes temporais de &(f), distribui¢des Husimi e
populagdes do operador densidade reduzido p, calculadas numericamente para o sistema
NELSON. Estes cdlculos utilizam a diagonalizacdo numérica anteriormente discutida no
capitulo 1. Descreveremos a sistemdtica numérica adotada, evidenciando os cuidados

tomados para uma boa confiabilidade do resultado final.

4.1 Sistematica Numérica.

O primeiro passo para os célculos foi a escolha de uma superficie de energia que
apresentasse regime misto através de se¢des de Poincaré. Escolhemos a de £=0.06 e nela
selecionamos seis condi¢des iniciais (c.i.), trés regulares e trés cadticas. Na figura 4.1,
podemos ver a secdo ¢;=0 de E=0.06 e a localizacdo das c.i. escolhidas, cada uma delas

rotulada por um niimero que utilizaremos nos resultados seguintes.

04 T T T T T T T

02

p2

00

0.40 0.30 020 0.10 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40
q2
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Figura 4.1 — Condig¢des iniciais escolhidas na secdo de Poincaré ¢;=0 da Hamiltoniana
(1.20) para E=0.06 sendo C10 (q;=0.0, p;=0.255442, ¢,=0.0100251, p,=0.233556), C9
(¢:1=0.0, p;=0.224956, ¢,=-0.18618, p,=0.00830833) e C8 (q,=0.0, p;=0.261775, g,=-
0.13319, p,=-0.126471) as cadticas e R6 (q;=0.0, p;=0.335802, ¢,=-0.0601504, p,=-
0.000923148), R7 (¢1=0.0, p;=0.333073, ¢,=0.0673111, p,=0.000923148) e R11 (¢,=0.0,
p1=0.220127, g,=0.189044, p,=0.00830833) as regulares.

Para o célculo de &), associamos a cada c.i. escolhida um estado inicial do tipo
produto de estados coerentes como (3.10) e calculamos a evolucdo temporal deste estado
utilizando os autoestados e autoenergias de (1.26) obtidos numericamente, porém, a base de

autoestados, teoricamente infinita, numericamente € finita. Este truncamento da base leva a

um erro na normaliza¢do do estado inicial que se ndo for controlado prejudica os resultados
para &(t). Este erro depende praticamente dos valores de |Ocl (0)|2 e |Oc2 (0)|2 . Quanto

maiores este valores, maiores devem Ser 1y, € Namax Para o truncamento, para que se tenha

uma boa normalizacdo. Portanto, para definirmos (71mqxn2mdx) temos que saber quais sao os

s . P 2 2 ~ ..
possiveis valores méximos para |Ocl| e |062| . Lembremos que eles sdo definidos por:

2 2 2 2
|OC |2 _l{(ma,) » L P 1 | mwig, Ly E,
1| = 4, = =
2 h moh| ho, 2 2m| ho,
2 2 2 2
|OC |2 _l mao, 2, p, |_ 1 | mwyq, " P |_ E,
2| = q> = =
2 h mo,h | ho, 2 2m| ho,

Ou seja, dependem, para @; e m, fixos, da energia de cada subsistema e de 7.

. 2
Quanto menor 7, maior |Ocl| e |Oc2

2 . . 2 2
, € quanto maiores E; e E,, maiores |051| e |052| . Para

energia E fixa, E; e E, podem ser no maximo iguais a E. Isto acontece, por exemplo,

quando:

1 1
p, = (2mE)E ou p, = (ZmE)E

. . 2 2
Portanto, para energia fixa, sabendo o valor de 7, conhecemos |Oc,|ma,x e |Oc2

mdx ’

podemos definir (714yM2max) assim que alcancarmos uma normalizagdo com a precisiao
preterida. No nosso caso, para E=0.06 e para 7 =0.005656855, 7 =0.003771232 e

h =0.002828427 escolhemos ny,4 = 117 € nypmae = 39, obtendo, para os valores de 7, uma
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precisio menor que 107, Para esse valor de energia, temos, respectivamente, os seguintes

e |052|r2m,x para cada valor de # mencionado: (33.5, 7.5), (50.3 , 11.2) e

2
mdx

valores de |Oc1

(67.1,15.0).

Estes valores de 7% foram definidos, como dito no Apéndice A, a partir,
respectivamente, das seguintes razdes: 7i/h, =0.0005, #/h, =0.0003 e h/h, = 0.00025.

A principio, poderiamos usar valores de 7 cada vez menores, o que, do ponto de vista das
distribuicdes Husimi, seria muito interessante por termos pacotes, pelo menos inicialmente,
cada vez mais localizados no espago de fase cldssico. Porém, a diminui¢do de 7# leva a um
aumento na dimensdo da matriz do Hamiltoniano (como j4 foi dito) e conseqiientemente
eleva o tempo de execucdo dos cdlculos. Uma maneira de contornar isso € alterar os valores
das freqiiéncias. No entanto, ao fazer isso, ndo obtivemos se¢des de Poincaré confidveis.
Apesar disso, a largura a meia altura do pacote inicial possui, para os valores de 7
utilizados, os seguintes diametros aproximados: 0.06, 0.05 e 0.04, que sdo compardveis as
dimensdes das estruturas da secdo de £E=0.06.

Os célculos das distribuicdes Husimi e das populagdes de p, foram feitos utilizando
também a truncagem (Mimge = 117, nomae = 39), para c.i. escolhidas na secdo E=0.06 e

h=0.003771232.

4.2 Calculos de &1).

Na figura 4.2, temos as evolugdes de &(r) para as seis c.i. associadas para diferentes
valores de 7. Como era de se esperar, em ¢=0.0, &) é praticamente zero, pois todos os
estados iniciais sdo puros e do tipo produto, e cresce com o passar do tempo devido ao
emaranhamento. Na escala de tempo destas figuras (t,:=300.0), nota-se, em geral, um
agrupamento dos patamares para as c.i. cadticas em valores maiores que os das c.i.
regulares. As c.i. R11 e R7 chegam a alcancar o patamar mais baixo das cadticas. A c.i. R6

se destaca por um patamar mais baixo.
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Figura 4.2c
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Figura 4.2 - &(t) associados as c.i.s de E=0.06 para (4.2a) 7 =0.005656855, (4.2b)
h=0.003771232 e (4.2c) 7 =0.002828427 .

Na figura 4.3, temos as mesmas evolugdes de &(f) porém numa escala de tempo
menor (#,,=80.0). Nota-se que, para os trés valores de 7, a partir de r=40.0, os &1)
associados as c.i.s cadticas estdo sempre acima dos associados as c.i.s regulares, mostrando
um crescimento mais rapido para os &(¢) associados as c.i.s cadticas. Percebem-se também

maiores oscilacdes para aqueles associados as c.i.s regulares.
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Figura 4.3c
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Figura 4.3 - &f) em tempos curtos associados as c.i.s de E=0.06 para (4.3a)
71 =0.005656855, (4.3b) 7 =0.003771232 e (4.3¢) /1 =0.002828427 .

Em seguida, na figura 4.4, temos as comparacdes das evolucdes de o&(r), para
diferentes valores de 7, para uma mesma c.i. regular associada. Percebe-se que as
oscilagdes no patamar diminuem quando 7 diminui ao contrdrio do valor do patamar que
aumenta quando % diminui. O crescimento a tempos curtos € muito pouco influenciado por
h, pelo menos na faixa de valores utilizada, pois as curvas se sobrepdem até ¢ entre 115.0 e

120.0.
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Figura 4.4 — Comparagio de &) para diferentes valores de 7 (hy=0.005656855,
h3=0.003771232 e hy=0.002828427) e para diferentes c.i. regulares: R6 em 4.4a e b, R7 em
44cedeRllem4.deef.

Na figura 4.5, temos a mesma comparacao agora para as c.i.s cadticas associadas.
Percebe-se também a diminui¢do das oscilagdes no patamar e o crescimento do patamar
com a diminuicdo de 7%. O crescimento a tempos curtos também € muito pouco
influenciado por 7, na faixa de valores utilizada, pois as curvas se sobrepdem até ¢ entre

40.0 e 50.0.
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Figura 4.5 — Comparagio de () para diferentes valores de 7 (hy=0.005656855,
h3=0.003771232 e h4=0.002828427) e para diferentes c.i.s cadticas: C10 em 4.5a e b, C9
em4.5cedeC8em4.S5eef.

Através de regressoes lineares nas regides do patamar, obtemos o valor médio deste

para cada c.i. associada. Na figura 4.6, mostramos estes valores em func¢do de 7 .

Fgura4.6
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Figura 4.6 — Variacao do patamar obtido via regressao linear das figuras 4.4 e 4.5.
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Realizando regressoes lineares para os conjuntos de pontos da figura 4.6, obtivemos

os seguintes coeficientes angulares para cada c.i.:

c.d. C10 C9 C8 R6 R7 R11

Coef.Ang. | -21.9+03| -22+1 -253 321 -43+2 -27%3

Percebe-se que os patamares dos &(f) associados as c.i. regulares cresceram mais
com a diminui¢do de 7z do que os associados as cadticas.

Nas figuras 4.7, 4.8 e 4.9, tem-se o comportamento das derivadas de &(f) para cada
uma das c.i. associadas para # diferentes. Em cada grafico, fazemos sempre a comparacio
entre a derivada de &(¢) associada a uma c.i. cadtica e uma regular. Nota-se em todas as
curvas oscilagdes devido a oscilagdes do préprio &(f) e, na medida que o tempo passa,
oscilagdes em torno de zero, correspondente ao fato de &) tender a um patamar. O fato de
os O(f) associados as c.i.s cadticas crescerem mais rapido do que os associados as c.i.s
regulares, na derivada, manifesta-se no comportamento da envoltdria dos picos positivos. A
envoltdria associada as c.1.s cadticas, em geral, possui um pico mais pronunciado e mais
alto do que o da envoltdria associada as c.i.s regulares. Além disso, o pico da envoltdria

associado as cadticas ocorre antes do das regulares.

Fgrad7a Fguad.7c
Fguad o

04
04y

= 00q

02

04y 044

Figura 4.7 — Derivadas de &(¢) associados as c.i.s de E=0.06 para /2 = 0.005656855 .
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Figura 4.9 — Derivadas de &(¢) associados as c.i.s de E=0.06 para 7 = 0.002828427 .

Apresentamos nas figuras 4.10 e 4.11, a comparacao das derivadas de &), para

diferentes valores de 7, associado a uma mesma c.i.. Assim como os respectivos &1), as

derivadas também coincidem em tempos curtos . Nota-se também, que a altura dos picos

positivos diminui um pouco quando 7 aumenta, mostrando sua influéncia no crescimento

de &(r).

56



Fgura4.10c

Figra4.10a Faura4.10b
“ 1 ——Rm “ — Rt
= o 1 B
o) \\ = 1l F I
,m\ l [ Il \\ﬂ o L il
‘ A o] I il 1 il
gfj r\J. . i\ ul N ﬂ Wl wa N"W %;; ‘” M “ J VW WNWH iy gqo— J’V.\;L;’ ‘M P‘ Wﬁ Ak
o 1l
s o] ' o ‘
041
o 0 20 100 150 20 0 50 100 1t& 0 0 50 100 150 0

Figura 4.10 — Derivadas de &(f) para as c.i.s regulares R6 (4.10a), R7 (4.10b) e R11 (4.10c¢)
para os seguintes valores de 7 : hy=0.005656855, h3=0.003771232 e hs=0.002828427.
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Figura 4.11 — Derivadas de &(f) para as c.i.s cadticas C10 (4.11a), C9 (4.11b) e C8 (4.11¢)
para os seguintes valores de 7 : hy=0.005656855, h3=0.003771232 e hs=0.002828427.

4.3 Distribuicoes de Husimi.

Apresentaremos aqui distribui¢des Husimi como (3.19) calculadas a partir de
estados como (3.10) construidos como sugerido em 3.2 com #=0.003771232. Na
evolugao de &(r) associado a c.i. R6, observamos na figura 4.12 padrdes de oscilagao bem
definidos e um patamar bem menor que os associados as c.i.s cadticas. Selecionamos
instantes em um periodo de oscilagdo para observar, nestes instantes, o comportamento de
0(g2,p2,t) associada a essa c.i.. Em 7=0.0, o estado inicial € o produto de estados coerentes
e &1))=0; em 1;=46.0, 1,=49.5 e 13=58.5, nota-se uma oscilagdo no emaranhamento (&t;) =
0.22, (1) = 0.67 e &(t3) = 0.41) e em 7,=300.0 alcanca 0 maximo de emaranhamento (&(t4)
=0.72) para a c.i. R6.
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Figura 4.12
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Figura 4.12 - &(t) associado a c.i. R6 para 7 =0.003771232: t=0.0, t,=46.0, 1,=49.5,
13=58.5 e 14=300.0.

Na figura 4.13, vemos as curvas de nivel das distribui¢des de Husimi associadas.
Em ¢, temos a representacio do estado inicial centrado na c.i. R6. Em t;, percebe-se que o
pacote ja se espalhou um pouco pelo espagco de fase e sua altura caiu pela metade. Em 1,,
vemos que o pacote se espalha ainda mais para em #; retomar uma configuracio parecida

com a de t;. Em #4, nota-se o pacote muito mais espalhado no espago de fase.
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Figura 4.13 — Distribuicdes de Husimi associadas a c.i. R6 (E=0.06) para # = 0.003771232
em 7,=0.0 (4.13a), 1,=46.0(4.13b), 1,=49.5(4.13c¢), 13=58.5(4.13d) e 1,=300.0(4.13e).

A partir da figura 4.14, selecionamos instantes para calcular Q»(g»,p2,t) associada a
c.i. C10. Da mesma maneira que para R6, o estado em #=0.0 é o produto de estados

coerentes (&2))=0.0), porém, centrado em C10. Em #=12.0, ©=38.5 e £=300.0, o
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emaranhamento aumenta (&(t;) = 0.46, &(t;) = 0.83 e (t3) = 0.89) até o maximo para c.i.

C10.

Figura 4.14
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Figura 4.14 - &(t) associado a c.i. C10 para 7 =0.003771232: £=0.0, £,=12.0, £,=38.5 ¢
1,=300.0.

Na figura 4.15, vemos as curvas de nivel de Q,(g»,p»,t) para os respectivos instantes.
A partir do estado coerente em f, centrado na c.i. C10 vemos, nos instantes sucessivos, 0
pacote se espalhar pelo espago de fase na medida que o emaranhamento cresce, assim como
para a c.i. R6. Percebe-se, porém, que em ¢t = 300.0, a distribuicdo de Husimi

correspondente a c.i. C10 estd muito mais espalhada do que a que corresponde a R6.
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Figura 4.15 - Distribuicdes de Husimi associadas a c.i. Cl10 (E=0.06) para
7 =0.003771232 em #,=0.0 (4.15a), ,=12.0 (4.15b), 1,=38.5 (4.15c¢) e t3=300.0 (4.154d).

Nas figuras 4.16, estdo as curvas de nivel de Q»(g2,p»,f) associadas as c.i.s R7, R11,
C9 e C8, calculadas todas em ¢ = 300.0, ou seja, no patamar dos respectivos &(f) onde o
emaranhamento ¢ maximo. Para se ter uma idéia do qudo espalhadas estdo as Q»(q2,p2,t) no

espaco de fase, é preciso comparar com a figura 4.1, para a qual poux = 0.35 € gomar = 0.24
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Figura 4.16 — Distribui¢cdes de Husimi em 7=300.0 associadas as c.i.s R7 (4.16a), R11
(4.16b), C9 (4.16c) e C8 (4.16d) para i1 =0.003771232.

4.4 Populacoes e Coeréncias de p,.

Apresentaremos nesta secdo a evolucdo temporal de algumas populagdes e
coeréncias do operador densidade reduzido p, associado as c.i.s escolhidas. Na figura 4.17

temos algumas populacdes para as c.i.s C10 e C9, ambas cadticas. Percebe-se que as

~ ~ , . . 2
populacdes 11 e 14 sdo as menos ocupadas o que € razoavel, pois, 11 corresponde a |O£2|
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1
do ponto (q=0, p;=0, ¢>=0, p,,.. = (2mE)2) , ou seja, a c.i. mais externa no espago de

fase (g2,p2). Como a populacdo 14 estd além disso, percebemos que o pacote quantico
respeita o fato de que, classicamente, o estado fisico ndo pode sair da superficie de energia
em que inicialmente foi colocado. As outras populacdes, mais ocupadas que 11 e 14,
diminuem um pouco suas oscilagdes e, na medida que ¢ cresce, agrupam-se entre os valores

0.125 € 0.062.
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Figura 4.17 — Evolu¢ao temporal das populagdes 2, 5, 8, 11, e 14 do operador densidade
reduzido p, associadas as c.i.s cadticas C10 (4.17a) e C9 (4.17b) para 7 =0.003771232.
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Na figura 4.18, temos as mesmas populacdes para as c.i.s R6 e R7 que sdo
regulares. Para ambas, as populagdes 11 e 14 sdao ainda menos ocupadas do que no caso
anterior. Ao longo do tempo, percebe-se que as oscila¢cdes diminuem um pouco e em R7 ha
um agrupamento no comportamento das outras populacdes, porém, um pouco menor que
em C10 e C9. Observa-se um comportamento bem distinto para as populacdes associadas a

c.i. R6, onde, para as populagdes mostradas, ndo hd tendéncia de agrupamento.
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Figura 4.18 — Evolucao temporal das populacdes 2, 5, 8, 11, e 14 do operador densidade
reduzido p, associadas as c.i.s regulares R6 (4.18a) e R7 (4.18b) para 7 =0.003771232.

Na figura 4.19, temos as mesmas populacdes da figuras 4.18 numa escala de tempo
menor. Nota-se uma estrutura periddica para ambos os casos, sendo mais definida e
duradoura para a c.i. R7. Na figura 4.20, temos os comportamentos das populacoes

associadas as c.i.s C8 (cadtica) e R11 (regular) andlogos aos discutidos anteriormente.
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Figura 4.19 — Evolucdo temporal das populacdes 2, 5, 8, 11, e 14 do operador densidade
reduzido p, associadas as c.i. regulares R6 (4.19a) e R7 (4.19b) para t,;=150.0 para
7 =0.003771232
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Figura 4.20 — Evolugdo temporal das populagdes 2, 5, 8, 11, e 14 do operador densidade
reduzido p, associadas as c.i.s C8 (cadtica) (4.17a) e RI11 (regular) (4.17b) para
7 =0.003771232.

66



Com a mesma energia E = 0.06, calculamos as mesmas populacdes associadas a c.i.
C10, porém, com 7% =0.002828427 . Neste caso, como foi discutido em 4.1, o |0£2|2
maximo ndo € mais 11 mas 15. Portanto, as populacdes calculadas sdo todas acessiveis no
sentido que foi colocado no inicio desta secdo. Em outras palavras, todos os |Oc2 |2 possiveis,

calculados de qualquer ponto (gqi,p1,g2,p2) da superficie de energia E = 0.06, com
71=10.002828427 , serdo menores ou iguais a 15. Na figura 4.21, temos o comportamento
das populacdes. Nota-se que também ha um agrupamento das populagdes mas entre valores

menores do que para o caso 7 =0.003771232.

Figura 4.21
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Figura 4.21 — Evolu¢do temporal das populacdes 2, 5, 8, 11, e 14 do operador densidade
reduzido p, associadas a c.i. (E=0.06) cadtica C10 para 7 = 0.002828427 .

Na figura 4.22, apresentamos os médulos de algumas coeréncias de p, para as c.i.s
R6 e C10 com 7 =0.003771232. Percebe-se o decréscimo das coeréncias ao longo do
tempo sendo mais lento para R6. Para tempos correspondentes ao alcance do patamar em
&(f), vemos que as coeréncias tendem a zero tanto para R6 quanto para C10, indicando que

o estado inicial para o subsistema 2 se transformou em uma mistura estatistica.
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Figura 4.22a
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Figura 4.22 — Evolug¢do temporal do médulo de algumas coeréncias associadas as c.i.s C10
(4.22a) e R6 (4.22b) para 7 =0.003771232.

A seguir, na figura 4.23, apresentamos as mesmas evolucdes temporais da figura

4.22, porém, em tempos curtos.
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Figura 4.23a
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Figura 4.23 — Evolu¢do temporal do médulo de algumas coeréncias associadas as c.i.s C10
(4.23a) e R6 (4.23b) para 71 =0.003771232.
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4.5 Discussao dos Resultados Numéricos.

Iniciaremos por comentar os resultados mais simples. No comportamento das

nos casos

~ ~ s e . 2
populacdes, percebe-se que o pacote ndo ocupa niveis maiores que |0£2|mdx
associados as c.1. regulares e ocupa muito pouco nos casos associados as c.i.s cadticas,

. . A . 7 . N M 2
mostrando inclusive uma tendéncia de decréscimo a medida que nos afastamos de |Oc2

mdx
no sentido de niveis cada vez maiores. Este fato nos mostra que a correspondéncia feita

através dos estados coerentes com o espaco de fase cldssico € muito boa ja que

. oo . 2 L
classicamente os pontos acessiveis do espaco de fase s6 geram |052| menores ou iguais a

2 . . T Y . .
|0£2|ma,x. Através do calculo das distribuicdoes de Husimi foi possivel associar,

respectivamente, ao aumento e diminuicdo de &(f), o alargamento e a reconstitui¢do do
pacote.

Nos &), em tempos curtos, e nas derivadas de &), foi possivel notar que aqueles
&(t) associados as c.i.s cadticas crescem mais rapido do que os associados as c.i.s regulares.
Podemos tentar entender este fato semiclassicamente da seguinte forma[23]: as principais
contribui¢cdes na evolucio do pacote quantico vém das vizinhangas da c.i. onde foi centrado
que, no caso regular, corresponde a trajetdrias pertencentes a toros que evoluem de maneira
bem comportada e numa regido limitada do espaco de fase, tendo como conseqiiéncia a
ocupacdo de um nimero limitado de estados; no caso cadtico, a vizinhanca € composta por
trajetdrias cadticas que podem ocupar toda a regido do espaco de fase onde hd caos, tendo
como conseqiiéncia a ocupac¢do de muitos estados o que nos leva a conjecturar que iSso
provocaria um emaranhamento mais rapido entre os dois subsistemas.

As distribuicdes de Husimi calculadas concordam com esse argumento. Vemos nas
figuras 4.13e, 4.15d e 4.16, calculadas todas no mesmo instante, que para a c.i. R6 temos
um pacote menos esparramado em comparagdo com as c..s cadticas. Porém, isso nao
acontece com as também regulares R7 e R11. Essa diferenca entre a c.i. R6 e as outras
regulares € possivel que se deva ao fato de, usando o mesmo argumento anterior, os téros
vizinhos a R7 e R11 serem achatados e alongados (ao contrario dos vizinhos a R6)

permitindo acesso a mais regides do espaco de fase.
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Para as populacdes associadas as c.i.s cadticas, acreditamos que, para tempos
. e 2 _ .
longos, hd uma tendéncia de um agrupamento em torno do valor (|052|m,x+1)1 que €

aproximadamente 0.083 para 7 =0.003771232 e 0.062 para 7 = 0.002828427 , valores que
podem ser verificados nas figuras 4.17, 4.20a e 4.21. Isto estaria relacionado com o fato de,
nessa escala de tempo, o pacote quantico, que ja € uma mistura estatistica como mostra a
figura 4.22, tenderia a ocupar igualmente os estados que lhe sdo acessiveis, pois,
classicamente, uma trajetdria cadtica visita igualmente todas as regides do espaco de fase
que lhe sdo acessiveis. Nas populacdes associadas as c.i.s regulares, apesar de haver um
certo agrupamento a tempos longos para as c.i.s R7 e R11, isto parece nido acontecer da
maneira como ocorre nas cadticas. Como dito anteriormente, 0os comportamentos das
populacdes associadas as c.i.s R7 e R11 seriam distintos das associadas a c.i. R6 devido a
forma e extensdo de seus téros vizinhos que permitiriam, no caso de R7 e R11, acesso a
mais regides do espaco de fase, ou seja, do ponto de vista do andlogo quantico, acesso a
mais estados. Isto explica também o porque de um patamar mais alto para os &)
associados as c.i.s R7 e R11 em relagdo a c.i. R6.

O fato de, na medida que 7 diminui, os patamares associados as c.i.s regulares
crescerem mais do que os associados as cadticas, acreditamos que se deva ao adensamento
do espectro, devido ao argumento anterior de que os pacotes quanticos associados a c.i.s
regulares ocupam somente alguns dos estados possiveis. O adensamento faz com que haja
um numero maior de estados acessiveis associados aos toros vizinhos de uma c.i. regular,
permitindo que o pacote associado a ela ocupe mais estados. Como as principais
contribuicdes desse pacote ficam restritas a esta vizinhanga, ao contrdrio do pacote
associado as c.i.s cadticas, ele seria mais sensivel a um aumento do nimero de estados que

podem ser ocupados, levando a um maior aumento do patamar.
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Conclusoes

Pudemos concluir que, no regime escolhido (£ = 0.06 e 0.003 <7 <0.006), é
possivel associar comportamentos distintos para a entropia linear associada as c.i.s
regulares e cadticas através das seguintes caracteristicas: taxa de crescimento de &(f) maior
para as c.i.s cadticas do que para as regulares e maior intensidade do emaranhamento (no
sentido de envolver mais estados) para as c.i.s cadticas do que para as regulares. Isso foi
possivel de se confirmar através dos calculos das distribuicdes de Husimi, das populacdes e
coeréncias do operador densidade reduzido p,().

Além disso, a vizinhancga da c.i. no espaco de fase também influi nas caracteristicas
citadas acima. As diferencas de comportamento entre as c.i.s R6 e R(7 e 8) exemplificam
esta afirmacdo. Enquanto que para os casos cadticos, os padrdes de comportamento para a
entropia linear, populacdes e distribui¢des de Husimi foram muito semelhantes, diferindo
um pouco nos valores do patamar alcancado, para os casos regulares 1sso ndo ocorreu. No
caso de &(7), as c.i.s R7 e R8 chegam a alcangar os valores dos patamares dos casos
cadticos, a contrario de R6. As populacdes ocupadas e os padrdes de oscilagdo destas
também sao bem distintos entre os trés casos.

Mesmo para uma pequena faixa de variacdo de 7 foi possivel notar sua influéncia
no patamar de &(f). Concluiu-se que quanto menor 7 , maior o valor do patamar alcangado (
diminuir 7 adensa o espectro e aumenta o nimero de estados acessiveis); e na taxa de
emaranhamento quanto maior 7, mais rdpido o emaranhamento (para valores maiores de
h, o pacote quantico € mais largo e portanto ocupa a drea total permitida na superficie de
energia mais rapido).

Desta forma, constatamos neste modelo de dois osciladores harmoénicos com
acoplamento nao-linear a validade da conjectura de Zurek e Paz: de que regimes
classicamente cadticos estdo associados a um emaranhamento rdpido a nivel semiclassico.

Porém, algumas questOes interessantes ficaram em aberto. Uma delas sobre a

relacdo entre os tempos caracterisitcos do sistema. As freqiiéncias @; e @, produzem

periodos T =20 e T, =4 respectivamente enquanto que 0s tempos para alcancar o
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patamar de &(r) ficaram entre 60 e 100 para os cassos cadticos e 150 e 300 para os casos
regulares. Os termos tempos curtos e tempos longos, usados na andlise dos resultados,
referem-se a escala de tempo em que se pode observar o crescimento e o alcance do
patamar de &(f), respectivamente, ¢ ndo foram usados com a intensio de os relacionar com
os periodos das orbitas correspondentes ou periodos caracterisiticos como T; e T,. No
entanto, como foi dito, relacionar as oscilagdes de &(f), por exemplo, nos casos regulares
com periodos de trajetérias ou com algum outro tipo de oscilag@o caracteristica do sistema

classico é uma questdo interessante e complementaria a analise semicléssica.
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Apéndice A - Relacio entre o Espectro

Quaéntico e a Energia Classica.

Como foi mostrado em 1.2, ; e h, definem as agdes tipicas do problema classico
pois contém todas as constantes de acoplamento daquele regime. Pode-se notar que /; e
h; ndo sdo independentes pois:

h _ @
—=—_ (A1
L (A.1)

2 w2
Vimos também que as constantes /;, h, € @ introduzidas na Hamiltoniana (1.26)
representam o problema cldssico ja estudado (1.19) quando, num dado sistema de

unidades:

A =1.0[comprimento]", k =1.0[comprimento]”", k = 2.0[comprimento]”

m= 1.0[massa] e u=0.1

Com essa escolha, podemos conectar o problema quéntico com o cléssico ja estudado.
Porém, para conectarmos a energia quantica com a cldssica, temos que definir o valor de
hnesse sistema de unidades. Faremos isso através da comparacdo de# com h; e hy, ou
seja, definimos que:

h

—=c¢,c%X<1.0

h2

Conseqiientemente definimos 7 neste sistema de unidades pois &, estd definido a

partir da conex@o com o problema classico. Através de (A.1) temos:
h w,
hl h2 wl

E assim todos os pardmetros do Hamiltoniano ficam bem definidos.
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A conex@o entre as energias fica :

A

ho,o
=—1"2F ondeE,é o autovalorde H .

clds. —
a

n’

Logo, dada a energia classica H_, e o valor de 7%, podemos achar

clds.

aproximadamente o nivel de energia quantico correspondente.
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