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Resumo

Examinamos varios aspectos do modelo de um condensado de Bose-Einstein aprisionado em um
potencial de trés pocos simetricamente dispostos, incluindo os efeitos geralmente negligenciados de
interagao entre particulas em modos locais distintos, que conhecemos como colisoes cruzadas. Por
intermédio de uma extensao do formalismo de pseudo-spins de Schwinger, aproveitamos a estrutura
algébrica natural do sistema, de forma a construir o analogo cléssico do modelo utilizando os estados
coerentes proprios das representagoes totalmente simétricas do grupo SU(3). Empregando esta apro-
ximagao semiclassica, estudamos os diferentes regimes dindmicos populacionais presentes no sistema,
que podem ser divididos em trés grandes conjuntos, os quais denominamos como dindmicas de conden-
sados gémeos, poco vazio e vortice. Estes regimes estao relacionados ao comportamento dos pontos de
equilibrio do modelo, que apresentam bifurcacoes e alteracoes de estabilidade, ferramentas essenciais a
compreensao dos fendémenos ndo lineares de tunelamento do condensado. A dinAmica de condensados
gémeos representa um subregime integravel do sistema, onde observamos a supressao do tunelamento
bosoénico, conhecida como auto-aprisionamento macroscopico. Os estados de vortice sao responséveis
por configuragoes de rotagao do condensado na armadilha, ao passo que os estados de pogo vazio
exibem desocupacao persistente em um dos modos locais. Todos os resultados analogos classicos sao
comparados a célculos quanticos exatos, no intuito de observar as origens da quebra de correspondén-
cia classico-quantica, que quantificamos com uma medida de emaranhamento multipartite, conhecida
como pureza generalizada. Também consideramos a transicdo de fase quéntica presente no modelo
para interagoes bosonicas atrativas, a qual associamos a uma mudanca da dindmica populacional do
sistema, observada como uma fragmentacao das representacoes do estado fundamental sobre o espago
de fase.
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Abstract

We examined several aspects of a Bose-Einstein condensate trapped in a symmetrically arranged
triple-well potential, including the effects of the generally neglected interaction between particles in
different local modes, known as cross-collisions. By means of an extension of the Schwinger’s pseudo-
spins formalism, we take advantage of the system’s algebraic structure in order to obtain the classical
analogue of the model, by using the coherent states of the fully symmetric representations of the SU(3)
group. Employing this semiclassical approximation, we studied the different dynamical regimes of the
system, which can be divided into three large groups, which we call as twin-condensate, single depleted
well and vortex dynamics. These dynamical regimes are related to the behavior of the fixed points of
the model, which exhibit bifurcations and changes of stability, essential tools to the understanding of
the nonlinear tunneling phenomena. The twin-condensate dynamics is an integrable subregime of the
system, where we observe the suppression of bosonic tunneling, known as macroscopic self-trapping.
The vortex states are responsible for the rotational configurations of the condensate in the trap, while
the single well depleted states exhibit one persistent vacant local mode. All the classical analogue
results are compared to exact quantum calculations, in order to observe the origins of the broken
quantum-classical correspondence, which we quantified with a measure of multipartite entanglement,
known as generalized purity. We also consider the quantum phase transition for attractive bosonic
interactions, which we connect to a change in population dynamics of the system, observed as the
phase space fragmentation of the ground state representations.
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cAPITULO 1

Introducao

Muita vezes utilizamos as palavras “macroscopico” e “classico” como sinénimas, relegando os feno-
menos puramente quanticos ao mundo microscopico. Entretanto, a fisica ensina repetidamente que
nao devemos tomar nossa percepcao cotidiana da natureza como verdade absoluta.

Se pararmos para pensar, logo observamos que acontecimentos fundamentalmente contra-intuitivos
permeiam toda nossa realidade. Por exemplo, quando puxamos uma macaneta, é incrivel notar como
todos aqueles a&tomos da porta se movem quase simultaneamente, conservando suas distancias relativas,
embora apenas uma pequena por¢ao de particulas interaja diretamente com nossas maos.

Da mesma forma como a humanidade desacreditou no conceito milenar de uma Terra plana residente
no centro do universo, bastaram pouco mais de setenta anos para que a comunidade cientifica aceitasse
definitivamente a idéia de uma ocupagao finita de um tnico estado quéantico.

Em 1924, adicionando mais uma quebra de paradigma ao seu curriculo, Einstein propoe, alicer¢ado
nos trabalhos de Bose, a condensagao de particulas massivas no estado fundamental de um sistema, con-
siderando temperaturas suficientemente baixas. No entanto, as primeiras observacoes deste fenémeno
[AEM195, BSTH95, DMA 95|, reconhecido como condensagao de Bose-Einstein [Leg01, Bur96, PS02],
somente ocorreram em 1995.

A ampliacdo sem precedentes dos efeitos puramente quénticos, causada pelo elevado nimero de
particulas ocupantes de um mesmo estado, aniquila todas as nossas pretensoes de associar ao mundo
macroscopico somente os fendmenos classicos''. Porém, os fisicos tedricos e experimentais estao fasci-
nados com as novas possibilidades de observacao e aplicagdo proporcionadas pela condensacao.

Excetuadas no contetido das previsoes einsteinianas, as interacoes entre os bosons desempenham
um papel fundamental no processo de condensacao. Contudo, neste trabalho estamos mais interes-
sados nos efeitos provocados pelas colisdes interparticulares na dindmica do condensado, apo6s seu
estabelecimento.

Mais de uma década passada desde as primeiras experiéncias bem sucedidas, atualmente ja nos
deparamos com métodos bastante eficientes de criacao e controle de condensados. Por exemplo, empre-
gando técnicas de condensacao sobre “microchips”’, podemos obter diversas configuracoes de potenciais
de aprisionamento [Rei02].

Justificando seu titulo, esta dissertacdo expde vérios aspectos da dindmica de um condensado em

L1Excluindo as teorias relativisticas de nosso “panorama teérico”, pois estas escapam demasiadamente do enfoque desta
dissertagao.
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uma armadilha de trés pocgos, dispostos simetricamente. Consideramos abordagens semiclassicas e
quénticas ao problema, em regimes de espalhamento repulsivo e atrativo.

O primeiro capitulo deste trabalho é dedicado & introdugao dos conceitos fundamentais utilizados
no estudo da dinamica populacional de um condensado de Bose-Einstein em pogo triplo [NHMMO00,
MJ06, LFYL07, SAZ07, FPO1, FP03, BFP03, BFP|. Na primeira segao realizamos uma anélise auto-
suficiente de um condensado em pogo duplo, de maneira a apresentar suavemente a terminologia e
os métodos presentes no restante da tese, mas excluindo um exame mais profundo das ferramentas
matemaéticas empregadas. Os modelos de dois e trés modos apresentam muitos fenémenos marcantes
em comum, como a transi¢ao de fase quéntica associada & supressao de tunelamento bosénico ou as
representacoes de regimes integréaveis sobre a esfera de Bloch.

No final do capitulo 2 discutimos o principio variacional dependente do tempo (PVDT) [SK81],
que fundamenta a aproximacao semiclassica conhecida como analogo classico, peca fundamental na
construgao da anélise de nosso modelo. Uma porcao significante da linguagem e notagdao presente no
restante do texto também é apresentada nesta secao, principalmente os termos referentes & mecénica
classica, cujo formalismo utilizamos no estudo de efeitos puramente quanticos.

Uma dedugao minuciosa de modelo de trés modos locais é realizada no capitulo 3, onde também
observamos as diferentes possibilidades de interagao entre os bdsons condensados. As colisoes entre
particulas localizadas em um mesmo poco do potencial sao denominadas autocolisdes, responsaveis
pelos termos de interagao mais relevantes no Hamiltoniano do sistema. Colisoes entre bosons proveni-
entes de modos locais distintos sdo bem menos freqiientes, devido as hipoteses de validade do modelo,
que supdoem minimos de potencial significantemente afastados. Apesar de usualmente descartadas na
literatura existente sobre este tema, as colisdes cruzadas podem produzir efeitos consideraveis na diné-
mica do condensado, devido & alteragao efetiva da taxa de tunelamento no caso de um elevado ntimero
de particulas aprisionadas.

Em seguida aplicamos uma extensao do formalismo de pseudo-spins de Schwinger [Sch65], reescre-
vendo o Hamiltoniano do modelo em termos dos geradores do grupo SU(3). Estes operadores podem
ser interpretados como os observéveis basicos do condensado, que manifestam sua distribuicao de posi-
¢ao, momento linear e momento angular. O potencial de aprisionamento estudado possui trés minimos
simetricamente dispostos em forma de anel, indicando a possivel existéncia de configuragoes rotacionais
do condensado em torno do eixo de simetria da armadilha.

A estrutura algébrica natural do modelo é aproveitada no capitulo 4, onde introduzimos o conceito
de estados coerentes generalizados [ZFG90, Per86|. Primeiramente, examinamos os elementos neces-
sarios & construcao de um estado coerente com propriedades fisicas tteis, tomando como inspiragao
inicial os consagrados estados coerentes do oscilador harmoénico. Entao, prosseguimos com a obten-
¢ao dos estados coerentes “mais proximos aos classicos” das representagoes totalmente simétricas de
SU(3) |[Dao04, MS00|, adequados ao tratamento de problemas de trés modos bosonicos dotados de
conservagao do ntmero total de particulas.

Deduzindo férmulas BCH (Baker-Campbell-Hausdorff) [Hal03|, encontramos a expansao dos es-
tados coerentes de SU(3) na base usual do espago de Fock [NO98|. Também mostramos algumas
propriedades importantes dos estados coerentes, como a resolugao diagonal da identidade e as formulas
para as médias dos observaveis do sistema.

Na ultima se¢do do capitulo 4, justificamos a escolha do estado coerente como funcao teste para
o PVDT, método conhecido como analogo classico [ZFYW89, ZFY90, AFLN92, FNP98, AFNP99,
AFNPO1]. Esta aproximagao semiclassica possui varias caracteristicas interessantes, que demons-
tramos no decorrer do texto. Por exemplo, mostramos que o método analogo classico reproduz os
resultados quénticos exatos para Hamiltonianos lineares nos geradores de SU(3), pois dois estados
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coerentes arbitrarios sempre estao relacionados por uma transformagao deste grupo. Neste contexto,
obtemos a solugao analitica exata da equagao de Schrodinger para o modelo de trés modos acoplados,
desconsiderando os efeitos de interagao bosoénica e supondo condi¢ao inicial coerente.

O analogo classico também é exato no limite macroscopico [Yaf82], que mostramos corresponder
também ao limite cldssico do sistema, onde as médias de produtos de operadores nos estados coerentes
sao fatoradas.

Ao final da secao 4.3, propomos uma maneira de quantificar a qualidade de nossa aproximacao
semiclassica, utilizando a grandeza conhecida como pureza generalizada associada a algebra su(3)
[SOB*04, BKOV03, BKO"04]. O método anélogo classico consiste em “obrigar” o estado a evoluir
“sem perder sua forma”; ou seja, a permanecer sempre como um estado coerente. A pureza generalizada
nos permite acompanhar o processo de perda de coeréncia em uma evolucao quéntica exata, pois é
uma grandeza decrescente com o “alargamento” das representagoes do estado sobre o espaco de fase,
o qual simboliza o aumento das incertezas e correlagoes nas medidas dos observaveis fundamentais
do sistema. Quanto mais incoerente é a evolugdo quintica de um estado, menor é a qualidade da
aproximacao anéloga cléssica.

A Hamiltoniana analoga classica do modelo é obtida no capitulo 5, onde empregamos algumas das
ferramentas da mecéanica classica no estudo dos fenémenos puramente quénticos relacionados & diné-
mica de tunelamento de boésons condensados. Na primeira se¢ao introduzimos uma reparametrizacao
do espaco de fase em variaveis canonicas de dngulo e agao, cuja interpretacgao fisica é bastante intuitiva.
As coordenadas de acao representam as ocupagoes médias nos modos locais da armadilha, ao passo que
as variaveis angulares sao as diferencas entre as fases coletivas dos condensados localizados em cada
poco. Entao, reobtemos os resultados semiclassicos da célebre regra de substituicao de Heisenberg, que
sugere a troca dos operadores de criagao e aniquilagao bosoénicos por uma forma polar associada ao
numero de excitacao e sua fase conjugada.

Nas secoes seguintes examinamos as equacoes de movimento semiclassicas do modelo, resultantes
da aplicacao do PVDT. Inicialmente encontramos a localizacao dos pontos de equilibrio do sistema,
divididos naturalmente entre os pontos fixos reais e os estados de vortice.

Se os condensados localizados em dois pogos distintos apresentam acordo ou oposicao de fase, entao
encontramos os pontos de equilibrio reais, mas apenas sob a condicao de igualdade populacional entre
os dois modos em fase, chamados de condensados gémeos, ou no caso de desocupagao total de um pogo,
conhecido como estado de pogo vazio. Diferentemente das configuracoes irrotacionais dos pontos fixos
reais, os estados de vortice apresentam momento angular persistente em torno do eixo de simetria do
potencial de aprisionamento, fenémeno nao exibido em cadeias lineares de condensados acoplados.

Podemos associar diferentes regimes dindmicos populacionais as 6rbitas regulares encontradas nas
proximidades dos pontos de equilibrio estavel do modelo, neste intuito analisamos o carater de estabi-
lidade de cada ponto fixo em fungdo das taxas de colisao bosonicas.

Os resultados obtidos com os métodos da mecéanica classica sdo empregados no capitulo conclusivo
de nosso trabalho, que podemos dividir em quatro grandes tépicos: condensados gémeos, estados de
pocgo vazio, estados de vortice e transi¢ao de fase.

Na primeira se¢ao do capitulo 6, mostramos que a dindmica semicléssica do modelo de pogo triplo
possui um subregime integravel, no qual dois modos locais permanecem em estados classicos idénticos
durante toda a evolugdo temporal, o que justifica denomina-los como condensados gémeos. Também
demonstramos que o subespago de fase associado ao regime de condensados gémeos é uma superficie
esférica, cuja parametrizagao leva um subconjunto dos estados coerentes de SU(3) em um conjunto
completo de estados coerentes do subgrupo SU(2). Portanto, a estrutura algébrica da dinamica de
condensados gémeos é a mesma do modelo de dois pogos, de maneira que podemos reaproveitar muitas
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ferramentas utilizadas na secao 2.1, principalmente as representacoes classicas e quéanticas sobre a
esfera de Bloch.

As orbitas regulares presentes no subregime de condensados gémeos também exibem fenémenos
populacionais bastante similares aos encontrados no modelo de dois modos, pois vemos que as tra-
jetorias sobre a esfera de Bloch dividem-se entre os regimes de oscila¢ao Josephson (OJ) e de auto-
aprisionamento macroscopico (AAM), caracterizados respectivamente pela forte presenca e supressao
do tunelamento bosoénico entre os pogos da armadilha.

A dinAmica préxima aos pontos fixos estaveis de poco vazio exibe uma intensa desocupagdo em
um dos modos locais, enquanto os outros dois pocos dividem igualmente as particulas aprisionadas,
excetuando pequenas flutuacoes populacionais. Os estados de pogo vazio simbolizam uma nova possi-
bilidade de supressao do tunelamento, na qual os dois modos populados permanecem em fase oposta,
diferentemente do regime de AAM.

O ultimo regime populacional estudado estd relacionado aos estados de vértice, caracterizados
nao somente por médias populacionais idénticas nos trés pocos de potencial, mas principalmente pela
rotagao persistente do condensado em torno do eixo de simetria da armadilha. Este fené6meno nao é
encontrado nas dindmicas de condensados gémeos e pogo vazio, referentes aos chamados pontos fixos
reais.

Grande parte dos resultados semicléssicos exibidos neste trabalho sdo comparados a calculos quan-
ticos exatos, pois pretendemos identificar as origens da quebra de correspondéncia quantitativa entre
as duas abordagens. Além da utilizacdo da pureza generalizada como medida de coeréncia do es-
tado, também analisamos as representacoes quanticas de estados sobre o espacgo de fase, empregando
novamente os estados coerentes de SU(3).

Devido a aspectos de ordem pratica, projetamos as representagoes de estados nos subespagos po-
pulacional e configuracional, cujas coordenadas canoénicas sao as médias ocupacionais e as diferencas
de fase coletiva, respectivamente. Utilizando estas distribuigoes quanticas podemos visualizar a delo-
calizacao de um estado sobre o espaco de fase, caracteristica intimamente relacionada & coeréncia do
sistema.

Devotamos a segao 6.6 ao estudo da transicao de fase quantica existente no modelo de trés modos
para interagoes bosdnicas atrativas. Entre os resultados desta anélise esté a utilizagao da pureza gene-
ralizada como medida “sinalizadora” da transicao de fase para nimero finito de particulas aprisionadas,
lembrando que podemos caracterizar formalmente a transicao apenas no limite macroscopico.

Nossos resultados classicos e quanticos indicam que o aumento da taxa de colisao entre bésons de
um mesmo modo local suprime o tunelamento no sistema. A transicao de fase quantica reflete este
comportamento do modelo, pois manifesta a alteragao das caracteristicas do estado fundamental entre
os regimes de OJ e AAM. As representagoes quénticas sobre o espago de fase também exprimem esta
modificacdo da dindmica, exibida na forma de uma fragmentacao das distribui¢des nos subespacos
populacional e configuracional.

Também mostramos que o limite classico-macroscépico exato da energia por particula do estado
fundamental pode ser obtido diretamente da aproximacao analoga classica. Neste contexto, a transicao
de fase corresponde a uma mudanc¢a do minimo global da Hamiltoniana, provocada pelo aparecimento
de trés novos pontos fixos oriundos de bifurcacoes.

Finalmente, na subsecao 6.6.1 analisamos a presenca dos diferentes regimes dindmicos em meio aos
estados estacionarios do Hamiltoniano do modelo. Calculando a fidelidade dos auto-estados de energia
em relacao aos estados coerentes centrados em cada um dos pontos de equilibrio, somos capazes de
associar determinadas regioes do espectro as diversas possibilidades de dindmica regular e cadtica
presentes no sistema.
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O capitulo 8 apresenta uma compilacao de varios topicos tedricos fundamentais, que contribuem ao
entendimento mais aprofundado dos resultados exibidos neste trabalho. A leitura destes apéndices nao
é necesséaria & compreensao do corpo principal do texto, mas é indicada no caso de pouca familiaridade
com algum tema presente nos capitulos anteriores. Enfim, o objetivo do dltimo capitulo é aumentar a
auto-suficiéncia desta dissertacao.

Na secao 8.1, fazemos uma revisdo da teoria introdutoéria de muitas particulas, com orientagao
evidente ao estudo de bosons idénticos. Entao, somando estes resultados a elementos da teoria de
grupos, estendemos o formalismo de pseudo-spins de Schwinger as representacoes totalmente simétricas
de SU(3).

A pureza generalizada é discutida profundamente na se¢ao 8.2, onde demonstramos que os estados
coerentes sdo os Unicos que maximizam esta grandeza, sob certas hipoteses. Também apresentamos os
conceitos de incerteza total da algebra e emaranhamento independente da escolha de subsistemas.

Empregando o método analogo classico, podemos determinar os correspondentes quanticos de varias
concepgoes proprias da mecéanica classica. Na segao 8.3, exibimos defini¢oes consistentes de graus de
liberdade, integrabilidade e caos para sistemas puramente quanticos.

Toda secao 8.4 é dedicada a demonstrar que os parénteses de Poisson, definidos de maneira natural
no contexto do PVDT, podem reproduzir as rela¢coes de comutagao de uma algebra, se utilizamos seus
estados coerentes associados como parametrizacao do espago de fase generalizado.

O pseudopotencial de interacao entre pares de particulas pouco energéticas é examinado na segao
8.5, na qual fazemos uma dedugao completa desta aproximagao e discutimos suas varias hipoteses,
essenciais ao modelo de pogo triplo.






CAPITULO 2

Preludio

Este capitulo é uma iniciagao as principais idéias abordadas neste trabalho, pois aqui introduzimos
grande parte dos conceitos e métodos utilizados no tratamento da dindmica de um condensado de
Bose-Einstein em um potencial de pocgo triplo.

Na secao 2.1 encontramos uma analise auto-suficiente da dindmica de um condensado em poco
duplo, que representa um exercicio preparatorio ao problema significantemente mais complexo de trés
modos. Portanto, apresentamos uma boa oportunidade para a assimilacao da linguagem empregada
no restante do texto, sem uma discussdo onerosa dos fundamentos matemaéticos utilizados.

Embora ja exista uma vasta literatura teérica e experimental sobre o assunto [AGF105, Hin05,
KT02, dCAO, MCWW97, PW98, dC06|, acrescentamos alguns novos resultados ao estudo do modelo
de dois modos, em especial os céalculos referentes a presencga de colisdes cruzadas e & aplicacdo da
pureza generalizada.

O tema da se¢ao 2.2 é o principio variacional dependente do tempo [SK81]. Esta ferramenta teérica
merece maior atengao, pois é essencial na construcao do método de aproximacao analogo classico, peca
fundamental de nossos resultados. Nesta se¢do também introduzimos parte consideravel da notagao e
terminologia empregada nos capitulos seguintes.

2.1 Modelo de Poco Duplo

O modelo do condensado em pogo duplo é bastante conhecido na literatura tedrica e experimental,
como exemplo temos [AGFT05, dC06, dCdO, KT02, MCWW97|. Este modelo ¢ bastante mais simples
que o analogo em poco triplo que estudaremos adiante, mas muitas das caracteristicas importantes na
dinamica de condensados acoplados ja estao presentes. Devido & integrabilidade e unidimensionalidade
efetiva deste modelo, a anéalise de sua dindmica é bastante simplificada; no entanto, muitos dos métodos
utilizados no estudo do modelo de trés modos sao tteis também aqui, de maneira que o estudo do caso
de pogo duplo é uma excelente primeira abordagem a toda uma familia de problemas envolvendo
condensados em potenciais de miltiplos pocos.

De maneira geral, a dedugao do modelo para o condensado em pogo duplo é bastante parecida
com o poco triplo, por isto vamos fazé-la de forma breve neste capitulo, enfatizando os pontos em que
encontraremos diferencas no futuro.
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Suponha um potencial de aprisionamento V' (7) com dois minimos globais equivalentes. Por simplici-
dade, assumimos que o potencial seja harmoénico simples de freqiiéncia w nas diregoes y e z cartesianas,
enquanto que na dire¢cao x o potencial apresente os dois minimos simétricos caracteristicos do modelo.
Para uma particula de massa m, podemos descrever o potencial por:

2

Sem perda de generalidade, escolhemos potencial zero nos minimos. O parametro qg é a distancia de
cada minimo & origem e bqg é altura da barreira de potencial entre os dois minimos. Por conveniéncia,
fazemos a seguinte escolha do parametro de ajuste b:

b mw?
V(r) = ?($2—qg)2+i(y2+22)' (2.1.1)
0

mw2

8

Com esta escolha, a aproximagao harmoénica do potencial em torno de cada um de seus minimos

torna-se um potencial harmoénico tridimensional isotrépico. Denotando as posi¢oes dos minimos por
7+ = £qo, as aproximagoes quadraticas sao facilmente encontradas como:

b= (2.1.2)

mw2

Vf)(F) =5 [(xF Q@) +y° + 22] . (2.1.3)

Se a distancia 2qy entre os minimos for grande suficiente, podemos supor que Vi (7) é uma boa
aproximagcao do potencial de aprisionamento para os estados de energias mais baixas; ou seja, para
uma particula de baixa energia temos dois pogos praticamente independentes. O estado fundamental
de cada poco considerado independentemente é bastante conhecido:

1 (zFa0)% +y2+22]

——e 2d2 . (2.1.4)
2

ut(F) = (Flux) = —
wad
Na tltima equacao, d é a “largura” da gaussiana em cada uma das trés dimensoes espaciais, definida

CO1mo:

h
d=1/—. 2.1.5
o (2.1.5)

Note que |uy) satisfaz a equagdo Hy|uy) = Eluy), onde Hy = % + Vj(f) (7) é o Hamiltoniano de

particula tinica em pogo independente e ' = % é a sua energia fundamental.
Para gy > d, os dois estados u4 (7) sdo praticamente ortogonais, de forma que sobreposigao entre

as fungdes de onda localizadas cai exponencialmente com o quadrado da razao 4.

2
q
e=(uifu) =e & < 1. (2.1.6)

Um esbogo para potencial de pogo duplo e as duas fungoes localizadas em cada minimo, com
sobreposicgao €, é dado na figura 2.1.1.
Para uma tnica particula sem spin, o Hamiltoniano completo do sistema é dado por:

— ) 2
p p mw= o 2\2 | W, o 2
H= 174 — N — 4+ = + . 2.1.7

Os estados |ut) ndo sdo auto-estados de H, mas supondo que estes estados sdo praticamente
ortogonais, (u;luj) = d;; +e(1 — ;) para i,j = %, e que podemos modificar a altura da barreira de
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q, X

Figura 2.1.1: Estados fundamentais das aproximagdes harménicas em torno de cada minimo. Assumimos que a
sobreposicao destas fungdes é pequena para a validade do modelo.

potencial, ajustando a freqiiéncia w e conseqiientemente o parametro b, de forma que os dois niveis mais
baixos de energia para o Hamiltoniano (2.1.7), denotados por |1) e |2), sejam os tnicos com energia
menor que bg3 e estejam distantes dos demais niveis de energia do espectro, como na figura 2.1.2, temos
entdo que |1) e |2) sdo aproximadamente combinagoes lineares de |ut). A pequena diferenca entre H
e um sistema de dois pogos independentes gera o acoplamento entre os estados |uy ), estes de minima
energia nas aproximagoes harmonicas.

Agora, definimos o parametro de acoplamento g e a correcao de energia A:

g = (usl (VO = V@) Jus),
(2.1.8)

A = sl (V) VE () )

Entao, podemos escrever os elementos de matriz do Hamiltoniano completo de particula tinica:
2 2), . 2
sl Hlws) = (il (35 + V) fud + (5] (V) = V@) Ju)
= F [(51J + E(l — (51])] + A(Sz‘j + g(l — %) (2'1'9)

= E’(;Z-j + %(1 — 6@’]’)7 parai,j = =.

Na equagao (2.1.9) definimos também a energia E' = F + A dos estados |u. ), corrigida devido aos
termos anarmonicos do potencial, e a taxa de tunelamento Q2 = 2(g + ¢E).

A representagao aproximada do bloco de H no subespaco de interesse, gerado pela base pratica-
mente ortogonal de estados |ut) quando supomos ¢ < 1, ja pode ser escrita:

Q

B2
H=|_ % F
o |

0
(2.1.10)

Diagonalizando este bloco podemos obter os estados fundamentais |1) e |2), em termos de combi-
nagoes lineares de |uy ), e suas auto-energias correspondentes, levando-se em conta aproximagoes até
a primeira ordem em ¢.
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127
/ 113

qg %

Figura 2.1.2: Estrutura do espectro de particula tinica. Consideramos apenas os dois estados fundamentais com energia
inferior a barreira de potencial entre os pogos, enquanto os demais niveis de energia se encontram bem afastados.

) = L)~ ), Ei=E - %
(2.1.11)
2) = S(ue)+lus)). Br=E+ 5.

Vemos que a separacao entre os dois niveis é 2, em primeira ordem de aproximacao.

Agora consideremos a situagdo para N particulas. Como tratamos de um CBE de particulas sem
spin, esperamos que o sistema esteja muito proximo de seu estado fundamental, dada a baixissima
temperatura. Logo, os dois estados de mais baixa energia, que consideramos afastados dos demais e
quase degenerados, sdo praticamente os tnicos populados pelos bésons. Supomos ainda que a interagao
entre as particulas nao seja forte o suficiente para alterar significantemente a estrutura de niveis de
energia de particula tinica.

Utilizando a linguagem da segunda quantizacao, podemos escrever o Hamiltoniano de muitas parti-
culas H utilizando as equacdes (8.1.41°) e (8.1.48), juntamente com o Hamiltoniano de particula tnica
(2.1.7). O potencial de interagao entre as particulas V(7,7) = Vpd(7 — i) é aproximado por um pseu-
dopotencial do tipo esfera-dura, segundo o apéndice 8.5. J& o operador de campo 1& pode ser expandido
em uma base arbitraria segundo a equagao (8.1.42). No entanto, por hipotese apenas os dois estados
de menor energia estao populados e as fungoes u4 (7) sdo aproximadamente ortonormais e formam uma
base de func¢oes no subespacgo considerado, de maneira que podemos aproximar o operador de campo
por apenas dois modos:

D7) = uy (F)dy +u(7F)d; (2.1.12)

onde di é o operador de aniquilagdo bosonico no estado |u4), que segue as relagoes de comutagao
canonicas (8.1.22), (8.1.24) e (8.1.30).

10



Capitulo 2: Preludio 2.1 Modelo de Pogo Duplo

Substituindo a aproximagao de dois modos (2.1.12) na expressao para H , juntamente com a ex-
pressao para o pseudopotencial, e notando que as fungdes u4 () sao reais, obtemos:

B=Y [@ru@a@Ou@dd -+ 2 Y [ @ruu@u@u@ddad; @11

,5,k,l

na qual 4, j, k,l = £. Agora, utilizando a equagao (2.1.9) para os elementos de matriz do Hamiltoniano
de particula tnica, reescrevemos (2.1.13) como:

H = EYdd+2Yddj+%2> [dru}(f)d’d
i i#] i

2 2
Y [ dr (P (P + Vo X [ dPrad (7)uy (7 df*did, (2.1.14)
i#j i#j
+Vo X [ dPrad(Flud(Pdididid; + Vo 3 [ dPrud(Fyu;(7)dld]d2.
i#j i#j
Definimos entéo os parametros de colisdo do sistema, para i, j = + e i # j, lembrando que os dois
pocos sao equivalentes devido & simetria de reflexdo no plano z = 0:

R= dB3ru (F); (2.1.15.a)
_W 320N, 20
Vo

A= /d% (7)u; (7). (2.1.15.)

O parametro s é denominado taxa de autocolis@o, pois depende da funcao de onda de apenas um
dos pogos por meio da integral do modulo a quarta desta fungdao. Os parametros n e A sdo chamados
de taxas de colisao cruzada, pois dependem da sobreposi¢cao das fungoes de onda localizadas em pogos
distintos. Como esta sobreposicao é bem pequena por hipétese, ¢ < 1, esperamos que estes parametros
representem uma aproximacao de ordem superior para as interagoes no sistema.

Podemos calcular o valor dos parametros de colisdo em funcao de pardmetros dos potenciais de
aprisionamento e de interagao. Utilizando (2.1.4), calculamos as integrais das defini¢oes (2.1.15.a)-
(2.1.15.¢):

—— (2.1.15.a/)
2

n=rke & = ke’ (2.1.15.1)
3qg

A = ke 242 = kez. (2.1.15.¢))

Destas ultimas equagoes vemos que apenas dois dos trés pardmetros de colisao sao independentes.
Desta forma, escolhemos por conveniéncia k e 1 como independentes, enquanto A é dado por:

11
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= V/n3K. (2.1.15.¢")

Entao, com as defini¢oes de parametros de colisao, podemos reescrever (2.1.14) como:
H = FEN+$%did +dd)+rdPd +d?d?)
(diPd2 + d?d2) + 2A(dPd d_ + dPd_dy) (2.1.16)

+and dydtd_ +2A(dld d2 + dfdld2),

onde N = d! Ldy+ dld_éo operador do ntmero total de particulas do sistema. J& que todos os termos
de H conservam o nimero de particulas, o que implica na relagao facilmente verificavel [H N ] =0,
podemos trabalhar apenas dentro de representagoes dos operadores do sistema nas quais N é N vezes
o operador identidade. Segue da equagao de Schrodinger que termos do Hamiltoniano dependentes
apenas de operadores constantes nao alteram a dindmica do sistema, pois contribuem somente com uma
fase global & evolugao do estado, sem nenhum contetido fisico. Portanto, como o ntmero de particulas
do sistema é constante e igual a NV, podemos desprezar termos que s6 dependem do operador N e de
outras constantes.

Utilizando as relagoes de comutagao candnicas entre os operadores de criacao e aniquilagao podemos
mostrar as seguintes identidades:

(dd_+dd)? = dPd® +dPd2 +N+2d dyd d;

N(N-2) = dPd% +dPa® +2d\d.d" d_ — N;
(2.1.17)
dPd? +dPd% +4adidedtd. = (dld- +d d)? —dPd? - dPd + N(N -2);

(N —1)(dhd-+d dy) = dPdyd +dPd_dy +dld d® +d d\.&2.

Com as identidades (2.1.17) podemos deixar (2.1.16) em uma forma mais compacta e de mais
facil interpretagao. Também descartando os termos constantes e substituindo N por seu autovalor
completamente degenerado N, temos:

Q
= {21\( 1) + 2] (dd_+d dy)+ (k—n)(dPd% + dPd®) + n(dd_+d dp)?  (2.1.18)

Temos agora apenas trés termos de interesse no Hamiltoniano. O primeiro termo de (2.1.18) é
bilinear nos operadores de aniquilagao e criagdo, de forma que cada operador bilinear constituinte
aniquila uma particula em um dos pocos e a recria em outro, o que nos sugere prontamente denominar
este termo como o operador de tunelamento. Se escolhemos um sistema de unidades tal que A = 1,
vemos que g é a freqiiéncia de tunelamento quando desconsideramos os parametros de colisao cruzada.
Notando que o pré-fator do operador de tunelamento contém 2A(N — 1) além de & 5, encontramos aqui
também o maior motivo de nao desprezarmos as taxas de colisao cruzada em nosso modelo. Mesmo que
a grandeza dos parametros de colisao cruzada seja muito inferior & magnitude dos outros parametros,

A < Q, Kk, o fator 2A(N — 1) ainda pode ser significativo, pois o nimero de particulas pode ser muito

12



Capitulo 2: Preludio 2.1 Modelo de Pogo Duplo

grande. A condigdo N > 1 geralmente é satisfeita nos experimentos tipicos com condensados, nos
quais o ntiimero de particulas varia de algumas centenas & ordem de 10'° [Leg01].

O segundo termo de (2.1.18) é denominado de termo de autocolisdo, pois envolve produtos biqua-
draticos dos operadores de criagao e aniquilagao com origem na interagao entre particulas localizadas
no mesmo sitio, de maneira que cada um destes produtos envolve operadores relativos a apenas um
pogo da armadilha. Vemos que a taxa de autocolisao efetiva é k — 7, insignificantemente menor que o
esperado se desconsideramos a colisao cruzada.

O ultimo termo no Hamiltoniano existe somente quando consideramos colisoes cruzadas e representa
a interacao entre particulas localizadas em sitios distintos. Mesmo que o efeito deste tltimo termo seja
bem pequeno, vamos considerar por consisténcia todos os termos oriundos da colisao cruzada e assim
analisar seus efeitos na dindmica do sistema.

Neste ponto, trocamos a representacao dos operadores geradores do grupo dinamico do sistema?!,
utilizando os operadores de quasi-spin de Schwinger [Sch65, Sak94]. Assim substituimos a algebra dos
operadores de aniquilagao e cria¢do em dois modos pela também ja familiar algebra geradora de SU(2).
Entao, definimos os trés operadores da base de su(2):

dtd_—d\d

Jy = %; (2.1.19.a)
dtdy —dld

Jy = i (2.1.19.b)
did_+dd

J, = % (2.1.19.c)

Estes operadores satisfazem a consagrada relacao de comutagdo de momento angular ou da algebra
su(2):

i, Ji] = tejmdy; Jik,l=x,y, 2. (2.1.20)

Os operadores J;, que geram as transformagoes infinitesimais do grupo SU(2) sobre o sistema, nao
tém aqui a conotagao de operadores de momento angular, mas uma interpretagao apropriada ainda
pode ser encontrada de maneira simples. O gerador J,, por exemplo, fornece a metade da diferenca de
populacao entre os condensados localizados nos dois pocos, ja que h4 = dldi é o operador de ntimero
de particulas do condensado localizadas no poco de minimo 7. Logo, J, é bastante interessante
como indicador da distribuigdo espacial do condensado. Vemos diretamente, em comparagdo com o
Hamiltoniano (2.1.18), que J, é proporcional ao operador responséavel pelo tunelamento entre os dois
pogos.

Agora, uma interpretagao ainda mais adequada dos operadores da base de su(2) pode ser encontrada
utilizando a teoria quantica de muitas particulas. Na equacao (8.1.41) do apéndice, temos que um
operador de um corpo aditivo O pode ser escrito em termos dos operadores de criagao e aniquilagao.
Considerando a aproximagao de dois modos, reescrevemos este resultado:

0= >" (u|Olu;)dld;. (2.1.21)
i,j==+

210 conceito de grupo dinamico é abordado na segio 8.3.

13
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Podemos calcular facilmente os elementos de matriz do operador de posicao de particula tnica x
entre as fungoes localizadas (2.1.4):

(ujlz|uk) = kaodju;  J, k= =+. (2.1.22)

Substituindo estes elementos de matriz em (2.1.21), encontramos o operador de distribuicao de
posicao do condensado:

T = —2qoJs. (2.1.23)

Na linguagem da segunda quantizacao, vemos que o operador de posicao ao longo do eixo z é
)
proporcional a J,, como esperado. Uma interpretacao semelhante para operador de momento linear
de particula tnica ode ser encontrada. Neste escopo calculamos os seguintes elementos de matriz:
X

q0
@2

Novamente utilizando (2.1.21), encontramos o operador de distribui¢do de momento linear do con-
densado:

(ujlpelur) = —ik—ge(l =) j, k= +. (2.1.24)

2
Pp = —220° (2.1.25)

gl

Logo, J, é proporcional ao operador de momento linear do condensado na dire¢ao . Outro operador
interessante é o Casimir quadrético J? , cujos autovalores rotulam as representagoes irredutiveis de
SU(2). Podemos verificar facilmente que:

N (N
ﬁ:J§+J§+J§:5 <2+1>. (2.1.26)

Portanto, o niimero de particulas N especifica unicamente uma representagao irredutivel de SU(2)
e, como o numero de particulas é constante, vemos que a dindmica do sistema se restringe ao espago
de estados em que age apenas a representagao irredutivel de SU(2) com J = %

Conhecidas as interpretagoes dos operadores da base de su(2), usamos as relagdes canodnicas de
comutagao bosonicas, juntamente com uma das identidades de (2.1.17) e a defini¢do dos operadores de

Schwinger de SU(2), para mostrar a seguinte igualdade:

472 + N(N —2) = 2(d2d2 + d2d2). 2.1.27
x + 0

Com esta identidade podemos reescrever mais uma vez o Hamiltoniano do sistema, desconsiderando
termos constantes:

H=[4A(N = 1) + Q] J, + 2(k — n)J? + 4nJ2. (2.1.28)

Este Hamiltoniano é ideal para a construgao de um analogo classico ao sistema com apenas um
grau de liberdade, assunto da préxima subsecao. Esta expressao também facilita a analise da dindmica
quantica do modelo que fazemos, de maneira geral, numericamente. Daqui em diante, no estudo do
modelo, vamos considerar apenas a regiao de parametros tal que §2, x > 0, seguindo o que foi feito nos
trabalhos [dCdO, MCWW97].

14
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2.1.1 Analogo Classico ao Modelo de Dois Modos.

Para obtermos a Hamiltoniana anédloga classica do sistema H(6, ¢), fazemos a média de (2.1.28)
nos chamados estados coerentes de momento angular ou atdomicos, associados a algebra su(2).

H(0, ) = (0,611, ¢). (2.1.29)

Para uma extensa discussao sobre os estados coerentes de momento angular, em comparagao com
os estados coerentes do oscilador harmoénico, veja [ACGT72]. Aqui mostramos apenas os resultados
necessarios destes estados e deixamos uma discussao mais extensa apenas para os estados coerentes de
su(3), presentes nos proximos capitulos de nosso trabalho.

Os estados coerentes de momento angular sdo obtidos aplicando-se uma rotacao em trés dimensoes
ao estado de momento angular de menor proje¢ao no eixo cartesiano z, cuja notagao usual é |J, M =
—J). Este procedimento é anilogo ao utilizado na definigao do estado coerente do oscilador harménico,
que é obtido a partir de um deslocamento no espaco de fase do estado do oscilador com zero quantum
de energia ou estado de vacuo.

De agora em diante, vamos utilizar em nossa andlise a base bastante familiar que diagonaliza
simultaneamente os operadores J? e J., definida por:

J|L M)y = J(J+1)|J M), J=0,31,

NI

(2.1.30)
LMY = M[JM), M=—J—J+1,...,J—1,J.

Note que escolhemos o sistema de unidades tal que A = 1. Também devemos lembrar que para um
ntmero de particulas constante apenas a representagao com J = % estd envolvida no problema. Para
obter o estado coerente atémico |0, ¢), aplicamos a |J, —J) uma rota¢do R descrita pelos angulos 6 e
¢, por sua vez representados na figura 2.1.3. A rotacao de 6 é feita em torno do eixo 71, versor normal
ao plano de rotacao do estado:

10,) = R0, $)|J, —J) = 00| ] _J) = ¢=i6(ssing=Jycosé)| 7 _ Jy. (2.1.31)

Apos alguma &lgebra, pode-se mostrar que (2.1.31) fornece uma expansao util do estado coerente
nos estados |J, M) de (2.1.30):

M+J

J 2J T
0,0) = |7) :MZ—J <M+J>(1+MQ)J|J,M>. (2.1.32)

Em (2.1.32), definimos 7 = e i tan%. Este ntimero complexo pode ser usado como rétulo do
estado coerente em vez do par de dngulos na esfera, pois os dois conjuntos se correspondem biunivo-
camente, exceto em 0 = 0 e § = 7, onde ¢ é indeterminado. Contudo, esta exce¢do nao gera grandes
complicagoes.

Com a expansao (2.1.32) em maos, podemos calcular a média (2.1.29). Como passos intermediarios
precisamos calcular (7|.J,|7), (1|J2|7) e (7|J2|7). Utilizando identidades binomiais e (2.1.30), obtemos:

1—|72
(Il = -

(2.1.33)
—1)|r[2
(rl 2y = g2 -2 G LR
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=

- |&,¢ >

Figura 2.1.3: Esquema de rotagio do estado de momento angular de menor projegio no eixo z, denotado por |J, —J).
Os angulos de rotacdo sdo indicados pela cor diferenciada na figura. Note que a definigdo destes angulos é semelhante
aos Angulos em coordenadas esféricas, mas nossa origem do angulo 6 é situada no semi-eixo z negativo, diferentemente
do usual.

Para calcular (7|J2|7) precisamos lembrar primeiro da defini¢io dos operadores de abaixamento
e levantamento Jy+ = J; &+ iJ,, usuais quando tratamos do grupo SU(2)%2. Os operadores Jy sao
facilmente aplicados nos estados |J, M):

Je|J, M) =/(JFM)(J£M+1)]J,M=*1). (2.1.34)

J3+J2 42— g2 ~
———=1—=, entao basta calcular as

Da definicao dos operadores Ji e de J? temos que J? =
médias nos estados coerentes de cada um destes termos para obtermos a tultima média desejada.
Usando (2.1.34) podemos calcular as médias dos operadores Ji e J2, novamente utilizando identidades
binomiais. A média de J? pode ser calculada facilmente utilizando (2.1.30), enquanto a média de J2
ja foi obtida em (2.1.33). Somando todos estes termos:

J(2J —-1) J
Jr) = )24z 2.1.35
(r2in) = 5 (T (21.35)

Por fim, substituindo as médias (2.1.33) e (2.1.35) em (2.1.29), encontramos a Hamiltoniana semi-
classica nas variaveis dindmicas 7 e 7*. Também descartando termos constantes, que nao alteram a
dindmica do sistema, obtemos:

— T J(2J —1)
+ (K — n)m

onde devemos lembrar que J = % Por simplicidade, definimos também a taxa de tunelamento efetiva:

1 J(2J - 1)T*r
N — g0/ ey )

* 2
J— _8
1+ 7% (T +7) "

(2.1.36)

Q0
5 =5 T2AW -1 (2.1.37)

Por completeza, utilizando a relacdo 7 = e~ tang em (2.1.36), podemos também encontrar a
energia do sistema em termos das varidveis angulares:

22Formalmente, os operadores Jx, juntamente com J,, formam uma base para a algebra complexificada su*(2) = sl(2),
geradora do grupo SL(2).
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H(6,9)
J
As equagoes de movimento para as variaveis angulares 6 e ¢ na esfera ou para as variaveis complexas
7 e 7", consideradas independentemente, podem ser deduzidas do principio variacional dependente do
tempo. Mas, neste ponto, é conveniente uma transformacao para variaveis candnicas de coordenada e
momento, de maneira que as equagoes de movimento assumem a forma usual das equagoes de Hamilton.
A transformacao para as varidveis candnicas ¢q e p é dada por:

= —Q'cos O + (2J — 1)sin? 0 [(rk — ) cos® ¢ — 2] . (2.1.36")

+1
P i (2.1.38)
VAT — ¢ —p?
Note que o espaco de fase permitido a ¢ e p é limitado, ji que |7|> — oo quando ¢* + p? — 4J;
ou seja, o espaco de fase é um circulo de raio 2v/J nestas variaveis. Aplicando a transformacio em
(2.1.36), temos a Hamiltoniana em variéveis canonicas:

(> +p°—2J)  (k—n)(2] 1) n(2J —1)
2 + 4J 2J
Agora podemos escrever facilmente as equacoes candnicas de movimento, utilizando as equagoes
canonicas de Hamilton.

H=q 4T — ¢ —p*) + (¢®+p*)(¢* +p* —4J). (2.1.39)

g = &
p’
(2.1.40)
. oM
P = %3¢

Calculando as derivadas de (2.1.39) segundo (2.1.40), obtemos as equagoes de movimento classicas
do sistema:

i = Up—(x—n) %+ 925 p(2¢% + 2p% - 4);
(2.1.41)
p o= —q— (k-1 g4 - 2¢* - p?) — 5 g(2¢% + 2p* — 4).

Até aqui, as Hamiltonianas e as equacoes de movimento mantiveram uma estrutura de trés termos:
o primeiro termo de tunelamento, o segundo de autocolisao e o terceiro devido somente & colisao
cruzada entre os condensados localizados.

Buscamos agora os pontos de equilibrio do sistema Hamiltoniano (2.1.41). Impondo ¢ = p = 0,
encontramos quatro conjuntos de pontos fixos:

g = p = 0, solugao trivial; (2.1.42.a)
R2(k —n)+ ¥
q \/ 20 —n) e p=0; ( )
R2p — ¥

(2.1.42.c)

Rn+ ¥ Rk —n)— ¥ _ o
g=+t\|———=ep=+=% , com quatro possiveis escolhas dos sinais. (2.1.42.d)
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Por simplicidade, nas ultimas equagoes definimos os parametros auxiliares k = (k — n)Z‘i—;l, n=

n% e R=2VJ. Note que R é o raio do espaco de fase nas variaveis ¢ e p.

Os pontos de equilibrio do sistema ficam mais claros se visualizados na esfera de raio unitario
da figura 2.1.3, conhecida também como esfera de Bloch nestas circunstancias. Recordando de 7 =
e~ tang e da transformagao (2.1.38), podemos escrever a relagao inversa entre as variaveis canonicas

e os angulos 6 e ¢:

0 = 2arctan(|7|) = 2arctan ( %) , 6el0,7;
(2.1.43)
¢ = —arctan (Z(::J:TT)) = — arctan (g) , ¢ €l0,2m).

A vantagem da visualizagao na esfera de Bloch ¢ que as médias dos operadores J,, J, e J, sao
simplesmente as projegoes do estado coerente, representado por um ponto na superficie da esfera, em
cada um dos eixos coordenados, a menos de um fator de normalizacao J. Ou seja, calculando as
médias (7|J.|7), (1|Jy|T) e (7]|J:|7), de maneira analoga ao que ja foi feito em (2.1.33) e (2.1.35), e
entdo substituindo a defini¢ao de 7 em termos dos dngulos sobre a superficie esférica, obtemos:

(r|Jz|T) = ﬁ(T*—i—T) = Jcos ¢sinb;

(TlJylm) = —ipgfp(r™ —7) = Jsingsinf; (2.1.44)
—irf?

(r|J:|7) = —JELHQ; = —Jcos0.

Assim vemos que as médias dos trés geradores de SU(2) sao facilmente especificadas pelos angulos
0 e ¢, de forma semelhante a relagdo entre as coordenadas esféricas e cartesianas de um ponto cuja
distancia a origem é J, exceto pelo sinal contrario em J,, que decorre da diferenca entre as defini¢oes
de 6 das coordenadas esféricas e do estado coerente, de acordo com a figura 2.1.3.

Agora, utilizando (2.1.43), encontramos as localizacoes dos pontos fixos (2.1.42.a)-(2.1.42.d) na
esfera de Bloch, dados a seguir na mesma ordem:

6 =0, ¢ indeterminado; (2.1.42.27)
R2(k — Q
0 = 2 arctan ( n) * 2/ , = 0, para ¢ >0 ; (21421)7)
Rz(k:—n)—% m, para q < 0
R — & T, parap <0
0 =2arctan | | ——Z |, 6 =14 2, ; (2.1.42.¢")
R2n+% —5, parap >0
n)_2
+ arctan ( RQ,(;Z”?&’ 2 ) , para gp < 0
— 2 )
0=m, ¢= T (2.1.42.d")
— arctan Rt , para gp >0
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Comparando as equagoes (2.1.42.a)-(2.1.42.d) com (2.1.42.a’)-(2.1.42.d”) obtemos varias informa-
goes uteis. Primeiramente, vemos em (2.1.42.b’) que 0 fica indefinido (o argumento da arcotangente
fica imaginario) se %/ > R?(k —n). JA esperavamos este comportamento de (2.1.42.b), pois quando
%l > R%(k —n) temos que ¢> > R? e o ponto de equilibrio esta fora do espaco de fase. Em (2.1.42.¢"),
vemos que # é indefinido se % > R%n, o que também era esperado de (2.1.42.c), pois neste caso o
momento p assume valores imaginarios. Por fim, note que os quatro pontos fixos do conjunto (2.1.42.d)
representam o mesmo ponto 8 = 7 na esfera de Bloch. Para estes pontos, a possivel indeterminacao em
¢ quando % > R%(k —n) ndo é relevante, pois nos polos somente o angulo # ¢ suficiente na descricao
do estado. Logo, vemos também que a borda do espaco de fase ¢®> + p?> = R? representa apenas um
estado com 6 = 7w e ¢ indeterminado sobre a esfera. Desta forma, concluimos que nao é necessario
descartar os pontos fixos de (2.1.42.d) quando %l > R’n e p se torna imaginario, pois estes quatro
pontos representam o tnico estado bem determinado por 8 = m, para todos valores dos parametros.

Como préximo passo na andlise do problema classico, vamos estudar a estabilidade do sistema de
equagoes de movimento nas proximidades de cada ponto de equilibrio [dA95|. Para este fim, precisamos
calcular nos pontos fixos os autovalores de:

0 -1\ [ %x oK
A=JH= ( Lo > ( ba* Opoa ) (2.1.45)
opdq  Op?

As segundas derivadas de H sao facilmente calculadas para substituigdo em H:

2
O = Q4 2K(R* - 6¢° - p?) + 2n(6¢° + 2p* — R?);

2
gp;;q = 4(2n—k)pq; (2.1.46)
9*H

S = O — 2kq® + 2n(2¢* + 6p* — R?).

Como lidamos com um sistema Hamiltoniano de apenas um grau de liberdade, temos apenas trés
possibilidades para a dupla de autovalores A de (2.1.45):

I. Sdo ambos nulos, A = 0.

II. Formam um par de ntimeros puramente imaginérios complexo conjugados, A = i com « € R.

III. Par de ntimeros reais de mesmo valor absoluto e sinais opostos, A = +a com a € R.
Se os autovalores sdo puramente imaginarios o ponto fixo é estével, no caso contrério é instavel.
Como consideramos até aqui que os efeitos de autocolisdo sdo muito mais fortes que os de colisao
cruzada, pois k > 1, na seguinte analise de estabilidade consideramos sempre que k£ > n. Entao,
calculando os autovalores de (2.1.45) em cada ponto fixo enumerado em (2.1.42.a)-(2.1.42.d), temos os

seguintes autovalores e condigoes de estabilidade:

e No ponto fixo (2.1.42.a), A tem autovalores:

A= j:2\/<R2n - g) B/ + R2(k — n)] : (2.1.47.a)
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2.1 Modelo de Pogo Duplo Capitulo 2: Preludio

Logo, o ponto é instavel se % < R’n < % +R?k. A condicio R?n < % + Rk sempre é satisfeita,
ja que k > n. A condicao % < R%n ¢é equivalente a (2A(N — 1) + ) < 25(N — 1), como por
hipotese 2 > n e A > n, temos que esta segunda condigdo geralmente nao é satisfeita e este
ponto fixo é estavel para todo dominio aplicivel de parametros.

e O par de pontos de equilibrio (2.1.42.b) somente esta definido se R*(k —n) > %l Para este
conjunto temos os seguintes autovalores de (2.1.45):

ko[ ,
A= i2\/(k — [ — R2(k - n)] [R2(k — n) + 29V (2.1.47.b)

~ , . / . . 1 . ~
Portanto, estes pontos sdo estaveis se R2(k—n) > % Ou seja, estes dois pontos de equilibrio sao
. .~ A ~ . PR /
estaveis em toda regido de parametros onde estdo definidos, exceto na curva critica R?(k—n) = %,

onde eles estao localizados em 6 = 7, juntamente com o ponto de (2.1.42.d).

e O outro par de pontos de equilibrio (2.1.42.c) somente existe quando % < R?n, caso contrario a
varidvel de momento p assume valor imaginario puro. Como vimos anteriormente, esta condigao
geralmente nao é satisfeita, devido as hipoteses do modelo que levam a €2 > 7. Mesmo que
de maneira geral este ponto nao exista em nosso problema fisico, por completeza calculamos os
autovalores de A nestes pontos fixos:

/
A= 12\/}%2 @ - R%). (2.1.47.¢)

~ ~ L . / . L. . N .
Entao, estes pontos sao estaveis se % < R2n; ou seja, em todo seu dominio de existéncia exceto
no caso em que p = 0, quando recaimos no ponto fixo trivial. Contudo, devido as hipoteses do
modelo, o dominio de pardmetros em que este ponto existe e é estavel nao é de nosso interesse.

e Por fim, para o quarteto (2.1.42.d), que representa o tinico ponto § = 7 na esfera de Bloch, temos
os autovalores:

!/ /

A= i:\/(Snz — 8kn + k2) (2 + R2n> [Rz(k —n)— g} . (2.1.47.d)
Desta forma, este tltimo grupo de pontos fixos é instavel se R%(k —n) > %, justamente a
condigao contraria de estabilidade do par (2.1.42.b). Entao, quando os dois pontos de equilibrio
(2.1.42.b) partem estaveis de § = m em R%(k —n) = %, o ponto fixo de (2.1.42.d) se torna
instavel, caracterizando uma bifurcacao.

Vemos entdo que a relacio de estabilidade mais importante que obtivemos é R%(k — n) > %,

equivalente a (k — 3n)(N — 1) > 2A(N — 1) + %, pois quando esta condigao é satisfeita o segundo

conjunto de pontos fixos é estavel, enquanto o quarto conjunto é instavel, resultando em uma transicao
caracteristica do sistema. Resumindo, a curva critica que descreve a relagao entre os pardmetros do
sistema para que ocorra uma bifurcagdo no ponto # = m do espago de fase generalizado é dada por:

(k—3n)(N —1)=2A(N — 1) + % (2.1.48)
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Se os efeitos das colisoes cruzadas fossem desconsiderados, a condi¢ao de bifurcacao seria apenas

Q

K= . Como geralmente N > 1, podemos aproximar a condigao sem colisao cruzada por £ = 5.

_a

2(N_1)
A mudanga de comportamento dos pontos fixos com a variacdo dos pardmetros do potencial de
aprisionamento, principalmente o surgimento de uma bifurcagéo, pode ser uma marca da mudanca de
regime dindmico do sistema como um todo. Verificamos esta afirmagao analisando a evolugao temporal
do sistema por meio de solugoes numéricas das equagoes de movimento (2.1.41) para diferentes valores
dos pardmetros x e 1, mas conservando N e ) fixos. Encontrados os valores de p(t) e ¢(t) em uma

determinada trajetoria, podemos visualiza-la na esfera de Bloch utilizando as transformagoes inversas

(2.1.43).
E M

0. J
y e

Figura 2.1.4: Trajetérias do sistema na esfera de Bloch para caso de particulas ndo interagentes. Aqui N = 100 e
kK=mn=0.

Na figura 2.1.4 temos trajetorias sobre a esfera de Bloch para vérias condigoes iniciais no caso em
que “desligamos” as interagoes entre as N = 100 particulas, fazendo k = 1 = 0. Escolhemos o sistema
de unidades tal que 2 =1 e h = 1, o que equivale a tomar ) como a unidade de freqiiéncia. Vemos que
todas as trajetorias sao circulares e contidas em planos com (.J,) constante. O fato da média de .J, nao
variar dentro de uma trajetoria sem interac¢oes entre as particulas é 6bvio de (2.1.28). Se k =7 = 0,
entdo H é proporcional a J, e conseqiientemente [I:I ,J>] = 0. Portanto, o valor médio (7|.J,|7) é uma
constante do movimento proporcional a energia conservada no sistema.

Também na figura 2.1.4, vemos que os valores médios de J, e J, oscilam harmonicamente entre os
valores maximos permitidos pela imposigao (J,) = constante. Segundo (2.1.23), J, é proporcional ao
operador de distribuicao de posicao do condensado na representagao de campo, também interpretado
como o balango populacional entre os pogos, de maneira que sua média é positiva (negativa) se pogo em
7_ (7}) estiver mais populado. Portanto, as trajetorias encontradas sobre a esfera de Bloch indicam
que as particulas do condensado tunelam a barreira de potencial coerentemente, fazendo com que a
populagao dos dois pogos varie de maneira harménica. Este fendmeno de tunelamento, em que os
dois pogos trocam constantemente uma porc¢ao de seus bosons sem que exista um pogo preferencial, é
denominado oscilagao de Josephson e representa um dos regimes dindmicos possiveis para um CBE
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em pogo duplo.

Ja na figura 2.1.5, analisamos os efeitos de autocolisdo no condensado; ou seja, consideramos a
colis@o entre particulas situadas em um mesmo pogo, mas ainda desprezamos os efeitos de colisao
entre particulas localizadas em pocgos distintos. Nestes graficos mantivemos N = 100 e unidade de
tempo tal que Q2 = 1. No caso em que n =0 e N > 1, a bifurcagao ocorre em § = 7w quando xk = ﬁ,
por este motivo mostramos na figura 2.1.5 graficos com valores de k inferiores e superiores a este valor
critico.

No grafico 2.1.5.a temos um valor consideravelmente inferior ao critico, kK = 31\5, Neste grafico as
trajetorias do sistema ja nao respeitam mais a condigao de (J,) constante, como esperado, pois J, nao
¢ mais proporcional ao Hamiltoniano. As 6rbitas também sao mais alongadas na direcao de (J,) em
comparagao ao caso sem interacao, no entanto cada uma delas ainda apresenta o regime de oscilacao
de Josephson, pois os bésons do condensado continuam a oscilar entre os dois pogos sem preferéncia
por um deles e independentemente das condigoes iniciais. No grafico 2.1.5.b, aumentamos o valor da
taxa de colisdo de maneira que este fosse préoximo e inferior ao valor critico, kK = g}?f. As orbitas estao
ainda mais alongadas na dire¢ao de (J;) e a variagao em (.J,) dentro de uma trajetoria ¢ maior que no

caso anterior. Permanece claro que o pélo norte da esfera é um ponto fixo estével do sistema.

O grafico 2.1.5.¢ possui trajetorias do sistema para a taxa de autocolisao assumindo seu valor critico
K= ﬁ Novamente as 6rbitas se alongam na direcao de J, e praticamente se degeneram em uma reta
quando bem préximas a # = 7w, de maneira que nao podemos precisar visualmente se hé ali um ponto
de equilibrio estavel. Quando passamos ligeiramente do ponto critico, como em 2.1.5.d com k = ;]\1,,
algo de novo acontece. Como esperado da analise dos pontos fixos, o ponto § = 7 nao é mais estéavel
e dele claramente surge uma separatriz no espago de fase. Também observamos dois novos pontos de
equilibrio estaveis que descem do polo norte ao longo dos meridianos ¢ = 0 e ¢ = m, caracterizando
a bifurcacao do sistema. Podemos ver que um novo tipo de érbita aparece em torno dos dois novos
pontos fixos, dependendo da condic¢ao inicial da trajetéria. Nestas érbitas a populacdao de um pogo se
mantém sempre superior a do outro pogo, em média. Apenas uma pequena por¢ao dos bosons tunelam
através da barreira de potencial, enquanto a maioria permanece fixa em seu sitio inicial. Estas novas
trajetorias representam a segunda espécie de regime dindmico presente no modelo de dois modos,
conhecida como auto-aprisionamento macroscopico. O regime do sistema é bastante dependente
de suas condigOes iniciais, pois para esta escolha de pardmetros apenas condi¢bes muito proximas ao
polo norte e aos dois novos pontos de estabilidade podem resultar no regime de auto-aprisionamento,

enquanto as demais condigbes iniciais continuam a oferecer 6rbitas de oscilagao de Josephson.

Quando aumentamos ainda mais o parametro de autocolisdo, como nos graficos 2.1.5.¢ e 2.1.5.f
com Kk = %1\5, ek = % respectivamente, vemos que maior area do espaco de fase é tomada pelas Orbitas
de auto-aprisionamento e que os pontos fixos em ¢ = 0 e ¢ = 7 continuam em dire¢ao do equador

R2(k—n)+ % >
R2(k—n)-¥ )’
Nao é dificil ver na Hamiltoniana (2.1.36") que, antes da bifurcac¢ao, o ponto de equilibrio estével

0 = 7 representa o estado de maxima energia do sistema:

como previsto pela formula § = 2 arctan (

H(0 =, ¢)
J

Apos a bifurcagao, os dois pontos fixos emergentes tornam-se os novos maximos globais de energia,
enquanto (2.1.49) passa a representar a energia da separatriz que divide espago em dois tipos de
regides. As regides delimitadas pela separatriz, que possuem um dos maximos de energia do sistema,
estao associadas ao regime de auto-aprisinamento, enquanto o restante do espago de fase, que inclui o

=q. (2.1.49)
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\1 -0.5 0 <A> . - < 05 <$>
- ] 1 J

Figura 2.1.5: Trajetérias na esfera de Bloch para vérios valores de autocolisio, mas ainda desconsiderando a colisio

cruzada. Em todos os graficos N = 100 e n = 0. Os parametros de autocolisdo sao dados por: (a) k= 32, (b) k = 22,
1,1 _ 1,5 —

(€) k= b (d) k=25, (e) k=22 e () 1 = .
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estado de minima energia # = 0, apresenta apenas trajetorias do regime de oscilagdo Josephson.

Podemos facilmente distinguir as érbitas de auto-aprisionamento das érbitas de oscilagao Josephson,
notando que as primeiras possuem energia maior que a separatriz, enquanto as ultimas representam
estados de energia inferior a €'. Portando, dado um estado inicial (6, ¢o) sobre a esfera de Bloch,
podemos afirmar que ele pertence a uma trajetéria auto-aprisionada se:

_ 2 _ 22 ’
H(bo, ¢0) S [(k —m) cos® ¢o — 2n] sin” by U
J 1+ cos by N-1

(2.1.50)

Por exemplo, o estado (6o, ¢9) = (5,0), onde todas particulas estdo em um mesmo sitio, possui a
condicao de auto-aprisionamento:

K> + 4A + 3. (2.1.51)

N-—1

Esta condicao se reduz a k(N — 1) > 2 quando n = 0, exatamente o dobro do valor necessario de
k(N — 1) para o aparecimento da bifurcagio, no caso em que desconsideramos as colisdes cruzadas®?3.

Quando consideramos os efeitos da colisdo cruzada, esperamos que a taxa de tunelamento efetiva
da barreira de potencial aumente com a taxa de colisao cruzada, ja que o tunelamento efetivo cresce
com 7 de acordo com (2.1.15.¢”) e (2.1.37). Este aumento nao é desprezivel, pois dentro da taxa de
tunelamento efetiva o pardmetro de colisao cruzada é multiplicado por N e, por hipdtese, o niimero
de particulas é elevado. Embora o termo de autocolisao seja efetivamente diminuido com o aumento
de 1, como podemos ver no segundo termo de (2.1.28), devemos lembrar que por hipotese n < K,
logo esta redugao é muito pequena em relagao ao aumento da taxa de tunelamento. A colisdo cruzada
tem o efeito de suprimir o auto-aprisionamento com a facilitagdo do tunelamento da barreira por meio
da taxa efetiva Q. O efeito da diminuigao da autocolisao efetiva é o mesmo, mas em proporgao bem
menor.

A figura 2.1.6 confirma as expectativas quanto & colisdo cruzada. Nos trés graficos desta figura
temos N =100 e k = % O valor de & foi escolhido para permitir comparacao com o grafico 2.1.5.f,
no qual a area do espacgo de fase com 6rbitas de auto-aprisionamento é significativo. No grafico 2.1.6.a
temos n = ﬁ e a regiao da superficie esférica em regime auto-aprisionamento em relagao ao grafico
2.1.5.f ja é bem reduzida.

Nos graficos 2.1.6.b e 2.1.6.c aumentamos o parametro de colisao cruzada para n = [ e n = {5
respectivamente, tomando cuidado para que este ainda seja consideravelmente menor que . No gréfico
2.1.6.b o regime de oscilagao de Josephson é ainda mais favorecido que no gréafico 2.1.6.a. A colisao
cruzada no grafico 2.1.6.c é tao importante na dindmica do sistema que chega a suprimir totalmente a
formagao de orbitas de auto-aprisionamento.

No intuito de compararmos o calculo semiclassico com a anélise quantica exata do sistema presente
na proxima se¢ao, contemplemos uma situagao particular. Considerando a condigao inicial 6y = 7 e
¢o = 0, que corresponde a todos bosons colocados em um mesmo pocgo inicialmente, vamos acompanhar
apenas a média de J,, proporcional & posicao do condensado, para valores de pardmetros representantes
dos dois regimes dindmicos do modelo. Para N = 100, Q =1, k = % en = 155 esperamos que o
sistema apresente dindmica populacional de auto-aprisionamento, segundo a equagdo (2.1.51). No
entanto, para n = 1—’% e mesmos valores do caso anterior para os outros parametros, a formula (2.1.51)
prevé regime de oscilagao Josephson.

23Este é o valor especifico de transicdo de regime dindmico encontrado de maneira muito mais trabalhosa em
[MCWWO7].
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-05 JX

-1 T

Figura 2.1.6: Trajetoérias na esfera de Bloch no caso com colisdo cruzada. Em todos os graficos N = 100 e k = % Os

valores do parametro de colisdo cruzada sao: (a) n = 155, (b) 1= 15 € (c) 1= 5.

Na figura 2.1.7.a temos, como esperado, o arquétipo de uma oOrbita de auto-aprisionamento, pois
apenas uma pequena fragdo dos bosons oscila entre os diferentes sitios do potencial, enquanto grande
parte fica retida em seu pogo inicial. J& no grafico 2.1.7.b, o efeito da colisao cruzada é forte suficiente
para suprimir o auto-aprisionamento e temos o regime de oscilagdo Josephson. Vemos que todos as
particulas do condensado tunelam coerentemente entre os dois pogos, invertendo a condigao inicial do
sistema e retornando a ela periodicamente.
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1 y w r 1
o R,
A ORTTOTRAAY
0.5¢ 1 0.5 1
<%> 0 i (%) 0
-0.5- -0.5
o 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100
Qt Qt
Figura 2.1.7: Comparacio entre os regimes de oscilagio de Josephson e auto-aprisionamento para condigdo inicial
0o = 5 e ¢o = 0, correspondente a todos bésons colocados inicialmente em um dos pogos. Em ambos os gréficos
N =100 e k = %. No gréfico (a) n = 15 e em (b) n = +5. Novamente, a unidade de tempo ¢ tal que Q = 1.

2.1.2 Analise Quantica do Modelo de Dois Modos.

Na base usual de um espago que carrega uma representagao irredutivel de SU(2), na qual também
definimos a agdo dos geradores de sua algebra em (2.1.30) e (2.1.34), podemos construir a representagao
matricial do Hamiltoniano (2.1.28). O operador Casimir quadrético J2 de SU(2) especifica univoca-
mente, por meio do autovalor J(J + 1), uma representagao irredutivel do grupo. Uma base do espago
em que age esta representagao é definida em (2.1.30). Em (2.1.26) podemos ver que J = %, de forma
que a representagao irredutivel é também especificada univocamente pelo nimero de particulas N do
condensado. Como todos os termos do Hamiltoniano conservam o nimero de particulas e, conseqiien-
temente, J? também & uma constante do movimento, temos que a dindmica do sistema fica restrita a
apenas uma representagao irredutivel de SU(2). Em outras palavras, como J?e H comutam, o Hamil-
toniano do modelo nao tem elementos de matriz entre estados com diferentes valores de J. Entao, com
o nimero de particulas fixo, reduzimos bastante a dimensao do espaco de Hilbert acessivel ao sistema,
pois nao precisamos considerar os estados para todas as infinitas representagoes de SU(2), ja que H
nao acopla estados de diferentes valores J. Precisamos considerar apenas os 2J +1 = N + 1 estados
com diferentes valores de M, dado o ntimero de particulas.

Aplicando o Hamiltoniano (2.1.28) nos usualmente conhecidos estados de momento angular bem de-
finido, utilizando também as equagoes (2.1.30), (2.1.34) e a rela¢ao de ortonormalidade (.J', M’|J M) =

0.0 7007, M, obtemos facilmente os elementos de matriz desejados, lembrando que J, = ‘]+2 =

(J,M'|H|J,M) = [QM + (k —n)(J(J + 1) — M2) +4nM?] 6 31 1600 1

) ST =M —=1)(J = M)(J + M+ 0)(J+ M+ 25y s6pr 12 (2.1.52)

+ ) ST+ M= 1)+ M)(J = M+ 1)(J = M +2)5,0 600 01-
O estado |0 = §,¢ = 0) = |J,J)s, tal que Jo|J,J)y = J|J,J),, corresponde ao auto-estado de

J, em que todas as particulas se encontram em um tnico poco, como podemos ver diretamente de
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(2.1.19.a), lembrando que J = % e que Ny = dldi é o operador de ntimero de particulas em um dos
pogos. Com os elementos matriz (2.1.52) construimos a representagao matricial de H que, por sua vez,
pode ser diagonalizada numericamente. Usando esta diagonalizacao podemos evoluir temporalmente
qualquer estado desejado. Entao, fazendo a média normalizada de J, em |J, J),, propagada no tempo,
obtivemos a figura 2.1.8. Esta figura deve ser analisada em comparagao a figura 2.1.7, por isso usamos
os mesmos parametros N =100, Q =1 e k= 2, além de n = 1o Para o gréfico 2.1.8.a e n = {; para

N
o grafico 2.1.8.b.
e A e

o | s b=t |

-0.5

o 100 200 300 400 500

oo KR M- %0 500,
-0.5¢ 1+ -05 1
-1 | | . | -1 | | | L
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Ot Ot

Figura 2.1.8: Média de J, normalizada por & e evoluida no tempo para sistema inicialmente no auto-estado de J, de

autovalor J, que correspondente a todos bésons colocados inicialmente em um dos pogos. Em ambos os graficos N = 100
2 K

e k= 5. No gréafico (a) n = 155 e em (b) n = {;. Novamente, unidade de tempo é escolhida tal que 2 = 1.

Vemos que entre as figuras de simulagdo quéantica e classica ha muitas semelhangas. Tanto o grafico
2.1.8.a quanto o grafico 2.1.7.a apresentam corretamente o regime de aprisionamento, pois os para-
metros estao acima do valor critico. J4 em 2.1.7.b e 2.1.8.b o regime de oscilagdo de Josephson surge
favorecido pelo efeito das colisoes cruzadas. As oscilagoes de (J,.) sdo bastante semelhantes nas simu-
lacoes cléassicas e quanticas de mesmos parametros, exceto por uma “modulagao” da oscilagao presente
no caso quantico. Esta modulagao tem o principio de superposi¢do como sua origem fundamental; ou
seja, é causada pela interferéncia destrutiva entre as fases relativas dos varios coeficientes do estado
considerado quando expandido em uma determinada base. Esta interferéncia destrutiva leva ao co-
lapso da oscilagdao, como vemos nos graficos 2.1.8.a e 2.1.8.b, que conseqiientemente é um fenémeno
puramente quantico e nao pode ser encontrado classicamente.

Da mesma forma que acontece o colapso das oscilagoes, existe também o fenémeno de ressurgi-
mento. No grafico 2.1.8.a e no detalhe do grafico 2.1.8.b vemos que as oscilagbes voltam a existir
determinado tempo apds sua extin¢ao. Note também que o tempo de colapso varia fortemente com os
parametros.

Concluimos que o método classico de anélise apresenta acordo qualitativo, representa bem os dife-
rentes regimes dindmicos no dominio correto de pardmetros, e quantitativo, exceto por uma modulagao
da oscilacao, com as simulagoes quanticas. Embora as simulacoes cléssicas sejam mais eficientes em
pontos como o tempo de processamento na maquina e a possibilidade de utilizarmos todos os métodos
analiticos no espaco de fase, pagamos o preco de desprezar as flutuacées puramente quéanticas.

E interessante notar as marcas da transicdo entre os regimes dindmicos no espectro discreto de
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energia do sistema. Na figura 2.1.9 temos o espectro de energias para varios valores do parametro x e
colisao cruzada “desligada”. Também empregamos os ja familiares valores N = 100 e 2 = 1.
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Figura 2.1.9: Espectro de energia para o caso sem colisdo cruzada. Com N = 100, 2 = 1 e n = 0, temos graficos dos
autovalores do Hamitoniano em ordem crescente de energia para varios valores de k, inferiores e superiores ao valor critico
aproximado kK = % Em detalhe temos o grafico dos autovalores M? de J2, cujos auto-estados correspondentes sio
colocados em ordem crescente de M? pelo indice i(M), para comparacio com estrutura de niveis formada nos espectros
de energia para os maiores valores de k.

Se imaginarmos como curvas continuas os espectros apresentados no grafico 2.1.9, notamos a pre-
senca de um ponto de inflexdo naquelas que o pardmetro de autocolisdo esté4 acima do valor critico
K = ﬁ Esta mudanca de curvatura acontece em regioes de energia mais baixa do espectro quanto
maior o valor de k. Em outras palavras, o ponto de inflexdo “desce” o espectro & medida que a pre-
senca de estados estacionérios com dindmica de auto-aprisionamento aumenta. Para o valor subcritico
K = % nao ha ponto de inflexdo, enquanto no espectro de valor critico de autocolisdo o ponto de
inflexao pode estar situado exatamente no estado de maior energia e por isso nao vemos a inflexao na
curva.

A estrutura de niveis de energia também é diferente acima e abaixo do ponto de inflexdo. Acima
dele, vemos o aparecimento de dubletos; ou melhor, pares de niveis de energia quase degenerados.
Podemos interpretar estes dubletos analisando o Hamiltoniano (2.1.28). A medida que o valor de
x aumenta, os auto-estados de energia se assemelham cada vez mais a auto-estados de J2, que é o

operador proporcional ao termo de autocolisio. Os autovalores de J2 sio duplamente degenerados
em M? = J% (J —1)%(J —2)%,...,1 se J inteiro ou em M? = J% (J — 1)%,(J — 2)2,...,(%)2 se
J semi-inteiro; ou seja, o autovalor é degenerado exceto quando assume o valor nulo. Se o termo

2,

de tunelamento é mais importante, os auto-estados de H se assemelham mais aos de J,, operador
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proporcional ao termo de tunelamento. Nao h& degenerescéncia entre os auto-estados de J,, cujos
autovalores correspondentes sao M = —-J,—J +1,...,J —1,J.

Logo, com maior peso do termo de autocolisao, a parte superior do espectro exibe uma estrutura
parecida com de auto-estados de J2. Este fato deve estar intimamente ligado a dinamica de auto-
aprisionamento, pois os auto-estados de .J2 sdo os mesmos auto-estados de balanco populacional de J,,
o que explica a atitude preferencial do sistema por um dos pocos, dependendo das condicoes iniciais.
Note que colocamos os valores de M? em detalhe na figura 2.1.9 para comparacio.
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Figura 2.1.10: Espectros de energia considerando colisdes cruzadas, mas ainda preservamos fixos N = 100, Q = 1 e
K= % Os graficos para varios valores de 77 mostram a supressao do regime de auto-aprisionamento.

Na figura 2.1.10, temos os espectros de energia para varios valores dos parimetros de colisdo
cruzada, fixando N =100, Q =1 e k = % Entao, & medida que o parametro 7 cresce, o ponto de
inflexao “sobe” o espectro, sinal da supressao do auto-aprisionamento. A taxa de tunelamento efetiva
cresce com a colisao cruzada, tornando o termo proporcional a J, preponderante no Hamiltoniano e

eliminando do espectro tragos da estrutura semelhante ao espectro de J2.

2.1.3 Pureza Generalizada e Representacao no Espaco de Fase.

As dindmicas quéntica e semiclassica do modelo sao bastante semelhantes qualitativamente, como
mostram as figuras 2.1.7 e 2.1.8, pois o regime do sistema coincide nestas duas abordagens ao problema.
No entanto, vemos que quantitativamente o acordo entre os métodos nao é ideal. A seqiiéncia de
colapsos e ressurgimentos das oscilagoes na simulacao quéntica nao é observada no analogo classico, o
que gera em um tempo relativamente curto a quebra da correspondéncia cléssico-quantica.
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Esta quebra de correspondéncia se deve 4 decoeréncia®# introduzida por flutuacoes quanticas ou,
em outras palavras, ao quanto a dindmica quéntica “afasta” o estado do sistema de um estado coerente.
Quando utilizamos a aproximacao anéloga classica, restringimos a evolugao do estado ao subespago nao
linear formado somente pelos estados coerentes de SU(2). Esta evolugao é exata, dado que o estado
inicial é coerente, apenas no limite macroscopico N — oo. Contudo, o subespago do analogo cléssico
nao é suficiente para abarcar a dindmica completa do sistema quando levamos em conta os efeitos de
correlacbes puramente quanticas existentes para N finito?®.

Quando abrimos méao do principio de superposicao linear, obrigamos a fungéo de onda do sistema a
evoluir sem “perder a forma”, de maneira que o estado sempre permanece bem localizado no espago de
fase. Neste ponto de vista, os estados coerentes sao os mais proximos aos estados classicos, pois estes
sao representados por pontos no espaco de fase classico, enquanto aqueles convergem a uma distribuicao
pontual no limite N — oco. A delocalizagao da fungao de onda, que aqui chamamos de decoeréncia, é
a responséavel pelo desacordo quantitativo entre a dindmica cléssica e quéntica, causando nesta tltima
os fendmenos de colapso e ressurgimento.

Para uma analise completa da decoeréncia ou da qualidade da aproximagao semiclassica é
necessaria uma boa medida quantitativa da “distancia” de um determinado estado puro ao subespaco
de estados coerentes, os quais compoem o espaco de fase classico. Felizmente, para as algebras semi-
simples, conjunto que inclui su(2), esta medida existe e é conhecida como incerteza total associada
a algebra (AA)?2, introduzida no apéndice 8.2 e em [DF77, Del77]. No entanto, quando a dinamica
completa do sistema se restringe a um espago que carrega uma representacao irredutivel de SU(2),
lembrando que em nosso modelo esta condigao é satisfeita devido a conservacao do nimero de particulas,
h4 uma medida mais simples derivada de (A A)2, chamada de pureza generalizada da algebra Psu(2)
[Kly, SOBT04, BKOV03, BKOT04]. Segundo (8.2.53), a pureza de su(2) ¢ definida por:

Py (1)) = =3 (WL + LI + (1)) (215

Entre outros motivos, a pureza é considerada uma boa medida porque é invariante por uma trans-
formagao do grupo SU(2) no estado [¢); ou seja:

Psu(2) (UW>) = ,Psu(2)(’w>)7 para U € SU(Q) (2154)

Portanto, todos estados conectados por uma transformagao de SU(2) possuem o mesmo valor de
pureza. Contudo, a propriedade mais interessante de P, (2)(|¢))), no intuito de analisar quantitati-
vamente a correspondéncia entre o analogo classico e a dindmica quéantica exata, é que esta medida
tem valor maximo e igual a um se, e somente se, o estado ¢ do tipo (2.1.31); ou seja, se |¢) é um
estado coerente mais proximo ao classico. A medida que o estado se distancia da coeréncia,
se delocalizando no espago de fase, a pureza generalizada decresce monotonicamente até zero. Logo,
Pgu(2) € uma excelente medida de coeréncia para sistemas com Hamiltonianos escritos em termos dos

geradores de SU(2).

24No contexto do método de aproximacao analogo classico, o termo “decoeréncia” é utilizado no sentido de “afastamento
da situagao classica”. Esta conotagao é distinta da usual, quando o carater classico de um sistema é devido & decoeréncia
introduzida pelo seu acoplamento com o ambiente [ZP96]. Porém, a pureza generalizada também pode ser escrita como
o trago de um operador densidade reduzido ao quadrado, resultado mostrado na segdo 8.2, justificando o uso da palavra
decoeréncia.

25H4 uma excecdio a esta regra, pois o analogo classico também é exato quando o Hamiltoniano do sistema é linear
no geradores do grupo dindmico. Portanto, em nosso caso, a aproximagao semiclassica seria exata se o Hamiltoniano
quantico fosse linear em J;, Jy e J.. A dindmica de nosso modelo néo ¢é linear, excetuando o regime pouco interessante
de particulas nao interagentes, x = 0, como vemos em (2.1.28).
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No entanto, é importante notar que a pureza generalizada s6 tem estas propriedades bem definidas
para estados puros e, somente neste caso, ela é uma medida das correlacbes quénticas existentes em
um estado sobre o espaco de fase classico.
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Figura 2.1.11: Comportamento com o tempo da pureza generalizada Psu(2) para os dois regimes dindmicos encontrados

na figura 2.1.8. A curva tracejada representa o regime de auto-aprisionamento com k = 2]\5,2 en = 155, j4 a curva sdlida

representa o regime de oscilacao Josephson com k = % e n = {5- Em ambas as curvas o estado inicial do sistema é o

estado coerente |J,J), = [0 = 7,¢ = 0), no qual as N = 100 particulas encontram-se inicialmente no mesmo pogo.

Queremos agora encontrar a validade da aproximagao semiclassica para os dois regimes dindmicos
do sistema, calculando a evolugao quantica exata de Pg,(2) para um estado inicial coerente. Na figura
2.1.11 temos a pureza em fun¢do do tempo para a mesma condi¢do inicial e os mesmos valores de
pardmetros dos dois regimes da figura 2.1.8. A curva tracejada representa o comportamento da pureza
no regime de auto-aprisionamento, com K = % en = 155- Nesta curva vemos que rapidamente a
pureza perde o valor um, indicando que a dindmica retira o estado do subespago dos estados coerentes.
No entanto, a pureza se estabiliza em um valor relativamente alto, aproximadamente 0,9, quando
Qt ~ 10. Este patamar na pureza coincide com a regiao de colapso na dindmica populacional da figura
2.1.8.a. Note que proximo a 2t = 30 a pureza apresenta pequenas oscilacoes e na regiao proxima
a 2t = 60 a pureza volta a crescer até quase atingir novamente o valor um. Neste ultimo intervalo
de tempo aconteceu a recoeréncia do estado, responsavel pelo ressurgimento das oscilagoes na figura
2.1.8.a.

Portanto, no regime de auto-aprisionamento a pureza mantém valor elevado, indicando bom acordo
quantitativo entre os resultados semiclassicos e quanticos. Também vemos pleno acordo entre os
periodos de decoeréncia (recoeréncia) na pureza e os periodos de colapso (ressurgimento) das oscilagoes

populacionais. Claramente, grande parte desta concordéncia entre os resultados deve-se justamente
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ao carater da evolucao temporal da média do gerador J, no regime de auto-aprisionamento. Como
a pureza depende do quadrado desta média normalizada, temos que a oscilacdo em torno de valores
nio nulos e relativamente elevados (proximos a J) de (J;) mantém também o valor de Py,(9) oscilando
préoximo ao seu méaximo valor possivel.

Ja a curva solida na figura 2.1.11 representa o comportamento da pureza no regime de oscilagao
Josephson, para k = % e n = 1. Novamente, a pureza do estado inicial cai rapidamente com o
tempo, mas desta vez a decoeréncia é bem mais intensa, atingindo valores relativamente baixos de
Pgu(2)- Portanto, este regime apresenta menor conformidade quantitativa entre as evolugoes classicas
e quanticas, quando comparado o regime de auto-aprisionamento.

Neste regime dindmico, o sistema nao volta a alcancar altos valores de coeréncia. No tempo préximo
a (0t = 250 o estado atinge sua maior recoeréncia, que ainda nao chega a Py, 2) = 0,4. Este resultado
jé& era esperado devido & grande delocalizagao sobre a esfera de Bloch das 6rbitas classicas encontradas
neste regime, como vimos nas figuras 2.1.4, 2.1.5 e 2.1.6.

Devemos agora confirmar nossas expectativas acerca da relagdo entre decoeréncia e delocalizagao
do estado sobre sua oOrbita semicléssica no espago de fase generalizado. Neste intuito, precisamos
definir uma funcao de distribuigéo semicléssica que faca a ponte entre os estados no espaco de Hilbert
e a esfera de Bloch. Em analogia a defini¢do de nossa Hamiltoniana semiclassica, convém definir
fungoes associadas aos estados também realizando médias nos estados coerentes. Portanto, definimos
a distribuigao semiclassica () ou Husimi para estados coerentes de SU(2):

Q(0,0) = (0,¢lpl0, o). (2.1.55)

Definida desta forma, a funcao @ é ndo-negativa e limitada superiormente por um. Também na
dltima equacao introduzimos o operador de densidade p, que neste trabalho utilizaremos apenas para
representar estados puros:

J

W)= eul, M) — p= ). (2.1.56)

M=—-J

Utilizando a expansao geral de (2.1.56) para um estado no espago de J = % fixo, podemos escrever
Q(0, ¢) em funcao dos coeficientes cj; do estado. Apenas lembrando que 7 = ¢~ tan g, obtemos:

4 (2J)! (7%)/+M
MZ;JCM (J+M)I(T — M) (L+ [’

QY. ¢) = (2.1.55)

Nas figuras 2.1.12 e 2.1.13 temos a evolugao da distribuigdo Husimi sobre a esfera de Bloch,
para os dois regimes dindmicos encontrados no modelo. A figura 2.1.12 ilustra os instantes relevantes
encontrados na figura 2.1.11, quando estudamos a pureza no regime de auto-aprisionamento para os
pardmetros kK = % en = 155- Em Qf = 0 temos o estado coerente inicial |.J,.J), = |0 = §,¢ = 0), que
representa um estado de maxima localizagdo no espaco de fase. Ja em Qt = 5 estamos aproximadamente
no meio do periodo de decoeréncia previsto na figura 2.1.11 e fica evidente, em comparagao com a figura
2.1.6.a, que a funcao @ se “espalha” sobre sua orbita classica. Proximo a 2t = 10, o sistema esta no fim
do processo de decoeréncia e a distribuigao se alarga sobre praticamente toda sua trajetéria obtida no
analogo classico. Neste instante a correspondéncia quantitativa entre os céalculos quéanticos e classicos
deve se quebrar completamente, pois o estado comeca o processo de auto-interferécia. Em Qt = 20
e Ot = 30 estamos sobre o patamar praticamente constante da pureza e notamos o aparecimento
de “gatos” na distribui¢do Husimi, que sdo aproximadamente a superposi¢ao de dois e trés estados
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Figura 2.1.12: Evolucio quantica da distribuigio @ associada ao estado |J, J), para o regime de auto-aprisionamento
A fim de comparacdo com os resultados das figuras anteriores, utilizamos os parametros: N = 100, k = % en= 155
A distribui¢do é mostrada para os tempos mais relevantes de decoeréncia e recoeréncia indicados pela pureza na figura

2.1.11.
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coerentes. Note que pequenas oscilacoes na evolucao da pureza acontecem no instante de formagao de
dois maximos na distribuicgao.

Por fim, em Qt = 63 temos o instante de maior recoeréncia do sistema, quando a pureza quase
retorna a um. A funcao ) forma apenas um pico de formato pouco diferente de um estado coerente,
mas note que este novo pico Unico nao esta centrado no mesmo ponto que o estado inicial.

Qt=30

Figura 2.1.13: Distribuicio @ associada ao estado |.J, J). para o regime de Oscilagio Josephson em varios instantes

de tempo. Mais uma vez, queremos comparar a dindmica da distribuicao com os resultados da evolugao da pureza e de

(Jz). Os parametros sao N = 100, k = % e n = 15- Os instantes de tempo foram escolhidos de forma que os perfodos

mais interessantes da figura 2.1.11 fossem bem representados.

Ja a figura 2.1.13 apresenta os instantes mais interessantes para o regime de Oscilagao Josephson,
292 K

obtido com os parametros N = 100, £ = 57 e n = {5. Como o estado inicial ¢ o mesmo da figura
anterior, mostramos o primeiro grafico para (2t = 5, durante o primeiro periodo de decoeréncia. Mais
uma vez, a distribuicdo no espago de fase se prolonga por sua 6rbita classica, em comparagao com
2.1.6.c. Quando Qt = 10 a fungao ja cobre praticamente toda sua trajetéria cléssica, caracterizando a
quebra completa de correspondéncia classico-quantica, pois a partir deste instante comeca o processo
de auto-interferéncia. Em Qt = 30 e Qt = 60, que representam instantes de nenhuma ou pequenas
oscilagbes na pureza, vemos novamente a formagao de superposicoes de estados localizados com res-
pectivamente oito e quatro picos. No instante 2t = 250 representamos o sistema em seu periodo de
melhor recoeréncia, quando ha a formagao de praticamente um tinico méximo na distribuicao, mas sua
forma é muito distante de um estado coerente e bastante delocalizada.

Comparando as figuras 2.1.12 e 2.1.13, vemos que a intensidade da decoeréncia devido & dindmica
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quantica de um estado é proporcional a delocalizacao de sua oOrbita classica. Quanto maior a regiao
percorrida pela trajetéria, maior é o alargamento da distribuicao ) no espago de fase e menor é a
coeréncia atingida pelo estado em sua evolugao.

Portanto, no caso de um Hamiltoniano nao linear nos geradores do grupo dindmico, a aproximagao
dada pelo analogo cléssico possui maior concordancia quantitativa com o resultado quéntico exato para
N finito quando utilizada para descrever 6rbitas que ocupam menor “volume” do espago de fase.

O modelo do condensado em pogo duplo é integravel e conseqiientemente ndo podemos analisar
a decoeréncia de trajetoria cadticas. Contudo, nossos resultados indicam menor validade do método
analogo classico para este tipo de trajetoéria, que geralmente possui maior delocalizacao no espago de
fase.

2.1.4 Pureza de su(2) e Transicao de Fase Quantica.

Na segao anterior vimos que a quantidade P, (2) é extremamente 1til como medida de decoeréncia,
delocalizagao e correlagoes quéanticas de um determinado estado em relagao ao espago de fase clas-
sico generalizado. Podemos aproveitar estas qualidades para caracterizar um propriedade bastante
interessante de muitos sistemas quénticos: a transicao de fase quantica.

A transicdo de fase quéntica é uma ndo analiticidade na energia do estado fundamental de um
sistema, quando tomada como fun¢do de algum paradmetro real continuo do Hamiltoniano, caracterizada
apenas a temperatura zero e no limite termodindmico N — oo.

Geralmente, a energia do estado fundamental em um sistema finito é uma fun¢do analitica do
pardmetro do Hamiltoniano e somente exibe a nao analiticidade, relacionada a um cruzamento evitado
de niveis, quando N — oo. Contudo, ainda podemos observar a escalabilidade das propriedades do
sistema para N crescente e decidir se ocorre ou nao a transi¢ao no limite termodinamico.

Trabalhos recentes mostram que medidas de emaranhamento bipartite podem ser usadas para
“sinalizar” a presenga de uma transigao de fase [WSLO04, Hin05|. Entre as medidas para estados
puros podemos citar a pureza usual®>®, da qual advém o nome de nossa generalizacio. Devido as
propriedades ja citadas de nossa pureza generalizada, esperamos que ela também contenha alguma
informacao indicando a transigao.

Em nosso tratamento semiclassico do modelo do condensado em pogo duplo, vimos que o sistema
sofre uma mudanga drastica em sua dindmica quando a taxa de autocolisao assume seu valor critico
Ke = %, para N > 1 e colisoes cruzadas desconsideradas. Da maneira como tratamos nosso modelo,
com €2,k > 0, esta transigdo de regime nao acontece no estado fundamental do sistema, mas sim no
estado de maior energia, induzida pela bifurcagao no espago de fase.

Embora o estado fundamental de nosso modelo nao apresente mudanca critica de regime, podemos
ainda tratar formalmente a transicao no estado estacionario de energia maxima da mesma forma que
uma transicio de fase convencional®7 no intuito de verificar as propriedades de Psu(2)- Devemos lembrar
sempre que a transicdo de fase somente é caracterizada no limite N — oo, portanto nossa mudanca
de regime, mesmo se ocorresse no estado fundamental, s6 poderia ser considerada uma transi¢do no
limite classico exato.

Na figura 2.1.14, temos a distribui¢do Husimi para o auto-estado de maior energia do espectro de
H para vérios valores dos parametros k e 1. No grafico 2.1.14.a temos simplesmente a representacao

28Empregamos o adjetivo “usual” para distinguir a utilizacéio ja consagrada da pureza em sistemas bipartites de nossa
pureza generalizada Py, (2).

27 Afinal, o estado de méxima energia pode ser levado ao estado fundamental pela transformacio H — —H ou,
equivalentemente, 2,k — —, —k.
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(a)

Figura 2.1.14: Distribui¢do Q para o estado de maior energia do espectro de H para varios valores dos pardmetros k e
1. Considerando o nimero de particulas N = 100 e = 1, temos os seguintes valores das taxas de colisdo: (a) Kk =n =0,
(D) k=33, n=0,(c) k=%, n=0,(d) k=F,n=0,(e) k=32, n=155 ¢ (f) k=T, 1= 5.

do estado coerente |0 = w,¢) = |J, )., que é o auto-estado de energia méxima exato para o caso nao
interagente Kk = n = 0, como podemos ver facilmente na equagao (2.1.28). Portanto, na auséncia de
colisGes, o nivel mais energético é produzido por um estado de maxima localizagdo no espaco de fase,
tal que ’Psu(2)(‘w>) =1

Aumentando o valor de k, mas ainda desconsiderando as colisdes cruzadas, vemos um crescente
alargamento da fung¢ao ) ao longo do eixo x e, conseqiientemente, esperamos o decrescimento da pureza.
Para exatamente kK = k., como mostrado no gréafico 2.1.14.b, o estado encontra-se bastante alongado,
mas ainda nao apresenta bifurcacao; ou seja, a formacao de dois maximos em sua distribuicao. Este
comportamento jé era esperado para N finito, pois o parametro de transigao de regime quéantico x (V)
é ligeiramente diferente do valor de transicao k. encontrado no limite classico.

No grafico 2.1.14.c, para Kk = 0’?\,552, ja ha formacao de dois méximos na distribuicdo, os quais

passam a se afastar ao longo do eixo x para k crescente, como vemos na figura 2.1.14.d com k = %

N

Como esperado, o aumento da taxa de colisao cruzada tem efeito oposto & autocolisao. Para n
crescente vemos os dois méximos da fungao @) se aproximarem, como exemplificado nas figuras 2.1.14.e

, : _20 . _ _20
e 2.1.14.f, onde escolhemos respectivamente k = 57, n = 155 € K = F, N = 15-

Nossos resultados para a distribui¢ao no espago de fase do estado de maxima energia sao confirmados
quando analisamos o comportamento da pureza generalizada em funcao da taxa de autocolisao e do
ntimero de particulas, como mostrado na figura 2.1.15, desconsiderando as colistes cruzadas. A pureza

36



Capitulo 2: Preludio 2.1 Modelo de Pogo Duplo

i
DR
N
DRI o
R R R
S
SR

o

L

AV:
SRR
s

R
R
Nt
R
R
S

250 4 ' Q

Figura 2.1.15: Pureza generalizada de su(2) calculada no auto-estado de energia mais elevada em fungio do parametro
de autocolisdo normalizado e do nimero de particulas, desconsiderando o efeito das colisbes cruzadas.

inicialmente decresce lentamente com % crescente, independentemente do valor de N, correspondendo
a regiao onde as distribuigoes na figura 2.1.16 apenas se alongam sobre o eixo x. No entanto, proximo

a % = %, a pureza comeca a decrescer rapidamente e, embora suave, a queda de seu valor é mais
ingreme a medida que N cresce. Este comportamento de P, 2) nos sugere uma dependéncia forte

entre a derivada da pureza em % e o namero de particulas.

Na figura 2.1.16 mostramos a derivada da pureza em relagao a taxa de autocolisao normalizada
% para varios valores de N. Para um nimero crescente de particulas, vemos se deslocar & esquerda
o minimo da derivada de Py, (2), que também se torna cada vez mais acentuado. Definimos o valor do
pardmetro de autocolisao para o minimo da derivada da pureza como o valor critico de transicao da
dinémica quéantica k¢(N).

J& é claro que valor de k¢(N) se aproxima do valor de transigao classico k. = % para N crescente,
mas ainda precisamos identificar como ocorre esta aproximacgao. Na figura 2.1.17 temos os valores de

q__ . . , - -
Ln [W}, calculados numericamente nas cinco curvas do grafico 2.1.16, em fungao de Ln(N). E
nitido que estes cinco pontos sugerem uma lei de poténcia entre (k¢ — k.) e N. Realizando um ajuste
linear nos dados, obtemos:

Q _ _
iy = — @0B1£0,05 \—0,657£0,009  £\r—1,65740,009 (2.1.57)

E evidente na equagao (2.1.57) que k¢ — k. quando N — oo. Assim, concluimos que a pureza
generalizada é uma boa medida indicativa de transicoes de fase quanticas. Quando um estado sofre
modificagoes fundamentais decorrentes de uma transicao, sua pureza deve acompanhar seu comporta-

mento, pois contém toda sua informagao de coeréncia e grau de localizagao sobre o espago de fase.
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046 048 05 052 054 05 058 06 062 0.64
KN/Q

Figura 2.1.16: Derivada da pureza generalizada do auto-estado de maior energia em relacio & taxa de autocolisio

normalizada % para véarios valores do ntmero total de particulas particulas N. A reta vertical tracejada representa o
valor do pardmetro de transigao classico ”gzN = % Note que todas as curvas para sistemas finitos se cruzam justamente
neste valor critico classico.
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Figura 2.1.17: Grafico de Ln [W] em funcao de Ln(/NV) para os cinco valores encontrados na figura 2.1.16. O
ajuste linear sobre estes dados nos fornece uma lei de poténcia entre (k¢ — k.) e N.
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2.2 Principio Variacional Dependente do Tempo

As equagoes de movimento para um estado parametrizado arbitrario |¢), pertencente a um espago
de Hilbert H, podem ser encontradas utilizando o principio variacional dependente do tempo (PVDT).
Primeiramente definimos o funcional de acao entre os tempos t; e to:

5= [ at L) (2.2.1)

onde L(|v), (¢]) é a Lagrangiana funcional do sistema quando consideramos o estado |1) e seu dual (v
como formalmente independentes. Entao, o PVDT consiste em extremizar o funcional S, considerando
variagoes independentes no estado denotadas por |6¢) e (0¢)]:

5S = /dtéL(h/)), (¥)) = 0. (2.2.2)

As variagoes em [(t)) e ((t)| s@o consideradas arbitrarias, exceto nos extremos do intervalo de
integracao, onde:

109(t1)) = [69(t2)) = (09 (t1)] = (6¢(t2)| = 0. (2.2.3)

A Lagrangiana funcional do sistema deve ser escolhida de forma que as “equagbes corretas” de
movimento sejam obtidas do principio variacional. A “equagao correta” procurada, que deve forne-
cer a dindmica quéntica de um sistema conservativo nao-relativistico com Hamiltoniano H, é a bem
conhecida equagao de Schrédinger:

d
i lw(®) = (). (2.2.4)

Uma Lagrangiana funcional adequada é dada por:

L), 0l) = o) (i - 1) 1600 (2:25)

Note que consideramos desde ja A = 1. Substituindo L’ em (2.2.2), obtemos facilmente (2.2.4),
ap0s uma integracao por partes:

0S

to
[ dtéL’
t1

= Far (0] (6~ H) )+ 01 6~ ) 1600} 226)

Far ({50l (i) — 101) + (=st01 - (wlar) )} + (wlow)ls

Aqui introduzimos a notacao |¢> para a derivada temporal do estado. De (2.2.3), notamos que
o termo integrado em (2.2.6) é nulo. Como as variagdes |[0¥) e (d1)| s@o independentes, para que a
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variagao de S seja nula e caracterize um extremo, devemos ter que as duas expressoes entre parénteses
na ultima equagao em (2.2.6) devem também se anular independentemente, fornecendo claramente a
equagao de Schrédinger e sua adjunta.

No entanto, muitas vezes é conveniente trabalhar com um estado [¢)) ndo normalizado e neste caso
a Lagrangiana (2.2.5) geralmente nao é real, pois quando lidamos com estados nao normalizados o
operador i% é nao Hermitiano:

Wligle) = ig W) —il'|y)
(2.2.7)
= g (W) + (Wligly)”

Logo, se os estados sdo normalizados, o primeiro termo & direita de (2.2.7) é a derivada de uma
constante e o operador é Hermitiano. Vemos também que a parte imaginaria de L', quando calculada em
um estado nao normalizado, aparece como uma derivada total no tempo. Portanto, quando aplicamos
o principio variacional §S = 0, esta parte imaginaria s6 contribui com variagoes nos extremos do
intervalo de integracao, anulando-se e nao alterando as equagoes de movimento.

Mesmo que a parte imaginaria de L’ nao influa nas equagoes de movimento, vemos que esta La-
grangiana produz equagoes de movimento dependentes da normalizagao do estado. Como estados ma-
tematicamente distintos por uma normalizagao ou uma fase global sao fisicamente idénticos, equagoes
de movimento para diferentes normalizacoes seriam fisicamente iguais. Contudo, é bastante conveni-
ente desacoplar a evolucao da normalizacao e fase global do contetido fisico do estado, impondo que as
equagoOes de movimento sejam invariantes pela transformacao:

|Y) — f(t)|Y), f(t) funcdo complexa. (2.2.8)

A Lagrangiana que produz as equagoes de movimento corretas e satisfaz (2.2.8) é dada por:

i) — W) (@lH[Y)
M D=0 Wl

Comparando com (2.2.7), é imediato que L é real, mesmo para estados nao normalizados. E interes-
sante verificarmos que (2.2.9) satisfaz a invariancia das equagoes de movimento por uma transformagao
de normalizagao e fase:

(2.2.9)

Le(flo), f ) = 4 <¢|(f|w)+f|1ﬁ>)f<1§))|”;§wl+f*<¢|)f|w) _ <1€1\/j1d|}1>b>

l\)

(2.2.10)
= L(w), () + i f

Entao, L e Ly diferem por uma derivada total no tempo, que se anula na aplicacao do PVDT, e
assim ambas resultam nas mesmas equagoes de movimento.

E importante mostrar também que as equacoes de movimento obtidas de L sdo consistentes com a
equagao de Schrodinger. Novamente, aplicando (2.2.2) e apos varias integragoes por partes, obtemos:

08

]

i (Op|hY+(h|5P) = (Sply) —(P[oy)  c(PIH[Y) _ i [ (pl)—(Ply) _ (p|H|Y
fdt (T 0Ty 2[ T2 wW} <1/’|7/’>}

(2.2.11)

fﬁ{  [i19) = Hlwy = (itold) - wlHI)) 74

] + Hermitiano conjugado} =0.
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Para variagoes independentes em [0t)) e (01|, o termo entre colchetes e seu Hermitiano conjugado
se anulam independentemente. Assim obtemos a equagao de movimento para |1), juntamente com sua
equacgao adjunta:

4 _ (Wlis — H]y)
(zdt H> 9y = =) (2.2.12)

Esta equagdo ¢ fisicamente equivalente a equagao de Schrédinger, pois basta multiplicarmos |1))
por uma fase global dependente do tempo adequada e recuperamos (2.2.4):

t

i4 —
) = |6 exp | —i / di

to

(2.2.13)

Entao, substituindo (2.2.13) em (2.2.12), obtemos facilmente a equagao de Schrodinger para |¢).
Como este difere de [¢)) apenas por uma fase global, obtemos estados e, conseqiientemente, equagoes
de movimento de mesmo contetdo fisico.

Agora, parametrizamos a dependéncia temporal do estado |1(t)) em 2r pardmetros independentes
continuos:

[9(8)) = [(x1(D), . .., 22 (1)) = [¢()). (2.2.14)

Um ponto importante nesta parametrizagao é que ela nao necessariamente deve cobrir todo espago
de Hilbert d-dimensional H quando os 2r parédmetros variam dentro de todo o seu dominio M. O
problema quantico exato, no qual precisamos de 2r = d coeficientes complexos para parametrizar um
estado arbitrario de H ou 2r = d — 1 se considerarmos a liberdade fisica de fase global e normalizacao,
pode ser simplificado se escolhermos os 2r parametros de forma a gerar apenas um subespago s(M) de
H adequado ao nosso problema. Entao, geralmente o subespago s(M) nao ¢é linear; ou seja, a soma de
dois estados parametrizados nem sempre é um terceiro estado parametrizado em s(M). Com a perda
da linearidade do espaco de estados, abrimos mao do principio de superposicao, uma caracteristica
quantica fundamental, e assim fazemos a primeira “classicaliza¢ao” de nosso sistema.

O PVDT sempre fornece uma solucao para a dindmica associada ao Hamiltoniano H quando apli-
cado a uma parametrizagdo qualquer da forma (2.2.14), mas a qualidade desta solugdo, em relagao a
solugdo quantica exata, depende essencialmente da escolha correta dos parametros £ € M, especial-
mente quando 2r < d. Nesta secao ainda nao nos preocupamos com esta escolha, pois o PVDT por
si s6 nao indica os parametros 6timos em cada problema, apenas nos diz quais sdo as equagoes de
movimento mais adequadas, em comparacao com a equacao de Schrodinger, para cada escolha possivel
de Z e s(M).

Substituindo (2.2.14) em (2.2.9) e realizando as derivadas temporais, obtemos:

. 2r
Lo i W@W—@WW.) (VIH]Y)
L(Z, &) = — ;| — W, 2.2.15
7 22( W 0) T ) (2219)
onde utilizamos a notagao %‘—3 =10;9) e ?9%‘ = (0j9|. Agora, definimos duas fun¢oes em M, evidentes

de (2.2.15):
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(019 — (D
Ly (WIH|Y)
H(Z) = Wy (2.2.17)
A Lagrangiana nas variaveis 7 fica:
. 2r
L(Z,7) =Y ;Z;(F) — H(3). (2.2.15")
j=1

Aplicando o PVDT & Lagrangiana dependente em Z e Z obtemos as seguintes condigoes de extre-
mizagao do funcional de agdo, conhecidas como equagoes de Euler-Lagrange:

oL d 0L
— ———=—=0, j=1,2,...,2r; 2.2.18
al“j dt 856j 7 B » 475 ( )
onde usamos que |09 (t1)) = |09(t2)) = 0 equivale a dxj(t1) = 0x;(t2) = 0%;(t1) = 0&;(t2) = 0.
Substituindo (2.2.15%) nas equagoes de Euler-Lagrange, obtemos as equagoes de movimento para os
parametros:

2r

. OH
> i = (2.2.19)

j=1 ’

ou, em uma forma mais compacta:
OH

y= 2.2.19°
e = ( )

O tensor 7, que fornece a geometria das equagoes de movimento, é imediatamente encontrado de
(2.2.18) como:

0Z;  0Zi
8.% .CL‘j '

Nij = (2.2.20)

Vemos em (2.2.19) que as equagoes de movimento obtidas do PVDT tém a mesma forma da meca-
nica classica; ou seja, derivadas de primeira ordem nas coordenadas generalizadas de uma Hamiltoni-
ana funcional H(Z), definida em (2.2.17), fornecem sistemas lineares para as velocidades generalizadas.
Como esperado, a fungao responsavel pela dindmica no PVDT é dependente do Hamiltoniano quén-
tico H, sendo simplesmente sua média no estado |¢)). Ja o tensor 7(Z) é responsavel pela geometria
das equagoes de movimento e tem cardter apenas cinematico, pois depende somente de derivadas de
segunda ordem nos parametros da sobreposi¢ao (¢ (#')[¢(Z)), como veremos a seguir.

Podemos verificar as seguintes propriedades, diretamente da definigdao de n:
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nij = —77]'2'; (2221&)

Onij N Ok N Onki

=0; 2.2.21.b
oz Ox;  Oxj 0 ( )

(90 0 0 0 g
Njk =1 (E?a:gaxk s 8%) In(y)(Z )]1/1(3;))‘5:5, (2.2.21.¢)

Esta ultima propriedade é bastante ttil no célculo de n para uma dada parametrizagao do estado
[1). Da antissimetria de n em (2.2.21.a), temos que a Hamiltoniana H é uma fungao conservada pela
dindmica classicalizada do sistema:

dH OH . .
E = ' 871‘11‘@ = Z’I?Z‘jl'i.%j = 0. (2.2.22)
7 Z?]
Outra propriedade interessante é a lei de transformagao de n por reparametrizacao do espago M,
onde vemos que este é um tensor duplamente covariante. Utilizando (2.2.21.c) em uma mudanca de

variaveis T < ¢/, temos:

T = i (Fral — o) W@ @)
N O 0z (D0 9 _0o 7 v
- sz%ﬁ (ax;m - 876189:4,1) (@) la—r (2.2.23)

= Z nlm mka
l,m=1

onde definimos a matriz de transformacao:

yi

Tij = . 2.2.24
%) 81']‘ ( )

Podemos reescrever compactamente (2.2.23) na forma matricial:
7= (T YHYlyr—L (2.2.23")

Entao, se quisermos obter equacgoes de movimento de mesma forma das equagdes candnicas de
Hamilton, devemos buscar a transformacao entre parametrizacoes tal que:

7=J"1=_J, (2.2.25)

onde J é a matriz 2r x 2r constituida de blocos r x r da seguinte forma:

I= < ! ](1) ) (2.2.26)
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Se n é nao degenerado (detn # 0) para todo & € M, podemos definir seu tensor inverso:

E=nL. (2.2.27)

Assim, reescrevemos as equagoes de movimento na forma mais usual:

: OH
7 =§—. 2.2.28
F=e (2225)
Utilizando £, podemos também definir os parénteses de Poisson generalizados:
N iy )
U@o@) = ik
(2.2.29)

T
_afg

Podemos verificar que esta operacao bilinear satisfaz todas propriedades que esperamos em com-
paracao com a mecanica classica:

{f,9} =g, /}; (2.2.30.a)
{f.95,hy +{Hg h} f1 +{{h, f1 9} = 0; (2.2.30.b)
{f.gh} ={f,gth +{f. h}tg; (2.2.30.¢)
{zj, 21} = G- (2.2.30.d)

Também podemos escrever a equagao de movimento de uma funcao qualquer sobre M utilizando
os parénteses de Poisson generalizados:

OH .
{zi, H} = ]Zk:%fjkaxk = Iy (2.2.31.a)
8f df
), H} = Z @kaxk =25 = (2.2.31.b)

Tomando como exemplo a Hamiltoniana H, que é obtida do operador Hamiltoniano H tomando sua
média nos estados parametrizados, vemos que de forma geral podemos associar um operador observével
O sobre o espago de Hilbert a uma funcao sobre M, da seguinte maneira:

L W@I0kE)
@ = @@y (2.2.32)

A dinadmica de O sobre o espago de fase é dada imediatamente por (2.2.31.b).
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Agora, consideremos o caso particular de uma parametrizagdo na qual os 2r parimetros sdao r
variaveis complexas z; e suas r complexo conjugadas z;, estas tomadas formalmente como parametros
independentes:

<1

N _ zZ
zZ
Geralmente podemos escolher a dependéncia de (2.2.14) apenas nas variaveis 2

Logo, seu estado dual (¢(2)| deve depender apenas das variaveis complexo conjugadas z*. Consi-
derando a ordem dos parametros de (2.2.33) e a independéncia [¢) ((¢|) em 2* (%), o tensor 7 toma

uma forma simples de blocos:
. 0 -C

onde os elementos do bloco (C),x, sao dados por:

82

Cij - 821‘82;

In(3)(2)[4(2)). (2.2.36)

Neste caso, as equagoes de movimento, quando consideradas juntamente com suas equagoes com-
plexo conjugadas, assumem a seguinte forma:

OH

iC* 7 = . 2.2.19”
iC7F= o ( )
Se det C(Z, z*) # 0 para todo Z, os parénteses de Poisson generalizados nestas variaveis ficam:
. oft ~1 9y of " 10
= (C* — c = 2.2.29
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CAPITULO 3

Condensado em Poco Triplo

Neste capitulo apresentamos o modelo de um condensado de Bose-Einstein aprisionado em um
potencial de poco triplo®!. Apesar de ja existir uma literatura teérica de tamanho consideravel sobre
o assunto produzida nos ultimos anos [LFYL07, NHMMO00, MJ06, FP01, FP03, BFP03, BFP, SAZ07|,
observamos que os efeitos da interagao bosdnica entre diferentes modos locais sao habitualmente ne-
gligenciados. Portanto, discutimos na secao 3.1 a verdadeira relevancia das denominadas colisoes
cruzadas, que geralmente sao consideradas uma correcao de menor ordem na dindmica do conden-
sado [dCdO, dC06].

A estrutura algébrica natural do sistema comega a ser explorada na segdo 8.3, onde reescrevemos o
Hamiltoniano do modelo em termos dos geradores do grupo SU(3), também realizando a interpretacao
destes operadores como os observéaveis fundamentais na descricdo do comportamento de muitos bosons.

3.1 Modelo de um Condensado em Pocgo Triplo

Considere um potencial V(7) de aprisionamento de bosons neutros e sem spin. Supomos que o
potencial V' (7) possui trés minimos globais equivalentes nas posigoes 7 = ;& + y;y + 2;2 (1 = 1,2,3)
e que na diregdo cartesiana z o potencial seja harmonico simples de freqiiéncia angular w. Sem perda
de generalidade, escolhemos potencial nulo nos minimos, simbolicamente V (7%) = 0.

Entao, para uma particula de massa m, podemos modelar um potencial com estas caracteristicas
por:

3 2

b mw
VR = S [[ =20 + (- 0)] + =52 (3.1.1)
9 ;5
onde qo é a distancia de cada minimo & origem do sistema de coordenadas. Como os trés minimos
sao supostamente equivalentes, o potencial de (3.1.1) deve ser simétrico por rotagoes de %” em torno

do eixo z. Entao, como indicado na figura 3.1.1, juntamente com uma representacao do potencial,
escolhemos as posi¢goes dos minimos da seguinte forma:

310 potencial de aprisionamento pode ter seus trés pocos dispostos de vérias formas. Neste trabalho consideramos
somente o caso em que 0s pogos sao distribuidos simetricamente no formato de um anel.
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7= —lqd+ L
o= a0t — aoi; (312)

— A~

rs = qox.
Ja o pardmetro b em (3.1.1) representa um possivel ajuste na altura da barreira de potencial
localizada na origem entre os trés minimos, cujo valor é V(0) = bg?.

Figura 3.1.1: A esquerda temos as posi¢des dos trés minimos no plano z = 0. A direita vemos um grafico do corte
z = 0 do potencial de trés pogos (3.1.1) para go = b= 1.

Se considerarmos a barreira de potencial suficientemente alta e os minimos suficientemente distan-
tes, tornamos o poco de potencial associado a cada minimo praticamente independente. Desta forma,
o potencial V (7) representa uma pequena variagdo em relagao a sua aproximagao harmoénica em torno
de cada minimo, dada por:

~ 2V (7 2V (7 2V (7
VA = 30w —a)? + Ty — ) + 5T (e - =)

(3.1.3)
= 9b(x —24)% + 9b(y — i) + %“’222; i=1,2,3.

Nesta tultima equagdo omitimos as derivadas cruzadas de V(7) na expansao de Taylor, pois cla-
ramente sao todas nulas quando calculadas em 7;. Podemos agora fazer uma escolha simplificadora,

. . . . . 2) .
ajustando o valor do pardmetro b tal que a aproximacao harménica Vi( )(7“) torne-se o potencial de um
oscilador harménico tridimensional isotrépico centrado em 7;. Entao, escolhendo:

2
mw
b= ——; 1.4
W (319
Podemos reescrever (3.1.3) como:
2
VO = S [’ + g -u)’ + 25 i=123. (3.1.3)
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O estado fundamental de uma particula colocada em um oscilador harménico isotrépico é muito
. - . 2) /= .
bem conhecido. Entao, podemos associar a cada V;( )(r), tomado independentemente, um estado
localizado de menor energia, ou seja:
1 e+ —y)°+2°

ui(F) = (rlu;) = e 2d? , i=1,2,3; (3.1.5)
mad

NS
Njw

onde d é a largura da Gaussiana, dada por:

h
d=1\—. 3.1.6
o (3.1.6)
Assim, definindo um Hamiltoniano de particula tnica em poco independente H; = % + Vi(2) (7),

temos que os estados de (3.1.5) satisfazem a seguinte equagao de autovalores, considerando daqui em
diante unidades tais que A = 1:

3w
R

Ou seja, a cada potencial harmoénico independente associamos um estado localizado de energia F.
No entanto, se considerarmos o potencial completo dado por (3.1.1), tal que a distancia v/3¢g entre dois
minimos é muito maior que a largura d das Gaussianas, podemos mostrar que os estados localizados
em cada pogo sao praticamente ortogonais:

Hilu;) = Elu;); com E = (3.1.7)

(usluy) = /d% W (F)uy (7) = 6+ (1= 8); i, = 1,2,3. (3.1.8)

Calculando a integral acima, encontramos o valor da sobreposigao € em fungao dos parametros do
potencial. E evidente que ¢ < 1 se d < qo:

e (3.1.9)

Os estados localizados |u;) nao sao auto-estados do Hamiltoniano completo de particula tnica H,
mas sob certas hipéteses podemos mostrar que estes estados geram o mesmo subespago do espago
de Hilbert de particula tnica que os trés auto-estados de mais baixa energia de H. Primeiramente,
escrevemos o Hamiltoniano completo de particula tinica da seguinte forma:

H = Z 4V
= Z v+ (V(F) - v® (F)> (3.1.10)

— Hi+ (V(f‘) - V;(Q)(F)) . i=1,2,3.

Escolhendo uma freqiiéncia w conveniente e, conseqiientemente, ajustando a altura da barreira de
potencial por meio da equagdo (3.1.4), podemos garantir que apenas os trés niveis mais baixos do
espectro de H, que denominamos |e1), |ea) e |e3), possuam energia inferior a V(0) = bg3. Ainda mais,
supomos que isto pode ser feito de maneira que os demais estados do espectro se encontrem bem afas-
tados dos trés fundamentais. Entao, se a altura da barreira for suficientemente maior que a energia de
um estado localizado para € < 1, podemos afirmar que os pocos sao praticamente independentes para
os estados de baixa energia e que os estados fundamentais de H sao aproximadamente combinagoes
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lineares dos estados localizados |u;) induzidas pelo pequeno acoplamento entre os pogos. Este acopla-
mento entre os trés pogos de potencial é gerado pelo termo perturbativo (V(f’) — 1/;-(2)(77)) de (3.1.10),

ou seja:

S, 2
(il Hlws) = (g Hilus) + | (V) = VP 7)) )
(3.1.11)
= E[51]+5(1—6Zj)]+A5w +g(1_5ij); 1,7 =1,2,3.
Nesta dltima equagdo, introduzimos o paradmetro de acoplamento g entre os pogos e a corregao
de primeira ordem A nas energias dos estados locais, devida & presenca de termos anarmoénicos no

potencial. A simetria de rotagdo do sistema nos permite a seguinte definicdo destes pardmetros,
independentemente de uma escolha especifica dos valores dos indices dos pogos:

A = (V) = V@) = [ dru@) (V) - VP 0) w):
(3.1.12)
g = (V@) - V@) = [ @ (V) - V) wl@), para i # 5.

Utilizando as fungoes de onda (3.1.5) e as expressoes explicitas do potencial e de sua aproximagao
harmoénica, calculamos o valor da correcao das energias dos estados localizados:

(d? + 3q§)d2w 1

A = ~ .
345 mqg

(3.1.13)

Na segunda equagao de (3.1.13) usamos a aproximagao hipotética gy > d e a identidade (3.1.6).
Realizando também a integral (3.1.12) para o pardmetro de acoplamento, obtemos:

2 6 4.2 24 6
mw?* (128d° + 96d"q; — 180d“qy — 117¢g 39 459
= N - . 3.1.13
=74 < 384 =Y T e (3.1.1%)
Vemos claramente que o valor de g é negativo para gy > d e que o fator ¢ ¢ dominante em sua
2

ordem de grandeza, pois cai com a exponencial da razao g—%.

Agora, reescrevemos os elementos de matriz de H no subespago gerado pelos estados |u;), definindo
a taxa de tunelamento Q e a energia corrigida E’:

(uj|Hlui) = (E+A)dij + (9 +eE)(1 - bij)
(3.1.14)
= E’(Sij -+ Q(l — 523)
Por hipotese, estes elementos formam um bloco da representagao matricial de H, na base aproxi-
madamente ortogonal formada pelos estados localizados. Esta representacao, correta que até primeira
ordem em ¢, é dada por:

E Q Q
Q E Q|0
H=| o q g : (3.1.14")
0

Note que o sinal de €2 também depende dos valores relativos entre as constantes m, w e qo:
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(3.1.15)

o [me? (128° +96d'g] — 180d%q5 — 117gf | 3w] _
T 384 2

Novamente, para gy > d, podemos tomar apenas o termo de maior ordem em ¢ de (3.1.15). Neste
caso, ) tem sinal negativo se:

2
O~ —%mqugs—i— ;ws <0 — mwg = % > % (3.1.16)
Portanto, vemos que ) geralmente é negativo para nosso arranjo experimental idealizado, pois a
inequagao ja é aproximadamente satisfeita se g excede d por um fator superior a V5.
Diagonalizando o bloco de matriz dado em (3.1.14"), obtemos os trés estados fundamentais de H
em termos dos estados localizados, juntamente com seus autovalores correspondentes em aproximagao

de primeira ordem em e.

ler) = %(\UO —|us)), E1 = E —
le2) = Jp(lur) = 2luz) +[us)), Bz =B — (3.1.17)
les) = %(\Uﬁ + |ug) + |ug)), E3 = E' + 2.

Como o valor de €2 é de ordem &, vemos que estes trés estados formam uma estrutura bastante fina
do espectro de H. Mais do que isso, os estados |e1) e |e2) s@o degenerados na ordem de aproximagao
utilizada.

Até o momento tratamos de um sistema de uma tnica particula. Se passarmos a considerar um
sistema em baixissima temperatura, como um condensado de Bose-Einstein, composto por N bé-
sons idénticos, ndo-interagentes e sem spin, esperamos que apenas os estados |e1), |e2) e |es) de H
estejam significantemente populados, pois sdo os trés estados fundamentais praticamente degenerados
e afastados dos demais estados do espectro, por hipotese. Esperamos também que a estrutura de niveis
de energia nao se altere radicalmente se adicionarmos ao sistema interagoes suficientemente fracas entre
as particulas, de maneira que os estados relevantes ao sistema continuem sendo somente os trés estados
fundamentais.

Considerando apenas colisdes de particulas aos pares®?, o Hamiltoniano de muitas particulas para
um condensado em um potencial de pogo triplo é dado segundo (8.1.41") e (8.1.48).

3.

jr / & O (R H(7, )0 () +% / dBrd O ()0 7YV, )b (7 )b (7). (3.1.18)

Em (3.1.18), H(7, V) é a representacdo de coordenadas do Hamiltoniano de particula tinica (3.1.10),
V(7,7) é o potencial de interagao de particulas aos pares e ¢)(7) é o operador de campo. O operador

¥(7) pode ser expandido em uma base arbitraria {|a;)} do espago de Hilbert, segundo a equagao
abaixo:

() = D_(rai)ai (8.1.42)

onde a; é o operador de aniquilagao que destroi uma particula no estado |a;). Os operadores a; seguem
as relacoes de comutagao candnicas para bosons:

3-2Ver, por exemplo, motivacido exposta na secio 8.5.
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[af, al] = 0; (8.1.22)
[ai,a;] = 0; (8.1.24)
[a;, al] = 6 (8.1.30)

Como apenas trés estados do sistema estao significantemente populados, aproximamos o operador
de campo por uma expansao apenas nos trés estados localizados que geram o subespacgo de interesse,
caracterizando uma aproximacao de trés modos:

(7)) = ug (Fay + uz(F)ag + uz(F)az. (3.1.19)

Desta vez, a; ¢ o operador de aniquilagao no estado localizado |u;).

J4& a interacdo entre as particulas pode ser aproximada por um pseudopotencial do tipo esfera-dura,
que leva em conta as interagoes de curto alcance para particulas com momento linear praticamente
nulo:

Arhia

V(F,7) = 5(7 — ) = Voo (7 — ), (3.1.20)

onde a é o comprimento de espalhamento de onda s, negativo para interagoes atrativas e positivo para
as repulsivas. Uma dedugao detalhada do pseudopotencial de interacao é encontrada na segao 8.5,
juntamente com as hipdteses e motivagoes desta aproximacao.

Substituindo (3.1.19) e (3.1.20) em (3.1.18) e utilizando o fato que as fungdes wu;(7) sdo reais,
obtemos:

H= Z /d rui (7F)H (7, V) u, ( 7al laj + Z /d 7 (7)w; (7 uk(f’)ul(f')a a Layay. (3.1.21)

a] 1 ,jkl 1

Agora, definimos um conjunto de pardmetros de colisao que permitem uma interpretacao mais
intuitiva do sistema:

K= ‘g)/d?’r uH(F); i=1,2,3; (3.1.22.a)
Vb 3 . .

5 d3r 2 (F)u (7”) i,j=1,2,3, i # j; (3.1.22.b)
Vo 3 . o

d3r u3 Mui(r); 1,7 =1,2,3, i # j; (3.1.22.¢)

§=— /d3r w (F)u (Fug(F);  i,7,k = 1,2,3, todos indices diferentes. (3.1.22.d)
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Os parametros (3.1.22.a)-(3.1.22.d) independem do conjunto de indices escolhidos para o célculo
das integrais envolvidas devido & simetria de rotacao do sistema.

O parametro x é denominado taxa de autocolis@o, pois representa a magnitude das interagoes entre
particulas presentes em um mesmo poco e que continuam nele apds a colisao. Esta interpretacao fica
clara quando notamos que o pardmetro k é proveniente da integral da funcao de onda de apenas um
poco a quarta poténcia.

Os parametros 17 e A sdo denominados de taxas de colis@o cruzada, pois representam a magnitude
das interagoes envolvendo dois pogos distintos durante o processo de colisao. Como vemos em (3.1.22.b)
e (3.1.22.c), estes pardmetros dependem da integral da sobreposigao de fungdes de onda localizadas
em dois pogos distintos, que por hipdtese consideramos como uma pequena perturbacao ao sistema.
Conseqlientemente, esperamos que a ordem de grandeza destas taxas sejam bem inferiores a taxa de
autocolisao k.

Ja o parametro £ é denominado taxa de colisdo cruzada tripla e representa a freqiiéncia de uma
interagao que envolve os trés pocos da armadilha durante a colisao. Como esta taxa depende da
sobreposicao das funcoes de onda localizadas nos trés sitios do potencial simultaneamente, esperamos
que esta seja uma aproximagao ainda de maior ordem em € que n e A.

De fato, calculando as integrais dadas em (3.1.22.a)-(3.1.22.d), encontramos:

\%
K= (3.1.22.a))
2223
3q(2)
n= ke 242 — 552; (3.1.22.b’)
_ 943 3
A = ke 842 = Ke2; (3122C’>
1543 5
£ = ke 882 = kez. (3122(17)

Vemos que os pardmetros de colisdo nao sao todos independentes e precisamos de apenas dois para
determinar os demais. No restante do trabalho escolhemos como parametros independentes a taxa de
autocolisdo k e a taxa de colisdo cruzada A, pois possuem menor ordem no parametro perturbativo e.
Dados k e A recuperamos os outros pardmetros facilmente com:

A4
n=1\—: (3.1.22.b”)
K
A'5 7
E=1\ 5 (3.1.22.d7)

Utilizando as definigdes dos parametros de colisao e a equagao (3.1.14), que fornece os elementos
de matriz (u;j|H|u;) = [ d®r u;(7)H (7, V)u;(7), o Hamiltoniano de muitas particulas pode ser reescrito
como:
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H = E’Za al—i—QZa a]—&—nZamaz—i—nZam 2

+2A Y al®aa5+ 20 Y df azaTaJ +2A 3 aﬂl@? (3.1.23)
i#] i#j i#j

+§Za a]ak+§ZaT f 2+4£Za alaTak,
7]k 7]k ,]k

onde >  denota soma sobre 7,7,k = 1,2,3, mas com a restrigdo que todos os indices assumem valores
i7j7k
diferentes em cada termo.
Empregando as relagoes de comutagao bosbdnicas podemos demonstrar as seguintes identidades

tteis na simplificagdo da expressao (3.1.23):

2
ZaT22+2ZaaZa;ra] = —Za;raj ZaTQQ (;@I%’) + N2 - 3N
i

i#] i#] i£]
—22@ aza ap — Za ajay — Za ak, (3.1.24)
1,9,k 1,5,k 1,9,k
> a a0+ Y alajaj2 = (N-1DY aga] Z a) azaTak
i#£] i#£] 1#] i,3,k

Nestas tltimas equagoes introduzimos o operador do ntimero total de particulas do sistema N =
aJ{al + (L;CLQ + agag, dado de forma geral em (8.1.32). E facil verificar que H conserva o ntimero total
de particulas, o que é expresso pela relagdo de comutagao [H N ] = 0. Como o namero de particulas é
conservado pela dindmica do sistema, temos que o espago de Hilbert acessivel pelo sistema, dado um
namero inicial N de bésons na armadilha, é equivalente ao auto-espaco de N com autovalor N. Desta
forma, N é um operador constante no espago acessivel ao sistema e podemos s1mp1esmente substitui-lo
no Hamiltoniano por seu autovalor N. Termos de H dependentes apenas de N e de outras constantes
podem ser desprezados, pois contribuem apenas com uma fase global na dindmica do sistema.

Assim, utilizando (3.1.24) e descartando termos constantes obtemos:

H = [Q+2AN—1)—7] Y ala; + (k- )zaT2 2
i#]
2
+1 (% a%) + (46 — 2n — 2A) JZka faialay (3.1.25)

+(& — )(Za ajap + Za )

1,9,k 1,9,k

A primeira somatoria ao lado direito de (3.1.25) é a tnica constituida somente de termos bilineares
nos operadores de criacao e aniquilacao bosénicos, de maneira que cada termo destréi uma particula
em um pogo e a recoloca em outro, representando o tunelamento no sistema. Desprezando as taxas
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de colisdo cruzada, vemos que {2 é o pré-fator deste operador e representa a taxa de tunelamento
entre os diferentes sitios do potencial de aprisionamento do condensado, como esperado. No entanto,
considerando efeitos de maior ordem em &, obtemos um novo pré-fator ao operador de tunelamento,
que denominamos taxa de tunelamento efetiva:

Q' =Q+2AN—1) —7. (3.1.26)

Em (3.1.26) vemos a real importancia dos parametros de colisdo cruzada. Segue da comparagao
entre (3.1.15) e (3.1.22.b")-(3.1.22.¢’) que a ordem de aproximacao em ¢ ¢ inferior em (2, de forma que
|2] > |A|. Contudo, a presenga de A no tunelamento efetivo tem grande peso devido ao fator (N — 1),
pois N > 1 em um experimento tipico com condensados.

A segunda somatoéria do Hamiltoniano (3.1.25) envolve termos biquadréticos nos operadores boso-
nicos, mas todos os operadores de um termo pertencem a um mesmo modo, aniquilando duas particulas
em um pocgo e as recriando no mesmo modo local, representando uma autocolisdo na porgao do con-
densado presente naquele sitio. A taxa de autocolisao sem os efeitos de sobreposi¢ao das fungoes de
onda em diferentes sitios seria k, mas considerando o parametro 7, vemos que a taxa de autocolisao
efetiva é kK = kK — 1. A presenga da colisdo cruzada em x' nao ¢é significativa, pois de (3.1.22.a’) e
(3.1.22.b") podemos ver que |k| > |n]|.

As trés outras somatorias presentes em (3.1.25) também envolvem termos biquadraticos nos ope-
radores aj- e a;, mas desta vez nem todos os operadores de um de seus termos pertencem a um mesmo
modo, representando a interagao entre duas particulas que, antes ou apds a colisao, estao em diferentes
pocos. Estas trés ultimas partes do Hamiltoniano tém efeito bem menor que os termos de autocolisao
ou tunelamento na dindmica do sistema, ji que seus pré-fatores sao apenas os parametros de colisao
cruzada, estes de grandeza inferior a ) e k.

Por hipoétese, consideramos os trés pogos do potencial V() praticamente independentes, o que é
expresso pela condi¢ao € < 1. Entao, temos que os parametros de colisao cruzada sao corregoes de
ordem superior a € na dindmica do condensado e, portanto, pequenas em relagao a €2 e k, exceto
na taxa de tunelamento efetiva, na qual a ordem de grandeza de A é compensada por um fator
proporcional ao, em geral, elevado ntimero de particulas aprisionadas. Enfim, de forma coerente com
as aproximacoes e hipoteses feitas anteriormente, como por exemplo no céalculo da taxa de tunelamento
() em termos dos pardmetros do potencial, e também buscando maior simglicidade nos calculos daqui
em diante, vamos desprezar termos de ordem de perturbagao superior a £2 no Hamiltoniano (3.1.25).
Ou seja, descartamos os pardmetros 7 e £, conservando apenas o efeito substancial da colisdo cruzada
no tunelamento efetivo.

~ ) 3 e
Entéao, retendo apenas termos até O(c2), reescrevemos o Hamiltoniano do modelo em sua forma
final:

H=¢ Z a;-raj + K,Z a?a% - QAZa;raia;r-ak; (3.1.25")
i#] i .5,k
onde agora:
Q' =Q+2AN - 1). (3.1.267)

Consistentemente com a ordem de aproximacao escolhida, mantivemos a terceira somatéria em
(3.1.25"). Note também que este termo é um remanescente da interacdo efetiva entre os trés pocos
simultaneamente.
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3.2 Interpretacao dos Geradores de SU(3)

Da mesma maneira que utilizamos os conhecidos operadores de Schwinger para representar em
termos de operadores bosonicos os geradores do grupo de Lie SU(2), ou elementos da base da algebra
de Lie su(2), podemos estender este tratamento para um modelo de trés modos, representando os
oito geradores do grupo SU(3) com os operadores de aniquilagao e criagdo em trés modos bosonicos.
Reescrevemos entao os operadores de (8.1.101) de forma explicita e em notagao simplificada:

Q= %(a}al — CL;CLQ), Q2= %(aial + 0202 - 2‘1;@3)%
Jp = i(alay — abas), J, = i(alasz — alay), J. = i(adar — alay); 321
» = i(agaz — azag), Jy = i(ajaz — azar), J: = i(ayar — ajaz); (3:2.1)

P = aJ{ag + agal, P, = agal + al{ag, Py = agag + agag.

Vamos agora encontrar um significado fisico para cada um destes operadores dentro do modelo do
condensado em pogo triplo. A interpretagao de Q1 e Q2 é bastante simples se recordarmos da expressao
(8.1.31), na qual n; = aza,- é o operador do nimero de bosons no modo i. Entao, Q1 é proporcional
a diferenca de populagao entre o pogo rotulado com o indice do minimo 7 e o pog¢o de minimo 7.
Relacionando este fato & posicao escolhida destes minimos no sistema cartesiano, vemos que )1 deve
ser proporcional & posi¢ao no eixo y do condensado. Semelhantemente, ()2 é proporcional a diferenga
entre a populagdo somada em torno dos minimos 7 e 75 e o dobro da populagdo do pogo rotulado
pelo minimo 73, comparando o que foi dito com a posicdo destes minimos, vemos que ()o deve ser
semelhante a posicao do condensado no eixo x.

Para comprovar nossas suspeitas a respeito dos operadores ()1 e Q2 , podemos usar a expressao para
operadores de muitas particulas na representacao de campo. Utilizando o resultado (8.1.41) para um
operador de um corpo na aproximacao de trés modos, temos para um observavel O de uma particula
o seguinte operador de muitas particulas na linguagem da segunda quantizacao:

3
0= Z (ui|O|uj>aIaj. (3.2.2)

t,j=1
Neste momento, precisamos calcular os elementos de matriz dos operadores de posicao de particula
tnica = e y nos estados localizados |u;), dados em (3.1.5). Em primeira ordem em e obtemos:

(uslalus) = @by +e (252) (1 - o)
(3.2.3)
(uslylus) =y +e (U5 (1= 5y).

Recordando, x; e y; sdo as coordenadas do minimo 7; do potencial de aprisionamento. Substituindo
estas médias em (3.2.2), encontramos os operadores de distribui¢ao de posi¢ao do condensado:

A 3
&= —HQuteR (P +P) - P;
(3.2.4)
g = V3qpQi+e qo (Pr— Ps).
Como esperado, para ordem zero em &, os operadores ()1 e (J2 sdo proporcionais & posicao do
condensado projetada nos eixos y e x, respectivamente. Em ordem de aproximagao €, vemos que a
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posicao do condensado depende também dos operadores P;, responséaveis pelo tunelamento do sistema,
como vemos comparando a primeira somatoria em (3.1.25’) e as definigoes de (3.2.1).

Os operadores J;, J, e J, receberam estes simbolos, sugerindo momento angular, pois geram uma
subalgebra de su(3) isomorfa a algebra su(2); ou seja, satisfazem as relagoes de comutagao:

[Jj, Jk] = iEjlil; j, k,l =2,Y,%. (3.2.5)

No entanto, estes operadores nao tém a interpretacao direta de momento angular do condensado,
mas de momento linear. Com o objetivo de encontrar a interpretacao dos operadores de muitas
particulas J;, calculamos desta vez os elementos de matriz3? (u;|plug) = [ d3r uj (7)(—iV )ug(7), para
P o operador de momento linear de particula tnica. Obtemos até ordem e de aproximagao:

(Wjlpaluk) = 54 (x5 — zp);
(3.2.6)

(ujlpylug) = 552 (yj — k)
Os elementos de matriz acima sao de ordem &, pois dependem fundamentalmente da sobreposi-

¢ao entre fungoes de onda em diferentes sitios. Utilizando novamente (3.2.2), podemos encontrar os
operadores de momento linear do condensado:

pe = e (G, - 0,

(3.2.7)

by = %e (3o + 30, - 1)

Analisando cuidadosamente as equagoes (3.2.7), podemos interpretar os J; como operadores propor-
cionais & magnitude de um vetor de momento linear de tunelamento ligando dois minimos do potencial
e temos que a soma das projegoes destes vetores em cada um dos eixos x e y €, por sua vez, proporcional
a P e py. Logo, J, representa o momento linear das particulas que tunelam do pogo de minimo 7 ao
de minimo 7%, J; é proporcional ao momento linear de bésons que vao de 7 a 73 e J, esta relacionado
ao momento linear de particulas tunelando de 73 a 7. O esquema de vetores de momento linear entre
os minimos é dado na figura 3.2.1.

Persistindo na interpretacao vetorial da figura 3.2.1, podemos inferir uma rotacao do condensado
em torno da origem imposta pelos vetores de momento linear entre as diferentes por¢oes do condensado.
Entao, para confirmar nossas expectativas, calculamos os elementos de matriz nos estados localizados
da projecao no eixo z do momento angular de uma particula:

(| Lefus) = [ d3rul(P)(—i) (22 — yi ) wi(7)
’ ’ (ot - i) (3.2.8)
= oo (ay; — xui).

Com estes elementos de matriz podemos calcular o operador que fornece a distribui¢do do momento
angular do condensado:

. e (qo\ [ V3@ _ V3¢

3-3Lembrando que escolhemos o sistema de unidades tal que i = 1.
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3.2 Interpretagao dos Geradores de SU(3) Capitulo 3: Condensado em Pogo Triplo

¥

/J"

Figura 3.2.1: Interpretacio vetorial dos operadores de momento linear J;, J, e J. para bésons do condensado que
tunelam entre dois pogos. As somas das projegoes destes vetores nos eixos cartesianos sdo proporcionais s componentes
cartesianas do momento linear do condensado. J4 a soma destes trés operadores é proporcional ao momento angular do
condensado na dire¢do z, representando a dindmica de rotagdo do sistema.

Ent&o, a soma dos trés operadores de momento linear .J;, definida como Jg, é proporcional ao
momento angular do condensado em torno do eixo z. Este resultado poderia ser obtido ingenuamente
usando a interpretagao dos operadores J; como a magnitude de vetores de momento linear de particulas
tunelando entre dois pogos a uma distancia de %0 da origem, tal que L, = (¥ x p),.

Resta apenas a interpretagao dos operadores P;. Podemos ver facilmente que a soma destes opera-
dores ¢é idéntica ao operador de tunelamento em (3.1.25%).

Y ala; =P+ P+ Py = Ps. (3.2.10)

i#]
Esta parte do Hamiltoniano proveio diretamente do termo de energia de particula tnica em (3.1.21),
logo podemos esperar que Pg represente de alguma forma a distribuicao das particulas nos niveis de

energia do Hamiltoniano de particula tinica de (3.1.17). Podemos demonstrar esta inferéncia lembrando
do resultado (8.1.102), segundo o qual podemos escrever os operadores de (3.2.1) da seguinte forma:

A; = @'y (A)a; (8.1.102")

onde 7' (4;) é a representagdo padrdo de um elemento da base da algebra su(3)>4 e @ é o vetor cujas
componentes sao os operadores de aniquilacao nos trés modos bosdnicos:

ai
i=| a |. (8.1.99)
as

Como vimos, sob certas exigéncias, tanto os auto-estados de mais baixa energia de particula tnica
le1), |e2) e |es) quanto os estados localizados |u1), |uz) e |us) geram o mesmo subespaco de interesse
do espaco de Hilbert. Portanto, é possivel uma transformagao de base do tipo:

34Neste caso, uma matriz 3 x 3 de traco nulo e Hermitiana.
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Capitulo 3: Condensado em Poco Triplo 3.2 Interpretagao dos Geradores de SU(3)

\u2> = (ej|ui>\ej>, = 1,2,3. (3.2.11)

M-

Il
_

J

Definimos agora um novo trio de operadores de criacao bosoénicos b}, 7 =1,2,3, construidos de ma-

neira que b;- cria uma particula no auto-estado de energia |e;). Entao, de (8.1.35), temos a identidade:

3 3
al = " bl(e;lu) = > iUl (3.2.12)
j=1 J=1
A equagao acima nos permite escrever os operadores de criacdo de estados localizados em termos dos
operadores de criagao de auto-estados de energia de particula tinica, se conhecemos a matriz unitaria
de transformacao de base U;; = (ujle;).
De forma analoga a (8.1.36), é facil mostrar que se um conjunto de operadores de criagao e aniqui-
lacao satisfaz as relagbes de comutacao bosdnicas, entao o outro satisfaz equagoes idénticas:

[ai,a}] = %U@'kUlTj[bkab”
(3.2.13)
= Zk:UikU,Ij = bij.
Transformando a equagao (8.1.102) segundo a regra (3.2.12), obtemos:
A = dyl(A)a
= bTUTy (4)Ub (3.2.14)

= 5T761(Ai)5,

onde definimos v!(4;) como a representacio padrdo da &lgebra su(3) na base de auto-estados de
energia, obtida da representagao em estados localizados por:

1e(A) = U (AU (3.2.15)

Com as equagoes (3.1.17) e (8.1.85) podemos facilmente encontrar a matriz de transformacao U e
a representacdo ! (P, + P2 + P3), respectivamente:

5 U 01 1
U= 0 -% = e YW Pi+P+P)=|1 0 1 (3.2.16)
Realizando a transformagao (3.2.15), obtemos:
-1 0 0
Ps=0b1| 0 —1 0 |b=2blbs—blby—blbs. (3.2.17)
0 0 2

Vemos que Ps = P; + P> + P3 é o operador que fornece o balango de populagao entre o estado de
energia E' 420 e os dois estados degenerados de energia E' — Q. E facil ver que somando este operador
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3.2 Interpretagao dos Geradores de SU(3) Capitulo 3: Condensado em Pogo Triplo

a N, que descartamos em (3.1.23), obtemos justamente a expressao que esperariamos para o operador
de energia total do sistema, desconsiderando a interacao entre as particulas:

E'N +Q(Py + Py + P3) = (E' + 2Q)blbs + (E' — Q) (blby + blby). (3.2.18)

Usamos na tltima equagao que o operador N = @' -@ = b'-b tem sua forma invariante sob mudanca
de representacao.

Conhecidas as interpretagoes dos operadores geradores de SU (3), é conveniente para futuras aplica-
goes reescrever (3.1.257) em termos destes operadores. Para este fim, usamos as seguintes identidades,
que podem ser facilmente demonstradas utilizando as relagoes de comutagao bosoénicas e (3.2.1):

3 .
Safal = 340t +3Q8) + N (§-1);
1=
—~ (3.2.19)
Z azaia}ak = P34+ noP; +n3Ps
i7j7k‘

= Qi(P3—P) +Q(P +P;—2P) + Y(P + P+ P3).

Finalmente, o Hamiltoniano (3.1.25’) escrito em termos lineares e quadraticos nos geradores de
SU(3), de acordo com (3.2.10) e (3.2.19), torna-se:

H= (Q’ - 2A];[) (PL+P+P3)+ g(zmz% +3Q23) +A[2Q1 (P, — P3) + Q2(2Py — P, — P3)]. (3.2.20)

Na equagao acima novamente descartamos os termos constantes dependentes apenas de parametros
e do operador N. No primeiro termo & direita, ndo acrescentamos o pré-fator —QATN a taxa de tune-
lamento efetiva, pois geralmente é mais facil tratar este termo juntamente com o ultimo, dependente

apenas do pardmetro A.
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CAPITULO 4

Estados Coerentes

Este capitulo é inteiramente dedicado ao estudo dos estados coerentes generalizados e sua aplicagao
ao modelo de trés modos locais. Aqui justificamos uma possivel solucao & questdo aberta na segao 2.2,
onde nao determinamos uma parametrizacao adequada a utilizacao do PVDT.

Discutimos na se¢ao 4.1 a generalizagao do conceito de estado coerente [ZFG90, Per86|, resultando
finalmente em uma expressao para os estados coerentes das representacoes totalmente simétricas de
SU(3) [Dao04, MS00, RSV89|. Entao, na segao 4.2 obtemos algumas identidades tteis no tratamento
dos estados coerentes de SU(3), preparando sua aplicagao ao modelo de trés modos.

O método analogo classico, que consiste na aproximacao semiclassica obtida do PVDT utilizando
parametrizacgao dada pelos estados coerentes, é examinado na secao 4.3. Resumimos esta analise nos
seguintes topicos:

e O andlogo cléassico é exato para Hamiltonianos lineares nos geradores do grupo dindmico do
sistema. Para exemplificar este fato, resolvemos analiticamente o modelo de trés modos na
auséncia de colisoes bosonicas.

e O formalismo de integrais de caminho fornece naturalmente as equagoes de movimento referentes
ao anélogo classico na aproximagao de fase estacionaria. Embora estas duas aproximagoes pro-
duzam resultados distintos, podemos afirmar que hé consisténcia entre o método analogo classico
e as demais abordagens semicléssicas.

e No limite macroscopico N — oo, o analogo cléassico fornece os resultados classicos exatos |[Yaf82].

e A pureza generalizada associada a algebra su(3) é uma medida quantitativa da validade da
aproximacao analoga cléassica na dindmica do modelo do condensado em poco triplo.

Portanto, fazemos uma profunda discussao das ferramentas utilizadas nos préximos capitulos, co-
nhecendo suas vantagens e propondo quantificagoes de suas desvantagens.

4.1 Estado Coerente para SU(3)

Precisamos generalizar o conceito de estados coerentes para as representagoes simétricas de SU(3)
e, de maneira mais geral, para as representagoes de um grupo G qualquer. Para este fim, recorremos as
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4.1 Estado Coerente para SU(3) Capitulo 4: Estados Coerentes

defini¢bes equivalente dos estados coerentes do campo ou do oscilador harmonico, devidas a Glauber
[Gla63|, no intuito de encontrar a definigdo que generaliza o conceito de estado coerente.
As trés definigoes equivalentes do estado coerente do campo |a) sdo:

1. Auto-estados do operador de aniquilagao a em uma dado modo do campo:

ala) = ala). (4.1.1)

Para um grupo arbitrario GG, esta definicio nao pode ser generalizada, pois geralmente nao
podemos construir a partir dela estados coerentes para espagos de Hilbert finitos [ZFG90|. Mais
adiante veremos que a aplicagao de um operador de aniquilagao a um estado coerente em espago
finito, de maneira geral, nao é um estado coerente pertencente ao mesmo espaco.

Se tentarmos generalizar o conceito de operador de “abaixamento”, para entao generalizar (4.1.1),
também chegamos a uma indefinicao. Em muitos casos, da algebra £5 de G podemos definir
varios operadores de “abaixamento” nao equivalentes e que nao comutam entre si, tornando
impossivel encontrar auto-estados simultaneos de todos eles.

2. Estados que saturam a incerteza de Heisenberg:

2

(AXP(AP) = \1 (0[X. P]la)

1
= = —; 4.1.2
: 7 (412

onde usamos i = 1 e definimos as coordenadas canonicas a partir dos operadores de aniquilagao
a e cricdo af em dado modo do campo, por X = L(af +a) e P = ﬁ(cﬂ — a). Lembramos

V2
também que (AA)? = (a|A%|a) — (a]A|a)?.

Primeiramente, devemos ressaltar que apesar dos estados coerentes do campo resultarem de
(4.1.2), eles ndo sdo os tnicos estados definidos desta forma. Como exemplo temos os estados
comprimidos do campo, que também saturam a incerteza. Portanto, a saturacdo da incerteza é
uma condi¢ao necessaria, mas nao é suficiente para a definicdo dos estados coerentes, mesmo no
caso simples do oscilador harménico.

A generalizacdo desta definicdo, que somente é possivel para alguns grupos de transformagoes,
gera os chamados estados inteligentes. Estes nao s@o muito tteis em situagoes fisicas, princi-
palmente porque nao conservam as condigoes analogas a (4.1.2) sob evoluc¢do temporal. Logo,
estados inteligentes geralmente nao continuam tao inteligentes com o tempo.

4.1

3. Estados obtidos por um deslocamento imposto pelo grupo dindmico do sistema*" no estado de

VACUO:

o) = e —"a|0). (4.1.3)

Esta definicdo nao encontra restri¢bes para um grupo arbitrario G, pois sempre podemos aplicar
uma transformacao do grupo em um estado de um espaco que carrega uma de suas representagoes.
Portanto, a definigao (4.1.3) sugere uma boa generalizagdo do conceito de estado coerente.

410 grupo dindmico de um modo do campo é conhecido como grupo de Weyl-Heisenberg, cuja algebra é gerada por
{1,a%a,al,a}.
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Devemos enfatizar que as trés definigoes dos estados coerentes do campo produzem resultados
distintos quando aplicadas a outros sistemas e, de forma generalizada, apenas a tltima nao prescinde
de propriedades tteis e significado fisico.

Da terceira definigao de |a), vemos que precisamos de trés ingredientes fundamentais para a cons-
trugao de um estado coerente generalizado:

1. Grupo de transformagoes G, geralmente escolhido como o grupo dindmico do sistema, que por
sua vez é uma familia de operadores de evolucdo unitaria do problema fisico em questao*?2. O
grupo G é associado, pelo mapa exponencial, a algebra de Lie £g, que para o caso do grupo
dindmico gera uma familia de Hamiltonianos do sistema.

2. Espago de Hilbert V que carrega uma representacao de GG. Neste trabalho escolhemos V de forma
que uma representagao irredutivel de G' age sobre ele.

3. Estado de referéncia |®g) € V. Em principio, o estado de referéncia é arbitrario dentro do espago
de Hilbert, mas uma escolha adequada pode trazer vérias propriedades fisicas interessantes. O
caso mais util, como explicado em outras se¢oes, ¢ quando |®g) é o estado de maximo peso da
representagao irredutivel em V, definido como:

Eg|®g) =0, onde Eg sao os operadores de levantamento associados a £g;
(4.1.4)
H,|®y) = h,|®g), onde H., sdo geradores da maior subalgebra comutativa de £¢.

O estado coerente produzido por um estado de referéncia de méaximo peso é chamado de estado
coerente mais préximo ao classico.

Dos trés ingredientes iniciais fazemos as trés definicoes fundamentais na teoria de estados coerentes
generalizados:

1. O subgrupo de estabilidade S, constituido do conjunto de elementos s de G tais que:

s|®g) = " ?)|Bg), ¢(s) € R. (4.1.5)

Portanto, o grupo de estabilidade é fundamentalmente dependente da escolha do estado de re-
feréncia. A definigdo do grupo de estabilidade nos permite excluir as transformagoes de G que
nao alteram o conteudo fisico de |®¢), multiplicando-o apenas por uma fase global dependente
do elemento s.

2. Para todo elemento g de G ha uma decomposig¢ao tinica em um elemento de .S e outro no chamado
espaco quociente G/S [Gil74]:

g=0s,onde©® € G/SCGeseS. (4.1.6)

420 conceito de grupo dinamico é explorado na segéo 8.3.
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3. Finalmente definimos estado coerente generalizado como o deslocamento produzido em |®)
por G/S:

IV;0) = 0|d). (4.1.7)

Os estados coerentes sao indexados pelo seu elemento de G/S gerador e o espago de Hilbert V.
Estados gerados por elementos © em espacos V distintos sao geralmente diferentes. Devido &
defini¢ao de S, temos uma relagdo de um para um entre os estados coerentes nao equivalentes e
os elementos do espago quociente.

Muitas vezes em sistema de muitos bosons [NO98, FWT71| podemos descrever o Hamiltoniano do
sistema, considerando até termos de interacao aos pares entre as particulas, como:

H = Zhl-jazaj + Z V;-jklaza}alak; (4.1.8)
ij i,k

onde a} (a;) sdo os operadores de cria¢do (aniquilagado) bosonicos no i-ésimo estado de uma base
escolhida do espago de Hilbert de particula tnica H.

Uma familia de Hamiltonianos como (4.1.8) define o grupo dinadmico G do sistema se pudermos
reescrever H em termos dos operadores geradores deste grupo, utilizando uma generalizagao do forma-
lismo de pseudo-spins de Schwinger para G. Um exemplo de generalizagao dos operadores de Schwinger
¢é encontrado na segao 8.1.4.

Por defini¢ao, a édlgebra de Lie £ do grupo de Lie G é o conjunto de todos os elementos A tais
que:

g = exp(itA) € G, para todo t € R. (4.1.9)

Os geradores {A;} (i = 1,...,r) de G formam uma base de sua &lgebra real r-dimensional, £5 =

A, tal que A = 3" a’4;, o' € R} e seguem as seguintes relagdes de comutagao:
i=1

[Aj, Ap) =i > AL (4.1.10)
=1

Com os operadores de Schwinger podemos reescrever os termos bilineares nos operadores bosonicos
de (4.1.8) como termos lineares nos A4;, enquanto os termos biquadraticos sao reformulados como termos
quadraticos nos geradores de G:

% %,]

Como vimos anteriormente, podemos escrever a familia de Hamiltonianos do modelo de pogo triplo,
levando em conta a variagao dos paradmetros do potencial de aprisionamento, em termos dos geradores
de SU(3). Portanto, este é o grupo dinamico interessante para o nosso sistema, responséavel por sua
evolugao unitaria no caso de Hamiltonianos lineares nos A4;. Entdo, vamos escrever os trés ingredientes
para a construcao dos estados coerentes uteis no tratamento do nosso modelo:

1. Grupo de Lie dindAmico SU(3) dotado da algebra de Lie su(3).
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2. O espaco de Hilbert é By, o espago de Fock de IV bdésons, que em nosso caso tem apenas trés
modos e uma base adequada é dada por {|ni,ng,n3)}, com n; +ng +n3 = N. Neste espago age
a representacao irredutivel completamente simétrica de SU(3) que denotamos por T'V.

3. Escolhemos o estado de referéncia |®g) como o estado de méaximo peso da representacao I'V.

Para encontrarmos o estado de méaximo peso de I'"V, primeiramente devemos escrever os operadores
de Schwinger para os elementos da base da algebra sl(3), a complexifica¢ao de su(3), que fornece a base
candnica de Cartan que age sobre By |[LF88, Hal03]. Entao, utilizando as representagoes de (8.1.72)
e a formula (8.1.102), obtemos:

Q1 = Lalay —dlay);
Q2 = j(alar + abay — 2alay); (4.1.11)
Eyj = alaj, comi,j=123ei#j.

As relagoes de comutacgao destes operadores sao facilmente verificadas como sendo do tipo:

Q1,Q2] = 0;
(4.1.12)

Qi Ejk] = aijuEj.

Os operadores @); constituem a subdlgebra comutativa méxima de Cartan e sao diagonalizados
simultaneamente na base conveniente constituida dos elementos |n1, ng2, ng). Denominemos os autova-
lores de Q; nesta base por v;, entdo a quantidade ¥ = (v1,v2) é chamada de peso da representagao
N de su(3) e seu autovetor correspondente |n1,n2,n3) = |v1,v2) é seu vetor peso associado. Excep-
cionalmente no caso das representagoes completamente simétricas de SU(n), apenas os autovalores
dos operadores da subélgebra comutativa maxima sdo suficientes para especificar unicamente um ve-
tor peso. No caso geral, haveria degenerescéncia e precisariamos de mais niimeros quanticos para
especificar um estado da base do espaco de Hilbert em questéao.

Das relagoes de comutagao (4.1.12), temos:

QiEjk|vi,v2) = aijpEjk|ve,ve) + viEjglvi, v2)
(4.1.13)
= (Ui + aijk)Ejk]vl, 1)2>.

Ou seja, Eji|vy,v2) € zero ou é um novo autovetor de (; com autovalor (v; + ayjx). A quantidade
ajr = (aijk, o) € conhecida como raiz e o operador Ej;, é seu vetor raiz associado. Por gerar novos
vetores da base da representagao, com novos autovalores, os Ej;, sao chamados de operadores “escada’
e podem ser classificados como operadores de “levantamento” e “abaixamento”. As raizes para cada
vetor associado sao encontradas calculando as relagoes de comutagao (4.1.12), utilizando (4.1.11), e
sao dadas na tabela 4.1.1.

Vemos também na tabela 4.1.1 que todas as raizes podem ser escritas como uma combinacao linear
de apenas duas escolhidas entre elas, denominadas raizes simples positivas d; e @. Note que ambos os
coeficientes da combinacao linear de @/j; em termos de @7 e 2 tém o mesmo sinal ou um deles ¢ nulo.
Denominamos também os operadores F;; com apenas coeficientes nao nulos positivos (negativos) de
operadores de “levantamento” (“abaixamento”), como mostrado na tabela 4.1.2.
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Tabela 4.1.1: Raizes para a algebra gerada por (4.1.11), juntamente com seus respectivos vetores e sua
combinacao linear em raizes simples positivas.

aji; Vetor Ej;, | Combinagao linear em raizes simples positivas
(1,0) E1p —do
(-1,0) Ey Ao
(-3.1) Eas —ay
(3,-1 E39 a
(3,1) Ei3 —@1 — A
(—3,—1) E3 aq + @y

Tabela 4.1.2: Operadores de levantamento e abaixamento dos estado em By

Levantamento ‘ FE3s FE31 FEo

Abaixamento ‘ E23 E13 E12

Como vemos na tabela 4.1.2, os operadores E;; de levantamento (abaixamento) foram escolhidos
justamente de forma que i > j (i < j). Também é claro que os operadores de levantamento sdo os
Hermitianos conjugados dos operadores de abaixamento.

Entao, de (4.1.4), temos que o estado de méximo peso |Uys) em By é dado por:

Eijlvpm) =0, sei > j;
Qilvar) = vM|onr), i = 1,2; (4.1.14)
E;j|0a) = 0 ou Ejj|ou) o [T + @ij), se i@ < j.

Como mostramos na secao 8.1.1, uma base adequada para By pode ser dada pelos estados de
populacao bem definida nos trés modos locais do condensado |ny,n2,n3). Segundo (8.1.17) e (8.1.27),
os operadores de aniquilacao e destruigao agem nestes estados da seguinte maneira:

ai’n17n27n3> =V + 1|7’L1 + 17n2vn3>;

a%]nl,ng, n3) = v/na + 1|ni,ne + 1,n3); (4.1.15.a)
al|ny,na,n3) = V/nz + 1|1, na, nz + 1);

ai|ni,n2,n3) = /ni|n — 1,n2,n3);

aglnl,ng,n3> = \/TL2|’I7,1,7”L2 — 1,713); (4.1.15.b)

aslni, n2,ng) = \/n3ni, ng,ng — 1).

Os estados |n1,ng,ng) também sao construidos ortonormais:
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(ny,nb, ns|n1,ne,ng) = Ot 11 Onty iy Oty s (4.1.16)

Como ja observado em outras segoes do trabalho, diretamente das equagdes (4.1.15.a) e (4.1.15.b),

T

vemos que as combinagoes bilineares do tipo a,;a; conservam o niimero de particulas no sistema, pois

i
comutam com o operador de nimero total de particulas N. Também é um resultado mostrado na
segao 8.1.3 que o espago By, invariante sob a aplicagao de operadores de sl(3), tem dimensao:

dim By = (N+2)2(N+ b, (8.1.83)

Desta forma, utilizando a aplicagao dos operadores de Schwinger (4.1.11) sobre a base {|n1, n2,n3)},
dada pelas equagoes (4.1.15.a) e (4.1.15.b), concluimos, em comparagao com (4.1.14), que o estado de
maximo peso associado a representagdo totalmente simétrica I'V de SU(3) ¢ |0,0, N).

|5r) = 10,0, N). (4.1.17)

Poderiamos obter outros estados de méximo peso equivalentes se tivéssemos escolhido outro par
de raizes simples positivas (assim teriamos |N,0,0) ou |0, N,0)) ou fazendo uma transformacao uni-
taria (mudanga de base) das representagoes padroes (8.1.72). Como as transformagdes unitarias nas
matrizes da representacdo padrao sao dadas justamente pelos elementos de SU(3), que agem sobre
espagos tridimensionais, temos que todos estados de maximo peso equivalentes estao ligados por uma
transformagcao do grupo. Entao, comparando com (4.1.7), vemos que todos os estados coerentes mais
proximos aos classicos sao estados de maximo peso em alguma base unitariamente equivalente de B y.
Ou seja, utilizando a decomposi¢ao (4.1.6), temos para |®g) = 0,0, N):

910,0, N) = ©s[0,0, N) = )| N; ©) = [#}), (4.1.18)

onde |T);) ¢ o estado de maximo peso para outra escolha da base do espago de Hilbert de particula
tnica H ou, em outras palavras, outra escolha de trés modos bosénicos para modelo. Note também
que, para o estado coerente de SU(3) associado a I'V, utilizamos o ntimero total de particulas como
indice indicativo do espaco de Hilbert B y.

Escolhido o estado de referéncia como estado de méaximo peso, vamos determinar o grupo de
estabilidade S. Utilizando a defini¢ao de algebra de Lie, juntamente com (8.1.76), podemos escrever
um elemento de SU(3) como a exponencial de um operador anti-Hermitiano:

3 3 2
g = exp (Z > P+ )] Brde +iZsz> i o, B € R;
j=1 k=1 =1
(4.1.19)

2
= exp [Z <9jk:Ejk: — G;kEk;j) + ilzl 'YlQl] ; ejk; e G

j<k

onde Pj, Ji e Q; sao os os geradores de su(3) definidos em (3.2.1). Fazendo oy = a3 =1 = B2 =0
em (4.1.19), ou analogamente 613 = 23 = 0, vemos que:
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s]0,0,N) = (zang +i8,J, +1i Z 'lel) 10,0, N)
= (912a1a2 — 12a£a1 +1 Z ’YlQl) ‘0, 0, N>
=1
0 2 mn 4.1.20
= o <91201a2 Oipabar +i Y 7le> 0,0, N) ( )
m=1 =1
(o, ¢] 1 m
= Z ml( 7/723 ) ‘0’07N>
m=1
= ¢ TET0,0,N);
aqui usamos que:
2N
E120,0,N) = E2[0,0,N) = Q1[0.0.N) =0 e Qa[0,0,N) = —=~|0,0, V). (4.1.21)

E facil ver que nenhum outro elemento de SU(3), construido de (4.1.19), mantém o estado |0,0, N)
invariante a menos de uma fase global. Portanto, S é o subgrupo de SU(3) gerado por {Q2, Q1, P2, J.},
cujas relagoes de comutacao sao dadas por:

Q1,Q2] =0, [Q1,P]=1iJ,, [Q1,].] =—iP;
(4.1.22)

Q2, ] =0, [Q2,J.] =0, [P, J;]=4iQ;.

Ou seja, as mesma relagées de comutagao entre os elementos de {1/3,J7,2J;,2J;}, mas aqui Jj,
J{, e J. sao os conhecidos operadores de momento angular, geradores de SU(2) e base da algebra
su(2). Mas, estes operadores juntamente com a identidade, cujo trago nao é nulo e portanto gera
elementos nao unimodulares (det g # 1) por exponenciagao, formam uma base para u(2). Desta forma,
vemos que o grupo de estabilidade S associado a |0,0, N) é isomorfo ao grupo U(2). A partir de agora
denominamos neste trabalho S por U(2) e a élgebra gerada de {Q2, Q1, Ps, J.} por u(2).

Entéao, todo elemento de SU(3) pode ser decomposto unicamente em um produto de um elemento
de U(2) e outro do espago quociente SU(3)/U(2). Os elementos © de SU(3)/U(2) sao gerados por
exponencia¢ao de combinagoes lineares anti-Hermitianas dos elementos restantes da base de su(3),

excluindo a base de u(2):

© = expli(aPr+azP3+ oo + B8yJy)]
(4.1.23)
= exp(01E13 — 07 Es1 + 02F93 — 05 E3) .

Da definigdo de estado coerente generalizado (4.1.7), temos o estado coerente mais proximo ao
classico de representagoes totalmente simétricas de SU(3):

|N;©) = exp (91a1a3 - Hfagal + 92a£a3 — 0§a§a2> |0,0, N). (4.1.24)
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Esta defini¢do de estado coerente é, como previsto, amplamente dependente da escolha do estado
de referéncia, que determina o espaco quociente e assim a forma dos elementos ©.

Os estados (4.1.24) estdo em correspondéncia um para um com os elementos de SU(3)/U(2).
Portanto, os estados coerentes sdo topologicamente equivalentes a SU(3)/U(2); ou seja, possuem as
mesmas propriedades geométricas deste espaco.

Em (4.1.19) vemos que os elementos de SU(3) sao determinados por oito parametros reais. Ja em
(4.1.20), temos que U(2) é parametrizado por quatro variaveis reais. Logo, restam quatro parametros
reais para o espago quociente, ou dois complexos como em (4.1.23), que conseqiientemente parametri-
zam os estados coerentes, tornando-os func¢ées sobre um dominio M quadridimensional, que representa
0 nosso espaco de fase generalizado na possivel aplicagdo do principio variacional dependente do tempo
(PVDT).

Agora vamos calcular a expansao dos estados coerentes (4.1.24) nos estados de popula¢ao bem
definida |n1,n9,n3), que formam uma base de By. Como os elementos de SU(3)/U(2) sao também
elementos de SU(3), podemos fazer uma decomposigao de Gauss [SK81, ZFG90|:

691E13—91‘E31+92E23—9§E32 — €T1E13+T2E23+73E128201Q1+3U2Q2e—TfE31—T§E32—T§‘E21 ) (4.1.25)

Na primeira exponencial do lado direito temos apenas os operadores de abaixamento, na segunda
os operadores da subélgebra comutativa que sao diagonalizados pelos estados |n1,n2,ng) e na terceira
exponencial somente os operadores de levantamento, que produzem zero quando aplicados em [0, 0, V).
Aplicando a decomposigao de Gauss (4.1.25) no estado de referéncia, temos:

|N; @> — enE+nEs+m3E 6201Q1+302Q2e—TfE31—T§E32—T§E21 |0’ 0, N)
= exp (11 E13 + o Eg3 + 13E12) e72N2(0,0, N) (4.1.26)
= e 2N92||N;0).

Definimos o estado coerente nao normalizado ||N; ©), em oposigao ao estado |N; O), que é norma-
lizado por definicao 43:

||N; @> = exp (7’1E13 + T Fo3 + 7'3E12) |0, 0, N> (4.1.27)

Pelo teorema de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH), sabemos que toda a informagao do produto
entre dois elementos do grupo estd contida nas relacoes de comutacao de sua algebra, portanto é
também independente da representacao utilizada. Entao, podemos realizar os calculos na representagao
padrdo tridimensional v! da algebra su(3), a fim de encontrar as relagoes entre os parametros 6;, Tj e
ok. As relagoes obtidas sao chamadas de formulas BCH.

Em termos das representagoes padroes dadas em (8.1.72), a equacado (4.1.25) pode ser reescrita
como:

0 0 01 0 73 7 o1+ 09 0 0 0 0 0
0 0 0o 0 0 m 0 —01 + 02 0 *TS: 0 0

43Devido a unitariedade da parametrizagio exponencial (4.1.23), temos que (N;©|N;©) = (0,0, N|©76]0,0, N) =
(0,0, N|©710©]0,0, N) = 1, pois o estado |0,0, N) é normalizado segundo (4.1.16).
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As exponenciais das matrizes a direita sdo facilmente executadas, pois sao nilpotentes ou diagonais.
J& para a diagonalizacao da matriz do lado esquerdo, encontramos seus autovalores e autovetores, que

sao dados aqui como passo intermediério:

0 0 6 0 0 0
0 0 6 |=Up| 00 0o |U,; (4.1.29)
07 —05 0 0 0 —if
onde § = /]61]? + [#2|?. A matriz unitaria diagonalizante Up é dada por:
—gx 10 i1
L, %%
_ * 102 a0
Up = 7 03 0\/5 \/95 (4.1.30)
0 B v
O resultado da exponenciacao de (4.1.28) ¢é entao:
02]2 + 612 cos @ 0501 (cosh —1)  0,0sinf
7 0705(cos® — 1) |61]> + |02]*cos O 60sinb
—070sin0 —050sin 0 62 cos 0
1 3 o+ 2R eg1 1oz 0 0 1 0 0
0 1 P 0 etz —T5 1 0 |= (4.1.31)
0 0 1 0 0 e~27 IR S A |
el — |r3]2e” %1 + (7’1 + %) (77'1* + %) e~ 392 T3e” 71 — 75 (7—1 + %) e~ 392 (7'1 + %) e~392
e%2 —715e 7L 4 7o [ —7) + %) e~892 el — |rg|2eT392 e 392

Comparando a terceira coluna da primeira matriz de (4.1.31) com a mesma coluna da altima matriz,

obtemos as seguintes féormulas BCH:

w = T+ 2E = Ytand;
we = T = %tanG; (4.1.32)
e 202 cosf = (1+ |wi]?>+ ]w1\2)_%.

Vemos que a normalizagao do estado ||N,©) é dada por ‘ﬁfé(lﬁ*,ﬂ)’) = e 2Nz = (1 4 |wq]? +

w1 [2)7% .

Os parametros 7; e 0; nao sao todos independentes, pois vimos anteriormente que sao

necesséarios apenas dois parametros complexos para especificar um elemento de SU(3)/U(2), por este

motivo introduzimos os dois novos parametros wi e ws.

Em (4.1.27), podemos ainda aplicar a conhecida formula BCH:

NP = hePe3Bl; se A, [A, B]] = [B, A, B = 0;

juntamente com os seguintes comutadores:
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[T1E13 + m9Fa3, 3E12] = —Tar3Ers;
[T1E13 + T2 Fas, —meTs B3] = 0; (4.1.34)
[3E12, —To3E13] = 0.

Entao, utilizando (4.1.33) e (4.1.34) em (4.1.27), obtemos:
[|IN;©) = exp(11E13+ m2F23)exp (13F12) exp (%Elg) 10,0, N)
= oxp [(n + %) Eig + 1o Ea] exp (13 E12) [0,0, N) (4.1.27)

= exp (w1 E13) exp (w2Fa3) (0,0, N);

onde usamos também as formulas BCH de (4.1.32), F12]0,0,N) = 0 e [Ei3, Fa3] = 0. Finalmente,
temos uma expressao para os estados coerentes de simples expansao na base {|ni,n2,n3)} e dependente
apenas dos dois pardmetros complexos independentes wi e wy. Doravante, passamos a identificar os trés
conceitos equivalentes, que sao pontos no espago de fase generalizado M, elementos de SU(3)/U(2) e os

w1 > Entéo, expandindo (4.1.27"):

estados coerentes, por seu vetor complexo de coordenadas W = <
w3

||N; @) = exp (wlaiag + wzaga;z,) |0,0N)

=

wk : .
2 (a})I (ad)* (az)7*]0,0, N

I
= &

7!

J:k
. (4.1.35)
N! . .

T e %JKN [m} wiw§|j, k,N — j — k)

=] =
_ N! % ni, no
= 2 v \nialgt wytwy?|ny, na, n3).

ni+nz+nz=

Antes de comegarmos a calcular varias quantidades tteis usando (4.1.35) e os métodos do PVDT,
definimos um dltimo conjunto de pardmetros para o estado coerente. Note que na primeira matriz de
(4.1.31) sublinhamos dois elementos, que agora chamamos de 62z

01 _.: g1+ip1
o z1 \ _ [ Zsind wycosf \ VIN
= z ) é sinf )~ \ wgcosd )~ | wtm |- (4.1.36)
¢ V2N
Na equacao acima utilizamos as relacoes (4.1.32) e definimos as partes reais e imaginarias de z;
como proporcionais a g; e pj;, respectivamente. Isolando @ em (4.1.36), obtemos:

q1+1p1

W= | VANTaTraen | (4.1.37)

q2+1ip2

V2N —q3—p?—q3—p3

Invertendo (4.1.37) para g; e p;:
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) _ N wj-‘,-w;f
U= NV el
, comj=1,2. (4.1.38)
pj = N i(w;—wj)

2 /1w [P+ ws?

4.2 Resultados para os Estados Coerentes de SU(3)

Em (4.1.35), possuimos uma expressao bastante acessivel para o estado coerente de uma repre-
sentagao simétrica de SU(3), parametrizando o estado ndo normalizado com as varidveis complexas
w. Vamos agora calcular varias quantidades tteis derivadas dos estados coerentes, mas primeiramente
vamos escrever o estado coerente normalizado em uma forma mais simétrica nos trés modos, usando
(4.1.32) e (4.1.35):

= 1 2 : N! 2

! 2

’N, w> 2 N <"'> w?leng3‘n1,n27 ]l3>; (421)
(|w1|2 ‘w2| + |w3|2) 2 ni+natns=N nina2ing.

onde inserimos wg = 1 para simetrizar a expressao. A sobreposicao entre dois estados coerentes nao
normalizados, cujos parametros sao w e @', é uma quantidade 1til, usada na determinacao das equacoes
de movimento nas variaveis w:

N(w™, @) = (N;'||N; )
N / / /
- ﬁzﬁl (n1!nﬁ!n2!n§!n3!n/3!)% (wll*)nlw?l (wé*)nwaQ (u)g*)"swg3 ”17”/15”2’”/26”37”3

(4.2.2)

= % st (whwn)™ (whws) "2 (whws )
n

_ / / N
= (wiw; + w5we + 1)7.

Aqui introduzimos a conveniente notagao da somatoria sobre 77 = (n1,n2,n3), que indica a soma
sobre valores tais que ny + ng + ng3 = N, para ni, ne e ng inteiros nao negativos. Usamos também a
relagao de ortonormalidade (4.1.16) e a expansao do trinémio:

N!
(a+b+c)N = Z ———a" " ", (4.2.3)
n1!n2!n3!
ni+na2+n3=N

Antes de procedermos com o céalculo das equagdes de movimento, vamos mostrar que os estados de
(4.2.1) satisfazem uma resolugao “diagonal” da identidade, o que é possivel devido a sua propriedade
de sobre-completeza.

Os estados coerentes do grupo G sao sobre-completos no espago de Hilbert V, que carrega um
representagao irredutivel de G. Isto significa que os estados coerentes formam um conjunto completo,
uma combinacao linear deles pode gerar qualquer estado |¢) € V, mas sdo em ndmero maior que a
dimensao de V e por este motivo nao constituem uma base. Por exemplo, a dimensao do espaco By é
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finita, enquanto os estados coerentes de SU(3) sao indexados por parametros continuos, portanto em
nimero infinito e nao enumeravel.

Podemos mostrar que a definigdo (4.1.7) gera um conjunto completo de estados sobre V, que é
invariante e irredutivel sob a acao de G. Primeiramente, mostramos que o espaco gerado pelo conjunto
de estados coerentes {|V,0)}, com © € G/S e S o grupo de estabilidade do estado de referéncia |®g),
¢é invariante sobre a agao do grupo G:

gV, 0) = gO|dy) = O's|dy) = |V, 0'); (4.2.4)

onde utilizamos a decomposi¢ao (4.1.6), para ¢© = ©’s € G, com ©' € G/S e s € S. Vemos em
(4.2.4) que os estados coerentes formam um conjunto invariante sob a aplica¢ao de g, a menos de uma
fase global nao significativa 44, e assim também um espaco invariante sob o grupo. No entanto, por
hipétese, V é um espago invariante irredutivel, que por definicao é aquele que nao possui subespacos
invariantes nao triviais. Portanto, o espago invariante gerado por {|V,©)} deve ser todo V.

A parametrizagao do espago quociente SU(3)/U(2) é topologicamente idéntica a de S°/S1, onde
S4=1 & a casca esférica em d dimensdes. S° pode ser parametrizado por cinco angulos 0,y € [0,%)
e ¢1, P2, ¢3 € [0,27), enquanto para S! precisamos de apenas um angulo ¢3 € [0,27). A medida
normalizada na superficie S° da esfera unitaria em seis dimensoes é dada por:

dQQgs = %d2x1d2x2d2x35(\x1]2 + ’.732|2 + |LU3|2 — 1)
(4.2.5)
= 2L sin? 6 cos 6 cos y sin xdfdxdodpadeps.

™
Aqui introduzimos a notagio bastante ttil d?x; = d(Rex;)d(Imz;). Entdo, realizando a integracao
sobre o angulo ¢3, obtemos a medida normalizada em S°/S?:

2
dQgs /51 = — sin® @ cos 6 cos x sin xdfdxdp,des. (4.2.57)
v

Comparando a parametrizacio de S°/S! com (4.1.32) e levando em conta que 6; e 65 sdo dois
nimeros complexos de fases independentes, mas restritos a 6 = /|61]? + |62]?, chegamos a seguinte
relagdo entre as parametrizagoes utilizadas:

w; = cos Yy tanfe 1;
(4.2.6)
wy = siny tanfe 92,

Calculamos o Jacobiano da transformagao (4.2.6), mas apenas para os valores absolutos de w e
wa.

sin @

‘ 8|aué1| Bgm\ |
X | = —; 4.2.7)
dlwa|  Olwl 35" (
8“52 aLXZ cos3 0
e imediatamente obtemos:
dQgs /51 = %%dmﬂdmﬂd%d%
(4.2.8)

2 dPuid’wy
w2 (wjwrtwiwe+1)3 dsd.

44Pois podemos multiplicar previamente o estado coerente por s~ € S.
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Entao, conferimos que a medida df) fornece uma resolucao diagonal da identidade nos estados
coerentes de (4.2.1):

, ) (7’| wMlw 1w"2w*"2 "3 *"/3
JAQIN; &) (N; | = 2 BT [ oy oo, Lt
™ o (nilnglng!niInging!) (w1w1+w2w2+1)
)

2n1+2n2+3( 2nq 41

et [ dx(sin )" (cos x) (4.2.9)

= 8N!'} nl?m,n i [ dO(sin )

1
dimIBN'

Em (4.2.9) utilizamos as transformacoes (4.2.6) e a relagdo de completeza (8.1.20) do espago de
Fock bosénico de N particulas, juntamente com as integrais definidas:

27
fd¢1d¢2€i(n1—n’1)¢1ei(n2—né)¢2 = (27T) 5711 nﬁdng,nééng,né;
0
3
[df(sin§) " "2 (cos 0)FT = %, (4.2.10)
0
g
Jx(sin )™ (cos )™ = iy

Agora vamos calcular a representacao (2.2.32) dos operadores geradores de SU(3) no espago de
fase generalizado SU(3)/U(2)*°. Para tanto, calculamos os elementos (N; u7\|a§ajHN ; W), utilizando
(4.1.15.a)-(4.1.15.b) e a versdo nao normalizada de (4.2.1):

=Tt - w:naw¥lw2n2w;2w;n3w33 / / AP
(Vs alas||N; ) = NS e s S, alaglnn,
71,7 1!nInanfIng! (4211)

= Nwjw;(jwi]®+ [wo|> + DN7Y 4,5 =1,2,3 e wy=1.

Entao, utilizando (8.1.102), a representacao de um gerador Ay de SU(3) no espaco de fase genera-
lizado fica:

(N[ Ag||N D) (Nsi]|afay|| Ns5)
Ae = St = 2% A T

(4.2.12)

* . =T —
_ 1 wiw; _ Wyt (Ag)w
- %N%j(Ak)lwﬂQ—&-lwz\?—&-l - N|w1\2+|w2\2+1'

Na tultima linha, para simplificar a notacao, estendemos o vetor de coordenadas no espaco de fase
para trés dimensdes @ = (w; we 1)7.

Devemos agora associar combinagoes quadraticas do tipo A; A, a fungoes no espago de fase. Para
este fim calculamos os elementos:

45Conhecida como representacio @Q destes observéveis.
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(N;d||alajalam||N; @) = N(N — Dwiwjwiws(lwi|? + |we|? + 1)N -2
(4.2.13)
+N5jkwfwm(|w1|2 + ”w2’2 + 1)N_1.

Novamente utilizando a generalizacao (8.1.102) dos operadores de Schwinger para representagoes
simétricas, obtemos as fungoes em M de operadores quadraticos nos geradores de SU (3):

2 _ (N A AN 1 1 (Nyi||afa;afam|| ;@)
Al = o = 2 Vi (A) Ve (4n) NN D)
27]7k7m
. wivL (ADwjwiag, (An)wm wivE (A)Y i (An)wm
= NN-1) > T +N Z P AR (4.2.14)

4,J,k,m 1,7,m

B [~ (A ] [T (An) ] @iyt (A))y! (An)T
= NNV =D —mrmiwmrne N orteri
Por fim, podemos encontrar as equagdes de movimento para a parametrizacdo w dos estados coe-

rentes nao normalizados, utilizando a equagao (2.2.36) obtida no contexto do PVDT, que neste caso
assume a forma:

82

Cij = ow; Ow;f

In N(&T*, @). (4.2.15)

Substituindo acima a sobreposicao (4.2.2), mas entre estados coerentes indistintos e considerando
formalmente independentes w e w*, obtemos:

N wiwy + 1 —wiwy
¢= ’ ! : 42.16
(Jwi|? + Jwa|?* +1)2 < —wiw;  wjwy +1 ( )

O determinante de C' é sempre diferente de zero, exceto quando |w;| — oo:

N2
det C = . 4.2.17
O TP T w17 (4.2.17)

Logo, podemos inverter C' para definir os parénteses de Poisson generalizados (2.2.29’):

C—l

2 2 1 * *
_ |wy]® + |wa]® + <w1w1+1 wiws > (4.2.18)

N wswy;  wiwg + 1

Com a matriz C' construimos o tensor 7 de (2.2.35) e assim podemos transformar as equagoes de
movimento para qualquer conjunto de varidveis desejado, calculando a matriz de transformagdo 7 de
(2.2.24). A matriz 7! que vai das variaveis complexas wy, we, wi e w} as reais qi, g2, p1 € p2,
apresentadas em (4.1.37), é dada por:

1+ wy (wi +w;) wy (w3 +wa) ili+ wy (wi —ws) jwi(ws —wa)
2 2 2 2
wo (Wi +wy) wo (wi+wa) cwa (wy —wr) . wao (wh —ws)
-1 _ [eliwmlEn P L= % i (4.2.19)
= 2N e i B
wi (wi +wi) wi (w3 +wsa) Lwi (wy —wy) . wi (wa—w3)
2 é 14 Y2 % ) L 1 — [1+ 2 2 2 ]
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Quando aplicamos a transformacao 7 !, segundo (2.2.23’), ao tensor n(w,w*), obtido de (4.2.16),
vemos imediatamente que o tensor transformado 7(q1, g2, p1,p2) assume a forma canonica de (2.2.25).
Portanto, as variaveis g; e p; sao coordenadas e momentos canénicos, respectivamente. A Hamiltoniana
funcional (2.2.17), escrita nestas variaveis, satisfaz as equagoes de candnicas de movimento de Hamilton.

4.3 Justificativa do Analogo Classico

Quando discutimos anteriormente o PVDT, analisamos a evolugao devida a equagao de Schrédinger
de um estado parametrizado restrito a um subespago nao linear s(M) do espago de Hilbert, mas em
nenhum momento fizemos qualquer suposicao sobre a forma da funcgdo teste utilizada. O PVDT
sempre fornece uma resposta independentemente do espago s(M) escolhido, mas a qualidade desta
solucao depende crucialmente desta escolha. Nesta se¢ao reunimos argumentos indicando que os estados
coerentes geram uma parametrizacao com significado fisico relevante e bastante util em muitos casos.
Enfim, mostramos porque a aplicacao do estado coerente mais proximo ao classico (ECMPC) como
parametrizagao preferencial no PVDT merece ser considerada como o modelo analogo classico do
sistema.

Primeiramente, demonstramos que o subespaco s(M) formado apenas pelos estados coerentes é
suficientemente amplo para suportar a evolugao exata de um sistema de grupo dindmico G para o
caso especifico de um Hamiltoniano linear Hy, em seus geradores {A;}, que formam uma base de sua
algebra real e r-dimensional £g:

Hp=) ('AjeLa, (eR (4.3.1)
i=1

Como exemplo, vemos que se “desligarmos” as interagdes entre os bésons no Hamiltoniano (3.2.20)
do modelo de trés pogos, fazendo k = A = 0, obtemos um Hamiltoniano linear na base de su(3):

Para mostrar que o PVDT com estados coerentes é exato para Hamiltonianos lineares, é necessario
supor que o estado inicial do sistema é coerente:

%(0)) = ©(0)|®0)- (4.3.3)

Aqui tomamos, sem perda de generalidade, ¢ = 0 como o tempo inicial. O operador ©(0) é a
representagao de um elemento do espago quociente G/S, onde S é o grupo de estabilidade do estado
de referéncia |®(). Lembrando que no caso de trés modos bosénicos temos que G/S = SU(3)/U(2),
quando tomamos o estado de referéncia |®g) = (0,0, N) para um ECMPC.

Supondo que o Hamiltoniano (4.3.1) independe do tempo, obtemos facilmente a solugao formal da
equagao de Schrodinger:

(1)) = e~ 1(0)). (4.3.4)

—iHpt 4

Da defini¢ao (4.1.9) de algebra de Lie, vemos que e é um elemento do grupo G, portanto:
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e HLtp(0)) = e 'e(0)|®o)
= O(t)s(t)|Do) (4.3.5)

= MO = [¥(t));

onde usamos que G ¢é, por definicao de grupo, fechado por multiplicacio, logo seu elemento e =L@ (0)
pode ser decomposto na forma (4.1.6) em O(¢)s(t), com s(t) € S e O(t) € G/S. Portanto, segundo a
definicdo (4.1.7), [4(t)) é um estado coerente a menos de uma fase global. Como a fase €'¢(*) nao altera
o contetdo fisico do estado 4%, vemos que um estado coerente sempre evolui em outro estado coerente
quando o Hamiltoniano ¢é linear nos geradores do grupo. Concluimos que o espago nao linear s(M) é
suficiente para a evolugao exata quéntica dos estados coerentes por Hy, qualquer, quando utilizamos o
PVDT.

Agora retornamos ao exemplo de (4.3.2). Aplicando o operador de evolu¢ao unitaria dado pelo
Hamiltoniano (4.3.2) no estado coerente dado em (4.1.27"), obtemos:

(S

[v(t)) = UO(0)]0,0, N) = exp [—iQt(P, + Po + Ps)] exp(w?E13 + w3 Fo3)M™2(0,0,N);  (4.3.6)

onde w! e w) sdo os parametros em t = 0 do estado coerente inicial ©(0)]0,0, N) e M2 ¢ o fator de
N . . ~ s i Ersu(3)

normaliza¢io derivado de (4.2.2). Também definimos o operador de evolucdo unitaria U = e~ 1,

Como vimos anteriormente em (4.1.25), para o caso especifico de um elemento de SU(3)/U(2), temos

também que todo elemento de SU(3) pode ser escrito em uma decomposi¢ao de Gauss:
g= eT1E13+T2E23+7'3E12 6201Q1+302Q2e*TfE31*T2*E327T§E21 c SU(3) (437)

No entanto, vimos ainda que esta decomposigdo quando aplicada em [0,0, N), de acordo com
(4.1.26) e (4.1.27"), gera o seguinte estado coerente:

9]0,0, N) = 9s]0,0,N) = RO exp (w1 E13 + weFE3) (0,0, N). (4.3.8)

Os parametros w;, o; e 7;, i = 1,2 e j = 1,2,3, estdo relacionados segundo (4.1.32). Agora,
expandimos o elemento ©(0) € SU(3)/U(2) C SU(3) na forma (4.3.7), assim como o elemento produto
g=U0(0) € SU(3):

U@(O) — o~ ¥ (P1+P2+P3) (6T9E13+T5E23+73E126209Q1+303Q2e—(T?)*Ezl—(73)*E32—(T;?)*E21) :

Ue() =g (4.3.9)

g = en P13t B3t 73 E12 020101 +302Q2 ,—7{ E31—73 E3o—73 E21
Aqui também os pardmetros w?, 0? e TJO estao relacionados por (4.1.32). Como anteriormente,
fundamentados no teorema BCH, podemos relacionar os parametros de (4.3.9), utilizando as represen-
tagoes padroes dos geradores, dadas em (8.1.72) e (8.1.75).

Empregando a matriz de diagonalizagao de (3.2.16) para facilitar a exponencia¢ao, obtemos:

46 A fase global também pode ser evitada multiplicando previamente o estado inicial por uma fase conveniente.
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011
U = exp|i%| 1 0 1
1 10
(4.3.10)
Ze th+ 1 _-2iQt é th_|_§ —2iQt % th+% —Qth
- 1 th+ 6721915 th+ 6721915 th+ 672zﬂt

) 36 3 3
_g th_l_ze—Zth %) th+ 1, —2iQt eth+ 1, —2iQt

3
A exponencial para g é dada em (4.1.31), assim como a representagiao analoga para ©(0) trocando
os parametros o; e T; por a? e T]O . Multiplicando as matrizes de acordo com (4.3.9), comparamos as

terceiras colunas de ambos os lados do resultado, dadas por:

1 w9(261% 4 e~ 2W) 4 9 (— i 4 =2 | (i 4 o—2i0) w ()
[ wh(—e 4 e 2R 0 (25U 4 o2 | (iU 4 =202 —209 _ )
3 eI | = 2i0)

w(f( 4 wg(ieiﬁt 4 6721‘Qt) 4 (2eiQt 4 672i9t)

Resolvendo (4.3.11) para wi () e wa(t):

et (2w?7w2 1)+e~ 2 (14w +w)) |

wl(t) = eiﬂt(Q w —w2)+e*219t(1+w?+w2) I
(4.3.12)
. iQt(Qw —w )—&-e_QZQt(l—&—wO—&—w )
w2(t) - ezﬂt(Q w _1w2)+672zﬂt(1+w?+w22) .
Entao, a solugdo exata da equagdo de Schrodinger para o Hamiltoniano qu(g), supondo que a

condigdo inicial  um estado coerente de parametros w! e w3, é outro estado coerente, a menos de uma

fase global sem significado fisico, dado por (4.3.8) com os parametros wi(t) e wa(t) de (4.3.12).

Para um Hamiltoniano quadratico nos geradores, ou ainda de ordem superior, geralmente a evolugao
dada pelo PVDT restrita a s(M) nao é exata. Contudo, podemos mostrar que o PVDT com a para-
metrizacao dos estados coerentes surge naturalmente quando utilizamos o formalismo do propagador
de Feynman, juntamente com a aproximagao de fase estacionéria.

Primeiramente, calculamos o propagador entre dois estados coerentes, para um Hamiltoniano H
qualquer que age sobre o espago By:

K@ty t;) = (Nl | 0| N ), (4:3.13)
(tp—ti) _

Dividimos o intervalo de tempo (ty —t;) em m intervalos iguais ~—~> = ¢, enquanto abrimos a
exponencial de (4.3.13) em m fatores idénticos. Entre cada par de fatores, colocamos uma identidade

em By escrita em termos dos estados coerentes, usando (4.2.8) e (4.2.9):

K@ty 1) /DQ H @D | He N (™)), (4.3.14)

Introduzimos aqui a notacao @W® = & e W™ = @f. Também definimos o seguinte produto:

m—1 2, (k) 12 (k)
D =[] (dimBy) 32 (kgl | d(;‘f . (4.3.15)
k=1 T (Jwy 2 4wy |2 + 1)3
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Tomando o limite m — oo, onde € = dt e W™ = @ + di(™) | temos:

(N; 0™ 4 dig™ e~ | N ™)) = (N3 3™ + dg™ | (1 — iHdt) |N; 3 ™). (4.3.16)

Entao, devemos substituir na dltima equagao a relagao:

(N; @™ 4 dii™| = (N; 5™ + dg*™) - (N; @™, (4.3.17)

0
Ow*(n)
Aqui tratamos como formalmente independentes as variaveis @™ e @w*("™), lembrando também que
o estado (N;w@(™| s6 depende destas tltimas. Nas equacdes (4.3.16) e (4.3.17) retivemos apenas os
termos até primeira ordem em dt e dw. Realizando a substituigdo:

(N; @™ + dw™| (1 — iHdt) |N; @) = (N; 0™ |N;5™) + dii*™ - (52 (N3 a0 ™) [N;w™)
(4.3.18)
—idt(N; W™ | H|N; w(™).

Devido ao limite m — oo, passamos a tratar a dependéncia temporal das variaveis como continua,
logo @™ — w(t). Lembrando agora que os estados |N;w) sdo normalizados, podemos escrever a
seguinte identidade:

@™ (t) - (55 (N;@()]) N3 @(t)) = dthg - (5 (N;a@(0)]) N5 @(t)

ow*

= dt (G(N;@(1)]) [N (1)

dt
(4.3.19)
= dt (G(N;@|N; @) — (N; d| G| N D))
= —dt(N; U7|%|N;’LB>.
Substituindo o resultado (4.3.19) em (4.3.18):
(N;@(t+dt)| (1 —iHdt) |[N;@(t)) = 1—dt ((N;d]E|N; @) + i(N; 0| H|N; @)
(4.3.20)
=~ exp [idt ((N;u_)'|i%|N;u7> — (N; @ H|N;@))] .
Finalmente, recolocamos (4.3.20) resultado em (4.3.14):
. tr
K/ tywi,t;) = [ DQexp |i [dt ((NV; d}’|i%|N; w) — (N; W|H|N; u7>)]
b (4.3.21)

= [ DQexp [i®(w*, )] .

Na aproximacao de fase estacionaria, expandimos ®(w*,w) em torno de caminhos tais que sua
variagdo em primeira ordem se anule:

tr
5% — 0 — (S/dt <(N;1U|ijt|N; @) — (N w|H|N;w>> . (4.3.22)

t;
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Note que (4.3.22) é exatamente o PVDT como utilizado em (2.2.6) para a Lagrangiana (2.2.5).
Embora menos pratica, esta é perfeitamente equivalente a Lagrangiana (2.2.9), pois as duas levam
corretamente & equagao de Schrodinger.

Em nenhum momento pretendemos utilizar o propagador (4.3.21) para obter a evolu¢ao de um
estado, o que resultaria em uma solugao aproximada diferente do PVDT. Concluimos apenas que da
condi¢ao de fase estacionéaria (4.3.22) surge naturalmente o formalismo utilizado na se¢do 2.2 e ja
incluida a parametrizagao com estados coerentes. Portanto, apenas supondo que o sistema evolui entre
estados coerentes, vemos que PVDT com a parametrizagao escolhida é uma aproximagao semiclassica
consistente com outros métodos de aproximagao da dindmica de um sistema quéntico.

Contudo, existe mais um caso limitrofe, além dos Hamiltonianos lineares, no qual o PVDT é exato.
Também no chamado limite macroscopico, N — oo, o PVDT com parametrizagao dada pelos estados
coerentes atinge o limite classico exato da dindmica do sistema.

Para o limite classico de um sistema quéantico é exigido que medidas exatas e simultineas em
observaveis ndo comutantes sejam possiveis. Geralmente este requisito é satisfeito se a média do
produto de dois observéveis arbitrarios em um estado fisico qualquer do sistema fatora-se quando

h— O:
;LET%)<O102) = (01)(O2). (4.3.23)

Em geral, podemos mostrar de (4.3.23) que o limite A — 0 é equivalente, no contexto de estados
coerentes, a N — oo [Yaf82]. No caso especial das representagoes totalmente simétricas de SU (3), basta
mostrarmos que as médias dos operadores sobre By em estados coerentes apropriados sao fatoradas
no limite N — oo para que o limite classico correto seja atingido.

Como qualquer observavel em By pode ser escrito, em principio, como uma série de poténcias nos
oito geradores {4;} de SU(3), precisamos apenas mostrar que a média do produto de dois geradores
¢ fatorada no limite macroscopico. Utilizando (4.2.12) e (4.2.14), temos:

Al AN LA Ve
L 1 Wy (A (Aj)d
= lim N T w1

lim {
N—oo

Ny5| A; A, | N i) N(N—1) (Ny®|A;|N;@) (N;i| A; [N
N? NZ N N

(4.3.24)

(N5|A;|N3) (N;| A; | Nsii)
N N ‘
Desta equacao temos também que a média de um Hamiltoniano em estados coerentes, que chama-
mos de Hamiltoniana funcional H, atinge seu limite classico no limite macroscopico N — oo e pode
ser usada para céalculos termodindmicos exatos, como por exemplo no estudo de transicoes de fase. No
limite em que as médias se fatoram, podemos ver os geradores de SU(3) como quantidades classicas
generalizadas independentes e nao correlacionadas, cujas equacoes de movimento podem ser dadas
pelas médias fatoradas de equacoes de Heisenberg.

. (N;W|A|Nsw) A —
A}lm e = R = ag
(4.3.25)
. N;w|A; A;|N ;@
lim (NOIAA N ) N2J| L/ aa;.

N—oo

As oito quantidades classicas a; satisfazem um sistema de equagoes diferenciais dado por:
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S dA; — dA; da;
(N; w|—dtJ |N; W) = o = N —;tJ
(4.3.26)

— (NS [H, AN D), =18,

Note que os operadores resultantes de [H, A;] devem ter suas médias fatoradas apenas apos o
célculo do comutador. Usamos também em (4.3.26) que os estados |N; @) nao dependem do tempo na
interpretacao de Heisenberg.

Na secao 8.4, mostramos que se o grupo de estabilidade do estado de referéncia, escolhido na
definicao dos estados coerentes, coincidir com um dos grupos de estabilidade das classes do grupo
G, também associado & defini¢cao dos estados coerentes, entdao os parénteses de Poisson definidos em
(2.2.29), no contexto do PVDT, reproduzem as relagdes de comutagao da éalgebra correspondente a
G. No caso dos estados coerentes de SU(3), mostramos que existem orbitas das classes deste grupo
com subgrupo de estabilidade U(2), justamente o mesmo grupo de estabilidade do estado de referéncia
|0,0, N), usado na obten¢ao do ECMPC das representagoes totalmente simétricas. Conseqiientemente
podemos escrever:

(N3 @|[A), AN B) = Ay (0, 0), A (@, @)}
(4.3.27)

As constantes cﬁ sao os fatores de estrutura de su(3), mas diferentemente da secao 8.4, aqui
estamos utilizando a “notacdo dos fisicos” para definicdo de algebra de Lie*”. E um resultado muito
forte a conservagao da estrutura da algebra em uma estrutura simplética, quando utilizamos o PVDT
e a parametrizacao de estados coerentes. Logo, a equacdo de Heisenberg em (4.3.26) assume a forma
classica exata de (2.2.31.b) quando o Hamiltoniano ¢é linear nos oito geradores do grupo SU(3):

e — §(N;@|[Hy, Ay)|N; @)
= 0 Y (N |[Ay, Ag]|N; @)
j=1

(4.3.28)
8
= = 2 ATA; Ai}
j=1

= {Ap, (N;d[HLN; @)} = { Ay, Hi}

Mais uma vez o formalismo quéntico e cléssico se correspondem exatamente. No entanto, de
forma geral, funcoes nao lineares dos geradores nao tém suas relacées de comutacao conservadas pelos
parénteses de Poisson e a correspondéncia entre a equagao de Heisenberg e (2.2.31.b) néo é mantida para
a equacao de movimento de um operador qualquer sobre By, assim como também nao é conservada para
Hamiltonianos nao lineares. Apesar disso, no limite macroscopico a correspondéncia é reobtida para
um operador O(A;), com dependéncia arbitraria nos geradores, e um Hamiltoniano H(A;), também
com dependéncia qualquer, devido & fatoragao das médias:

47Qs fatores de estrutura da equacio (4.3.27) seguem a mesma notacio da relagio (4.1.10), devida a definicdo (4.1.9)
de algebra de Lie.
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Ny — GOUNEAINGE) _ dO(Ay)
dt dt

lim (N; @ 20
N—oo dt

= lim i(N;a][H(A;), O(A))]|N; )
o0 (4.3.29)

= —{H(.Aj), O(.Aj)}
= Jlim {(N:a]O(A;)|N; @), H(a*, @)}

Note que, na segunda linha de (4.3.29), o comutador sempre deve ser calculado antes da realizagao
do limite. Entao, mostramos que o formalismo classico é equivalente ao quintico nos dois limites em
que o PVDT é exato.

Como tltimo argumento a favor do PVDT parametrizado com estados coerentes, vamos avaliar
os resultados da segao 8.2. Nesta se¢do mostramos que os estados coerentes obtidos de estados de
referéncia de maximo peso de uma representacgao irredutivel de su(n) sdo aqueles que minimizam a
chamada incerteza total da algebra, que é uma medida das flutuacées quanticas do sistema e invariante
por transformagoes unitarias. Este é o verdadeiro motivo da denominagao destes estados como os mais
préximos aos classicos.

Entao, o ECMPC, que obtivemos nas se¢oes anteriores para SU(3), minimiza a incerteza associada
a su(3). Equivalentemente, podemos dizer que ele maximiza a pureza da algebra, definida como:

0 (@2 | @Qal)?

- N2 3 4

12
1 k=1

3
Jj=

DB O (] Ji|))2
<|J|>+§<|1k2\>

onde o fator % ¢ uma normalizacao tal que o ECMPC tem pureza generalizada igual a um. Note
que a pureza ¢ uma medida de “distancia” entre os estados. Aqueles que minimizam Py, 3)(|1))) sdo
chamados de estados maximamente emaranhados no sentido generalizado e sao os mais distantes dos
classicos devido & presenca de grandes flutuacdes quanticas®®.

Quando utilizamos o PVDT com parametrizacdo dada pelos ECMPC, “obrigamos” o estado a
evoluir dentro de um espago nao linear s(M) formado apenas pelos estados que maximizam (4.3.30).
Entretanto, a dindmica quantica exata pode privilegiar o afastamento do sistema em relagao a s(M),
reduzindo o acordo entre a aproximacao semiclassica e os resultados quénticos. Portanto, utilizando
Psu(3), podemos acompanhar o distanciamento da situagao onde o PVDT ¢é exato, avaliando a qualidade
de um possivel calculo semiclassico de mesmas condic¢oes iniciais.

Nesta segao enumeramos varios argumentos apontando o método obtido do PVDT, utilizando os
estados coerentes na parametrizacao, especialmente os ECMPC, como uma aproximagcao semicléssica
consistente e merecedora da designagao de analogo classico do sistema.

48 A pureza generalizada ¢ melhor discutida na segéio 8.2, onde mostramos que esta medida pode ser escrita como o
traco do quadrado de um operador densidade reduzido, justificando sua denominacao.
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CAPITULO B

Analogo Cléssico

Neste capitulo aplicamos a aproximacao analoga classica ao modelo trés modos locais. Desta forma,
obtemos varios resultados analiticos relevantes a compreensao da dindmica populacional do sistema,
apenas utilizando as conhecidas ferramentas da mecanica classica [Gol69, dA95].

A Hamiltoniana analoga classica do modelo é encontrada na secao 5.1, onde também introduzimos
varidveis candnicas de angulo e acdo, cuja interpretacao fisica é imediata em nosso problema.

Na breve secao 5.2 exibimos as equagoes de movimento classicas que regem a dindmica do conden-
sado em potencial de poco triplo. Entao, calculamos a localizagao dos pontos de equilibrio do modelo,
mostrados na se¢ao 5.3, visando as implicagoes fisicas de cada um destes estados classicos.

Para completar a discussao analitica do sistema analogo classico, na secao 5.4 estudamos a estabi-
lidade do equilibrio em cada ponto fixo, também incluindo os efeitos das colisdes cruzadas.

5.1 Hamiltoniana do Analogo Classico

Agora vamos calcular a representagao analoga cléssica do Hamiltoniano do modelo de um con-
densado em pogo triplo (3.2.20), utilizando as identidades (4.2.11)-(4.2.14). Também fazemos aqui a
transformagcao para as variaveis candnicas ¢; e p;, de coordenada e momento generalizados, empregando
as relagoes (4.1.37). Vamos construir o resultado final por partes:

(N3illala; || Nsw)

(N; @| Py + Py + P3|N; @) = ; (N, TN)
i#]
(5.1.1)
_ Nw{w2+w§w1+w1+w{+wz+w§
1w [2 4wz 2
Na transformagao para varidveis candnicas usamos as identidades auxiliares:
2 :
wiwy +wawi = F(q1q2 + p1p2);
(5.1.2)
2.

onde definimos a grandeza:
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= \/QN—Q%—p%—(ﬁ—p%; (5.1.3)
de maneira que obtemos uma nova identidade auxiliar:
2N
wi|* + Jwa]* +1 = X (5.1.4)

Entao, nas variaveis canonicas, a equagao (5.1.1) assume a forma:

(P + Py + P3) = (qiq2 + pip2) + (1 + Q2)\/2N — ¢ —p?—d3 —ps. (5.1.17)

Ao proximo termo do Hamiltoniano (3.2.20) vamos reacrescentar o termo constante de (3.2.19),
descartado na substitui¢do em H, a fim de simplificar os calculos, mas nao alterando as equagoes de
movimento:

(304QF +303) + N (§ -1)) = (Saf'ad)

(5.1.5)
N(N-1)
= Wﬂwﬂ + [wa|* 4 1).
Nas variaveis de coordenada e momento candnicas obtemos:
& (N N—1
(3UQ3+3Q) + N (§ -1)) = SRR [@ +0)° + @ + 09 + (@ + (a3 + 1)
(5.1.5")
—2N(q? +pi + 3 +p3)] + N(N —1).
Agora, o ultimo termo de (3.2.20) acrescido de parte do fator do primeiro termo fica:
(Qu(Ps — P1) + @(PL+ Py —2P) + (P + P+ P3)) =
<aia1(a£a3 + agag) + agag(agal + aiag) + agag(aiag + a£a1)> = (5.1.6)
N(N-1
m Uw1|2(w§6 + wa) + |wa |2 (w + w1) + wiwg + w;wl] .
Transformando as variéveis:
(QUPs —P1) + L(PL+ P, —2P) + (P + P+ P3)) =
(5.1.6)

(N 1)

[q1(¢3 + P3) + a2(q% + p1)]V/2N — ¢f — p? — @3 — p3 + (q1q2 + pap2) 2N — ¢f — pT — ¢35 — p3)

Reunindo os termos e descartando as constantes, obtemos a Hamiltoniana anéloga classica do
sistema H(w*, W) = (N; W|H|N; @) no conjunto de varidveis complexas:

T o / w1w2+w2w1+w1+w1+w2+w2
H(w*,w) = QN T w1 P+ wa|?

4 4 1
+EN(N —1) (||qlull‘|2ﬁr;;2‘|2:1*)2 (5.1.7)

|w1 |2 (W} +w2)+|wa |2 (wf +w1) +wiwat+w} w1
—2AN(N ) E 2 (|w1\2+|w;\2+1) 1 2
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Vemos que o estado coerente |N;w; = wg = 0) = |0,0, N) possui energia média igual a kN (N — 1),
o que era esperado, pois temos apenas a energia de interacao de bésons aos pares em um mesmo pogo.

Reescrevendo (5.1.7) no conjunto de variaveis canonicas de coordenada e momento, também des-
cartando termos constantes, obtemos:

H(gi,pi) = Wﬂm@+mmﬂﬁm+@hﬂN—ﬁ—ﬁ—ﬁ—£}

N—
RO (@3 4+ 02)% + (63 + D)2 + (3 +03)(a3 +p3) — 2N (a3 + p? + 43 + p3)]

(5.1.7)

~AED (g1 (63 + p3) + aa(a} + PDIVEN — af — 13 — 6B — 13

+@@+mmwN*ﬁfﬁfﬁ*%ﬁ~

Agora fazemos uma transformagcao canoénica para varidveis de angulo e acgao:

i = /2J;cos¢; .
{; _ _msiz’@ . i=1,2; (5.1.8)

cuja transformacao inversa é dada por:

L = Pi
{ oi = : a;CtaHQ(m) . i=1,2. (5.1.9)
Ji = 35(q +p;)

Neste novo conjunto de variaveis, reescrevemos a Hamiltoniana (5.1.77):

H(¢Z, Jz) = 20/ [\/ J1Jo COS(¢1 — ¢2) + (\/ICOS ¢1 + \/TQCOS ¢2)\/N —J1 — Jo

8D (9292 4 272 4 20100 — 2N (1 + J)]
(5.1.10)
—4/\(NT_1) (V1 J2 cos 1 + /JaJy cos go) /N — J1 — J

+ vV J1J2 COS(¢1 — ¢2)<N — Jl — JQ):| .

Lembremos agora que o nimero de particulas é uma constante de movimento que foi levada em
conta naturalmente quando fizemos a representacdo Q> do Hamiltoniano, pois <N,1E|N|N, w) = N,
ou seja, a representacao () do numero total de particulas é uma constante. No entanto, podemos
colocar a constante de movimento explicitamente na Hamiltoniana, tornando N uma varidvel de acao
cujo angulo conjugado € ciclico. Desta forma, aumentamos formalmente o niimero de graus de liberdade
do sistema para trés, definindo o dngulo 6 tal que:

. oM

; oH

= —— e = - =
ON 00
No espago de fase estendido hexadimensional, fazemos uma nova transformacgao de varidveis dada
pela seguinte geratriz [Gol69|:

0. (5.1.11)

51 Aqui utilizamos “representacdo @Q” como sinénimo de média nos estados coerentes. Desta maneira, induzimos uma
representacao dos operadores sobre o espago de fase generalizado M.
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G(¢la ¢2507-[17-[27I3) = I1(¢1 + 9) + I2(¢2 + 0) + .[39 (5112)

Entao, a transformacao candnica é dada por:

0G 0G oG .
cpi_a—h, Jk—% e N—%, parai=1,23ek=1,2. (5.1.13)

Ou seja:

pr=¢1+0, pa=¢2+0, p3=20,

(5.1.14)
L =0, Ih=J I3=N-—J —Jy
cujas transformacoes inversas sao:
P1=p1— 3, P2=p2—3 0=ps;
(5.1.14")

Jio=5L, Jo=1I, N=I+1+I;.

A funcao geratriz independente do tempo garante uma transformagao candnica, com dindmica dada
pela mesma Hamiltoniana escrita nas novas variaveis.

Se adicionarmos o termo constante KN(N — 1) a (5.1.10), reescrevemos esta Hamiltoniana do
seguinte modo:

H(pi, ;) = 20 [\/11]2 cos(p1 — p2) + V1113 cos(p1 — p3) + VIal3 cos(pa — cpg)]
Jrli% [112 + 12 + 132] (5.1.15)
—4A% [Ig\/ .[112 COS(QOl — (pg) + 12\/ .[113 COS(QOl — (pg) + Il\/ .[213 COS(QOQ — (pg)] .

Lembremos que € possui um fator N = I + I + I3. Nao transformamos os fatores %, primeira-
mente por simplicidade, mas também porque préximo ao limite classico exato N > 1 este fator pode
ser facilmente aproximado pela unidade. Neste limite a Hamiltoniana (5.1.15) poderia ser obtida dire-
tamente do Hamiltoniano (3.1.25%), realizando a aproximagao semiclassica conhecida com substitui¢ao
de Heisenberg:

af — /Tie¥ e a;—/Te ", j=1,23 (5.1.16)

A partir desta substitui¢ao, podemos simplesmente tratar ¢; e I; como variaveis canonicas classicas
de ngulo e acdo. Esta substituicao é justificavel, pois fornece a Hamiltoniana classica exata do oscilador
harmoénico, quando empregada em seu Hamiltoniano quéntico associado, mas descartando a energia
de ponto-zero.

Vemos que a Hamiltoniana (5.1.15) pode ser encarada como a Hamiltoniana que descreve trés
osciladores harmonicos idénticos e acoplados igualmente um a um (tunelamento), mas com a presenga
de um termo de acoplamento refor¢ado pela presenga do terceiro oscilador (colisao cruzada).

Continuando esta interpretagao, vemos que as acoes I; podem ser vistas como as populagoes médias
de cada um dos pocos e ¢; como a fase do condensado em cada pogo. Como o tunelamento, aos moldes
de Josephson, somente depende de diferencas de fase entre os modos, nao é por acaso que é possivel
eliminar uma variavel de angulo na equagao (5.1.10). Como também possuimos a grandeza conservada
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N = I + I, + I3, ndo é surpreendente que possamos eliminar uma das agoes em (5.1.10), reduzindo
duas varidveis do sistema ao todo. O ponto interessante é que isto tudo foi feito automaticamente
quando restringimos a acessibilidade da dindmica do sistema ao subespago nao linear s(M) do espago
de Hilbert, parametrizado pelo espaco quociente SU(3)/U(2), considerando como referéncia o estado
de maximo peso da representacao totalmente simétrica de SU(3).

Em (5.1.15), a restrigdo sobre nimero total de particulas constante foi transformada por (5.1.11)
na fungao conservada N = Iy + Iy + I3, tal que:

{H,N} =0. (5.1.17)

5.2 Equacoes de Movimento

Essencialmente, obtemos a Hamiltoniana do sistema em trés conjuntos de variaveis. Primeiramente
no par de variaveis complexas wy e way, dada pela equagao (5.1.7), depois nas coordenadas canonicas de
posigao e momento qi, g2 , p1 € p2 em (5.1.7°) e, por fim, nas coordenadas canoénicas de angulo e agao
o1, ¢2, J1 e Jo em (5.1.10). Cada um destes conjuntos de varidveis tem suas vantagens para algum
tipo de calculo ou interpretacao do sistema, como exemplo temos o significado direto de J; como a
média populacional do condensado no pogo i.

No caso das Hamiltonianas (5.1.77) e (5.1.10), respectivamente, as variaveis classicas generalizadas
obedecem as equagoes canoénicas de movimento de Hamilton:

. OH . oH .
q; aipl ep; = —aiqi’ 1 = 172’ (5213)
. oH . oH .
b = 57 e J; = 36, i=1,2. (5.2.1.b)

J& nas variaveis complexas, as equagoes de movimento, obtidas de (2.2.19”) invertendo C' com
(4.2.18), aparentemente sao mais complicadas:

s 12 2
Wy = —gleltleePH +]|\’[”2| +1 {(|w1]2 + l)gﬂf +w1w;g$§} :
(5.2.1.c)
2 2
y = —jlelteel {(|wg|2 + 1)88% —l—wzw{g;ﬂ :

Calculando (5.2.1.b), obtemos apods algumas manipulagoes:
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b1 = cos(dr — @)@[9' “OL(N —3Jy — Jo)]

+cosgn (\/N*L;l;b - \/N_j;_h) (S — 2LJ5) (5.2.2.)

— 08 go\ ) 5=2—7 [ + 2L(2N — 3J; — 2J)] + 2k(2J1 + J2 — N);

ds = cos(és — qﬁl)\/%[(l’ “OL(N —3J5 — J1)]

+eos gy (/AR -\ [y ) (@ - 2L (5.2.2.b)

—cos g1/ §=P—7 [V + 2L(2N — 3J5 — 2J1)] + 2k(2J5 + J1 — N);

jl = 2Si1’l(¢1 — (bz)\/ J1J2[QI — QL(N — Jl — JQ)] + 2sin (bl J1<N — Jl — JQ)(Q/ — QLJQ), (522(3)
jg = QSiIl((bQ — (bl)\/ JlJQ[Q/ — QL(N — Jl — Jg)] + 2sin qbg JQ(N — J1 — JQ)(Q/ — 2LJ1), (522(1)

onde definimos por conveniéncia os parametros auxiliares:

po V-1 o, ANV-1)

N N

Vemos que as equacoes de movimento apresentam divergéncias em Jy,Jo = 0e J; +Jo2 = N. Logo,

a restrigao imposta pela conservagao do niimero de particulas passade N > Ji+Js > 0, com J1, Jo > 0,

aN > J + Jy >0, com Jyi, Jy > 0, quando utilizamos as equagdes de movimento (5.2.2.a)-(5.2.2.d).

Ou seja, devido ao mau comportamento destas equagoes de movimento, nao podemos tratar de 6rbitas

do sistema que passem pela “origem” (J; = Jo = 0) ou “borda” (J; + Jo = N) de uma superficie

com ¢ e ¢ constantes no espaco de fase, representando uma limitacao fundamental desta escolha de
variaveis.

Agora vamos encontrar as equagoes de movimento para as variaveis complexas w; e wg que, apesar

de parecerem complicadas & primeira vista, podem ser bastante simpliﬁcadas pela simetria do sistema

Precisamos apenas calcular 2 BuF *, j4 que a derivad

2 em gﬂ, pois a Hamiltoniana é blmetrlca nestes 1ndlces.

(5.2.3)

OH  _ (YN wa+1 w1 (wiwetwi 4w +wi +watwy)
owy [w1]?+|wa]?+1 (w12 Flwa[2+1)2
_ wi|wi|? _ wi(jwi[*+H|wa]*41)
+26N (N —1) [(|w1\2+|w2\2+1)2 (wiPHwaPH1)3 (5.2.4)

wi (watws)Hwa*+ws 2w [|wi | (watwd)+|wa|? (witwi)twiwi +wiws]
_QAN(N — 1) { (|w1|2+2|w2|2+1)2 - (|w1‘2+|w2‘2+1)1 2 1 }

Colocando as derivadas em (5.2.2.b), obtemos a equagao de movimento:
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. -
W = _'L{Q/(l_wl)(wl+w2+1)+2w1H(N_1)MEU‘Hﬁ

(5.2.5)

—2A(N - 1) [(1—w1)w§(w1+u|1fﬂ-|1—"c§f|vi)2‘—2(—~l_—li-w1)w2(|w1\2—1)} } .

Novamente, a equagao para wy pode ser obtida de w; apenas permutando os indices 1 e 2, devido
a simetria do Hamiltoniano e das equagoes de movimento (5.2.2.b) nestes dois indices.

Vemos que as equagOes de movimento para w; e wg nao apresentam singularidades como nas
varidveis de angulo e acdo, sendo vélidas em todo espaco de fase complexo C2.

Pretendemos continuar a analise do sistema concomitantemente nos dois conjuntos de varidveis
utilizados até aqui na obtencao das equagoes de movimento. Entdo, por simplicidade, escrevemos as
equagoes de transformagao direta entre eles, compondo (4.1.37) e (5.1.8):

[T
w; Z\f_Jl _J2€ y J ) <y ( )

cujas relacoes inversas sao dadas por:

o Nlw; |2
Ji T [P+ Twal?
=12 (5.2.7)

= Imw;
¢ = arctan(Rewi)

Com estas transformagoes podemos demonstrar nossa inferéncia da se¢ao anterior que as variaveis
I;, conseqiientemente também as acoes J; devido a (5.1.14), sdo as médias ocupacionais dos modos
locais nos estados coerentes. Empregando as relagdes (4.2.11) nos operadores de populagdo no k-ésimo
modo iy = alak, obtemos:

(N;0||7g || N;w) Nwiwy _ _ _ .
N © e e = Je parak =12
(5.2.8)
(N;||as||Ns@) N _ B A N
WalNa) = wPrwmrr = VoA =

onde também comparamos o resultado com as transformagoes (5.1.14"). Portanto, as relagoes (5.2.6)
e (5.2.7) sdo importantes, pois fornecem diretamente a relagdo entre o estado coerente parametrizado
pelas variaveis complexas w; e wo e as populacoes médias em cada pogo da armadilha, além da diferenca
de fase entre as fungdes de onda localizadas do condensado.

Vemos, por exemplo, que estados coerentes tais que J; + Jo = N, cuja média populacional é nula
no terceiro poco, representam um ponto no infinito no espaco C? dos parametros w; e wy. Estados
tais que J; = 0 ou Jy = 0, em que a populagdo média em um dos dois primeiros pocos é nula, possuem
coordenadas no espago complexo w1 = 0 e wy = 0, respectivamente.

Estados classicos tais que J; = N — J; — Jo, para j = 1,2, representam estados coerentes cuja
média populacional no poco j é idéntica a média do terceiro pogo, condig¢ao expressa no espago de
fase complexo por |w;| = 1. Ja populacoes médias iguais nos dois primeiros pogos, ou Ji = Ja, sao
representadas também pela condi¢ao |wy| = |ws|.
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5.3 Pontos Fixos

Nesta se¢ao vamos localizar os pontos de equilibrio dos sistemas equivalentes de equagcoes diferenci-
ais encontrados para o modelo anélogo classico de pogo triplo. Estes pontos sdo definidos como aqueles
onde as equacoes de movimento do sistema se anulam identicamente.

Comegamos estudando o caso mais simples, no qual desconsideramos as colisoes cruzadas, fazendo
Q' =Q e A =0. Desta forma, obtemos as equagoes de movimento simplificadas:

$1= Q [ 22 cos(p1 — ¢p2) + ( Heg=fa \/N—ffjll—Jz) o8 1 — 4/ #ﬁ—bcos@}

(5.2.2.a")

+2k(2J1 + Jo — N);
N e e e N
5.2.2.b’

+2k(2J + J1 — N):;
Ji= 20 [\/TJQ sin(dy — ¢2) + /JL(N — J1 — J) sin qsl} : (5.2.2.c")
Jo= 20 [\WJQ sin(¢z — ¢1) + /Ta(N — J1 — Jo) sin @} . (5.2.2.d")

Ou, para as variaveis complexas:
2
Wy = i [9(1 — wi)(wy + wa + 1) + 2w (N — 1)“;‘1\%] :

(5.2.57)

. . 2—
dy = =i |1 = wa)(wn +wy + 1) + 2wpn(N — 1) ]

Primeiramente, investigamos a localizagdo dos pontos fixos destes sistemas de equagoes diferenciais
nas variaveis de angulo e agao, que tém interpretagao fisica imediata, deste modo podemos procurar
os resultados intuitivamente. As equagoes (5.2.57) tém estrutura mais simples algebricamente e podem
ser usadas para fazer os calculos finais da localizacao dos pontos fixos, utilizando as simplificagoes que
obtivermos das igualdades (5.2.2.a)-(5.2.2.d).

Esperamos que o tunelamento entre dois pogos seja interrompido se as fases coletivas presentes em
cada par de condensados acoplados sejam iguais ou opostas, de maneira que a diferenca de fase entre
os modos locais seja zero, w, ou multiplos inteiros destes valores. Note que o acoplamento entre pogos
na Hamiltoniana do sistema é realizado por meio de termos dependentes dos cossenos das diferencas
de fase. Conseqiientemente, as equagoes de dinamica populacional (5.2.2.¢’)-(5.2.2.d”) sdo dependentes
dos senos das variaveis angulares.

Portanto, vemos que j1 e jg se anulam identicamente se os valores iniciais dos angulos sao ¢1, ¢o =
0,722, possibilitando quatro conjuntos de pontos de equilibrio:

52Restringindo as variaveis angulares ao intervalo ¢1, ¢2 € (=, 7], sem perda de generalidade.
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(i) ¢1=0, p2=0¢€ ¢ — ¢ =0;

(i) ¢1=0, pa=med — 2= —;
(5.3.1)
(lll) ¢1=7[',(Z)2=0€¢1—¢2:7T;

(iv) ¢1=m, ¢pa=med —p2 =0.

Lembrando que as variaveis ¢1 e ¢o representam as diferencas de fase entre os condensados locais,
notamos que os pontos fixos ocorrem quando as fung¢oes de onda coletivas localizadas em pelo menos
dois pogos distintos estdo em fase, que por sua vez devem também estar em fase, como no caso (i), ou
em fase oposta, como nos casos (ii), (iii) e (iv), com o condensado restante.

Os casos (ii), (iii) e (iv) s@o idénticos, pois os trés modos locais sdo equivalentes devido a simetria
de rotacdo em torno do eixo preferencial da armadilha por maltiplos inteiros de 2%. Vemos também
que o caso (i) é fundamentalmente distinto dos demais.

Aplicando as condigbes do caso (i), as equagoes (5.2.2.a’) e (5.2.2.b’) fornecem pontos fixos se:

(\/ % + Ni?lib - N—:]]11—J2 ~\V N- J1 > Q+ (4J1 +2J; - QN)k =0
(5.3.2)

(Vi + 20— [t - oy ) 0+ Wh + 25— 2Nk = 0.

Devido novamente a simetria do sistema relacionada a equivaléncia dos pocos, visto que os conden-
sados estao acoplados dois a dois de maneira idéntica, temos que a diferenca de fase entre dois pogos
nao deve se alterar se estes pogos possuem a mesma populagao, de forma que esperamos que os pontos
fixos ocorram para valores tais que J; = Jo, J1 = N — J; — Jy ou Jo = N — J; — Jo quando todos os
pogos estao em fase.

Se J; = N — J; — Ja, obtemos que a primeira equagao de (5.3.2) é identicamente nula, enquanto a
segunda igualdade assume a forma®3:

(2J2 —Joy —/ J1J2) + 28/ J1J2(J2 — Jl) =0, com Jo, =N — 2J;. (5.3.3)

Logo, temos uma tnica equagao para a variavel J;. Por conveniéncia, definimos temporariamente
o parametro 8 = %, onde assumimos que {2 # 0, pois caso contrario a interacao entre os pogos é nula
e a dinamica populacional inexistente.

Se Jo = N — J; — Jo, a segunda equagao (5.3.2) é identicamente nula, enquanto a primeira fornece
equagao idéntica a (5.3.3), mas permutando os indices 1 e 2. Ja se J; = Jo as duas equagoes de (5.3.2)
ficam idénticas e também equivalentes a (5.3.3).

Resumindo, temos pontos fixos sempre que dois pocos tém populagoes idénticas e a condigao sobre
a ocupagao média em um destes é dada pela equagao:

(Vy(N —2y) + N —4y) + 28/ y(N —2y)(3y — N) = 0; (5.3.4)

5-3Também lembrando que sempre devemos ter J; # 0, Jo # 0 e N — J1 — J2 # 0, de acordo com a natureza das
equacoes de movimento nestas varidveis.
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onde y é Jy, Jo ou N — J; — Js, dependendo de quais dois pocos possuem populagoes iguais. Entao,
deve ficar claro que para cada raiz de (5.3.4) podemos ter até trés pontos fixos, representando cada
um dos casos Jy =Jy, 1 =N—-J —Joe Jo=N—J — Jo.

Por inspecao vemos que y = % é solugao de (5.3.4) e representa o ponto de equilibrio onde os trés
pogos estdo em fase com o mesmo nimero médio de bésons. Observe que y = % é um ponto comum
aos tréscasos J1=Jo, =N—-Ji—JreJo=N—J — Jo.

Antes de prosseguirmos na busca por raizes de (5.3.4), vamos encontrar as equagoes semelhantes
para os casos (ii), (iii) e (vi) de (5.3.1). Para o caso (ii), as equagdes (5.2.2.a’) e (5.2.2.b’) fornecem
pontos fixos se:

(_ 7+ N_i]Jll_JQ —\rT= Tt \/N—jf—b) +28(2J1+ J2—N) = 0

(_\/ Y \/ijfﬂ]z - ijllsz) +26(2)2+J1—N) = 0.

No caso (ii), os condensados no primeiro e terceiro pogos estdo em fase®>*, de maneira que esperamos
a existéncia de pontos de equilibrio somente se J; = N — J; — Jo. Considerando esta restri¢ao, obtemos
que a primeira equagao de (5.3.5) é identicamente nula, enquanto a segunda fornece:

(5.3.5)

(2J1 + Jy — v/ JlJz) + 23+/ J1J2(J2 — Jl), com Jo =N — 2J;. (5.3.6)

Novamente encontramos uma tnica equagao para a variavel J;. Se tentarmos igualar as populagoes
de dois pogos de fases opostas em (5.3.5), fazendo J; = Jo ou Jy = N — J; — Ja, chegamos em duas
equagoes que nao podem ser satisfeitas simultaneamente para J; # 0 e J1+J2 # 0, que sdo as restrigoes
impostas por nossas equagoes de movimento.

Para o caso (iii), os pogos de populagao média Jy e N — J; — Jy estdo em fase. Igualando as
populagoes nestes pogos, obtemos uma equagao idéntica a (5.3.6), mas permutando os indices 1 e 2.
Se igualarmos as ocupagoes de outro par de modos locais, chegamos novamente a equagoes que nao
podem ser satisfeitas, agora considerando as restri¢oes Jo # 0 e J; + Jo # N.

Por fim, no caso (iv), os pogos de populagao J; e Jy estdo em fase. Fazendo J; = Jo em (5.2.2.a”)
e (5.2.2.b%), chegamos em duas equagoes idénticas equivalentes a (5.3.6). Se tentarmos igualar outras
ocupagcoes médias, para esta escolha de fases, chegamos a um sistema de equagdes que nao pode ser
satisfeito para J; # 0 e Jy # 0.

Enfim, sempre que as fungoes de onda coletivas de dois modos locais estao em fase entre si e em
fase oposta a fungao localizada no poco restante, temos pontos de equilibrio para populagoes idénticas
nos condensados em fase. A condigao sobre a ocupacdo média y em um dos dois modos locais em fase
¢é dada pela seguinte equagao:

(Vy(N —2y) = N +4y) + 28/ y(N —2y)(3y — N) = 0. (5.3.7)

Note que esta equagao representa simultaneamente as restri¢oes sobre as fases dos casos (ii), (iii)
e (iv). Portanto, cada uma de suas raizes deve fornecer trés pontos fixos equivalentes pela simetria
de rotagdo do potencial de aprisionamento. Observe também que y = % nao é solugao em (5.3.7),
indicando a inexisténcia de pontos de equilibrio com ocupagoes médias iguais nos trés modos quando
um par de condensados locais estd em fase oposta.

54Devemos sempre ter em mente que a ordem entre os trés modos locais é arbitraria, de acordo com a simetria de
rotagdo do potencial de aprisionamento.
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Podemos reunir os resultados (5.3.4) e (5.3.7) em uma tnica equagao, escrevendo:

V(N = 2y)[1 +26(3y — N)] = £(4y — N); (5.3.8)

onde o sinal superior refere-se a (5.3.4), ao passo que (5.3.7) é denotada pelo sinal inferior. Elevando
esta equagao ao quadrado, obtemos um polindémio em y de quarto grau, cujas raizes sao solugoes de
(5.3.4) ou (5.3.7), lembrando que somente raizes reais com N > y > 0 sao validas:

— 7262y 4 (8432 N — 243)y> + (=322 N2 + 203N — 18)y* + (OIN +4382N? —43N?)y— N? = 0. (5.3.9)

Eliminando a solugdo y = & presente em (5.3.4), dividindo (5.3.9) pelo monoémio 3(§ —y), obtemos
uma equagao cibica em y com solugdes para os casos de (5.3.1):

2432 + (86 — 2062 N)y? + (48°N? — 48N + 6)y — N = 0. (5.3.10)

Agora que conhecemos o caminho para encontrar muitos dos pontos fixos do sistema, seguindo
a interpretacao fisica das variaveis ¢; e J;, vamos aplica-lo as varidveis complexas w; e wy, que nos
permitem algumas facilidades algébricas. Nao estamos jogando fora todo trabalho feito até aqui nas
coordenadas de angulo e agao, pois vamos aproveitar toda linguagem desenvolvida intuitivamente
nestas variaveis.

5.3.1 Localizacao dos Pontos de Equilibrio Reais

A grande vantagem das variaveis complexas w; é que os quatro casos de (5.3.1) se resumem ao
plano dado pelas condigoes Im(w;) = 0 e Im(wz) = 0, como podemos ver nas transformagoes (5.2.6).
Ou seja, restringindo as fases de w; e we a 0 e m, que equivale a restringi-los aos reais, temos que
cada quadrante do plano wi(¢1 = 0,7) x wa(dy = 0,7) = R2, excluindo as coordenadas sobre os
eixos coordenados, representa um dos casos de supressao de tunelamento estudados, como mostrado
na figura 5.3.1. Outra vantagem destas variaveis é que podemos considerar os casos J; = 0 e Jo = 0,
que representam respectivamente as retas wi(¢; = 0,7) = 0 e wa(¢p2 = 0,7) = 0. Apenas os pontos
de equilibrio com J; + Jo = N ainda apresentam dificuldades, pois representam pontos no infinito,
w; — o0o. Entretanto, utilizando a simetria entre os trés pocos, sabemos que os pontos fixos com
a condicao de terceiro modo local vazio possuem equivalentes para os dois primeiros pogos, mas em
regides acessiveis do plano.

Para simplificar a notagao, nesta subsecdo vamos restringir w; e wsy aos reais, exceto quando
especificado o contrario. Impondo esta restrigao e fazendo w; = we = 0 em (5.2.5°), obtemos as
equacoes que fornecem os pontos fixos reais nestas variaveis, desconsiderando os efeitos das colisoes
cruzadas:

(w1 — 1)(wy +wz + 1)(w +w3 +1) = 2xwi(w? —1);
(5.3.11)
(wg — 1) (w1 +wa + 1) (w? + w3 +1) = 2xwa (w3 —1).
Aqui definimos o parametro reduzido de autocolisao:
N-—-1
X = H(S)). (5.3.12)

As equagoes (5.3.11) fornecem trés pontos fixos imediatos:
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wy(b,=0,x)
Ji=N-J;-J, Ji=N-Jy-Jd,
by =7 4,=0 el

¢]=D1 ¢2=':'

1 J=N-J,-J;
i i 1 W{$,=0,m)
-1 JoEN-Jy-d,
1’1:3'[. 't‘z:?t
¢1=D! ¢2=7[

Figura 5.3.1: Acima indicamos os quadrantes no plano Im(w;) = Im(w2) = 0 correspondentes a cada caso de (5.3.1).
Em azul temos as retas onde estéao localizados os pontos de equilibrio referentes as solugdes das equagdes quarticas (5.3.14)
e (5.3.16). Em vermelho mostramos os pontos fixos independentes de parametros, determinados em (5.3.13.a)-(5.3.13.a).

N
w=wys=1—J = Jy = E; (5.3.13.a)
N
wy =0, we=—-1—J, =0, Jo= 5; (5.3.13.b)
N
w1 = —1, Wo = 0— J1 = 5, JQ = 0. (5.3.13.0)

O ponto (5.3.13.a) ja foi encontrado nas variaveis de angulo e a¢do. No entanto, os pontos fixos
determinados em (5.3.13.b) e (5.3.13.c) nao poderiam ser obtidos anteriormente, pois deviamos respei-
tar as restrigdes J; # 0 e Jo # 0. Também podemos afirmar a existéncia de um terceiro ponto fixo
equivalente a estes dois ultimos, de acordo com a simetria de rotagao entre os trés pocos. Contudo,
vemos que a condi¢ao sobre a ocupac¢ao média do terceiro modo local neste ponto de equilibrio simé-
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trico seria dada por N — J; — Jy = 0, de forma que este ponto “oculto” se encontra em wq,ws — 00 €
conseqiientemente nao podemos encontra-lo usando este conjunto de variaveis.

Por analogia ao trabalho nas variaveis ¢; e J; (i = 1,2), vamos procurar mais pontos fixos sobre as
retas w; = wag, w1 = 1 e wy = 1, que representam respectivamente os casos J; = Js, J1 =N —J; — Jo
e Jo=N—J —Jy. Asretas w; = —1 e wy = —1 também representam as condi¢oes J; = N — J; — Jo
e Jo = N — J; — Ja, colocadas nesta ordem, mas nao possuem pontos de equilibrio, pois sobre elas
temos condensados em fase oposta com populagao idéntica, caso ja analisado anteriormente.

Também é facil ver de (5.3.11) que néo existem mais pontos fixos, além de (5.3.13.b) e (5.3.13.c),
sobre as retas wi; = 0 ou we = 0. Observamos também que nenhum ponto de equilibrio pode ser
encontrado na reta w; = —wsy, pois ela representa a situagao na qual J; = Jo e as fases coletivas
entre os dois primeiros modos locais sdo opostas. Enfim, dividindo uma equagao por outra em (5.3.11)
e exigindo que wi,wy # —1,0,1, obtemos que este sistema sd possui outras solugoes reais, nestas
condigoes, se wy = wo.

Portanto, pelo que foi dito nos dltimos paragrafos, os pontos fixos restantes no plano wi x wg devem
estar sobre as retas wi; = wo, w; = 1 ou wy = 1, que representam as condi¢oes com pelo menos dois
modos locais em fase e com ocupagoes médias idénticas. Note também que a intersecao destas trés
retas é o ponto (5.3.13.a).

Fazendo w = wa, temos que as duas equagoes de (5.3.11) ficam idénticas:

4wt —2(1 4+ x)wd + (2x — Dwy — 1 =0. (5.3.14)

Agora, dividimos esta equagdo pelo monémio 4(w; — 1), no intuito de retirar a raiz conhecida de
(5.3.13.a):

1—x 1—x 1

3 2
wy + ——wj] + ——w1 + - =0. 5.3.15
I B R ( )
As raizes reais deste polindémio ctibico sdo os pontos de equilibrio sobre a reta wi = wo na restricao
real, excetuando w; = wg = 1. Porém, devemos lembrar da possibilidade que, para algum valor de ¥,

wy = 1 possa ser novamente raiz de (5.3.15).

Entao, fazendo we = 1 em (5.3.11), temos que a segunda equagao ¢ identicamente nula, enquanto

a primeira torna-se:

wi + (1 —2x)w? +2(1 + x)w; —4 = 0. (5.3.16)

Dividindo esta equagao por (w; — 1), para excluir a raiz ja conhecida (5.3.13.a), obtemos:

wi 4+ 2(1 — x)w? +2(1 — x)wy +4 = 0. (5.3.17)

A equacao acima fornece os pontos de equilibrio sobre a reta ws = 1, excetuando uma vez o ponto
(5.3.13.a). Ha uma equagao idéntica para pontos fixos na reta w; = 1, que encontramos ao trocar w;
por wy em (5.3.17), devido & equivaléncia entre os pogos.

Agora precisamos apenas resolver as equagoes cibicas (5.3.15) e (5.3.17) para encontrar os pontos
de equilibrio, lembrando que apenas as raizes reais destas equagoes devem ser usadas. Da equacao
(5.3.15), obtemos o discriminante:

1

= ﬁ(_x4 —6x° + 6x% + 10y + 18). (5.3.18)

Ay
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Para A; > 0 a equagao (5.3.15) possui apenas uma raiz real em w;, A; = 0 indica duas raizes
reais, enquanto A; < 0 significa a presenga de trés raizes reais. Ja a equagdo A; = 0 possui somente
duas raizes reais em y, dadas por:

70
b | =21,9708; (5.3.19.a)

13 — 3(6)

Wl
wlro

1
= | —3-y/13— 2
X+ =3 | -3 3-3(6)5 + |26+ 3(6)

Wl

1 2 2 70
_=-|-3-413-306)5 - |2 | > 6, 7208. 3.19.b
x-=5 -3 3-3(6)3 6+ 3(6)3 + 6,7298 (5.3.19.b)

13 — 3(6)

wn

Nao é dificil verificar que A; > 0 quando x— < x < x4+ ¢ A1 < 0 no caso contrario. As férmulas
analiticas para as raizes de (5.3.15) ndo sdo muito iluminadoras, por este motivo exibimos de forma
grafica as solugoes na figura 5.3.2.

W, =W,
4 L
2 L

0 !

1 I

| -1

-2 r ‘ : |

4t | 3
-10 7. -5 0o % 5 10
L

Figura 5.3.2: Pontos de equilibrio sobre a reta w; = ws, determinados na equagio (5.3.14), em funcdo do parametro
x. Note as bifurcagoes em x4+ e x—.

Vemos na figura 5.3.2 a presenga de duas bifurcagoes dindmicas que acontecem para sistemas
distintos. Lembrando da definigdo do parametro reduzido (5.3.12) e que geralmente Q < 0, de acordo
com (3.1.16), temos que para x > 0 o sistema apresenta interagoes atrativas (k < 0) e a bifurcagao
ocorre em X4, enquanto para x < 0 as colisbes bosonicas sao repulsivas (k > 0) e a bifurcagao
aparece em X_. Logo, em um mesmo sistema fisico nao podemos observar as duas bifurcagoes, pois o
sinal do parametro k é idéntico ao do comprimento de espalhamento a e portanto uma caracteristica
intrinseca da espécie bosonica condensada. Ou seja, nao podemos mudar o sinal de x apenas mudando
os parametros do potencial de aprisionamento.
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Na tabela 5.3.1 classificamos cada um dos pontos apresentados na figura 5.3.2; utilizando como
base seu comportamento assintético quando y — +oo. E ttil na interpretacio desta tabela lembrar
que a origem do plano definido por w; e ws restritos aos reais representa a situagao em que o terceiro
modo local tem em média N particulas. O oposto acontece para w; = we — F00, quando o terceiro
poco fica vazio.

Tabela 5.3.1: Classificacao dos pontos fixos sobre a reta w; = we de acordo com o comportamento
assintotico em |x| — oo.

’ Classe ‘ Localizagao assintotica ‘ Interpretacao populacional do ponto fixo
1+ w1 = wy = 1, existe para todo y > 0 Os trés r?odos locais tém ocupagoes médias idénti-
cas e estao todos em fase.
Os dois primeiros modos locais tém ocupagoes mé-
ot w; = we — —1 quando xy — oo. | dias idénticas e estao em fase entre si, mas em fase
Existe para todo x > 0. oposta ao terceiro. Temos que J; = Jo = % quando
X — 00.
Os dois primeiros modos locais tém ocupagdes mé-
3t :élnt:e w;r: OO>quando X — 00. Pre- dias idénticas e todos os trés modos estao em fase.
p X = Xt Temos que J; = Jo = % quando y — 0.
wy = wy — 0 quando y — co. Pre- Qs df)isA pfimeiros modos loFais tém ocuPa(;()es mé-
4+ dias idénticas e todos os trés modos estao em fase.
sente para x > X+.
Temos que J; = Jo = 0 quando y — oo.
_ w; = wo = 1, existe para todo xy < | Os trés modos locais tém ocupagoes médias idénti-
1 0. cas e estdao em fase.
Os dois primeiros modos locais tém ocupagdes mé-
_ w; = we — 0 quando Y — —oo. | dias idénticas e estdo em fase entre si, mas em fase
2 Existe para todo x < 0. oposta ao terceiro. Temos que J; = J3 = 0 quando
X — —0Q.
Os dois primeiros modos locais tém ocupagoes mé-
B w; = wyg — —1 quando y — —oo. | dias idénticas e estdo em fase entre si, mas em fase
3 Presente para x < x—. oposta ao terceiro. Temos que J; = Jo = % quando
X — —0Q.
Os dois primeiros modos locais tém ocupagdes mé-
7 w; = we — —oo quando Y — —oo. | dias idénticas e estdo em fase entre si, mas em fase
4 Presente para y < x_. oposta ao terceiro. Temos que J; = Jy = % quando
X — —00.

Os pontos denominados 37 e 41 (37 e 47) sdo aqueles que surgem da bifurcagao para x > 0
(x < 0). Ja o ponto 17 representa a situacio em que as funcdes de onda coletivas localizadas nos trés
pocos tém média populacional % e todas estao em fase, para todo valor de .

O ponto fixo indicado por 2% no espalhamento atrativo possui extensdao continua para x < 0,
que denominamos 27. No entanto, estas duas classes de pontos de equilibrio apresentam comporta-
mento assintotico distinto quando |x| — oo, revelando a diferente natureza fisica dos dois dominios de
parametros.

Calculando as raizes reais da equagao (5.3.17), esperamos obter outros trés pontos de equilibrio do
modelo sobre a reta wy = 1, com interpretacdo fisica equivalente aos pontos 2%, 3% e 4%, dependendo

97



5.3 Pontos Fixos Capitulo 5: Analogo Classico

da escolha do sinal de x. Notando que a condigao we = 1 equivale a J, = N — J; — Jo, concluimos
que devemos encontrar em (5.3.17) os mesmos pontos fixos da equagao (5.3.15), apenas invertendo
0s papéis entre o primeiro e terceiro modos locais. Para comprovarmos esta afirmacao, calculamos o
discriminante de (5.3.17):

Az —x* = 6x> +6x% +10x + 18). (5.3.20)

27(
A menos de um fator constante positivo, vemos que o discriminante As é idéntico a A;. Logo,
ambos possuem o mesmo comportamento de sinal e as mesmas raizes x4 e x—.

W

4t

-15 -10 L. -5 0 %+ 5 10

Figura 5.3.3: Localizagio dos pontos de equilibrio sobre a reta ws = 1 em funcio do parametro . Novamente vemos
as bifurcacbes em x4+ e y—.

Se calcularmos as raizes de (5.3.17), em fun¢ao do parametro y, obtemos os pontos fixos mostrados
na figura 5.3.3. E facil notar que os pontos de equilibrio exibidos tém significado idéntico aos da tabela
5.3.1, quando invertemos os papéis representados pelos condensados localizados no primeiro e terceiro
pPOCos.

Segundo as transformagoes (5.2.6) e (5.2.7), vemos que as condigdes w; — 00 e wy = 1 corres-
pondem a N — J; — Jy = Jo — 0, o limite onde o segundo e o terceiro modos ficam vazios, ao passo que
J1 — N. Analogamente, podemos observar que w; — 0 equivale a J1 - 0e N —J — Jo = Jo — %
Note também que w; > 0 (w; < 0) representa a circunstancia na qual o condensado no primeiro pogo
esta em fase (fase oposta) aos outros dois modos locais, que ja encontram-se em fase devido a restri¢ao
wg = 1. Com todas estas consideragoes chegamos aos resultados da tabela 5.3.2, onde comparamos os
dados da tabela 5.3.1 aos célculos exibidos na figura 5.3.3.

H4 ainda um terceiro conjunto de pontos de equilibrio, que sao raizes da equagao (5.3.17), mas
trocando wy por we. Entretanto, estes sdo exatamente idénticos aos mostrados na figura 5.3.3 ou na
tabela 5.3.2, exceto por uma permutagao dos indices 1 e 2.

Podemos dividir naturalmente a maioria dos pontos fixos reais em trés conjuntos equivalentes,
situados sobre suas respectivas retas wy = wg, w1 = 1 e wy = 1. Estes trés conjuntos possuem o ponto
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Tabela 5.3.2: Comparacao dos pontos fixos sobre wy = 1, mostrados na figura 5.3.3, aos seus equiva-
lentes na tabela 5.3.1.

Descrigao do ponto sobre we =1 ‘ Comparagao com os pontos da tabela 5.3.1

w; = wp = 1, existe para x > 0. Idéntico a 17,

w; — —1 quando Y — oco. w; < 0 | Equivalente a 27, mas com primeiro modo local em fase
para todo xy > 0 oposta aos outros. No limite y — oo temos J; = Jo = %
wi; — oo quando Y — oo. w; > 0 | Equivalente a 47. Porém, desta vez temos J; — N e N —
para x > X+ J1 — Jo = J2 — 0 no limite y — oo.

w; — 0 quando Y — oo. w; > 0 | Equivalente a 3T. Porém, desta vez temos J; — 0 e N —
para x > X+- J—Jo=Jy — % no limite y — oo.

w; = wy = 1, existe para x <0. Idéntico a 1.

wy — —oo quando Y — —oo. wy < | Equivalente a 27, mas com primeiro modo local em fase
0 para todo x < 0. oposta aos outros. Temos que J; — N no limite y — —oo0.

w1 — 0 quando Y — —oo. w; < 0 | Equivalente a 47, mas com primeiro modo local em fase
para x < x—. oposta aos outros. Temos que J; — 0 no limite y — —oo.

w; — —1 quando Y — —oo. w; < 0 | Equivalente a 37, mas com primeiro modo em fase oposta
para y < Y_. aos outros. Temos que J; = Jo — % no limite y — —oc.

de equilibrio w; = we = 1 em comum, pois ele se localiza na intersecao das trés retas. Além deste
ponto fixo de alta simetria, cada conjunto possui mais um ponto fixo se xy_ < x < x4 ou mais trés se
X > X+ ou x < X—.

Devemos lembrar também da existéncia de mais dois pontos de equilibrio reais em (wq,wy) =
(—1,0) e (w1, wz) = (0,—1), que denominamos estados de pogo vazio, pois representam configura-
¢oes do condensado com ocupacgao média nula em um dos pocos.

5.3.2 Pontos de Equilibrio Reais na Presenca de Colisoes Cruzadas

Agora que conhecemos bem a localizacao dos pontos de equilibrio em fun¢ao do parametro y, que
basicamente representa a energia de autocolisao por particula em unidades da freqiiéncia de tunela-
mento €2, passamos a procurar pelas corre¢oes existentes devido & modificagao da taxa de tunelamento
efetiva, causada pela presenca das colisdes cruzadas. De acordo com a condigao || > |A|, ndo espera-
mos que o terceiro termo da Hamiltoniana (5.1.7) seja responsavel pelo surgimento de novos pontos fixos
ou novos regimes dinamicos no sistema. Contudo, podemos supor que a presenga de A(NN — 1), dentro
de €, provoque deslocamentos consideraveis nos parametros criticos do sistema, quando comparados
aos valores obtidos considerando somente a autocolisao.

De maneira anéloga & definicao do parametro reduzido x, definimos agora o parametro reduzido
de colisao cruzada:

AN -1) HE%(N - 1) 3
= q = q =e2x; (5.3.21)

onde usamos o resultado (3.1.22.¢’) para relacionar x e A por meio do paradmetro perturbativo ¢ < 1.
Observamos em (5.3.21) que devemos analisar o comportamento do sistema apenas sob a restri¢ao
|| < |x], respeitando as hipéteses do modelo.

Igualando w; a zero em (5.2.5) e fazendo o mesmo para we em equagao analoga, obtemos o seguinte
sistema de equagoes, também restringindo w; e wsy aos reais, devido as condigoes de fase sobre fungoes
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de onda coletivas para a localizacao dos pontos fixos conhecidos:

{ (w1 — 1) (w1 + w2 + 1)(11)% + w3 + 1) = 2xw1(wf — 1) — 2p(w} — w3 + 3wiws — 3wiws + wwi — 1);
(5.3.22)

(we — 1) (w1 +wa + 1) (w? + wi + 1) = 2xywa (w3 — 1) — 2u(wi — wi + 3wiws — 3wiwi + wowi — 1).

Claramente os pontos dados em (5.3.13.a)-(5.3.13.c) ainda s@o pontos fixos simples do sistema,
independentes de x e .

Agora vamos procurar equagoes semelhantes a (5.3.15) e (5.3.17), supondo a localizac¢ao de pontos
de equilibrio sob as condi¢oes w; = wg, w1 = 1 e wg = 1. Colocando wy = wy em (5.3.22), temos que
as duas igualdades se tornam idénticas, novamente exibindo acordo com a equivaléncia dos trés pogos.
Entao, obtemos uma tinica equacao real para apenas uma variavel:

4(1 + p)wi — 2(1 + x + dp)wi + 6pw? + (2x — Dwy — (14 2p) = 0. (5.3.23)

Excluindo a raiz ja conhecida w; = 1, dividindo o polinémio por 4(1 4+ p)(w; — 1), obtemos uma
equagao cubica para os pontos fixos dependentes de x e p. Nao precisamos nos importar com a possivel
divergéncia em p = —1, pois trabalharemos com |x| da ordem das unidades, de maneira que |u| nao
deve ultrapassar valores da ordem de décimos, devido a restrigao |x| > |u|. Também devemos lembrar
que apesar de utilizarmos y e @ como pardmetros independentes, sabemos que eles estao relacionados
em (5.3.21) por £2 > 0. Logo, a liberdade em |u| é uma conseqiiéncia da possivel variagao de e causada
pelo ajuste dos pardmetros do potencial de aprisionamento. Contudo, os sinais de p e x devem ser
iguais, ambos negativos (positivos) para interagoes repulsivas (atrativas) entre os bosons condensados.
Entao, a equacao ctibica obtida é:

Wy Lox =20 o A—x+p) o (142
YT 0 ) YT 20+ A+ )

= 0. (5.3.24)

A segunda condigao para pontos de equilibrio é encontrada fazendo we = 1 em (5.3.22), deste modo
temos que a segunda equacao deste sistema se anula identicamente, enquanto a primeira fornece:

(1 + 2u)wi + (1 — 2x)w? — 6pw? + 2(1 + x + 4p)wy — 4(1 + p) = 0. (5.3.25)

Novamente, no intuito de excluir a raiz w; = 1 ja conhecida, dividimos a igualdade por (1+2u)(w; —
1). Também nao nos preocupamos com a possivel divergéncia em p = —%, devido & imposicao |u| < |x/|.
A cubica resultante de (5.3.25) é:

21— x+p) 2(1 —x —2p) 41+ p)

3 2

+ + + =0. 3.2
wy = wy = wy = 0 (5.3.26)

Lembramos que os pontos fixos sobre a reta w; = 1 também sao dados pela equacao acima, mas
trocando w; por ws.
Com o proposito de obter os valores dos parametros de transi¢do x4 em termos da taxa de colisao

cruzada, calculamos os discriminantes dos polinémios de (5.3.24) e (5.3.26) em funcao das taxas x e
w. Os novos discriminantes para (5.3.24) e (5.3.26) sdo respectivamente A} e AL:
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A = —m [+ 203+ 7p)x® + (=6 + 33p?)x® + 2(—5 — 12 + 18p% + 521%) x

—2(9 + 764 + 22812 + 264 + T6p")] (5.3.27)

o 21(142p)t 1 Al
- 4 1728(1+p)* —2°

Como esperado, A} = 0 e A}, = 0 possuem as mesmas raizes em x, tomando p ainda como um
parametro; ou seja, desta vez as raizes reais x4 (u) dependem da taxa de colisao cruzada. No entanto,
devemos lembrar que o sinal de p nao é independente, devendo ser o mesmo de x. Desta forma, daqui
em diante tratamos os sistemas com x > 0 e x < 0 separadamente, pois suas correcoes devem ser
dadas por u > 0 e p < 0, respectivamente. Portanto, conceitualmente devemos dividir os graficos
dados nas figuras 5.3.2 € 5.3.3 em x = 0, devido as diferentes corre¢oes presentes nos dois dominios de
parametros, causadas pelas interagoes cruzadas.

As corregoes nos parametros de bifurcacdo y+ sdo dadas pelas raizes reais do seguinte polinémio
quartico:

A = —x* =234+ Tu)x®+3(2 - 11p2)x? +2(5 + 12u — 18u? — 52u3)x
(5.3.28)
+2(9 4 764 + 22812 + 26443 + 76u%).

Somente a raiz real positiva (negativa) de A = 0 é 1til se p > 0 (1 < 0), quando representa
o parametro de bifurcagao x4+ (p) (x—(r)). Nao vamos exibir a solu¢ao analitica para as raizes do
polinémio (5.3.28), devido & complexidade de sua dependéncia em p, que de nenhuma forma nos
possibilitaria melhor compreensao do problema. No entanto, podemos observar o comportamento de
X+ em funcgao de p na figura 5.3.4.

-035 -03 -025 -02 -015 -01 -0.05 0 0 0.2 0.4 06 0.8 1

1 u

Figura 5.3.4: Comportamento dos parametros de bifurcagdo x4+ com a taxa de colisdo cruzada pu.

Apesar de as colisoes cruzadas representarem um efeito de menor grandeza sobre a dindmica do
condensado em poco triplo, temos que pequenos valores de p podem alterar significantemente o regime
do sistema. Na figura 5.3.4 vemos que um pequeno intervalo de variagdo em p pode deslocar sensi-
velmente o pardmetro de bifurcacao, significando que muitas érbitas do sistema tiveram sua dindmica
profundamente alterada.
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Para x > 0, temos que |x4| cresce com o aumento de ||, indicando que acréscimo das interagoes
cruzadas ao tunelamento efetivo retarda a ocorréncia da bifurcacao dindmica. Ou seja, p favorece as
familias de trajetorias presentes antes da bifurcagao, ao passo que valores crescentes de x, associados
& intensidade da autocolisao, sao responsaveis pela existéncia dos regimes dindmicos provenientes da
bifurcagao.

De maneira distinta, observamos que |x—| diminui com o aumento de |u|, quando & e Q tém sinais
opostos. Ou seja, as colisoes cruzadas favorecem a bifurcagdo e o aparecimento de novos regimes
dindmicos na presenca de colisdes repulsivas. Também vemos que a variacgao relativa de y_ em fungao
de p < 0 € muito mais intensa que no caso de x4 para p > 0.

Entao, vamos entender a razao destas variagbes dindmicas mais intensas provocadas pelas coli-
soes cruzadas no regime de espalhamento repulsivo. Segundo a definigao (3.1.26’), observamos que o

tunelamento efetivo pode se anular quando € e A tém sinais opostos, visto que A = e2rkee >0

V=0 Q+2AN-1)=9Q(1+2u) =0 - p=—-. (5.3.29)

Portanto, o tunelamento efetivo se anula em p = —%, caso somente possivel quando Qx < 0. Esta
inequagao somente é satisfeita para bosons interagindo repulsivamente, pois as hipoteses do modelo
geralmente garantem que {2 < 0. Logo, a quase anulagao do tunelamento explica a variagdo brusca
de comportamento do sistema quando u se aproxima de —%. De maneira semelhante justificamos o
aparecimento precoce da bifurcacao para —% < u < 0, pois temos que || decresce neste intervalo,
favorecendo a autocolisdo e seus regimes dinamicos associados.

Na equagao (5.3.29), observamos que ' aumenta em uma unidade de € para cada meia unidade
de p > 0 acrescida ao sistema. Entao, concluimos novamente que os efeitos da colisao cruzada nao
devem ser ignorados, tendo em vista também a presenca bastante significativa do fator linear em N
na defini¢ao (5.3.21).

Resumimos os resultados desta subsecao na figura 5.3.5, onde exibimos o nimero de pontos de
equilibrio sobre cada uma das retas wq = we, w1 = 1, wy = 1, em funcdo dos parametros de colisdo
x € . Note que também mostramos os resultados nos quadrantes inacessiveis fisicamente, tais que
xi < 0, de modo a relacionar continuamente as solugdes nos quadrantes de interesse.

As retas tracejadas horizontais representam os valores de p onde as equagoes (5.3.24) e (5.3.26)
nao podem ser utilizadas corretamente, devido a presenga nos denominadores dos mondémios (1 + )
e (14 2u). Portanto, para estes valores da taxa de colisdo cruzada, devemos retornar as igualdades
(5.3.23) e (5.3.25).

Entretanto, observamos que para p = —1 (u = —%) obtemos apenas uma equacao cibica para
a localizagdo dos pontos fixos sobre a reta wq = wy (wg = 1), enquanto a equagao equivalente para
wy =1 (w1 = we) continua a apresentar comportamento quartico em wy. Este fato parece contradizer
a equivaléncia entre os pontos de equilibrio fornecidos pelas duas equacgoes, pois indica que o ntmero
méximo de raizes reais é diferente em cada uma delas.

No entanto, a aparente contradigao acontece porque os estados classicos com ocupagao média nula
no terceiro modo local nao possuem coordenadas finitas nas variaveis w; e wy. Portanto, a solucao
“oculta” sobre a reta w; = wg (we = 1) representa um ponto fixo com o terceiro pogo vazio, cujas
coordenadas divergem na parametrizacao utilizada do espaco de fase, ao passo que ponto de equilibrio
equivalente sobre we = 1 (w1 = wsy) apresenta a desocupagdo no primeiro modo, cujas coordenadas
sao finitas.

Resumindo, a equagao (5.3.23) exibe uma raiz real finita a mais que (5.3.25) quando p = —%, mas
esta situagao é invertida em p = —1. Porém, nao estudaremos mais profundamente este caso, que
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Figura 5.3.5: Diagrama indicando o ntimero de pontos de equilibrio em fungio dos parametros de colisdo sobre cada
uma das retas w1 = wz, w1 = 1, w2 = 1, considerando as varidveis w; e ws restritas aos reais. Os quadrantes onde
xit < 0 nao sdo acessiveis fisicamente, mas exibimos os resultados nestas regides em cores diferenciadas para relacionar
de maneira continua as solugdes nos quadrantes de interesse. A linha horizontal tracejada em pu = —1 (. = —0,5) indica
a regido onde a reta w1 = w2 (w1 =1 ou w2 = 1) apresenta uma solugado divergente.

geralmente ndo estara presente em nossas andlises do modelo devido a condigao || > |u|.

5.3.3 Estados de Vortice

Até agora consideramos apenas os pontos de equilibrio nos quais a parte imaginaria das variaveis
complexas w; e we eram nulas. Estes pontos, quando escritos nas variaveis de angulo e acao, tém em
comum que os angulos somente assumem os valores ¢1, g2 = 0,7, anulando imediatamente os senos
nas equagoes de movimento das populagoes J; e Jo.

Como vimos em (3.2.9), o operador de momento angular do condensado em torno do eixo de
simetria, que na deducao do modelo escolhemos como o eixo z do potencial de aprisionamento, é
proporcional a Js = J, 4+ Jy 4+ J,. A média deste operador em um estado coerente pode ser encontrada
por (4.2.12), utilizando as representagoes padroes dos geradores J; de (8.1.75):
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) 0 —1 1 w1
- 1 0 1

- (5.3.30)
— 1 * * * *
= TwiPHwa?+1 [(w] —w3) — (w1 — w2) + wiwy — wWiws]
- ____2N _ *
o |w1|2+|w2|2+1Irn(w1 wp + wiws).
Conseqlientemente, para nenhum dos pontos fixos encontrados anteriormente a média do momento
angular do condensado é diferente de zero:

(N; W] Jg| N5 W), weer = 0. (5.3.31)

Ja que o potencial de aprisionamento do condensado é efetivamente bidimensional®® esperamos
que, diferentemente do caso de poco duplo, existam estados de momento angular nao nulo, também
na aproximacao semi-classica. No entanto, os pontos de equilibrio associados as 6rbitas dotadas de
rotacdo do condensado devem ter parte imaginaria diferente de zero. Analisando cuidadosamente as
equagoes de movimento (5.2.2.c) e (5.2.2.d), vemos que para J; = Jy = % os pré-fatores de todos os
termos em seno de uma diferenga de fase entre condensados ficam idénticos e as equacoes de movimento

das populagoes se anulam identicamente se:

Sin((ﬁl — (Z)Q) = —sin (bl = sin (;52 — (f)1 = :i:2?7-r e ¢2 = :F%. (5332)

Os valores angulares :t%’r sao justamente os dngulos de rotagao do potencial de aprisionamento em
torno de seu eixo de simetria que deixam o sistema invariante. Entao, aproveitando as configuragoes
altamente simétricas do sistema, podemos encontrar os outros pontos fixos do problema. Retornando as
variaveis complexas, procuramos por pontos de equilibrio sob as condigoes |w1| = |wa]|, que corresponde
aos dois primeiros pocos com média populacional idéntica, e wi +ws+1 = 0, que anula identicamente o
termo de tunelamento nas equagoes de movimento provenientes de (5.2.5). Destas imposigoes, obtemos
imediatamente que:

1

w; =w; e Re(wi) =Re(ws) = ~3 (5.3.33)

Fazendo w; = wy = 0 nas equagbes de movimento (5.2.5), juntamente com as imposigoes adotadas
e os resultados de (5.3.33), chegamos na seguinte condigdo para pontos fixos:

(Jwi]? = D)(N = 1) {kwy — A[(1 — w])w} — (1 4 w)w]} = 0. (5.3.34)

A equacao anterior tem a solugdo simples |wi| = 1 que, juntamente com os resultados (5.3.33),
resulta no seguinte par de pontos fixos independentes dos pardmetros do sistema:

o o N
w1, = eiz%, Wy = G:FZ% — Jl = J2 = g, qbl =+—e ng = F—. (5.3.35)

Estes sao justamente os valores esperados da discussao anterior, onde anulamos identicamente as
equagoes para Ji e Jo fazendo a escolha de angulos (5.3.32).

5-Pois o potencial ¢ harménico simples na direcio do eixo de simetria da armadilha.
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Os estados coerentes com parametros dados em (5.3.35) podem ser obtidos do estado com wy =
wo = 1, que também possui alta simetria entre os condensados localizados, da aplicacdo do seguinte
operador de SU(3):

2 2
R <i;> — exp [ii;(%)l)} . (5.3.36)
Ou seja:
R(i%)||N, W, = Wy = ].> = eXp[ZlZZQ?ﬂ—('fll - ﬁ?)] Z m%;!ngﬁnl,n%n@
ni+na+nz=N
227\ 1 .o\ 2
- Z N 7L1+2"n3' (@iZT> (e:FZ?) ’n17n27n3> (5337)
ni1+ng+nz=

= ||N;w; = eii%ﬁ,wg = eii%ﬂ)

Lembrando que {Q1, P, J.} gera uma &algebra isomorfa a su(2), podemos associar os pontos fixos
de (5.3.35) a rotagdes do ponto w; = we = 1, também de equilibrio, pois sao relacionados pela simetria
de rotagao de %’r do potencial.

O momento angular médio do estado coerente parametrizado por (5.3.35) é calculado utilizando

(5.3.30):

(Js) _ sizp_, =+V3N. (5.3.38)

Ou seja, os estados de (5.3.35) s@o conhecidos na literatura como estados de vortice [FP03|, pois
representam excitagoes de rotagdo do condensado sobre o estado nao girante w; = wo = 1. Os estados
de vortice sao interessantes na analise da dindmica de rotagao no modelo, como veremos em capitulos
posteriores.

Agora que conhecemos todos os pontos de equilibrio, podemos calcular a energia total do sistema
em cada um deles, como uma funcao das taxas de colisdo. Desta maneira, podemos encontrar os pontos
de minimo e maximo global de H(w*, @). O comportamento do minimo global, ou estado fundamental
semiclassico, pode indicar transi¢oes de regime no sistema.

Na figura 5.3.6 temos o comportamento da Hamiltoniana de (5.1.7) calculada nos pontos fixos
em funcdo do pardmetro x e, por simplicidade, para 4 = 0. O estado w; = wy = 1 é o minimo
global para y < 2, acima deste valor os trés pontos de equilibrio da classe 4% se tornam os estados
fundamentais, como vemos em destaque na figura. Para x < 0 os pontos da classe 27 sdo os de maior
energia, enquanto os estados de vortice sdo méaximos na regido x > 0. Quando p # 0 esperamos
apenas um deslocamento do pardmetro de transigao xy = 2 (x = 0) para o minimo (méximo) global do
modelo. Estas conclusoes sao confirmadas na analise de estabilidade dos pontos de equilibrio, assunto
da préxima segao.

5.4 Andalise de Estabilidade

Linearizando as equagoes de movimento para w; e wg podemos analisar a dindmica do modelo na
vizinhanga de um ponto fixo. Simplificando a notagao, escrevemos:
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Figura 5.3.6: Energia total do sistema calculada nos pontos de equilibrio, desconsiderando as colisdes cruzadas por
simplicidade. A esquerda, para interacbes repulsivas, com x < 0, e & direita para atrativas, com y > 0. A denominacéo
“Pogo Vazio” é dada aos pontos de equilibrio que, para todos valores dos parametros, tém a populagdo média nula em
um dos pogos, parametrizados por w1 = —1 e w2 = 0 ou w1 = 0 e w2 = —1. As unidades sdo escolhidas tais que |Q| = 1.
Em destaque a direita, temos a regidao de pardmetros onde ha troca do estado fundamental, exatamente em y = 2.

—

@ = f(@*, @) (5.4.1)

onde W = (w1 wy)! e f: (fi fo)T. As funcgoes fi e fo sdo dadas por (5.2.5) e sua equagdo anéloga

para . Agora, expandimos (5.4.1) em séries de Taylor em torno do ponto fixo wy = (w) w9)T:

w; = fi(@o, ) + G| (@) + S| (@ — @) + O(|d — @)
=wo w=wo
, (5.4.2)
0 [3 0 7 * * — — . .
= Z {815; o (wk_w2)+ du{,t . (wk_ 2 )}+O(‘w_w02)7 i=1,2;
k=1 w=wo w=w

Note que tratamos wy e wjy como varidveis formalmente independentes, para k = 1,2. Logo,

—

calculando as derivadas de f(, "), temos um sistema linearizado do tipo:

W =2 Fy (00) (@ — @) + Fo (@) (0* — ). (5.4.3)

As matrizes Iy e Fy sdo definidas por:

. ofi
e [Fx(do)ly = 5, = ;
7l

W=1g

S _ 0fi
[F1 (o)]ij = Bw; |

iji=1,2. (5.4.4)

Analisamos a estabilidade dos pontos de equilibrio dividindo w em parte real e imaginéaria:
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w; = xj +1iy;, paraxj,y; € Rej=1,2. (5.4.5)
Também separamos F} e F5 em matrizes reais:
Fi(do) = g1(uo) + tha (),
g;j e hj matrizes reais, para j = 1,2. (5.4.6)
Fy(do) = ga(do) + iha(o);
Deste modo, utilizando (5.4.5) e (5.4.6), reescrevemos (5.4.2):

Z+iy = (g1 +ih)[(F - To) +i(F — Go)] + (g2 + iho)[(T — To) — i(§ — Fo)]

= [(g1 +92)(Z — To) + (=h1 + h2)(§ — Ho)| + i[(h1 + h2)(Z — To) + (91 — 92)(F — %o)]-
(5.4.7)

Observe que representamos as coordenadas do ponto fixo como Wy = Ty + %o, com Zo,Jo € R.
Podemos reescrever (5.4.7) em forma ainda mais compacta:
(i %)
W=ty -0

(f) ~ <91+92 —h1+h2>
7 hi+ha g1 —go

L[ T-7
= A(w0)< g_gg >

Os autovalores da matriz A classificam a estabilidade do ponto fixo wy. Como tratamos de um
sistema conservativo Hamiltoniano, temos apenas quatro possibilidades para os autovalores A de A
[dA95], descritos na tabela 5.4.1.

<y

(5.4.8)

Tabela 5.4.1: Possibilidades de autovalores da matriz A para um sistema Hamiltoniano.

I.  Valores nulos, A = 0.

II.  Pares de valores reais, A = +a para a € R.
III. Pares de valores puramente imaginagios, A = +i3 para 3 € R.
IV. Quartetos de valores complexos, A = +a + i para «, 3 € R.

O ponto fixo é estavel se todos autovalores de A(wy) sao do tipo III, caso contrario wy é instavel.

De acordo com (5.4.1), a fungao fi(w,w*) é encontrada em (5.2.5), enquanto fo(w,w*) é dada
pela mesma equagao permutando os indices 1 e 2. Contudo, vamos comegar novamente estudando o
caso mais simples, onde desprezamos os efeitos das colisdes cruzadas, fazendo A = 0 nas equacoes de
movimento. Comegamos reescrevendo a equagao (5.2.5°) e definindo as fungoes f e f5, nas quais as
interacoes cruzadas estao ausentes:

2 =%
Wy = —i [Q(l—wl)(w1+w2+1)+2w1/€(N—1)%%} = fild,w");
(5.4.9)
2_ - -
Wy = —i [9(1 — wa)(wy + wa + 1) + 2wak(N — I)M‘é”jﬁﬁ} = [, w").

Entéo, calculando as derivadas das fungoes f] e fj, encontramos as matrizes Fy (W) e Fa(w0):
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Q2w + ws) + oy ([ |+ 2Jwi | — Jwa? + 2Jw [2wa[? — 1)} ;

(Fn = —i{-

(Fe = =i

(P2 i { Gt
{-

2k(N— wy|?—1
(V1) (jwy| 2>w1w2}

01— w) ~ e (o~ D}
(5.4.10)

(Fy —1

(|w1|2+\W2\2+1)

Os elementos (F1)a2, (F1)21, (F2)22 € (F2)21 sao obtidos pela permutagao das variaveis w; e wy em
(F1)11, (F1)12, (F2)11 e (F2)12, respectivamente. Separando w; e F; em suas partes reais e imaginarias,
obtemos as matrizes:

o = —Q2y1 +y2) —Qy — %(ym — Y2T1) ]
1 = K(N 2 )
—Qyp — %( 2T1 — Y172) —Q(2y2 + 1)
(5.4.11)
4K(N—1)(|w2|?+2) 2K(N—1)(Jw1|*—1)
~ s e (192 + 231) Tt 202

Na grande maioria dos pontos de equilibrio encontrados nas segdes anteriores temos que w? e w9 sdo

reais, com excecao dos estados de vortice. Entao, a maior parte dos valores de wy em nosso problema
possui parte imaginéaria dada por y; = yo = 0. Como todos elementos de matriz de g; e go somente
possuem termos multiplos de y;, obtemos:

g1(Wp) = g2(wWp) = 0 para todo Wy, exceto os estados de vortice. (5.4.12)

Agora escrevemos os elementos das matrizes restantes h e hao, definidas em (5.4.6):

k(N—1

(hl)ll = 9(21'1 + .’132) — m

(lwr]* + 2fwi [ — |wa]? + 2Jw; *|ws]? — 1);

K(N=1)(Jw|?—
(hi)iz = Q21 —-1)+ %(Mm + y1y2);

(5.4.13)
K w: 2
(h2)11 = —W( —47);
K(N—=1)(Jw1|?—
(h2)12 = %(1‘15@ — Y1y2)-

Novamente, (h1)22, (h1)21, (h2)22 € (h2)21 sdo obtidos por permutagao dos indices 1 e 2 no lado
direito de (h1)11, (h1)12, (h2)11 € (h2)12, nesta ordem. Mais uma vez excluindo o caso dos estados de
vortice, reescrevemos as matrizes hi e ho com a substituicao y; = y = O:
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4 2_ 2 2.2 2_
1 — 2 2_q 2 419,202 179.2,2 4 5
(.’EQ - 1) + ?zm%li;éizlﬁ) (21‘2 + xl) - X(12+(é2+xf§1j‘1)21f2 )
(5.4.14)
o — Q —2xx3 (23 +2) 2xmi72(2? —1)
27 @itadtD? \ 2ywywa(as — 1) —2xa3(z}+2) -

Utilizando (5.4.12) e (5.4.14), podemos encontrar a matriz A(wy), definida em (5.4.8), para todos
os pontos de equilibrio reais do sistema. Comecando pelo o ponto fixo 17, cujas coordenadas sao
w1 = we = 1, obtemos:

0 0 27 0
Q 0 0 0 —27
A =wp=1)=75| , 12y 0 o o | (5.4.15)
0 2712y 0 0

que possui os seguintes autovalores de multiplicidade dois:

A = £|Q| /4y — 9. (5.4.16)

Ou seja, o ponto 17 ¢ instavel somente se y > %, caso contrério é estavel.

Outros pontos de equilibrio reais com localizagao independente dos parametros de colisdo sao os
estados de pogo vazio, cujas coordenadas sao (wy,wz) = (—1,0) e (w1, wz) = (0,—1). Devido a simetria
de rotacao do potencial de aprisionamento, esperamos encontrar autovalores idénticos para estas duas
possiveis escolhas de modo local desocupado. Portanto, sem perda de generalidade, exibimos a matriz
A parawy; = —1 e wy =0:

0 0 8 8
Q 0 0 4 4—4x
A(w; = —1,wy =0) = 7| —s—sy g 0 0 ; (5.4.17)
—4 —4+4x 0 0
cujos autovalores sao iguais a:
€2
A=+—\/—x2—2x—9+ —9)(x?—3x2—-5x—9). 5.4.18
V=20 04 V=90 -3~ 5y - 0) (54.18)

Observando que § = —x2? — 2y — 9 < 0 para todo x, ao passo que A = (x — 9)(x* —3x? —5x — 9)
é negativo apenas entre a = 1 + %\3/ 216 — 24+/57 + 21/ 9+T‘/ﬁ =~ 4,539 e b =9, chegamos as seguintes

conclusoes:
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real se x <0,
A = £VOI+VA puramente imaginario se x € (0,a] U [b, 00),
do tipo o + i3, com o, B € R — {0}, se x € (a, b); (5.4.19)

puramente imaginério se x € (—oo,a] U [b, 00),

+v6 — VA

Ao

do tipo a + i3, com «, B € R — {0}; se x € (a,b).

Logo, os estados de pogo vazio representam pontos fixos estéaveis para x € (0,a] U [b,o0), caso
contrario o equilibrio é instavel.

Agora consideremos a estabilidade dos pontos de equilibrio pertencentes as classes 2%, 3% e 4%,
discutidas nas tabelas 5.3.1 e 5.3.2. Lembrando que os trés pontos fixos relativos a cada uma destas
trés classes sdo equivalentes, devido novamente & simetria de rotagao da armadilha bosdnica, podemos
tratar apenas um dos pontos em cada classe e estender o resultado a todo conjunto. Por simplicidade,
vamos estudar a estabilidade dos pontos sobre a reta w; = ws, com as varidveis w; restritas aos reais,
e por simetria obtemos facilmente os resultados para os pontos sobre as retas w; =1 e wg = 1.

Considerando wy = w9 € R, temos que os blocos g1 + g2 € g1 — g2 da matriz A sdo novamente
nulos, enquanto os blocos B = hy — hy ¢ C = h; + he tornam-se simétricos, como podemos ver em
(5.4.14). Devido a forma de blocos de A, também podemos utilizar a seguinte identidade matemética
para facilitar os calculos de seus autovalores nos pontos fixos dependentes das taxas de colisdo:

det(A— ) = det(BC — \?)
(5.4.20)
= M- (blcl + 2bc + b262))\2 + (blbzclcg — b16202 — b20162 + 6202).

Devemos advertir que a primeira equagao de (5.4.20) também vale se B e C' nao sao blocos simé-
tricos. Ja na segunda igualdade utilizamos a notagao:

/(0 B (b b (a ¢
e (08) s (B ) een(n ) sz

Ent&o, os autovalores de A s@o raizes de uma equagao biquadrada de coeficientes reais, como
podemos ver substituindo os resultados de (5.4.14) em (5.4.20). Neste caso fica evidente que —\ e A*
também sao autovalores, se A é uma das raizes de (5.4.20), recuperando os resultados da tabela 5.4.1.

Tendo em vista que os autovalores de A sdo raizes quadradas dos dois autovalores A> de BC,
podemos determinar facilmente a estabilidade dos pontos fixos calculando somente autovalores de
matrizes 2 x 2. Ainda mais, facilitamos os critérios de classificacao, pois o ponto de equilibrio é estével
apenas se ambos autovalores A% sdo reais negativos, caso contrario é instavel.

Entéo, calculando os autovalores de BC' para os pontos fixos dos tipos 2%, 3% e 4%, usando como
prototipo os pontos sobre a reta wy; = wy € R, obtemos os resultados da tabela 5.4.2.

EFm xy = % acontece o fenomeno de coalescéncia dos pontos de equilibrio 17 e 37; ou seja, as
coordenadas dos trés pontos fixos da classe 37 se igualam a w; = ws = 1 neste valor da taxa de

autocolisdo, onde observamos também que A?(3%) = A2(3%) = 0. Comparando este resultado & anélise
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Tabela 5.4.2: Estabilidade dos pontos de equilibrio das classes 2%, 3% e 4%, cuja localizacdo é depen-
dente das taxas de colisao bosoénicas.

x>0 x <0
Classe ‘ Sinais de A2 ‘ Equilibrio | Classe ‘ Sinais de \? ‘ Equilibrio
27 [ M >0e) <0 Instavel 2 M <0e);5<0| Estavel
3" A1 >0eA <0 Instavel 37 [ AI>0e)X;<0| Instavel
47 AP <0e)X3<0| Estavel 47 | XM <0eX3<0| Estavel

de estabilidade de 17, vemos que este ponto “absorve” a instabilidade de 37 quando suas localizacoes
se encontram no espago de fase.

Falta apenas a analise de estabilidade dos estados de vortice, que possuem coordenadas wy com-
plexas. Logo, nao podemos zerar as partes imaginarias y; nos blocos de A e devemos retornar as
expressoes completas das matrizes g; e h;, encontradas em (5.4.11) e (5.4.13). No entanto, ainda po-
demos simplificar a forma destas matrizes, fazendo |wi| = |we| =1, 21 =23 =x ey = —ys = y, de
maneira a obter:

—y + e —y — 3 — M 1— 2
_ Axay 1_ _ 2@y’
A=Q yy L N 3 3 . (5.4.22)
3 — 2x(z 3y +1) r—1 —y— 4)(39:3/ —y
r—1 3r — w y Y+ 4X3ﬂ
Para as coordenadas dos estados de vortice, devemos substituir os valores x = —% ey = :l:@ em

(5.4.22). Entao, independentemente da escolha de sinal para y, adquirimos os seguintes autovalores de
A:

2
9]

A2 = % (—9 A +3,9F 8X> . (5.4.23)

A raiz /9 + 8x em (5.4.23) é real se Y > —2, ao passo que o termo externo —(9 + 4x) é positivo
se x < f% Logo, a parte externa é negativa no intervalo de parametros onde a raiz é real. Entao,
observamos que A% sempre fornece dois pares de autovalores imaginarios puros quando /9 + 8 é real,
exceto em x = 0, pois neste valor da taxa de autocolisdo temos que Ay = 0. Portanto, os estados de
vortice sao estaveis somente para x > —%, excluindo x = 0.

5.4.1 Estabilidade na Presenga de Colisoes Cruzadas

Devemos agora acrescentar o efeito das colisdes cruzadas na caracterizacao da estabilidade, mas
novamente utilizando valores do paridmetro p bastante inferiores a 7, preservando as hipdteses do
modelo. Deste modo nao esperamos que as interagoes cruzadas alterem drasticamente os resultados ja
conhecidos para a estabilidade dos pontos de equilibrio em funcao da taxa de autocolisdo. Prevemos
apenas um deslocamento dos pardmetros criticos de transicao de carater de estabilidade, devido a
alteragao significante da freqiiéncia efetiva de tunelamento causada pela taxa u.

Retornando & equagao de movimento (5.2.5), separamos os termos referentes a dinamica de colisao
cruzada, inclusive aquele presente no tunelamento efetivo, definido em (3.1.26’):
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2xwi (|wi[2—1)

w = —if) {(1 —wi)(wy +wa+ 1)+ [wi [2+|w2[241

9 [(1—w1)w;(w1+w2+w1w2)—(1+w1)w2(|w1|2—1)—(1—w1)(w1+w2+1)(|w1|2+\w2|2+1)]} (5.4.24)
H w: [P+ [waP+1

= fl(u_;’w*) f{(ﬂ)‘,ﬂ)‘*)—{—f{/(iﬂ,@’*)

Lembramos que a equagao analoga para ws é obtida pela permutagao dos dois indices em (5.4.24).
Entao, basta acrescentar as matrizes A(wp) ja calculadas os termos dependentes de p provenientes das
derivadas de f/'(w,w*), para a determinacao da estabilidade com a incluséo de interagoes cruzadas.

As novas expressoes obtidas considerando colisdes cruzadas sao significantemente maiores que as
anteriores, de maneira que escrevé-las aqui nao acrescentaria muito & discussao. Considerando os
pontos de equilibrio sobre a reta wi; = wo € R, podemos escrever féormulas relativamente sucintas para
tratar da estabilidade das classes 1%, 2%, 3% ¢ 4% pois a matriz A assume novamente a forma de
blocos mostrada em (5.4.21), com os elementos de B e C' dados por:

+ —ow =+ wi+1)—
l _ &2(1—’[1]])( +2’l,U] (u,(w]— )+w ))‘
2’!1)2]—‘,- ’

(5.4.25)
(=2p43(1+p)wi) Qwi+1)? +x(2—6w3 —8wi)+u(2+w: (T—2wi (2+w1)))
(2wi+1)2 ’

cqg = c = 9

0 (w1—1)(1+4w%(1+x(1+w1)+w%))+2uw1(—5+w1(1+2(w1—1)w1)) ‘

(Qui+1)?
Substituindo w; = wy = 1 em (5.4.25), para o tnico ponto fixo da classe 1756, encontramos na
matriz BC apenas um autovalor A2 de dupla multiplicidade:
9 1
A= -(B34+4p)(4x — 9 —4p). (5.4.26)

3

De acordo com a condigao || < |x|, nas analises posteriores do modelo utilizaremos apenas valores
das taxas de colisao tais que p > —%. Considerando esta restricdo sobre a taxa de colisdo cruzada,
temos que o ponto fixo 1T & estavel se:

9
X<7 + p. (5.4.27)

Ou seja, o parametro de autocolisao critico para a mudanca do carater de estabilidade do ponto de
equilibrio sofre um pequeno deslocamento linear em u. Lembrando que os sinais das taxas de colisao
nao sao independentes, observamos que o intervalo de x para 11 estavel cresce com o efeito das colisoes

. . o o~ 9
cruzadas, quando x, i > 0. No espalhamento repulsivo nada se altera, pois a condigao 7+ > 0 sempre
é satisfeita em nosso dominio de interesse, explorado no proximo capitulo.

56Denominamos por 11 o ponto de equilibrio de coordenadas w; = w2 = 1 no regime de espalhamento atrativo. A
classe 17 representa o ponto fixo de mesmas coordenadas, mas no sistema fisicamente distinto de colisbes bosoénicas
repulsivas.
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Os resultados da tabela 5.4.2, referentes as classes de pontos fixos 3% e 4%, ndo séo alterados pela
presenca de interacdes cruzadas. Portanto, o ramo 3% (4%) da bifurcacio dinamica permanece instével
(estéavel), mas o dominio de parametros onde estes pontos de equilibrio existem é modificado pelo
deslocamento dos valores criticos x4+ (u), descrito na segao 5.3.2.

Considerando as colisoes cruzadas, observamos que a coalescéncia dos pontos pertinentes as classes
1" e 37 passa a ocorrer em x = % + i, exatamente o mesmo valor da taxa de autocolisdao onde 1
torna-se instavel.

Anteriormente encontramos que os pontos fixos 2% (27) sdo instéveis (estaveis) para x > 0 (x < 0),
mas este comportamento é alterado de modo pouco trivial na presenca de colisoes cruzadas. Quando
u # 0, observamos que o parametro critico responsavel pelo carater de estabilidade das classes 27,
que denominamos xo+(p), é deslocado de zero. Lembrando que devemos tratar deste deslocamento
separadamente nos regimes y,u > 0 e x, u < 0, obtemos em ambos o0s casos que os pontos fixos sao
instéaveis (estaveis) quando x > xo+ (1) (x < x2+(1)). A dependéncia de xo+ em p nao é simples, por
este motivo exibimos o resultado apenas graficamente na figura 5.4.1.

6f pZ

ol I e
+ /

09l Lx(1L) ] 7 Instavel / Ao()

X Instavel X

20 / 1
-0.5¢ e ) 1 // Estavel

/ Estavel " - |
06 i 7

03 025 02 015 01 005 o0 D 02 04 06 0.8 1

u u

Figura 5.4.1: Deslocamento do parametro critico o+ com a adigdo das colisdes cruzadas. Neste valor critico temos a
alteragdo do comportamento de estabilidade dos pontos de equilibrio denotados por 2~ (& esquerda) e 2% (& direita).

Vemos na figura 5.4.1 que o deslocamento é bastante significativo para xy > 0, onde a colisao
cruzada cria uma regiao na qual 2% & estéavel. No espalhamento repulsivo, os efeitos provocados por
1 # 0 geram um dominio do pardmetro x onde 2~ é instéavel.

Resta apenas analisar a presenca das colisoes cruzadas na estabilidade dos estados de voértice e
pogo vazio, para os quais nao podemos utilizar as mesmas simplificagoes encontradas em (5.4.25), pois
a matriz A(wy) nao é simétrica nestes dois conjuntos de pontos fixos

Primeiramente, retornamos ao estudo de estabilidade dos estados de vortice, que possuem coor-
denadas wy e wy com parte imaginaria nao nula. Calculando a matriz A em w; = w3 = —% + i@,
obtemos:
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?ﬁp@(f%%) 1(73+47§) n+ (3 +x) 3 +ap
a_q| FCErH) =EE(Fr) 3+ ap it (34 5,08
“Sut(-3-%) - FeE(Pon) F(PrdEe) |0
5~ 4n St (3-%) =(Prde) =heE(F %)

cujos autovalores A, independentemente da escolha de sinal, sdo dados por:

2
A2 = sg| (—104u2 —160(6 +x) — 3(9 +4x) £ v/3(3 + 4u) (3 + 8u)2(9 + 4p + 8x)> . (5.4.29)

Novamente restringindo nosso interesse a p > —%, temos que os valores de A2 sdo ambos reais
negativos se:

x> -2 == ). (5.4.30)

Logo, obtemos um novo deslocamento linear de um pardmetro critico em fungao de pu. Também

vemos que os estados de vortice s@o estéveis somente quando x > x, (i), exceto sobre a curva x =
9 6+11p

3+4p
cruzadas, ao passo que a regiao estavel dos estados de vortice para x < 0 é diminuida com |u| crescente.

,onde Ay = 0. Entao, temos que o comportamento para y > 0 nao foi alterado pelas colisoes

Na figura 5.4.2 construimos um diagrama de estabilidade para os estados de voértice, no intuito
de simplificar a visualizagdo dos resultados anteriores. Note que também incluimos regides onde p <
—%, que nao utilizaremos em nossas futuras anélises do modelo. Também exibimos os quadrantes
fisicamente inacessiveis, onde yu < 0, de maneira a relacionar continuamente a estabilidade nos outros
quadrantes.

Por fim, vamos discutir as mudancas provocadas pela colisao cruzada no par de pontos fixos equiva-
lentes de poco vazio. Sem perda de generalidade, podemos estudar a estabilidade de apenas um destes
pontos e estender os resultados ao outro, devido & simetria de rotagao do potencial de aprisionamento.

Entdo, escolhendo (w9, w9) = (—1,0), obtemos a seguinte matriz:

0 0 21 +2u)  2(1+ p)

0 0 1+p 1+4p—x
A=Q 5.4.31
—2(1+2pu+x) —2(1+3p) 0 0 ’ ( )

—1—-3u x—4p—1 0 0
Os autovalores de A(w} = —1,w) = 0) sdo dados por:
2
A= B9+ 4p(10 + 1) + x(2+ X))

(5.4.32)

+£/(9+ 160 — x) (9 + 1283 — 82 (x — 19) + x(5 — x(x — 3)) + 16p(4 + x + XQ))} :
Comparado aos casos anteriores, o comportamento do sinal de (5.4.32) é bastante complexo. Por-

tanto, resumimos os resultados na figura 5.4.3, onde exibimos o diagrama de estabilidade dos pontos
fixos de pogo vazio em funcao dos pardmetros reduzidos de colisao.
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M Estavel
W |nstavel

Figura 5.4.2: Diagrama de estabilidade dos pontos fixos de vortice em funcio dos parametros reduzidos de colisdo. Os
quadrantes onde xp < 0 nfo sdo acessiveis fisicamente, mas nestas regioes exibimos os resultados em cores diferenciadas,
de maneira a relacionar continuamente o comportamento de estabilidade nos quadrantes onde xu > 0.

Figura 5.4.3: Diagrama de estabilidade dos pontos fixos de poco vazio em fungio dos parametros reduzidos de colis@o.
Os quadrantes onde xu < 0 ndo sdo acessiveis fisicamente, mas mostramos os resultados mateméticos nestas regioes em
cores diferenciadas, de maneira a relacionar continuamente a estabilidade nos quadrantes de interesse.
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Note que também mostramos os resultados nos quadrantes inacessiveis fisicamente, onde yu < 0.
Deste modo, relacionamos continuamente o comportamento de estabilidade nos quadrantes de interesse.

Diferentemente da situacdo em que consideramos somente as autocolisdes, vemos que as colisoes
cruzadas no regime de espalhamento repulsivo possibilitam a existéncia de regioes no espago de para-
metros onde os estados de poco vazio sao pontos de equilibrio estavel.

Em (5.4.32), observamos que os autovalores A_ nao possuem zeros reais, mas a equagdo Ay = 0
possui duas raizes reais:

X1 = M
(5.4.33)
_ 4+
X2 = Mz,
Temos que os estados de poco vazio sao pontos fixos instaveis sobre as curvas i € x2 no espaco de
pardmetros de colisdo, como mostrado no grafico 5.4.3.
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CAPITULO O

Analise do Modelo

Grande parte dos resultados de nosso trabalho, principalmente aqueles dependentes de resolugao
numeérica ou apresentagao grafica, estao reunidos neste capitulo. Por simplicidade, dividimos a anélise
dos regimes populacionais do modelo em trés grandes partes, associadas as diferentes classes de pontos
de equilibrio presentes no sistema.

Primeiramente, na se¢ao 6.1 estudamos os pontos fixos de localizagao restrita aos reais sobre as
retas wq; = wy, w1 = 1 e wo = 1. Todos estes pontos de equilibrio tém em comum a presenca de
dois modos locais igualmente populados e em fase, que denominamos condensados gémeos. Neste
caso podemos recuperar muitos dos resultados do modelo de dois modos, pois é possivel identificar um
subregime integravel, cujo subespaco de fase é novamente a esfera de Bloch.

Portanto, reaproveitamos as representacoes classicas e quanticas provenientes dos estados coerentes
de SU(2), ja encontrados na se¢ao 2.1. Também reencontramos os regimes dindmicos de oscilag¢ao
Josephson e auto-aprisionamento macroscopico, nos quais novamente analisamos os efeitos das colisoes
cruzadas.

Todos resultados semiclassicos sao comparados aos calculos quénticos exatos de mesmas condi-
¢oes iniciais, desta maneira buscamos a origem da quebra de correspondéncia classico-quantica, que
quantificamos utilizando a pureza generalizada como medida de decoeréncia®!.

Na secao 6.2 examinamos pela primeira vez um regime populacional inteiramente novo, quando
comparado aos resultados da secdo 2.1. A dinamica associada aos estados de poco vazio é discutida
para varios valores dos parametros de colisao, de modo a relacionar os possiveis comportamentos de
estabilidade destes pontos fixos aos célculos populacionais classicos e quanticos. Também observamos
a presenca de Orbitas cadticas no espaco de fase, que representa outra nova caracteristica do modelo
de trés modos.

Utilizando os estados coerentes de SU(3), na segdo 6.3 desenvolvemos representacoes de estados
quénticos sobre o espaco de fase generalizado. Entretanto, separamos as distribui¢oes quanticas nos
subespagos configuracional e populacional, devido & impossibilidade de visualizar fungdes sobre um
espaco quadridimensional. Definimos também a funcao semiclassica de fase, que representa uma dis-
tribui¢ao probabilistica das variaveis angulares do modelo [PB97, BP86|.

6-1Utilizamos o termo decoeréncia como sinénimo de perda de pureza generalizada ou coeréncia. A pureza generalizada
pode ser escrita como o trago Psy3)(p) = Tr(p§u<3)), resultado mostrado na secdo 8.2, justificando o uso da palavra
decoeréncia para o operador densidade ps.,(3), reduzido na algebra.
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Finalmente, consideramos a dindmica proxima aos estados de vortice na se¢ao 6.5. Como ja dis-
cutido, estes pontos de equilibrio sao os tnicos do sistema que nao apresentam coordenadas reais
nas variaveis wi e we. Portanto, mostramos que configuragoes de rotagdo do condensado podem ser
encontradas no regime dindmico associado a estes pontos fixos.

Além do estudo da dindmica populacional do condensado em trés pogos, na secao 6.6 examinamos
também os varios aspectos da transicao de fase quéntica presente no modelo para colisdes bosonicas
atrativas [SGCS97|. Utilizando as representagoes sobre o espago de fase, exibimos uma “fragmentagao”
do estado fundamental para autocolisdo crescente, desconsiderando momentaneamente as interacoes
cruzadas. Também mostramos que a pureza generalizada “sinaliza” a ocorréncia da transicao para
ntmero finito de particulas aprisionadas.

Os ultimos resultados de nosso trabalho, apresentados na subsecao 6.6.1, relacionam os diferentes
regimes dindmicos populacionais estudados aos estados estacionarios do modelo. Por fim, reexamina-
mos a transicao de fase no espectro de auto-energias do sistema.

6.1 DinAmica de Condensados Gémeos

Como vimos no capitulo anterior, a maioria dos pontos de equilibrio do sistema estdo contidos no
plano onde as varidveis wi e ws estao restritas aos reais, mais especificamente sobre as retas wy = wa,
w; = 1 e wg = 1 deste plano. Estas condigoes excluem apenas os estados de vértice e o par de pontos
fixos de poco vazio (wy,wz) = (—1,0) e (w1, w2) = (0,—1).

As retas w1 = wo, w1 = 1 e wy = 1 correspondem todas & situagao onde dois pogos tém a mesma
populagao média, como podemos ver nas relagoes de transformagao (5.2.7). Temos também que as
condigbes wy; = wg, w; = 1 e we = 1 correspondem respectivamente a J; = Jy com ¢1, ¢ = 0,7,
Ji=N—-—Ji—Jocom ¢ =0, =0,mre Jo=N—J, —Jy com ¢1 = 0,7, ¢po = 0, sempre mantendo
wy € Wy restritos aos reais.

Podemos relaxar estas condigoes, que restringem o espago de fase quadridimensional a um subespaco
unidimensional, conservando as condi¢oes sobre a igualdade de duas populac¢des, mas permitindo que
uma das fases ¢; percorra independentemente todo seu dominio, assim restringindo o espaco de fase a
um subespago apenas bidimensional, das seguintes formas:

w] = wa, Wi,W2 € C—J = Jo, (251 = ¢2 € [0,27‘1’); (6.1.1.&)
wi =1, wo €C—J1=N-—J —Jo, p1 =0, ¢ € [O,QW); (6.1.1.b)
we =1, wy € C—Jyo=N-J — Jo, o =0, ¢ € [0,27‘(). (6.1.1.(})

Em palavras, estas condigoes correspondem a:
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Primeiro e segundo pogos em fase e com mesma populagao; (6.1.1.a%)
Primeiro e terceiro pogos em fase e com mesma populagao; (6.1.1.b")
Segundo e terceiro pogos em fase e com mesma populagao. (6.1.1.c7)

Devido a simetria de rotagao do potencial de aprisionamento, que torna os trés pogos dinamicamente
equivalentes, temos que as trés condi¢oes acima sao também equivalentes e representam dois pogos
preenchidos por condensados em estados classicos completamente idénticos, caracterizados pela mesma
fase e ocupagao média, deixando o sistema com apenas duas coordenadas livres, representadas pelo
balanco de populagao e a diferenca de fase entre os dois pogos de estados idénticos e o pogo “distinto”
ou “solitario”.

Denominamos as restrigdes (6.1.1.a”)-(6.1.1.c’) de condigées de pogos gémeos, por motivos
Obvios. Agora, vamos analisar a imposicao destas condi¢Ges as equagoes de movimento dadas em
(5.2.5), que reescrevemos aqui por conveniéncia:

. . 21
w = -1 {Q’(l—wl)(wl+w2+1)+2w1R(N—1)W|;U_HW
(6.1.2.a)
[(1—w1)w} (w1 +wa+wiws) — (14w wa (jwi [P =1)] | .
_2A(N — 1) T |zul\21+|12¢12\2+1 D }a
. . 21
Wy = —i {Q’(l — wa)(wy +wa + 1) + 2wak(N — I)MW
(6.1.2.b)

—wo ) w* (w1 +wa+wiws ) —(14+w2)wi (|wa]|2—
—2A(N—1)[(1 2w} (wi+ ﬁu-lF‘Qir'i)QP(}r-lF 2)wi (Jwa| 1)}}‘

Impondo a restrigao (6.1.1.a) com w; = wy = w nas equagoes (6.1.2.a) e (6.1.2.b), vemos que
elas se tornam idénticas, ficando claro que, dada uma condicao inicial tal que w; = wy em t = tg, a
dindmica do modelo conserva esta condicao para todo t. Em outras palavras, o sistema evolui dentro
do subespago w1 = ws, se ele comega la. A equagdo de movimento neste subespaco é dada por:

W = —i{ Q- w)@w+ 1)+ 20V - D

(6.1.3.2)

[(A—w)w* Qw+w?)— (A +w)w(|w[*~1)]
—2A(N — 1) el b
Se, em vez de (6.1.1.a), impusermos (6.1.1.b) [(6.1.1.c)] com w;[ws] = 1 e wa|w1] = w, temos que
a equacao (6.1.2.a) [(6.1.2.b)] se anula identicamente, mostrando novamente que a dindmica conserva
a condic¢ao de pogo gémeo. Neste caso, a equagao (6.1.2.b) [(6.1.2.a)] toma a forma:

b= =i {901 w)(w+2) + 20s(N - 1)L

(6.1.3.b)

—2A(N — 1) (=t (nPon ]
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Entao, se o sistema se encontra em ¢ = ¢y no subespago bidimensional dado por wi[ws] = 1, sua
evolugao é naturalmente restrita a este subespaco para todo t.

Logo, vemos que as equacOes de movimento (6.1.2.a) e (6.1.2.b) sao tais que se os condensados
localizados em dois pocgos distintos tém mesma populagdo e fase em um ponto da trajetoria, entao
durante toda a 6rbita classica do sistema estes dois condensados permanecem em estados idénticos.

Ainda mais, para condensados gémeos obtemos um sistema com espaco de fase efetivamente bi-
dimensional; ou seja, um problema classico de apenas um grau de liberdade descrito por uma tnica
equagao diferencial para w € C. Como tratamos de um sistema conservativo, a energia é uma cons-
tante de movimento, entao a dinamica de condensados gémeos constitui um subregime integravel do
problema geral em poco triplo.

Entao, vamos analisar detalhadamente o problema de condensados gémeos, tendo em vista que os
dois condensados idénticos acoplados podem ser encarados como um tinico condensado espacialmente
distribuido em dois pocos do potencial, acoplado a outro condensado em um terceiro poco, de maneira
que este sistema se assemelha bastante ao modelo de um condensado em poco duplo, notando que
ambos sao sistemas classicos de um grau de liberdade efetivo e integraveis.

Como as equagoes (6.1.3.a) e (6.1.3.b) sao equivalentes, mais uma vez devido a equivaléncia di-
namica dos trés pocos do potencial de aprisionamento, podemos estudar apenas uma e estender os
resultados a outra. Por conveniéncia, vamos trabalhar apenas com (6.1.3.a) daqui em diante.

A evolugao do sistema é melhor visualizada nas varidveis canonicas de angulo e acdo, que tém a
interpretagao imediata de diferenga de fase dos condensados e populagées médias, respectivamente. No
caso (6.1.1.a), com w; = wy = w, as transformagoes (5.2.7) assumem a forma:

’LU2
Ji= Jo = s
(6.1.4)
¢1 = ¢o = —arctan (g‘%w”)

Conhecendo J; = Ja, sabemos que a populacao do terceiro pogo é N — 2J;, enquanto ¢1 = ¢ é a
diferenga de fase entre os condensados gémeos e o terceiro condensado.

Exploramos ainda mais as semelhangas entre o sistema de condensados gémeos e o condensado em
pogo duplo, verificando o estado coerente que representa o sistema com w; = wo. A fim de comparacao,
reescrevemos aqui os estados coerentes normalizados associados as representagoes simétricas de SU(3)
e a SU(2), no qual todas representagdes sao simétricas por permutagao de particulas em problemas de
muitos bésons.

N! wlwk
INs@) = Y e 12 ik, N —j - k); (6.1.5)
o<y VIRUN =3 = R) (jwy]2 + ws)? + 1) 2

L (2J)! AR
‘J’T>_M§J T+ a0 — ) (P 17 M (6.1.6)

Em (6.1.6), |J, M) sao os conhecidos estados da base de momento angular bem definido, associados
a representagao indexada por J de SU(2) e com autovalor M no operador J.,. Utilizando a teoria de
pseudo-spin de Schwinger [Sch65], podemos reescrever estes estados na base de Fock e os operadores

120



Capitulo 6: Anélise do Modelo 6.1 Dindmica de Condensados Gémeos

geradores de SU(2) em termos de operadores de cria¢ao e aniquila¢do bosonicos nos modos locais do
modelo de poco triplo:

ny+ne nyp—ne

|J, M) = | 5 T 3 ) —  |niyne) =|J+M,J— M); (6.1.7)
T T T T T T
a1a1] — Asa2 aias + asaq P G501 — QG2 J

Aqui Jy, Jj, J. sdo os conhecidos geradores de SU(2). Ja a]; (a1) e ag (a2) sao os operadores de

criagdo (aniquilagao) nos dois primeiros modos locais do condensado em pogo triplo e Q1, P2 e J, s@o
trés dos geradores de SU(3) que formam uma subalgebra isomorfa a su(2). Ainda lembrando, n; e ng
sao as populacoes dos dois primeiros pocos, autovalores de n, = aJ{al e g = CL;CLQ, respectivamente,
com auto-estados estados simultaneos |ny, no).

Fazendo wy = wy = w em (6.1.5), para a condigdo de pogos gémeos, e T = tan ge_id’ =1(0=7Fe
¢ =0) em (6.1.6), temos:

; W1 w9 w N ; ], K, ] 5 1.5

1 < 2.7)!
J;m=1) = QJMZ;J\/(JJFM(W?]— M)!|J, M). (6.1.6")

A condigdo 7 = 1 entre dois condensados descritos por (6.1.6") significa que eles estdo em fase,
¢ = 0, e com mesma populagdo. Notamos isto reescrevendo |J;7 = 1) com a ajuda de (6.1.7):

1 N
“],T = 1> = Z | "’I’Ll,n2>; (619>
277 1t N nin9:

. . o~ ’ — ~ L L, .
onde usamos as substituigoes J = % = NT e M = =572, Entao, ¢ facil ver que:

N _ ~ L _ 1 N'!
<7,T— 1‘711’7,7'— > = N n/+nZ/_N, nl+§_N/ \/mnlénhn’lénmné
1Ty = =
6.1.10
1 N’ N’ N'. A |N. ( )
N L T (37 = Ung[ 7 =1).
ni4+no=N'—

Logo, o estado |J;7 = 1) é o esperado para os dois primeiros modos em (6.1.57). Isto fica ainda
mais claro se fazemos neste a substituicdo de indices j=J+ M e k=J — M:

N J
. _ _ S / N! w2/ > (2J)!
N3 = 1wz = w) = 2o V N=2DIEDY o) )12 , V TR, |J +M,J —M,N —2J). (6‘1-5”)

~
+1)2 M=-

Usando (6.1.7) e (6.1.6”), podemos reescrever (6.1.5”) ainda como:
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N 2J J )
Niw, =ws =w) = "t w BN 7MY N —2J
| 1 2 ) gJZ::o (N=2DICI (g j241) % M;_J (J+M)!(J—M)! | =3 )

N! (2w2)
i T=1)Q®|N-2J
(N=2DICT)! (g2 1) ¥ v |J; ) ® )-

(6.1.57)

Il
M=
o

2

Logo, vemos que o estado coerente |N;w; = we) é uma superposicao de estados coerentes de SU (2)
nas representacoes com 2.J = N/ = 0,1, ..., N para os condensados localizados nos dois primeiros pocos
com mesma populacao e em fase. Entao, podemos encarar o sistema como bipartite, onde o primeiro
subsistema é um estado coerente de parametro fixo 7 = 1 em (N + 1) possiveis representagoes, com N’
indicando o ntimero de particulas no estado coerente de SU(2), e o segundo subsistema ¢ um estado
de ntimero de particulas bem definido, com o restante das particulas do sistema completo.

Agora fazemos uma nova mudanca de indices, com N = 2J' ¢ 2J = J' + M’, além de reescalar a
variavel w, fazendo 7/ = v/2w em (6.1.5""):

J’

Y 7_/J’JrM’ ’
IN;wy = wy = w) = M; , T e | ER T = D e | - M), (6.1.57)

Comparando (6.1.5'") com (6.1.6) e (6.1.7), temos:

1J'+M'

2J")! T
N' = = = /. (
| ; W1 w2 w> |=]a Z J'+M’) (J/ _ M’)! (1 + ’T/P)J’

|J, M. (6.1.11)
Ou seja, o estado coerente de condensados gémeos em SU(3) é um estado coerente de SU(2) de
parametro:

2T :
7 =V2w = N—igjle_m; (6.1.12)

cujo valor absoluto é a raiz quadrada da populacao dos condensados gémeos dividida pela populacao
do terceiro pogo, ao passo que sua fase é a diferenca de fase também entre os gémeos e o condensado
solitario. Os estados |J/, M), para J' fixo, formam agora a base de um espago que carrega uma
representagao irredutivel se SU(2) e diagonalizam simultaneamente os operadores de namero total de
particulas N, com autovalores N = 2.J’, e de balango de populagao J. entre os condensados gémeos e
o modo solitario, este operador possui autovalores M’ = 2”1%”3 =-J,-J+1,...,J -1,J.

NI, M"Yy = (ala) + alag + alas)|J, My = 20|, M');
. (6.1.13)
J!’J/,M’> _ (aia1+a;2a2)—ag;a3 ’J’,M’> _ M”J’,M’>.

Lembrando que ag (as3) € o operador de criagao (aniquila¢ao) de uma particula localizada no terceiro

poco do potencial de aprisionamento.

O espago de fase generalizado para os estados coerentes de SU(2) é topologicamente equivalente a
S2 a superficie esférica em trés dimensdes, parametrizada naturalmente por dois angulos 6’ € [0, 7l
e ¢1 € [0,27). Estes podem ser vistos como os angulos usuais das coordenadas esféricas, exceto que,
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por conveniéncia, tomamos a origem de €’ no poélo sul ou no semi-eixo z negativo. Considerando uma
esfera de raio unitario, dizemos que estes angulos parametrizam a esfera de Bloch [ACGT72]:

/

o .
7’ = tan 5@*“?1. (6.1.14)

A componente z de um ponto sobre a esfera representa o balanco semiclassico de populagao, pois
(J'sr' | T2 ) 4(h1)—N ’ T
podemos mostrar que 7 = ——y— = —cost = I, enquanto as componentes z e y indicam

a diferenca de fase entre o condensado gémeos e o terceiro modo, por meio do angulo ¢.

Poderiamos ter previsto que I, e ¢; parametrizam a superficie esférica S?, apenas analisando os
estados classicos limitrofes. Em ¢1 = 0 e ¢1 = 27, independentemente do valor de I, temos estados
classicos indistintos, ja que a diferenca de fase somente estd definida em uma regiao de periodo 2.
Agora, os estados com I, = +1 devem independer do valor de ¢, pois nao faz sentido falarmos
de diferenca de fase entre condensados quando um deles nao tem particulas. Portanto, devido a
periodicidade de ¢; e a indefinigao desta fase nos extremos do intervalo de I, vemos que estas grandezas
devem parametrizar uma casca esférica.

6.1.1 Elementos de Matriz do Hamiltoniano

A dimensao do espago By cresce com o quadrado do numero de particulas N, segundo (8.1.83).
Portanto, os operadores sobre este espago sao representados por matrizes cujo ntimero de elementos
cresce proporcionalmente a N4. Devido a esta escala apenas polinomial, podemos resolver numerica-
mente com relativa facilidade o problema completo de autovalores dos observéiveis do sistema para N
significantemente grande.

Diferentemente da din&mica classica do modelo, onde somente duas coordenadas complexas do
espaco de fase descrevem o estado do sistema e tém evolugao determinada por duas equagoes diferenciais
complexas nao lineares, a dindmica quantica do estado é descrita por dim By coeficientes complexos e
cada um deles tém a evolugao determinada por uma equagao linear complexa proveniente diretamente
da equagao de Schrédinger.

Para N suficientemente grande, onde o resultado analogo classico aproxima-se do exato, o método
de aproximacao semiclassica supera computacionalmente a abordagem quéntica exata, pois naquele
o numero de pardmetros a serem determinados em cada passo de tempo é constante com o ntmero
total de particulas, apresentando comportamento distinto da dimensao do espaco de Hilbert. E sempre
interessante notar que o ntimero de varidveis necessario para tratar o problema no limite macroscopico
N — 00 é constante, em nosso caso precisamos apenas de quatro variaveis reais, ao passo que 0 nimero
de estados quénticos presentes em By continua a crescer de forma ilimitada.

No intuito de comparar as aproximagoes semicléssicas, presentes nas proximas segoes, ao resultado
quantico exato, vamos agora encontrar a agao do Hamiltoniano de muitas particulas (3.2.20) nos estados
da base {|n1,n2,n3)}, com o auxilio de (3.2.1) e (4.1.15.a)-(4.1.15.b):

Hlni,no,ng) = QS /(ni + Dnjlng + 61, — 015,02 + 02 — 02,03 + 83, — 03.7)
i
+H{{Zm(m—1)] —N(g—l)}m,nz,n& (6.1.15)

—2A Z n; (nj + l)nk|n1 + (517]' — (51’k7n2 + (52’]' — 52’k,n3 + 53’]' — 53,k>~
1,5,k
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Aqui usamos novamente a notagdo »_ para indicar a soma sobre indices nao repetidos. Note que
1,5,k
o Hamiltoniano somente acopla estados com no maximo uma particula trocada entre os modos locais.
Fazendo uso da relagao de ortonormalidade (4.1.16), podemos escrever os elementos de matriz de H:

(nf,nb, ng]I:I|n1, ng,n3) = Zk(Q/ —2An;)/(nj + 1)nk5n§,ni6n;,anrl(sn;C,nkfl
Z7]7
(6.1.16)

2 2 2 N2
+K (nl +n5 +n3 — T) 5n/17n15n/27n25né7n3.

Empregando (6.1.16), podemos encontrar numericamente as auto-energias e os estados estacionérios
do modelo com a precisao desejada, apenas diagonalizando a representagao matricial de H para um
valor de N fixo. Entao, podemos obter facilmente a evolugdo quéntica exata de qualquer estado
|1) € By, com o objetivo de compara-la aos calculos realizados utilizando o PVDT.

6.1.2 Analise do Sistema de Condensados Gémeos

Vimos na se¢do 5.3 que a grande maioria dos pontos de equilibrio do sistema analogo cléssico
associado ao condensado em potencial de pogo triplo é encontrada sob as trés condigoes w; = 1,
wy = 1 e w; = wsy. Estas trés restrigées representam os subespagos do espago de fase generalizado
onde dois modos do condensado possuem mesma populacao e fase. Na secdo anterior notamos que a
dindmica do modelo pode ser limitada a um destes subespacos, escolhendo uma condigao inicial que
respeita uma das trés restrigoes.

Este subregime integravel do condensado em trés pocgos, intitulado de sistema de condensados
gémeos, é bastante analogo ao encontrado para um condensado aprisionado em poco duplo, pois o
sistema tem efetivamente apenas dois modos e pode ser descrito por um estado coerente de SU(2),
como mostrado em (6.1.11).

Devemos lembrar sempre que, devido a simetria de rotagao do modelo, as condi¢ées w1 = 1, wo = 1
e w1 = wg 880 equivalentes. Portanto, um ponto fixo encontrado para uma condi¢do sempre é acom-
panhado de dois pontos com mesmas caracteristicas localizados nas outras restrigoes de condensados
gémeos, exceto o ponto de equilibrio de localizagao fixa nos parametros w; = we = 1, que esta na
intersecao dos trés subespacos.

Enfim, por simetria, a dindmica de condensados gémeos apresenta-se de forma idéntica em trés
regides do espago de fase e, por simplicidade, vamos estudar mais uma vez apenas o caso w; = wo,
sem perda de generalidade.

Nos calculos subseqiientes deste trabalho, escolhemos o sistema de unidades tal que h = || = 1,
lembrando que segundo as hipoteses do modelo temos geralmente 2 < 0, como vimos em (3.1.16).
Esta escolha significa tomar o valor absoluto da taxa de tunelamento como a unidade de freqiiéncia e
energia para o sistema.

Supondo que o termo 2A (N —1), encontrado em (3.1.26"), néo é suficientemente grande para alterar
o sinal da taxa efetiva de tunelamento, de forma que €’ < 0, podemos dividir a anélise da dinAmica
em apenas dois regimes de interagao. De acordo com (5.3.12) e (5.3.21), o regime x,u > 0 (x, 1 < 0)
representa bosons condensados interagindo atrativamente (repulsivamente), condigdo equivalente a
kA <0 (k,A>0)eQ<O.

Doravante, exceto onde especificado, utilizamos para nossos resultados o ntimero total de particulas
fixo em N = 30. Escolhemos este valor para tornar os célculos quanticos numéricos nao muito onerosos,
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j& que um espaco de Hilbert de dimensao 496 nao é demasiadamente grande ou pequeno para as
ferramentas computacionais simples atuais. No entanto, trés dezenas de particulas pode ser um ntmero
bastante pequeno para que a aproximagcao semicléssica utilizando o PVDT e os estados coerentes seja
quantitativamente adequada. Contudo, um dos objetivos deste trabalho é quantificar o desvio entre os
célculos cléassicos e quanticos, identificando as origens deste desvio. Neste escopo, N = 30 se mostrou
uma boa escolha.

Primeiramente vamos estudar o caso atrativo. Na figura 6.1.1 mostramos varias o6rbitas do sistema
de condensados gémeos sobre a esfera de Bloch para diversos valores de x > 0, mas ainda descon-
siderando as colisbes cruzadas. As trajetorias foram obtidas pela integracdo numeérica da equacao
diferencial (6.1.3.a), seguida das transformagoes para as variaveis angulares sobre a esfera de Bloch ¢’ e
¢1, dadas por (6.1.12) e (6.1.14). Nos trés eixos coordenados do grafico temos as médias normalizadas
dos operadores sobre os dois modos efetivos do sistemas:

1! " e o —
I, = —cost = U”“{f,"]’” = 4<"§\>f N.
1.1 1 .1
I, = sin€ cos¢g, = %, (6.1.17)
. . J/; IJ// J/; ’
I, = sin@'sing; = CikudbACkut) T‘ﬁ' =

Devemos lembrar que os angulos 6’ e ¢; sao definidos sobre a esfera de maneira semelhante aos
angulos das coordenadas esféricas, exceto que o angulo # tem origem no semi-eixo I, negativo%2.

Cada esfera na figura 6.1.1 representa a dindmica do sistema para um valor distinto de x. Os pontos
de equilibrio estavel sao marcados com circulos amarelos e os pontos fixos instaveis, em relagao a
dindmica completa do sistema, sdo marcados com cruzes vermelhas. Note que mostramos apenas
a face das esferas destacando a regido proxima a ¢; = 0, mais interessante no regime atrativo. Como
vimos na figura 5.3.2, trés dos quatro pontos fixos possiveis na reta restrita aos reais w; = ws sao
encontrados para w; > 0, equivalente a ¢; = 0. Além disso, a bifurcagdo dindmica em x4 = 1,9708 é
bem observada deste ponto de vista, pois também acontece sobre o meridiano ¢; = 0.

No gréfico 6.1.1.a temos a dindmica para x = 1,5, valor sensivelmente inferior a x. Nesta figura
vemos apenas o ponto de equilibrio estavel w; = wy = 1 ou 17, 0 estado de minima energia segundo a
figura 5.3.6. Note que todo subespaco de condensados gémeos apresenta somente érbitas no regime de
Oscilagao Josephson (OJ); ou seja, os bosons oscilam, sem um pogo de potencial preferencial, entre
os modos locais gémeos e o terceiro modo, analogamente ao regime homoénimo encontrado no modelo
de dois modos na secao 2.1. O ponto fixo 27, presente para todo y > 0, esta localizado no meridiano
¢1 = m e nao pode ser visto nesta figura, como esperado dos célculos da se¢@o 5.3, pois para este ponto
real w1 = wy < 0.

Na figura 6.1.1.b vemos varias trajetorias sobre a esfera de Bloch para x = 1,97, valor ligeiramente
inferior a x4. Note que as 6rbitas se alongam na diregao I, e algumas delas formam aproximadamente
um vértice, indicando claramente o local onde acontece a bifurcagao. Dois novos pontos de equilibrio
sao encontrados quando xy = 1,98 > x4, como mostrado no grafico 6.1.1.c, juntamente com uma
separatriz que limita dois novos tipos de 6rbitas no subsistema. O novo ponto fixo instavel 3% origina
a separatriz, enquanto vemos surgir as primeiras 6rbitas de auto-aprisionamento macroscépico
(AAM) ao redor do ponto fixo estavel 47. As trajetorias periddicas proximas de 4T estao localizadas
preferencialmente no hemisfério inferior da esfera, oscilando em torno e valores negativos de I, que
segundo (6.1.17) representam deplegao populacional nos condensados gémeos. As novas trajetorias

5-2Definigdo idéntica & encontrada no modelo de dois modos, na figura 2.1.3.
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Figura 6.1.1: Orbitas classicas do sistema de condensados gémeos sobre a esfera de Bloch para vérios valores positivos
do paradmetro de autocolisdo y, mas desconsiderando as colisdes cruzadas. A dindmica de N = 30 particulas é descrita
em cada esfera para diversas condigOes iniciais. Conservando fixos {2 = —1 e u = 0, escolhemos os seguintes valores para
o parametro de autocolisdo: (a) x = 1,5, (b) x = 1,97, (¢) x = 1,98, (d) x =2, (e) x = 2,25 e (f) x = 3. Os circulos
amarelos representam pontos fixos estaveis, enquanto as cruzes vermelhas denotam os pontos de equilibrio instaveis em
relagdo a dindmica completa do modelo de pogo triplo.
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periddicas ao redor de 17, apesar da localizacao preferencial no hemisfério superior, nao representam
orbitas de AAM, pois devemos lembrar que o ponto fixo w1 = wy = 1 simboliza a situagdo na qual todos
os modos locais estao igualmente populados e portanto as érbitas préoximas sao apenas perturbagoes

desta disposi¢ao. Quando os trés pogos estao igualmente populados, com (n;) = (fig) = (n3) = %,
obtemos:
44 -N 1
I —wy = 1) = -3 "~ 6.1.18
S(wp =wy = 1) N 3 ( )
Logo, oscilagoes em torno de I, = % nao significam AAM, mas comportamento populacional nao

preferencial do condensado em relagao aos trés modos locais.

Quando x = 2 acontece a degenerescéncia do estado fundamental classico, como exposto na figura
5.3.6, os estados 1T e 4T possuem a mesma energia nesta configuracao de parametros. Para maiores
valores da taxa de autocolisao, conservando g = 0, ha a troca do estado fundamental e os trés estados
equivalentes 4™ passam a representar os novos minimos de energia do sistema. Esta permuta de estado
fundamental no limite semicléssico indica claramente um transicao de fase no modelo, que exploramos
mais detalhadamente em se¢oes posteriores. O grafico 6.1.1.d exibe as 6rbitas caracteristicas do sistema
no subespaco preferencial de condensados gémeos na configuracao degenerada, onde é clara a simetria
de reflexao das trajetérias em relagdao ao plano I, = 0.

Retornando a equagao cubica (5.3.24), para pontos fixos sobre a reta real w; = wy, excluindo uma
vez o ponto de equilibrio wy = wy = 1, podemos encontrar a regiao do espago de pardmetros de colisao
onde ocorre a coalescéncia dos pontos fixos 17 e 37. Fazendo w; = 1 em (5.3.24), obtemos:

9
X=tm (6.1.19)

Esta reta no espago de pardmetros, exibida na figura 5.3.5, representa a regiao de valores das
taxas de colisao onde os quatro pontos de equilibrio 17 e 37 degeneram no mesmo ponto wy = wq = 1.
Excepcionalmente nesta configuracdo, o sistema possui apenas trés conjuntos de pontos fixos no regime
pos-bifurcagao. Também é interessante notar que apds a coalescéncia, para valores tais que y > % + u,
o ponto fixo 17 torna-se instavel, como ja demonstrado na equagao (5.4.27), e passa sua localizagao a
separatriz na esfera de Bloch.

Na figura 6.1.1.e vemos vérias érbitas do sistema para o valor de coalescéncia y = %, quando p = 0.
Note o aumento da regiao tomada por trajetorias de AAM em torno de 47 e o desaparecimento das
orbitas periddicas delimitadas pela separatriz em torno de 17.

Se aumentamos ainda mais o valor da taxa de autocolisao, como no grafico 6.1.1.f para y = 3,
notamos que o ponto 3% (41) continua seu movimento em diregao ao polo norte (sul) da esfera. A regiao
de AAM no terceiro modo local ao redor de 4% tem seu volume no espaco de fase expandido mais uma
vez. Em torno de 3" surgem novas trajetérias periddicas delimitadas pela separatriz, representando
uma nova classe de orbitas de AAM, na qual a dinAmica populacional oscila em torno de valores
relativamente elevados de I, > 0, representando preferéncia pelos modos locais gémeos e deplegdo no
terceiro modo.

Note que, apesar das orbitas periddicas ao redor indicarem o contrario, o ponto 3% é instével em
relagdo & dindmica quadridimensional completa do modelo. Ou seja, como vimos na se¢do 5.4, um
dos autovalores A\? de BC' ¢ negativo, indicando que dentro do espaco de fase quadridimensional ha
um plano preferencial onde os pontos de equilibrio 3% sdo centros estaveis. No entanto, o outro valor
positivo de A% torna a dinamica instavel na proximidade do ponto fixo, pois 37 comporta-se como um
ponto de sela nas duas diregoes restantes do espaco. Portanto, o plano preferencial, cuja dindmica
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proéxima a 37 é regida pelo autovalor negativo, trata-se justamente do subespaco dotado do regime de
condensados gémeos.

Logo, esperamos que uma condi¢io inicial proxima a 3%, mas nio pertencente aos subespacos
do regime de condensados gémeos, nao apresente uma Orbita periddica, de forma que a regiao de
estabilidade deste centro tenha medida nula no espaco de fase completo, impossibilitando o acesso
experimental a esta classe de AAM.

(a) (b) *
05 o5
I L,
o o5l
SIS

-3 -2 -1 0

0,

Figura 6.1.2: Projecoes cilindricas das trajetérias do sistema de condensados gémeos para N = 30, Q = —1,
e = 0. As 6rbitas sdo representadas no plano para dois conjuntos de pardmetros ja encontrados na figura 6.1.1:
x=15e(b) x=3.

=)

O ponto fixo 2% nao foi observado na figura 6.1.1, pois é o tinico localizado no meridiano ¢; = 7 da
esfera de Bloch. Para observarmos a dindmica proxima a este ponto, fazemos as projecoes cilindricas das
orbitas para os regimes de colisdo anterior e posterior a bifurcacao. No graficos 6.1.2.a € 6.1.2.b exibimos
a dindmica planificada para x = 1,5 e x = 3, respectivamente, conservando p = 0. Comparando estes
dois graficos, vemos que nao ha grande alteracao na forma das trajetorias ao redor de 2% em funcio
da taxa de autocolisao, diferentemente das trajetérias que cruzam o meridiano ¢; = 0.

As orbitas periodicas em torno de 2% também apresentam a dindmica populacional de OJ, pois
é visivel que os bésons tunelam quase em sua totalidade entre os modos locais gémeos e o terceiro
modo. No entanto, vale aqui a mesma andlise que fizemos anteriormente para os pontos fixos 3% no
regime apos a coalescéncia; ou seja, novamente o regime de condensados gémeos apresenta-se em um
subespago preferencial, no qual os autovalores da matriz A de (5.4.8) sao imaginarios quando calculados
nos pontos 21, caracterizando um centro estavel apenas neste plano. Contudo, na dinamica completa
do modelo, os pontos de equilibrio 2% sao instaveis para os valores empregados dos parametros de
colisao.

Outro fato importante a ser notado na figura 6.1.2 é a aparente presenga de uma separatriz, limi-
tando a regiao do subespaco de fase entre as 6rbitas em torno de 27 e as outras trajetérias caracteristicas
da dinamica de OJ. Comparando as figuras 6.1.1.a e 6.1.2.a, fica claro que as érbitas em torno 27 sao da
mesma familia presente em torno de 1*. A aparente separacao da familia de trajetorias de OJ presente
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na projecao 6.1.2.a é causada pela visualizacdo do subespaco de fase em uma forma topoldgica nao
adequada. Como vimos na segao anterior, todos pontos com I, = 1 (I, = —1) devem ser identificados
como o mesmo estado, independentemente do valor de ¢; que é uma variavel de periodo 27, de maneira
que a topologia correta do espago parametrizado por estas duas variaveis é uma superficie esférica.

307 30
(a) (I)Q =T (I)Q =0
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Figura 6.1.3: Secdes de Poincaré exibindo a dinamica nas proximidades dos pontos fixos 27 e 37 para N =30, Q = —1,
x =3epu=0. Em (a) temos a segdo em ¢2 = 7 para uma energia proxima do ponto fixo 27, cuja projecdo no plano

¢1 x J1 é indicada por uma cruz vermelha. A direita mostramos a secio ¢2 = 0 para a energia do ponto fixo 37, também
presente no grafico.

Para demonstrar as afirmacoes sobre a estabilidade dos pontos de equilibrio 2* e 3% na dinamica
completa do sistema, produzimos as segoes de Poincaré expostas na figura 6.1.3, integrando numeri-
camente as equagoes completas de movimento (5.2.5). No grafico 6.1.3.a temos uma se¢ao em ¢g = 7
para trajetorias de energia bastante proxima a do ponto 2T, para parametros de colisio Y = 3 e
p = 0. Esta secao projetada no plano ¢; x Jp, juntamente com a localizagdo do ponto de equilibrio,
mostra claramente que a dindmica proxima a 27 é cadtica, diferentemente do que poderiamos inferir
observando o grafico 6.1.2.b.

A se¢do de Poincaré do gréfico 6.1.3.b mostra dinAmica do sistema proxima do ponto fixo 37 para
os pardmetros de colisao y = 3 e p = 0. A segdo é tomada em ¢o = 0 para condi¢Oes iniciais de
mesma energia do ponto fixo 3*. Note que novamente o ponto de equilibrio instével est4 localizado
em uma regiao de regime cadtico, o que era esperado dos calculos da se¢ao 5.4, mas nao aparente na
subdindmica de condensados gémeos mostrada na figura 6.1.1.f.

Na figura 6.1.3 exemplificamos pela primeira vez regimes dindmicos cadticos presentes no modelo
de trés modos. Diferentemente do modelo de dois modos da se¢do 2.1, o modelo do condensado em
poco triplo nao é integravel e exibe caos em sua aproximagao semiclassica. Como definido na segao
8.3 dos apéndices, modelos puramente quanticos que possuem caos em seu analogo cléssico sao aqueles
em que dizemos haver caos quéntico. Lembramos que a correspondéncia entre as integrabilidades
quéantica e classica, também devidamente definidas na segado 8.3, sdo garantidas pela consisténcia entre
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as definigbes dos operadores constantes de movimento ndao completamente degenerados e as fungoes
constantes de movimento cléassicas. Portanto, apenas observando as se¢oes de Poincaré do modelo de
poco triplo, podemos afirmar que nao existe outro observavel que possa ser mensurado simultaneamente
ao Hamiltoniano H , exceto o Casimir quadratico de SU(3) e outros operadores invariantes dependentes
deste. Se existissem dois operadores constantes de movimento néao invariantes, contando com H , entao a
dindmica anéaloga classica do modelo de trés modos, que possui dois graus de liberdade, seria integravel
e obviamente nao apresentaria caos.

1+

(b)

0.5+

-0.5+

Figura 6.1.4: Trajetorias sobre o espaco de fase generalizado de condensados gémeos no regime de interacdes atrativas

e na presenca de colisdes cruzadas. Mantendo fixos os valores N = 30, 2 = —1 e x = 4, apresentamos a dindmica sobre
X X

a esfera de Bloch para as seguintes intensidades do parametro de colisao cruzada: (a) p = %5 ¢ (b) p = 55.

As esferas de Bloch na figura 6.1.4 mostram o efeito das colisoes cruzadas sobre a dindmica do sis-
tema. No grafico 6.1.4.a, parax =4 ey = ﬁ, vemos que grande parte da superficie esférica é tomada
por orbitas associadas ao regime de AAM em torno do ponto fixo 47. Como vimos anteriormente,
no regime de interagoes atrativas o aumento da taxa de autocolisdo estd associado ao surgimento e
crescimento das regides associadas ao AAM. Neste grafico podemos notar que o poélo sul da esfera,
que representa o estado |N;w; = wy = 0) = |J';7/ = 0) = |0,0, N), estd contido em uma orbita
auto-aprisionada.

Ja na figura 6.1.4.b aumentamos o peso das interagoes cruzadas, exibindo a dindmica de condensados
gémeos para X =4 e p = {5. As colisbes cruzadas tem efeito contrario as autocolisoes, reduzindo as
regioes em regime de AAM e retornando os pontos fixos 37 e 4 em direcdo ao equador, sentido
inverso ao da bifurcagdo. A supressao da dinamica de AAM é conseqiiéncia evidente do aumento do
valor absoluto da taxa efetiva de tunelamento €2’ decorrente da importancia crescente das colisoes
cruzadas no sistema. Note que desta vez o pélo sul da esfera nao esta presente em uma trajetoria de
auto-aprisionamento.

A dindmica populacional semiclassica para o estado inicial |0,0, N) é destacada no grafico 6.1.5.a
para os dois conjuntos de parametros utilizados na figura 6.1.4. A curva azul solida (verde tracejada)
mostra o comportamento da populagao nos modos locais para x = 4 e u = ﬁ (x =4epn= %0)
Para p = ﬁ vemos o comportamento caracteristico de uma o6rbita de AAM. Note que I, oscila em
torno de um valor finito negativo, indicando que o terceiro modo local mantém aprisionado grande
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Figura 6.1.5: Considerando como condicdo inicial o estado coerente |N;w = 0) = |0,0, N) e empregando os valores de
parametros N = 30, Q = —1 e x = 4, temos a esquerda a dindmica populacional classica do sistema e em (b) a evolucao

da fase ¢1. A curva azul solida (verde tracejada) apresenta os resultados para p = 135 (1 = 35).

parte dos bésons do condensado. No entanto, para p = ﬁ temos o comportamento do tipo OJ,
onde as particulas tunelam periodicamente entre os modos gémeos e o terceiro, sem uma localizagao
preferencial de parte do condensado.

A evolugao temporal da fase ¢ para a condigao inicial 0,0, N) é exibida na figura 6.1.5.b, para os
mesmos dois conjuntos de pardmetros da figura 6.1.5.a. Vemos que ¢; oscila limitadamente em torno
de zero no dois regimes dindmicos populacionais estudados anteriormente.

Utilizando os elementos de matriz dados na equagao (6.1.16), podemos facilmente encontrar a
evolugao temporal de qualquer estado, se conhecemos sua expansao na base de populagao {|ni,ng, n3)}
para um valor de N fixo, apenas diagonalizando numericamente o operador H. Em comparagao com
os resultados semiclassicos obtidos na figura 6.1.5.a, exibimos agora a evolugdo quantica exata de
I, = W7 para os mesmos conjuntos de pardmetros. A linha azul sélida no gréfico 6.1.6 mostra
a dindmica populacional para as taxas de colisao de valores x = 4 e pu = 1’5—0. Note que o célculo
quantico estd em perfeito acordo qualitativo com o cléssico; ou seja, a oscilagdo ocorre em torno de
um valor finito negativo de I,, caracterizando o regime de AAM no terceiro modo local. No entanto,
as oscilagoes exibem uma complicada modulagao nao presente na aproximacao semicléssica.

A aproximacao analoga classica consiste em restringir a evolucdo de um estado ao espaco nao linear
s(M) dos estados coerentes de pureza generalizada Pg,3), definida em (4.3.30), igual a um. Sendo
assim, abrimos mao do principio de superposicao e, conseqiientemente, das possiveis “deformagoes”
geradas no estado, incluindo processos de auto-interferéncia e compressao, pelos termos nao lineares
do Hamiltoniano H. A “deformagao” ou delocalizagao do estado coerente no espaco de fase generalizado
origina a modulacao das oscilagoes para N finito.

O grau de delocalizagdo de um estado sobre o espago de fase generalizado M pode também ser
medido utilizando Py, (3), pois os estados coerentes mais proximos aos classicos sao aqueles que ocu-
pam “volume” minimo em M. Podemos entender isto notando que maximizar a pureza generalizada
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Figura 6.1.6: Em comparacio com a figura 6.1.5, exibimos em (a) a dinamica populacional quantica, novamente
tomando como estado inicial |[N;w = 0) = [0,0, N) e fixando N = 30, Q = —1 e x = 4. A direita mostramos a evolugio
da pureza generalizada Py, 3y do sistema. As linhas azuis s6lidas (verdes tracejadas) apresentam os resultados para

m= 155 (1= 15)-

equivale a minimizar a incerteza total da élgebra, que representa a soma das varidncias dos geradores
ortonormais do grupo SU(3)%3, cujas transformacdes sdo aquelas que formam o espaco M quando
aplicadas em um estado de referéncia.

A linha azul sélida na figura 6.1.6.b exibe a evolugao temporal de Pg,(3) para o estado inicial 10,0, N)
no regime de auto-aprisionamento, com y =4 e pu = ﬁ. Note que rapidamente o sistema perde sua
pureza maxima e entao passa a oscilar em torno Py, 3y ~ 0,8. O primeiro periodo de decoeréncia®*?,
que dura aproximadamente até |2t = 1, é responsavel pela quebra da correspondéncia quantitativa
classico-quantica. Apos este periodo esperamos que as médias dos operadores tomadas classicamente
nao possuam mais um bom acordo quantitativo com os resultados quanticos exatos.

No entanto, devido ao carater de localizacdo do regime de AAM, cujas orbitas classicas se con-
centram em uma regiao bem delimitada do hemisfério sul da esfera de Bloch, temos que a pureza
generalizada estabiliza suas oscilagoes em torno de um valor relativamente elevado. Isto explica o bom
acordo qualitativo entre as dindmicas populacionais de auto-aprisionamento calculadas pelas aborda-
gens semicléassica da figura 6.1.5.a e quéntica exata da figura 6.1.6.a.

Agora analisemos a linha verde tracejada do gréafico 6.1.6.a, que mostra a dindmica populacional
para o estado inicial |0,0, N) e com parametros de colisdo y =4 e p = 1%. As diferencas quantitativas
em relagao aos resultados classicos do grafico 6.1.5.a sdo bastante evidentes. As oscilagoes do resultado
quantico tém amplitude bem menor e também apresentam uma complicada modulacao. No entanto,
qualitativamente os resultados estao em acordo, pois no detalhe do gréfico 6.1.6.a vemos que I, oscila

6-3Mais detalhes no apéndice 8.2.
6.4 Aqui o1 s . . ~
qui novamente utilizamos o termo decoerécia com o significado de perda da pureza generalizada em relagdo a
algebra do grupo dinamico do sistema; ou seja, o “afastamento” do estado em relagdo ao subespago s(M), composto dos
estados coerentes mais proximos aos classicos, causado pela presenga de termos nao lineares no Hamiltoniano.
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em torno de %, valor que indica comportamento nao preferencial do tunelamento em relagao aos trés

modos locais, segundo (6.1.18). Portanto, os calculos quanticos e classicos concordam ao manifestar o
regime de OJ.

Porém, é visualmente claro que o acordo quantitativo entre os resultados classicos e quanticos
é melhor para a orbita de AAM em comparagdo com a orbita de OJ. Este fato é comprovado pelo
comportamento de Py, (3) para este ltimo regime, mostrado na linha verde tracejada da figura 6.1.6.b.
Apo6s um rapido primeiro periodo de decoeréncia, que de maneira semelhante ao regime de AAM
também dura até |Q|t ~ 1, vemos que as oscila¢oes da pureza generalizada estabilizam-se em torno de
aproximadamente 0, 3. Portanto, a decoeréncia no regime de OJ é bem mais intensa que para o AAM,
confirmando a menor validade da aproximacgao analoga classica.

As orbitas de OJ percorrem um regido bem mais extensa da esfera de Bloch, como vimos na figura
6.1.1 e 6.1.4. Por conseguinte, nos célculos quanticos esperamos maior delocalizacao do estado do
condensado no espago de fase generalizado. Podemos confirmar nossas expectativas acerca da relacao
entre a perda de pureza de um estado e sua delocalizacao no espaco de fase. Para este fim precisamos
estabelecer uma ponte entre estados quénticos arbitrarios, nao somente os coerentes, e o espacgo de
fase generalizado M. No regime de condensados gémeos podemos aproveitar as simetrias do sistema,
que permitem descrevé-lo com apenas dois modos locais efetivos, e buscar representacoes de estados
quénticos utilizando os estados coerentes de SU(2), também encontrados na equagao (6.1.11).

Primeiramente expandimos um estado arbitrario [)) € By na base de populagao nos trés modos
locais:

Wy=" Y calni,ng,na); (6.1.20)

ni+ng+nz=N

Entdo, definimos o operador densidade para um estado puro p = [¢)(z)|. E natural associarmos
o operador p a M da mesma forma que fizemos para um observavel qualquer na segao 2.2, equagao
(2.2.32); ou seja, fazendo a média do operador nos estados coerentes. Deste modo, definimos a re-
presentacao Qo ou Husimi para condensados gémeos, utilizando a expansao (6.1.5") para os estados
coerentes e as transformagdes de parametrizacao (6.1.12) e (6.1.14):

Qcc(0',01) = (N;w; =we = w|p|N;w; = wg = w)
= [(N;7'|y)?
(6.1.21)
2
Z \/T (T/*)n1+n2
p— n n C‘O
ey ¥ I2Inal 9 R (2 g3

Devemos lembrar que os estados |N;7') sdo estados coerentes associados ao grupo SU(2), que
surgem naturalmente como um subconjunto dos estados coerentes de SU(3) quando restringimos os
parametros wi e wg ao subespago de condensados gémeos.

Na figura 6.1.7 mostramos a evolugao do estado coerente |0,0, N) para quatro instantes de tempo
interessante no regime de AAM, novamente para os pardmetros y =4 e y = ﬁ. No gréfico 6.1.7.a
temos Qo sobre a esfera de Bloch para o instante inicial. Note que esta é a distribuicao Husimi me-
lhor localizada no polo sul da esfera para N = 30 bosons. Quando |Q|t = 2 estamos ao fim do primeiro
periodo de decoeréncia, como podemos ver no grafico 6.1.6.b. Comparando as figuras 6.1.4.a e 6.1.7.b,

vemos que os termos nao lineares do Hamiltoniano “espalham” a distribuicao do estado por toda regiao
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Figura 6.1.7: Representacio Qcg nos estados coerentes de SU(2) em varios instantes de tempo para estado inicial

|0,0, N) evoluido sob Hamiltoniano de parametros N =30, @ = —1, x =4 e u = 3. Mostramos a distribuigéo sobre a

esfera de Bloch nos instantes: (a) [Q[t =0, (b) |2t =2, (¢) |t =5 e (d) |2t =9,2.

ocupada por sua 6rbita semiclassica. A partir deste momento a quebra de correspondéncia quantitativa
classico-quantica é completa, pois inicia-se o processo de auto-interferéncia do estado, como vemos no
grafico 6.1.7.¢c, onde a distribui¢ao forma dois méximos, indicando a formagao aproximada de uma
superposicao de estados coerentes. Por fim, a figura 6.1.7.d mostra a representacao Husimi para um
maximo local da pureza generalizada, indicando uma recoeréncia do estado em ||t = 9,2. Note que
Qcca volta a apresentar apenas um méximo bem localizado, mas sua forma ainda é afastada de um
estado coerente, de maneira que a pureza é inferior a 0, 9.

Todas distribuigoes da figura 6.1.7 estdo aproximadamente limitadas & regiao ocupada pela orbita
classica encontrada no grafico 6.1.4.a. As trajetorias de AAM sao relativamente bem localizadas no
espago de fase e, por este motivo, a pureza neste regime oscila em torno de valores caracteristicamente
altos.

Alguns instantes de interesse da evolugao do estado |0,0, N) no regime de OJ, para parametros de
colisao x = 4 e p = 155, sdo mostrados na figura 6.1.8. Em ||t = 0,7, o estado estd em seu primeiro
periodo de decoeréncia, como podemos ver na evolugao de Py, (3), e a dindmica do sistema causa o
“alargamento” da distribuigdo. Quando |Q|t = 1,1, ao final do primeiro periodo de decoeréncia, a
distribuicao ja espalha-se sobre toda a regiao ocupada por sua érbita semiclassica, comparando com a
figura 6.1.4.b, e possui dois méximos indicativos de auto-interferéncia. No grafico 6.1.8.c mostramos
Qcq para um instante de recoeréncia de sua pureza, maximo local na figura 6.1.6.b. A representacao
do estado tem forma bastante distinta do estado coerente inicial e esta espalhada em praticamente um
hemisfério do subespago de fase.
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Figura 6.1.8: Distribui¢io Husimi em varios instantes de tempo para estado inicial |0,0, N) durante a evolugio sob
Hamiltoniano de parametros N = 30, @ = —1, x =4 e u = 7. A representagao sobre a esfera de Bloch ¢ exibida nos
instantes: (a) |Qt =0,7, (b) |Qt=1,1€ (c) |Qt =6,8.

Logo, vemos uma relagao direta entre a area da regiao ocupada pela o6rbita semi-classica e a in-
tensidade da decoeréncia encontrada para os resultados quanticos de mesmas condi¢bes iniciais. As
trajetorias relacionadas ao regime dindmico populacional de OJ geralmente percorrem um regiao bem
maior da esfera de Bloch em relagao ao regime de AAM, conseqiientemente, a qualidade da aproximacao
semiclassica é bem melhor neste, que mantém valores maiores da pureza do estado.

Até agora tratamos apenas de interagdes bosonicas atrativas, mas os resultados das segbes 5.3 e
5.4 indicam que os regimes dindmicos populacionais no caso repulsivo apresentam diferengas sensiveis.
Portanto, repetimos as analises anteriores para as taxas de colisao negativas, x, u < 0.

No regime de interagbes repulsivas a bifurcagdo dindmica acontece apenas em y_ = —6,7298
quando p = 0, mas a diferenga mais marcante é que a bifurcagao ocorre sobre o meridiano ¢; = 7, no
qual os modos gémeos estdo em fase oposta ao terceiro modo local, diferentemente do caso atrativo.
Como podemos ver na figura 5.3.2, trés dos quatro possiveis pontos fixos encontrados sobre a reta
restrita aos reais w; = wy tém localizagao tal que wi,ws < 0, de maneira que ¢; = m, segundo as
transformacoes (5.2.6).

As trajetérias semiclassicas sobre a esfera de Bloch para vérias condigoes iniciais e diversos valores
de x < 0 sdo mostradas na figura 6.1.9, na qual desconsideramos os efeitos das colisoes cruzadas.
Desta vez exibimos as superficies esféricas de forma a garantir uma boa visualizagdo das modificagoes
ocorrentes nas proximidades de ¢; = 7, a regiao interessante para interagoes repulsivas. Note que
novamente utilizamos circulos amarelos (cruzes vermelhas) para indicar a localizacao de pontos de
equilibrio estavel (instéavel).

O grafico 6.1.9.a mostra a dindmica de condensados gémeos para x = —6, valor consideravelmente
inferior ao valor de bifurcagao y_. Préximo a pélo sul da esfera encontramos o ponto de equilibrio
estavel 27, que estd presente para qualquer valor de x. Ao redor de 27 vemos orbitas localizadas
inteiramente no hemisfério sul do subespago de fase, significando que grande parte do condensado fica
retida no terceiro modo local. Portanto, novamente encontramos o regime de AAM, no qual os modos
gémeos sdo menos populados que o modo solitario. Este regime dindmico é de certa forma contra-
intuitivo, pois esperarfamos que as interagoes repulsivas no condensado dificultassem sua localizagao
em espagos menores, de maneira a distribuir os bésons entre os trés modos locais.

Quando aumentamos o valor absoluto da taxa de autocolisao a |x| = 6,7, valor proximo e inferior
a |x—|, vemos que algumas trajetorias se alongam em diregdo ao polo norte. No gréfico 6.1.9.b, a
formacao de um “bico” sobre o meridiano ¢; = 7 indica o local onde ocorre a bifurcagao.
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Figura 6.1.9: Trajetérias classicas do sistema de condensados gémeos sobre o espaco de fase generalizado para diversos
valores negativos do pardmetro de autocolisdo, mas para colisdes cruzadas desprezadas. Fixando os pardmetros N = 30,
Q = —1e pu =0, mostramos a dinamica classica do sistema para os seguintes valores da taxa de autocolisdo: (a) x = —6,
() x =-6,7, (c) x=—-6,8¢ (d) x =-8.

A figura 6.1.9.c exibe a dinAmica logo apds a bifurcagdo, com x = —6,8. Ao redor do novo ponto
fixo estavel 4~ vemos surgir 6rbitas localizadas inteiramente no hemisfério norte, representando o
aparecimento de AAM nos modos locais gémeos. Diferentemente das trajetérias em torno do ponto
de equilibrio 27, 6rbitas localizadas no topo do hemisfério norte apresentam dindmica populacional na
qual o condensado tem grande parte de seus bdsons retidos nos modos gémeos e apenas uma porcao
deles tunela ao terceiro modo, que se encontra em fase oposta aos primeiros. Juntamente com o ponto
de equilibrio instavel 3~ surge uma separatriz, dividindo o subespago de fase em trés regioes: Orbitas
de AAM no modo solitario ao redor de 27, trajetorias de AAM nos modos gémeos em torno de 4~ e
orbitas em regime de OJ ao redor do ponto fixo estavel 17, encontrado no meridiano ¢, = 0.

Se aumentamos ainda mais o valor absoluto da taxa de autocolisdo, como vemos no grafico 6.1.9
para y = —8, notamos que o ponto fixo 4~ (37) desloca-se em dire¢ao ao polo norte (equador), a
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medida que a regido tomada pelo regime de AAM nos modos gémeos ocupa maior area da superficie
esférica.

Para interacoes repulsivas nao encontramos uma mudanca do estado fundamental no limite semi-
classico, representado pelo ponto fixo da dinAmica que minimiza a Hamiltoniana H(w*, ). Como
vemos na figura 5.3.6, o ponto de equilibrio 17, cuja localizagao é fixa em w; = wy = 1 para todos
valores de x e i, sempre representa um minimo global de energia quando x < 0.

(a) '

0
0,

0
0¥
Figura 6.1.10: Projegoes cilindricas da esfera de Bloch para dois conjuntos de parametros ji encontrados na figura
6.1.9. Aqui exibimos: (a) x = —6 e (b) x = —8, mais uma vez conservando fixos N =30, 2 =—-1lepu=0

Na figura 6.1.10 mostramos as projecoes cilindricas para dois valores da taxa de autocolisao cuja
dindmica na esfera de Bloch ja foi mostrada anteriormente. No gréafico 6.1.10.a podemos ver as Orbitas
no regime OJ em torno do ponto fixo 17, para o parametro de colisdo anterior & bifurcacao, x = —6.
Quando estavel, o ponto fixo localizado em w; = wo = 1 sempre sugere a existéncia de trajetorias
em suas proximidades nas quais os bésons condensados mantém os trés modos igualmente populados,
exceto por uma porgao do condensado que oscila periodicamente entre os condensados gémeos e o
terceiro modo, todos em fase. Notamos também que a regiao tomada por este regime populacional nao
sofre grandes alteragbes decorrentes da bifurcagao, quando comparamos as figuras 6.1.10.a e 6.1.10.b,
esta ultima para y = —8.

As projecoes nos permitem visualizar todas as érbitas presentes no subespaco de condensados gé-
meos, mas nao da maneira mais adequada, devido as aberragoes nas formas das trajetorias introduzidas
pela planificacao da superficie esférica. Como ja discutido, a forma topologica correta do subespaco
de condensados gémeos é S?, a esfera de Bloch. Novamente a projecdo cilindrica 6.1.10.a nos causa a
falsa impressao da existéncia de uma separatriz entre as 6rbitas no regime de OJ em torno de 1~ e o
restante do espaco de fase, mas o grafico fidedigno 6.1.9.a¢ mostra uma clara continuidade entre estas
trajetorias.

As colisoes cruzadas sao consideradas no grafico 6.1.11.a, onde exibimos a dindmica do sistema para

X

parametros de colisao x = —6 e u = 155. Note que este ¢ o mesmo valor de autocolisao encontrado na
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Figura 6.1.11: Dinamica do sistema de condensados gémeos no regime de colisdes repulsivas e considerando as colisdes

cruzadas. Desta vez conservamos constantes N = 30, 2 = —1 e x = —6, enquanto variamos apenas a taxa de colisoes
. - X Y

cruzadas: (a) p= 755 e (b) p = 7%.

figura 6.1.9.a, mas os efeitos das colisoes cruzadas induzem o deslocamento do parametro de bifurcagao
X—, como mostrado na figura 5.3.4, de forma que os quatro pontos fixos ja estdo presentes neste novo
gréafico.

Quando aumentamos o peso das interacoes cruzadas, aumentamos também a regiao da superficie
esférica ocupada pelas orbitas de AAM, como podemos ver na figura 6.1.11.b, com pardmetros de
colisao x = —6 e u = 1"—5 Em oposicao ao caso de interagoes atrativas ja estudado, a presenga das
colisdes cruzadas repulsivas soma-se ao efeito da autocolisdo, privilegiando o regime de AAM, pois o
fator 2A(N —1) > 0 reduz o valor absoluto da taxa efetiva de tunelamento Q' em relagao a taxa 2 < 0,
como podemos ver na relagao (3.1.26’).

Comparando as duas esferas presentes no grafico 6.1.11, vemos a esquerda que o pdlo norte da
superficie, o estado coerente |N;w; = we — —o0) = |N; 6 = 1), esta contido em regiao em regime de
0J, enquanto a direita temos que este mesmo estado faz parte de uma trajetéria de AAM. Na figura
6.1.12.a destacamos a dinAmica populacional para o estado inicial |[N;6" = 7), onde a linha azul solida
(verde tracejada) representa o comportamento para parametros de colisdo y = —6 e p = 1%—0 (n= %)

Entao, apenas alterando o peso das colisoes cruzadas, modificamos o regime populacional para o
estado inicial |[N;6" = 7), no qual todos os bosons estao localizados nos modos gémeos. Para p = lg—o,
vemos que a curva azul solida oscila em torno de I, = %, apresentando tunelamento sem um modo pre-
ferencial, caracterizando o regime de OJ. Ao passo que para pu = % o balanco populacional concentra-se
nos condensados gémeos e apenas uma pequena porcao das particulas tunela periodicamente para o
modo solitario, sinalizando um 6rbita de AAM.

Na figura 6.1.12.b mostramos o comportamento da fase para os dois regimes dindmicos discutidos.
A curva azul solida (verde tracejada) mostra o comportamento de ¢; para o regime de OJ (AAM),
obtido com parametro de colisao cruzada = 135 (1 = 7). Somente modificando o valor relativo da
taxa de colisao cruzada mudamos o comportamento de ¢; de limitado a livre, quando passamos do
regime de OJ ao AAM.
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Figura 6.1.12: Considerando os dois conjuntos de parametros utilizados na figura 6.1.11, exibimos em (a) e (b),
respectivamente, a dindmica populacional e de fase para condigao inicial localizada no polo norte da esfera de Bloch, o
estado coerente |N;wi = we — —o0) = |N;0" = 7). Novamente os valores N = 30, Q = —1 e x = —6 sdo constantes, ao
passo que as linhas azuis solidas (verdes tracejadas) representam os resultados para a taxa de colisdo cruzada p = 135
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Figura 6.1.13: Em comparacio com a figura 6.1.12, mostramos em (a) a dinamica populacional quéantica exata e em
(b) a evolugdo de Py, (3) para o estado inicial |[N;wi = wp — —o0). As linhas azuis sélidas (verdes tracejadas) exibem os
X ). Os valores dos outros parimetros sdo mais uma vez

resultados para o parametro de colisdo cruzada p = 355 (1 = 7%
mantidos em N =30, 2 = —1e x = —6.
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Em comparacao aos resultados semiclassicos da figura 6.1.12.a, exibimos o calculo quéntico exato
do balango populacional I, para o estado coerente inicial |[N;6" = 7). Mais uma vez a curva azul
solida (verde tracejada) esta associada aos parametros de colisao x = —6 ¢ p = 55 (4 = 7). Ambas
as curvas exibem bom acordo qualitativo, caracterizando corretamente os regimes de OJ ou de AAM
quando comparadas com o resultado anéalogo classico. No entanto, novamente o balango populacional
quantico apresenta uma modulagao das oscilagoes inexistente no anélogo cléssico.

O prejuizo quantitativo nos célculos é devido & decoeréncia do estado, determinada pela pureza
generalizada do sistema. No grafico 6.1.13.b expomos a evolugao de P, (3) para as duas orbitas estuda-
das. A linha azul solida mostra a decoeréncia do estado inicial [N; 0" = 7) para o regime OJ, enquanto
a verde tracejada para a trajetoria de AAM. Nos dois casos vemos uma rapida perda de coeréncia
inicial, que dura aproximadamente até |Q]t = 1. Neste primeiro periodo de decoeréncia acontece a
quebra da correspondéncia quantitativa entre as solugoes classica e quantica para o balango popula-
cional. Contudo, o sistema em regime de AAM estabiliza suas oscilagoes em torno de um valor mais
elevado de Py, (3), em relagao a orbita em regime de OJ. Este resultado poderia ser inferido analisando
a regiao do subespago de fase “varrida” por estas duas trajetérias na figura 6.1.11.

)
|
2

%

Figura 6.1.14: Representacio Qcg nos estados coerentes de SU(2) para o estado inicial |N; w1 = ws — —oo) evoluido
no tempo sob Hamiltoniano de parametros N =30, @ = —1, x = —6 e u = 3. O estado do sistema esta representado
sobre a esfera de Bloch nos instantes: (a) |t =0, (b) [Qt =1, (¢) |Q]t =10 e (d) |Q|t = 27, 5.

A relagao entre intensidade da decoeréncia e area delimitada pela 6rbita semiclassica é corroborada
pelo comportamento da distribuicao Q¢ das duas trajetorias analisadas. No gréafico 6.1.14.a exibimos
a forma do estado coerente |N; 6 = 7), maximamente localizado com centro no pélo norte da esfera. A
figura 6.1.14.b mostra a representagao do estado evoluido sob parametros y = —6e p = 1’5—0 no instante
|t = 1, perto do fim do primeiro periodo de decoeréncia. Em comparagao com o grafico 6.1.11.a,
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vemos que o estado se distribui por toda sua orbita classica. Devido aos termos nao lineares de H ,
o estado coerente nao se propaga sem perder sua forma. Esta delocalizacao na regiao da trajetoria
analoga classica é responsavel pelo primeiro periodo de decoeréncia, causando divergéncia entre a
aproximagcao semicléssica e o calculo quantico exato.

Como discutido na secao 4.3, esperamos a reducao do desvio entre os resultados quénticos exatos
e do método analogo classico para N crescente. Quando aumentamos o valor de N, o estado coerente
torna-se mais localizado no espaco de fase e menos trajetorias contribuem na evolugdo do pacote de
onda. No limite N — oo, a distribuicao do estado coerente sobre M tende a uma funcao delta de
Dirac, recuperando o conceito de estado classico, no qual apenas uma trajetéria tem contribuicao na
evolugao, restituindo a correspondéncia exata entre a mecanica quéntica e classica.

Os termos nao lineares no Hamiltoniano possibilitam que érbitas vizinhas no espago de fase possuam
comportamentos distintos, de maneira que um pacote de onda delocalizado propagado por este fluxo
perde sua forma devido aos diferentes periodos e direcoes tomados por cada ponto na distribuigao.

No entanto, este nao é o tinico motivo da quebra de correspondéncia classico-quéantica, pois sabemos
que a dindmica Liouvilliana, na qual propagamos classicamente distribui¢oes em vez de um tnico
ponto, também exibe o alargamento da funcao de densidade de estados em sistemas nao lineares.

O segundo motivo da quebra de correspondéncia, ndo encontrado na dindmica Liouvilliana, é a
possibilidade de auto-interferéncia do pacote de onda, fundamentada no principio puramente quantico
de superposigdo. Como vemos na figura 6.1.14.c, para ||t = 10, a fungao Q¢ do estado puro exibe
aproximadamente apenas dois maximos bem definidos, indicando a superposicao entre dois estados de
distribuicao localizada.

No grafico 6.1.14.d mostramos o sistema em um de seus melhores instantes de recoeréncia, como
observado na evolugao de Pyy(3). Em |Q[t = 27,5, a fun¢do Qe recupera sua pureza exibindo apenas
um maximo bem pronunciado, mas com forma bastante distante de um estado coerente.

Figura 6.1.15: Representacoes instantaneas do estado |N;wi = wa — —o0) propagado no tempo para os parametros
N=30,Q=-1,x=—6ep= % A distribuicdo Qcg é mostrada nos instantes: (a) |2t = 0,9, (b) |Q|t = 10 e (c)
|QJt = 20,9.

O estado |N;60" = 7) conserva mais de sua pureza quando propagado no regime de AAM, como
vimos no grafico 6.1.13.b. Observando a figura 6.1.11, também podemos notar que as Orbitas semi-
classicas de AAM proximas ao polo norte ocupam uma area bastante inferior da superficie esférica
em relagao as trajetorias de OJ. A ponte entre estes dois resultados é mostrada no figura 6.1.15, onde
mostramos a evolugao de Qcg para pardmetros de colisdo y = —6 e u = % No gréfico 6.1.15.a, no
instante |Q]t = 0,9, vemos o estado durante seu primeiro periodo de decoeréncia, alongando-se sobre
a regiao tomada pelas trajetorias de AAM.
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Em um de seus momentos de maior decoeréncia, ||t = 10, a distribuigdo Husimi do estado esta
“espalhada” por toda érbita classica de auto-aprisionamento, comparando os gréaficos 6.1.11.b e 6.1.15.b.
Por fim, exibimos mais uma vez Qcg em [t = 20,9, um de seus melhores instantes de recoeréncia,
onde a funcao apresenta apenas um maximo de forma bastante semelhante ao estado coerente inicial.
E claro que a distribuicio do estado sobre o subespaco de fase conserva-se melhor localizada no regime
de AAM em relacao & OJ. Note também que a auto-interferéncia parece menos intensa para o estado
auto-aprisionado, pois QoG sempre exibe apenas um méximo neste regime.

6.2 Dinamica de Pogo Vazio

De certa forma, no subregime de condensados gémeos reobtivemos para o modelo de trés modos os
resultados do modelo em poco duplo, pois é evidente na secao anterior o retorno de varios conceitos
j& encontrados na segdo 2.1. Como exemplos, reintroduzimos a integrabilidade, um tnico grau de
liberdade, os estados coerentes de SU(2), a esfera de Bloch e principalmente os regimes dinamicos
populacionais de auto-aprisionamento e oscilagdo Josephson. Algumas ressalvas devem ser feitas, pois
vimos que alguns pontos de equilibrio aparentemente estaveis na subdindmica de condensados gémeos
sao na realidade instaveis na dindmica completa, de maneira que o regime populacional associado aos
seus arredores é efetivamente caotico.

Portanto, excetuando a dindmica cadtica, o primeiro regime populacional inteiramente novo encon-
trado no modelo de pogo triplo esté associado aos estados de pogo vazio (EPV). Os pontos de equilibrio
(w1 = —1,wy =0) e (w1 = 0,we = —1) tém localizagao fixa no espago de fase M, independentemente
dos valores dos parametros de colisdo. Contudo, vemos na figura 5.4.3 que o carater de estabilidade
dos EPV varia de forma bastante complicada como fungao de x e p.

Os pontos fixos de pogo vazio representam a situagao onde um dos trés modos locais esta deso-
cupado, enquanto os outros dois modos encontram-se em fase oposta e dividem igualmente todas as
particulas entre si. Logo, esperamos associar a estes pontos uma regiao do espago de fase tomada por
orbitas onde um poco se mantém vazio, salvo pequenas oscilacoes. A fase oposta nos modos populados
distingue claramente a dindmica de pogo vazio do regime de AAM nos modos locais gémeos, encontrado
na se¢ao anterior.

Devido & simetria de rotacao da armadilha, sabemos que os estados de poc¢o vazio sao todos equi-
valentes. Assim, sem perda de generalidade, exibimos aqui apenas os resultados para a regido de M
proxima a (w; = —1,wy = 0), estado classico no qual o segundo pogo esta despopulado.

Novamente vamos estudar os dois tipos de interagao bosonica, considerando os dois sinais dos
parametros de colisdo. A figura 6.2.1 mostra duas segoes de Poincaré caracteristicas para colisoes
atrativas. Em ambos os graficos mostramos a se¢cdo em ¢o = 0, projetada no plano ¢ x Ji, para a
energia do estado de pogo vazio. O ponto (w3 = —1,wy = 0) também estd presente nas segoes e é
indicado por um circulo amarelo (cruz vermelha) quando estéavel (instavel).

No grafico 6.2.1.a, para parametros de colisao x = 5 e p = ﬁ7 o EPV estavel encontra-se no
centro de uma ilha de 6rbitas quasi-periédicas, por sua vez envolta por uma faixa de dindmica cadtica.
Note que as variaveis de angulo e acdo facilitam a interpretacao da secao em termos das populacoes
nos pogos, ji que Jp simboliza a média semiclassica de bésons no primeiro modo.

Aumentando ligeiramente a relevancia das colisdes cruzadas no sistema, podemos alterar o com-
portamento de estabilidade do ponto fixo de pogo vazio, como vemos na figura 5.4.3. O grafico 6.2.1.b,
para y = 5e pu = %, exibe a seg@o contendo o EPV instavel. Apesar das semelhangas entre esta
secao e a anterior, vemos que agora o ponto de equilibrio nao se encontra no centro da ilha, mas em
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Figura 6.2.1: Secoes de Poincaré em ¢2 = 0 que contém o ponto fixo de poco vazio para o regime de colisdes atrativas.
g

Resultados para N = 30 e sistema de unidades escolhido tal que |Q2] = 1. A taxa de autocolisdo reduzida em ambos
graficos tem valor x = 5, enquanto a taxa de colisdo cruzada ¢ dada por: (a) p = %5 e (b) 4 = 5%5. O ponto fixo de
poco vazio estd marcado na segdo com um circulo amarelo se seu equilibrio é estével, caso contrario sua localizagdo é
marcada por uma cruz vermelha.

um vértice formado por algumas trajetérias proximas, mostrado em detalhe. Este vértice sugere a
presenga de uma separatriz passando pelo EPV, dividindo a ilha de 6rbitas quasi-periédicas em uma
regiao exterior e interior.

Secoes de Poincaré caracteristicas do regime de pogo vazio para interagoes bosonicas repulsivas sao
expostas na figura 6.2.2. A esquerda, vemos a secao em ¢, = 0 para taxas de colisdo y = —5 e i = o5
Quando instavel, o ponto de equilibrio de pogo vazio faz a conex@o entre duas faixas de dindmica
cadtica em M. Note a extensa regiao proibida energeticamente no centro da secao, correspondente a
valores intermediérios de populagdo no primeiro modo, de maneira a excluir o regime efetivo de pogo
vazio nas proximidades de (w; = —1,wg = 0).

O grafico 6.2.2.b exibe a se¢cdo em ¢9 = 0 para Yy = —He u = 1XT)' Aumentando o valor absoluto de p
em relagao ao grafico da esquerda, alteramos o cardter do EPV para estavel, em oposicao ao efeito das
colisGes cruzadas para o espalhamento atrativo. Ainda comparando com a figura 6.2.2.a, observamos
que a regiao central da se¢cdo nao é mais proibida. O ponto fixo esta agora no meio de uma familia de
trajetorias quasi-periddicas, que representam o regime populacional efetivo de pogo vazio.

A din&dmica populacional de uma 6rbita proxima ao EPV é exibida no grafico 6.2.3.a para y =5 e
= fé—o. A condigao inicial escolhida é mostrada na figura 6.2.1.a pelo losango verde. Como esperado,
nas proximidades do ponto fixo estavel encontramos uma Orbita que demonstra as caracteristicas
do regime de pogo vazio. Observe que o segundo poco conserva-se desocupado, omitidas pequenas
flutuagoes de populagado. As ocupagoes dos outros dois modos locais oscilam em fase oposta em torno
da metade do ntimero total de bdsons aprisionados. Note que a amplitude das oscilagoes nos pogos
populados é modulada de maneira aproximadamente periédica, sugerindo uma espécie de batimento.

Se tomarmos uma Orbita cuja condigao inicial é escolhida bastante proxima ao EPV na figura
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Figura 6.2.2: Secdes de Poincaré em ¢2 = 0 que contém o ponto fixo de pogo vazio para o regime de colisdes repulsivas.
Os valores dos parametros comuns entre os dois graficos sdo N = 30, |Q2] =1 e x = —5. Os valores do parametro reduzido
de colisao cruzada sio dados por: (a) u= 155 e (b) p = 5.
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Figura 6.2.3: Dinamica de populacional para trajetérias préximas ao ponto fixo de pogo vazio considerando colisdes
atrativas. Os cojuntos de parametros destes graficos sdo os mesmos da figura 6.2.1, portanto N = 30, |2 =1e x = 5.
A taxa de colisdo cruzada ¢ dada por: (a) p = 135 € (b) 1= 555-
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2

6.2.1.b, obtemos a dindmica populacional mostrada no gréafico 6.2.3.b. Esta é uma das trajetérias
que exibe um vértice justamente na localizagdo do ponto fixo instavel, para parametros de colisao
X =5Hbepu= QXW. As caracteristicas do sistema sdo claramente as mesmas do regime dindmico de
poco vazio, apresentando o segundo pog¢o desocupado e o modos restantes oscilando em fase oposta
acerca da metade da populagao total. No entanto, estas trajetérias com vértice possuem modulacao
das oscilagoes populacionais distinta das outras érbitas quasi-periodicas. As flutuagoes praticamente
se extinguem %9 por um longo intervalo de tempo e retornam de forma regular. Notamos que quanto

mais a trajetoria se aproxima do ponto fixo instavel, maior é o periodo de extingdo das oscilagoes.
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Figura 6.2.4: Dinamica populacional de trajetorias préximas ao ponto de equilibrio de pogo vazio para colisdes
repulsivas. Os parametros do sistema sdo os mesmos da figura 6.2.2, logo temos N = 30, |2] =1 e x = —5. O parametro
de colisao cruzada é dado por: (a) u = 1355 € (b) p= 5.

A figura 6.2.4 mostra a dindmica populacional para os dois conjuntos de parametros encontrados no
grafico 6.2.2, quando consideramos interacoes repulsivas. A esquerda vemos a dindmica populacional
para uma condicao inicial escolhida bastante préoxima do EPV na figura 6.2.2.a, na faixa superior de
dinamica cadtica, com taxas de colisdo x = —5 e p = 155. Note que rapidamente a configuracao inicial
de poco vazio é perdida, acontecendo sucessivas inversoes populacionais entre o terceiro e o segundo
modos, enquanto o primeiro po¢o permanece com maior parte dos bésons do condensado, exibindo um
“gap” estavel entre sua ocupagao e aquelas dos demais modos.

Diferentemente da circunstancia de colisbes atrativas, nao podemos encontrar 6rbitas associadas
ao regime populacional de pogo vazio quando o EPV é instéavel, pois as proximidades deste ponto
apresentam apenas regimes caoticos. Repare na figura 5.4.3 que sem a presenca de colisoes cruzadas
nao podemos encontrar uma regiao no espago parametros onde o EPV é estavel, de maneira que nao
seria possivel alcangar o regime populacional efetivo de pogo vazio para colisbes repulsivas.

Contudo, apenas aumentando a importancia das interacoes cruzadas podemos tornar o ponto fixo

6-5As amplitudes sio da ordem de 1074

145



6.2 Dinamica de Pogo Vazio Capitulo 6: Anélise do Modelo

(w1 = —1,we = 0) estéavel e recuperar o regime de pogo vazio. A figura 6.2.4.b mostra a dindmica
populacional para a condigao inicial indicada pelo losango verde no grafico 6.2.2.b, para x = —5 e
w = 1%. A trajetoria exposta faz parte de uma familia de 6rbitas com centro no EPV e exibe o

carater dindmico deste estado. Novamente observamos flutuagoes de populacao no segundo modo local
e inversoes populacionais de pequena amplitude, em relagao & ocupagao total, no primeiro e terceiro
modos.

3

4 6
QI

Figura 6.2.5: Dinamica de fase das trajetérias cuja evolugdo populacional observamos na figura 6.2.4. Em ambos os
graficos sdo conservados os valores dos parametros N = 30, [2] =1 e x = —5. A taxa de colisdo cruzada é variada: (a)

n= 155 ¢ (b) p= 15

Na figura 6.2.5 exemplificamos a dindmica de fase classica para as mesmas duas condigbes iniciais
utilizadas na figura 6.2.4. Quando y = -5 e u = fg—o, temos apenas trajetérias cadticas proximas ao
ponto fixo, cujo comportamento de fase nao exibe nenhum padrao observavel, como vemos no exemplo
do grafico 6.2.5.a. As fases ¢1 e ¢o percorrem livremente todo espago de configuragao, diferentemente
do esperado para a dindmica de pogo vazio.

A dindmica no espago configuracional da orbita quasi-periddica em regime populacional de pogo
vazio é mostrada no grafico 6.2.5.b, com taxas de colisdo x = —be u = IX—O. Como esperado, a diferenga
de fase entre o primeiro e terceiro modo fica limitada a oscilar em torno de ¢; = m, ao passo que
a diferenca de fase entre o segundo e o terceiro modo exibe uma rotagao livre, indicando nenhum
comportamento preferencial da fase coletiva do modo praticamente vazio.

Agora vamos comparar os resultados obtidos do método anélogo cléssico para N = 30 particulas e
os calculos quénticos exatos. Escolhendo como estado inicial o estado coerente cujos pardmetros wi e
we coincidem com a localizagao da condicao inicial classica, podemos por a prova a qualidade de nossa
aproximagcao semicléssica.

O grafico 6.2.6 apresenta as dindmicas populacionais para estados coerentes iniciais centrados nas
mesmas condigoes iniciais utilizadas para as érbitas classicas da figura 6.2.3, para colisoes atrativas.

Quando o EPV ¢ estéavel, para parametros de colisio x = 5 e u = 135, hd bom acordo qualita-
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Figura 6.2.6: Dinamica populacional quantica exata para mesmas condigdes iniciais e parametros da figura 6.2.3. As
curvas mostram a média dos operadores de populagao em cada modo local evoluida no tempo pelo Hamiltoniano de
pardmetros N = 30, |2] = 1 e x = 5, com taxa de colisdo cruzada dada por: (a) u = %5 ¢ (b) p = 555-

tivo entre os resultados quéntico e classico, conforme observado no gréfico 6.2.3.a. Como previsto, o
segundo modo permanece pouco ocupado, enquanto os pogos restantes dividem os demais bésons em
oscilagoes de fase oposta. Contudo, notamos também algumas distingoes na abordagem quéantica, como
a modulacao completamente aperiddica das oscilagoes nos modos populados e um lento acréscimo na
ocupagcao do segundo modo, como vemos no inset do gréfico.

A vagarosa ocupacao do segundo modo local ndo compromete a preferéncia populacional dos outros
pogos, pois é na realidade um fenémeno de periodo bastante duradouro. Logo, apds um grande intervalo
de tempo, a ocupacao média do segundo poco volta a decrescer, permanecendo sempre bem menos
populado em relagdo ao modos restantes.

Proximo ao ponto fixo instavel no grafico 6.2.1.b encontramos trajetérias no regime de pogo vazio
cujas oscilagoes apresentavam um amortecimento periédico. Contudo, ndo observamos este fenémeno
na solugao quéntica associada, apresentada no figura 6.2.6.b, para x = 5 e pu = %. Novamente o
calculo comparativo quéantico exibe corretamente o regime populacional de pogo vazio, mas com dife-
rencas qualitativas. Além da auséncia do amortecimento periddico e da presenca de ocupacao periodica
extra no segundo modo, observamos que as oscilagoes nos modos bem populados estao “praticamente”
em fase, conservando estes dois pocos “quase” igualmente ocupados, diferentemente da aproximacao
semiclassica. As palavras “praticamente” e “quase” estao entre aspas porque existem oscila¢oes popula-
cionais em fase oposta sobrepostas as oscilagdes observadas no gréafico, mas as amplitudes daquelas sao
apenas da ordem de 1074, Esta é a mesma ordem das oscilacdes em fase oposta quando amortecidas
na aproximacao semiclassica, recuperando parte do acordo qualitativo.

A din&mica populacional quéntica para o estado coerente centrado na mesma condi¢ao inicial
caodtica do grafico 6.2.4.a é mostrada na figura 6.2.7.a, para pardmetros de colisao x = —b e pu = 1’.%0.
Como esperado, as oscila¢oes nos trés modos nao exibem qualquer periodicidade ou semelhancga com o
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Figura 6.2.7: Resultados quanticos exatos das médias dos operadores de populagdo nos trés modos locais para mesmas
condigdes iniciais e parametros da figura 6.2.4. Os valores de parametros N = 30, |2] = 1 e x = —5 sdo comuns nos dois

gréaficos, mas taxa de colisdo cruzada ¢ variada: (a) p = 135 ¢ (b) pp = 5.

regime populacional de pogo vazio. No entanto, nao observamos correspondéncia quantitativa com a
abordagem semiclassica, pois nao encontramos novamente a ocupagao privilegiada do primeiro poco,
embora ainda existam inversdes populacionais entre o segundo e o terceiro modos.

Podemos notar algumas semelhancas entre as dindmicas populacionais quénticas mostradas nas
figuras 6.2.6.b e 6.2.7.a, os dois casos nos quais o EPV ¢é instéavel classicamente. Nestas duas circuns-
tancias vemos que o primeiro e terceiro modos locais permanecem quase igualmente ocupados, exceto
por uma oscilacao sobreposta de fase oposta e amplitude infima. Contudo, o caso cadtico nao apresenta
corretamente o regime de pogo vazio, pois rapidamente o segundo modo apresenta ocupagao da mesma
ordem dos demais pogos.

O gréfico 6.2.7.b mostra a dinAmica de ocupagado quantica dos trés modos para a mesma condi¢do
inicial utilizada na figura 6.2.4.b, quando x = —5e p = 5. Apesar do estado inicial estar centrado sobre
uma Orbita quasi-periédica no anélogo classico, como mostrado na figura 6.2.2.b, ndo vemos qualquer
trago de periodicidade nas médias ocupacionais quéanticas. Notamos também que a populagdao do
segundo pogo nao se preserva indefinidamente inferior aos outros modos, pois alcanga a ocupagao do
primeiro poco ap6s um intervalo de tempo relativamente longo. De maneira geral, o sistema possui
comportamento semelhante ao caso cadtico ja estudado. Este fato pode ser explicado recordando que
o estado coerente inicial, apesar de centrado em uma 6rbita regular, possui uma distribuicao finita
sobre o espaco de fase, cujo centro estda na “borda” da ilha de trajetorias regulares, de maneira que
muitas trajetorias cadticas contribuem na propagagao do estado. Como ja expomos anteriormente, os
estados coerentes ocupam regioes nao despreziveis em M para pequenos valores de N, nao obstante
representarem os estados em By com localizagao menos incerta.

Utilizamos a pureza generalizada em rela¢ao a su(3) para determinar a qualidade da aproximagao
semicléssica, quantificando o acréscimo de incerteza no estado coerente inicial provocado pelos termos
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Figura 6.2.8: Evolugio da pureza generalizada Psu(3) para as quatro condigoes iniciais consideradas nas figuras 6.2.6

e 6.2.7. Em (a), a curva azul sélida (vermelha pontilha) representa o regime de pardmetros x =5 e u = 335 (x = =5

e u = 155)- No grafico (b), a curva verde tracejada (rosa trago-pontilhada) exibe os resultados para x =5 e u = 555
(x = —5e u=75). Para todas curvas N =30 e || = 1.

nao lineares do Hamiltoniano. O método analogo classico supoe que o estado propaga-se sem perder sua
localizagao sobre o espago de fase, originando a quebra de correspondéncia cléssico-quantica. Na figura
6.2.8 mostramos as evolugoes temporais de Py, (3) para as quatro orbitas estudadas em detalhe nesta
secdo. As curvas azul sélida e verde tracejada mostram os resultados para as trajetorias associadas
as interagdes atrativas com x = 5, cujos pardmetros de colisdo cruzada sdo respectivamente pu = 135
e = QXW. Apo6s um periodo de decoeréncia inicial, que vai até aproximadamente |t = 2,5, estas
duas curvas apresentam um comportamento oscilatério bastante parecido, pois ambas estabilizam
suas oscilagoes quase regulares em torno de valores relativamente altos da pureza, explicando o bom
acordo qualitativo entre as abordagens classica e quantica ao problema. Em comparagao com a figura
6.2.6, notamos também que os minimos de Py, (3)(t) coincidem com os maximos de (n2)(t). Portanto,
podemos justificar parte da ocupagdo quéntica adicional no segundo pog¢o como uma perda regular e
reversivel de coeréncia. Também observamos que os valores médios de Py, 3)(t) sdo pouco menores

quando o EPV ¢é instavel, demonstrando a correspondéncia inferior deste regime.

A curva vermelha pontilha (rosa trago-pontilhada) na figura 6.2.8 mostra o comportamento da
pureza para o caso de colisoes repulsivas, com parametros de colisao y = —b e u = 1’5—0 (x =-5e
p = 75). O primeiro perfodo de decoeréncia nestas duas curvas ¢ bem mais intenso e réapido que no caso
de colisbes atrativas, durando apenas até |Q[t &~ 1. Os valores bem reduzidos alcan¢ados por Psu(3)
explicam o significativo desacordo entre o resultado quantico exato e a aproximagao semiclassica. Como
esperado, mesmo quando tomamos um estado inicial centrado em uma érbita regular classica, que exibe
corretamente o regime populacional de pogo vazio, nao obtivemos na pureza resultados diferentes da
trajetoria cadtica. As duas curvas de Pyy(3) (t) para colisoes repulsivas exibem comportamento irregular
e indicam a delocalizagao total do estado em M. Estas caracteristicas confirmam a conclusao acerca
do efeito de borda na dindmica populacional da figura 6.2.7.b, pois o comportamento de sua pureza
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generalizada associada reflete a influéncia das regioes caodticas do espacgo de fase na propagagdo do
estado coerente inicial, cuja distribuicao sobre M nao é pontualmente localizada.

6.3 Representagoes Quanticas para SU(3)

A ponte entre o espaco de fase generalizado M e um observavel O sobre o espago de Hilbert foi
feita anteriormente utilizando a média do operador em estados parametrizados, que tomamos como os
estados coerentes no contexto do analogo classico. Esta correspondéncia nos sugere uma maneira de
associar estados quanticos arbitrarios ao espago de fase cléssico. Assim, estendemos a representagao
no espagco de fase dos estados coerentes, que simbolizam estados classicos ou pontos em M, aos demais
estados do sistema que nao estao contidos no subespago parametrizado s(M).

Primeiramente, definimos o operador densidade p para um sistema qualquer de N particulas em
By:

p="> prlth) (rl- (6.3.1)
k

O estado normalizado [¢;) tem probabilidade py na mistura estatistica, tal que > pr =1 e pp > 0.
k

Dado o estado coerente normalizado por (4.2.1), definimos entdo a representa¢ao () ou Husimi de

Q(w", ) = (N; w|p|N; w). (6.3.2)

Substituindo (6.3.1), vemos que Q(w*,w) é limitada superiormente e inferiormente:

QU w) = 3 prl (k| N;w)[* > 0, pois p > 0 e [tk N;5)| > 0;
k
(6.3.3)
= Spkl(Y|N; @) P <1, pois Yo pr = 1e[(¢N;@)| < 1.
k k
Por simplicidade, passamos a considerar apenas o caso de um estado puro:
p=19)(l. (6.3.4)
Podemos expandir o estado |¢) na base {|ni,ng,n3)} de By:
y=" X cln). (6.3.5)

ni+na+n3=N

Por simplicidade, introduzimos a notagio i = (n1 n2 n3)’ para o trio de niimeros nio negativos
das populagoes nos trés modos. Em termos dos coeficientes ¢z, (6.3.4) assume a seguinte forma:

=

p=>_ cack|i)(i|. (6.3.6)

A somatoria Y indica a soma sobre todos valores de 71 e 71’ tais que ni+ng+ns = nj+nh+nf = N.

7t
Com (6.3.6) podemos expandir também Q(w*, W) em termos dos coeficientes dos estados coerentes na

base |i7), encontrados em (4.2.1):
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Qo™ w) = 3 cea(N;wl|a)(i'|N; o)

(6.3.7)

/ /

n n *M EX )

1e* caw. Lwn?2 1 2
N.cﬁ,cnw1 Wy “ Wy~ Wy

= (Jwi + Jwaf? + 1)~

1
i (n1!nalng!n)!nfinf!)2

Agora, lembrando que podemos escrever uma resolucio diagonal da identidade nos estados coerentes
dentro do espago By, dada em (4.2.9) juntamente com o elemento de volume normalizado no espago
de fase de (4.2.8), notamos que:

J dQQ(w*, W) = [ dQ(N;d|p|N;w)
M

= 5 [ AN i) il |V )

(6.3.8)
= Y {ilp [ dQN;, @) (N;@|7)

i
n

= amey L(Aeli) = (dimBy)~

n

onde empregamos a relacdo de completeza de By em termos dos estados |77), obtida em (8.1.10").
Também usamos que p representa um estado normalizado (Trp = 1) restrito a N particulas. Podemos
renormalizar a medida positiva df2, definindo:

2 dim By d?w; d%w,
T2 (Jwi[? + |wa|? + 1)

dpn (6) = dim BydQ = (6.3.9)

Aqui utilizamos novamente a notagao d*w; = d(Imw;)d(Rew;). Note que duy depende do nimero

total de particulas por meio de dim By = w Também observe que agora temos:

/d,uN|N;u7><N; W] =1, . (6.3.10)
M

Desta maneira, temos de (6.3.8) que a representagdo Husimi restrita ao espago de N particulas esta
normalizada da seguinte forma:

/duNQ(w*,w) —1 (6.3.11)

M

Entao, as propriedades (6.3.3) e (6.3.11) definem a fun¢ao @ como uma distribuicao de probabilidade
no espago de fase classico, associada ao estado quantico dado por p. Assim concluimos que Q(w*, W)
é a ponte que faltava para correspondermos estados quanticos arbitrarios ao nosso espago de fase
generalizado.

Podemos mudar a dependéncia de varidveis de () para as coordenadas canodnicas de angulo e agao.
Neste caso, devemos também trocar as variaveis no elemento de volume (6.3.9), utilizando as trans-
formagoes (5.2.6) e (5.2.7). Primeiramente, reescrevemos dyu (W) como funcao do valor absoluto e da
fase das varidveis w; e wo, notando que suas fases fornecem diretamente as variaveis ¢ e ¢a:
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2d1m IBN|w1Hw2‘d”LU1‘d’w2’d¢1d¢2

Agora, calculamos o seguinte Jacobiano:
Olwi|  Owi]
dlwildlws| = | Jib gz | dJrd
9 Ok (6.3.13)
_ N dJidJs

4 VI (N—=J1—J2)2"

Substituindo (6.3.13) em (6.3.12), juntamente com as transformacoes (5.2.6), temos finalmente:

dlm By
dun (i, Ji) = 5 55 dJ1dJ2dd1dés. (6.3.14)

Note que o elemento de volume assume forma simples de coordenadas retangulares. Por consisténcia
devemos ter:

N—-J1

[ dJedJiddadin
0

o
= N
—y

[

[dun(gi Ji) = B3
M (6.3.15)

= dimBy.

E interessante notar que, utilizando a medida djuy, o volume do espaco de fase é igual & dimensao
do espacgo de Hilbert associado, de forma que cada estado quéntico ocupa uma unidade de volume.
Também lembramos que devemos sempre levar em conta os limites do espago de fase em 0 < J; 4 Jo <
N. Agora, substituimos as transformagoes (5.2.6) em (6.3.7):

nl+ny nh+ng

Qe i) = (X=5=22) " ¥ cpep e e Wt (0 g T E ()T (6.3.16)

! !’ ’
R, (nllnglnglnllnz!ng!)2

Podemos obter uma distribui¢ao semiclassica apenas para ¢; e ¢2, integrando a expressao (6.3.16)
em Jj e Jo, assim como podemos também encontrar uma representagao semiclassica para as agoes inte-
grando nos angulos. Apesar de ) nao fornecer as distribui¢ées de probabilidades marginais quénticas
corretas, estas representacoes podem ser interpretadas como funcoes de onda semicléssicas nos espagos
de configuragdo e momento, respectivamente. Para a distribui¢do nas coordenadas de acdo fazemos:

QJ(Ji)

Il
oy
oW

T gt (6, )
(6.3.17)

_ (N—Jl—Jz)NZ N!|eg|? Ji " J "2
- N = nilnalng! \ N—Ji—Jo N—Ji—Jo :

J& para a representacao no espaco de angulos:
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N N—-J

1 .
f f 2dlmIB]\][V2dJ1dJ2 Q(¢z, Jz)
0

0

Qo)

Lok . o—i(nf —n1)é1 ,—i(nh—no)do
_ Z NlcZ,cze 1 e 2 (6318)

1
== (n1!nalng!n)!nfinf!)2

n1+n/1+n2+nl2 n1+n,1 n2+n/2
QdimIBNdJ1dJ2 N— 2 2 2

A ultima integral necessita de um pouco mais de trabalho:

N—Jp 1 1
[ dJ2dJi(N — Jy — Jo)N=N1i=N2 gN1 g2 NN+2 [ g1 — o) N=N1+1yN1 [ gy(1 — u) N N1 =Nz g N2
0 0

0 (6.3.19)
= NNT2B(Ny +1,N - N1 +2)B(N2+1,N — Ny — Ny + 1).

oz

. .. . . ny4+nt na+nh
Por simplicidade introduzimos N1 = % eNy =2 5, notando que estas duas grandezas podem

assumir valores semi-inteiros. Também utilizamos a definicao da fungao beta:

1
B((,€) = /t< L1 — )5 1dt. (6.3.20)
0
A fungao B((, ) pode ser escrita em termos da fungdo gamma:
L(OrE)
B(¢,¢§) = : 6.3.21
R (S (6320
Ja a funcao I'(() é definida como:
I'(¢) :/e—f#—ldt. (6.3.22)
0

Inserindo (6.3.19) em (6.3.18), substituida com (6.3.21), obtemos finalmente a distribui¢ao semi-
classica para o espago de configuragao:

n' +n nh—+n nh—+n,
Y e D DD 4 DI 4 1)

e immm)drilngmna)d2 - (6.3.23)
e (nl!nQ!nglnlln;!ng!)%

Cada funcao I' envolvida no célculo da representacao ()4 possui argumento dependente dos indices
das duas somatoérias, de maneira que nao podemos fatorar )4 como o produto de uma soma em 7 e outra
em 71'. Esta impossibilidade de fatoragao torna o célculo da representacao no espaco de configuragao
muito onerosa, compelindo-nos a buscar outra forma de visualizagao de um estado arbitrario |¢)) de N
particulas no espaco dos angulos ¢1 e ¢o.

Primeiramente definimos os seguintes estados, dependentes das fases conjugadas as ocupagoes nos
trés modos do condensado, ja introduzidas em (5.1.13):
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lo1, 02, 03) = > eI eTINP2e TIP3 0y Ny, ng)
ni+no+nz=N
= e N3 > e—inl(sm—w:s)e—mz(soz—%)|n1, ng,n3) (6.3.24)
ni+nz+n3=N e
= e Ny > e~ imPre=in2d2|ny ny ng) = e N3 |py, do).

ni+ng+nz=N

Portanto, descartando a fase global e *V¥3 podemos trabalhar apenas com estados dependentes

das diferencas de fase entre os modos, em cujo espago queremos encontrar a representagao de (6.3.5).
Os estados |¢1, ¢2) ndo podem ser considerados auto-estados de um operador Hermitiano de fase, pois
o produto escalar de dois destes estados nao fornece uma delta de Dirac, como esperado de duas
grandezas continuas como ¢; e ¢o.

(@), dhlor do) = Y em@Tonema(0no2), (6.3.25)
nl4+no+ng=N

E facil ver que a somatéria acima somente seria proporcional a 6(¢} —¢1)d(¢h—¢2) se permitissemos
que as somas sobre np e ngy corressem de —oo a 0co. No entanto, populac¢oes negativas nao estao presentes
no espaco de Fock usual e por este motivo nao é possivel escrever um operador Hermitiano de fase no
espago de Hilbert [PB97|. Contudo, podemos ainda escrever fungoes de onda no espago angular para
os estados de ntimero:

($1, P2ln1, ng, ng) = ™29, (6.3.26)

Ou para um estado arbitrario |¢) em By:
(D1, Palp)) =Y caelmortinadz, (6.3.26")
i

A distribuicao de probabilidade no espago angular de ¢1 e ¢ é dada entao por:

2

B(p1,2) = (o1, d2|t)]* =

Z Cﬁei¢ln1 elbana
i

(6.3.27)
Y et () gia ()

=7 =

i n

Esta distribuigao é denominada funcao semiclassica de fase [MJ06|. Note que ® tem a mesma
dependéncia angular de @)y, mas a auséncia das funcoes I' torna possivel a fatoragao das somatérias

em (6.3.27).
\/nilng!

pois estes fatores favorecem os termos das somatorias onde n; tem valor proximo a nf. Os coeficientes
extras em (), atingem valor maximo igual a 1 para n; = n} e decrescem monotonicamente & medida
que a diferenca |n; — n}| aumenta. Como exemplo, calculamos explicitamente as distribuicoes ® e Qg
do estado [¢eg) = % (120, 10,0) + |10, 20, 0)):

Os coeficientes tém a funcao de suavizar as oscilagoes em ()4, quando comparada a P,
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QyF = 1+ gmlo, cos[10(p1 — ¢2)] =~ 14 0,2cos[10(¢p1 — ¢2)];
(6.3.28)

Or = 1+ cos[10(¢1 — p2)].

Também podemos notar que a funcao semicléassica de fase possui a mesma normalizacao de @y, se
o estado [¢) tem norma unitaria:

2w 27 2w 27
/ ¢1d<z>2 O(p1, p2) = / / d‘z’ld‘”% (61, 2) = (6.3.29)
0 0

Enfim, obtivemos uma nova distribuicao no espaco de configuracao de trés modos cujo célculo
¢ muito menos arduo, devido a fatoracao das somatoérias. Outra vantagem de ® sobre Qg ¢ que a
primeira fornece as distribui¢ées marginais corretas de probabilidade no espago angular [PB97].

Fazemos agora uma pequena digressao, buscando o resultado da acao dos operadores de aniquilagao
nos estados coerentes. Aplicando os operadores a; em (4.2.1), segundo (4.1.15.b), chegamos em:

N .
ai| N @) = VNw; IN — 1;40); comi=1,2,3¢w; = 1. (6.3.30)

(Jwr[2 + |wa[2 +1)2

Aqui vemos claramente que os estados coerentes de SU(3) nao sdo auto-estados dos operadores
de aniquilacdo, diferentemente dos consagrados estados coerentes do campo, nos quais a definicao de
deslocamento imposto pelo grupo dindmico é equivalente a defini-los como auto-estados dos operadores
a;.

Ainda mais, a operacao dos a; nos estados coerentes de SU(3) fornece um novo estado coerente
de mesmos parametros W, mas pertencente a outro espago, que também carrega uma representagao
irredutivel de SU(3). Como esperado, passamos a um espago bosonico com uma particula a menos
(BN — Bxy_1) e mesmo que os valores de @ coincidam, estes estao associados a outro espago de fase
generalizado.

Em geral, podemos escrever um operador observavel de N particulas em trés modos apenas com
operadores de aniquilagao e criagao ordenados de forma antinormal:

Op = Z Z Tijki! ]/k/CLlCLQCLgCLJ{z ay ag;kl. (6.3.31)
3,9,k i’ .5 k'

Devido & conservagao do ntimero de particulas no sistema do condensado em trés pocgos, temos
uma regra de selecao garantindo que todos os observaveis relevantes ao problema nao tém elementos
de matriz entre estados com diferentes niimeros de particulas, pois os operadores podem ser reduzidos a
blocos nas representagoes irredutiveis bosonicas de SU(3). Logo, devemos nos restringir aos operadores
que possuam coeficientes o1, iy N30 nulos somente se i+ j+k = i’ + 7 + k', desta forma construimos
apenas observaveis que conservem o nimero de particulas.

Para um sistema de N particulas, podemos ainda restringir os coeficientes nédo nulos de Oy a
aqueles tais que i + 7 +k =i + 5+ k' < N. Assim garantimos que, se rearranjado na forma normal, o
operador nao contenha termos que aniquilem totalmente um estado de N particulas e, neste aspecto,
O 4 nao apresenta termos redundantes:

Oyp = Z Tijh,if ]/k/a1a2a3ar ay a};k/. (6.3.31)
i+ jrk=i'4j +k'<N
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A média de O4 no estado representado por p é dada por:

(O4) = Tr(Oap)

-3 22 PN HOAl) (| N3 ) (6.3.32)

N=0 #

Zk:pk(¢k!OA\¢k>-

o0
Acima também usamos a relagao de completeza do espago de Fock bosénico B, > > |N; i) (N; 7| =
N=0 #
1, proveniente de (8.1.19). Para o operador densidade de (6.3.1) e o observavel de (6.3.31") calculamos
a média como:

_ il 1K
Tr(Oap) = > Uijk,i’j’k’Tr(ala2a3a1 ay’ az p)
ijk,i’§' k!
& ;i k 1 g1
1.,
- o ok Y [ dpunTr(aladal|N'; @) (N w\al 7 al” p)
ighkil g’k N'=0
_ Z o io: fd wlwzwli w2 5N,_7 J— kN(N 0| p| N ;)
) Oijk,i’j' k' >y (N’—i J 5] HN' w12+ wa 2 F1)iTiTF
ijk,i’ g k! N'=i+j+k (6 3 33)
_ (N+i+j+k)! wiw??’ wy
= Z Oijk,i’j' k' NI fdMN+z+]+k(‘w1‘21+|i,2|12+1)1+3+k Q( )
ijhi gk
dim By 44541 (N+itj+k)! wiwéw;i/w;j/ [
= fdQ Z N1 Oijk,i’§'k' Ty [P+ wa | ZF 1) FITF Q(w 7“’)
ijk,i’j'k’
= [dQO} (7", b)Q (", W)
Aqui, simplificamos a nota¢ao com > — > . Também utilizamos que p contém
i+j+k=i"+j'+k'<N  ijk,d'j'k
apenas estados de IV particulas e empregamos a relagao de completeza para o espago IB:
o
S :/duN]N; @) (N @] = 1. (6.3.34)
N=0

Definimos em (6.3.33) a fungdo O (w*, 1), associada ao observavel ordenado antinormalmente,
sobre o espago de fase semiclassico. Apenas conhecendo esta funcao e a representacdo Husimi do
estado do sistema, podemos calcular a média de O 4. Também podemos relacionar (’)g (W*, W) com a
representacao P do operador O 4:
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L S . . - i kgt
Oa = % oypaywaialds > [dun | N @) (N @lal” aff o
kA § R N'=0

. . . -/
> i‘é o IdeimBN,N'!w;w;w{Z’w;J | N —i—ji—ky@) (N —i—j —k;id)|
- L > Oijki' 5k (N'—i—j—F)!([w01 P wa |2+ 1) I TF
ijk,i’'j'k' N'=i+j+k

(6.3.35)

0o . . i g il oxg!

. dim By ik (N4itj+k)!  wiwlwi” wy’ .7 .7

a NZOf MY 2 T Y ar P 1y V3 ) (N3 4
= 1R ]

= S [dQIN; %)ON (@*, %) (N; ).
N=0

6.4 Equacoes de Movimento para as Secoes de Poincaré

Na se¢ao 5.2 encontramos as equagoes de movimento do sistema nas variaveis complexas w; (i = 1, 2)
e nas varidveis candnicas de angulo ¢; e acao J;. Estes conjuntos de varidveis eram mais apropriadas
na discussao dos pontos de equilibrio do modelo, devido & simples interpretacao fisica ou as facilidades
algébricas.

No entanto, quando lidamos com a visualizacao da dindmica préxima aos pontos fixos tais que
Im(w;) # 0, representados neste modelo pelos estados de vortice, as variaveis canoénicas de coordenada
¢; € momento p; mostraram-se mais adequadas a resolu¢ao numérica das equagoes de movimento, pois
nesta parametrizagdo o espago de fase M é finito, em detrimento aos parametros w;, e nao apresenta
algumas dificuldades de tratamento computacional encontradas para as variaveis periédicas ¢;.

Por estes motivos, escolhemos as coordenadas ¢; e p; para a analise da din&mica semiclassica
quadridimensional associada aos estados de vortice, no que se refere & utilizacao de se¢oes de Poincaré.
Para este fim, precisamos calcular as equagoes de movimento provenientes da aplicagao de (5.2.1.a) a
Hamiltoniana (5.1.77), exibidas aqui por completeza:

G = [pz - “(‘“f‘”)] + 1 B (gF + pi - 1)
(6.4.1.a)
~ AL [2p1gor — B (g2 (63 + ) + @2(aF +p3)) + par® — 21 (@12 + prp2)]
e R e B S U
(6.4.1.h)
FALD [(F 4 pB + 2q1g2)T — D (g1 (B + p3) + q2(aF + D) + q2r® — 201 (q12 + prp2)]
@ = [p1 - “(qlﬁ‘”)] + ~ 5 pa (g3 +p3 — %)
(6.4.1.c)
—AED [2p0qir — 22(q1 (g3 + p3) + a2(qf + 1)) + v — 2p2(q1gz + pip2)] ;
pr o= g4 el | (g 4 pf - 1)
(6.4.1.d)

FAYZD (g2 4 p} + 2q102) T — 2 (q1 (g3 + P3) + q2(af +P3)) + 17 — 22(q1g2 + p1p2)] -
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Por simplicidade, introduzimos acima a seguinte notagao:

r= 2N ¢ —p} - i - p (6.4.2)

Note que estas equagoes de movimento nio estdo bem definidas quando 2N < ¢? + p? + ¢3 + p3.
Portanto, o espaco de fase esta limitado por uma superficie esférica quadridimensional de raio v2N.
Como no caso das variaveis ¢; e J;, ndo conseguimos tratar a dinamica do sistema na fronteira ¢ +
p% + q% + p% = 2J1 + 2J2 = 2N, que representa a condicao de ocupagao média nula no terceiro modo
local, segundo as transformagoes (5.1.8) e (5.1.9).

6.5 DinAmica dos Estados de Voértice

Até agora, todos regimes dindmicos populacionais estudados estavam relacionados a pontos de
equilibrio no analogo classico cuja parametrizagao nas variaveis w; e wg é real. Como vemos na
transformagao (5.2.6), as diferencas de fase entre os modos coletivos do condensado podem assumir
apenas os valores zero ou 7 quando a parametrizacdo complexa fica restrita aos reais.

A condi¢ao wi,we € R, ou ¢1, ¢ = 0,7, implica em rotagao média nula do condensado, segundo
a relagao (5.3.30). Apesar de ndao haver movimento coletivo de rotagao nos pontos fixos reais, também
nao podemos dizer que o equilibrio é estatico nestes estados; ou seja, o tunelamento entre os pogos nao
deixa de existir. Utilizando a representacgao padrao do operador de tunelamento total Pg = P+ Po+ P,
encontrada em (3.2.16), podemos calcular a média de Ps nos estados coerentes usando (4.2.12):

} } ON .
(N;W|Ps|N; W) = Pt [wal? 1 1Re(w1w2 + w1 + w2). (6.5.1)

Por exemplo, o estado fundamental no limite semiclassico, denotado por |N;w; = we = 1), conside-
rando apenas interacoes repulsivas ou atrativas antes da transicao de minimo global, tem tunelamento
médio total dado por:

(N;w1 :wQ:HPS\N;wl :w2:1> = 2N. (652)

Logo, nao é nulo o tunelamento médio em ambos sentidos que conectam cada par de pogos, repre-
sentados pelos seis operadores bilineares a;-raj (i # j), embora as populagoes nao se alterem.

Observamos que a dindmica dos pontos fixos reais nao ¢ inerte, mas irrotacional. Os tinicos pontos
de equilibrio com parte imaginaria nao nula, encontrados no modelo de pogo triplo, sao os estados
de vortice (EV), parametrizados por w; = e = w;. Estes estados representam a configuracao do
sistema na qual os trés pogos estao igualmente populados, pois |wi| = |wa| = 1, mas a diferenga de fase
entre os modos coletivos é localizada em ¢ = :F%“ e g = i%’r, novamente segundo a transformagao
(5.2.6).

As diferencas de fase entre as fungoes de onda coletivas dos condensados localizados em diferentes
pogos conferem rotagdo média nao nula aos EV, quantificada em (5.3.38). Observe que a tnica dife-
renga entre os dois estados de vortice é o sinal de (Jg), devido & simetria de rotagdo do potencial de
aprisionamento. O tunelamento entre os pogos também nao deve estar ausente nos EV, possibilitando
a existéncia de momento angular total:

27

(N;w; = w; = eii%rlPs|N; w; = wh =ets) = —N. (6.5.3)
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Portanto, o estado |N; w; = wy = 1) possui, em valor absoluto, exatamente o dobro do tunelamento
médio por pogo dos EV. Este fato sugere que o tunelamento entre cada par de pogos nos estados
de vortice acontece em apenas um sentido, concedendo rotacao ao condensado, enquanto no estado
irrotacional o tunelamento ocorre na mesma proporc¢ao nos dois sentidos entre cada dois modos locais.

Como os EV sao equivalentes, a menos do sentido da rotagao do condensado, de agora em diante
concentramos nossos estudos apenas em w; = S w;, sem perda de generalidade. Também
conservamos as escolhas N = 30 e |©2| = 1 nos resultados desta se¢@o, exceto se especificado o contrério.

5 : : :

-4 -3 -2 -1 0 1 6 4 2 0 2 4 6
q Qs
Figura 6.5.1: As secdes de Poincaré em ps = —»/ % exibem a dindmica proxima ao ponto fixo de vortice localizado
em w; = % e Wy = e . Os pardmetros de colisdo no grafico & esquerda sdo x = 5 e p = 135, enquanto & direita

sdo x = —1 e u = 735 A posicdo do ponto de equilibrio estavel ¢ indicada & direita por um circulo amarelo. No regime

representado & esquerda, o ponto fixo de vortice representa um maximo de energia, portanto realizamos a se¢ao em
trajetorias de energia um pouco inferior & energia méaxima, para visualizar a dinimica nas proximidades do estado de
vortice. Novamente consideramos um sistema de N = 30 particulas e escolhemos a unidade de tempo tal que || = 1.

O comportamento de estabilidade do EV é exibido na figura 5.4.2. Preservando as condigOes
hipotéticas |x| > |u| e xu > 0, vemos que apenas de trés regides neste simples diagrama sao facilmente
acessiveis. As figuras 6.5.1 e 6.5.2 mostram se¢oes de Poincaré caracteristicas para cada um destes trés
casos. Como ja discutido, devido as facilidades de célculo, preferimos realizar as se¢Oes referentes aos
pontos fixos com Im(w;) # 0 nas variaveis canonicas qi, p1, g2 € Pa.

Todas estas secoes de Poincaré sao feitas em py = —4/ %, valor desta variavel quando w; = w3 =

ei%w, segundo a transformacao (4.1.38).

O gréfico 6.5.1.a mostra a dindmica préxima ao ponto fixo estavel de vortice quando os parametros
de colisao assumem os valores Y =5 e u = ﬁ. Os EV sao sempre estaveis no regime de interagoes
atrativas, pois representam o maximo classico de energia do modelo. Também por este motivo reali-
zamos a se¢ao de Poincaré fixando um valor de energia pouco abaixo de H(w; = wj = ei%ﬂ), visto que
obviamente ndo conseguiriamos visualizar a dindmica proxima ao EV para esta energia. Ainda pela

mesma razao, nao marcamos no grafico a localizagdo do ponto de equilibrio, pois ele ndo se encontra

159



6.5 Dinamica dos Estados de Vértice Capitulo 6: Anélise do Modelo

na segao.

Nas proximidades da energia méaxima vemos apenas oOrbitas regulares, restritas a uma pequena
regido acessivel do espago de fase M, lembrando que a condigio 2N = ¢? + p? + ¢35 + p3 determina a
fronteira de M nas variaveis utilizadas%6.

As trajetorias regulares proximas ao EV esperamos associar o regime dinamico populacional de
vortice, no qual as ocupagoes médias dos trés modos locais oscilam em torno de (n;) = %, enquanto
o momento angular total médio é sempre nao nulo, diferentemente do regime irrotacional associado a
|N;w = wy = 1).

Considerando interagoes bosonicas repulsivas, podemos ainda encontrar regides do espago das taxas
de colisao onde o ponto de equilibrio de vortice é estavel. Como exemplo, mostramos a se¢do mista
da figura 6.5.1.b, para x = —1 e u = {§5. Desta vez o EV nao ¢ o méaximo global de H, de maneira
que fazemos a segdo para trajetorias de sua energia. Note que a localizagdo do ponto fixo estével é
indicada pelo circulo amarelo.

Préoximo ao EV vemos uma grande regiao tomada por 6rbitas quasi-periddicas, que esperamos
associar ao regime dindmico de vortice. Diferentemente do caso para colisoes atrativas, encontramos
também Orbitas cadticas em M com a mesma energia do ponto de equilibrio.

j2m
'3

Figura 6.5.2: Dinamica préxima ao estado de vortice w1 = e e wy = e i F representada por uma secao de Poincaré
em pz = —4/ % Os parametros do sistema sdo N =30, [] =1, x = =5 e u = 135- O ponto fixo instavel presente na

secdo é indicado por uma cruz vermelha.

O EV é instéavel na tltima regiao do espago de pardmetros de colisdo considerada, que exemplifi-
camos na segao de Poincaré do grafico 6.5.2, na qual y = -5 e u = 1’5—0. Para melhor visualizacao da
localizagao do ponto fixo, apresentamos esta tltima secao em trés dimensoes, diferentemente da figura
6.5.1, pois nesta exibimos as projec¢oes sobre o plano g; X p1. Observamos um regime fortemente caético
para as trajetorias de mesma energia do ponto de equilibrio de vortice, simbolizado pela cruz vermelha
no grafico. Note também que as 6rbitas isoenergéticas proximas ao EV percorrem uma grande extensao

56Para N = 30 temos o “raio” do espaco de fase dado por V2N 2 7, 74597.
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no espacgo de fase, quando comparadas as trajetorias regulares apresentadas anteriormente.
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Figura 6.5.3: A esquerda exibimos a dinamica populacional semiclassica de uma o6rbita proxima ao estado de vértice
para x =5 e u = 735, enquanto & direita mostramos o comportamento das diferengas de fases entre os condensados na
mesma trajetoria, presente também na segao da figura 6.5.1.a.

No grafico 6.5.3 mostramos a dinamica populacional e de fase para a condic¢ao inicial indicada pelo

losango verde na figura 6.5.1.a, quando escolhemos x = 5 e p = 5. A trajetoria quasi-periodica
exibe corretamente o regime de voértice, pois as ocupagdes médias oscilam em torno de %, enquanto a

diferenga de fase ¢1 (¢2) se limita a flutuagoes proximas a f%ﬂ (2%) Portanto, as orbitas de energia

mais elevada estao associadas a rotacao do condensado, no caso de interagoes bosonicas atrativas.

Os valores classicos de (7;)(t) e ¢;(t) (i = 1,2,3 e j = 1,2) sao mostrados na figura 6.5.4 para
a condic¢ao inicial indicada pelo losango verde da figura 6.5.1.b, na qual consideramos os parametros
de colisao x = —1 e u = 1)(%' Novamente as orbitas quasi-periédicas préoximas ao EV mostram
corretamente o regime populacional de vortice, como esperado.

E importante salientar que também para interacoes repulsivas encontramos uma extensao de M
tomada por trajetorias regulares no regime de vortice, embora o EV nao represente mais um méximo
global de energia. Portanto, as rotagoes coletivas persistentes também sao possiveis para o espalha-
mento repulsivo, mas em uma regiao relativamente reduzida do diagrama de estabilidade, considerando
as condigoes de acessibilidade hipotéticas sobre os parametros.

Por fim, consideramos a dindmica populacional e de fase de uma Orbita cadtica, cuja condicao
inicial foi escolhida proxima ao ponto fixo exibido na figura 6.5.2, onde fixamos x = =5 e p = 13-
No grafico 6.5.5.a, vemos que as ocupagoes médias oscilam aperiodicamente com grande amplitude,
mas é evidente que, se fizermos as médias de (7;)(t) sobre um longo intervalo de tempo, obteriamos
(ni)(t) = % para os trés modos, o mesmo que seria esperado de um comportamento praticamente
aleatorio. Portanto, o que realmente descaracteriza esta o6rbita como pertencente ao regime de vértice
sdo as curvas para ¢1(t) e ¢a(t), expostas no grafico 6.5.5.b. Note que as fases também oscilam sem
nenhum padrao aparente, percorrendo todos os valores possiveis no intervalo [—7, 7], ndo somente a
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Figura 6.5.4: O grafico a esquerda (direita) mostra a dindmica semiclassica populacional (de fase) para uma érbita

proxima ao estado de vortice presente na figura 6.5.1.b, para parametros x = —1 e u = 155.
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Figura 6.5.5: No grafico (a) exibimos a dindmica populacional classica para uma condicfo inicial préxima ao ponto
fixo de vortice presente também na figura 6.5.2, na qual as taxas de colisdo sdo dadas por x = =5 e p = 135. Em (b)
vemos a dindmica das diferencas de fase na mesma trajetoria.
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Figura 6.5.6: A esquerda (direita) temos a média classica (quantica) do operador de rotacio do condensado Jg para as
trés condigOes iniciais e conjuntos de parametros utilizados nas figuras 6.5.3-6.5.5. As curvas azuis s6lidas representam
o momento angular do condensado para condigado inicial préxima ao ponto fixo de vértice cuja dinaAmica populacional é
exibida na figura 6.5.3.a, para x = 5 e u = 735. As curvas verdes tracejadas (vermelhas pontilhadas) refletem a mesma
quantidade evoluida no tempo para a condig@o inicial utilizada no grafico 6.5.4.a (6.5.5.a), com parametros de colisao
dados por x = =1 (x = =5) e p = 1355

As médias semiclassicas do operador de momento angular total em torno do eixo de simetria do
potencial sdo mostradas no gréafico 6.5.6.a, para as trés condigOes iniciais utilizadas nas figuras 6.5.3-
6.5.5. As curvas azul solida e verde tracejada representam as orbitas regulares estudadas, nas quais
observamos que %(t) oscila proximo ao valor v/3, que é o momento angular previsto para o estado
de vortice.

No entanto, a trajetéria cadtica apresenta uma dindmica irregular do momento angular, tal que
%(t) oscila em torno de zero, indicando nenhum comportamento coletivo persistente de rotagao.

A figura 6.5.6.b exibe os resultados quanticos exatos da média do operador de momento angular
total em funcéo do tempo. Novamente, escolhemos os estados em |2|t = 0 como os estados coerentes
centrados nas condigoes iniciais das trés trajetorias classicas utilizadas no grafico 6.5.6.a. Desta maneira
podemos comparar corretamente as abordagens semiclassica e quantica, além de permitir o estudo da
decoeréncia utilizando a pureza generalizada.

A curva azul sélida no grafico 6.5.6.b representa %(t) para o estado coerente inicial centrado
proximo ao EV, quando este ¢ o méximo de energia, com parametros de colisdo x = 5 e u = 135
Diferentemente da aproximagao semicléssica, vemos que o momento angular do condensado sofre uma
pequena reducao abrupta no comeco de sua evolucao, seguida de oscilagdes sem carater periddico. Apos
o célere intervalo inicial de diminui¢do em (Jg), notamos uma tendéncia de lenta perda de momento
angular, mas este fenémeno é um comportamento de periodo bastante longo e nao uma perda irrever-
sivel. A curva verde tracejada apresenta o resultado quéntico associado & orbita regular de condigao
inicial mostrada no grafico 6.5.1.b, cujos parametros utilizados sao x = —1 e u = 1%(—0. Comparada
ao anélogo classico, notamos que as duas abordagens produzem resultados bastante semelhantes neste
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caso, exceto pela modulacao da amplitude presente a direita. Finalmente, a curva vermelha pontilhada
exibe a média quéintica do momento angular total relacionada & o6rbita cadtica de mesma energia do
EV instavel, quando utilizamos y = —5 e u = 1%)0' Como esperado, o calculo quéintico exibe oscila-
¢oes aperiddicas em torno de (Jg) = 0, confirmando a correspondéncia entre caos quantico e analogo

classico. Contudo, notamos que a amplitude das oscilaces é rapidamente amortecida no caso quantico.
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Figura 6.5.7: Nos graficos (a)-(c) mostramos a dinamica populacional quintica para as mesmas condi¢des iniciais e
conjuntos de parametros utilizados nas figuras 6.5.3-6.5.5, respectivamente. Em (d) exibimos a evolucao de P, (3) para
as trés condigdes iniciais estudadas em (a)-(c), representadas pelas curvas azul sdlida (x = 5, u = 335), verde tracejada
(x = =1, up = 13%5) e vermelha pontilhada (x = =5, u = 135), nesta ordem.
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Também comparamos a abordagem semiclassica da dindmica das médias ocupacionais em cada
modo local com os resultados quanticos exatos. Nas figuras 6.5.7.a-6.5.7.c exibimos a evolugao de
(ni)(t) (1 = 1,2,3) para estados coerentes iniciais parametrizados pelas condigdes iniciais classicas
utilizadas nos graficos 6.5.3-6.5.5.

A dindmica populacional quantica associada & trajetoria regular do caso de colisbes atrativas,
quando escolhemos x = 5 e p = lé—o, é mostrada no grafico 6.5.7.a. Primeiramente, observamos
que o comportamento das ocupagoes concorda qualitativamente com o regime dindmico populacional
dos estados de vortice, pois as trés ocupacoes médias oscilam em torno de % Comparando com a
aproximagao semiclassica da figura 6.5.3, notamos que as duas solugoes sao bastante semelhantes na
forma e freqiiéncia das oscilacbes. Entretanto, as amplitudes encontradas no calculo quéntico possuem
valores significantemente inferiores e apresentam um fenémeno extra de modulacao.

Os resultados quanticos de ocupagao relacionados a orbita proxima ao EV estudada na presenca
de interagdes repulsivas, para x = —1 e y = 1’5—0, é exibida na figura 6.5.7.b. Novamente observamos o
acordo qualitativo entre as resolugoes quanticas e classicas, pois as duas abordagens refletem a dindmica
populacional esperada no regime préximo aos estados de vortice. Diferentemente da trajetoria estudada
no caso atrativo, desta vez notamos que a ordem das amplitudes nao foi reduzida em comparagao a
resolucao semiclassica, mas o fenémeno de modulacao das oscilagoes persiste.

Por fim, o grafico 6.5.7.c apresenta os valores calculados exatamente de (7;)(t) com o proposito de
comparagao com os resultados da figura 6.5.5, onde utilizamos os parametros de colisao x = =5 e pu =
fé—o. Como esperado para uma dindmica cadtica, as médias nao exibem nenhum padrao periédico, mas
a amplitude das oscilagoes manifesta novamente um intenso amortecimento, produzindo um desacordo
quantitativo em relacao a solucao semiclassica.

As curvas de Py, (3) () sao expostas na figura 6.5.7.d para os estados coerentes centrados nas con-
digbes iniciais das trés orbitas semiclassicas analisadas previamente. A curva azul solida acompanha
a pureza relacionada & 6rbita regular semicléssica no espalhamento atrativo. Observamos um rapido
periodo de decoeréncia inicial, coincidente com a perda inicial de momento angular encontrada no
grafico 6.5.6.b. Também de forma semelhante ao comportamento de (Jg)(t), apos a redugao inicial
notamos uma tendéncia de lento decaimento da pureza, que na realidade faz parte de uma oscilagao
de periodo bastante longo presente na coeréncia do estado.

A pureza generalizada relacionada a 6rbita regular, mas considerando colises repulsivas, é mostrada
pela curva verde tracejada. O primeiro perfiodo de decoeréncia encontrado neste caso é mais duradouro
e menos intenso que para a trajetoria regular atrativa. As oscilagoes de Py s) (t) estabilizam-se em
torno de um valor relativamente alto, justificando o bom acordo entre os calculos classicos e quéanticos.
Finalmente, a curva vermelha pontilhada mostra o processo de perda de coeréncia associado ao regime
cadtico encontrado proximo ao EV instavel. E evidente que o primeiro periodo de decoeréncia neste
caso é bastante mais intenso quando comparado as orbitas regulares. A pureza do sistema estabiliza-se
em valores inferiores a 0, 1, indicando uma grande delocalizagao do estado no espaco de fase.

Portanto, maior acordo entre as aproximagoes semiclassicas e os resultados quénticos exatos foi
encontrado nos estados que mais preservaram sua pureza em relagdo a su(3). O regime associado
a orbita regular para bodsons repulsivos apresentou a melhor correspondéncia quantitativa cléssico-
quantica entre as trés condigoes iniciais analisadas, nao surpreendentemente também exibe os maiores
valores de Py, 3)(t). J& o regime cadtico, apesar de qualitativamente bem caracterizado nos dois
métodos utilizados, apresenta menor concordancia quantitativa, comportamento acompanhado pela
pureza de seu estado.

As orbitas cadticas percorrem uma regiao bem mais extensa do espaco de fase, quando comparadas
as trajetorias regulares proximas ao EV, como podemos ver nas figuras 6.5.1 e 6.5.2. Logo, novamente
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esperamos que grande parte da quebra de correspondéncia cléssico-quantica seja devida a delocaliza-
¢ao da distribuicao do estado sobre M. Podemos confirmar esta expectativa utilizando, de maneira
conjunta, as duas distribuigoes projetivas de estados quanticos sobre subespagcos bidimensionais de M,
desenvolvidas na secdo 6.3. A funcdo )7, ou Husimi populacional, é uma representacdo de um estado
sobre o espaco das ocupagoes médias Jq e Js, estabelecendo uma excelente forma de visualizar a par-
tilha de bosons entre os trés modos locais. No entanto, o espaco de populagoes apresenta apenas uma
parcela da informacgao contida em um estado de By . Para determinar o estado unicamente, precisamos
também de sua representacao no subespaco configuracional de M, parametrizado pelas diferencas de
fase ¢1 e ¢2. A funcao semiclassica de fase ®(¢1, ¢2) fornece uma boa visualizagao do estado no espago
das variaveis angulares.

30,

Figura 6.5.8: Distribuigio Qs(J1, J2) mostrando alguns instantes de interesse na evolucio dos mesmos estados iniciais
utilizados nas figuras 6.5.7.b e 6.5.7.c. Em (a) temos o estado coerente inicial (|Qt = 0) para parametros de colisdo
X =—1epu= 335 Os graficos (b) e (c) mostram respectivamente os instantes ||t = 2 e |Q|t = 10 da evolucdo deste
estado. O estado coerente inicial utilizado nas simulagdes com x = —5 e u = %5 ¢ exibido no grafico (d), enquanto os
instantes |Q[t = 2 e |Q|t = 10 da evolugdo do sistema sdo mostrados nos graficos (e) e (f), respectivamente.

A figura 6.5.8 exibe a fung@o @)y para alguns instantes de tempo relevantes durante a evolugao
dos dois estados estudados quando consideramos espalhamento repulsivo. As figuras 6.5.8.a e 6.5.8.d
mostram os estados coerentes centrados nas condigoes iniciais associadas as trajetérias regular e cad-
tica, respectivamente. Note que as distribui¢oes estao concentradas na parte central do subespaco,
indicando aproximadamente que as particulas estdao divididas de maneira igual entre os pocos, em
média. Lembramos que estes representam estados maximamente localizados no espaco de fase, mas
nao necessariamente em um subespago de M.

Estados comprimidos sao aqueles que possuem melhor localizacdo em um determinado subes-
paco de M, quando comparados aos estados coerentes, as custas de uma maior incerteza no subespaco
conjugado. Geralmente podemos produzir um estado comprimido pela aplicagdo sobre um estado
coerente de uma transformagao exponencial de operadores quadraticos nos geradores do grupo diné-
mico. Como o Hamiltoniano H de nosso modelo é nao linear nos geradores de SU (3), como vimos
em (3.2.20), esperamos que um dos efeitos presentes na evolu¢ao de um estado coerente pelo operador
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unitario e seja a compressiao do estado. Como os estados coerentes sao os inicos que maximizam
a pureza generalizada, ou minimizam a incerteza total da algebra su(3), esperamos que a compressao
seja um dos processos possiveis de decoeréncia.

Os estados associados as orbitas regular e cadtica sdo novamente representados por Qs em |Qt = 2,
instante proximo ao final do primeiro periodo de decoeréncia na pureza, como vemos nas figuras 6.5.8.b
e 6.5.8.e, nesta ordem. O estado relacionado a trajetoéria regular se expande no espago populacional,
mas de maneira praticamente isotropica e homogénea. No entanto, a delocalizacao do estado no regime
cadtico é bem mais complexa, apresentando mais de um méximo local na distribui¢ao, que se alonga
formando estruturas mais delicadas. Este comportamento confere carater irreversivel a delocalizagao
do estado no regime caotico, diferentemente do caso regular.

Por fim, nos graficos 6.5.8.c e 6.5.8.f mostramos mais uma vez @, mas em ||t = 10, para os
regimes regular e cadtico, respectivamente. Neste instante a pureza ji oscila em torno de patamares
bem estabelecidos e as representacoes em M nao exibem mais o comportamento transitério do pri-
meiro periodo de decoeréncia. Observamos que o estado em dindmica regular comprime-se novamente,
mas centrado em um ponto distinto do inicial, sugerindo que as oscilagoes em Py, (3) sao produzidas
por um fenémeno de “pulsagao” (breathing) da distribui¢ao do estado sobre M. A funcao @Q; do es-
tado em regime cadtico encontra-se complicadamente “espalhada” em quase todo espaco populacional,
justificando a baixissima pureza do sistema.
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Figura 6.5.9: Funcdo semiclassica de fase ® nos mesmos estados e instantes de interesse representados no espago de
populagoes da figura 6.5.8. Em (a) temos o estado coerente inicial (|Q2|t = 0) para parAmetros de colisao x = —1 e
p = 755- Os gréficos (b) e (c) mostram respectivamente os instantes |t = 2 e ||t = 10 da evolugdo deste estado. O
estado coerente inicial utilizado nas simulagées com x = —5 e u = 135 ¢ exibido no gréfico (d), enquanto os instantes

|2t =2 e |2t = 10 da evolugao do sistema sdo mostrados nos graficos (e) e (f), respectivamente.

Também representamos a dindmica quantica proxima aos estados de vortice no espago configura-
cional, nos mesmos instantes mostrados para ;. A fungao ®(¢1,p2) é exibida nas figuras 6.5.9.a e
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6.5.9.d para os estados coerentes centrados nas condigoes iniciais das orbitas regular e cadtica, res-
pectivamente, no caso de interagoes repulsivas. Como previsto para um estado proximo ao EV, a
distribuicao no espaco angular concentra-se préxima a ¢; = —%” e ¢y = 2{ Estas duas represen-
tagoes, consideradas em conjunto com suas distribui¢oes no espaco conjugado presentes nos graficos
6.5.8.a e 6.5.8.d, sao exemplos da representacao de estados maximamente localizados em M, ou de
menor incerteza no espago de fase.

Ao final do primeiro periodo de decoeréncia, mostramos novamente ® para os estados nos regimes
regular e caotico, nas figuras 6.5.9.b e 6.5.9.e, nesta ordem. Observe que a representacdo no espaco
configuracional do estado em dindmica regular comprime-se, em oposicao a sua distribuicao associada
Q7 no espaco conjugado. Portanto, o estado diminui sua incerteza no espago angular, mas em troca
delocaliza-se no espaco populacional, de maneira que sua pureza é inferior ao estado coerente inicial.
A fungao semicléssica de fase relacionada ao regime cadtico nao sofre o mesmo processo de compres-
sdo, mas dispersa-se complicadamente no espaco configuracional, acompanhando o comportamento da
funcao @)y associada.

Por fim, exibimos novamente a representagao ® dos estados em regime regular e caético nos graficos
6.5.9.c e 6.5.9.f respectivamente, mas desta vez para ||t = 10. Neste instante notamos a expansao
da distribuigdo angular para a dindmica regular, em oposi¢do ao observado para ();. Portanto, o
efeito de “pulsagao” das representacoes propagadas regularmente ocorre de maneira inversa nos espagos
conjugados. Este fenémeno é necessario para que a incerteza total do estado nao adquira valores
inferiores ao minimo representado pelo estado coerente. A evolugao cadtica é bastante diferente, pois
® espalha-se de modo complexo por grande parte do espago configuracional. Note que a regiao de maior
concentracao da distribuicao é préoxima a ¢; = %’T e g = —%’T, coordenadas do estado de voértice com
rotacao de sentido oposto ao estado coerente inicial. Logo, a dindmica cadtica promove a superposicao
de estados girantes em sentidos contrérios, provocando a reducao do momento angular médio inicial.

Ja é evidente que os regimes diniAmicos semiclassicos regulares e caodticos correspondem a dife-
rentes comportamentos quanticos, ratificando as expectativas da segao 8.3, onde definimos conceitos
consistentes de integrabilidade e caos quantico, fundamentados no método analogo classico.

O comportamento “pulsante” das distribuigoes quanticas na dindmica regular é responsavel pelas
oscilagbes em Py, (3)(t). Neste regime, observamos que @Q; e ® evoluem conservando suas formas
simples, facilitando a quase total reversibilidade das compressoes e expansoes. O oposto acontece na
dinamica cadtica, na qual a complexidade atingida pelas distribuigoes, apos pouco tempo de evolucao,
sugere a incapacidade de forte recoeréncia no sistema.

6.6 Transicao de Fase Quéantica

Dado um Hamiltoniano H (x) dependente de um parametro real x%7, dizemos que o sistema apre-
senta uma transi¢ao de fase quantica quando a energia Ey(x) de seu estado fundamental |1)y(x))
exibe uma nao analiticidade em y & temperatura zero. No entanto, Ej é geralmente analitica em
sistemas finitos, de modo que a transicdo somente é caracterizada no limite macroscoépico N — oc.

Observamos anteriormente que o limite N — oo é equivalente ao limite classico [Yaf82], no contexto
das aproximagoes semicléssicas de sistemas de muitas particulas com estados coerentes. Portanto,
como o método anélogo cléssico coincide com os resultados quénticos no limite cléssico-macroscopico,

6-7A explanacio inicial apresentada sobre transicbes de fase quanticas é absolutamente geral, mas note que por sim-
plicidade aproveitamos a mesma simbologia adotada no modelo de trés modos. Esta escolha nido deve causar confusao,
pois nesta segao tratamos apenas da transigao presente neste modelo.
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podemos analisar a transi¢ao de fase quantica utilizando o minimo de energia da Hamiltoniana (5.1.7).
Primeiramente reescrevemos H do seguinte modo:

wiwe Fwiwi +wi +wi +wa+wy lwi|*+|wa|?+1
= 2|(1+2p) ERTERTRE + X Qi P+ P2

zlx
|

o, w123 Fws) Hws 2 (w] 4w fwiwr+wiw (6.6.1)
K (T Twi [P+ w2 ?)?

= h(w*, ).

Logo, se escrevemos a energia classica em termos dos pardmetros renormalizados x e u, entéo a
energia por particula h é independente de N. Portanto, o limite macroscépico da energia por
particula é dado exatamente por (6.6.1), de maneira que o minimo de h fornece o resultado exato para
% no limite N — oc.

Contudo, os minimos locais de h sao os mesmos de H, calculados na secao 5.3, pois representam
pontos de equilibrio estavel do modelo semiclassico. Desta forma, vemos que ja calculamos exatamente
o limite cléssico da energia do estado fundamental por particula, mostrada no gréafico 5.3.6 para u =0
e multiplicada por N = 30, e possuimos todos elementos necessérios para discutir a transi¢do de fase
quantica no modelo.

Observe na figura 5.3.6 que a energia do ponto fixo estavel 1T cruza-se com a energia dos trés
pontos de equilibrio equivalentes 4™. Logo, desconsiderando as colisdes cruzadas, temos uma troca de
minimo global no valor critico y. = 2.

A curva de energia minima de H, formada em partes pelas curvas de 1% e 4T, representa também
o comportamento do minimo de h, mas obviamente multiplicado por N = 30. Imediatamente obtemos
que a energia por particula do estado fundamental é continua no limite macroscopico, mas sua primeira
derivada ¢ descontinua, pois é clara a diferenca de inclinacao em . das curvas para 17 e 47.

Podemos confirmar estes resultados acerca da transicdo de fase do modelo, analisando a escalabi-
lidade de propriedades quanticas do sistema para N crescente. Varios trabalhos recentes demonstram
que medidas de emaranhamento bipartite e multipartite podem ser usadas como propriedades “sina-
lizadoras” de transi¢oes quanticas [Hin05, WSL04|. De maneira bastante geral, as medidas de ema-
ranhamento sao dotadas da informacao sobre as correlagoes presentes no sistema, que se modificam
durante a transigao.

Como atestamos nas se¢oes passadas, a pureza generalizada da algebra su(3) ¢ uma boa medida
do comportamento de um estado sobre o espaco de fase M. Logo, podemos utilizar Psu(g)(\wo>) para
obter toda informagao sobre a coeréncia, o grau de localizacao e as correlacbes quéanticas sobre M
do estado fundamental. Esperamos que estas propriedades sofram mudangas significativas durante a
transicao de fase, de modo que a pureza possa também “sinalizar” sua ocorréncia.

A figura 6.6.1 ilustra o comportamento da distribuigao @ de [1o(x; p)) em fungao das taxas de
colisao para N = 30 particulas. O grafico 6.6.1.a mostra a representacdo populacional do estado
coerente | N;w; = wy = 1) = |1F), pois ele representa o estado fundamental na auséncia de interacoes
bosonicas. Nao ¢é dificil verificar que [1*) é o auto-estado de menor autovalor do Hamiltoniano linear

qu(s), encontrado em (4.3.2):
H'"|Nywy = wy = 1) = QP + Py + P3)|N;wy = wy = 1) = 2NQIN;wy =wy = 1), (6.6.2)

Lembrando que escolhemos o sistema de unidades tal que 2 = —1, cujo valor negativo é devido as
condigoes de validade do modelo. Na caréncia de colises entre as particulas, |¢g) representa um estado
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Figura 6.6.1: Distribuigio Q; para o estado fundamental do Hamiltoniano (3.2.20) para varios valores dos parametros
de colisao. Considerando N = 30 particulas e escolhendo a unidade de tempo tal que 2 = —1, exibimos a representagao
do estado fundamental para os seguintes valores das taxas reduzidas de colisdo: (a) x =p =0, (b) x =1,8, p =0, (¢

X=2,p=0,(d)x=22p=0,()x=3p=0e (f) x=2,2, p= 5.

bem localizado no espago populacional, centrado em J; = Jo = 10. Portanto, o estado fundamental esta
relacionado ao regime dindmico de oscilagao Josephson, pois nao possui comportamento preferencial
por nenhum modo local. Esta “atitude” de |¢g) para x < 2 poderia ser inferida da figura 6.1.1.a, onde
mostramos que as orbitas regulares classicas proximas ao ponto fixo 17 estdo associadas & dindmica
de OJ.

Aumentando a taxa de autocolisdo para x = 1,8, mas conservando p = 0, notamos que a funcao
Qs do estado fundamental se alarga no espago das agoes Ji e Jo, mas permanece centrada na situagao
em que os trés pocos estdo em média igualmente populados, como vemos no grafico 6.6.1.b. Quando o
pardmetro de colisao atinge o valor de transicao x. = 2, nao notamos ainda qualquer mudanca essencial
na representagao de |t¢g), apenas observamos a seqiiéncia da expansao da distribuigao, acompanhada
de leves prolongamentos nas diregoes de J; = 30, J; = 30 e J; = Jo = 0, como mostramos na figura
6.6.1.c. Era esperado que o estado fundamental nao apresentasse uma mudanga abrupta em Y. para
N finito, pois a transicao siibita somente ocorre no limite N — 00, ou na abordagem semiclassica.

Para y = 2,2, gréifico 6.6.1.d, vemos uma importante alteragdo em @y, que agora exibe trés por-
¢oes desconexas localizadas préoximas aos “cantos” do espago populacional. Portanto, a distribuicao
concentra-se nas trés regioes onde todos o bésons estao aprisionados em um mesmo modo local. Pre-
viamos esta mudanca de comportamento de |¢p), pois apds a transi¢do, que se apresenta de forma
continua nos resultados quanticos para N finito, o estado fundamental deve convergir no limite clas-
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sico aos trés pontos fixos 4. Estes pontos de equilibrio representam a situacao na qual grande parte
das particulas estd em apenas um poco, como vimos nas figuras 6.1.1.d-6.1.1. f, onde mostramos que
as trajetorias regulares proximas ao ponto 41 estao associadas ao regime de AAM em um tinico modo.

Para taxas de autocolisao ainda maiores, como no gréafico 6.6.1.e para y = 3, notamos que Q; ja
esta centrada nas trés situacoes de auto-aprisionamento maximo. Os pontos de equilibrio 47 também
deslocam-se em diregao as condigoes J; = 30, Jo = 30 e J; = Jo = 0 para x crescente, como vimos
nas figuras 5.3.2 e 5.3.3. Este deslocamento é equivalentemente mostrado no grafico 6.1.1, no qual
observamos o ponto 47 mover-se em direcao ao poélo sul da esfera de Bloch de condensados gémeos.

Por fim, consideramos o efeito das colisoes cruzadas sobre a distribuicao populacional do estado
fundamental. Na figura 6.6.1.f exibimos a fungao Q; de [¢o(x = 2,2;u = £5)), onde observamos
que a representacao do estado ainda apresenta trés maximos, mas é nao nula na regiao central do
espago de ocupagoes médias. Em comparagao ao grafico 6.6.1.d, podemos concluir que a presenca das
colisoes cruzadas tem efeito oposto ao aumento da taxa de autocolisao, favorecendo o regime de OJ
em detrimento & dinamica de AAM, propiciada pelas autocolisdes. Contudo, devemos lembrar que a
transicao ocorre somente para o espalhamento atrativo, no qual ja haviamos notado que o aumento de
i tem efeito oposto a x, mas a situagdo é invertida quando x, u < 0.
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Figura 6.6.2: Funcio semicléssica de fase do estado fundamental do Hamiltoniano (3.2.20) para vérios valores dos
parametros de colisdo. Mais uma vez empregamos N = 30 e 2 = —1 em todos os graficos. Os parametros reduzidos de
colisdo sao dados por: (a) x =p =0, (b)) x=2,p=0,(c) x=2,5,4u=0,(d) x =3, p=0e (e) x=3, p= 3. No

grafico (e) mostramos a fungdo semicléssica de fase para a superposigao [tha4) = % (IN,0,0) + 10, N,0) + 0,0, N)).

Também analisamos o comportamento da representagao do estado fundamental no espago confi-
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guracional em fungdo dos pardmetros de colisao. A figura 6.6.2.a mostra a funcao semicléssica de
fase para |[¢o(x = O0; = 0)) = [1). Como esperado, vemos uma distribuicio coerente centrada em
¢1 = p2 =0.

Aumentando a taxa de autocolisao para o valor critico classico x. = 2, notamos que |¢g) é um
estado comprimido no espago configuracional, pois sua representagao ®, mostrada no grafico 6.6.2.b, é
mais localizada que o estado coerente centrado nas mesmas coordenadas angulares, ao passo que sua
funcdo @ associada possui distribuicdo mais alargada que |1¥). Observe que novamente nenhuma
alterag@o brusca aconteceu em Y., apenas o prosseguimento continuo de uma compressao.

No entanto, se elevamos ainda mais intensidade das autocolisdes, notamos o aparecimento de es-
truturas secundarias em torno do méximo central, como exposto na figura 6.6.2.c para x = 2,5 e
w=10. O grafico 6.6.2.d mostra a fungao semicléssica de fase do estado fundamental para y = 3, onde
observamos que subseqiientes acréscimos na taxa de autocolisao levam ao alargamento da distribuicao
®, por meio da formagao de novos maximos isolados.

Novamente mostramos que o efeito das colisbes cruzadas é inverso as autocolisdes quando conside-
ramos o espalhamento atrativo. O grafico 6.6.2.e exibe a distribuigao angular para |1y) com parametros
X = 3 e = 75, onde observamos que a presenca das interagoes entre bosons de diferentes pogos reduz
a regiao do espago configuracional no qual ® possui valores nao nulos, eliminando parte dos maximos
isolados.

A forma fragmentada de ® indica claramente a presenca de uma interferéncia de fase provocada por
uma superposicao de estados localizados em cada um dos trés modos. Para confirmar esta expectativa,
exibimos na figura 6.6.2. f a fungao semicléassica de fase do estado [th44) = % (IN,0,0) +|0,N,0) + 10,0, N)),
construido de maneira a representar a superposicao dos estados maximamente auto-aprisionados em
cada pogo da armadilha. Note que a estrutura de interferéncia formada é a mesma encontrada para
o estado fundamental em valores de x suficientemente superiores a y.. No entanto, vemos que as
distribuigoes fragmentadas [1)p) nao sdo completamente delocalizadas, diferentemente de [ 44), pois
concentram-se em torno de ¢; = ¢o = 0 e alargam-se lentamente com y crescente.

No entanto, é clara a sugestao que no limite x — oo obtemos |¢g(x)) — |1a4). Podemos ratificar
esta proposta aplicando o limite de autocolisoes atrativas fortes ao Hamiltoniano (3.2.20):

A~

H(x — —o0) = g(4Q% +3Q2). (6.6.3)

Portanto, H 1o limite K — —o0 & diagonalizado pelos estados |ni,ng, ng), pois os geradores Q1
e ()2 representam os operadores de balango populacional entre os modos locais, definidos em (3.2.1).
Logo, para k < 0, nao ¢ dificil mostrar que o estado fundamental do Hamiltoniano (6.6.3) é tripla-
mente degenerado. O auto-espago associado a Fy é gerado pelos estados |N,0,0), |0, N,0) e |0,0, V),
conseqiientemente inclui a superposicao [ 44).

A transicao de fase presente no modelo de trés pogos para colisdes atrativas simboliza a mudanga de
minimo global de 17, associado ao regime dinamico populacional de OJ, para os trés pontos equivalentes
4T que sao os centros das regioes da esfera de Bloch tomadas pelas érbitas de AAM em um tnico
poco. Esta mudanga nao é abrupta quando N é finito, mas o estado |¢y) modifica continuamente sua
distribuicao populacional de ]11> para superposigoes aproximadas dos estados coerentes centrados nos
pontos fixos 41, com x crescente. No espaco configuracional observamos de maneira suave a transicao
de fase fragmentada, na qual a funcao ¢ comprime-se com o aumento da taxa de autocolisao, quando
comparada a representacao do estado coerente |1i>, até que estruturas de interferéncia comecam a
aparecer, indicando a superposicao de estados auto-aprisionados nos trés modos locais.
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N

Inicialmente a estrutura de interferéncia fica restrita a regiao proxima de ¢1 = ¢o = 0, dife-
rentemente da superposigao limitrofe |1)44). Este comportamento também poderia ser inferido dos
resultados cléssicos da figura 6.1.5.b, onde vimos que o angulo ¢1 = ¢ oscila limitadamente em torno
de zero para as trajetorias de AAM proximas ao ponto de equilibrio 47,

(@) "=

0.4}

0.2}

15 . 16 1. 22 24 26 28

X X

Figura 6.6.3: A esquerda exibimos a pureza generalizada Psu(sy do estado fundamental em fungao de x para varios
. . . APy
valores de N, desprezando os efeitos das colisdes cruzadas. A derivada %“)

linha vertical tracejada marca o valor da transicao em x. = 2.

em fungdo de x é mostrada a direita. A

O estado fundamental na auséncia de colisoes é um estado coerente, portanto sua pureza em rela-
¢ao a su(3) ¢ maxima. Entretanto, estudando as representagoes de |1o(x; p)) nos subespagos de M,
podemos afirmar que o estado fundamental sofre varios processos de decoeréncia, pois manifesta com-
pressoes, expansoes, fragmentagao de fase e formagao de superposi¢oes nao coerentes quando variamos
a intensidade das interagoes bosénicas. Também notamos que, embora continuas, as alteragoes em
[1)o) sado mais rapidas e profundas quando y assume valores pouco superiores a x., desconsiderando as
colisoes cruzadas.

Esperamos que Py 3)(|to(x; 1)) de alguma maneira “sinalize” a presenca da transicao de fase,
mesmo para N finito, pois utilizando a pureza podemos quantificar a intensidade e a “velocidade” dos
processos de decoeréncia presentes no estado fundamental com a variagao do paradmetro y.

A pureza generalizada de [¢)p) em funcao da taxa de autocolisao é mostrada no grafico 6.6.3.a, para

vérios valores do numero total de particulas e considerando p = 0. Observamos que P, (3) apresenta
comportamento semelhante para todo N, caracterizado por um lento decréscimo até valores de x
pouco superiores a Y., quando a decoeréncia do estado fundamental passa a ser mais intensa, para logo
apos retornar ao lento decaimento. Notamos também que a inclinagao de Py, (3) no periodo de forte
decoeréncia é maior & medida que NN cresce. Esta tendéncia sugere que os sinais da transicao de fase
podem ser encontrados nas propriedades de escala em N da derivada da pureza em relagao a .
A figura 6.6.3.b mostra as curvas de % para os diversos ntmeros de bosons condensados. Vemos
que o minimo da derivada da pureza torna-se mais acentuado para N crescente, ao passo que o valor de
x correspondente ao minimo desloca-se & esquerda, aproximando-se do valor critico x., representado
pela reta vertical tracejada.
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. .. dP, , . A aps Aps
O valor de x associado ao minimo de ;)"(<3> é definido como o parametro critico quantico

escalavel x¢(N), que esperamos convergir a x. no limite macroscopico.
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Figura 6.6.4: Grafico dos valores de Ln (x? — x.), extraidos das cinco curvas da figura 6.6.3.h, em funcdo de LnN.
Obtemos uma lei de poténcia entre (xZ — xc) e N por meio do ajuste linear aos dados, mostrado em vermelho.

A tendéncia de convergéncia entre y¢ e x. para N crescente é analisada no grafico 6.6.4, no qual
exibimos os valores de Ln (x& — x.), extraidos das cinco curvas exibidas na figura 6.6.3.b, em fungao
de LnN. As barras de erro apresentam a estimativa do desvio numérico propagado no calculo do
parametro critico quantico.

Os cinco pontos presentes no grafico sugerem um comportamento linear, confirmado estatistica-
mente. Logo, o ajuste de uma reta aos dados fornece a seguinte lei de poténcia entre (x& — x.) e

N:

X — Yo = eh2E02 y—0,99£0,05 (6.6.4)

A equagio (6.6.4) manifesta convincentemente que x¢ — . quando N — oo. Deste modo, mostra-
mos que a pureza generalizada pode ser utilizada para “sinalizar” corretamente uma transi¢ao de fase
quéntica, pois a decoeréncia do estado fundamental para y crescente exibe comportamento de escala
com o nimero de particulas condensadas.

O espalhamento atrativo entre os bosons em um mesmo pogo de potencial é responsavel pela
transicao de fase presente no modelo. No entanto, podemos ainda nos perguntar qual o efeito das
autocolisoes repulsivas sobre o estado fundamental. Por este motivo construimos o gréfico 6.6.5, onde
mostramos as curvas de trés quantidades interessantes calculadas em |1g), considerando novamente
N=30,u=0eQ2=-1.

A fim de comparagao com o caso de interagdes repulsivas, exibimos na figura 6.6.5.a 0 comporta-
mento de trés importantes propriedades do estado fundamental no regime de colisdes atrativas, situagao
ja bem conhecida. A curva azul sélida representa P, (3)(|tho)) em funcdo de x, também presente no
grafico 6.6.3. Como vimos anteriormente, o estado [1%) = |¢o(x = 0; x = 0)) possui pureza maxima,
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Figura 6.6.5: No painel superior (inferior) temos as curvas para a pureza Psu(z), a fidelidade F em relagao ao estado
coerente |N; w1 = w2 = 1) e a média normalizada do operador de tunelamento Ps calculadas todas no estado fundamental
do modelo em fungao de x > 0 (log;, (—X), para x < 0). Novamente consideramos N =30, Q = —1e u=0.

que decai lentamente com x crescente, até sofrer um processo de intensa decoeréncia para valores pouco
superiores a Y.. Nao muito adiante, a pureza volta a diminuir de maneira relativamente vagarosa.

Em verde tracejado mostramos a curva da fidelidade5® F = |(1%]1g)|? do estado fundamental em
relagdo ao estado coerente centrado em w; = wgo = 1. J& sabemos que o estado coerente considerado é
idéntico ao estado fundamental na auséncia de colisdes. Entao, |1y) passa por uma compressao inicial
no espago configuracional com o aumento de x, que se reflete em F como um lento decréscimo. Mas na
regiao do pardmetro proxima a x., observamos que a fidelidade cai rapidamente a praticamente zero,
indicando que o estado fundamental j4 ndo possui qualquer semelhanca com o estado coerente inicial.
Este comportamento era esperado, pois vimos que o estado fundamental transforma-se continuamente
em uma superposicao aproximada dos estados coerentes centrados nos pontos fixos 4%, quando y passa
por valores vizinhos ao parametro critico.

Comparando as curvas para Pg,3) e F notamos que [1)p) ndo extingue toda sua coeréncia para
valores relativamente altos de y, mas perde toda sua correspondéncia com o estado |1%). Este fenémeno
é devido & transicao para uma superposicao dos trés estados auto-aprisionados, que nao guardam
qualquer semelhanca com |1¥), mas constituem uma superposicdo incoerente de trés estados quase
coerentes.

A curva vermelha pontilhada em 6.6.5.a apresenta a média do operador de tunelamento total em

6-8A fidelidade ¢ simplesmente o modulo ao quadrado do produto escalar entre dois estados normalizados, portanto
quantifica a proje¢do de um estado sobre outro. Quando os estados sdo idénticos, a menos de uma fase global sem
contetdo fisico, a fidelidade entre eles é maxima e igual a um. Se os estados s@o ortogonais, entdo a fidelidade é minima
e nula.
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funcdo de y. Como vimos em (6.6.2), |1F) é o auto-estado de Pg com autovalor maximo, cujo valor
é 2N. Logo, o estado fundamental na auséncia de colisbes possui tunelamento total maximo e por
este motivo normalizamos por 2N os resultados para (Ps)(x). Como discutimos anteriormente, a
transicao de fase presente em nosso modelo simboliza a mudanca do regime dindmico populacional
do estado fundamental, que vai da OJ ao AAM. Portanto, o tunelamento normalizado do sistema
deve acompanhar o comportamento da pureza, pois ambas medidas sao maximas para xy = 0 e devem
decrescer lentamente para pequenas intensidades de autocolisdo, quando a representagao de [1g) no
espaco configuracional é comprimida. No entanto, em valores superiores a ., esperamos um rapida
redugao de (Pg), pois o estado fundamental passa a representar uma disposigao de auto-aprisionamento
do sistema, na qual o tunelamento entre os pogos é suprimida.

No grafico semilogaritmico 6.6.5.b acompanhamos novamente as mesmas trés medidas do estado
fundamental, mas desta vez para y < 0. O decaimento das propriedades estudadas de |¢9) em fungao de
| x| crescente é bem mais lento na presenga de colisdes repulsivas, pois é necessario elevar o valor absoluto
da taxa de autocolisao algumas ordens de grandeza adicionais, em comparagao ao caso atrativo, para
obtermos variacoes de mesma magnitude®?.

Diferentemente de x > 0, a pureza generalizada do estado fundamental ndo apresenta uma regiao
distinguivel de rapida decoeréncia. Entretanto, observamos que Py 3), F e (Ps) também decrescem
até valores relativamente reduzidos quando |y| > 1. Portanto, no regime de autocolisoes repulsivas
bastante fortes encontramos também um estado fundamental impuro, infiel em relagao a |17) e com
tunelamento suprimido.

Porém, h& uma profunda diferenca entre os dois regimes de colisao, pois nao existe transicao de
fase quantica quando xy < 0. A auséncia de transi¢ao ja estava prevista nos célculos semicléssicos, onde
vimos que nao ocorre mudancga de minimo global em H para interagdes bosonicas repulsivas, justificando
a lenta variacdo das trés curvas mostradas na figura 6.6.5.b para um amplo espectro de intensidade da
taxa de autocolisdo. Observe também que a pureza atinge valores praticamente nulos no espalhamento
repulsivo forte, indicando que o estado fundamental possui aproximadamente a incerteza total maxima
em su(3) para N finito. Todavia, a fidelidade nao se anula para colisdes repulsivas intensas, significando
que |g) ainda conserva alguma semelhanca a |1%). Este comportamento é completamente oposto ao
espalhamento atrativo, onde vimos que o estado fundamental nao exibe nenhuma conformidade com
|1¥) apos o periodo de modificacoes profundas, mas ainda possui alguma pureza.

Mas é evidente que as autocolisdes sao responsaveis pela supressao do tunelamento entre os modos
locais, como podemos observar nas curvas para %, independentemente do tipo de interacao.

As representacoes Q5 e  do estado fundamental para colisdes repulsivas fortes sdo mostradas no
grafico 6.6.6, onde ecolhemos N = 30, 2 = —1, y = —10* e = 0. Em comparacio a |1y) na auséncia
de colisGes, cujas distribui¢coes em M sao exibidas nas figuras 6.6.1.a e 6.6.2.a, observamos que o
estado fundamental tem sua representacao populacional comprimida com o aumento de |x|, enquanto
a fung@o semicléssica de fase delocaliza-se no espago configuracional. O processo de compressao-
expansao ¢ o unico responséavel pela decoeréncia de |ip), levando-o até a perda quase total de sua
pureza generalizada.

Contudo, vemos que a fungao @ (®) de [¢)p) continua exibindo apenas um méximo centrado em
J1 = Jo =10 (¢1 = ¢2 = 0). No caso atrativo, de maneira diversa, ocorre a tricotomia (fragmen-
tagdo) da distribui¢do no espago populacional (configuracional), fendémeno causador da infidelidade
praticamente maxima atingida pelo estado fundamental em relacdo a |1F).

59Por este motivo adotamos a escala logaritmica para y, no intuito de comparar os resultados ao caso de interacdes
atrativas.
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Figura 6.6.6: O grafico & esquerda (direita) mostra a distribuicio @ (funcio semiclassica de fase) do estado funda-
mental para os parametros N =30, Q = —1, y = —10* e . = 0.

Portanto, o fato de [¢)g) nao sofrer trifurcagdo ou fragmentagao para y < 0 explica sua pequena
conservacao de fidelidade com |1%), ndo presente para y > 0. Do mesmo modo, vemos que a desconti-
nuidade do processo de compressao-expansao, causada pela tricotomia-fragmentagdo no caso atrativo,
é responsavel pela manutencao de alguma pureza no estado fundamental em toda regiao de pardmetros
analisada, diferentemente do espalhamento repulsivo.

6.6.1 Analise do Espectro

Na secdo anterior estudamos a fidelidade de |¢g) em relacdo ao estado coerente |1¥), centrado no
ponto de equilibrio wy = we = 1 do anélogo classico. Entao, de certa forma conseguimos quantificar
a dindmica de tunelamento presente no estado fundamental, pois vimos que (1g|Ps|t) acompanha
o comportamento decrescente de |(vg|17)|? para |x| crescente, visto que |1%) representa o estado de
méximo tunelamento total médio.

As vizinhancas no espaco de fase do ponto fixo 1% sdo tomadas por 6rbitas em regime populacional
de oscilagao Josephson sempre que este ponto de equilibrio é estavel, caso contrario ndo encontramos
trajetorias proximas em M com esta classe de dindmica. O regime de OJ é caracterizado pelo tunela-
mento nao preferencial entre os trés pogos, que sao igualmente ocupados. Na se¢ao 6.1.2, mostramos
também que a dinadmica populacional quantica exata de estados coerentes centrados nas condic¢oes
iniciais de trajetorias de OJ concordam qualitativamente com os resultados das ocupacoes médias
classicas.

Portanto, utilizando a fidelidade F podemos comparar um estado estacionario a um estado coe-
rente centrado em um ponto de equilibrio do sistema. Se este ponto fixo associado é estavel, entao
sua vizinhanca no espaco de fase apresenta trajetérias regulares relativas a um determinado regime
dindmico populacional, de maneira que a dindmica quéntica exata de um estado coerente localizado
nesta regiao de M exibe qualitativamente o mesmo regime populacional. Logo, o estado estacionério
que possui alta fidelidade em relacao a um estado coerente centrado em um ponto fixo estavel deve
manifestar uma dinAmica populacional semelhante as 6rbitas proximas deste ponto de equilibrio.

Seguindo este raciocinio, podemos identificar no espectro de H , por intermédio da figura 6.6.7,
os estados que exibem os regimes dindmicos populacionais estudados no modelo. Cada painel desta
figura apresenta os estados estacionarios |E,,) do modelo para uma escolha das taxas de colisao, mas
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Figura 6.6.7: Fidelidade dos auto-estados de H em relacio aos estados coerentes centrados nos pontos fixos da dinamica
semiclassica do modelo. O parametro de autocolisdo em cada painel é dado por: (a) x = 1,5, (b) x =3, (¢) x = —6 e
(d) x = —8. Em todos os graficos N = 30, Q = —1 e u = 0. As cores das barras indicam o estado coerente de SU(3) que
comparamos aos estados estacionarios: [1F) (azul escuro), [2F;wi = w2) (verde), |3%; w1 = wa) (rosa), |4%; w1 = w2)

(azul claro), |[N; w1 = e wy = efi%w (preto) e |[N; w1 = —1,w2 = 0) (vermelho). Note que esta é a mesma associagio
de cores empregada na figura 5.3.6 para os pontos de equilibrio.

fixando novamente os parametros N = 30 e Q@ = —1. Os estados |E,,) sdo simbolizados no grafico
pelos indices m, que sao escolhidos de modo a coloca-los em ordem crescente das auto-energias F,.
As barras coloridas para cada valor m exibem a fidelidade de |E,,) em relacdo aos estado coerentes
centrados nos pontos de equilibrio encontrados na se¢ao 5.3. O coédigo de cores é o mesmo utilizado no
espectro classico de energias da figura 5.3.6, exceto que agora os resultados para pontos equivalentes
ou simétricos por rotagao nao sao idénticos.

Por simplicidade, entre os resultados referentes as classes de trés pontos equivalentes 2+, 3% e 4%,
apenas mostramos a fidelidade associada aos estados coerentes centrados nos pontos de equilibrio sobre
a reta restrita aos reais wy = wa, que sao respectivamente definidos como \2*; wy = wa), \Si; w, = wa)
e |[4%;w; = wy). Também considerando a equivaléncia (semelhanga) dos dois estados de poco vazio
(de vortice) apenas exibimos F em relagao ao ponto (wy,ws) = (—1,0) (w; = e = w3).

O grafico 6.6.7.a mostra a fidelidade dos estados estacionérios em relagao aos estados coerentes
selecionados, para taxas de colisao x = 1,5 e u = 0. Estes valores de parametros sao referentes
4 dinamica classica do modelo no regime anterior & bifurcacao, responsavel pelos pontos 37 e 47,
e a transicdo de fase. Como ja discutido, o estado |1F) possui alta fidelidade associada ao estado
fundamental para taxas de autocolisdo atrativas inferiores a x.. Observamos que os estados coerentes
que apresentam maior fidelidade no espectro sao os relacionados aos pontos de equilibrio estavel, que
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neste caso sao os estados de pogo vazio (EPV), de vértice (EV) e 17. Note também que nenhum
estado |E,,) manifesta grande fidelidade em relaco a |2, w; = ws), cujo ponto de equilibrio associado
é instavel.

No entanto, vemos que os estados coerentes centrados em pontos fixos instéveis manifestam alguma
fidelidade em uma maior regiao do espectro, enquanto os estados associados a pontos fixos estaveis
exibem valores nao nulos de F em uma pequena porgao bem localizada dos |E,,). Este fenémeno
reflete o comportamento de localizacao das érbitas regulares e cadticas sobre o espaco de fase.

Nas se¢Oes anteriores, vimos que as trajetorias cadticas percorrem regioes mais extensas em M,
nas quais os pontos fixos instaveis geralmente estao localizados. Também observamos que a dindmica
quantica nao linear do modelo causa o alargamento das representagoes em M dos estados coerentes.
Logo, os estados estacionarios associados & din&mica cadtica devem possuir distribui¢oes bastante
delocalizadas em M, abrangendo principalmente as regides tomadas por érbitas cadticas no analogo
classico, de modo que os estados |E,,) exibem uma pequena sobreposi¢do com o estado coerente
centrado em um ponto de equilibrio instavel, mas somente se o valor de FE,, é préoximo & H calculado
neste ponto fixo.

Ainda considerando interagoes atrativas, mas para valores das taxas de colisdo superiores a Y. €
X4+, obtemos algumas modificagbes na composicao do espectro. A figura 6.6.7.b mostra o resultados
da fidelidade para x = 3 e u = 0. Como previsto, o estado |1i> nao apresenta fidelidade significativa
calculada no estado fundamental, porém ha grande sobreposicdo entre |[4%;w; = wy), relacionado ao
ponto fixo que manifesta o regime de AAM no analogo classico, e |1)p). Note também que o estado |1%)
exibe agora o comportamento esperado de um estado coerente centrado sobre um ponto de equilibrio
instavel, circunstancia verdadeira para 17 quando y > % + L.

O estado de pogo vazio e o estado de vortice apresentam fidelidades méximas no espectro proximas
a 0,5, aparentemente baixas para estados coerentes centrados em pontos fixos estaveis. Entretanto,
devemos lembrar que os resultados mostrados consideram apenas um dos dois estados isoenergéticos
de cada uma destas duas classes de 2pon‘cos de equilibrio. Logo, o estado estacionario mais fiel a
IN;w; = —1,wy = 0) (|N;w; = €3 = w3)) muito provavelmente representa uma superposi¢ao
aproximada de ambos EPV (EV), para a qual F 20,5 ¢é o calculo estimado corretamente.

O grafico 6.6.7.c apresenta a fidelidade nos |E,,) para o espalhamento repulsivo, com taxa de
autocolisdao Y = —6 e deconsiderando a interagao cruzada, tal que a bifurcacdo responsavel pelos
pontos fixos 37 e 47 ainda nao estd presente. No entanto, na figura 6.6.7.d, exibimos F apés a
bifurcagado, para x = =8 e u = 0.

Como previsto, os estados coerentes associados aos pontos fixos estaveis 17, 27 e 4~ apresentam
os maiores valores de fidelidade entre os estados coerentes estudados. Também confirmando nossas
expectativas, a fidelidade em relagao aos estados coerentes centrados nos pontos fixos 37, de pogo vazio
e de vortice nao manifesta valores elevados, mas se distribui em uma ampla regidao do espectro, pois
estes pontos de equilibrio s@o instaveis para os conjuntos de parametros escolhidos no espalhamento
repulsivo.

Segundo a figura 5.3.6, o ponto de equilibrio 27 representa o maximo global de H para todos valores
da taxa de autocolisao repulsiva, desprezando possiveis efeitos das colisbes cruzadas. Entao, retornado
as figuras 6.6.7.c e 6.6.7.d, notamos que o estado estacionério de maior energia |F196) possui fidelidade
praticamente maxima em relacio ao estado |2%; w; = wy), indicando acordo entre os resultados classicos
e quanticos referentes a energia e localizagdo de seus estados estacionarios.

No grafico 6.1.9, vimos que a vizinhanga em M do ponto fixo estavel 27 é tomada por Orbitas
regulares associadas ao regime populacional de AAM em um tnico poco. Portanto, ao encontrarmos
estados estacionérios bastante fiéis a [2%;w; = ws), identificamos no espectro quantico exato a regido
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Figura 6.6.8: O grafico a esquerda (direita) mostra a representacio Husimi populacional (fungio semiclassica de fase)
do estado estacionario de maior fidelidade em relagdo ao estado coerente |2i; w1 = wa), para N =30, Q = -1, x = -8
e u = 0. Note a distribuicao populacional extremamente bem localizada proxima a J; = J2 = 0. Quando comparadas as
representagdes do estado coerente, os graficos (a) e (b) nao apresentam qualquer diferenca visivel. Esta indistinguibilidade
era esperada, ja que a fidelidade entre os estados é aproximadamente 0, 99998.

de energia responséavel pelo regime dindmico populacional estudado.

A semelhanca entre os estados |Egg) ¢ [2F;w; = ws) é tdo grande que ndo podemos visualizar a
diferenca entre suas representacdes nos subespacos de M. A direita (esquerda) na figura 6.6.8 exibimos
a fungdo Q; (®) de |Fyo6), para x = —8 e pu = 0, tal que |(2F; w1 = wa|Fa96)|? = 0,99998. Observe
com atengao a intensa concentragao da distribuigao populacional em torno de J; = Jy = 0, indicando o
auto-aprisionamento dos bésons no terceiro modo local. A fun¢éo semicléssica de fase esta distribuida
ao redor de ¢1 = ¢o = m, coordenadas correspondentes & fase oposta entre os condensados gémeos e o
modo solitario.

De acordo com a figura 6.1.9.d, nas vizinhangas dos pontos de equilibrio estédvel 4~ encontramos
uma familia de érbitas regulares associadas & dindmica populacional de AAM nos condensados gémeos.
Neste regime, dois modos locais com mesma ocupacao bosonica e em fase detém indefinidamente grande
parte das particulas condensadas, enquanto o terceiro modo permanece quase vazio. Este tipo de auto-
aprisionamento é bastante semelhante & dinAmica de pogo vazio, exceto pela diferencga de fase entre os
modos populados, conforme ja discutido anteriormente.

Novamente retornando a figura 6.6.7.d, vemos que a fidelidade maxima no espectro em relagao ao
estado |[47;w; = wy) é proxima a 0,5. Este valor pode indicar uma superposicao aproximada entre
estados coerentes centrados em dois dos trés pontos fixos equivalentes da classe 4~, da mesma maneira
que sugerimos anteriormente para os estados de vortice e pogo vazio. Entretanto, a figura 6.6.9 mostra
que o estado estacionario |E149), mais fiel ao estado coerente em 47, nao apresenta as caracteristicas
da superposi¢ao prevista.

Nos graficos 6.6.9.a e 6.6.9.c mostramos, respectivamente, as fungdes @y e ® do estado coerente
\4i;w1 = ws), para X = —8 e p = 0. Observe a concentra¢do da distribui¢do populacional em
J1 = Jo = 15, enquando a fungao das fases localiza-se em torno de ¢1 = ¢ = 7, como esperado.
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Figura 6.6.9: Comparagio da distribuigio Q. e da fungio semiclassica de fase entre o estado coerente |4%; w1 = w2)
e seu estado mais fiel no espectro de energia, obtido com os parametros N =30, 2 = —1, x = -8 e pu = 0. Em (a) e

(c) ((b) e (d)) temos respectivamente a fun¢do @ no espago de populagdo e a fungdo semiclassica de fase para o estado
|4%; w1 = wo) (mais fiel a [4%; w1 = w2)). A fidelidade entre estes dois estados é aproximadamente 0, 55.

O estado estacionério de maxima fidelidade ao estado coerente centrado em 47, tal que |(E140/4%; w; =
w2>\2 = (0,55 para x = —8 e p = 0, tem suas representagoes no espago populacional e configuracional
apresentadas nos graficos 6.6.9.b e 6.6.9.d, nesta ordem. Note que o estado |E149) também apresenta
corretamente a dindmica de AAM do ponto fixo considerado, pois suas distribui¢oes em M concentram-
se principalmente em J; = Jo = 15 e ¢1 = ¢po = 7. Portanto, encontramos valores praticamente nulos
de @ nas proximidades das coordenadas (Ji, J2) = (15,0) e (J1,J2) = (0,15), confirmando que ha
apenas uma pequena superposicao entre os trés estados coerentes equivalentes associados a classe 47.

Logo, as representagoes dos estados |E149) € |4%; w, = wy) sdo bastante semelhantes, mas diferem
por uma compressao no espac¢o populacional, acompanhada por uma expansao no espago configu-
racional, além da pequena superposicao. Portanto, o estado estacionario é um estado comprimido,
justificando a perda de fidelidade em relagao ao estado coerente mais fiel. J& discutimos anteriormente
que o processo de compressao-expansao é responsavel por parte da decoeréncia encontrada na diné-
mica quantica nao linear para N finito. Visto que Psu(g)(]E14o>) = (), 25, justificamos a suposicdo que
relaciona a perda de coeréncia & infidelidade entre |E140) e [47;w; = ws).

A figura 6.6.10 mostra mais dois painéis de fidelidade no espectro, onde procuramos evidenciar as

181



6.6 Transicao de Fase Quéantica Capitulo 6: Anélise do Modelo

F 05| (@)

. IIJ|||.I |.||| ! ! ! ! ! \1‘ ol

- O

F o5} 1 (b)

ol 1 1 1 1 . |ll.|.‘|. la ! bl !
0 50 100 150 200 250 300 35 400 450 496
m
Figura 6.6.10: Fidelidade dos estados estaciondrios do sistema em relagio aos estados coerentes centrados nos pontos
de equilibrio classicos. O painel (a) apresenta os resultados para x =5 e 1 = 135, enquanto o painel (b) para x = —5 e
u = 155 Nos dois graficos utilizamos N = 30 e 2 = —1. O esquema de cores é o mesmo ji especificado na legenda da

figura 6.6.7.

diferencas entre os regimes dindmicos presentes nos espalhamentos atrativo e repulsivo, com énfase no
comportamento relacionado aos estados de vortice e de pogo vazio.

Os resultados para x =5 e u = ﬁ sao exibidos no grafico 6.6.10.a. Neste conjunto de parametros
de colisao, segundo as figuras 5.4.2 e 5.4.3, os pontos fixos de poco vazio e de vortice sdo estaveis. Como
previsto, é pequena a regiao do espectro que exibe fidelidade nao nula associada aos estados coerentes
IN;wy = —1,wg = 0) e [N;wy = ¢S = wj), mas os valores atingidos por F sao relativamente altos,
se comparados aos resultados pertinentes aos pontos de equilibrio instavel.

Contudo, a fidelidade alcanca somente valores inferiores a % para os estados coerentes representan-
tes das dindmicas de pogo vazio e de vortice, ainda abaixo da expectativa para configuracoes associadas
a pontos fixos estaveis. Entao, sugerimos que os estados estacionérios mais fiéis representem super-
posicoes aproximadas dos estados coerentes isoenergéticos relacionados a cada um dos dois regimes
dindmicos considerados, suposicao ratificada pelos graficos 6.6.11 e 6.6.12.

Primeiramente, definimos a superposicao simétrica dos estados coerentes centrados nos estados
classicos de vortice:

1 - 27 227 - 27 227
Vs) = — (]N; wy = el%,wg = eil%) + |N;w; = eﬂ%,wg = eﬂT)) . (6.6.5)

V2

As representagoes de |Vs) nos espagos populacional e configuracional sdo mostradas nas figuras
6.6.11.a e 6.6.11.d, respectivamente. A distribuicdo (J; manifesta a tendéncia de ocupacao iguali-

taria entre os trés modos, exibindo um méaximo bem localizado em J; = Jo = 10. No entanto,
este comportamento nao é diferente do exibido pela Husimi populacional de apenas um dos esta-
dos |N;w; = T wy = €T3 ). A fungao semiclassica de fase nos permite distinguir o estado

|Vs) de um estado de vortice isolado, pois exibe dois maximos simétricos nas coordenadas angulares
(61, 02) = (£5,F5).

Para parametros de colisao x = 5 e pu = 16‘—0, a fidelidade méxima no espectro em relagao a
superposicao simétrica de vortice é |(E496|Vs)|? = 0,836, valor que confirma nossa hipétese acerca da
forma superposta que os estados de vortice se apresentam entre os estados |E,,). As representagoes @y e
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Figura 6.6.11: Comparagdo das representacoes no espaco de fase entre a superposicio simétrica dos estados de vortice e
seus estados associados de maxima fidelidade. Nos gréficos (a) e (d) apresentamos, nesta ordem, a func¢ao @ populacional
e a fungao semiclassica de fase do estado |Vs). Em (b) e (e) ((¢) e (f)), o estado estacionario de méaxima fidelidade a
|Vs), com F 220,836 (F =2 0,345), é também representado nos espagos de populagéo e fase para os parametros de colisdo

X=5ep=15 (x=-5ep=1%)

1

® de | E496) sdo expostas nos graficos 6.6.11.b e 6.6.11.¢, nesta ordem. Observamos que a tnica diferenca
sensivel entre as distribui¢des da superposicao de estados coerentes, centrados em pontos fixos estéaveis,
e de seu estado estacionério mais fiel ¢ uma compressao no espago de ocupagoes médias, concomitante
a uma expansao no espago conjugado. O processo de compressdo-expansao é novamente o Unico
responsavel pela perda de fidelidade entre os estados estacionarios quénticos e seus correspondentes
classicos, quando estes sdo representados por estados coerentes centrados em pontos fixos estéveis.

Apesar de uma significante decoeréncia, quantificada por Py, 3)(| E196)) = 0.24, vemos que o estado
estacionarios |F496) ainda conserva as caracteristicas do regime dindmico de vortice, justificando o
bom acordo qualitativo entre os resultados cléssicos e quanticos da secao 6.5, para trajetérias regulares
proximas a pontos de equilibrio estével.

Agora, retornamos & questdo da aparentemente baixa fidelidade encontrada no grafico 6.6.10.a
para o estado de poco vazio selecionado. Para este fim definimos a superposicao antissimétrica de dois

estados de poco vaziob19:

619Devemos lembrar que, devido & simetria de rotacdo do potencial de aprisionamento, devem existir trés estados
de pogo vazio equivalentes. Contudo, utilizando a parametrizacdo complexa, temos que a condicdo N — J; — J2 = 0
corresponde a w1, ws — Fo00, dificultando o tratamento de estados com ocupagao média nula no terceiro modo local.
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Figura 6.6.12: Comparacao das representacdes no espaco de fase entre a superposicio antissimétrica dos estados de
pogo vazio e seus estados associados mais fiéis. Nos graficos (a) e (d) exibimos, respectivamente, a distribui¢ao Husimi
populacional e a func¢ao semiclassica de fase do estado |PVag). Em (b) e (e) ((¢) e (f)), o estado estacionario mais fiel
a |PVas), com F 220,669 (F = 0,248), é também representado nos espagos de populagao e de fase, para os parametros
de colisio x =5ep= 135 (x=—-5eu=155)-

1
V2

Os gréaficos 6.6.12.a e 6.6.12.d mostram as fungdes Q; e ® do estado |PVyg), respectivamente.
Como esperado, a representagao populacional apresenta dois maximos localizados em (J1, J2) = (0, 15)
e (Ji,J2) = (15,0), relativos as condigoes de pogo vazio nas quais estdo desocupados o primeiro e
segundo modos, nesta ordem. Ja a funcao semiclassica de fase exibe a figura de interferéncia entre as
distribuigoes de |[N;w; = —1,we = 0) e |[N;w; = 0,we = —1), que se concentram nas retas ¢; = 7 ou
¢2 = 7, de acordo com a indeterminagéo do angulo restante. Devido a interferéncia, observamos que
os valores mais elevados de ® estao proximos a ¢1 = ¢o = 7, mas esta funcao nao apresenta um tnico
méximo nesta regiao, diferenciando sua distribui¢do de outros estados cuja representacao é centrada
nas mesmas coordenadas do espago configuracional.

O estado |Ey;1) apresenta fidelidade maxima em relagdo a |[PVyg) e |[N;w; = —1,we = 0), con-
siderando todos estados estacionérios obtidos com os pardmetros de colisao y =5 e p = 1%)0' Como
esperado, os estados equivalentes superpostos apresentam |(Fy411|PVag)|? = 0,699, valor adequado ao
méximo de F no espectro para os estados coerentes referentes a pontos fixos estaveis da dinamica

’PVA5> = (‘N;Uﬂ = —1,w2 = 0> — ‘N; w1 = O,wg = —1>) (6.6.6)
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classica. Portanto, o resultado aparentemente baixo |(E41|N;w; = —1,we = 0)|> = 0.306 revela a
existéncia de niveis de energia praticamente degenerados, com alta fidelidade associada as superposi¢oes
dos estados equivalentes de poco vazio.

As representacoes de |Ey11) nos subespagos populacional e configuracional sdo apresentadas nas
figuras 6.6.12.b e 6.6.12.d, nesta ordem. Como ja poderiamos prever, a fungdo Qs (®) do estado
estacionério representa apenas uma compressao (expansao) da representacao de |PV4g) no mesmo
subespago. Logo, o regime dindmico de pogo vazio esta corretamente presente entre os niveis quénticos
de energia, posto que o ponto de equilibrio associado é estavel.

Devido & presenca de termos nao lineares no Hamiltoniano, os estados estacionarios relaciona-
dos aos regimes dindmicos regulares do modelo semiclassico sao novamente encontrados como formas
comprimidas dos estados coerentes centrados em pontos fixos estaveis. Portanto, apesar da alta fi-
delidade em relagao a |PVyg), o estado |Ey11) exibe coeréncia relativamente baixa, mensurada por
Pou3)(|Ea11)) = 0.400. Este fato explica grande parte do desacordo quantitativo entre os resultados
quanticos e semiclassicos.

A figura 6.6.10.b exibe a fidelidade no espectro para o espalhamento repulsivo, com taxas de colisdo
X=-bepu= ﬁ. Neste conjunto de parametros, segundo os diagramas de estabilidade dos gréficos
5.4.2 e 5.4.3, os pontos fixos de vortice e pogo vazio sdo instaveis. Portanto, em relagdo a |[N;w; =
e = wj) e [N;w; = —1,we = 0), obtemos valores maximos de F bastante inferiores aos encontrados
na figura 6.6.10.a, onde estes estados coerentes estao associados a pontos de equilibrio estéavel.

Entretanto, o nimero de estados no espectro que exibe fidelidade nao nula pertinente aos estados
de vortice e pogo vazio é bem superior ao painel do caso de colisoes atrativas. Este fenémeno sugere
novamente que grande parte dos niveis de energia estao associados & dindmica cabética presente no
modelo anélogo classico, pois os pontos de equilibrio relevantes estao inseridos em meio as regides de
caos em M. Como vimos, a dindmica quintica nao linear tende a “espalhar” as representagoes dos
estados sobre espaco de fase, de modo a preencher as regides tomadas por 6rbitas cadticas, incluindo

- 270
o local onde estao centrados |N;w; =e'3 = wd) e |[N;w; = —1,wq = 0).
Para confirmar nossas expectativas, nas figuras 6.6.11.c e 6.6.11. f mostramos respectivamente as
representagoes populacional e angular do estado estacionario mais fiel a |Vg), considerando xy = —5 e

= fé—o. Observamos que a distribuicao de ocupagoes médias esta bastante delocalizada, justificando a
forte decoeréncia no estado |Eqgs), expressa pela quantidade Py, 3)(|E26s)) = 0,066. Como esperado,
a pureza generalizada do estado mais fiel associado aos pontos fixos instéaveis é bem inferior ao valor
de Py, (3) encontrado para os pontos de equilibrio estavel, sugerindo a presenga de dinamica cattica, de
acordo com nossas observagdes das secdes anteriores. O maximo de fidelidade alcangada |(Ea6s|Vs)|? =
0, 345 também ¢é pequeno, quando comparado ao resultado do regime regular.

A fungao semiclassica de fase exibe os dois maximos pronunciados em (¢1, ¢2) = (i%’T,ZF%”),
justificando a méaxima fidelidade em relagao a |Vs), mas também apresenta outras regides nao nulas
no espaco configuracional, indicando a decoeréncia no auto-estado de energia.

Note que |Ea6s) nao representa uma superposi¢ao de estados comprimidos, pois as representagoes
nos dois subespagos sdo mais delocalizadas que as distribuigoes referentes a |Vg). Logo, o processo de
compressao-expansao nao é o unico responsavel pela decoeréncia neste estado estacionério, que deve
ser associada principalmente & dindmica cadtica do modelo.

Anélise semelhante pode ser feita para os graficos 6.6.12.c e 6.6.12.f, onde mostramos as repre-
sentagoes em M do estado |F402), que exibe maior fidelidade em relacdo a |PVyg) entre os auto-
estados de energia obtidos com x = —5 e u = 3%5. A fungao Q; apresenta apenas um significativo
alargamento quando comparada & superposicao de estados coerentes, justificando o valor maximo
|(E102| PVas)|? = 0,248 dentro do espectro. Contudo, este resultado é bastante inferior ao encontrado
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no espalhamento atrativo, confirmando nossa previsao referente ao comportamento de F nos estados
coerentes centrados em pontos fixos instaveis.

O reduzido valor da fidelidade entre |E492) e |PVag) pode ser explicado pela elevada decoeréncia do
estado estaciondrio, que é evidente na grande delocalizagdo, quantificada por Py, 3)(|Fa02)) = 0,134,
da funcao ®, a qual nao exibe somente a figura de interferéncia esperada.

-10 -8 -6 -4 -2 0 0 1 2 3 4
Figura 6.6.13: Autovalores de H em funcdo do parametro de autocolisdo X, considerando N = 30, = —1 e

desprezando os efeitos das colisdes cruzadas. A esquerda mostramos os resultados para y < 0. Em detalhe vemos a
regiao para x > 0 onde os dois mais baixos niveis de energia se aproximam, notando que o primeiro nivel excitado é
duplamente degenerado. A direita exibimos o espectro para x > 0. O zero de energia foi ajustado de forma a coincidir
com o zero de H(w,w"), possibilitando a comparagdo com a figura 5.3.6.

Por fim, vamos analisar o comportamento das auto-energias F,, em funcao da taxa de autocolisao
X, desconsiderando os efeitos oriundos das colisoes cruzadas. Entretanto, para uma comparacgao correta
entre os valores de H(w*,w) calculados nos pontos fixos do modelo e os autovalores de H , devemos
corrigir o erro introduzido no “zero” de energia quando descartamos os termos constantes nao relevantes
a dinamica.

Na obteng¢ao da Hamiltoniana (5.1.7) desprezamos os termos dependentes apenas de N e outros
parametros, de modo que H nao é simplesmente a média do operador H mostrado na equagao (3.2.20).
Recoletando as constantes, obtemos a seguinte identidade, tutil apenas na comparagao dos espectros
de energia:

e T QN N -
O gréfico 6.6.13 mostra todos valores de F,, em fungdo de x, fixando os pardmetros N = 30,
Q =—1e p=0. As auto-energias foram obtidas pela diagonalizagao exata do Hamiltoniano (3.2.20),
mas também “ajustamos” estes autovalores utilizando a equagao (6.6.7), com o objetivo de compara-los
as curvas da figura 5.3.6.
Primeiramente, observamos que as curvas para as energias maximas e minimas dos espectros classico
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e quéntico se sobrepoem com boa precisao. Os maiores desvios sao encontrados na energia fundamen-
tal para espalhamento repulsivo e no maximo de energia para colisoes atrativas. Também notamos
um erro significativo entre os valores de energia fundamental na regido préxima ao cruzamento das
curvas referentes ao pontos fixos 17 e 47. Entretanto, para x distante do valor critico y., ambas as
curvas exibem bom acordo com os resultados quanticos, considerando apenas as partes onde cada uma
representa o minimo global de energia.

E interessante observar que os pontos de equilibrio instavel possuem curvas de energia localizadas
nas regioes correspondentes as maiores densidades de auto-estados na figura 6.6.13. Nos locais mais
densamente preenchidos pelas curvas dos E,,, encontramos maior nimero de cruzamentos evitados
entre os niveis.

Outro cruzamento evitado de niveis relevante é mostrado no inset da figura 6.6.13, onde vemos
apenas a energia fundamental e o primeiro nivel excitado duplamente degenerado. Para valores da
taxa de autocolisao proximos a y. = 2, vemos uma rapida aproximacao entre estas duas curvas, que
logo apds passam a apresentar degenerescéncia quase completa.

Portanto, encontramos um cruzamento evitado no nivel fundamental (CENF) para N finito,
que ocorre proximo a Y., da mesma forma que vimos acontecer anteriormente a diminuicao brusca da
pureza generalizada de [t)p). Entdo, o comportamento de Pgy3)(|t)0)) acompanha a aproximagao dos
trés estados de energia mais baixa, sugerindo que o CENF também seja uma “sinalizacao” da transigao
de fase quantica para nimero finito de particulas.

J4 mostramos que a curva de energia minima na figura 5.3.6 é exata no limite macroscopico. Logo,
quando N — oo, o CENF deve convergir ao cruzamento do nivel fundamental (CNF), responsavel
pela transicao de fase quéntica. O CNF é representado pela troca de minimo global de H em x.,
ocasiao em que o ponto fixo 17 cede seu lugar aos trés pontos equivalentes da classe 4. Portanto, a
quase degenerescéncia dos trés estados menos energéticos referentes ao CENF nao é uma coincidéncia,
mas uma tendéncia concretizada no limite macroscopico, onde o nivel fundamental transita de nao
degenerado a triplamente degenerado.

Inspirados pela aparente simultaneidade entre a perda de pureza do estado fundamental e o CENF,
ambos em fungao de Y, procuramos mais sinais na transi¢do de fase na “velocidade” de aproximagao
dos dois niveis mais baixos de energia.

Exibimos no gréfico 6.6.14.a as curvas de AFE(x), definido como a diferenga de energia entre os
dois niveis mais baixos do espectro, para varios valores de N e desconsiderando os efeitos das colisoes
cruzadas. Observe que AFE cai mais rapidamente a zero a medida que N cresce, deslocando a regifo
de maior inclinagao para valores de x préximos ao parametro critico.

E evidente a mudanca de comportamento da derivada de AE em relacdo a x para N crescente. Em
vista disto, apresentamos na figura 6.6.14.b os valores de dﬁ—XE para os mesmos nameros de particulas.

Note que o valor minimo de —dﬁxE cresce ao passo que aumentamos o nimero de bosons aprisionados

Os valores de x que minimizam a derivada do espagamento de niveis sao bastante préximos a xe,
simbolizado pela reta vertical tracejada no grafico.

Tabela 6.6.1: Valores de x para os minimos de ddA—XE. O erro numérico estimado em x%'(NN) é Ax% =
0,003.

N 10 20 30 40 50
Y@(N) || 1,981 | 2,017 | 2,017 | 2,011 | 2,011
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(a) 2.5

0.5+

1 15 2 25 3

Figura 6.6.14: A esquerda exibimos a diferenca entre os dois niveis de energia mais baixos do modelo em
funcao do parametro de autocolisdo, para vérios valores de N. A direita mostramos o comportamento
da derivada de AE em relacdo a x. A linha vertical tracejada marca o valor critico da transicdo de
fase quéntica.

. . . dP,, .
Portanto, em alusao ao parametro y&¢(N) determinado para as curvas de %(WO)), definimos

o valor da taxa de autocolisdo que minimiza dﬁ—xE como x2'(N), cujos resultados para as curvas do

grafico 6.6.14.b sao mostrados na tabela 6.6.1.

Diferentemente de x(N), ndo conseguimos determinar uma tendéncia de aproximagao monotonica
entre x2(N) e x., para os valores considerados de N. Porém, mesmo para poucos bosons, obtemos
resultados muito proximos ao pardmetro critico exato de transicdo, considerando um erro numérico
estimado de Ax%" = 0,003.
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CAPITULO [

Conclusao

Embora o modelo de um condensado em poco duplo ja possua ampla discussao na literatura teo-
rica e experimental, gostariamos de destacar algumas de nossas contribui¢oes ao tema. Empregando os
estados coerentes associados ao grupo SU(2), apresentamos a dinamica semicléssica do sistema sobre
a esfera de Bloch, que representa a topologia correta do espaco de fase. Desta maneira, podemos
distinguir as verdadeiras separatrizes entre os regimes dindmicos populacionais, excluindo a possibili-
dade de equivoco proveniente da projegao das trajetérias em um plano. Também mostramos que as
colisoes cruzadas podem provocar a mudanga do regime populacional entre as dindmicas de oscilacao
Josephson e auto-aprisionamento macroscopico, devido a alteragao significativa do tunelamento efetivo
do sistema.

A pureza generalizada relacionada a algebra su(2) exibe comportamento distinto nos dois regimes
populacionais considerados. A dindmica de auto-aprisionamento preserva grande parte da coeréncia
inicial do estado, justificando o bom acordo quantitativo entre os resultados semiclassicos e quéanticos
exatos. Entretanto, a dindmica de oscilagao Josephson produz maior incoeréncia no sistema, refletida
em uma menor qualidade da aproximagao anéloga classica para namero finito de particulas. Portanto,
mostramos que a pureza generalizada caracteriza os diferentes regimes dinamicos, ao passo que avalia
a qualidade da aproximacao semiclassica.

A perda de pureza do estado é proporcional a sua delocalizacao sobre o espaco de fase, que observa-
mos nas representacoes Husimi sobre a esfera de Bloch. A incoeréncia alcancada pelo sistema quéntico
também é crescente com “comprimento” da érbita semiclassica de mesmas condigoes iniciais.

Examinamos a maneira como a pureza generalizada pode “sinalizar” formalmente uma transicao de
fase quéntica. Nesta ocasidao, mostramos que o valor da taxa de autocolisao que minimiza a derivada
da pureza do estado fundamental é consistente com uma lei de poténcia, indicando a convergéncia ao
pardmetro critico no limite macroscopico.

O modelo de um condensado em poco triplo foi examinado com maior detalhe, devido & grande
variedade de regimes dindmicos apresentados pelo sistema.

Primeiramente, por intermédio de uma extensdo do formalismo de pseudo-spins de Schwinger,
aproveitamos a estrutura algébrica natural do sistema, desenvolvendo uma série de resultados referentes
ao grupo SU(3). Entre os produtos mais interessantes estao os estados coerentes das representagoes
totalmente simétricas de SU(3), que possibilitam a aplica¢do do método analogo classico em modelos
de trés modos bosénicos.
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Os geradores de SU(3) podem ser interpretados como observaveis basicos do condensado, relaci-
onados as distribui¢oes de posicao, tunelamento, momento linear e angular. Entao, o Hamiltoniano
do modelo é reescrito em termos lineares e quadraticos dos geradores, considerando até a ordem mais
baixa de correcao proveniente das colisoes cruzadas.

Novamente, mostramos que as interagoes entre bésons localizados em pocos distintos sao relevantes,
mesmo sob a hipotese de fraco acoplamento entre os modos, pois a taxa efetiva de tunelamento pode
ser significantemente alterada por um fator linear no ntimero total de bdsons aprisionados, introduzido
pela presenca das colisbes cruzadas.

Aplicando a aproximacao analoga classica do modelo, examinamos a localizacdo e estabilidade dos
pontos de equilibrio em fungao das taxas de colisao. A grande maioria dos pontos fixos é encontrada sob
as condicoes de acordo ou oposi¢ao de fase entre dois modos locais distintos. Esta situacao origina os
chamados pontos fixos reais do sistema, presentes no subregime de condensados gémeos e na dindmica
de pogo vazio.

Mostramos que a dindmica do modelo preserva as condi¢des em que dois modos locais possuem
mesma fase e ocupacao média, reduzindo efetivamente o nimero de graus de liberdade do sistema.
Neste caso, obtemos o subregime integravel de condensados gémeos, responsavel pelo reaparecimento
de muitos conceitos ji encontrados no modelo de dois pocos. Demonstramos que podemos formar
um conjunto completo de estados coerentes de SU(2) tomando apenas um subconjunto dos estado
coerentes de SU(3) que satisfaz uma das condigoes de condensados gémeos. Portanto, o subespago de
fase relacionado a este subregime é novamente a esfera de Bloch.

No subregime de condensados gémeos encontramos as dindmicas populacionais de oscilagao Joseph-
son e auto-aprisionamento macroscopico. Mais uma vez, o surgimento das é6rbitas auto-aprisionadas
estd associado a uma bifurcacao dindmica no espaco de fase, que também provoca a mudanca de
minimo global da Hamiltoniana analoga classica.

O comportamento da pureza generalizada de su(3) é diferente nas duas dindmicas consideradas no
subregime de condensados gémeos. A perda de coeréncia foi mais intensa para as trajetorias de oscilagao
Josephson, que ocupam maior regiao do espago de fase. A correspondéncia entre o “volume” tomado
pelas 6rbitas semiclassicas de uma dindmica populacional e a “decoeréncia” do estado é evidenciada
pelas representagoes Husimi sobre a esfera de Bloch, onde visualizamos o “alargamento” da distribuicao
causado pelos termos nao lineares do Hamiltoniano.

Os estados de poco vazio estao relacionados a desocupacgoes persistentes em um dos pogos, enquanto
os modos locais restantes dividem igualmente os bésons aprisionados, em oposicao de fase. Utilizando
secoes de Poincaré, observamos a existéncia de o6rbitas regulares, referentes a dindmica de pogo vazio,
somente quando os pontos fixos associados sdo estaveis. Caso contrario, os estados de pogo vazio
estao localizados em meio a trajetorias cadticas, que representam mais uma possibilidade na dindmica
populacional do modelo.

Calculos quénticos exatos com mesmas condigOes iniciais de Orbitas cadticas apresentam grande
perda da pureza generalizada do condensado, diferentemente dos resultados referentes as trajetorias
regulares. Entao, como esperado, a aproximagao analoga cléssica apresenta menor acordo quantitativo
na presenca de caos.

Os pontos fixos reais estao associados aos regimes populacionais irrotacionais, nos quais o momento
angular médio do condensado no eixo de simetria da armadilha apenas oscila em torno de zero. Os
estados de vortice representam a tnica classe de pontos de equilibrio relativa as configuragoes de rotagao
do sistema.

No contexto do anélogo classico, podemos encontrar trajetérias regulares com momento angular
permanente, nas proximidades dos estados de vortice estéaveis. Apenas alterando os valores das taxas de
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colisdo, podemos tornar instaveis os pontos fixos de vortice, que passam a residir em regides cadticas
do espacgo de fase. Novamente, empregamos a pureza generalizada para quantificar a validade da
aproximagao semiclassica, que confirma seu comportamento distinto entre érbitas regulares e cadticas.

Examinando as representacoes do estado sobre os subespagos populacional e configuracional, con-
firmamos a relagao entre perda de coeréncia e caos. HEstados coerentes centrados inicialmente sobre
trajetorias cadticas apresentam uma dispersao irreversivel de suas distribui¢oes sobre o espaco de fase.
Os estados associados as Orbitas regulares apresentam apenas um processo de compressao-expansao
nos dois subespacos conjugados.

Também analisamos a transicao de fase quéantica presente no modelo para interacoes bosonicas
atrativas, relacionada a uma alteracao dindmica do estado fundamental entre o auto-aprisionamento
em modos solitarios e o regime de oscilagao efetiva. A aproximacdo analoga classica coincide com os
resultados quénticos no limite macroscépico, desta maneira obtemos exatamente a energia do estado
fundamental no limite cléssico, apenas minimizando a Hamiltoniana semiclassica por particula, que
independe do ntimero total de bésons aprisionados.

Entao, mostramos que a transicao de fase quéantica corresponde a uma descontinuidade da derivada
da energia do estado fundamental, simbolizada pela troca de minimo global na Hamiltoniana cléssica.
No limite macroscopico, o nivel de energia fundamental apds a transicdo é triplamente degenerado,
com auto-espaco gerado por trés estados coerentes associados & dindmica de auto-aprisionamento.

Analisamos novamente o comportamento de escala da pureza do estado fundamental em funcao
da taxa de autocolisdo. A medida que o namero total de particulas condensadas cresce, o valor do
parametro de autocolisao que minimiza a derivada da pureza aproxima-se do valor critico de transicao,
obedecendo a uma lei de poténcia que indica a convergéncia destas duas grandezas no limite classico-
macroscopico.

Considerando um ntimero finito de particulas, temos que a mudanca de regime dindmico do estado
fundamental ndo é abrupta, mas acontece suavemente, acompanhando o cruzamento evitado entre o
nivel fundamental e o primeiro excitado, este duplamente degenerado.

As representacgoes do estado fundamental no espago de fase também “sinalizam” esta mudanca diné-
mica. A representagao () projetada no espago populacional manifesta uma “trifurcacao” da distribuigao,
refletindo o aparecimento da dindmica de auto-aprisionamento no sistema. A fungdo semiclassica de
fase acompanha este comportamento, pois passa a exibir uma estrutura de interferéncia entre os estados
auto-aprisionados.

No caso de interagoes repulsivas também ocorre a supressao do tunelamento entre os pogos no
estado fundamental, para intensidade crescente das autocolisdes. Entretanto, este fenémeno é bem
mais “lento”, comparado ao espalhamento atrativo, e nao apresenta relagdo com a dindmica de auto-
aprisionamento.

Por fim, estudamos a presenca dos diferentes regimes dindmicos populacionais entre os estados
estacionarios do modelo. Neste intuito, usamos medidas de fidelidade em relacao aos estados coerentes
centrados nos pontos de equilibrio do sistema. Como esperado, os pontos fixos estéveis apresentam
maiores valores de fidelidade maxima no espectro, enquanto os pontos fixos instaveis distribuem sua
fidelidade entre um maior ntimero de auto-estados de energia.
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CAPITULO 8

Apéndices

No intuito de tornar este trabalho mais auto-suficiente, adicionamos ao corpo principal do trabalho
esta seqiiéncia de apéndices. Muitas das secOes aqui apresentadas sao revisoes de tdpicos relevantes
ao entendimento completo do modelo e das ferramentas matematicas utilizadas. Apesar das intiimeras
referéncias ao contetdo das seguintes segoes, a leitura destes textos complementares nao é essencial a
compreensao dos resultados obtidos nos capitulos anteriores.

Na secao 8.1, revisamos varios conceitos relacionados a teoria quantica de muitas particulas, cujos
resultados sao amplamente utilizados na construgao e interpretacao de nosso modelo. Também abor-
damos varios temas da teoria de grupos e suas representagoes, de modo a estender o formalismo de
pseudo-spins de Schwinger a su(3).

Os resultados da segao 8.2 sdo uma compilagao das idéias de emaranhamento generalizado [Kly]|,
que resultam na defini¢io da pureza generalizada [SOB*04, BKOV03, BKO" 04|, medida de coeréncia
bastante utilizada no estudo da dindmica do modelo e suas transigoes. Também mostramos que os

estados coerentes mais proximos aos classicos sao os estados de minima incerteza associada a algebra
su(n) |DF77, Del77|.

Os conceitos de grupo din&mico, simetria dindmica, integrabilidade quéntica e caos quantico sdo
introduzidos na secao 8.3. Utilizando o formalismo do método analogo classico, fundamentado nos
estados coerentes generalizados, derivamos os correspondentes quéanticos de vérias propriedades diné-
micas de um sistema cléssico, incluindo uma definicdo consistente de graus de liberdade quénticos

[ZFYWS9, ZFY90).

Toda secao 8.4 é dedicada a mostrar que os parénteses de Poisson obtidos do PVDT, resultado
detalhado na secao 2.2, coincidem com a estrutura simplética definida naturalmente sobre as 6rbitas
adjuntas de £4 [SK81]. Também demonstramos que os parénteses de Poisson reproduzem as relagoes
de comutacao da algebra geradora do grupo dindmico do sistema. Na subsegao 8.4.1 encontramos as
orbitas adjuntas de su(3), a algebra de interesse no modelo de pogo triplo.

Uma revisao sobre o Pseudopotencial, que representa uma boa aproximagcao para a interacao boso-
nica aos pares no condensado, é encontrada na secao 8.5, onde também discutimos algumas condigoes
de validade de nosso modelo [Hua28, PW9S].
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8.1 Fundamentacao

O modelo do condensado em poco triplo estda fundamentado principalmente na teoria quantica de
muitas particulas [NO98, FW71, Mey01|, na qual encontramos varios conceitos importantes como a
segunda quantizagao, estados simetrizados e os operadores de criagao e aniquilagao bosénicos. Entre-
tanto, muito de nossa interpretacao do modelo é devida & teoria de grupos, suas algebras e represen-
tagoes |Gil74, Ham62, Lip02, Hal03].

Esta se¢ao contém uma revisao de varios topicos relevantes ao entendimento do trabalho, que sao
abordados na construcao e interpretacao do modelo, assuntos presentes no capitulo 3.

Na subsegao 8.1.1 introduzimos o principio da simetrizagao de estados, que conduz a elaboragao do
espago de Fock bosénico. Também demonstramos varias identidades tteis no tratamento de sistemas de
muitas particulas, constituindo as ferramentas matemaéticas usadas repetidamente no corpo principal
do texto.

O conceito de simetrizagao tensorial é melhor explorado na subsegao 8.1.2, onde revisamos o método
de simetrizagao de Young. Contudo, o resultado mais importante mostrado é a invaridncia dos espagos
com simetria definida por transformagoes lineares inversiveis, constituintes do grupo GL(n).

Ent&o, na subsecao 8.1.3 provamos que os espacos de simetria definida continuam invariantes sob
a acao de SU(3) |LF88, Gas66, Sch68, MBJ66, Swa63|, o grupo das transformagoes unitarias e uni-
modulares em trés dimensoes. Finalmente, mostramos que as representagoes irredutiveis totalmente
simétricas de SU(3) agem sobre o espago de Fock bosonico de trés modos, como esperado do grupo
dindmico do sistema.

Reunindo os resultados anteriores da se¢ao, estendemos o formalismo de pseudo-spins de Schwinger
ao grupo SU(3) na subsegao 8.1.4. Desta maneira, associamos os operadores de criagao e aniquilagao
bosonicos as transformagoes do grupo, produzindo uma ferramenta fundamental na interpretagao do
modelo e na aplicacao da teoria de estados coerentes generalizados.

8.1.1 Espaco de Fock Bosonico

O espago de Hilbert de um sistema de N particulas Hy é simplesmente o produto tensorial dos
N espagos de Hilbert de cada particula. Considerando que o espago de Hilbert H de cada particula,
quando tomada independentemente, é igual ao das outras, podemos escrever:

Hy=HoH®...® H=H®V, (8.1.1)

N vezes

Se {|a)} é uma base ortonormal do espaco de Hilbert de particula tnica H, entdo uma base
ortonormal de Hy pode ser construida pelo produto tensorial de N estados da base {|a)}:

|a1,a2,...,aN}E|a1>®|a2>®...®|aN>; (8.1.2)

onde «; é o estado da i-ésima particula. Utilizamos aqui a notagao do ket do espago produto com
chaves para distinguir do estado de IV particulas idénticas que introduziremos mais a frente. A relacao
de completeza em Hy é dada por:

> o, anHon, .oy =1 (8.1.3)

a1,..,aN
Embora todos os estados em (8.1.2) sejam matematicamente possiveis, ¢ um fato em taltima instan-
cia experimental que apenas os estados totalmente simétricos ou antissimétricos em relagao a troca dos
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estados de qualquer par de particulas sdo observados na natureza. E também um fato, demonstrado
no contexto da mecénica quantica de campos sob as hipdteses de localidade, casualidade e invaridncia
de Lorenz, que particulas que apresentam estados totalmente simétricos sao aquelas de spin inteiro,
chamadas de bésons, enquanto particulas de spin semi-inteiro possuem estados totalmente antissimé-
tricos e sdo chamadas de férmions. Ja que neste trabalho tratamos de condensados de Bose-Einstein,
vamos nos concentrar nos espacos de estados totalmente simétricos, onde habitam os bésons. Particu-
las compostas de qualquer ntimero de bosons ou namero par de férmions se comportam como bdsons
para energias baixas comparadas a energia de ligagao de suas particulas constituintes.
Definimos um estado totalmente simétrico sob permutacao de particulas como:

lan, o, ...,an) = |ap,ap,, ..., 0py); (8.1.4)

para toda permutacao {Py, Pa,..., Py} dos indices {1,2,..., N}. Podemos obter os estados (8.1.4)
dos estados (8.1.2), introduzindo o operador de simetrizagao Sp, definido por:

1
Splai, ag,...,any} = ﬁz lap,ap,,...,apy}s (8.1.5)
P

onde a somatoéria indica soma sobre todas permutagoes {Py, Ps,..., Py} de {1,2,..., N}. Podemos
mostrar que Sp é um projetor:

2
5129’@170427~-->04N} = (%) PZ];/|04P{P1aaPQ'P27--~,@P;VPN}

= X (]\17!2’0‘@1’04@2""705QN}>
P Q

NT
(8.1.6)
= % ZSB‘OQ,OQ, Ce ,OéN}
P
= Splai,ag,...,an};

onde ); = P/P; é a composicao destas duas permutagoes, que percorre todas possiveis permutacoes
quando P’ também percorre todas as permutacoes, mantendo P fixo.

Os estados obtidos de (8.1.5) ja sao totalmente simétricos por permutagao de particulas, mas antes
de usa-los para redefinir os estados de (8.1.4) vamos calcular sua normaliza¢ao. Notando que Sp é
Hermitiano, escrevemos:

{al,ag, v ,CMN’S%’CH,CVQ, . .,CMN} = {041,042, e ,04N|SB|041,042, ‘e ,OdN}

= () (azlar,) .. (anlapy)
S (8.1.7)

TL]'

Il
2=
R=E

Aqui n; é o ntimero de particulas que estdo no j-ésimo estado da base ordenada {|a)} dentro do
produto |aq, g, ...,ay}. Também supomos que o espago H é d-dimensional.
Utilizando a normalizagdo calculada, podemos entao redefinir os estados simetrizados como:
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lo, g, ... an) .., an} (8.1.8)

Os estados de (8.1.8) formam uma base ortonormal para o espago de Hilbert By de N bosons, que
é a projegao de Hy por Sp:
By = SpHy. (8.1.9)

Da mesma forma, podemos obter a identidade em By por projecao de (8.1.3), utilizando a norma-
lizacao de (8.1.8):

- Z SB’al"”’aN}{alv"waN’SB
e (8.1.10)
Hnj'
= Z JT|0417...,04N><041,...,04N|,
Ay yUN

Entao, convém introduzirmos uma notagéo para os estados totalmente simétricos que elimina as
somas redundantes em (8.1.10), sobre estados idénticos por uma permutacao de particulas, segundo
(8.1.4).

Se n; ¢ a populacao, ou nimero de particulas, no j-ésimo estado da base de particula tnica do
espago H dentro de um estado |aq,...,an) de By, podemos definir a seguinte notagao, utilizando a
simetria sob permutacao de particulas:

\nl,ng, N ,nd> = ’041,042, N ,aN)
(8.1.11)

= ’Ckpl,ap2,.. . ,CtpN>.

Empregando (8.1.11), podemos eliminar as somas sobre estados idénticos em (8.1.10), notando que
HTLJ'
o niimero de vezes que cada estado aparece na soma é justamente o inverso do pré-fator g5

S I nad(na, . gl = 1y, (8.1.10°)
n1+...+nd:N

Note que, para os estados de By, as populagoes devem obedecer a restrigao:

d
an = N; paran; € N, incluindo o zero. (8.1.12)
7j=1

Um operador arbitrario O no espaco Hy deve ter seus elementos de matriz invariantes sob permu-
tagao de particulas, se estas forem indistinguiveis:

{aq,...,an|Old), ..., oy} = {ap,, - .. 7OZPN‘O|04;31/, . .,oz};;v}. (8.1.13)

A representagdo destes operadores no espago By é obtida da representacdo na base canonica,
formada pelos estados (8.1.2) de Hy, pela aplicacao do projetor Sp.
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Um operador é chamado de operador de um corpo U se sua acao sobre o estado de N particulas

laa,...,an} é asoma da acao de U sobre cada particula:
N
Ulay,...,an} =Y Uan,...,ax}; (8.1.14)
i=1

onde U; é o operador que age apenas no espaco da i-ésima particula.

Um exemplo de operador de um corpo é o operador de energia cinética de um sistema, ja que a
energia cinética do sistema completo é a soma das energias cinéticas de cada particula.

Similarmente, um operador de dois corpos V é aquele cuja acao é a soma das agoes sobre cada
par distinto de particulas:

V|Oé1,...,OéN} = E ‘/ij|a1a"'7aN}
1<i<j<N

(8.1.15)
- % Z Vij|041,...,OéN};
1<i#j<N
na qual Vj; é o operador que age apenas nas particulas i e j. Note que usamos o argumento de (8.1.13)
para fazer V;; = Vj; em (8.1.15).
Um operador de n corpos R, de maneira geral, é aquele cuja agao é a soma das operagoes sobre
cada conjunto distinto de n particulas:

1
Rlay, ..., an} = — > Riiyloa,...on}. (8.1.16)
T 1<ii A Fin <N

Analogamente, R;,i,.. iy € 0 operador sobre as particulas i1, 42,...,in.

Finalmente vamos introduzir os operadores que geram todo o espago de Hilbert de bésons idénticos,
pela aplicagdo em um estado de referéncia, e formam uma base da algebra de operadores neste espago:
os operadores de criagao e aniquilagao bosonicos.

Seja |3) € H, definimos o operador de criagao bosoénico em |3) como:

ag\al, .,ay) = /ng+1|8,a1,...,an); ou equivalentemente
(8.1.17)
ag\nl,...,n@ = /ng+1niy,...,ng+1,...,nq);
onde ng ¢é a populacao do estado |3) em |, ..., an); ou seja, antes da aplicacao de aTﬁ.
Vemos em (8.1.17) que o resultado da aplicagao de ag em |aj,...,ay) é criar mais uma particula

no estado de particula tinica |3), ressimetrizando o estado normalizado de N 4 1 particulas gerado.
Definimos agora o estado de vacuo |0), que representa um estado de zero particulas. Logo, temos
naturalmente que:

al|0) = |3). (8.1.18)

Notamos também que a% nao opera dentro de um espago By, mas de By para Byyi. Entao,
definimos o espago de Fock bos6nico como o espago de estados para qualquer nimero de bdsons

idénticos; ou seja, a seguinte soma direta:

197



8.1 Fundamentagao Capitulo 8: Apéndices

o0
B=ByoB @B, ®...= B (8.1.19)
N=0
Aqui claramente By = {|0)} e By = H. A relacao de completeza no espago de Fock pode ser escrita
como:
oo
> Inang,..,na)(ni,ng, ... ngl = 1. (8.1.20)

ni,nz,...,ng=0

As propriedades de simetria por permutacgao de particulas dos estados no espaco de Fock atribuem
relacoes de comutacdo entre operadores de criagao em diferentes estados de particula tnica, também
conhecidos como modos:

a}aamal, coan) = /(ny+1)(ng+1)|8,7,1,...,an)
= Vs +D(ng+ 1|y, Ba1,...,an) (8.1.21)
= GLGE\Q17-.-,04N>.
Como um elemento arbitrario de B pode ser escrito como uma combinagao linear de estados
|, ..., an), temos entao que:
[}, al] =0 (8.1.22)
ﬁ7 ¥ . 1.

Entao, podemos escrever qualquer estado da base de B, sem ambigiiidades, como uma aplicacao
sucessiva de operadores de criagdo no estado de vacuo:

T ni T no T nd
g, ymg) = L0 ™ (5129
nllng!...nd!

.I.

! 0 operador de criagao no i-ésimo estado da base ortonormal ordenada {|c)} de H.

Agora procuramos a acao dos operadores adjuntos aos aj, os operadores de aniquilagao a;. Primei-

ramente, tomamos Hermitiano conjugado da relagao (8.1.22), obtendo as relagoes de comutagao entre
os operadores de aniquilacao em estados distintos:

para a

lay,ag] = 0. (8.1.24)

A acdo de ag pela direita segue da equagao adjunta de (8.1.17). A acdo de ag pela esquerda
deduzimos calculando seu elemento de matriz entre dois estados de BB:

(a1, @9, ..., aplay]ad, b, ... aly) = Vna + L\ a1, e, ... ap|al, o, .. aly). (8.1.25)

Claramente o resultado é nao nulo apenas no caso que M = N — 1. Logo, a) tem a agao de reduzir
uma particula do estado a sua direita. Em particular, o resultado é sempre nulo se o estado a direita
é o vacuo, entao:

ax|0) = 0. (8.1.26)
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Agora, introduzindo uma identidade no espaco de Fock, obtemos:

o0
1
axlay,...,an) = X wm > (Hn;!)\/n’)jrl(/\,a’l,...,aﬁw a1, ... an)|ad, . ahy,)
M=0 a’l.ua’M 7
Hn;' / !/ !/ !
— J /
= > m\/n)\—i—l(/\,ah...,a]\_lal,...,aN)|a1,...,aN71>
af ..oy,
N (8.1.27)
Oxe;
= 231 N wn’)\+l\ah...,ai,l,ai+17...,...,aN>
1=
= Jnxni,...,nxy—1,...,ng)
= ax|ni,...,Nn, ..., N4).

Em (8.1.27), usamos que a sobreposi¢ao (X, o, ..., aﬁw|al, ...,ay) é nao nula somente se nfL =ny,
para i # A, e n), +1 = ny, onde os n; (n}) sdo as populagoes de |a,...,an) (|of,...,c},)). Neste
caso, temos que M = N — 1, ao passo que o nimero de vezes que uma permutacao de {aq,...,ay} é
. s N—1)! L. , .
igual a {\,af,...,a/y_,} ¢ idéntico a (HT'?’ se A é igual a algum ;. No entanto, A\ é n) vezes igual a

1770

J
«;, portanto corrigimos a tltima somatoria por % A ultima somatoria entre as equagoes de (8.1.27)

é nao nula n) vezes, com todos os termos nao nulos idénticos e contendo uma particula a menos no
estado .
Logo, a agao do operador a) se resume a retirar uma particula no estado |A) de |ni,...,ng),
ressimetrizando o estado normalizado obtido, além de multiplicar o resultado por um fator \/ny.
Para concluirmos a algebra dos operadores de criagao e aniquilagdo, devemos calcular os comuta-
dores entre os a% e 0s a,. Aplicando estes dois operadores sobre um estado arbitrario da base de B,
temos:

a;aﬂnl,...,nd) = \/7’T7a2|n1,...,n7—1,...,nd)
= (I=9gy)/ny(ng+1)|ng,....,ng+1,...,n, = 1,...,nq) (8.1.28)
+0,5n4|01, ..., ng).

Ou aplicando os operadores na ordem inversa:

avaTﬁ|n1,-~-,nd) = Vngtlaylng,. a4 1, na)

= (1=46py)Vny(ng+1)|n1,...,ng+1,...,ny —1,...,nq) (8.1.29)
+5,Yﬁ(n7 + 1)’711, cee ,nd>.

Subtraindo (8.1.28) de (8.1.29) e usando o fato que operamos sobre um estado arbitrario da base
de B, temos:
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lay, afj] = 6,5. (8.1.30)
Note de (8.1.28) que o estado |nq,...,ng) é auto-estado do operador a};a/g com autovalor igual a
populagao no estado |5). Entao, definimos o operador de nimero de particulas no estado de particula

tnica |3) como:

i = alag. (8.1.31)

Em comparagao com (8.1.12), o operador de numero total de particulas no sistema é:

N=> (8.1.32)
=1

Podemos escrever os operadores de criagao e aniquilagdo bosdnicos em uma outra base {|&)} de
H, mas em termos de nossos a} e a, da base {|a)}. Se a transformacdo de base entre {|@)} e {|a)} &
dada por:

j6) = (ald)|a). (8.1.33)

«

T

o

alSplay,....,an} = VN+1Sp|a,di,...,an}

Entao, por definigdo, temos para o operador de criagao a: no estado |@):

= VN+1(la)Spla,dn,... an} (8.1.34)

= Ya|a)ahSpla, ..., an);

«

onde usamos que aLSB\al, ...,ay} = VN +1Sgla,ai,...,an}, como vemos facilmente de (8.1.8)
e (8.1.17). Como Sp|ai,...,an} representa um estado arbitrario ndo normalizado da base de B,
obtemos a seguinte identidade:

ag = Z(a|d>ajl; (8.1.35)

e sua identidade adjunta:

ag = Z ala|a)ay. (8.1.35")
Entao, as relagoes de comutagao entre os aTB e os ay ficam:
as.al] = S(B15)(Glas. al)
b (8.1.36)
= (18)-

Para uma base ortonormal {|&)} recuperamos o resultado (8.1.30). Uma base de especial interesse
de H é a base de coordenadas {|7") }, na qual os operadores de criagao e aniquilagao recebem o nome de
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operadores de campo, com a notacao propria @T(f’) e lﬁ(f'), respectivamente. Usando (8.1.36), temos
que a relacao de comutacao entre os operadores de campo é:

[ (), 91 ()] = (#17) = 6(F — 7). (8.1.37)

Por fim, vamos mostrar como representar os operadores de muitas particulas em termos de opera-
dores de criacao e aniquilagao.
Supondo que a base {|a)} de H diagonaliza o operador de um corpo U, temos de (8.1.14):

Ula) = Uy|a); (8.1.38)

onde U, ¢ autovalor de U em |a). Entao claramente temos que:

M

Ulai,...,an) = Uanalat, ..., an)
a=1
(8.1.39)
d
= 3 Uahalaa,...,an).
a=1
Como |ai,...,ayn) é um estado arbitrario da base de B, temos:
U= Usia=>» (alU|a)alaa. (8.1.40)

Fazendo a transformagao para uma base arbitrara {|3)} de H, utilizando (8.1.35), obtemos:

U = 3 Udlal){Blajabas
a,B,6'

- ﬁzﬁ,ww% o) (a3 alag (8.1.41)

= 2 (BUI8)ajay.

)

Para a base de coordenadas, a expressao (8.1.41) assume a forma:

U= /d3rd3r’(F]U|F’>¢3T(F)@§(F’). (8.1.41°)

Note também que a expansao, dada por (8.1.35), dos operadores de campo nos operadores de
aniquilac@o e criacdo da base {|a)} é:

D) =Y WUi(Pal, e () =) valPaq; (8.1.42)
(67 «
onde (Fla) = 1, (7), a fungao de onda do estado |a) no espago de coordenadas.

Agora, supondo que a base gerada por estados do tipo |a, ¢’} de Hy diagonaliza o operador de dois
corpos V', temos:

Ve, o'} = Voo, o' (8.1.43)
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Entao, para um estado arbitrario da base de B, obtido do produto tensorial de uma base privilegiada
que diagonaliza V', obtemos usando (8.1.15):

1 .
Viay,....an) = 5 > Vaaialfar = Saa)|ai, ... an); (8.1.44)

a,a!
onde 74 (Mg — daa) € 0 operador que conta o nimero de pares de particulas nos estados |a) e |&'). No

entanto, utilizando as relagoes de comutagao:

Mo (Mo — daar) = a:&aaaz{/aa/ — S ahag
(8.1.45)

= aLaL, o Oy -

Desta forma, o operador de dois corpos pode reescrito como:
1
V= 3 Z{a, Ve, a/}alaz/aa/aa. (8.1.46)
a,a’

Transformando este resultado para uma base arbitraria do espaco de duas particulas:

Vo= S Vaa(Bla)(rla’) (el o' W )afalayap

a,a,B8,8" v,y

N[

= %ME BV Z/|0<70/}{04,a'lﬁ'ﬁ'}a};a;aw%' (8.1.47)
b 7’\/7"/ a7a

- %ﬁﬂ/z ,{ﬂa’ﬂvwl,’Y’}CL%ajya,y/aﬁ/,
7YY

Na base de coordenadas, para uma interacao local (7,7 |V |/ 7" = V(7 — 7)o(r — 7)o (7 — "),
temos:
1 . . N
V=3 / Brd3r'V (7 — 7 )PT (R (7 )b (F)h (7). (8.1.48)
Generalizamos facilmente os resultados anteriores para um operador de n corpos:

1
R = ] Z Z {)\1,...,/\n|R|U1,...,0n}a;1...ainagn...agl. (8.1.49)

Al,-uyAn 01,--,0n

8.1.2 Simetrizagao de Tensores: Bases para GL(n)

Suponha um espago vetorial n-dimensional de base ortonormal {|i)} (i = 1,...,n), que denotamos
por H. Agora, suponha também uma transformagao linear inversivel g sobre este espago pertencente
a GL(n), o grupo das transformacoes lineares inversiveis em n dimensoes. A acao de g sobre um vetor
|t)) € H é dada por:

(il¢') = Dij(g){il¥); (8.1.50)

onde ja introduzimos a notagao implicita de soma sobre indices repetidos. (i]i)) é a componente de [1))
no elemento |i) da base, enquanto D;;(g) ¢ a representacao padrao de GL(n); ou seja, é a representagao

202



Capitulo 8: Apéndices 8.1 Fundamentacao

na qual GL(n) age sobre um espago n dimensional na forma usual®!. Entdo, sob a agdo de GL(n), o
vetor [¢) se transforma da seguinte forma:

) = (i) S ) = Dis(a) Gl ). (8.1.51)

Assim, vemos que os elementos da base se transformam sob a a¢do de GL(n) da seguinte maneira:

15) = 18 Dij(9)- (8.1.52)

Se realizarmos o produto tensorial HH®? = H ® H, temos que uma base natural para este espaco
¢ dada pelo produto tensorial da base {|i)}; ou seja, elementos do tipo |i,7) = |i) ® |7), que segundo
(8.1.52) devem se transformar sob a agao de g € GL(n) como:

|K',m) = i, ) Dir(9) Djm(9)- (8.1.53)

Generalizando, o produto tensorial H®YV tem como base ortonormal {li,4,-. k) =) @) @ ®
|k)}, que transforma-se sob g de acordo com:

|ji,jé, e 7]5\/) = ‘il, ig, e ,iN>Di1j1 (g)Disz (g) . DiNjN (g) (8.1.54)

Entao, as transformagoes da representacao padrao de GL(n) no espago n-dimensional H induzem
transformacoes do grupo no espaco n”-dimensional H®V cuja representacao ¢ dada pelo produto de
N representacoes padroes, que denotamos como:

1192...N,J1J2---JN

Diiy;)(9) = Dif (9) = Diyjy Digjs - - - Diyjiy - (8.1.55)

A representacio DYV de GL(n) age no espaco H®Y | cuja base denotamos por®2:

(2)) = i1, iz, in) = |i1) @ [ig) @+ @ |in) - (8.1.56)
N estados

No entanto, a representacdo DY nao é irredutivel; ou seja, existem subespacos invariantes nao
triviais de H®" sob a aplicacdo de D" (g), para todo g € GL(n).

Por exemplo, no espaco H®?, estados simétricos ou antissimétricos por permutacio de particulas
transformam-se entre si sob a acdo de D?(g):

(lir,d2) £ |i2,i1)) Dy ;y(9) = (lir,d2) % |i2,i1)) Diyjy (9) Dinjr (9)
= |i1,42) Diyjy (9) Diyjs (9) E |72, 1) Diy jy (9) Diyyn (9) (8.1.57)
= |41, 79) £ 175, J1)-

Isto acontece porque as operacoes de permutacao de indices de um estado comutam com a aplicagao
de DY (g). Definimos o operador de permutacgao de indices P por:

81De certa forma, esta é a representacio que define GL(n).
8-2N&o empregamos nesta subsegéo a notacio | .}, encontrada na subsecdo anterior para os estados ndo simetrizados
de muitas particulas.
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Pliy,io, ..., iN) = |ip,,ipyy- -, 0Py); (8.1.58)

onde {Py, P, ..., Py} é uma permutagao de {1,2,..., N}. Temos entao:

_ |j331’j332,...,j}3N>
(8.1.59)
= |iP1aiP2"’"iPN>Dg(i)P(j)(g)

= (Pli1,iz,....in))D;y(9)-
Aqui utilizamos que a transformagao Dg) (j)(g) é bissimétrica nos indices; ou seja, quando a mesma
permutagao é aplicada nos dois conjuntos de indices (¢) e (j) o produto das N transformagoes nao se
altera:

Dg(i)P(j) = Dipljpl (g)l)iPQjP2 (g) cee DipijN (g)
Diyj1(9)Dizjs (9) - - - Dinjn (9) (8.1.60)
_ N
= Dy (9)-

Desta forma, vemos que o espaco H®V & redutivel em espacos invariantes sob a acdo do grupo
GL(n) e estes espagos sao formados por estados de simetria definida sob permutagao de indices.

Estados de simetria definida sao obtidos aplicando-se os simetrizadores de Young Y aos estados de
H®N da base {|i1,...,in)}. Uma determinada simetria ¢ definida por um padrdo de Young, o qual
introduzimos agora.

Suponha que o estado |i), da base conveniente de H, seja representado por uma “caixa” [i], onde
i=1,...,n. Unm estado da base de H®? ¢ entao representado por duas caixas, mas agora podemos
dispor estas caixas de duas formas distintas [ | | e H, onde a primeira indica simetrizacao entre os

indices colocados nas caixas e a segunda sugere antissimetrizagao. Por exemplo:
oc i g) + 1, i);
o< i, 4); (8.1.61)
o i, 5) — |4,9).
.5~ 3.1

Em geral, um padrao de Young para o espaco H®Y é um conjunto de N caixas dispostas em [ linhas,
com \; caixas por linha, de forma que simetrizagao é indicada entre os elementos de uma mesma linha
e antissimetrizagao entre elementos colocados em uma mesma coluna. Na construcao de um padrao
de Young, algumas regras devem ser observadas, de maneira que nao surjam ambigiiidades ou padroes
sem utilidade:

1. O nimero de caixas em uma linha nao deve ser maior que na linha superior; ou seja, A; > A;11.
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2. As caixas nas diferentes linhas devem ser alinhadas & esquerda.

3. Se N > n, devemos ter | < n.

A regra 3 exclui a situagdo em que o ntiimero de indices (estados) é menor que o possivel numero de
linhas. Entao, ao preenchermos o padrao com indices, nao somos obrigados a repetir pelo menos um
indice em pelo menos uma coluna. Como os indices em uma mesma coluna implicam em antissimetri-
zacao, temos que os simetrizadores de Young gerados por este padrao sao identicamente nulos, como
resultado de antissimetrizar em indices repetidos.

O preenchimento de um padrao de Young com os n indices dos estados de H deve ser feito de
forma regular; ou seja, a fim de evitar que preenchimentos diferentes de um mesmo padrao levem
a simetrizadores de Young idénticos ou nulos, devemos seguir as seguintes regras de preenchimento
regular:

4. Indices colocados em uma mesma linha devem nao decrescer da esquerda para a direita, as-
sim impedimos que, devido a simetrizacao de indices em uma linha, preenchimentos diferentes
produzam simetrizadores idénticos.

5. Indices em uma mesma coluna devem crescer de cima para baixo, desta forma impedimos, além
de que preenchimentos diferentes gerem antissimetrizadores equivalentes, que existam indices
repetidos em uma mesma coluna, resultando em uma antissimetrizacao identicamente nula.

Um padrao de Young preenchido regularmente, segundo as regras (1-5), é chamado de tabela
de Young e especifica unicamente um simetrizador de Young, que por sua vez realiza um estado de
simetria definida de H®V. Cada padrao de Young distinto especifica um subespaco invariante de
simetria definida de H® | sob a agio de GL(n).

O simetrizador de Young Y = AS é construido de uma tabela de Young da seguinte forma:

A = T4
i=1
(8.1.62)
Ai = ) opP;
{P}e;

onde A ¢é o antissimetrizador, que consiste no produto dos antissimetrizadores A; de cada uma das ¢
colunas de um padrao de Young. Os A; sdo formados pela soma sobre todas permutagoes {P}., dos
indices da i-ésima coluna, cada permutacdo multiplicada por sua paridade dp. A paridade de uma
permutacao é +1 se o nimero de transposi¢oes (permutagoes de dois elementos) necessarias para levar
os m objetos da permutacao {Pi, Ps, ..., Py} em {1,2,...,m} é par, ao passo que a paridade é —1 se
o nimero de transposi¢oes é impar. O outro constituinte de Y é:

s = 1II5;
j=1
(8.1.63)
S, = Y P
{Phy

S € o simetrizador, que é o produto dos simetrizadores S; das [ linhas da tabela de Young. S; é a
soma de todas as possiveis permutagoes dos indices da linha j.
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Observando as regras (1-3), temos que um padrao de Young pode ser denotado por X = A1, Ag, .oy A,

l
onde \; é o namero de caixas na i-ésima linha do padrao. Note que > \; = N, o namero de produtos
i=1

tensoriais do espaco H. A particao X especifica um subespago invariante por GL(n). Como os elemen-
tos D;;(g) da representacdo que define GL(n) ndo possuem qualquer outra condigao restritiva, o Ginico
processo de reducao de H®N a espagos invariantes sob GL(n) ¢ a simetrizacio de indices. Portanto,
X especifica uma representagao irredutivel de GL(n) e cada tabela de Young construida pelo preenchi-
mento do padrao X fornece um elemento da base do espago que carrega esta representacao irredutivel.
Aplicando o simetrizador Y, dado pelo preenchimento com os indices {iy,i2,...,in} (i =1,2,...,n)
no padrao X, ao estado |i1,2,...,iN), obtemos um estado de simetria definida da base do subespago
invariante de H®VN associado a .

Agora vamos exemplificar este método de obtengao dos estados da base para as representagoes
irredutiveis de GL(n), com n = 2 e N = 3. Os possiveis padroes de Young com trés caixas, que
respeitam as regras (1-3), sao aqueles de particdes X = [3] e Xy = [2,1]:

L. (8.1.64)

Por exemplo, podemos formar as seguintes tabelas de Young do padrao Xl, seguindo as regras de
preenchimento (4-5):

1]1]1], [1]1]2], [1]2]2] e [2]2]2]. (8.1.65)

Ou seja, a representagao irredutivel de GL(2), associada a parti¢ao Xl, age sobre um espago qua-
dridimensional, cuja base é dada por:

|O) = Yapmlt 1,1) = [1,1,1);
|00112)) = Yanmll,1,2)
1 2 3 1 2 3 1
= Kl 2 3)+<1 3 2>+<3

= [1,1,2) +[1,2,1) + [2,1,1);

[\

z;’>}|1,1,2>

[\

(8.1.66)
|0I212)) = Yapmll,2,2)

=G a) )G

= [1,2,2) +12,1,2) + [2,2,1);

NI )

i’)}|1,2,2>

‘> = Y|27272> = ’27272>;

2 ....m

onde utilizamos a notagao ( PP ... Py

) para operador de permutacao, que indica na linha
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inferior a permutacao que deve ser feita no conjunto de objetos da linha superior. Assim, encontramos
um método simples para escrevermos as bases associadas as representagoes irredutiveis de GL(n), a
partir da base canonica de H®Y, obtida do produto tensorial de uma base conveniente de H.

8.1.3 Representagoes Totalmente Simétricas de SU(3)

Sabemos como obter as bases dos espagos invariantes que suportam as representagoes irredutiveis
do grupo geral de transformagoes lineares em n dimensoes, GL(n). Agora, queremos saber se estas
representagoes continuam irredutiveis se restringimos G L(n) a um de seus subgrupos; ou seja, vamos ver
se as bases encontradas para GL(n) continuam a gerar espagos que nao possuem subespagos invariantes
nao triviais, quando impomos novas restri¢oes sobre as transformacoes lineares D;;(g).

Em outras palavras, queremos mostrar em especial que o tnico processo de reducao de H®V a
espagos invariantes continua sendo a simetrizagao de estados, quando vamos de GL(3) para SU(3),
restringindo D;;(g) as transformagoes unitarias e de determinante um para H tridimensional.

Reduzir uma representacio significa que, para uma certa base®3, as representacdes matriciais de
todos os elementos do grupo assumem uma mesma forma de blocos, onde cada bloco age sobre um
subespago invariante sob a agdo do grupo. Se os blocos nao podem ser reduzidos em blocos menores
para todos os elementos do grupo, por uma nova mudanca de base, dizemos que estes blocos formam
representagoes irredutiveis do grupo.

No caso de GL(n) aplicado ao espaco H®", podemos reduzir a representacdo D a blocos irredu-
tiveis, mudando sua base para a base de estados de simetria definida:

. . ~ 1
DN (g) Simetrizagio 0  Ds(9 0 |, (8.1.67)

De (8.1.55), temos que os elementos de matriz de DV (g) sdo produtos de ordem N dos elementos
da representagao padrao D;j(g). Quando transformamos a base para obtermos a forma reduzida de
(8.1.67), temos que os elementos de matriz das representagoes irredutiveis Dy(g) sdo combinagdes
lineares dos Dé’)(j) (9), logo s@o polindémios homogéneos nos elementos D;;(g) com todos os termos de
ordem .

Para um determinado subgrupo H de G'L(n), temos as representacoes induzidas Dy(h), onde h € H.
Se a representagao Dx(h) é redutivel neste subgrupo, entao uma mudanca de base apropriada pode
trazer Dy(h) a uma forma de blocos para todo elemento h € H. No entanto, nenhuma mudanca de
base pode trazer Dx(g) a forma de blocos para todo g € GL(n), pois sabemos que esta representagao
é irredutivel em GL(n).

Sob a nova mudanca de base, que leva Dx(h) a forma reduzida, temos que os elemento de matriz
continuam a ser polinémios homogéneos de ordem N nos D;;(h). Entao, a representagao é redutivel
em H se um determinado conjunto de polindmios de ordem N homogéneos {P,(D;j(g))} se anula
identicamente para todo h € H, formando uma estrutura de blocos em Dy(g), mas ndo para todo
g € GL(n).

O grupo GL(n) consiste em todas transformagoes lineares inversiveis de coeficientes complexos.
Considerando SL(n) como o subgrupo H de GL(n), correspondente as transformagoes de GL(n) cujo
determinante é um (det(D(h)) = 1), temos que todo elemento de GL(n) pode ser escrito na forma:

83 A base obtida por simetrizagio no caso de GL(n).
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D(g) = [det(D(g))]%D(h); h € SL(n) e g € GL(n). (8.1.68)
Ou seja, para cada elemento de GL(n) ha um elemento correspondente de SL(n) com determinante
unitério.
De (8.1.68) e da homogeneidade do conjunto de polinémios {Pn(D;;(g))}, vemos que todos estes
respeitam uma igualdade:

Pa(Dij(9)) = [det(D(9))] ™ Pa(Dij(h)). (8.1.69)

Logo, se o conjunto de polindmios se anula para todo h € SL(n), entdo se anula também para
todo g € GL(n), o que contraria a hipétese de irredutibilidade de Dy(g) em GL(n). Portanto, as
representagoes Dy(g) também sdo irredutiveis em SL(n) e as bases que geram os espagos invariantes
sob acdo destas representacoes ainda podem ser obtidas pelo processo de simetrizacao de H®V,

Agora, vamos considerar apenas o caso especifico de n = 3. Vamos mostrar que as representa-
goes irredutiveis Dy(g) de SL(3) continuam irredutiveis em SU(3); ou seja, quando restringimos os
elementos de SL(3) a condigao de unitariedade:

Di(g)=D"'(g)=D(g""); g€SU®). (8.1.70)

Por definigao, a algebra de Lie £4 de um grupo de Lie matricial G é o conjunto de todas matrizes
A tais que exp(itA) € G, para todo namero real t. Entao, utilizando a identidade:

det[exp(itA)] = exp[itTr(A)]. (8.1.71)

Temos que a algebra de Lie de SL(3), denotada por sl(3), quando em sua representagao padrao,
que define a algebra, ¢ o conjunto de todas matrizes 3 x 3 de trago nulo, pois de (8.1.71) vemos que
det[exp(itA)] = 1 implica em Tr(A) = 0. Uma base para as matrizes 3 x 3 de trago nulo pode ser dada
pelos oito elementos seguintes:

(Eij)km = Oikbjm; 17 j e i,j,k,m=1,2,3;

1 0 0 10 0 (8.1.72)
Q=i 0 -1 0 e Q=3[0 1 0
0 0 O 0 0 -2
Um elemento qualquer de sl(3) é escrito como:
2
A= ZaijEij + Z,@ka, a,'j,ﬂk e C. (8.1.73)
i#j k=1
A condigao de unitariedade de SU(3) fornece:
[exp(itA)]T = exp(—itAT) = [exp(itA)] ™! = exp(—itA). (8.1.74)

Conseqiientemente, a unitariedade do grupo implica em A = Af. Portanto, a algebra de Lie de
SU(3), denotada por su(3), é o conjunto de todas matrizes 3 x 3 que, além de possuirem trago nulo, sao
Hermitianas. Uma base conveniente para a representacao padrao de su(3) é fornecida pelas seguintes
matrizes, que sao combinagoes lineares dos elementos da base (8.1.72):
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Jij = Z(E,Lj — Eji);
para (17.7) = (17 3)7 (27 1)7 (37 2);
Q1 e Qo

Logo, um elemento qualquer de su(3) é escrito como:

2
A = (Z) (angij + ﬁngij) + kzl Y@k Al Bl €R
2y} =
(8.1.76)
2
= 5 [(B+ i) Ese + (B — 05 Eig | + X Qs
(5.k) m=1
onde a somatoéria Y indica soma sobre (7,7) = (1,3), (2,1), (3,2). Podemos ver facilmente em (8.1.76)
(4,9)
que se permitirmos que os coeficientes a;-k, ﬂ;k e 7). sejam complexos, entao reobtemos os elementos
da algebra sl(3) dados em (8.1.73). Em outras palavras, se os coeficientes de (8.1.76) sao restritos as
reais, temos a algebra su(3); se permitimos valores complexos, temos s/(3). Por este motivo dizemos
que sl(3) é a complexificacao da algebra real su(3).
Da teoria de grupos e suas representagoes, sabemos que para toda representacao I'(g) de um grupo
de Lie G, agindo em um espago V, existe uma tnica representacao v(A) de sua éalgebra de Lie £4,
agindo sobre o mesmo espaco, tal que:

I'(g) = exp(iv(A)); se g = exp(id) € G, A € £¢. (8.1.77)

Este resultado diz basicamente que toda representagao de um grupo de Lie induz uma representacao
de sua dlgebra e vice-versa. Entdo, as representagoes irredutiveis de SL(3), que denotamos por Dy(g),
induzem representagoes dy(A) de sl(3) que agem também sobre os espagos de simetria definida sob
permutacao de indices.

Outro conhecido resultado é que, para grupos conexos®*, uma representacao I' do grupo é irredutivel
se, e somente se, a representacao associada ~y de sua algebra também é irredutivel.

Como os grupos SU(3) e SL(3) sdo conexos, podemos concluir que a representagao ds, associada
a Dy, & irredutivel para sl(3), portanto, se esta irredutibilidade for mantida para a subélgebra su(3),
concluimos também que a representagao Dy ¢ irredutivel quando restrita ao subgrupo SU (3).

Entao, um elemento qualquer A" da subalgebra su(3) pode ser representado por:

8.4

dz(A) =Y (Bjy, + i) ds(Eji) + (B, — iaf)d5(Brg) + Y Vs (Qum); (8.1.78)

(4,k) m

para todos os coeficientes reais na somatoria. Se a representacao dy(A’) é redutivel a uma forma de

blocos, por uma mudanga de base apropriada, para todo A" € su(3), entao certas combinagoes lineares
dos a;k, ﬂ; i € Vi se anulam para todos valores reais destes coeficientes.

Mas, se estas combinagoes lineares se anulam para todos os valores reais dos coeficientes indepen-

dentes, entao elas devem se anular também se estes coeficientes assumirem qualquer valor complexo.

840u seja, grupos em que existe um caminho continuo entre dois elementos arbitrarios. Por exemplo, dados dois
elementos g, e g» do grupo conexo G, podemos construir o caminho g(t), parametrizado pela variavel real ¢t € [a, b], tal
que g(a) = ga € g(b) = go.
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Desta forma, a representagao dX(A) seria redutivel também para todo A € sl(3), o que contraria nos-
sos resultados anteriores de irredutibilidade de SL(3). Portanto, dy permanece irredutivel quando os
elementos da algebra sdo restritos a su(3) e, conseqiientemente, Dy(g) permanece irredutivel quando
restringimos os elementos ao subgrupo SU(3).

Assim, o método de simetrizagao de estados com os operadores de Young fornece espagos invariantes
minimos nao triviais também sob a aplicagdo das transformagoes do grupo SU(3). Contudo, na
natureza observamos restrigoes as simetrias matematicamente realizédveis de padroes de Young, de
maneira que devemos investigar a fisica envolvida em um problema de muitas particulas.

Se o espaco vetorial H, introduzido na secao anterior, é o espago de Hilbert tridimensional de uma
unica particula ao qual atribuimos a base ortonormal {|1),]2),|3)}, entdo ¢ um postulado da mecanica
quéntica que o espaco de N particulas, cada uma isoladamente restrita a H, é dado pelo produto
tensorial H®Y. Um elemento da base ortonormal deste espaco é obtido pelo produto tensorial de N
estados da base {|1),2),3)}, associada a cada particula.

Na mecanica quantica, temos também que a evolugao temporal de um estado de um sistema
conservativo é dada por uma transformacao linear unitaria. Para um estado arbitréario |¢) € H, temos:

U(8)[(0)) = [4(2))- (8.1.79)

Como H ¢é tridimensional, entdo o conjunto de todas transformgoes unitarias do tipo (8.1.79) forma
o grupo U(3). No entanto, a condi¢ao de unitariedade impoe que o determinante de todos os operadores
U neste grupo tenham valor absoluto igual a um. Portanto, todo elemento de U(3) pode ser escrito
como uma fase vezes um operador unitario de determinante um:

U=¢e“U'"; ¢eR, det(U') =1. (8.1.80)

Entao, a equagao (8.1.79) toma a forma:

U®)(0)) = e?OU"()[1(0)) = €O/ (1)). (8.1.81)

Na mecénica quantica, uma fase global, dependente ou independente do tempo, nao altera o con-
teido fisico do estado. Logo, vemos que |1 (t)) é equivalente a [1)/()). Desta forma, podemos restringir,
sem perda de generalidade, as evolugoes unitarias do sistema a aquelas de determinante unitario; ou
seja, a SU(3), no caso tridimensional.

Se N particulas idénticas e nao interagentes, cada uma isoladamente restrita ao espago H,
evoluem todas da mesma forma®® e unitariamente, entdao o operador de evolugao deve ser dado pelo
produto tensorial de N operadores no espaco de particula tinica; ou seja, pelo produto de N represen-
tagoes padroes de SU(3), exatamente como fizemos na equagao (8.1.54), mas desta vez colocando as
restri¢oes de unitariedade e unimodulariedade sobre os D(g).

Os subespacos invariantes sob aplicagdo da evolugao temporal sdo os espagos de simetria definida
de permutagao dos indices das particulas. Logo, o sistema inicializado em um destes subespagos
permanece nele durante toda sua evolugao conservativa.

Porém, devemos lembrar que na natureza os sistemas de N particulas idénticas sao encontrados em
apenas dois subespacos: os totalmente simétricos, para as particulas chamadas bosons, e totalmente
antissimétricos, para os férmions.

850u seja, com a mesma operacio de SU(3) agindo sobre cada uma, o que é esperado de uma evolugio unitaria de
particulas idénticas.
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Os espagos totalmente simétricos sao obtidos pela aplicagdo de simetrizadores de Young construidos
do padrao com N caixas dispostas horizontalmente:

[TT1T11-[]=Xxs=IN]; (8.1.82)

N caixas

onde devemos preencher as caixas regularmente com os indices dos estados {|1), |2),|3)}, no caso de H
tridimensional. E facil ver que o niimero de preenchimentos regulares de (8.1.82), com trés possiveis
valores de indices, é igual ao nimero de formas que podemos colocar N objetos idénticos em trés caixas,
ou seja:

. (N+2)! (N+2)(N+1)
dim(By) = N o 5 . (8.1.83)

Logo, a dimensao do subespaco de H®N em que age a representacao totalmente simétrica de SU (3),
denotada doravante por I'"V, cresce com o quadrado do niimero de particulas, como vemos em (8.1.83).
Computacionalmente isto é bastante interessante, ja que no problema de muitos boésons ficaremos
restritos ao espaco em que age I'V, cuja dimensdo cresce apenas polinomialmente com o ntmero de
particulas, diferentemente da dimensao do espaco completo H®V | que aumenta exponencialmente com
N.

Vemos também que os simetrizadores de Young construidos de (8.1.82) sdao equivalentes aos sime-
trizadores do espago de Fock bosonico em cada espago By, encontrados em (8.1.5), a menos de um
fator de normalizacdo. Portanto, o espaco totalmente simétrico, sobre o qual age a representacao I''V
de SU(3), constitui o espago de Fock By para N bosons. Assim, apenas utilizando os conceitos da
teoria de grupos e os postulados da mecénica quéantica, associamos o espac¢o bosénico de N particulas
ao espago em que agem as representacoes totalmente simétricas por permutagao de indices de SU(3) e,
portanto, a um subespaco invariante e irredutivel sob a acdo do grupo. Ainda mais, de forma natural
encontramos SU(3) como grupo dinamico do sistema®%, no caso em que cada particula isoladamente
fica restrita a um espaco tridimensional.

8.1.4 Formalismo de Schwinger

Uma base para o espago invariante sobre o qual age a representacao totalmente simétrica por
permutacdo de particulas I'V de SU(3) ¢ dada pelos estados totalmente simétricos de N particulas
idénticas. Podemos usar a notagdo de populagoes de (8.1.23), para o caso de apenas trés modos,
representando os trés estados de uma base conveniente do espago H de particula tnica, denotados por
{]1),12),|3)}. Resumindo, uma base para o espago invariante por 'V é fornecida pelos estados:

3

tyn1 (g yn2 (afyns

[n1,n2,m3) = (al)\/lé(ll!zz;?f;g) 2 |0), com Z1m =N,

1=
8.1.84
N1 (8.1.84)
= 3 53‘061,062,...,041\[}, Odk:1,2,3.
n;!
j=1

Aqui utilizamos novamente a notagdo da subsegdo 8.1.1 para o produto tensorial ndo simetrizado
de N estados, |1, g,...,an} =|a1) @ |ag) ® -+ @ |an).

8-6Grupo que fornece a evolucgdo unitaria.
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Vimos que o espago gerado pelos vetores da base (8.1.84), para determinado N, é invariante e
irredutivel sob a aplicagao de transformagoes lineares do grupo GL(3), em especial também sob a agao
dos subgrupos SL(3) e SU(3). Portanto, By ndo possui subespagos invariantes nao triviais sob a agao
destes grupos. Vimos também que este espago ¢ invariante sob a aplicagao das algebras sl(3) e su(3),
que tém representacoes irredutiveis induzidas pelas representacoes I'V de seus grupos. De agora em
diante, vamos denominar as representacoes induzidas das algebras nos espagos totalmente simétricos
por vV,

A representacio v ou padrao, que age sobre o espaco H gerado por {|1),|2),|3)}, dos operadores
da base de su(3) sdo dadas em (8.1.75). Vamos reescrever de forma explicita estas representacoes

matriciais:
0 0 1 0 —1
(i) =il 0 0 0 |,4'(J)=i[ 1 0 ;v (Ja2) =i
-1 0 0 0 0
0 0 0
0 |,v(P2)=[ 0 0
0 0 1

1 0 0 10 0
Y@Q)=1| 0 -1 0 |,y @)=2|0 1 0 |.
0 0 0 00 —2

Estas matrizes sdo as anédlogas em su(3) as matrizes de Pauli em su(2); ou seja, um conjunto
de matrizes da base para a representacao padrao da algebra e, portanto, Hermitianas de trago nulo.
Juntamente com a identidade, estas matrizes formam uma base para as matrizes 3 x 3, se permitirmos
combinagoes lineares de coeficientes complexos. Outra base bastante ttil para as matrizes 3 x 3 é a
canonica:

o O O

S
o O O

2

-

—

as

D)

N

|
/-~
=)
o O O
S O =
v

2

—

e

=

-

|
~
o = O
S O =

0
1 ) ; (8.1.85)
0

Ve (Eij) = 6ikbjm; 4,7, k,m =1,2,3. (8.1.86)

Nao é surpreendente que as matrizes de (8.1.86) formem uma base para a representagao padrao
de gl(3), algebra de GL(3). Note que as matrizes nao diagonais (i # j) em (8.1.86) sdo os mesmos
elementos da base de sl(3) dados em (8.1.72). Vemos também que os elementos da base de su(3),
dados em (8.1.85), sdo combinagdes lineares dos (8.1.86), portanto suas relagoes de comutagao podem
ser obtidas a partir das relagoes bastante simples que temos para a base de gl(3), apenas lembrando
que a operacao de comutagao é bilinear e independente de representacgao:

[Eijs Brm] = 0k Eim — dim E;. (8.1.87)

A agao destes geradores nos vetores da base {|1),]2),[3)} ¢ dada, seguindo (8.1.52), por:
15y =1 (Brm)- (8.1.88)
i
Utilizando (8.1.86) podemos escrever facilmente estas transformagoes:

D N (Brm) = 6mjlk) = 15'); 5=1,2,3. (8.1.89)
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Podemos ver em (8.1.89) que a agao dos geradores Ej, é devolver o estado |k) no lugar do estado
|m), quando aplicado sobre este, ou zero quando aplicado em outro estado.

Da definicao de algebra de Lie, temos:

3
g=-exp |1 Z akmErm | € GL(3); onde A = ZakmEkm € gl(3), agm € C. (8.1.90)
k,m=1 k,m

Supondo que a representagao padrao D(g) de GL(3) induz a representacao padrao d(A) de gi(3),
ambas agindo no espago H, temos de (8.1.90):

D(g) = explid(A)]. (8.1.90")
Colocando (8.1.90%) em (8.1.54), obtemos:

’ﬂi’7ﬂ;\[} = > laig,... vaN}Da1,31(9) . 'DaNﬂN(g)

= (%:) lan, ..., an Hexp(idj (A))]a g, - - - [exp(idng (A)]ay sy (8.1.91)

o, anlespli 3 ()

onde djj (A) indica a representagao padrao de gl(3) agindo sobre o espago H da j-ésima particula, ou
seja:

dj(A)=101®...0dA)e...o L (8.1.92)

Portanto, dj;j(A) comuta com dp(A’) para j # k, considerando todos os elementos A e A" em
gl(3). Entao, de (8.1.91), vemos que a representacao de GL(3), obtida do produto tensorial de N
representagoes D(g):

DN(g)=D(9)® D(9) ®...® D(g), (8.1.93)

induz a representagao produto tensorial de gl(3), fornecida pela soma:

N
= di(A). (8.1.94)
j=1

Esta nova representacao claramente preserva as relagoes de comutagao:
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[dY(A), dY(A)] =

(8.1.95)

Na peniltima passagem da ultima equagao usamos que o comutador entre dois elementos de gi(3)
pode ser escrito como uma combinacao linear dos geradores de sua base, pois a dlgebra é fechada por

comutagao.

Entao, vamos obter a operagao dos geradores E},, de gl(3) sobre um estado arbitréario, definido em
(8.1.84), da base do espago bosdnico By:

Og,;|n1,n2,n3)

Or, (\/ s Swlen -

'Hnl SBOE' |O[1,...,

Hfijl,sB S B,

1 B1yeBN

/ Hnl SB Z Z |B17 ces 75N}5,81a1552a2 s dﬂkak (El]) <o 6,6N04N

\/HTl Sp z 1) ®

,aN})

an}t

B} o) (Bis)

(ﬁz |1Brk)dyan (Eij)> ®...®|an);

(8.1.96)

onde utilizamos que operadores de permutacao de indices, ou compostos de permutagoes como Sp,
comutam com operadores bissimétricos nos indices, como vimos em (8.1.59).

Agora, vamos considerar dois casos distintos em (8.1.96): E;; com i = j ou i # j (i, =

Primeiramente, consideramos o caso ¢ = j, utilizando (8.1.89):
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OEjj|n1,n2,n3> = /an 1SB Z 1) @ ®(6jak|j>)®"'®|aN>

NI
= +—n;Sglai,...,«
\/ 1T sloa v} (8.1.97)

- nj’nlanQan3>
= a;-aj]nl,ng,ngy

J& para o caso i # j:

Op,,|n1,na,na) = \/HTZSBZWQ @ (B0, i) ® ... ® |ay)

— ,Hnl SB Z6jak|a1,--.7ak717i’ak+1’...’a]\[} (8198)

= a}aj\nl,ng,n;),).

Resumindo:

ai
as

OEij == a;raj == 6Td(EZJ)6,

S
I

Ou seja, um gerador da algebra gl(3) pode ser escrito como uma combinagao de um operador de
criagao e um operador de aniquilagao no espaco de Fock de trés modos. Combinagoes de niimeros
iguais de operadores de criagao e aniquilagao sao justamente aquelas que conservam o ntmero total
de particulas em um estado |ny, ng, ng), fato ja esperado, pois o espago By ¢é invariante sob a ac¢ao do
grupo GL(3) e conseqiientemente de sua algebra ¢l(3). Notemos que as relagoes de comutagao (8.1.87)
sao preservadas pela dlgebra dos operadores bosbdnicos:

Og,;,0E,,] = [a;faj, alam]
= 5jka;ram — (5ima2aj (8.1.100)
= 0,08, — 0imOg,;-
Como os geradores de SU(3), encontrados em (8.1.85) na representacao padrao, sdo combinagoes

lineares dos E;;, temos claramente que os operadores da base su(3) podem ser representados no espago
de Fock bosoénico por:
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1 0 O
Q = d3|[ 0 -1 0 |a= %(aial — agag); (8.1.101)
0O 0 O
1 0 O
Q2 = 5T% 01 0 a= %(a{al + agag - 2a;a3).
0 0 -2

Por conveniéncia, denominamos os operadores associados aos elementos da base de su(3) com os
mesmos simbolos utilizados para suas representagoes padroes em (8.1.75).

Os operadores obtidos em (8.1.101) sdo analogos aos conhecidos operadores de Schwinger para
su(2), mas generalizados para a algebra su(3), quando esta age em espagos totalmente simétricos por
permutacdo de particulas. Em geral, a operacao de A € su(3) em By é dada por:

A=d v (A)a. (8.1.102)

Usando (8.1.102) e as relagoes de comutagao bosonicas, mostramos que:

4.0} = P vj(A)ajlar, al]l0) -
Js
(8.1.103)
A(a]10)) = Y(al|o))rki(A).
j
Ou seja, como previsto, os estados a1\0> = |i) (1 = 1,2,3), onde |0) é o estado de vacuo, se

transformam de acordo com a representagao v de su(3), ao passo que o conjunto {|1),]2),|3)} forma
uma base do espago em que age esta representacao.

8.2 Estados Coerentes de Minima Incerteza
Definimos a agao adjunta da algebra su(n) sobre a propria algebra como:

adaS =[A,S]; A,S € su(n). (8.2.1)

Como a algebra ¢ fechada por comutagao, podemos escrever o resultado de (8.2.1) em uma base
arbitraria {A;} de su(n), dadas as relagoes de comutagao entre os elementos da base:

[Aj, Ak] =) ici A (8.2.2)

As constantes 7} sao os fatores de estrutura da algebra®”. Entdo, utilizando (8.2.2) e as expansoes
de A e S na base escolhida de su(n), reescrevemos (8.2.1) como:

870 fator i em (8.2.2) vem da convengao dos fisicos, que definem a algebra de Lie em termos da exponencial e®*, néo
apenas por e’ como os matematicos; ou seja, para os fisicos a algebra é fechada por —i[Aj, Ag].
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adaS = [D.a™An, Y s"A)

m n
= Y da™s"ck, Ay
m,n,k
(8.2.3)
= > s"Ag (z > amclﬁm>
n,k m
= Z snAkpkn(A)‘
n,k
Acima, definimos a representacao adjunta da algebra:
Pmn(A) =Y aFefl,. (8.2.4)
A aplicacao adjunta sucessiva fornece:
ads(adpS) = Z s" Ajpik(A)pen(B). (8.2.5)
n.g;k
Portanto, utilizando a definicao (8.2.4):
(papB)i = — Y d" b chchy. (8.2.6)
k,m,n

O trago desta “multiplicacao” de elementos da representagao adjunta da algebra é invariante por
uma mudanca da base da algebra:

Tr(p(A)p(B)) = — > a*bicj,cpn

k,m,n,i

= ) (— > c};mcﬁ) akbn (8.2.7)
k,n m,i

= E kknakbn

k,n

Aqui definimos a métrica simétrica:

= — Zem it (8.2.8)
A esta métrica associamos um produtor escalar em su(n):

B) =) kja't'. (8.2.9)

4,J

Se uma transformagado unitaria da base da algebra é feita:
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A; = AU (8.2.10)
Entao, as coordenadas de um elemento de su(3) transformam-se como:
A == Z ajAj
J
= Z ajflkUk i
e J (8.2.11)

= Z&k/ik — dk = ZUkjaj.
k J
Agora, buscamos a transformagcao dos fatores de estrutura:

[Ai, Aj] = S [Ak, An]UkiUnj

k,m
= 2 c;dn (8.2.12)
n
= > c%fllUm.
n,l
Invertendo a equagao:
(A A = n%j C%AZUZTLU;MUJTV

l 1,7,M

= <§j Umc;?jUqujy> A (8.2.13)

= ; 6,luyAl
Portanto:
&, => Upchuf Ul (8.2.14)
i,k

Por fim, utilizando a equacao anterior, vemos que a métrica se transforma como:

k — so P
k= =) Gt
a,p

= _Uzp ZMZ Uaicé'kU;MU];erplcfnnUrTnuUrta
P 1,7, 1,

(8.2.15)
- _ i k»UT UT
Zk: CjkCmi jpmw
Z7j7 7m

_ ot ot
= sz Kjm U, Uhy.
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Desta forma, o produto escalar é invariante:

#zylzwa#z}" = E "Zklk JUS UL Ua® U0
’ V1,7,

Z kijaibj
1]

(8.2.16)

Para algebras semi-simples, o que inclui su(n) para n > 1, k é inversivel, o que nos permite definir
o seguinte operador, usando a notagao k% = k;jlz

Crpy = Y _kTA;A;. (8.2.17)

ij

Este operador é conhecido como Casimir quadratico, que comuta com todos elementos da algebra
[Ham62]:

[C(2), A] =0, VA € su(n). (8.2.18)
Vamos calcular a métrica k;; e o Casimir quadratico para su(3), a algebra interessante ao modelo de

um condensado em pocgo triplo. Primeiramente, devemos encontrar os fatores de estrutura das relagoes
de comutagao entre os seguintes geradores:

Q1= 3(En — E»), Q2= 3(Ei1 + By — 2E33);
Jx = i(EgQ - Egg), Jy = i(Elg — Egl), Jz = i(EQl - Elg); (8219)
Py = Eh3 + Eai, Py = E91 + Eno, P3 = E39 + FEag;
onde os I;; obedecem as relagoes de comutagao:
[Eijs Ekm] = jkEim — im El;. (8.2.20)

Portanto, as relagoes de comutagdo entre os geradores de (8.2.19) sao:

[Q1,Q2] =0, (Q1, Pl = —5Jy, [Q1,P2]=1iJ., [Q1,P5]= LT

(@1, J,] = 5P1, Q1,J.] = —iPy, [Q1,J.]=5P3, [Q2,P]= —Uu,

[Q2, P2] =0, (Q2, P3] = iJy, (Q2,Jy] = Pl, [Q2,J.] = 0;

(Q2, J.] = —iP3, [P1, Po] = —id,, [P, D3] = [P, J,] = —i(QQl +3Q2);  (8.2.21)
[Pr,J.] = —iPs, [P, J:] = iPy, [Ps, P3] = ZJyv [P, J,] = iPs;

[PQ,JZ]:i4Q1, [PQ,J:D]: ZP1, [Pg, y]:—ZPQ, [Pg, ]—iPl,

[Ps, J,] = —i(2Q1 — 3Q2), [Jy,J | =ids, [Jy, Jo| = —id., [T, Jo] = 1Jy.

Entdo, colocando os elementos da base na ordem {Q1,Q2, P1, P, P, Jy, Jy, J.} e empregando a
defini¢ao (8.2.8), obtemos o tensor k para os fatores de estrutura fornecidos acima:
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300 0 0 0 0 O
04 0 0 0 0 0 O
0012 0 0 0 0 O
00 0 12 0 0 0 0
k= 00 0 0 12 0 0 O (82:22)
00 0 0 0 12 0 O
00 0 0 0 0 12 0
0o o 0 0 0 0 12
A inversa de k é encontrada trivialmente:
00 0 0 0 0 O
02 0 0 0 0 0 O
00+ 0 0 0 0 0
000 4 0 0 0 0
-1 _ 12
k 000 0 L 0 0 0 (8.2.23)
000 0 0 & 0 0
000 0 0 0 5 O
1
00 0 0 0 0 0 g
Portanto, usando (8.2.17), temos o Casimir quadratico de su(3):
1 1 1Q
Clay = 3@t + 7@+ 5 D (PP + 7). (8.2.24)
i=1

Introduzindo a representagao em termos de operadores de criacao e aniquilagdo de (8.1.101) e
utilizando as rela¢oes de comutacao bosoénicas usuais, podemos reescrever o Casimir quadratico como:

N (N

O Casimir quadratico, como esperado, determina uma representagao totalmente simétrica de SU(3),
pois especifica unicamente o nimero de particulas do sistema, que também é invariante dentro do
espago em que age esta representagao. Logo, o nimero total de particulas e o Casimir quadratico
nao sao invariantes independentes dentro do espaco que carrega uma das representacoes I'V de SU (3),
considerando problemas de muitos bosons idénticos.

4 Q Q P P Py Jy Iy I
Uma base ortonormal de su(3) é dada por {\/57 2 905 303" 25 3v3 25" 2\/§}, como podemos

ver em (8.2.23). Para esta base terfamos a métrica k;; = ki = di;, considerando o produto escalar em
(8.2.9).
Agora, definimos o operador de incerteza total da algebra su(n) como:

(AA)? = kY (A — (A)(A) — (4))); (8.2.26)
1,]
onde os escalares (A;) sdo as médias dos operadores associados aos elementos da base de su(n), definidas

em um espaco de Hilbert H para estado arbitrario |¢) € H. A média de (8.2.26) em [¢)) é a incerteza
total deste estado em relagao a su(n):
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(A4)%) = S KI((Aid; — Ai(4)) — A;(Ai) + (Ai)(4;))).

]

= Y KI((AiA;) — (Ai)(A)).

0]

(8.2.27)

Em geral, podemos encontrar uma base ortonormal para su(n), como fizemos anteriormente para
su(3). Entao, sem perda de generalidade, fazemos k% = 4;;:

(AA)?%) = (A7) — (A)*. (8.2.27)

7

Supomos também que H carrega uma representagao irredutivel de SU(n) e, portanto, é auto-
espago de autovalor A9y do Casimir quadratico C(py de su(n). Para uma métrica ortonormal, temos
Coy =2 A?, justamente o operador cuja média aparece no primeiro termo de (8.2.27").

i

Podemos mostrar que a incerteza (8.2.27) é invariante por uma troca de base em su(n). Entao,
usando (8.2.10) e (8.2.15), obtemos:

(A4)%) = FkY((Aid;) - (Ai)(4;))

1,]
- ;k;m KUt Ul > UniUtj ((AnAy) — (An)(A) (8.2.28)

= 2K ((Ardn) — (Ar) (Am)).

k,m

A incerteza (8.2.27) também é invariante por uma transformacao pertencente a SU(n), o grupo
gerado por su(n), sobre o estado |¢):

@AA)?[W) = (@I (9)(AA)T(9)¥)

) (8.2.29)
= YK [T (9) Al (9)TT(9) AT (9) ) — ([T (9) AT (9) ) (¥|TT (9) AT (9) 4] -

Aqui utilizamos a notacao I'(g) para a representagao unitaria de g € SU(n) que age sobre H.
Empregando a definicao da agao adjunta do grupo sobre a algebra:

gAig™h = Ajd;i(g); (8.2.30)
J
e também o resultado®$8:

k™! = d(g)kd” (g), Vg € SU(n); (8.2.31)

obtemos de (8.2.29):

8-8Este resultado ¢ mostrado na secio 8.4, nas equacdes (8.4.34) e (8.4.35).
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WNAA?) = kY [Z(<¢|AkAm!¢><¢|Ak|¢><1/}|Am|¢>)dki(g‘l)dmj(g‘l)
2V

k,m

= 2 (dei(g_l)dmj(g_l)kij> (D1 Ak Am i) — (D] Ak|) (Y] Aml)

km \ %,j

(8.2.32)

= 2 KW ArAn|¥) — (W1 AR]Y) (V] A1)

k,m

= (YI(AA)]).

Para su(n), os 7 = n? — 1 operadores A; da base sio Hermitianos de traco nulo e podem ser
separados em dois conjuntos. Primeiramente, podemos definir ¢ = n — 1 operadores de Cartan Hy, que
geram a subdlgebra comutativa méaxima de su(n), como exemplo temos os geradores Q1 e Q2 de su(3).
Os outros p = r — q operadores, os P; e J; para su(3), sdo combinagoes lineares dos operadores de
levantamento e abaixamento E;; (i # j), estes tltimos formam uma base para a algebra complexificada
su*(n) = sl(n), juntamente com os Hy.

Como os Hj comutam entre si, podemos sempre encontrar uma base em H que diagonaliza todos
Hj, simultaneamente, lembrando que no caso das representagdes totalmente simétricas de SU(3) esta
base é justamente composta dos estados |nq, ne, ns):

Hi|h) = hy|h). (8.2.33)

Talvez sejam necessérios mais niimeros quanticos além dos hj para especificar unicamente um vetor
desta base, mas omitimos outros indices por simplicidade. As relagoes de comutacao entre os Hj, e os
E;j sao geralmente do tipo [Gil74]:

[H;, Eji] = oijiEjy, paraj # k. (8.2.34)
As constantes «;ji nao devem ser nulas para todo i. A relacao de comutacao (8.2.34) exige que

Eji|h) seja zero ou um novo autovetor de H; com autovalor h; + oy

HiEplh) = EjHilh) + Bl 5255
8.2.35
= (hi+aijk)Ejk‘E>-

Como os H; sao Hermitianos, temos que seus autovetores com autovalores diferentes sao ortogonais:

(h|Ejx|h) = 0. (8.2.36)

As representagoes irredutiveis de su(n) agem sobre espagos finitos. Entéo, existe um estado |l_i M)
tnico que é aniquilado por todos operadores de levantamento [Hal03|:

Ejilhar) =0, § > k; (8.2.37)

onde escolhemos as raizes positivas simples, como na segao 4.1, tal que os operadores de levantamento

sejam aqueles com j > k. A quantidade Zq: h? é maximizada em ]ﬁ M), considerando todos os vetores da

=1
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base que diagonaliza simultaneamente os H; [DF77]. A propriedade (8.2.37) define o vetor de maximo
peso da representagao irredutivel de SU(n) que age sobre H.

Vemos facilmente em (8.2.27°) que (AA)? ¢ um operador positivo-definido. Logo, o operador de
incerteza total possui um autovalor minimo e sua menor média é atingida para os auto-estados deste
autovalor. Portanto, o estado que minimiza ((AA)?) deve satisfazer necessariamente:

(AA?|y) oc ) — <ZA?2Ai<Ai>+ <Ai>2) [¢) o< [4). (8.2.38)

Nao ha perda de generalidade na escolha da base ortogonal {A;} de su(n), devido & invariancia de
((AA)?) por uma mudanga de base da algebra. Como o primeiro termo da somatéria em (8.2.38) é
simplesmente o Casimir quadratico e tomamos H como auto-espago de autovalor A(z) de C(y), entao a
condicao necessaria para o estado que minimiza a incerteza pode ser simplificada:

S AA) ) ox ). (8.2.38)

Agora, vamos supor que um dos autovetores que satisfaz (8.2.38’) é um estado da base {|1)}. Entdo,
utilizando (8.2.33) e (8.2.36), obtemos:

Y AdA)R) = Hi(Hy)R) = hilh). (8.2.39)
% 7 k

Pois as médias dos elementos da base da &lgebra A;, que sdo combinacoes lineares Hermitianas
apenas dos Ejj, sao todas nulas, devido a (8.2.36). Portanto, considerando (8.2.38) e (8.2.39), vemos
que a incerteza é minimizada para o vetor que maximiza Y h?; ou seja, o vetor de maximo peso |hpy).

k

Sabendo que, dentre os vetores da base |h), o estado de méximo peso possui a incerteza minima,
vamos agora encontrar a solucdo geral da minimizacao de ((AA)?).
Note que um elemento Y n;A; da algebra su(n), no qual os n; sdo as componentes de um vetor

K3
real de norma unitaria em um espago r-dimensional, é uma matriz Hermitiana de trago nulo e pode ser
diagonalizada por uma transformagao unitaria de similaridade. Portanto, esta matriz pode ser reescrita
como uma combinagao linear ) aj Hj, dos elementos diagonais da algebra, onde ag é um vetor real em
k

q dimensbes. Ainda mais, a transformacao unitaria diagonalizante é uma operagao de SU(n), o que
mostraremos na segao 8.4.1 no caso especifico de SU(3):

T(n)Y nj AT (R) =) apHy. (8.2.40)
J k

Aqui novamente I' é a representagao de um elemento de SU(n) que age sobre H. Aplicando a
equagao (8.2.40) sobre um estado da base |h), obtemos:

> n AT @)|R) = hyapDT (2)[R). (8.2.41)
J k
Considerando |¢p) = T'T(7)|h) e
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nj = WAl (8.2.42)

> ((®lAilv))?

(2

retornamos a equagao (8.2.41):

Ay
A hia (8.2.43)
S e

Multiplicando (8.2.43) por (| & esquerda, para um estado |¢) normalizado, obtemos:
> (A= hay. (8.2.44)
J k
Contudo, o lado esquerdo de (8.2.44) é invariante por transformagoes do grupo sobre |¢), como

vimos em parte do calculo de (8.2.32) para uma métrica nao diagonal, desta maneira concluimos que
o valor da equagao pode ser encontrado para I'(n) = 1:

\/waw _ ¢Z<51Ajrﬁ>2 - \/Z B2 (8.2.15)
7 J k

onde utilizamos novamente (8.2.33) e (8.2.36). Substituindo (8.2.45) em (8.2.44), temos:

hi

Colocando (8.2.46) em (8.2.43), juntamente com (8.2.45), obtemos:

a;(f) = (8.2.46)

> %|¢> =3 et %W - St =i, 2
j i )

Vemos que [¢) = IT(R)|R) = [(g)|h), para g € SU(n), tem o mesmo autovalor de |) no operador

ZA (A;), comparando (8.2.39) e (8.2.47).

Como todos os estados de IH podem ser escritos como uma combinagao linear da base {\ﬁ}} e os
outros estados de mesma incerteza de “_i M) podem ser obtidos deste por uma transformagao do grupo,
vemos finalmente que os vetores do tipo I‘(g)|l:£ M) sdo aqueles que minimizam a incerteza dentro de H.

Este resultado ja era esperado, primeiramente, porque vimos que a incerteza da élgebra é invariante
por transformacdes do grupo e, conseqiientemente, esperamos que os estados com ((AA)?) minima es-
tejam ligados por transformagoes de SU(n). Também devemos observar que a escolha da representacao
dos elementos Hy, constituintes da base da subalgebra comutativa méxima em su(n), ndo é tnica; ou
seja, o estado I'(g) |E M) € o estado de maximo peso de alguma representagao unitariamente equivalente
dos H;..

Notamos também que I'(g)|ha) ¢ justamente a definicio do estado coerente mais proximo ao
classico [Per86|, recordando da decomposigao I'(g) = I'(©)I'(s), onde s € S e ® € G/S, para S o
grupo de estabilidade de |hyy).
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Podemos ver que a expressao da incerteza total da éalgebra su(n) em um estado normalizado [1))
também possui valor maximo, pois:

(A4)?) = Y KI((Aid)) — (Ai)(4;))

i?j

= (Cr) — L k7(Ai)(4;) (8.2.48)

i
= A — LKk (4i)(4;).
17]

Para métrica k¥ positiva-definida, é claro que {(AA)?) possui méximo em H. O valor deste méaximo
é ((AA)?) = (o) se, e somente se, existe [¢)) € H tal que:

(WAily) =0;i=1,...,m (8.2.49)

Como os elementos A; formam uma base da élgebra, podemos reescrever (8.2.49) da seguinte forma:

(Y| AlY) =0, VA € su(n). (8.2.49")

Logo, possui incerteza maxima todo estado cuja média é nula em qualquer elemento da algebra.

Muitas das representagoes irredutiveis de SU(n) carregam um espago H que possui estados que sa-
tisfazem (8.2.49’). As poucas excegoes encontradas sao conhecidas como sistemas degenerados. Alguns
exemplos de sistemas degenerados de nosso interesse sao [Kly|:

1. Representagoes n-dimensionais de SU(n).
2. Representagoes de SU(n) em espagos de formas bilineares antissimétricas para n impar.

O estado que maximiza a incerteza de su(n) é chamado de estado maximamente emaranhado, no
sentido generalizado, em relagao a esta élgebra. Note a oposi¢ao entre o estado coerente préximo ao
classico, que minimiza a incerteza, e o estado maximamente emaranhado que maximiza ((AA)?2).

Considerando a invariancia de ((AA)?) sob a acdo do grupo, temos que I'(g)|¢)) também é maxi-
mamente emaranhado em relagao a algebra, se |1)) maximiza a incerteza.

Para SU(3), o estado de maximo peso de uma representagao totalmente simétrica ¢ |0,0, N):

(0,0, N|(AA)2(0,0,N) = N (¥ 4+1)—(L)?
v o o (8.2.50)
= 9 t3—-9 T 3

Portanto, o desvio \/{((AA)?) = (AA),ms cresce com a raiz do namero de particulas, de modo que
o desvio por particula (AA),m,s/N vai a zero quando N — oc.

Em uma representagao irredutivel totalmente simétrica de SU(3), para N maultiplo de 3, é facil
verificar que o estado %, %, %) satisfaz (8.2.49’):

oA 55 =5 (F+). 8250

Esta incerteza cresce com o quadrado do ntimero de particulas, logo (AA)ms x N e o desvio por
particula vai a um valor constante quando N — oo, conservando as flutua¢bes quanticas mesmo no
limite macroscopico do sistema.
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Como assumimos que H é um auto-espago de autovalor A(3) de C(3), retornando em (8.2.48), vemos
que uma variacao do valor da incerteza depende, dentro de uma representagao irredutivel, apenas do
valor do segundo termo do lado direito da equagao. Este fato nos motiva a fazer a seguinte definigao:

((AA)%) = Ao — k(A (4;)
%)

= @) — Poum (V).

Ou seja, o primeiro termo do lado direito é invariante em H, enquanto o segundo termo definimos
como a pureza generalizada, que é uma fungdo do estado |¢) e diferencia a incerteza entre os
estados dentro de H. A pureza é méxima no estado coerente mais proximo ao cléssico, ao passo que a
incerteza ¢ minima. Desta forma, convém denominarmos o estado coerente mais préoximo ao classico
como o estado separavel generalizado. Ja o estado maximamente emaranhado tem pureza minima
e incerteza maxima.

Para uma base ortonormal da algebra, com k% = 0ij, podemos reescrever a pureza Como:

1,J

= 2(4p)?

i

(8.2.52)

(8.2.53)
= Y [Tr(Aip))?
= 2 Tr[Tr(Aip)Tr(A;p)p(Ai)p(A4;)];
onde usalmnos que:
(4) =Tr(Ap) e p= )W (8.2.54)

Também empregamos a seguinte relacao para a representagao adjunta da algebra, segundo (8.2.7):

Tr(p(Ai)p(45)) = ki
(8.2.55)
= ;5, no caso ortonormal.

Portanto:

Acima definimos o estado reduzido Psu(n) COMO a projecao do estado p na representacao adjunta
da algebra, ou seja:

A pureza generalizada da algebra, escrita em (8.2.56), tem a mesma forma da pureza convencional
encontrada na literatura para sistemas bipartites, mas com o trago parcial feito na &dlgebra. Note
também que sempre podemos encontrar uma normalizagao tal que a pureza tenha valor de uma unidade
nos estados separéveis:
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K =max ) _hj. (8.2.58)
h g
Com esta normalizagao, temos:
1

A primeira igualdade somente acontece se existe um estado em H que satisfaz (8.2.49’).
Podemos caracterizar a projegao pgy(n) como o estado reduzido na éalgebra devido a seguinte iden-
tidade:

Tr(p(A)psum)) = Tr|p(A) 3 Tr(Aip)p(4s)

= Y Tr(4ip) Xl Tr(p(A;)p(4)

j (8.2.60)
= ZaiTr(Aip)
— Te(4p) = (4).

Para o caso k;; = d;;. Entao, de (8.2.60), temos que a proje¢ao pgy,(,) guarda a informagao de todas
as médias dos operadores de su(n). O operador densidade reduzido Psu(n) € Puro quando p é coerente
e misto para os estados emaranhados, no conceito generalizado.

A medida de pureza generalizada nao depende do particionamento do sistema ou da base escolhida
para o espago H, apenas da algebra escolhida para o seu céalculo, tornando esta medida mais versatil
que a medida convencional. Podemos escolher a algebra de forma a considerar automaticamente regras
de superselecao ou selecionar apenas uma porcao das correlagbes quénticas de interesse para uma
determinada aplicagao.

8.3 Integrabilidade e Graus de Liberdade Quanticos

Na mecénica classica, o espaco de fase M tem dimensao igual a duas vezes o ntimero [ de graus de
liberdade do sistema fisico associado. Um estado classico é definido como um ponto em M, enquanto
grandezas observaveis sao representadas por fungoes sobre este espaco. O sistema classico auténomo
de Hamiltoniana H é considerado integravel se existem [ constantes do movimento O; independentes,
tais que os parénteses de Poisson entre elas sejam todos nulos:

{0,0;}=0; ij=1,...,L (8.3.1)

Nesta defini¢ao, deixamos implicito que H é um dos O;, devido & conservagao de energia no sistema.

Ja na mecanica quantica, um estado é representado por um vetor no espago de Hilbert, enquanto
grandezas observaveis sao operadores auto-adjuntos sobre estes estados. Contudo, o espago de Hilbert
nao tem interpretacao fisica semelhante ao espaco de fase, pois sua dimensao nao tem relacao com os
graus de liberdade do sistema e no limite cléassico ele nao é reduzido a M. Assim, nao é simples definir
um conceito de integrabilidade na mecénica quéantica de maneira analoga ao da mecénica classica,
tendo em vista que mesmo o conceito de namero de graus de liberdade quanticos nao é muito intuitivo.
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Em muitos sistemas fisicos, nos quais podemos desconsiderar a estrutura interna de suas particulas,
é claro que o nimero de graus de liberdade do sistema, quantizado canonicamente, deve ser igual
a4 soma do numero de coordenadas espaciais de cada particula. No entanto, quando levamos em
conta a estrutura interna das particulas, entre outros efeitos quanticos sem equivalentes classicos, nao
¢ mais simples contar o nimero total de graus de liberdade do sistema. Como exemplo, temos o
modelo do condensado em poco triplo, onde vimos que o espaco de fase associado ao sistema é apenas
quadridimensional, devido ao principio de simetrizagao e & dimensao do espago de Hilbert de particula
anica, independentemente do valor de N. Logo, neste modelo o ntimero de graus de liberdade nao é
intuitivo, mesmo desconsiderando os graus de liberdade internos dos boésons.

Portanto, é importante formalizar o conceito de graus de liberdade para sistemas quénticos e,
consequentemente, também estender conceitos como integrabilidade e caos & mecénica quéntica.

Considere um sistema quantico com espago de Hilbert H. Dizemos que este sistema tem grupo
dindmico G se seu Hamiltoniano H e todos seus operadores de transigao T' podem ser escritos como
fungdes dos r geradores {4;} do grupo:

H(A;) e T(A;) — G é grupo dinamico. (8.3.2)

4 i s . e . . R v

Como ja vimos, {4;} &€ uma base da algebra real £¢, r-dimensional. Por simplicidade, vamos supor
que H carrega uma representacao irredutivel de G. Podemos também assumir que existem v cadeias
¢* de subgrupos associadas ao grupo dindmico, cada uma de tamanho s;:

(G, DGl _D...DG]) =d!
Go{ (G506, 1 D..0G) =% (8.3.3)
(GY,2G, _1D...0GY)=¢".

O espago H é caracterizado por um conjunto completo de observaveis comutantes €, ou CCOC,
formado de observéveis basicos independentes do sistema e excluindo, por conveniéncia, o Hamiltoniano
H, de maneira que a definicado do CCOC dependa apenas da estrutura de H e ndo de uma dinamica
especifica:

¢ = {0y, tal que [0;,0;] =0, parai,j=1,...,m}. (8.3.4)

Os elementos de uma base {|@)} de H podem ser especificados pelos autovalores dos [ componentes
nao completamente degenerados (NCD) de €:

OZ|O7> = CM@); 1= 1, v ,l. (8.3.5)

Dado que um operador completamente degenerado de € é definido por:

Oil) =cly); V) eH, i=1+1,....m. (8.3.6)

Portanto, os operadores completamente degenerados sao multiplos da identidade por uma constante,
dentro de uma representacao irredutivel de G. Como suas médias sdo constantes no tempo, estes
observaveis nao possuem informacao dindmica e devem ser excluidos da definicao dos graus de liberdade
quénticos, pois devem representar constantes quando transferidos ao espacgo de fase cléssico associado.

Enfim, definimos o nimero de graus de liberdade quantico-dinamicos (GLQD) como o namero
I de autovalores, conhecidos como niimeros quéanticos, necessérios para especificar um estado da base
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de H, relacionados aos I < m componentes NCD de €. Note que esta defini¢do é tnica, inclui os graus
de liberdade internos do sistema e depende apenas da estrutura do espago de Hilbert.

Desejamos que a definigao dos GLQD seja consistente com os graus de liberdade cléssicos. A
correspondéncia é clara novamente no exemplo de particulas sem estrutura interna, pois quando quan-
tizamos as variaveis classicas de posicao das particulas, obtemos o conjunto dos operadores de posicao,
que forma um CCOC com todos elementos NCD. Sabemos que os autovalores destes operadores de-
terminam um vetor da base de posigao em H. Portanto, neste caso o niimero de GLQD coincide com
o nimero de graus de liberdade cléssicos.

Podemos agora definir a integrabilidade quantica, considerando integravel o sistema se, e so-
mente se, um elemento da base de H pode ser especificado pelos autovalores de [, igual ao nimero
de GLQD, operadores O; observaveis, comutantes, NCD e constantes de movimento, no sentido da
equagao de Heisenberg. Note que nesta definigdo, diferentemente da definigdo de CCOC, permitimos
que H seja um dos Oj:

dO’;
i—L = [O;,H] =0 e [O;,Oz] =0; j,k=1,...,1 «— Sistema quéantico integravel. (8.3.7)

Sempre que o sistema ¢é integréavel podemos encontrar um CCOC que especifica uma base de
H na qual a representacao de H é diagonal. Logo, podemos medir [ quantidades independentes
simultaneamente na base de energia, diferentemente de um sistema nao integravel, onde esta medida
em estados estacionarios nao é possivel.

O sistema quéntico com grupo dindmico G tem simetria dindmica em G se o Hamiltoniano pode
ser expresso em termos dos operadores Casimir de alguma cadeia ¢* de subgrupos:

H=H( ;(k)); paraifixo, j=1,...,8, ek = 1,...,)\2; (8.3.8)
onde C;(k) é 0 k-ésimo Casimir do subgrupo G; da cadeia ¢*. A quantidade )\;- é a ordem da algebra
£G§ associada a G;-, definida como o nimero de operadores Casimir independentes desta algebra ou,
equivalentemente, como a dimensao da subalgebra comutativa maxima de £G§ . A definigdo de simetria

dinamica leva ao seguinte teorema:

Teorema 8.3.1. Um sistema qudntico de grupo dindmico G e simetria dindmica neste grupo € inte-
gravel.

Provamos este teorema notando que podemos construir um CCOC de cada cadeia ¢’ de subgrupos,
denominado €', composto dos operadores Casimir {C(y)} de G e dos operadores Casimir {C;(k)} dos
subgrupos da cadeia, pois estes operadores sao construidos de maneira que o comutador de qualquer
par escolhido entre eles é nulo. Dizemos que a cadeia ¢ é canénica se os operadores {Cuy} e {Cji.(k)}

sao suficientes para formar €*. No entanto, se estes nao forem suficientes, podemos sempre encontrar
outros operadores {Oy}, que comutam entre si e com os operadores Casimir do grupo e da cadeira,
para completar os m operadores necessarios de um CCOC no caso de ¢* nao candnica:

{Cwyyu {C’g(ﬂ)}, se ¢’ canonica;
¢ ={0,;v=1,...,m}= ] (8.3.9)
{Ciwy} U{Cl 5} U{Or}, se ¢ nao canonica.

Entao, podemos especificar um elemento da base de H com os autovalores de [ operadores NCD de
¢’. Se o sistema tem simetria dinAmica em G, considerando (8.3.8) e (8.3.9), temos:
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[H(Cj1)), O] = 0; v=1,....,m. (8.3.10)

Logo, existem pelo menos | operadores comutantes, NCD, independentes e constantes de movi-
mento. Deste modo, o sistema é integravel. Conforme o teorema 8.3.1, vemos também que a nao
integrabilidade implica na quebra da simetria dindmica do sistema.

Agora, definimos o conjunto & = {X;} de excitagoes elementares, constituido do namero minimo
de operadores sobre H tais que:

[¥) = F(Xi)|®o), V|v) € H; (8.3.11)

onde F(X;) é um polindmio nos operadores X; de excita¢oes elementares e |®g) € H é um estado
de referéncia escolhido de forma que o nimero de elementos em £ é minimo. Comparando com os
resultados mostrados na se¢ao 4.1, para o caso detalhado de SU(3), e na se¢ao 8.2, para o caso geral
de SU(n), vemos que os operadores X; sao justamente os operadores de abaixamento Ej;;, escolhidos
tais que i < j, que nao aniquilam o estado de referéncia, selecionado como o estado de maximo peso
de uma representacao irredutivel de su(n).

O numero de operadores de abaixamento associados a élgebra r-dimensional su(n) é TEA, onde A
¢ a ordem da algebra®®. Em geral, o ntmero de operadores de abaixamento que produzem resultado
nao nulo quando aplicados ao estado de maximo peso é igual ao niimero de indices necessarios para
especificar um estado na base de H. Portanto, o nimero de operadores de excitacoes elementares é
igual ao nimero de operadores NCD em um CCOC de H e, por definicdo, também é idéntico aos
[ < ’"g)‘ GLQD do sistema.

Novamente nos referindo & secao 4.1, onde tratamos do caso das representacoes irredutiveis to-
talmente simétricas da algebra su(3), temos que os elementos da base {|ni,n2,n3 = N —nj —na)}
precisam de apenas dois indices independentes para a sua especificagao. Todos os estados desta base
podem ser obtidos por sucessiva aplicacao dos dois operadores de abaixamento Fq3 e Fa3 no estado de
méximo peso |0,0, N), pois para o terceiro operador de abaixamento temos F12|0,0, N) = 0. Entao,
para as representacoes vV de su(3), o conjunto de excitacdes elementares ¢ £ = { E13, o3}, composto
justamente pelos dois operadores que, juntamente com seus adjuntos, aparecem na parametrizacao
exponencial do elemento © do espago quociente SU(3)/U(2), em (4.1.23), e na definicdo do estado
coerente, em (4.1.24). A dimensao do espago de fase M, obtido para o analogo classico do modelo de
trés modos, é o niimero de variaveis reais necessarias para parametrizar o espago topologicamente equi-
valente SU(3)/U(2). Entao, a partir de (4.1.24), vemos que esta dimensao ¢ 4 e, portanto, o ntimero
de graus de liberdade da analogia classica é 2, metade da dimensao de M e justamente o ntmero de
elementos em &.

Como também explicado na segdo 8.2, de maneira geral, a base da algebra r-dimensional su(n)
pode ser dividida em A = n — 1 operadores Hj, que geram a subdlgebra comutativa maxima, e
outros r — A operadores que sao combinagoes lineares Hermitianas dos operadores de abaixamento e
levantamento E;;, com 7 # j. Se escolhemos o estado de referéncia como o estado de maximo peso V_i M)
da representagao irredutivel de su(n) que age sobre H, entdo o estado coerente desta representacao é
gerado pelos | operadores de abaixamento que nao aniquilam V_i M), acompanhados de seus operadores
adjuntos, pois os outros operadores sao facilmente vistos como pertencentes ao grupo de estabilidade
do estado de referéncia:

8:9TLembrando que r = n? — 1.
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1;0) =exp | S (05 — 05E5) | 1har): (8.3.12)

i>]

onde a soma Y.’ é feita somente sobre os operadores tais que Eij|ﬁM> # 0. Logo, o estado coerente
>]

é parametrizado por [, igual ao ntiimero de excitagoes elementares e também ao ntimero de GLQD,

coeficientes complexos 0;;. O espaco de fase, topologicamente equivalente ao grupo de estabilidade de

|har), tem 20 dimensdes, como esperado.

Esta comparag@ao com resultados de outras secoes nos leva a definicdo do espaco de fase de um
sistema quéntico como o espago de fase do anélogo cléssico. Ou seja, o espago de fase quéntico
M de um sistema, cujo nimero de GLQD é igual a [, é definido como o espago isomorfo ao espaco
quociente G/S, onde G ¢é o grupo dinamico do sistema e S é o subgrupo de estabilidade méaximo de
H. Escolher o subgrupo S maximo equivale a escolher o estado de referéncia em H de forma que o
conjunto de excitacoes elementares é minimo.

Como resultado da tltima definigdo, temos que dim M = 2[. Logo, o nimero de GLQD é uma
propriedade fundamental do sistema quéntico, que determina de maneira tinica a dimensao do espago
de fase.

Definir o espago de fase quantico como o mesmo do analogo classico torna consistentes os conceitos
de integrabilidade quantica e classico. Por exemplo, no caso em que SU(3) é o grupo dinamico do
sistema, vimos que as médias dos observaveis sao fatoradas no limite classico exato N — oo. Em geral,
de acordo com (4.3.24), a média nos estados coerentes de um observivel Oj(Ay), escrito em termos
dos operadores {A} da base de su(3), tem o seguinte limite cléssico:

lim (N0 (Ay)| N3 @) = O} (N3] Ap N3 @)) = O (A(a, ). (8.3.13)

—00

Ainda considerando apenas as representagoes totalmente simétricas de SU(3), se {Oj(Ag)} ¢ um
conjunto de [ = 2 observaveis NCD, comutantes e constantes do movimento, entao o sistema quantico
¢ integravel. Portanto, em célculo semelhante a (4.3.29), podemos mostrar que:

lim (][0} (Ar), Ol (AN, @) = i{O5(Ar), Ol (Ae)} = 05 j,m = 1,2, (8.3.14)

N—oo

Logo, os parénteses de Poisson entre as fungoes sobre o espago de fase, obtidas dos limites classicos
das constantes de movimento quéanticas, sao nulos e, segundo (8.3.1), o sistema classico associado
também é integravel.

Por fim, suponha que, em um sistema quantico de grupo dindmico G no espago de Hilbert H, o
Hamiltoniano H tenha simetria dada por R € G

RHR™' = H. (8.3.15)

Entao, de acordo com a defini¢do de estado coerente (4.1.7), a representagao de H no espago de
fase tem a mesma simetria:
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H(©) = (H;0[|H|H;68) = (H;0|RHR'H;0)

= (®g|0'RHR'0|®0)
(8.3.16)
= (Do|s1OTHO s|Dp)

= (H;0'|H|H;0) = H(O');

onde utilizamos a decomposicao (4.1.6) do elemento R~10 = ©'s € G, com s € S e ©' € G/S. Assim,
vemos que a Hamiltoniana fica invariante se suas variaveis sao transformadas pela agao da simetria R.
Portanto, o conceito de simetria quantica é consistente com o cléssico.

Com o conceito de integrabilidade quéantica bem fundamentado, podemos facilmente estender tam-
bém a idéia classica de caos. Entao, dizemos que um sistema apresenta caos quantico se seu analogo
classico apresenta caos no sentido usual. Note que os graus de liberdade internos do sistema, assim
como outros fenémenos sem correspondentes classicos, também sao considerados nesta definicao de
caos quantico.

8.4 Algebras de Lie e Estrutura Simplética

Seja {A1, A, ..., A} uma base da algebra de Lie real £5 do grupo de Lie G, por defini¢ao, temos:

,
La ={A4, tal que A = Zo/Ai; o' € R}. (8.4.1)
i=1
A algebra £ é fechada pela operagao bilinear de comutagdo. Para os elementos da base, temos as
seguintes relacoes:

[Ai, Aj) = —[A5, Ai) = ) i Age (8.4.2)
k

f’j sao os fatores de estrutura da algebra. Da definicao de algebra de Lie, podemos

18.10.

As constantes ¢
obter um elemento de GG, o grupo associado a £¢, pelo mapa exponencia

exp(tA) € G, para todot € R. (8.4.3)

A operagao de comutacao também satisfaz a identidade de Jacobi para elementos de £4:

[A, A", A"]] + [A [A" A]] + (A" [A, A =0 (8.4.4)

Utilizando os fatores de estrutura, podemos escrever a relagao de comutagao entre dois elementos
arbitrarios de £¢:

(A A" =) A = A€ La. (8.4.5)
3,9,k

8-10Nesta secdo, diferentemente do restante deste trabalho, usamos por conveniéncia a definicio “dos mateméaticos” para
algebra de Lie, que difere da “notagdo dos fisicos” por um fator i. Isto é, em vez de exp(tA) € G, os fisicos geralmente
usam exp(itA) € G, com A € £4.
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O espago dual a £5 ¢ o espago de todas fungoes lineares sobre £, denotado por £f,. Uma base
conveniente de £, é dada por:

Bl A= ZaiAi — B (A)=a’ €R, paraj=1,...,r. (8.4.6)
i=1

Entao, para um elemento B qualquer de £7,, podemos escrever:

B=) BB — B(A) = Zﬂiai. (8.4.7)

i=1
Agora, considere os espacos de fungoes lineares e de fungoes arbitrarias sobre £f,, que denominamos
por £ e F, respectivamente. O espago £7 ¢ isomorfo a £5 e podemos escrevé-lo como:

-
L8 ={A, tal que A=) a'A;; o’ € R}. (8.4.8)
i=1
O conjunto {A;} (i =1,...,r) forma uma base de £, tal que:
r .
A(B) =Y o' Ai(B), com Ai(B) = §;. (8.4.9)
i=1
Para um par de fungoes Fi, Fo € F, definimos a forma simplética natural da algebra £4:
r . r
{Fi,Fol = X2 %Mij%, com M;;(B) = > ijﬂk; (8.4.10)
ij=1 k=1

onde 5 = (B1,...,3:)T é o conjunto de coordenadas que parametriza naturalmente um elemento B no

espago £7;.
A operagao {.,.} reproduz as relagoes de comutacao (8.4.2) no espago £F, ou seja:

0A; n 0A;(B
{Ai Ajl = kz S 2 Chmn "

n

(8.4.11)
= ;cgﬁn = ;C%An(B).

Agora, tomamos a aplicagao adjunta de G como a agdo deste grupo sobre £¢, definida como:

AdgA = gAg~!, parage Ge A e £¢. (8.4.12)
Considerando (8.4.3), mostramos que AdyA € £¢:

etAdgA et etgAg71 = getAg_l 6 G AdgA 6 SG (8413)

Se a operagao adjunta do grupo sobre a algebra produz outro elemento da algebra, entao podemos
escrevé-lo como uma combinagao linear dos elementos da base {4;}, definindo a representagao adjunta
d(g) do grupo:

J

233



8.4 Algebras de Lie e Estrutura Simplética Capitulo 8: Apéndices

Ou, de forma geral, para qualquer elemento de £g:

AdgA =" o' Ajdji(g). (8.4.14’)
Y]

Entao, sob a aplicagdo do grupo, as coordenadas de um elemento de £ se transformam como:
o 43 " aldij(g). (8.4.15)
J

Podemos ver facilmente que d(g) é realmente uma representagao, no sentido que possui as propri-
edades de um homomorfismo:

(99")Ai(9g) " = 3 Ajdjilgg);
(8.4.16)

99’ Aig "t = %Akdkj(g)dji(g/) - d(gg') = d(g)d(d').
]7

A representagao coadjunta de G é definida como a inversa da transposta da representagao adjunta:
d(g) =d"(g™). (8.4.17)
A esta representagao associamos a agao de G sobre £f,:

B 5N " Brdy(g). (8.4.18)
k

Ou, para um elemento qualquer de £7;:
B=) BB %% BB di(g). (8.4.18")
J gk

Entao, sob a agao de G, as coordenadas de um vetor no espago £, se transformam como:

Bi %Y Bidij(9); (8.4.19)
que também tomamos como a agao do grupo sobre o espago £¢,. Por fim, definimos a agao de G sobre
F da seguinte forma:

=,

(T,F)(B) = F(By-1). (8.4.20)

Aqui introduzimos a notacao:

By =d(g™h)p. (8.4.21)

Note que estamos representando o elemento de £f,, sobre o qual age F(f3), por suas coordenadas

/3 na base definida em (8.4.6).
Para um elemento g € G temos, em particular, a parametrizacao exponencial:

g = exp ZTjAj , com 7 € R. (8.4.22)
J
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A acdo adjunta do grupo assume a seguinte forma quando utilizamos esta parametrizagao:

AdgA = exp (Z 'rjAj> Aexp (— ZTkAk>
J k

(8.4.23)
= X a4 Al
n=0 J
Empregando a notagao:
(A, Ay = [ [A [AAT]] ] (8.4.24)
n comutadores
Considerando a correspondéncia entre as operagoes |.,.], de (8.4.2), e {.,.}, de (8.4.11), definidas

respectivamente nos espacos isomorfos £5 e £77, temos claramente que:

AdyA; = Z ZT Aj, Al ZA dji(g (8.4.25)

corresponde a:

o0

> ;y{ZTjAj’Ai}(n) =D Aid;ilg). (8.4.26)

n=0

A notagdo {.,.}(,) € andloga a (8.4.24).
Entao, podemos mostrar que a acao Ty do grupo sobre £7¥ corresponde a agao de Ady sobre £q:

=,

(TpA)B) = Ai(By1) = (By)i

= %?ﬂjczz‘j(gfl) (8.4.27)

= L A(B)dsilg).

A 1ltima equacdo é a correspondente em £F a (8.4.14). Ainda mais, comparando (8.4.26) e (8.4.27),
temos:

(T, A:) (G Z {ZT.A B)} - (8.4.28)

nO j=1

Assim, concluimos a correspondéncia entre Adg e T, nos espacos £g e £7F, respectivamente.

Mostramos agora que os geradores A; de £ sao responsaveis também pela acao simplética de G
em F. Primeiramente, usando (8.4.28), escrevemos:
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(TA)B) = (Bp)i = goé{zrmxﬁm(ﬁ)}w

= A+ EchfiAk(g) +3 > ché?iTanmkAn( ) +...
j,k

j7k7m7n

= Gi+ Z;chflﬂk +3 X mame Bt (8.4.29)
]7

j7k7m7n

Bi + ; Quilr + 3 kE QriQnifn + - ..

= Zk) Be[exp(Q)1ki-

Aqui definimos:
Qi; = > 7. (8.4.30)
k
Comparando (8.4.27) com (8.4.29), obtemos:

dri(g) = dir(g™") = [exp(Q)]ki- (8.4.31)

Devido & linearidade da transformacao de B sob GG, podemos escrever:

=,

(T,F)(8) = F(ggfl) = exp Lz]:ﬁijia%i

=,

F(B)

= F)+ X s %50 +
e (8.4.32)

= P
=,

= F)+ % 7 2mB) pq;, 220

> =, =,

n=0
onde usamos a defini¢ao dos parénteses {.,.}, encontrada em (8.4.10), e a identidade para transforma-
¢oes lineares de argumentos de fungoes:

1) = FETM) = exp{ 3 i [m(M)],, £ 1(@). (.4.33)

2%
Logo, considerando (8.4.32), temos que a base de funcoes lineares sobre £f,, dada pelos A;, gera a
agao simplética de G sobre F, obtida da agao da representacao coadjunta sobre as coordenadas 3.
A meétrica invariante de £, ja encontrada na se¢ao 8.2 com a “notagao dos fisicos”, é definida como:

kij = > chncit. (8.2.8)
k,m
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Assumindo que k pode ser invertida, o que acontece para as algebras ditas semi-simples, podemos
definir o operador invariante conhecido como Casimir quadratico:

ij
tal que:
[C(g), A] =0, VA € £¢. (8.2.18)
Entao, para g dado por (8.4.22), temos:

AdgC(g) = gC(g)g_l

= ngoﬂgTjAj,C@)](n) = C(9

1 (8.4.34)
= Y k;gAig gAjg
27‘7
= % ki_lekdki(g)Amdmj(g).
,7,k,m
Comparando (8.4.34) com (8.2.17), obtemos:
k™ = d(g)k~'d"(9) ou
(8.4.35)

~

d(g) = kd(g)k .

Esta relacao entre as representacoes adjunta e coadjunta, quando k é inversivel, nos possibilita
identificar os espacos vetoriais £5 e £f, de forma compativel com a agao de G sobre estes espagos.
Assim, podemos identificar as coordenadas 5 de um elemento de £f, com as coordenadas @ de um
elemento de £ da seguinte forma:

3 = ka. (8.4.36)

Sob a acao de G, 5 se transforma segundo (8.4.19). Utilizando esta equagdo juntamente com
(8.4.36), temos:

—

By = d(g)B = (kd(g)k )5
(8.4.37)

= kd(g)(k'f) = k(d(9)d@) = kd.

Identidade consistente com a relagao (8.4.15).
A é6rbita de um ponto de referéncia &y no espago £4 € o espago de todos os pontos obtidos de &
pela agao do grupo G, ou seja:

v(do) = {d, tal qued = d(g)do, g € G}. (8.4.38)

O mesmo conceito pode ser estendido para as érbitas em £7, sob a agao da representacao coadjunta:
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v (Bo) = {5, tal que 3 = d(g)fo, g € G}. (8.4.39)

Chamamos de grupo de estabilidade H em £, associado ao ponto de referéncia @y, o subgrupo de
G tal que:

H = {h, tal quedy = d(h)dp, h € G}. (8.4.40)

Ou seja, o grupo de estabilidade é o subgrupo de agoes de G que deixa o ponto de referéncia
invariante. Novamente, o conceito de grupo de estabilidade pode ser estendido para uma érbita em
£

g

H* = {n*, tal que By = d(h*)fo, h* € G}. (8.4.41)

Para todo elemento g € G ha uma tnica decomposi¢cao de g no produto de dois elementos do
grupo, sendo que um pertence a um subgrupo, por exemplo h € H (h* € H*), e o outro pertence ao
subconjunto de G' chamado espago quociente, denotado por G/H (G/H*). Entao, podemos escrever:

g = ch, geG, heH,ce G/H ou
(8.4.42)
g = ch*, geG, h*eH" ¢t e G/H".

Colocando a decomposi¢ao (8.4.42) na definicdo de orbita (8.4.38) e utilizando a propriedade
(8.4.40) de definigao de H, temos:

v(dp) = {a|a=d(c)d(h)dy; c€ G/H, he€ H}
(8.4.43)
= {d|d=d(c)dy; c€e G/H}.

Portanto, uma oérbita em £ é definida por seu ponto de referéncia @y, que por sua vez esta
associado a um grupo de estabilidade H. Desta forma, a érbita equivale a agdo do espago quociente
G/ H sobre dy e pode ser parametrizada por meio do elemento ¢ € G/H. Raciocinio anélogo pode ser
feito para v*(f), empregando H* e G/H*, na construgao de érbitas em £5.

Se dois pontos de referéncia, nao necessariamente ligados por uma transformacao do grupo, tém o
mesmo subgrupo de estabilidade, entao suas 6rbitas sao topologicamente idénticas, pois sdo parame-
trizadas pelo mesmo espaco quociente.

Como ha uma correspondéncia um para um entre os pontos de uma érbita e os elementos do espaco
quociente, convém estendermos a denominagao de orbita em £¢ (£5) a G/H (G/H*).

Agora, vamos mostrar que 6rbitas definidas em £ e £f;, associadas respectivamente aos pontos
de referéncia aj e ﬁo conectados por (8.4.36), sdo equivalentes, uma vez que possuem mesmo grupo de
estabilidade. Empregando a definicdo de grupo de estabilidade:

= d(h)o_fo, Vh € H; (8.4.44)
Entao, usando (8.4.35):
d(h)fBy = kd(h)k ‘kdy

(8.4.45)
= kaj :50 s he H*
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Podemos partir de um elemento h* de H* e por processo semelhante mostrar que todo A* também
pertence a H. Logo, concluimos que H = H*, se 50 = kap. Portanto, orbitas em £ e £f; sao
equivalentes.

Para resumir o que obtivemos até aqui, lembremos da defini¢do de classe de um grupo:

€y =19 | ¢ = 9909, para algumg € G}; (8.4.46)

onde a classe €4, tem como elemento de referéncia go, cuja parametrizacao exponencial é dada por:

go = exp(Ap) = exp (Z aé&) : (8.4.47)

=1

Entao, os elementos da classe de gg s@o dados por:

9909~ = exp(gdog™t) = exp(AdyAo)

= exp (Z aédji(g)Aj>
| (8.4.48)

= exp <Z aédji(c)Aj>

0,
= exp(Ad.Ayp).

Em (8.4.48) usamos que o ponto @y parametriza gg, com grupo de estabilidade H, e consideramos
c € G/H. Logo, os elementos da classe €4, sao parametrizados pelos pontos da érbita de dp; ou seja,
pelos elementos de G/H. Fica evidente, também de (8.4.48), uma defini¢ao alternativa do grupo de
estabilidade, equivalente a (8.4.40):

H = {h|hAoh™ = Ay, h € G}. (8.4.40")

Da discussao anterior, fica claro como encontrar todas as érbitas em £g e, conseqiientemente, suas
correspondentes em £7,, se conhecemos as classes de G. Dado um elemento representante gy da classe
€4, tomamos seu elemento gerador A na élgebra £ e encontramos seu subgrupo de estabilidade H
por (8.4.40"). Assim, obtemos a 6rbita desta classe, parametrizada pelos elementos de G/H. Realizando
este processo para todas classes de GG, encontramos todas érbitas em sua algebra.

Agora, considere uma fun¢ao F(5) € F, cujo dominio & restrito a 6rbita v(Bo). Supomos também

que neste dominio {.A; (3), F(3)} =0, para todo A;(3) da base de £ . Utilizando (8.4.20) e (8.4.32),

obtemos:

-,

(T F)(Bo) = F(B)

= iolo LTI A (Bo), F(Bo) Yy (8.4.49)
n= J
= F(o);
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onde § = a?(c)ﬁo representa um ponto arbitrario na oérbita 7(50), parametrizada pelos elementos
¢ € G/H. Entio, considerando (8.4.49), vemos que F() ¢ constante na 6rbita.

Doravante, passamos a trabalhar apenas dentro da 6rbita de £f, com ponto de referéncia 50. Neste
dominio, podemos reescrever a definicao do grupo de estabilidade:

H = {h|Gy=d(h)Bo, h € G}

= {n|d"(n)fo = By, h € G}

(8.4.50)
= {h|(Bo)i = z:l(ﬁo)jdji(h)> h € G}.
j:
Aqui utilizamos também a definicao (8.4.17). Entdo, redefinimos as funcoes lineares A; (j =
1,...,r), restritas a orbita determinada por G/H:
Aj(c) =D Ap(e)dij(c™); com Ag(e) = (Bo)x, ¢ € G/H. (8.4.51)
k=1

O elemento e é a identidade do grupo G. Esta redefini¢ao foi motivada pela correspondéncia entre
os elementos ¢ € G/H e os elementos § da orbita em £f, com referéncia 3y, ou seja:

Ai(0) = 3 Aue)dii () = X (Bo)rdik(c)
=1 b (8.4.52)

= B; € v(Bo).

As propriedades basicas dos geradores A; sobre a orbita 7(30) sao:

Aj(g) = Aj(ch) = %Ak(e)dkj(h’lcfl)

’ (8.4.53)
= Y dim()(Bo)m = B; € V(o)

= ;Am(E)dmj(C_l) = Aj(c).

Esta propriedade garante que as fungoes geradoras estao definidas sobre 7(50), ou equivalentemente
sobre o espago quociente G/H, pois sao dependentes apenas da parametrizagao do elemento ¢ obtido
da decomposigao (8.4.42). Outra propriedade béasica é:

—,

(TpAj)(€) = (TyA)(B), para f = d(c)Fy

= Aj(By1) = Ai(d(g™)B)
(8.4.54)

-

= Aj(d(g'0)Bo) = Ajlg7"¢)

= A;(dl) = Aj(d), comd e G/Helh' € H.
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Aqui usamos a correspondéncia entre ¢ € G/H e ﬁ = d(C)go € ’)’(50) para mudar a notacao do
argumento de Aj, a fim de relacionar a redefinicao (8.4.51) com (8.4.20). Na tltima linha usamos
também que c € G/H C G e g € G, logo g~ 'c € G e pode ser decomposto na forma (8.4.42).

Da propriedade (8.4.54), temos que a a¢ao do grupo sobre uma funcao de £, aplicada a um ponto
da orbita, resulta na mesma fungéo aplicada a outro ponto da mesma orblta.

A ultima propriedade é obtida utilizando a parametrizagao (8.4.22) de g € G e a relagao (8.4.28):

2 TA) Oy = 5 <§ ;{if’mmc),&(c)}(n))
k=1

n=0

7=0

= a?( ORI ()+O(F2)>

=0 (8.4.55)

- @ M A(c) + 0(?))

7=0
= LegAn(e) = {As(0), Aj(o)}-

Em geral, o subgrupo H é gerado por uma é&lgebra de Lie £f, cuja base é formada por ¢ < r
operadores da base de £g. Logo, o espago quociente é parametrizado por p = r — ¢ parametros inde-
pendentes. Vemos isto facilmente na parametrizacao exponencial, na qual G e H sao parametrizados
respectivamente por r e ¢ variaveis reais independentes. Entdo, na decomposi¢ao (8.4.42), devem
sobrar somente p parametros livres para G/H.

Supondo que o espago quociente G/ H é parametrizado por p variaveis independentes { = (&, .., §p)T,
vemos que as fungoes pertencentes aos espagos £7F e F devem depender apenas destes p parame-
tros, quando seus dominios s@o restritos a érbita G/H. Como exemplo, temos as fungdes geradoras
Aj(c) € £, que se restringem a G/H, segundo a propriedade (8.4.53), quando fazemos a parametri-
zacao c(£).

Logo, a restri¢ao da forma simplética (8.4.10) a uma orbita deve ter a forma geral:

8F L OF
(Fi(c), Fa(c)} = Z 1 Mi; () 6?6), com Fy, Fy € F. (8.4.56)
J

A matriz M é p x p, tal que M;; = —Mj;. Esta matriz deve ser nao degenerada (det(M) # 0),

3,j=1

—

pois se M for degenerada, podemos encontrar uma fungao F' (E) que satisfaz {A; (5), F(¢)} =0, para
j =1,...,7, mas que ndo ¢ uma constante na orbita, contradizendo o resultado (8.4.49).

Baseados nos resultados que obtivemos até aqui, queremos agora construir fungoes lineares A; (c(g)),
sobre uma determinada 6rbita de £7,, detentoras de todas as propriedades ji demonstradas, mas desta
vez queremos relacionar sua estrutura simplética a um dado espaco de Hilbert e assim, finalmente, &
estrutura simplética obtida diretamente do principio variacional dependente do tempo (PVDT).

Consideremos um espacgo de Hilbert H que carrega uma representagao unitaria irredutivel I' do
grupo G, cuja métrica k de £ é nao degenerada. Definimos entdo um estado arbitrario |®g) € H
como estado de referéncia da representacao I'. Para este estado de referéncia, definimos o subgrupo de
estabilidade H como o subgrupo méaximo de G tal que:

H = {h|T(h) | ®g) = *M|dD), h e G}. (8.4.57)
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Ou seja, o grupo de estabilidade de |®g) é composto pelos elementos de G que deixam este estado
invariante a menos de uma fase global, que em geral depende do elemento especifico de H.

Fazemos agora a ligacao entre o estado |®g) e as 6rbitas em £, supondo que o grupo de estabilidade
H de |®) coincide com um dos grupos de estabilidade relacionados as orbitas de £5%11, obtidos
das classes de G da maneira explicada juntamente com a equacao (8.4.407). Este requerimento é
fundamental para conectarmos as estruturas simpléticas que surgem naturalmente de £, e do PVDT.
Entao, definimos as quantidades:

Aj(g9) = (®o|T(g~") AT (9)| Do) (8.4.58)

Aqui os A; sao as representacoes dos geradores de G, ou dos elementos da base de £, que agem
sobre H. Vemos que as quantidades definidas em (8.4.58) carregam o grupo de estabilidade de |®g) e,
por suposicao, de uma orbita de £f. Utilizando a decomposigao (8.4.42), temos:

Ai(g) = Ai(ch)

= (Do|TT(A)IT(c) il ()T ()| o)

(8.4.59)
= e 0 eid(h) (0| () AT (c)| Do)
= Ai(o).

Ou seja, as fungoes A; tém como dominio G/ H, o espago parametrizado pelas p variaveis E Também
vemos que o grupo de estabilidade de |®g) pode ser definido equivalentemente por:

H={h|A;i(h) = Ai(e); parai =1,...,7 e h e G}. (8.4.60)
Outra propriedade importante das fungoes definidas em (8.4.58) é:

(TgAi)(c) Alg™"e)

= (®o[(c™1)D(g) Al (g7 1T (c)|Po)

= Y {(®oT (™) AT (0)|Ro)d;i(g) (8.4.61)

= 2 Aj(0)djil9)
J

= Ai(d), paraglc=ch.

Em (8.4.61), utilizamos a definigao (8.4.14) da representacao adjunta e reobtivemos a agao do grupo
G sobre as fungdes lineares de £;*, ja vista em (8.4.27), mas desta vez para as fungoes construidas da
forma explicita (8.4.58).

Das propriedades (8.4.59) e (8.4.61), em comparagao com as propriedades (8.4.53) e (8.4.54), con-
cluimos que os valores esperados (8.4.58) s@o idénticos aos geradores simpléticos sobre as orbitas de
£, definidos em (8.4.51). Logo, aqueles carregam a estrutura simplética destes, incluindo as seguintes
propriedades:

8-11Por este motivo usamos a mesma designacio H para as duas definicdes em principio diferentes.
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0
%(TgAi)(c) = {As(c), Ai(c)} = (DsAi)(c); (8.4.62)
7=0
em comparacao com (8.4.55). Como os parénteses de Poisson em £F reproduzem os comutadores da
algebra de Lie £, temos também que:

{Ai(c), Aj(0)} = %CZAk(C)
= %c§j<®g\I‘(c_1)AkF(c)\®o> (8.4.63)

= (®o[D(c)[Ai, A4]T(c)|Po).

Entao, convém designar a mesma notacao para as médias definidas em (8.4.58) e os geradores
simpléticos sobre £, pois as médias sao representacoes auténticas associadas ao espaco de Hilbert dos
geradores.

Neste ponto, vale notar que as fungoes A;(c), definidas sobre as 6rbitas G/H, parametrizadas por
5 = (&, ,fp)T e que conservam a estrutura da algebra £, sdo obtidas com a realizagdo das médias
dos operadores da algebra nos estados:

&) = D(e(&))|@0). (8.4.64)

Chamamos os estados definidos desta maneira de estados coerentes. Note que estes carregam
naturalmente a parametrizagdo do espago quociente G/H. Desta forma, temos uma correspondéncia
entre estes estados e os elementos de G/H. O estado coerente também ¢é altamente dependente do
estado de referéncia escolhido, que define sua 6rbita sob a agdo de G como conseqiiéncia de seu grupo
de estabilidade.

Entao, a média nos estados coerentes, definidos em (8.4.64), leva os geradores A; de G aos geradores
A; da estrutura simplética sobre a 6rbita parametrizada. Dado um estado parametrizado no espago de
Hilbert, o PVDT fornece naturalmente uma estrutura simplética sobre o espaco de parametros, como
vimos na secao 2.2. Portanto, uma escolha possivel do estado parametrizado para o PVDT é o estado
coerente, que mostramos carregar uma estrutura simplética nao degenerada relacionada ao grupo G.
Basta agora mostrar que a estrutura simplética obtida para os estados coerentes sobre as 6rbitas em
£¢, coincide com o que seria obtido aplicando sua parametriza¢ao no PVDT.

Comegamos definindo uma fungao sobre o espago de pardmetros de G/H; ou seja, definida no
espaco de p parametros independentes 5: (ST ,é’p)T:

fle) = f(&). (8.4.65)

Em (8.4.62), definimos a acao diferencial dos geradores de G sobre o espago quociente G/H, que
aqui identificamos como operadores diferenciais de primeira ordem:

—

5 Of(e(€)
= ;psj%. (8.4.66)

— _lc
(Do) (e(@) = )

g=e

Agora, observe que o estado coerente estd4 normalizado naturalmente a partir de sua definicao,
supondo que o estado de referéncia |®g) é normalizado:

243



8.4 Algebras de Lie e Estrutura Simplética Capitulo 8: Apéndices

- —

(€le) = (@o|TT(c)T(c)| Do)

(8.4.67)
= (Dg|Pg) = 1.
Ent&o, definimos a matriz p X p dependente da sobreposicao de dois estados coerentes:
=€) = (s — daty) (®IT@OrEl20)]
(8.4.68)

= (a%; 8(2 ¢, 55/) <f,|€>

Note a semelhanca da definicio de = com a matriz 75!, dada em (2.2.21.c), que fornece a geometria
das equagoes de movimento para estados parametrizados no PVDT:

n = i=. (8.4.69)

Da parametrizacao exponencial, obtemos a seguinte identidade de operadores para representacao
I'" de G:

0 .
= 5.7 OXp —ZT]A]' . (8.4.70)

g=e j

g=e
Entao, utilizando (8.4.66):

AT(e) = - 2@

. 81“(9’10)
ort

(8.4.71)

g=e

o or'(c)
= — ZDU e, -
Realizando céalculos andlogos, obtemos também:

al'(g)
ort

A; =

, (8.4.72)
g=e

que resulta em:

(g te)
ort

(8.4.73)

or
; Dy 259,

812 A definigdo de n em (2.2.21.c) possui o logaritmo da sobreposigao dos estados parametrizados. Contudo, esta diferenca
desaparece quando consideramos somente estados normalizados na segao 2.2.
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De (8.4.71) e (8.4.73), empregando também a notagao de (8.4.66), podemos escrever:
Ai(c) = (@[T ()AL (0)| Do) _,,
= — (DT H()[DiT(c)]|®0)],_, (8.4.74)

= (@0l [DIT (O] R0)] -

Derivando (8.4.74) em relagao a &, temos:

0A;(c / - ar'(c
5 = (0ol (L) [-Dir(e)] + (DT )] (52 1o)|
or—1(c) or(e oT(e) T~ (¢
= LDy (| MDD Dy (8.4.75)
= ZDijEjk-
J
Retornando a (8.4.63), usando também (8.4.71) e (8.4.73), escrevemos:
{Ai(e). Aj(0)} = (@[T ()[4, 45]T(0)| Do),

= — (D|[DTHNID;T(e)] = DT HDT(e)]|@0)| (8.4.76)

= Y DixEmkDjm.
k,m
Em (8.4.56) temos a restri¢ao da forma simplética a uma o6rbita, onde agora substituimos (8.4.75):

{Ai(c), Aj(0)} = ZaA 5)/\/1 0A; (&)

0%k km 3¢,
(8.4.77)
= > 2 DiaBakMimD;aEsm.
k’m avﬂ
Comparando (8.4.76) com (8.4.77), obtemos finalmente:
ZEakMkmEﬁm = Eﬁa SoM = Eil- (8478)

k,m

Logo, os parénteses de Poisson naturais da algebra £ sobre as orbitas G/H sao realizados no
espago de Hilbert pela matriz = de (8.4.68), quando fazemos as médias dos geradores nos estados
coerentes.

Quando utilizamos a parametrizacao dada pelos estados coerentes no PVDT, que é a parametriza-
¢ao do espago quociente G/H, obtemos os parénteses de Poisson encontrados em (2.2.29), que estao
relacionados com os parénteses de Poisson naturais da algebra, definidos em (8.4.56), por (8.4.69):
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{£( _379(5}PVDT = Zk: %nj_kl%
s

_ : Of =—1 0
= 4 Zk 5 Sk a—é (8.4.79)
j7

— —

= —i{f(§),9(&)}ec-

Aqui f e g s@o duas fungoes definidas no espaco de fase generalizado M, equivalente topologicamente
a G/H. Portanto, comparando (8.4.63) e (8.4.79), vemos que os parénteses de Poisson do PVDT
também reproduzem as relagoes de comutagao da élgebra £, a menos de um fator i:

i{Aj(g)vAk(g)}PVDT = ZcﬂAm(f) (8.4.80)

m

Comparando novamente com (8.4.63), obtemos:

1 ~ - -

(BT (e )[4y, AT () @0} = LA, A o (3.4.81)

Devemos lembrar que esta igualdade somente foi possivel supondo que o grupo de estabilidade do
estado de referéncia coincide com o grupo de estabilidade de alguma 6rbita em £4.

A equagdo (8.4.81) possui forma semelhante a %[;1:, p] — {x,p}, o principio de correspondéncia de
Dirac para os operadores candnicos de posi¢cao e momento, lembrando que na secao 2.2 fizemos h = 1.

8.4.1 Orbitas Adjuntas em su(3)
Considere a representagao padrao de SU(3), que age de forma usual em trés dimensoes:

ge SU3) — Tl(g). (8.4.82)

Vimos que a representacio padrao de SU(3) induz a representacio padrao de su(3)%13:

Il(g) = e, (8.4.83)

A representacio I''(g), por definicio, ¢ uma matriz unitaria em trés dimensdes e, portanto, de
acordo com teoremas basicos da élgebra linear, é diagonalizavel por uma transformacao de similaridade
dada por outra matriz unitéria:

UT (g) U™ = D,. (8.4.84)

Na dltima equacao, D, é a matriz diagonal associada a I''(g). No entanto, sabemos que toda
matriz unitaria pode ser escrita como uma fase vezes outra matriz unitaria de determinante um; ou
seja, um elemento de SU(3):

U =eT(g)). (8.4.85)

Entao, reescrevemos (8.4.84) como:

8-13De agora em diante recuperamos a “notacéo dos fisicos” para a definicdo de algebra de Lie.
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e T ("I (g) (¢~1) = I(¢)TH(g)T(g'Y)
(8.4.86)
= Dg = Fl(go).

Portanto, todo elemento de SU(3) pode ser diagonalizado por um outro elemento do grupo, resul-
tando em um elemento do grupo com representacao diagonal. Como a matriz I'!(gg) é diagonal, ela
deve ser dada por uma exponencial do tipo (8.4.83) apenas dos elementos diagonais da algebra su(3).
Usando a notagao para a representacgao padrao da algebra encontrada em (8.1.75), obtemos:

I'(gg) = e 7= : (8.4.87)

Por definigao, as regras de multiplicagao entre os elementos de SU(3) sdo preservadas nas repre-
sentagoes de SU(3), inclusive nas totalmente simétricas definidas anteriormente. Portanto, podemos
reescrever (8.4.86) como:

¥ (g™ ()Y (g1 = TV (g0)- (8.4.88)

O elemento de su(3) que parametriza um elemento de SU(3) também independe da representagao.
Logo, reescrevemos (8.4.87):

2 .
i > 3YN(Qy) A
TN (go) = e 7= = i7" (o), (8.4.89)
Como os elementos ); comutam entre si, sempre podemos encontrar uma base em que todos eles
sao diagonais no espaco em que age a representacao 'yN . Logo, podemos manter o carater de (8.4.88)
como uma relacao de diagonalizacao da representacao de um elemento do grupo.
Abrindo em (8.4.88) as parametrizagoes exponenciais de g e gg, obtemos:

IV (¢/) expli ilwa(Aj)JrN(g'—l) — el () i PN (45T ()]

= eXp[ZTN(g/)’yN(A)FN(g’_l)] (8.4.90)

= explivV(4o)].

Entao, vemos que sempre existe uma transformacao no grupo, independentemente da representacao

utilizada, que associa um elemento A da algebra a outro elemento Ay, que é combinagao linear apenas
2
dos geradores Q1 e Q2 da subélgebra comutativa maxima. Para ¢’ € SU(3) e Ag = >_ 7 Qj, temos:

7j=1
gAg~! = Ao (8.4.91)

Segundo a defini¢ao de classe de um grupo, os elementos g e go de SU(3) pertencem a mesma classe
se:

g=¢'gog’ "}, para algum ¢’ € SU(3). (8.4.92)

Aqui go ¢ um representante escolhido de uma classe de SU(3). Entao, toda classe possui um
elemento que pode ser colocado na forma diagonal em uma determinada representacdo, pois vimos que
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sempre existe uma transformacao do grupo que diagonaliza outro elemento do grupo. Se tomarmos este
elemento com representacao diagonal como o representante gg da classe, temos que os outros elementos
desta classe sao dados por:

2 .
g9t = g’exp[ileéQj]g"l
J:

2 3 8.4.93
= explig’ 3 Q;9' ] (8499
j=1

= explig’dog'1] = g.

Portanto, uma classe de SU(3) pode ser considerada como a érbita, sob a a¢ao adjunta do grupo,
de um elemento de representagao diagonal de su(3) exponenciado. Entao, podemos representar uma
classe por elementos do tipo:

Ag =1Q1 + 75Qo. (8.4.94)

Agora, escrevendo a definigao alternativa de grupo de estabilidade, encontrada em (8.4.407), para
SU(3), temos:

H = {h|hAoh™ = Ay, h € SU(3)}. (8.4.95)

Como as orbitas em su(3) sob a agdo do grupo representam as classes de SU(3), podemos obter
todas as oOrbitas da representacao adjunta de su(3) estudando os grupos de estabilidade dos elementos
(8.4.94).

Se 73 # 0 em (8.4.94), temos que os tnicos elementos de SU(3) que comutam com a agao de Ay
sdo gerados pelo mapa exponencial dos elementos Q1 e (J2, que s&o os unicos elementos da base de
su(3) que comutam com Q.

Se T& =0e 7'02 # 0, temos que o grupo de estabilidade é gerado pelos elementos @1, Q2, P> e J,
da base de su(3), pois estes comutam com Qs.

Se 7a =0e 78 =0, o grupo de estabilidade ¢ trivialmente todo SU(3).

Logo, segundo a tabela 8.4.1, podemos dividir em trés tipos as classes de SU(3) e, portanto, as
orbitas em su(3) sob a a¢ao do grupo.

Tabela 8.4.1: Tipos de orbitas em su(3).

’ Tipo \ Grupo de estabilidade gerado por: \ H isomorfo a: ‘

I Q1 e Q2 U(l)@U(l)
II | Q1, Q2 Pred, U(2)
ITT | Q1, Q2, P, Po, P3, Jy, Jye J, SU(3)

O tipo II1 é trivial e ndao tem implicagoes fisicas. Os tipos I e I] sao aqueles que encontramos
para os grupos de estabilidade de estados fisicos. Entao, a estrutura simplética obtida diretamente da
algebra coincide com a obtida do PVDT, se encontramos no estado de referéncia uma érbita do tipo 1
ou Il
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Lembrando que as representacoes de Q1 e Q2 podem ser diagonalizadas simultaneamente, temos
que todos os vetores da base que diagonaliza ()1 e (2 tém no minimo estes dois geradores na algebra
de seu grupo de estabilidade. Logo, em geral, os estados da base que nao sao aniquilados por nenhum
dos outros geradores tém orbita do tipo 1. Como os outros geradores do grupo nao podem ser simulta-
neamente diagonalizados, eles devem aniquilar o estado de referéncia para pertencer a algebra de seu
grupo de estabilidade.

Comparando os resultados desta se¢ao com a definigao dos estados de méximo peso |Ups) na se¢ao
4.1, vemos que as o6rbitas do tipo I aparecem nestes estados, pois eles sao aniquilados por alguns ope-
radores de levantamento, quando lidamos com as representacoes totalmente simétricas. Fica evidente
que o estado coerente mais préoximo ao cléssico é o estado coerente generalizado de maior simetria
dentro do grupo SU(3), pois o estado de méaximo peso é dotado do maior subgrupo de estabilidade
nao trivial, gerado por todos os elementos de su(3) que aniquilam, ou tém como auto-estado, |Uas).

8.5 Pseudopotencial

Em um condensado de Bose-Einstein (CBE), formado por bosons neutros e no mesmo estado de
energia interna®'4, a distancia média entre as particulas é bastante superior ao comprimento tipico em
que suas interagoes sao relevantes. Por exemplo, as interagoes mais importantes entre atomos alcalinos
neutros sao as do tipo dipolo-dipolo elétrico induzido, ou van der Waals, com o comportamento tipico
—C7r~5; ou seja, fortes apenas em curtas distancias relativas a densidade do condensado, caracterizando
um gas diluto.

Dizer que um gas é diluto nao significa que as interagdes sejam fracas, mas indica que elas sao fortes
apenas quando os atomos estao préoximos, considerando também que as colisoes relevantes, devido a
sua freqiiéncia, sdo somente aquelas que envolvem particulas aos pares.

A funcao de onda do condensado varia lentamente no espago, devido aos longos comprimentos de
onda das particulas pouco energéticas, exceto em regioes onde as particulas estao préoximas, quando
encontramos efeitos de curto comprimento de onda.

O conceito de potencial efetivo ou pseudopotencial ¢ uma maneira de considerarmos os efeitos
de curto alcance, mas sem a necessidade de um célculo mais detalhado das interacoes de pequeno
comprimento de onda. Neste caso, dizemos que os graus de liberdade de curto comprimento de onda
foram “tracados”.

Como em gases dilutos apenas as colisdes de particulas aos pares sao significantemente freqiien-
tes, podemos considerar aqui somente a teoria de espalhamento elastico entre dois bésons de massa
m. Inicialmente tomamos estas particulas como distinguiveis e consideramos ao final a influéncia da
indistinguibilidade nos célculos.

Considere a colisao, como usual, no sistema de coordenadas relativas e do centro de massa das
duas particulas. A funcdo de onda do sistema pode ser vista como o produto das fun¢des de onda do
movimento relativo e do centro de massa. Como as interacées independem das coordenadas do centro
de massa, a porcao deste na funcao de onda é uma onda plana, que descreve a translacao do centro de
massa do sistema. J& a porgao na coordenada relativa 7 pode ser escrita como a soma usual de uma
onda incidente e uma espalhada, em uma forma nao normalizada:

$(7) = €M + e (7); (8.5.1)

814N caso de particulas compostas.

249



8.5 Pseudopotencial Capitulo 8: Apéndices

onde escolhemos, sem perda de generalidade, a direcao de incidéncia da colisao ao longo do eixo z.
Para uma interacao esfericamente simétrica, como no caso de van der Waals, a fungao espalhada em
|7l = r > 1 é uma onda esférica modulada pela amplitude de espalhamento f(6), dependente apenas
do angulo de espalhamento relativo a direcao z:

eik’r

¢Mﬁ:é“+f@)r. (8.5.2)

A energia do sistema, em relagdo ao centro de massa, é dada por:

i
_ R (8.5.3)

2m, m

E,

onde definimos o momento linear relativo das particulas ik e a massa reduzida do sistema m, = 3.

Para um sistema de baixissima energia como um CBE, no qual £ — 0, apenas o termo de espalha-
mento com momento angular relativo nulo, conhecido como onda s, ¢ significante. Neste limite, f(6)
se aproxima de uma constante:

W»(T) :1—9, parar — oo e k — 0; (8.5.4)
r

onde a é chamado de comprimento de espalhamento de onda s, representando o intercepto desta funcgao
de onda assintética no eixo r.

Agora, consideremos o espalhamento na representacdo de momento:

&(E/) _ j‘dSTe—iE-F(eiE-F+¢SC(7:‘))
o (8.5.5)
= V(SE,E’ + wsc(k,);

onde 1;50(12’ ) ¢ a fungao de onda espalhada na representagdo de momentos. Em (8.5.5), também
consideramos condic¢oes periddicas de contorno em um volume V.

O Hamiltoniano do sistema em coordenadas relativas é dado por:

P

2my,

H =

+ U (8.5.6)

Aqui p'é o operador de momento linear relativo e U(7) é o potencial de interacdo entre as particulas.
O estado |1¢), representado em (8.5.2) ou (8.5.5), satisfaz a equagdo de Schrédinger independente do
tempo para o Hamiltoniano (8.5.6), com o autovalor fornecido em (8.5.3):

Er ) = H[y). (8.5.7)

obtemos:

Colocando esta equagao na representagao de momento e substituindo m, = 7,
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BEE) = (FI[E+ U] S R E )

k//

e (Vé,;,ﬁz/?sc(lz')) > [—ﬁ,’;akk + (E’\U(F)\E”)] [va,;,,7,;+zzsc(l¥”)
k.//

(8.5.8)
thQ ~ fnd FLle2 ~ - fend =, g g ~ g
T Vse(K) = e (K) + VKU (P)[R) + (K |U (7)) s (K”)
k//
(22 R (B = VOGF R+ SOF — F)daelR).
P
Na equagao acima introduzimos a transformada de Fourier de U(7):
. . 1 o -
(K'\U(P)|k) = v / Bre Ty (R = Uk — K. (8.5.9)
Entao, retornando a (8.5.8), temos que a fun¢do de onda espalhada é dada por:
- o , ~1 N e~ o
buol®) = (B -2 L) (vwk —R)+ S UG - kfwsc(k"))
- (8.5.10)

-1 oo
= B2 k) +io| TR,

Na ultima equagdo, como usual, introduzimos a quantidade imaginéaria positiva 70 para garantir
que a solucao contenha apenas a onda espalhada emergente. Também definimos a matriz de transicao
T, que vemos facilmente em (8.5.10) satisfazer a chamada equagao de Lippmann-Schwinger:

21.2 27012 -1 21.2
MRk +i5> T(k, k" hnf ). (8.5.11)

m

I R
T(k, k' —— —) = VUG —K)+> UF - k’)(

k//

Conforme (8.5.10), vemos que a onda espalhada no limite r — oco e k — 0, considerando longas
distancias ap0s a colisao e baixa energia incidente, é dada por:

Pee(K) = — th,Q 7(0,K'30). (8.5.12)

Fazendo a transformada inversa de Fourier, encontramos a fun¢ao de onda espalhada na represen-
tagao de coordenadas relativas:

<

¢SC(F) — 1 Z eikz’.rf‘ (_#) T(O, El’ 0)
g

" (=) TO.K50) (8.5.13)

I

’ z‘E’-F
—7(0,0;0) [ &<

__m_T(0,0,0)
4mh? r :
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Na segunda passagem de (8.5.13) fizemos V' — oo, mudando os valores da soma em K de discretos
para continuos. Entao, surge o fator #, que é a densidade de estados no espaco de momentos k’. Na

terceira passagem aproximamos o argumento k' de T por zero, pois os valores significativos de k' na
transformada sao da ordem de %, com 7 > 1. Na quarta passagem calculamos por residuos a integral:

B3E eil;’-f’ 1
Entao, comparando (8.5.4) e (8.5.13), obtemos:

m
a= 7 557(0,0;0). (8.5.15)

Tomando a primeira aproximagao de Born em (8.5.11), que consiste em aproximar o lado esquerdo
da equacao apenas pelo primeiro termo da direita, procedimento que possui validade quando o potencial
nao altera muito significantemente a onda incidente, temos:

Tk, K E) ~VU(k — K. (8.5.16)
Fazendo k = K = 0 e substituindo em (8.5.15), obtemos:

m
Vv
47 h?
Entao, utilizando a transformada de Fourier (8.5.9):

o~

a U(0). (8.5.17)

a = I [dErU®F)
(8.5.17")
= [d*r§(7)a.
Ou seja, podemos aproximar o potencial de interagao entre as particulas, em coordenadas relativas
e baixissimas energias, independentemente de seus detalhes de curto alcance por:

47h?

m

U ~

i(7)a. (8.5.18)
Se as particulas tém posigdes 71 e 75 no sistema de coordenadas do laboratério, obtemos:

Amh?
U(R — ) = = = 8(F — Pa)a. (8.5.18")

Note que a deve ser positivo para interagoes repulsivas e negativo para atrativas. Em geral, para
0 caso positivo, um CBE é estével para maior nimero de particulas, comparado ao caso de interagoes
atrativas, quando o sistema geralmente é instavel.

Mostramos agora que o potencial (8.5.18’) nao se altera para particulas idénticas. Comegamos
notando que a fungao de onda (8.5.2) deve ser simetrizada sob permutagao de particulas no caso de
boésons; ou seja, deve ser invariante pela transformacao de coordenadas relativas ¥ — —7, ou r — r e
0 — w— 40, logo:

w(—*) eikz +€—z‘kz N f(‘g) + f(ﬂ' _ 0) eikr

7) = .
2 2 r

No entanto, com f(f#) — —a quando k — 0, obtemos novamente (8.5.4), com o0 mesmo comprimento

de espalhamento, o que é 6bvio se lembrarmos que a onda s é esfericamente simétrica; ou seja, invariante

(8.5.2))
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sob a transformacao 7 — —7, satisfazendo o postulado da simetrizacao. Em outras palavras, a equacao
(8.5.4) ja é simétrica sob troca de particulas e conveniente na obtengao de (8.5.18’), também para o
caso de um CBE.
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