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Resumo

Para estudar de forma completa a precessão de um giroscópio em órbita, revisamos a de-

dução das equações de Papapetrou, em particular, para mostrar que em uma aproximação de

part́ıcula teste essas equações implicam o transporte de Fermi-Walker do spin. Para estudar

as correções devidas a oblaticidade de um corpo central na precessão do spin, fizemos uma

revisão da teoria dos multipolos relativ́ısticos focados nas definições de Geroch-Hansen e de

Thorne. Usamos todos esses conceitos para estimar as correções multipolares na precessão de

Lense-Thirring, em especial, encontramos uma fórmula exata para a precessão em termos de

dois escalares, as partes real e imaginária do potencial de Ernst. Em uma aproximação linear

para o campo gravitacional, escrevemos nossa fórmula em termos dos multipolos de Thorne.

Para estimar essas correções usamos alguns modelos conhecidos para a métrica do planeta Terra

e comparamos nossos resultados com outros trabalhos.
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Abstract

To study the precession of an orbiting gyroscope we review the theory of the Papapetrou

equations and show that they imply the Fermi-Walker transport law. We review also the theory

of relativistic multipole moments, specifically the definitions of Geroch-Hansen and Thorne, to

describe non-spherical bodies in general relativity. For stationary axially symmetric spacetimes

we find a simple expression for the Lense-Thirring precession in terms of the Ernst potential.

This expression is used to compute, in the weak field approximation, the major non-spherical

contributions to the precession of a gyroscope orbiting the Earth. We use some known models

for the earth metric to estimate the contributions and compare our results with some previously

known ones.
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1
Introdução

Em 1918 Lense e Thirring [1], usando uma aproximação linear para a relatividade geral,

mostraram que a rotação de um corpo também gera campo gravitacional, a “corrente” de

matéria cria um campo gravitacional que arrasta referencias inerciais no sentido da rotação,

efeito conhecido como efeito Lense-Thirring. Por estar relacionado a termos não diagonais da

métrica, a verificação experimental desse efeito é de grande importância para o estabelecimento

da relatividade geral.

Em 1960 Schiff [2] propôs um experimento onde seria posśıvel medir esse efeito. Usando

as equações de Mathisson-Papapetrou, que descrevem o movimento de uma part́ıcula com

spin, Schiff mostrou que um giroscópio em órbita em torno da Terra iria precessar e que na

velocidade angular de precessão estariam inclúıdos os termos não diagonais da métrica que

descrevem o efeito Lense-Thirring. Na época em que Schiff publicou seu artigo ainda não haviam

condições experimentais para a realização do experimento, mas depois de longa colaboração

entre cientistas da universidade de Stanford e a NASA foi posśıvel em 2004 lançar o satélite

Gravity Probe B, que tem como objetivo principal medir a precessão de Lense-Thirring e a

precessão geodética [3]. O satelite, que possui um conjunto de giroscópios, foi colocado em

uma órbita polar a 642km de altitude. De acordo com a teoria, o spin de um giroscópio em tal

órbita irá precessar 6, 606 arcseg/ano (0,0018 graus/ano) no plano orbital, efeito conhecido como
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2 Introdução

precessão geodética ou de de Sitter e 39 miliarcseg/ano (0,000011 graus/ano) perpendicular ao

plano orbital, efeito conhecido como precessão de Lense-Thirring [4].

A idéia principal de todo o trabalho que vem a seguir é bem simples. Considerando a pre-

cessão de Lense-Thirring, qual é a influência da oblaticidade do planeta Terra na velocidade

angular de precessão? A oblaticidade de um corpo pode ser descrita por sua estrutura multi-

polar, portanto para descrever essas correções seria conveniente que descrevêssemos o campo

gravitacional de um corpo através de seus momentos de multipolo.

No caso de um espaço-tempo estático o conceito de corpo deformado pode ser entendido

como os desvios em relação a métrica de Schwarzschild, que descreve o campo gravitacional

de um corpo com simetria esférica, no caso de um espaço-tempo estacionário podemos consi-

derar esses desvios em relação a métrica de Kerr, já que assintoticamente todas as soluções

estacionárias assintoticamente planas das equações de Einstein tendem a solução de Kerr [5].

Existem várias maneiras de definir esses multipolos, as definições mais conhecidas e já bem

fundamentadas matematicamente são as definicões de Thorne [6] e de Geroch [7][8] e Hansen

[9].

Esse estudo parece ser de grande utilidade na interpretação das soluções exatas das equações

de Einstein. Por exemplo, usando o método de Thorne ou o de Geroch e Hansen para calcular

os momentos multipolares, podemos estudar as correções multipolares na precessão de Lense-

Thirring mesmo no caso em que não conhecemos a solução de interior, como no caso da métrica

de Kerr por exemplo.

Em geral, o tratamento da precessão do spin em relatividade geral é feito usando o transporte

de Fermi-Walker, mas quase nunca é citado que essa lei de transporte é apenas uma aproximação

para uma lei de transporte mais geral que chamaremos de transporte de Dixon [10]. No contexto

da relatividade geral um corpo “clássico” deve ser descrito por um tensor de energia-momento,

que de acordo com as equações de Einstein tem divergência nula. Partindo disso, Mathisson [11],

Papapetrou [12] e posteriormente Dixon [13] deduzem as equações de movimento para um

corpo extenso em relatividade geral. Somente no caso em que o spin do corpo que orbita

não é muito grande (o que significa que seu quadri-momento e sua quadri-velocidade estão na



Introdução 3

mesma direção) e no caso em que a part́ıcula pode ser considerada pontual, ou seja, podemos

desprezar a interação de seus momentos multipolares com o campo, é que o transporte de Dixon

se reduz ao transporte de Fermi-Walker. Por isso achamos que, para tratar o problema de forma

completa, seria necessária uma revisão da teoria que descreve o movimento de um corpo extenso

em relatividade geral como apresentado por Dixon [14], lembrando que essa teoria se limita ao

caso em que o campo gravitacional do corpo que orbita não tem nenhuma infuência no campo

total.

Para descrever matematicamente a deformação de um corpo foi necessária uma revisão da

teoria dos multipolos relativ́ısticos. O método de Geroch-Hansen para calcular os multipolos

juntamente com o algoŕıtimo de Fodor-Hoenselaers-Perjes [15] é muito poderoso pois é neces-

sário apenas que conheçamos o potencial ξ de uma solução para que possamos calcular seus

multipolos, além disso os multipolos de Geroch-Hansen diferem dos de Thorne apenas por um

fator multiplicativo. A liberdade na escolha de um sistema de coordenadas em relatividade geral

faz com que grande parte das soluções das equações Einstein sejam apresentadas em um sis-

tema de coordenadas que apesar de consistentes não trazem nenhuma informação sobre a f́ısica

que há por tras e que a interpretação f́ısica de nossas equações não seja um trabalho simples,

por isso usamos a teoria dos multipolos de Thorne que fornece uma expanção dos coeficientes

da métrica em termos dos multipolos e de coordenadas harmônicas, que são assintoticamente

cartesianas.

O corpo principal desse trabalho está dividido em três partes. No Caṕıtulo 2 fazemos uma

dedução minunciosa das equações de Papapetrou e mostramos suas propriedades mais impor-

tantes. No Capitulo 3 introduzimos os multipolos relativ́ısticos de Geroch-Hansen e de Thorne

e, usando o algoŕıtimo de Fodor-Hoenselaers-Perjes, calculamos os multipolos das métricas de

Tommimatsu-Sato para δ = 1 e 2. No capitulo 4, usando os conceitos apresentados anterior-

mente calculamos as correções multipolares na precessão de Lense-Thirring.
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2
Equações de Papapetrou

2.1 Movimento em relatividade geral

Antes de entrarmos no problema do movimento propriamente dito, é interessante lembrar

que em mecânica clássica as leis f́ısicas se dividem em duas categorias, a primeira delas consiste

de equações diferenciais parciais, que com as condições de contorno adequadas, determinam o

campo em termos da distribuição e do movimento da matéria que o gera. A segunda delas

são chamadas de leis dinâmicas e determinam o movimento da matéria em termos das for-

ças exercidas pelos campos. A independencia das leis dinâmicas com respeito às equações de

campo é uma consequência direta da linearidade dessas, já teorias de campo lineares não podem

determinar o movimento de part́ıculas interagentes.

Esses motivos levam-nos a suspeitar que em relatividade geral não é necessário introduzir

separadamente uma lei dinâmica para descrever o movimento dos corpos, já que essa é uma

teoria de campo não linear. De fato essa dúvida foi eliminada em 1937 num artigo de Einstein,

Infeld e Hoffmann [16] sobre o problema do movimento, onde eles evitaram o uso do tensor de

energia-momento e consideraram a matéria como part́ıculas pontuais, cada uma representando

uma singularidade do campo e o problema dos dois corpos foi solucionado (em aproximação)

pela primeira vez, mostrando que o prinćıpio de que os corpos se movem ao longo de geodésicas
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6 2.2 A função de Mundo

não é independente das equações de campo da gravitação mas sim uma consequência delas.

Independentemente deles, Fock [17] derivou as equações de movimento considerando, dife-

rentemente de Einstein, a divergência nula do tensor de energia-momento, que também é uma

consequência das equações de campo, e a partir dáı pode obteve as equações de movimento.

Seguindo o método de Fock, Papapetrou [12] deduziu as equações de movimento para uma

part́ıcula com spin. A idéia principal de Papapetrou foi considerar a estrutura multipolar do

corpo, que são obtidas do tensor de energia-momento. Apesar de não ter feito uma dedução

covariante, no fim do trabalho ele apresenta a forma covariante das equações. Essas equações

são conhecidas como equações de Mathisson-Papapetrou, devido a alguns trabalhos pioneiros

de Mathisson [11] sobre o assunto. Posteriormente Dixon [14], fazendo uso da função de mundo,

obteve as equações de movimento de uma maneira covariante para qualquer aproximação dese-

jada, ou seja, quando queremos incluir os efeitos devidos aos termos de quadrupolo, octupolo,

etc.

2.2 A função de Mundo

Um bitensor é uma função de dois pontos do espaço-tempo que tem caráter tensorial em

cada um desses pontos que denotaremos por x1 e x2 ou por x e z. Para distinguir entre ı́ndices

tensoriais que se referem a x daqueles que se referem a z usaremos nesta seção a, b, c, ... para

x e l,m, n, ... para z. Assim tal é um vetor contravariante em x e um vetor covariante em z.

Nas ocasiões em que precisarmos de um terceiro ponto y usaremos os ı́ndices i, j, k. A derivada

covariante pode ser feita em relação a qualquer ponto e será denotada por ∇a e ∇l, para

qualquer tensor de dois pontos a derivada covariante com respeito a x comuta com a derivada

covariante com respeito a z. Para mais propriedades e aplicações dos bitensores ver [35]. O mais

importante bitensor é a função de mundo que denotaremos por σ(x1, x2) ou σ(x, z) e definimos

como

σ(x1, x2) =
1

2
(u2 − u1)

∫ u2

u1

gab(x(u))
dxa

du

dxb

du
du, (2.1)

onde x(u) é a forma paramétrica de uma geodésica que liga os pontos x1 = x(u1) e x2 = x(u2).

Se calcularmos a variação da integral acima com uma variação do tipo xa → xa + δxa para a
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variável x encontramos

δσ = (u1 − u2)[gabẋ
aδxb]u1

u2
− (u1 − u2)

∫ u1

u2

Dẋa

Du
δxa, (2.2)

onde também variamos os pontos finais. Como sabemos, a segunda parte dessa equação se

anula pelo fato de xa(u) ser uma geodésica e portanto a forma final da variação é

δσ = (u1 − u2)[gabẋ
aδxb]u1

u2
. (2.3)

Por outro lado, a variação da função de mundo também é dada por

δσ =
∂σ

∂xa
1

δxa
1 +

∂σ

∂xa
2

xa
2, (2.4)

e portanto, comparando as duas expressões para a variação da função de mundo obtemos

∂σ

∂xa
1

= −(u1 − u2)gab(x1)ẋ
b(u1),

∂σ

∂xa
2

= (u1 − u2)gab(x2)ẋ
b(u2). (2.5)

No caso particular em que tomamos u1 = 0 e u2 = u, denotamos x1 = z e x2 = x e a relação

(2.5) fica

σl = −uẋl e σa = uẋa. (2.6)

Da equação acima vemos que −σl(z, x) é a generalização natural de um vetor posição de x

relativo a z como o definido em espaço-tempo plano. É um vetor em z que é tangente a

geodésica que liga z a x e seu comprimento é o comprimento dessa geodésica. Como se sabe,

o valor da integral (2.1) pode ser calculado explicitamente usando-se o fato de xa(u) ser uma

geodésica. Obtemos assim

σ(x1, x2) =
1

2
(u2 − u1)

2gab(x1)ẋ
a(u1)ẋ

b(u1), (2.7)

usando (2.5) e a mudança de notação, obtemos da equação acima a importante relação

2σ = σaσ
a

= σlσ
l, (2.8)
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de onde as propriedades mais importantes de σ são deduzidas.

Derivando (2.8) ficamos com

σa = σa
bσ

b e σl = σl
aσ

a, (2.9)

então, no limite em que x→ z, temos

lim
x→z

σa
b = δa

b e lim
x→z

σl
a = −δl

a. (2.10)

Para se determinar um vetor de Killing em qualquer ponto do espaço-tempo é preciso apenas

conhecer os valores de ξa e 2∇aξb = ∇[aξb] num ponto p (ver apêndice A). Com o uso da função

de mundo e de suas propriedades apresentadas acima podemos obter a forma expĺıcita dessa

solução.

Consideremos uma famı́lia de geodésicas xa(u, v) que dependam de dois parâmetros, onde u

é o parâmetro afim ao longo da geodésica e v um parâmetro usado para numerar as geodésicas.

Denotaremos também

ẋa =
∂xa

∂u
e ηa =

∂xa

∂v
. (2.11)

Usando a equação (2.6) obtemos

σl(z(v), x(u, v)) = −uẋl(0, v), (2.12)

onde z(v) = x(0, v), de acordo com a convenção adotada σl denota a derivada de σ no ponto

z(v). Tomando a derivada total de (2.12) com respeito a v temos

σl
mη

m + σl
aη

a = −uDẋ
l

Du
. (2.13)

Além disso, da equação (2.11), sabemos que

Dẋl

Dv
=

Dẋl

Du
. (2.14)

Denotando Ha
l como a matriz inversa de −σl

a, tal que Ha
l(−σl

a) = δa
a, e definindo

Ka
l = Ha

mσ
m
l , (2.15)
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encontramos a solução desejada a partir de (2.13) e (2.14), ou seja

ηa = Ka
lη

l + uHa
l

Dηl

Du
. (2.16)

Assumimos agora que ηa é um vetor de Killing, e o denotaremos por ξa. Usando a equação (2.12)

obtemos

ξa = K l
a ξl +H l

a σ
r∇lξr, (2.17)

para x→ z temos os limites

lim
x→z

Ha
l = lim

x→z
Ka

l

= δa
l. (2.18)

E o resultado obtido acima também pode ser obtido considerando que as órbitas dos vetores de

Killing são simetrias do espaço-tempo e portanto, o campo ξa satisfaz

Lξσ
l(z, x) = 0, (2.19)

onde Lξ denota a derivada de Lie com respeito a ξ, ou explicitamente

ξrσl
r + ξaσl

a − σr∇rξ
l = 0. (2.20)

Usando Ha
l e Ka

l podemos resolver essa equação para ξa obtendo (2.17).

2.3 Dedução das equações de movimento

Começamos com as definições de momento e momento angular. Consideremos um corpo

num espaço-tempo que tenha uma simetria descrita por um vetor de Killing ξa. Usando a

equação fundamental para os vetores de Killing

∇aξb + ∇bξa = 0, (2.21)

e o fato de que a divergência do tensor de energia-momento T ab se anula

∇aT
ab = 0, (2.22)



10 2.3 Dedução das equações de movimento

podemos mostrar que

∇a(T
abξb) = 0. (2.23)

Denotando dΣa um elemento de área de uma hipersuperf́ıcie Σ, segue-se então que a integral

E(Σ) =

∫

Σ

T abξadΣb (2.24)

é independente da hipersuperf́ıcie Σ escolhida. Como já mencionado um campo vetorial de

Killing fica completamente determinado especificando os valores de ξa e de ∇aξb num ponto z

qualquer, denotamos esses valores por

Al = ξl(z) e Blm = ∇lξm, (2.25)

usando (2.17) em (2.24), a dependência de E(Σ) em relação a Al e Blm pode ser fatorada.

Definimos então as quantidades

pl(z,Σ) =

∫

Σ

K l
a T

abdΣb, (2.26)

Slm(z,Σ) = 2

∫

Σ

H [l
a σaTm]bdΣb, (2.27)

e então (2.24) pode ser escrita como

E(Σ) = Alp
l(z,Σ) +

1

2
BlmS

lm(z,Σ). (2.28)

Portanto, sempre que temos um espaço-tempo com uma simetria descrita por um vetor de Kil-

ling, a equação (2.28) nos dá uma combinação de pl e Slm para um ponto z fixo, mas arbitrário,

que é independente da hipersuperf́ıcie Σ escolhida, portanto conclúımos que a quantidade E é

conservada. Quando o espaço-tempo é plano e o sistema de coordenadas cartesiano, K l
a e H l

a

ambos se reduzem a δ l
a e as expressões (2.26) e (2.27) se reduzem às expressões para o mo-

mento e momento angular total em relatividade especial. Por causa da forte relação que existe

entre a conservação do momento e do momento angular com as simetrias do espaço-tempo e a

relação dada pela equação (2.28), tomaremos pl e Slm como definições para o momento e para

o momento angular total de um corpo em relação a um ponto z.
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Consideremos novamente a equação (2.28), podemos reescrevê-la na forma

E(Σ) = ξlp
l(z,Σ) +

1

2
∇lξmS

lm(z,Σ). (2.29)

Agora consideremos que z se move ao longo de uma curva parametrizada z(s), então deri-

vando (2.29) com respeito a um parâmetro s e usando a equação (A.12), que relaciona as

segundas derivadas de um vetor de Killing com o tensor de Riemann, chegamos a

Al

[

Dpl

Ds
+

1

2
SmnupR l

mnp

]

+
1

2
Blm

[

DSlm

Ds
− 2p[lum]

]

= 0, (2.30)

onde ul = żl. Para entendermos melhor o que se passa, consideremos um espaço-tempo de

curvatura constante, nesse caso os valores de ξa e ∇aξb podem ser arbitrários em qualquer

ponto do espaço-tempo e portanto teremos

Dpl

Ds
+

1

2
SmnupR l

mnp = 0, (2.31)

DSlm

Ds
− 2p[lum] = 0. (2.32)

Num espaço-tempo de curvatura constante, as contribuições devida a força e torque originárias

da interação entre a curvatura e os momentos multipolares do corpo são nulas, portanto toma-

mos as equações (2.31) e (2.32) como as equações de movimentos e de spin de uma part́ıcula

livre, ou seja, quando as contribuições para a força e o torque devidas aos momentos multipola-

res(quadrupolo, etc) do corpo podem ser desprezadas. Denotando essa força e esse torque por

F l e Glm, respectivamente teremos

Dpl

Ds
+

1

2
SmnupR l

mnp = F l, (2.33)

DSlm

Ds
− 2p[lum] = Glm, (2.34)

no caso em que os momentos não podem ser desprezados.

A forma das equações (2.31) e (2.32) é devida a Dixon [13], a forma apresentada por Papa-

petrou [12] para essas equações é um pouco diferente

D

Ds

(

mua + ub
DSab

Ds

)

+
1

2
Ra

bcdu
bScd = 0,
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DSab

Ds
+ uauc

DSbc

Ds
− ubuc

DSac

Ds
= 0,

mas a partir destas, podemos chegar na forma apresentada por Dixon identificando

pa = mua + ub
DSab

Ds
.

Ainda não é posśıvel achar uma solução única para as equações acima pois temos mais in-

cógnitas do que equações. Temos 4 incógnitas de pa mais 4 de ua e mais seis de Sab, somando

14 incógnitas e 10 equações. O que ainda está faltando ser definido é o ponto z dentro do corpo

em relação ao qual tomaremos os multipolos. Muitas escolhas já foram propostas. Em [18],

Corinaldesi e Papapetrou usam a condição Sµ0 = 0 no sistema em que o corpo central está

em repouso, Pirani [19] posteriormente propõe a condição covariante uaS
ab = 0, Micoulaut [20]

usando a condição de Pirani encontra resultados diferentes dos de Corinaldesi e Papapetrou. O

problema com a condição de Pirani é que ela permite movimentos não f́ısicos, ver por exemplo

Weyssenhoff [21]. Dixon [13] sugere a condição plS
lm = 0. Para entendermos melhor a interpre-

tação f́ısicas dessas condições, notamos que no referencial em que o corpo tem quadri-velocidade

zero teremos Sa4 = 0 e o mesmo ocorre no referencial em que o 3-momento pµ se anula. Usando

a definição de momento angular da equação (2.27) e tomando a métrica de Minkowski vemos

que

za

∫

T 00dv =

∫

xaT 00dv,

e portanto conclúımos que z é a generalização natural de um centro de massa newtoniano para

um espaço-tempo curvo. Sendo assim a interpretação f́ısica para a condição de Pirani é a de

que za é o centro de massa no referencial em que a 3-velocidade uµ se anula e a interpretação

f́ısica da condição de Dixon é a de que za é o centro de massa no referencial em que o momento

pµ se anula. Portanto, usando a condição de Pirani, um observador só estará em repouso em

relação ao centro de massa do corpo se também tiver uµ = 0 e o análogo para a condição de

Dixon.

O problema com a condição de Pirani é que não determina o movimento de forma única e

permite movimentos não f́ısicos para a part́ıcula. Mostraremos essa caracteŕıstica da condição
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de Pirani usando a métrica de Minkowski para simplificar. Nesse caso as equações (2.31) e

(2.32) se reduzem a

• ṗa = 0 e Ṡab = paub − pbua.

Em um referencial em que pµ = 0

• ṗa = 0 → Ṁ = 0,

• Ṡab = paub − pbua → Ṡµν = 0 e Sµ4 = 0,

usando

pa = mua + ub
DSab

Ds

chegamos, em forma vetorial, a

Mv + a × S = 0,

comparando a equação acima com a relação entre a velocidade e a velocidade angular no caso

de um movimento circular, v = ω × r, conclúımos que

• Temos um movimento circular.

• Velocidade angular ω = M/S. Usando M = me e S = h/4π, esse ω tem o mesmo valor

que o movimento análogo do elétron de Dirac, do Zitterbewegung.

Portanto adotaremos a condição de Dixon daqui para frente em nossas deduções. A partir

dela derivamos agora uma série de propriedades importantes das equações (2.33) e (2.34), para

isso denotaremos pl = Mnl com nln
l = 1, a interpretação do escalar M será feita adiante.

2.4 Propriedades das equações de movimento

Para começar, deduzimos a equação que determina o tipo de transporte que devemos usar

para transportar o spin ao longo de uma trajetória tipo tempo. Introduzindo os quadrivetores

Sa =
1

2
ǫabcdn

bScd e La =
1

2
ǫabcdn

bLcd, (2.35)
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teremos automaticamente

naSa = 0 e naLa = 0, (2.36)

as relações inversas são dadas por

Sab = ǫabcdn
cSd e Lab = ǫabcdn

cLd, (2.37)

a equação (2.34) implica

DSa

Ds
= −naDn

b

Ds
Sb + La. (2.38)

Para o caso em que La = 0 e usando naSa = 0, podemos escrever esse transporte como

DSa

Ds
= (ṅanb − naṅb)S

b.

Usamos a equação acima para definir o transporte de uma tetrada que não gira no sentido

newtoniano. Portanto todo tensor que está fixo em relação a tetrada obedece esse transporte,

que tem as importantes propriedades

• Mesmo para uma part́ıcula livre Sa não é paralelamente transportado e portanto permite

a precessão de Thomas.

• Preserva a ortogonalidade ao momento pa ao longo da curva.

• Preserva o produto escalar entre dois vetores ao longo da curva.

Denotaremos esse transporte para um vetor qualquer da forma

δBa

Ds
=
DBa

Ds
− (ṅanb − naṅb)B

b = 0.

Se tivermos uma tetrada Ea, que gira com velocidade Ωab em relação a tetrada que é transpor-

tada de acordo com a definição acima, então seu transporte ao longo de uma curva tipo tempo

será

δEa

Ds
= −2Ωa

bE
b.
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A equação acima é a generalização da equação de Euler para um espaço-tempo curvo,

podemos ver isso facilmente no caso em que usamos a métrica de Minkowski. Supondo que

o spin Sa do corpo está relacionado com uma velocidade angular Ωa da forma Sa = IabΩb e

supondo que

δIab

Ds
= 2Ω(a

c I
b)c,

ou seja, que tensor Iab está fixo em relação a uma base(tetrada) fixa no corpo, o transporte de

Fermi fica

IabΩ̇b = ǫabcΩbΩeIec,

onde o vetor Ωa é dado por Ωa = (1/2)ǫabcdn
bScd, que é a equação de Euler para o pião livre.

Mostramos agora que, sempre que a força F l e o torque Llm são desprezados, M é uma

constante de movimento. Contraindo (2.33) com ul e usando a parametrização escolhida temos

dM

ds
+Mua

Dna

Ds
= F aua, (2.39)

calculando a derivada total da condição de Dixon paS
ab = 0 encontramos

na
DSab

Ds
= −Dna

Ds
Sab, (2.40)

contraindo a equação acima com Dnb/Ds encontramos

na
Dnb

Ds

DSab

Ds
= 0, (2.41)

usando DSab/Ds da equação (2.34) encontramos

MubDnb

Ds
=
Dnb

Ds
naL

ab, (2.42)

e usando essa equação em (2.39) encontramos finalmente

dM

ds
= F aua +

Dnb

Ds
naL

ab, (2.43)

que é um resultado muito importante pois mostra que o primeiro momento de multipolo que

causa perda de energia gravitacional é o de quadrupolo. Nessa ordem de aproximação teremos

Fl =
1

6
Jmnrs∇lRmnrs e Glm =

4

3
R[l

rspJ
m]rsp, (2.44)
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onde Jabcd é o tensor de quadupolo. Com isso podemos estimar a variação da massa. Introdu-

zindo essa força F l em (2.43) chegamos a

dM

ds
=
dθ

ds
− 1

6
Rabcd

δJabcd

ds
,

onde θ = 1
6
RabcdJ

abcd. O termo é considerado a variação da energia potencial interna do

corpo. Jabcd é constante relativo a alguma tetrada, que não é necessáriamente transportada de

acordo com o transporte de Fermi, para um corpo que tem um movimento interno puramente

rotacional, portanto teremos

δJabcd

Ds
= −2Ω[a

e J
becd − 2Jabe[dΩc]

e . (2.45)

Com isso podemos mostrar que

dM

ds
=
dθ

ds
+ ΩaG

a. (2.46)

Em mecânica newtoniana, se um corpo ŕıgido tem uma velocidade angular Ω e está acoplado

a um torque G, sua energia cinética de rotação aumenta a uma taxa Ω·G, que concorda com

o limite newtoniano de ΩaG
a de (2.46).

A seguir obtemos a interpretação f́ısica para o potencial θ. Para um corpo que se move

devagar as componentes de Jabcd diferentes de zero são

Ja0b0 =
3

8
(Iccδab − 2Iab), (a, b = 1, 2, 3),

notando que como estamos trabalhando numa aproximação newtoniana, não faz diferença usar

ı́ndices covariantes ou contravariantes. Portanto

1

6
RabcdJ

abcd =
1

4
(Iccδab − 2Iab)∂abϕ,

que tem o limite newtoniano correto

θ =

∫

ρϕ(z + r)dv

=
1

2
∂abϕ

∫

ρrarbdv

=
1

4
(Iccδab − 2Iab)∂abϕ. (2.47)
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Em [10] Ehlers e Rudolf obtiveram a importante relação entre a velocidade cinemática ua com

a velocidade dinâmica na, ver também [22]. Para obtê-la usamos a equação (2.40). Inserindo as

equações (2.33) e (2.34) temos

M2(ua − ha) = SabWb, (2.48)

com

ha = na +M−1Labnb (2.49)

e

Wa = Fa −
1

2
ScdueRcdea. (2.50)

Eliminando ua entre (2.48) e (2.50) e multiplicando o resultado por Sab obtemos

SabWb = Sab(Fa −
1

2
S

cdueRcdea) −
1

2
M−2SacSdeSfgWeRfgdc. (2.51)

Notando que

RabcdS
eaSbf = RabcdS

e[aSb]f

=
1

2
RabcdS

baSef (2.52)

e usando isso na equação acima é posśıvel resolver a equação para SabWb. Com a solução

substitúıda em (2.48) encontramos

(M2 +
1

4
RbcdeS

bcSde)(na + ha) = Sab(Fb +
1

2
Rbcdeh

cSde). (2.53)

Que é a relação procurada. Notamos que para um movimento livre, F a = 0 e Lab = 0 e

desprezando termos da ordem da ordem de (S2) teremos

na = ua (2.54)

relação que será usada adiante.
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3
Os multipolos relativ́ısticos

Apesar da existência de modelos matemáticos consistentes para a descrição dos fenômenos

f́ısicos em muitas áreas da f́ısica, o número de soluções exatas conhecidas é normalmente muito

baixo e em geral essas soluções representam casos, que por serem muito idealizados não ajudam

muito na interpretação da maioria dessas soluções. No caso da relatividade geral se conhece um

número relativamente grande de soluções exatas, mas normalmente não se sabe muito sobre a

interpretação f́ısica dessas soluções devido a grande variedade de sistemas de coordenadas em

que são apresentadas. Esse é um dos motivos que faz com que a teoria dos momentos mul-

tipolares em Relatividade Geral seja tão importante. Os momentos multipolares relativ́ısticos

podem ser usados na interpretação dessas soluções, por exemplo, comparando-os com análogos

da gravitação newtoniana. Nesse trabalho usamos os momentos de multipolo relativ́ısticos para

entender melhor a influência da deformação de um corpo, que pode ser descrita em primeira

aproximação pelos seus momentos de quadrupolo, na precessão de Lense-Thirring de um giros-

cópio. As duas definições mais importantes de momentos multipolares em Relatividade Geral

foram propostas por Geroch, Hansen e Thorne. Essas duas definições, a menos de um fator

multiplicativo, produzem os mesmos momentos multipolares. Na próxima seção mostraremos

que, quando o espaço-tempo que estamos estudando possui um vetor de Killing ξa, podemos

escrever as equações de Einstein em termos de dois escalares fundamentais, o primeiro é cha-

19
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mados de norma ξa e é denotado por λ, o segundo está relacionado ao twist de ξa e é denotado

por ω. Esses dois escalares serão usados em seguida na definição de momentos multipolares de

Geroch-Hansen. Por último definiremos os momentos de Thorne

3.1 Espaço-tempo com um vetor de Killing

No caso em que o espaço-tempo que estamos considerando possui um vetor de Killing do

tipo tempo, ξa, podemos introduzir de maneira natural um espaço cujos elementos são dados

pelas órbitas dos vetores de Killing que denotaremos por S, ou seja as soluções das equações

dya

dt
= ka(y1(t), ..., yn(t)), (3.1)

onde (y1, ..., yn) são coordenadas locais. Para cada ponto p de nossa variedade M̂ o campo veto-

rial ξ determina uma única curva γp(t) tal que γp(0) = p com ξa tangente a curva. Esta famı́lia

de curvas é chamada de congruência associada ao campo vetorial. Definimos o mapeamento

ψ : M̂ → S: da forma, para cada p de M̂ , ψ(p) é a trajetória de ξa passando por p. No caso

em que ξa é ortogonal a uma hipersuperf́ıcie, é posśıvel representar S como hipersuperf́ıcies em

M̂ que em todo ponto é ortogonal a ξa. Geroch [36] mostrou que existe uma correspondência

do tipo um pra um entre tensores de S e tensores de M̂ que satisfazem

ξaT c...d
a...b = 0, ξcT

c...d
a...b = 0, e LξT

c...d
a...b = 0. (3.2)

Alguns exemplos de tensores em S que serão usados adiante são

hab = gab − (ξmξm)−1ξaξb, e ǫabc = (ξmξm)−1ǫabcdξ
d. (3.3)

A derivada covariante em S, que satisfaz todos os axiomas para a derivada covariante associada

métrica hab, é dada por

DeT
b...d
a...c = hp

eh
m
a ...h

n
ch

b
r...h

d
s∇sT

r...s
m...n. (3.4)
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E com isso podemos calcular o tensor de Riemann em S a partir de sua definição, as segundas

derivadas de um vetor ka qualquer em S é dada por

DaDbkc = hp
ah

q
bh

r
c∇p(h

s
qh

t
r∇skt)

+ hp
ah

s
bh

t
c∇p∇skt − (knkn)−1hp

ah
q
bh

r
c(∇pkq)k

s∇skr

− (knkn)−1hp
ah

q
bh

r
c(∇pkr)k

t∇qkt. (3.5)

Para encontrarmos o tensor de Riemann em S antisimetrisamos os ı́ndices a e b, na equação

acima. As derivadas de kc do segundo termo do lado direito são eliminadas usando-se o fato de

que Lξkr = 0 e para o terceiro termo o fato de que ξak
a = 0, então, podemos escrever

D[aDb]kc = hp
ah

q
bh

r
c∇[p∇q]kt − (ξmξm)−1hp

ah
q
bh

r
c(∇pξq)(∇rξs)k

s

+ (ξmξm)−1hp
[ah

q
b]h

r
c(∇pξr)(∇qξt)k

t. (3.6)

Como o vetor ka é arbitrário, o tensor de Riemann em S, que será denota do por 3Rabcd, está

relacionado com o tensor de Riemann Rabcd em M̂ por

3Rabcd = hp
[ah

q
b]h

r
[ch

s
d][Rpqrs + 2(ξnξn)−1(∇pξq)(∇rξs) + 2(ξnξn)−1(∇pξr)(∇qξs)]. (3.7)

Introduziremos agora dois campos tensoriais em S, em termos dos quais, escreveremos as equa-

ções de campo em S de uma maneira simples. Esses campos são a norma λ e o twist ωa do

campo tensorial ξ, definidos como

λ = ξmξm, (3.8)

ωa = ǫabcdξ
b∇cξd. (3.9)

Segue das definições acima que a derivada covariante do vetor de Killing ξa pode ser expressa

em termos de λ e ωa

∇aξb =
1

2
λ−1ǫabcdξ

cωd + λ−1ξ[bDa]λ. (3.10)
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Tomamos agora o rotacional e o divergente da equação (3.9) e usando as equações (3.10) e

(A.12) encontramos

D[aωb] = −ǫabmnξ
mRn

pξ
p, (3.11)

Daωa =
3

2
λ−1ωmD

mλ. (3.12)

Aplicando D2 = DaDa a (3.8) e usando (3.10) e (A.12) obtemos

D2λ =
1

2
λ−1(Dmλ)(Dmλ) − λ−1ωmωm − 2Rmnξ

mξn. (3.13)

Contraindo (3.7) e usando novamente (3.10) e (A.12) encontramos

3Rab =
1

2
λ−2[ωaωb − habωmω

m] +
1

2
λ−1DaDbλ− 1

4
λ−2(Daλ)(Dbλ) + hm

a h
n
bRmn. (3.14)

Então as equações de campo para um espaço-tempo que possui um vetor de Killing são as

equações (3.11), (3.12), (3.13) e (3.14).

No caso em que estamos estudando soluções de vácuo Rab = 0, a equação (3.11) implica que

ωa é um gradiente ωa = Daω, e então as equações (3.11)-(3.14) assumem a forma

3Rab =
1

2
λ−2[DaωDbω − habDmωD

mω] +
1

2
λ−1DaDbλ− 1

4
λ−2(Daλ)(Dbλ),

D2λ =
1

2
λ−1(Dmλ)(Dmλ) − λ−1DmωDmω, (3.15)

D2ω =
3

2
λ−1DmωD

mλ.

Geroch [36] mostrou como é posśıvel recuperar o espaço tempo original, ou seja, dado um

espaço-tempo M̂ , um campo vetorial ξa em M̂ e uma solução (hab, λ, ωa) das equações (3.15)

podemos achar a métrica estacionária correspondente

gab = hab + λ−1ξaξb. (3.16)

É posśıvel simplificar as equações (3.15) um pouco mais. Considerando uma transformação

conforme do tipo ĥab = λhab, usando as equações (B.4) e (B.8) e introduzindo o potencial
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complexo Γ = −λ+ iω, as equações de Einstein no vácuo num espaço-tempo com um vetor de

Killing do tipo tempo se reduzem a

3R̂ab =
1

2
λ−2Γ,(aΓ,b), (3.17)

(Γ + Γ∗)Γ:a
a

+ ĥabΓ,aΓ,b = 0, (3.18)

onde os dois pontos significam derivada covariante com respeito a métrica conforme. Introdu-

zindo o potencial

Γ =
1 − φ

1 + φ
, (3.19)

podemos escrever a equação (3.18) da forma

(φφ∗ − 1)φ :a
,a = 2φ∗φ,aφ

,a. (3.20)

Na literatura φ é normalmente denotado por ξ.

3.2 Os multipolos de Geroch-Hansen

A teoria desenvolvida por Geroch [7] e [8] se aplica apenas para espaços-tempos estáticos,

a teoria para o caso estacionário foi estendida por Hansen [9].

Na seção acima introduzimos uma variedade diferenciável tridimencional S descrita pela

métrica

hab = gab − λ−1ξaξb, (3.21)

onde λ é a norma do vetor de Killing. Os nossos momentos multipolares são definidos com

respeito a esta métrica. O conceito de expanção multipolar, que temos da gravitação newtoni-

ana, parece não fazer muito sentido no caso da Relatividade Geral, onde as equações de campo

não são lineares, por isso é adequado que no caso relativ́ıstico analisemos as propriedades dos

campos em regiões muito longe das fontes que os geram ou em outras palavras, no infinito, onde

supostamente os momentos podem ser separados e o conceito de expanção multipolar do campo
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passa a ter mais sentido. Para fazer isso, é necessário que a curvatura tenda a zero conforme

nos aproximamos do infinito, e também é conveniente incluir o infinito como um ponto de nosso

espaço-tempo. Este procedimento é conhecido como compactificação. Dessa forma, podemos

calcular explicitamente o valor de nossas quantidades no infinito sem a necessidade de tomar

limites. Este p rocedimento será feito através de uma transformação conforme. Para saber se

podemos incluir esse ponto em nosso espaço-tempo, definimos o que vem a ser um espaço-tempo

assintoticamente plano.

Uma variedade tridimensional S com métrica hab é dita assintoticamente plana se existe

uma variedade Ŝ com métrica ĥab tal que

1. Ŝ = S ∪ Λ, onde Λ é um único ponto. No nosso caso, o ponto será interpretado como

sendo o infinito.

2. ĥab = Ω̂2hab é uma métrica em Ŝ.

3. Ω̂|Λ = 0, D̂aΩ̂|Λ = 0 e D̂aD̂bΩ̂|Λ = 2ĥab.

onde D̂a é o operador de derivação associado a ĥab. Um espaço-tempo estacionário com simetria

axial pode ser caracterizado por dois potenciais, como por exemplo os potenciais de Hansen

ΦM e ΦJ em [9]. Beig e Simon [23] mostraram que diferentes potenciais produzem os mesmos

momentos de multipolo e portanto denotaremos os potenciais da forma QA com A = 1, 2.

Denotamos Q̂A = Ω̂1/2QA,

P
(0)
A = Q̂A, P

(1)
Aα

= D̂αQ̂A,

P
(n+1)
Aα1...αn+1

= C

[

D̂αn+1
P

(n)
Aα1...αn

− 1

2
n(2n− 1)R̂α1α2

P
(n)
Aα3...αn+1

]

, (3.22)

onde o śımbolo C significa que devemos tomar a parte simétrica e com traço nulo da quantidade

entre colchetes. Os momentos multipolares m
(n)
Aα1...αn

são definidos como

m
(n)
Aα1...αn

= P
(n)
Aα1...αn

|Λ, (3.23)

com A = 1, 2.
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Em geral, não é uma tarefa simples encontrar o fator conforme Ω̂ para compactificar nosso

espaço-tempo e assim calcular os momentos correspondentes. Felizmente Fodor, Hoenselaers

e Perjes apresentam em [15] um algoŕıtimo para o cálculo dos momentos a partir do potencial

φ introduzido na equação (3.19), esse algoŕıtimo leva em conta que é posśıvel determinar φ

completamente, dado seu valor no eixo de simetria.

A seguir, mostramos como calcular esses momentos a partir de φ. Dado o potencial φ

calculamos seu valor no eixo de simetria. No caso em que o potencial φ está escrito em termos

das coordenadas de Weyl (ρ, z) basta fazer φ(ρ = 0). No caso em que φ é dado em coordenadas

elipsoidais prolatas é equivalente fazer y = 1 e assim z = σx. A seguir, substitúımos z = 1/z̄

para encontrar φ(z̄, 1). Denotando as quantidades ml por

ml =
1

(l + 1)!

dl+1φ(z̄, 1)

dz̄l+1
|z̄=0, (3.24)

os primeiros 6 momentos multipolares são dados por

P0 = m0,

P1 = m1,

P2 = m2,

P3 = m3, (3.25)

P4 = m4 −
1

7
M20m

∗
0,

P5 = m5 −
1

21
M20m

∗
1 −

1

3
M30m

∗
0,

onde Mij = mimj −mi−1mj+1. As partes real e imaginária dos P ’s são chamadas de momentos

de massa e de momento angular respectivamente.

A seguir, apresentamos os valores de ml para a classe de soluções de Tomimatsu-Sato com

δ = 1, 2, onde o caso δ = 1 representa a solução de Kerr, ver [24].

• δ = 1

Nesse caso o potencial φ é dado por

φ =
1

px− iqy
. (3.26)
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Calculando ml, encontramos

ml = ilm(qm)l. (3.27)

Vemos que Mij = 0 e portanto

Pl = ilm(mq)l. (3.28)

A massa dessa solução é dada por P0 = m, o momento angular por P1 = qm2, e o

momento de quadrupolo fica M2 = −m3q2.

• δ = 2

Nesse caso o potencial φ é dado por

φ =
2px(x2 − 1) − 2iqy(1 − y2)

p2(x4 − 1) − 2ipqxy(x2 − y2) + q2(y4 − 1)
. (3.29)

Com y = 1 a expressão se simplifica bastante, pois podemos colocar (x2−1) em evidência.

Denotando x = 1/ζ e notando que temos um polinômio de ordem 2 no denominador,

escrevemos φ no eixo de simetria em termos dessa nova variável como

φ(ζ, 1) =
2ζ

p(ζ − α)(ζ − β)
, (3.30)

onde α e β são as ráızes do polinômio p(ζ) = pζ2 − 2iqζ + p e são dadas por

α = i
q + 1

p
e β = i

q − 1

p
. (3.31)

Expandindo o denominador em termos de frações parciais, chegamos a forma

φ(ζ, 1) =
iζ

ζ − β
− iζ

ζ − α
. (3.32)

A partir dessa forma fica mais fácil calcular a n-ésima derivada de φ(ζ, 1). Usando ζ = σz̄

chegamos a um ml da forma

ml =
(−1)l+1ilml+1

2l+1
[(q + 1)l+1 − (q − 1)l+1]. (3.33)

Como pode ser vista, essa solução tem massa P0 = m, momento angular P1 = qm2 e

momento de quadrupolo P2 = −m3(3q2 + 1)/4.
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3.3 Os multipolos de Thorne

Na definição de Thorne [6] para os momentos multipolares não é necessário deixar o espaço-

tempo f́ısico para calcular os momentos relativ́ısticos como na teoria de Geroch-Hansen. O

ponto principal está na definição de uma coordenada radial adequada, que no caso vem do

sistema de coordenadas harmônicas. Integrando as equações de Einstein, Thorne acha a forma

geral de uma métrica quando escrita em termos de coordenadas harmônicas, e os momentos

multipolares são dados em termos dos coeficientes das potências de 1/r, onde r é a coordenada

radial adequada. Então, em prinćıpio, para calcular os momentos multipolares de uma solução

das equações de Einstein, teŕıamos somente que transformar a métrica dada para um sistema

de coordenadas harmônicas e compará-la com a forma geral fornecida por Thorne. Infelizmente

tal procedimento é impraticável, já que é muito dif́ıcil achar uma solução para a condição

harmônica mesmo nos casos mais simples, como, por exemplo, no caso da solução de Kerr. Mas

como mostrado por Thorne [6], isso não é necessário, em uma classe de coordenadas chamadas de

“ACMC”(asymptotically cartesian and mass centered), é posśıvel ler os momentos multipolares

de mais baixa ordem, i.e., monopolo, dipolo, quadrupolo etc.

Em um sistema de coordenadas do tipo ACMC, para qualquer solução de vácuo que seja

assintoticamente plana e estacionária das equações de Einstein, a métrica até ordem O(1/rl)

contém apenas multipolos de ordem menor que l e o momento de dipolo de massa é zero. A

forma geral desta métrica é dada por

g00 = −1 +
2M

r
+

∞
∑

l=2

1

rl+1

[

2(2l − 1)!!

l!
MAl

NAl
+ hl−1

]

, (3.34)

Ma = 0, (3.35)

g0j =
∞

∑

l=1

1

rl+1

[

−4l(2l − 1)!!

(l + 1)!
ǫjkal

SkAl−1
NAl

+ hl−1

]

, (3.36)

gij = δij +
∞

∑

l=1

1

rl+1
hl−1, (3.37)
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onde aqui, as quantidades hl são śımbolos que denotam uma quantidade que é independente

de r e tem dependência angular com harmônicos de ordem l, l − 1, ..., 0, o śımbolo Al é uma

abreviação para a1, ..., an, Nl uma abreviação para na1
, ..., nal

com na = xa/r, e as quantidades

MAl
e SAl

são os momentos de massa e momento angular respectivamente.

Os momentos de Thorne estão relacionados aos de Geroch-Hansen da seguinte forma

MGH
Al

= (2l − 1)!!MT
Al
, (3.38)

SGH
Al

=
2l(2l − 1)!!

l + 1
ST

Al
. (3.39)
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As correções multipolares

4.1 Introdução

Em 2004, a NASA lançou o satélite GP-B, que tem como objetivo principal verificar algumas

previsões da relatividade geral ligadas ao efeito do campo gravitacional do planeta Terra no

spin de um giroscópio em órbita [3] [4]. O experimento está agora em fase final de análise de

dados. De acordo com a teoria, o spin de um giroscópio em órbita deve precessar em relação a

um observador distante. A velocidade angular de precessão pode ser separada em dois termos

quando consideramos sua origem f́ısica, o primeiro termo é responsavel pela precessão de deSitter

ou geodética e está associada, em primeira aproximação, à massa do planeta Terra. O segundo

termo é a precessão induzida pelo efeito Lense-Thirring e portanto relacionada com a rotação

ou o momento angular do corpo central. A precessão associada ao efeito Lense-Thirring é de

grande interesse f́ısico, pois está acoplada a termos não diagonais da métrica e portanto sua

verificação experimental é fundamental para o estabelecimento da relatividade geral.

Nesse trabalho nos empenhamos apenas no estudo da parte devida ao efeito Lense-Thirring.

As estimativas sobre os valores dessa velocidade angular são feitas, em geral, considerando o

campo gravitacional de um corpo esfericamente simétrico e portanto não incluem os termos

multipolares que descrevem, por exemplo, a oblaticidade do planeta Terra. E os trabalhos onde

29
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são feitas essas inclusões [25],[26] falham, em nossa opinião, em um ponto, pois eles não deixam

clara a relação entre os multipolos usados por eles com os multipolos de Thorne e Geroch-

Hansen, e portanto também não fica clara a aplicabilidade de todos os teoremas relacionados e

a fundamentação matemática correspondente (para um resumo sobre os principais teoremas veja

[27]). Outra vantagem de usar os momentos de Thorne (ou equivalentemente os de Geroch-

Hansen) é que podemos calculá-los mesmo sem conhecer a solução de interior (por exemplo

no caso da solução de Kerr), o que se mostra muito útil no caso em que queremos analisar

algumas soluções exatas de vácuo das equações de Einstein. Nesse trabalho usamos a métrica

de Thorne para um espaço-tempo axial-estacionário e nos limitamos a uma aproximação linear

da relatividade geral. Portanto devemos restringir nossa análise a fontes que tenham limites

newtonianos não nulos. A generalização do método para o caso de um campo gravitacional não

linear e sem simetria axial pode ser feito calculando a métrica de Thorne interativamente como

em [28].

4.2 O vetor ΩLT

Como mostrado no Caṕıtulo 2 de acordo com a teoria de Dixon o spin de um giroscópio em

órbita obedece a lei de transporte de Fermi-Walker. Essa lei de transporte não se aplica somente

a uma part́ıcula que percorre uma trajetória descrita pelas equações de Mathisson-Papapetrou,

mas sim para qualquer trajetória. Usando esse transporte e uma aproximação linear para a

relatividade geral, podemos dividir a velocidade angular de precessão em três partes, de acordo

com a origem f́ısica [29], da seguinte forma

Ω = ΩT + ΩLT + ΩDS, (4.1)

onde

ΩT = −1

2
v × a,

ΩLT = −1

2
∇× g, (4.2)

ΩdS =
3

2
v ×∇U.
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O primeiro termo da equação acima é chamado de precessão de Thomas, como podemos ver

depende da aceleração da trajetória e portanto se anula no caso em que o giroscópio se desloca

ao longo de uma geodésica, o segundo e o terceiro termo estão diretamente acoplados com o

campo gravitacional, o segundo termo está relacionado com o efeito Lense-Thirring, e o último é

conhecido como precessão de de-Sitter ou precessão geodética. O segundo termo está acoplado

a termos não diagonais da métrica e portanto permite-nos medir o que chamamos de“arrasto de

referenciais”, vemos também que esse termo é o único que indepente da velocidade do giroscópio

ao longo da trajetória.

O fato dessa velocidade angular de precessão devida ao efeito Lense-Thirring ser independe

da velocidade ao longo da trajetória sugere que analisemos o comportamento do spin quando

este se encontra parado em relação as estrelas distantes, isso faz com que a precessão geodética

e a precessão de Thomas sejam nulas neste referencial e assim estaremos estudando apenas a

precessão devida ao efeito Lense-Thirring.

Mostraremos agora como escolher um referencial que esteja parado em relação ao infinito.

Sabemos que a métrica que descreve um espaço-tempo com simetria axial e estacionário pode

ser colocada na forma

ds2 = g11(dx
1)2 + g22(dx

2)2 + g33(dx
3)2 + 2g34dx

3dx4 + g44(dx
4)2, (4.3)

ou, completando os quadrados,

ds2 = −
(√−g44dx

4 − g34√−g44

dx3

)2

+ (
√
Fdx3)2 + (

√
g22dx

2)2 + (
√
g11dx

1)2, (4.4)

onde F = g33 − g2
34/g44. Da forma acima fica fácil ler as tetradas

e1̂ =
1√
g11

∂

∂x1
, e2̂ =

1√
g22

∂

∂x2
, e3̂ =

1√
F

∂

∂x3
− g34

g44

1√
F

∂

∂x4
, (4.5)

e4̂ =
1√−g44

∂

∂x4
,

e a base dual

m1̂ =
√
g11dx

1, m2̂ =
√
g22dx

2, m3̂ =
√
Fdx3, (4.6)

m4̂ =
g34√−g44

dx3 −√−g44dx
4.
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A quadri-velocidade ua de uma part́ıcula em relação as tetradas é dada por ua = e a
ĉ u

ĉ = e a
4̂

.

No nosso caso teremos ua = (0, 0, 0, (−g44)
−1/2) e portanto a part́ıcula satisfaz a condição de

estar parada em relação ao infinito.

Para calcular a velocidade angular de precessão, em relação às tetradas escolhidas, usamos

o transporte de Fermi-Walker

∇uS = u(a·S), a = ∇uu, (4.7)

ver equação (2.38) também. Vemos que

dSĵ

ds
= ∇u(S·êj)

= (∇uS)·êj + S · (∇uêj) (4.8)

= S·(∇uêj) (4.9)

devido a ortogonalidade das tetradas eî·eî = ηîĵ. Se considerarmos uma part́ıcula que tenha

sua velocidade dada pelo vetor u = e4, como é no nosso caso, devido a condição u · S = 0

teremos S4̂ = 0, já que uî = 0, i = 1, 2, 3, pois o giroscópio está parado em relação ao infinito.

Usando a expansão ∇eµ = eνm
ν
µ, a equação para o spin fica então

dSĵ

ds
= (S · eν̂)(m

ν̂
ĵ
· u),

= Sâ(m
â
ĵ
· e4̂). (4.10)

Para o cálculo dos śımbolos mµν usamos as equações de estrutura de Cartan, que fornecem

imediatamente as componentes relativas as tetradas, ver mais em [29]. A equação de compati-

bilidade dgµν = dηµν = 0 já nos diz que temos apenas seis mµν . Usando

0 = dmµ + mµ
ν × mν (4.11)

para os mâb̂, encontramos uma expanção da forma

m1̂2̂ = Γ1̂2̂1̂m
1̂ + Γ1̂2̂2̂m

2̂, m1̂3̂ = Γ1̂3̂3̂m
3̂ + Γ1̂3̂4̂m

4̂, (4.12)

m2̂3̂ = Γ2̂3̂3̂m
3̂ + Γ2̂3̂4̂m

4̂, m4̂1̂ = Γ4̂1̂3̂m
3̂ + Γ4̂1̂4̂m

4̂,

m4̂2̂ = Γ4̂2̂3̂m
3̂ + Γ4̂2̂4̂m

4̂, m4̂3̂ = Γ4̂3̂1̂m
3̂ + Γ4̂3̂2̂m

2̂,
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onde

Γ1̂2̂1̂ =
g11,2

2g11
√
g22

, Γ2̂1̂2̂ =
g22,1

2g22
√
g11

, Γ3̂1̂3̂ =
F,1

2F
√
g11

, (4.13)

Γ3̂2̂3̂ =
F,2

2F
√
g22

, Γ1̂4̂4̂ =
g44,1

2g44
√
g11

, Γ4̂2̂4̂ =
g44,2

2g44
√
g22

, (4.14)

Γ3̂1̂4̂ =
g34

2
√−g44g11F

[

ln

(

g34

g44

)]

,1

Γ3̂2̂4̂ =
g34

2
√−g44g22F

[

ln

(

g34

g44

)]

,2

, (4.15)

Γ4̂2̂3̂ = Γ3̂2̂4̂, Γ4̂3̂1̂ = Γ1̂3̂4̂, Γ4̂1̂3̂ = Γ3̂1̂4̂, Γ4̂3̂2̂ = Γ2̂3̂4̂. (4.16)

Usando os śımbolos mostrados acima na equação (4.10), especificamente os śımbolos Γ3̂2̂4̂ e Γ3̂1̂4̂,

chegamos a uma equação para o spin da forma

dS

ds
= Ω × S, (4.17)

onde

Ω = Γ2̂3̂4̂m
1̂ + Γ3̂1̂4̂m

2̂. (4.18)

Podemos simplificar a expressão acima um pouco mais, usando o escalar λ e o vetor ωa

definidos pelas equações (3.8) e (3.9), respectivamente. Como mostrado na seção (3.1), a

equação (3.11) implica que ωa deve ser o gradiente de um campo escalar no caso de uma solução

de vácuo, e denotamos esse escalar por ω. Esses dois escalares, λ e ω, podem ser encontrados

diretamente a partir do potencial de ernst Γ = −λ+ iω, como mostrado pela equação (3.18).

Então, calculando o twist do vetor de killing tipo tempo

ωa = ǫabcdξ
b∇cξd (4.19)

em termos da métrica (4.3), usando os śımbolos de Christoffel

Γ3
a4 =

g34

2F

∂

∂xa

[

ln

(

g34

g44

)]

(4.20)
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e referindo as componentes de (3.9) em relação as tetradas (4.4), vemos que podemos expressar

os coeficientes Γ3̂1̂4̂ e Γ3̂2̂4̂ da forma

Γ3̂2̂4̂ = − 1

2λ
ω1̂, e Γ3̂1̂4̂ = − 1

2λ
ω2̂. (4.21)

Com isso colocamos a velocidade angular Ω na forma

Ωâ =
1

2λ
∇âω. (4.22)

Até onde sabemos essa fórmula não apareceu na literatura.

4.3 Aproximação linear para Ω

Nesta seção vamos calcular o escalar ω em ordem linear para a relatividade geral. Para isso

partimos da equação que define o twist de um campo vetorial ξ

ωa = ǫabcdξ
b∇dξc. (4.23)

Para trabalhar numa aproximação linear definimos as quantidades

γab = −ηab −√−ggab, γab
,b = 0. (4.24)

onde ηab denota a métrica de Minkowski. Com isso escrevemos a métrica de Thorne [6] para

campo fraco da forma

γ00 =
4M

r
+

∞
∑

l=2

(−1)l 4MAl

l!
[r−1],Al

, (4.25)

γ0j = −2ǫjpqSpnq

r2
−

∞
∑

l=2

(−1)l 4lǫjpqSpAl−1

(l + 1)!
[r−1],qAl−1

, (4.26)

γjk = 0. (4.27)

Com isso a equação para o twist do vetor de Killing em primeira ordem fica

ωa = ǫabcγ0c,d (4.28)
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e então, substituindo (4.26) na equação acima chegamos a

ω =
∞

∑

l=1

4l(2l − 1)!!

(l + 1)!

SAl
NAl

rl+1
. (4.29)

Essa solução pode ser expressa em termos de coordenadas esféricas. Como estamos trabalhando

em um espaço-tempo que possui simetria axial nossos momentos multipolares são múltiplos de

ẑAl consigo mesmo, onde ẑAl é o produto tensorial do vetor ẑ que define o eixo de simetria.

Portanto os momentos MAl
e SAl

ficam determinados pelos escalares Ml e Sl [9] definidos por

Ml = Ma1...al
ẑAl Sl = Sa1...al

ẑAl . (4.30)

E dáı tiramos que

Ma1...al
=

(2l − 1)!!

l!
Mlẑ

<Al>, Sa1...al
=

(2l − 1)!!

l!
Slẑ

<Al>, (4.31)

onde o śımbolo < Al >, informa que devemos tomar a parte simétrica e com traço nulo dos

ı́ndices Al. Para calcular os termos SAl
NAl

usamos a fórmula SAl
NAl

= SlPl(cos θ), onde

Pl(cos θ) são os polinômios de Legendre, então

ω =
∞

∑

l=1

4l(2l − 1)!!

(l + 1)!

SlPl(cos θ)

rl+1
. (4.32)

Para uma aproximação linear da relatividade geral, temos a identificação g44 = −1+2ϕ, onde ϕ

é o potencial Newtoniano. Como estamos usando um ω calculado usando a aproximação linear,

para obtermos essa precisão em Ω, devemos colocar g44 = −1 em (4.22) e então a velocidade

angular fica

Ωa = −1

2
∇aω. (4.33)

Em coordenadas esféricas teremos então

Ω =
∞

∑

l=1

2l(2l − 1)!!

(l + 1)!

Sl

rl+1
[(l + 1)Pl(cos θ)r̂ + P

′

l (cos θ) sin θθ̂] (4.34)

onde ′ indica derivada com respeito a cos θ. Vemos a partir da fórmula acima que nessa aproxi-

mação as correções são devidas apenas aos momentos de corrente Sl. No apêndice C mostramos
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que a fórmula acima é equivalente a fórmula (23) da referência [26]. O vetor Ω pode ser escrito

em termos de x̂, ŷ e ẑ.Fazendo essa transformação chegamos a um Ω da forma

Ω =
∞

∑

l=1

2l(2l − 1)!!

(l + 1)!

Sl

rl+1
f(l, θ), (4.35)

onde as componentes de f(l, θ) são

fx = (l + 1)Pl(cos θ) sin θ + P
′

l (cos θ) cos θ sin θ,

f y = 0, (4.36)

f z = (l + 1)Pl(cos θ) cos θ − P
′

l (cos θ) sin2 θ.

Para uma trajetória circular usamos a coordenada radial corrigida para uma fonte que apresenta

termos de quadrupolo dada em [31] que, em termos do momento de quadrupolo de Thorne Q,

fica

r = r0

(

1 − 3Q

8M

cos 2θ

r2
0

)

. (4.37)

Usando essa equação em (4.35) e expandindo em potencias de 1/r0 até ordem de 1/r5
0 chegamos

a

Ω =
S

2r3
0

[

g1(θ) −
27SQ

16Mr2
0

(

g2(θ) −
5MS3

2QS
g3(θ)

)]

, (4.38)

onde as componentes de gj(θ), j = 1, 2, 3, são

g1 = 2f(1, θ) g2 =
4

3
f(1, θ) cos 2θ e g3 =

16

9
f(3, θ). (4.39)

Os vetores gj tem a propriedade 〈gx
j 〉 = 〈gy

j 〉 = 0 e 〈gz
j 〉 = 1, onde 〈gi

j〉 significa a média de

gi
j(θ) em relação a θ no intervalo [0, π]. Chamando

A =
Iω

2r3
0

, B =
27Q

16Mr2
0

e C =
MS3

QS
, (4.40)

a média de Ω fica

〈−→Ω 〉 = A

[

1 −B

(

1 − 5C

2

)]

ẑ. (4.41)

É interessante notar que no caso em que C = 2/5 não teremos correção, apesar de o espaço-

tempo ser deformado.



As correções multipolares 37

4.4 Comparação com outros trabalhos

Devido ao fato de os momentos de corrente serem independentes dos momentos de massa,

para estimar a constante C precisaremos de um modelo para a métrica do planeta Terra oblato.

Alguns autores, usando modelos diferentes, já calcularam as contribuições multipolares [25] e

[26], e nós usaremos esses modelos para calcular as correções a partir de nossa fórmula (4.41).

Além disso, daremos uma nova estimativa baseado no modelo da métrica do planeta Terra

apresentado em [32].

• Modelo de Teyssandier [26]

Comparando a forma geral da métrica de Thorne com a obtida nesse trabalho obtemos

Q = −2MR2J2

3
, S3 = −4SR2k2

5
, C = 0, 97, (4.42)

onde usamos os valores J2 = (1082.64 ± 0.01) × 10−6 e k2 = 0.874 × 10−3, nesse caso teremos

〈−→Ω 〉 = A(1 + 1.42B)ẑ. (4.43)

Esse valor é diferente do valor obtido em [26] porque usamos o ângulo θ em (4.35) em vez de

ψ = π/2− θ como na referência citada. Portanto tomando a média em (4.38) encontramos um

valor diferente, mas equivalente.

• Modelo Adler-Silbergeit [25]

Neste caso a comparação com a métrica de Thorne nos dá para seu modelo B, onde

Q = −2MR2J2

3
, S3 = −8ωMR4J2

35
, S = Iω. (4.44)

Dáı podemos calcular facilmente a constante C, e colocando esse valor em (4.41) obtemos

〈−→Ω 〉 = A

[

1 −B

(

1 − 6

7

MR2

I

)]

ẑ. (4.45)

Comparando esse resultado com a fórmula (61) do trabalho deles, vemos que nosso terceiro

termo é duas vezes maior. Usando MR2/I = 3.024 dado pelos autores obtemos

〈−→Ω 〉 = A(1 + 1, 59B)ẑ. (4.46)

O valor deles é 〈−→Ω 〉 = A(1 + 0, 30B)ẑ.



38 4.4 Comparação com outros trabalhos

• Modelo de Adler [32]

Nesse caso teremos

Q = −2Ma2

9
, S3 = −4Sa2

25
, C = 0.72, (4.47)

então

〈−→Ω 〉 = A(1 + 0, 80B)ẑ (4.48)

que, até onde sabemos, é uma nova estimativa.

É muito interessante estimar as correções no caso em que nossa geometria é dada por uma

solução exata das equações de Einstein que tem momento de quadrupolo arbitrário, escolhemos

a solução [33]. Seus primeiros momentos de multipolo de Geroch-Hansen diferentes de zero são

dados por

M0 = k(1 + α2)/(1 − α2),

J1 = −2αk2(1 + α2)/(1 − α2)2,

M2 = −k3[β + 4α2(1 + α2)(1 − α2)−3], (4.49)

J3 = 4αk4[β + 2α2(1 + α2)(1 − α2)−3]/(1 − α2),

onde Mn, Jn são multipolos de massa e corrente respectivamente e α, β and k são parâmetros.

Com um pouco de manipulação algébrica encontramos a seguinte relação entre os momentos,

J3 =
J

M
(2M2 −Mkerr

2 ), (4.50)

onde Mkerr
2 = −J2/M é o momento de quadrupolo da solução de Kerr. Como Mkerr

2 tem limite

newtoniano nulo, em nossa aproximação teremos

J3 =
2M2J

M
. (4.51)

Usando a correspondência entre os momentos de Geroch-Hansen e os de Thorne [28], obtemos

facilmente C = 4/15 e então a equação (4.41) fica

〈−→Ω 〉 = A(1 − 0, 33B)ẑ. (4.52)

Que difere bastante dos modelos anteriores.



5
Conclusão e Perspectivas

Fizemos um estudo completo sobre o movimento de uma part́ıcula clássica com spin em

relatividade geral, a partir das equações de Papapetrou, com o objetivo principal de mostrar

que o spin da part́ıcula obedece a lei de transporte de Fermi-Walker e de que as equações de mo-

vimento são uma consequência das equações de campo. Para analisar a influência que um corpo

central oblato induz na precessão de Lense-Thirring, revisamos também a teoria dos multipolos

relativ́ısticos como apresentados por Thorne e por Geroch e Hansen. Conseguimos encontrar

uma fórmula geral para a precessão de Lense-Thirring em termos da parte real e imaginária

do potencial de Ernst que, em nosso conhecimento, não tinha aparecido ainda na literatura.

A grande vantagem da fórmula é que permite calcular a velocidade angular de precessão em

termos dos dois escalares fundamentais para um espaço-tempo estacionário e que está livre

de aproximações. Usando uma aproximação linear para a relatividade geral, escrevemos uma

fórmula geral em termos dos multipolos de Thorne para as correções multipolares até termos de

quadrupolo de massa e octupolo de momento angular. Usando essa fórmula, geral reproduzimos

de uma maneira mais simples os resultados conhecidos sobre o assunto, e além disso inclúımos

em nossa análise o caso em que o espaço-tempo é descrito por uma solução exata das equações

de Einstein com quadrupolo arbitrário.
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A
Vetores de Killing

O movimento de uma part́ıcula num campo gravitacional é determinado pelo prinćıpio da

ação mı́nima

δI = −m
∫

ds = 0, (A.1)

de acordo com o qual a trajetória de uma part́ıcula assume valores extremos entre dois pontos

de sua trajetória. A fim de encontrar geodésicas podemos usar equivalentemente a ação

I =

∫

gabẋ
aẋbds, (A.2)

consideremos agora uma transformação da forma xa → xa +αξa(x), com essa transformação, a

métrica teria um acréscimo da forma δgab = αgab,cξ
c e a variação total da ação seria dada por

δI = α

∫

ẋaẋb(Lξg)abds+O(α2), (A.3)

onde

(Lξg)ab = ∇aξb + ∇bξa. (A.4)

Para uma ação invariante para uma transformação do tipo mostrado acima teremos

(Lξg)ab = ∇aξb + ∇bξa = 0. (A.5)

Um campo vetorial que satisfaça essa condição é chamado de vetor de Killing e está associado

a uma simetria da ação, e portanto a uma quantidade conservada. Denotando a velocidade de

uma part́ıcula que descreve uma geodésica por ua, vemos que

D(uaξa)

Ds
= ua∇au

bξb

= uaub∇aξb + uaξb∇au
b

= 0, (A.6)
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o primeiro termo do lado direito é zero pela equação de Killing e o segundo pela equação da

geodésica, e portanto temos a carga conservada Q = ξau
a. Consideremos agora os vetores de

Killing como um elemento do espaço tangente então escrevemos

ξ = ξa∂a, (A.7)

e para qualquer campo vetorial ξ podemos encontrar um sistema de coordenadas onde ξ = ∂/∂α

onde α é uma coordenada. Em tal sistema de coordenadas a derivada de Lie fica

(Lξg)ab =
∂

∂α
gab, (A.8)

então, se ξ é um vetor de Killing, gab é independente de α. Agora deduzimos outra formula

importante, que relaciona um vetor de Killing com o tensor de Riemann. Temos por definição

∇a∇bξc −∇b∇aξc = Rabcdξ
d, (A.9)

usando a equação de Killing na equação acima escrevemos

∇a∇bξc + ∇b∇cξa = Rabcdξ
d, (A.10)

escrevendo as permutações ćıclicas dessa equação combinando e usando a propriedade Rd
[ abc] =

0, chegamos a

2∇b∇cξa = (Rabcd +Rbcad +Rcabd)ξ
d. (A.11)

Então os vetores de Killing satisfazem

∇a∇bξc = Rabcdξ
d (A.12)

e, como consequência importante das equações (A.5) e (A.12), tiramos que ξa fica completa-

mente determinado dados os valores de ξa e ∇aξb num ponto p. Para ver isso mais facilmente

multiplicamos a equação (A.12) por uaub, como ua é uma geodésica, chegamos a

D2ξa
Ds2

+Rabcdu
bucξd = 0, (A.13)
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que é a equação para o desvio geodésico. Vemos que o valor dessa equação é determinado

fornecendo-se os valores de ξa e Dξa/Ds num ponto p. Por outro lado multiplicando (A.5) por

ua obtemos

Dξb
Ds

= ua∇bξa, (A.14)

e então precisamos apenas dos valores de ξa e ∇aξb num dado ponto p.
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B
Transformação conforme

Em algumas partes desse trabalho fizemos uso do conceito de transformação conforme e

nesse apêndice apresentaremos as principais fórmulas que foram usadas ao longo do texto. Se

denotamos gab a métrica de uma variedade M̂ então a métrica g ′
ab é dita conformalmente

relacionada a gab se

g
′

ab = Ω̂2gab, (B.1)

onde Ω̂ = Ω̂(xa) é um escalar. E a métrica inversa é dada por

g
′ab = Ω̂−2gab. (B.2)

Usando essas relações, encontramos que os śımbolos de Christoffel estão relacionados por

Γ
′a

bc = Γa
bc + Ca

bc, (B.3)

onde

Ca
bc = −2δa

(b∇c) ln Ω̂ + gbcg
al∇l ln Ω̂. (B.4)

Com essa relação, vemos que o operador diferencial nos dois espaços se relacionam da forma

∇T b1...bk
c1...cl

= ∇′

aT
b1...bk

c1...cl
+

∑

i

Cbi

adT
b1...d...bk

c1...cl
−

∑

j

Cd
acj
T b1...bk

c1...d...cl
. (B.5)

Agora podemos calcular a relação entre os tensores de Riemann dos dois espaços-tempos, usando

a relação acima na definição de tensor de Riemann 2∇[a∇b]kc = R d
abc kd encontramos

R
′ d
abc = R d

abc − 2∇[aC
d
b]c + 2Ce

c[aC
d
b]e, (B.6)
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usando (B.4) na equação acima encontramos

R
′ d
abc = R d

abc + 2δd
[a∇b]∇c ln Ω̂ − 2gdegc[a∇b]∇e ln Ω̂

+ 2(∇[a ln Ω̂)δd
b]∇c ln Ω̂ − 2(∇[a ln Ω̂)gb]cg

df∇f ln Ω̂

− 2gc[aδ
d
b]g

ef (∇[a ln
ˆ̂
Ω)∇f ln Ω̂, (B.7)

contraindo nos ı́ndices b e d obtemos o tensor de Ricci

R
′

ac = Rac + (n− 2)∇a∇c ln Ω̂ + gacg
de∇d∇e ln Ω̂

− (n− 2)(∇a ln Ω̂)(∇cΩ̂) + (n− 2)gacg
de(∇d ln Ω̂)∇e ln Ω̂, (B.8)

e contraindo a equação acima com g
′ac obtemos o escalar de Ricci

R
′

= Ω̂2[R− 2(n− 1)gac∇a∇c ln Ω̂ − (n− 2)(n− 1)gac(∇a ln Ω̂)∇c ln Ω̂]. (B.9)



C
Fórmulas equivalentes

Nesse apêndice mostramos que nossa fórmula (4.34) é equivalente a fórmula (23) da refe-

rência [26]. Usando a relação

θ̂ =
1

sin θ
(cos θr̂ − ẑ), (C.1)

podemos escrever a equação (4.34) em termos dos vetores r̂ e ẑ,

Ω =
∞

∑

l=1

2l(2l − 1)!!

(l + 1)!

Sl

rl+2
[(l + 1)Pl(cos θ)r̂ + cos θP

′

l (cos θ)r̂ − P
′

l (cos θ)ẑ]. (C.2)

Usando a relação

P
′

l+1(cos θ) = (l + 1)Pl(cos θ) + cos θP
′

l (cos θ) (C.3)

nós colocamos (C.2) na forma,

Ω =
∞

∑

l=1

2l(2l − 1)!!

(l + 1)!

Sl

rl+2
[P

′

l+1(cos θ)r̂ − P
′

l (cos θ)ẑ], (C.4)

ou como

Ω =
S

r3
(3 cos θr̂ − ẑ +

∞
∑

l=1

2l(2l + 1)!!

(l + 2)l!

(Sl/S)

rl
[P

′

l+1(cos θ)r̂ − P
′

l (cos θ)ẑ]). (C.5)

Identificando

Sl+1 = −(l + 2)!SKlR
l

2(2l + 1)!!
, (C.6)

obtemos a equação (23) da referência [26].
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