UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

INSTITUTO DE FisicA GLEB WATAGHIN
DISSERTACAO DE MESTRADO

Correcoes multipolares para a precessao de

Lense-Thirring

Ko s et s ) e

S\
A[o&iwm%

Autor: MARCELO ZIMBRES SILVA

Orientador: PROF. DR. PATRICIO A. LETELIER SOTOMAYOR

] 202€

D}«\}/‘A n 5 [0t



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IFGW - UNICAMP

Si38c

B W N =

Silva, Marcelo Zimbres
Corregbes multipolares para a precessao de Lense-Thirring /
Marcelo Zimbres Silva. -- Campinas, SP : [s.n.], 2008.

Orientador: Patricio Anibal Letelier Sotomayor.
Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual de
Campinas, Instituto de Fisica “Gleb Wataghin”.

1. Relatividade geral (Fisica). 2. Momentos multipolares.
3. Lense-Thirring, Efeito. |. Sotomayor, Patricio Anibal Letelier.
II. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Fisica “Gleb
Wataghin”. 1ll. Titulo.
5 (vsv/ifgw)

- Titulo em inglés: Multipolar corrections for the Lense-Thirring precession
- Palavras-chave em inglés (Keywords):

1.

General relativity (Physics)

2. Multipolar moments

3. Lense-Thirring effect
- Area de concentragido: Relatividade e Gravitagdo
- Titulagdo: Mestre em Fisica
- Banca examinadora:

Prof. Patricio Anibal Letelier Sotomayor

Prof. Orlando Luis Goulart Peresl
Prof. George Emanuel Avraam Matsas

- Data da defesa: 27/04/2008
- Programa de Pés-Graduagao em: Fisica

ii




S A
HOAFGW Za®

Il te Faks Gk Vtmdea | NI DA RAD

MEMBROS DA COMISSAO JULGADORA DA TESE DE MESTRADO DE MARCELO
ZIMBRES SILVA ~- RA 015308 APRESENTADA E APROVADA AQ INSTITUTO DE
FISICA “GLEB WATAGHIN", DA UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS,
EM 25/ 04 / 2008.

COMISSAO JULGADORA:

Prof. Dr. Patricio Anibal Leteliec&atémayor (Orientador do Candidato)
IMECC/UNICAMP

Prof. Dr. George Emanuel Avraam Matsas
IFT/UNESP

Prof. DX Qifaro Luis Goulart Peres
D AFGW/UNICAMP

iii






Agradecimentos

Agradecgo a meus pais, Joao Francisco da Silva e Eliana Zimbres Silva e a minha avé

Ivone Forghieri Zimbres pelo apoio que sempre me deram.

Agradeco a minha tia Edit, dentre outras coisas, por sua disposicao em me dar carona

para Campinas.

Agradeco, ao Prof. Patricio A. Letelier a orientacao séria, completa e de qualidade

inquestionéavel.

Finalmente, agradeco o apoio financeiro da CAPES.

Dedico este trabalho ao meu pai Joao Francisco da Silva






Resumo

Para estudar de forma completa a precessao de um giroscopio em orbita, revisamos a de-
ducao das equagoes de Papapetrou, em particular, para mostrar que em uma aproximacao de
particula teste essas equagoes implicam o transporte de Fermi-Walker do spin. Para estudar
as correcoes devidas a oblaticidade de um corpo central na precessao do spin, fizemos uma
revisao da teoria dos multipolos relativisticos focados nas definicoes de Geroch-Hansen e de
Thorne. Usamos todos esses conceitos para estimar as corregoes multipolares na precessao de
Lense-Thirring, em especial, encontramos uma féormula exata para a precessao em termos de
dois escalares, as partes real e imaginaria do potencial de Ernst. Em uma aproximacao linear
para o campo gravitacional, escrevemos nossa formula em termos dos multipolos de Thorne.
Para estimar essas corregoes usamos alguns modelos conhecidos para a métrica do planeta Terra

e comparamos nossos resultados com outros trabalhos.






Abstract

To study the precession of an orbiting gyroscope we review the theory of the Papapetrou
equations and show that they imply the Fermi-Walker transport law. We review also the theory
of relativistic multipole moments, specifically the definitions of Geroch-Hansen and Thorne, to
describe non-spherical bodies in general relativity. For stationary axially symmetric spacetimes
we find a simple expression for the Lense-Thirring precession in terms of the Ernst potential.
This expression is used to compute, in the weak field approximation, the major non-spherical
contributions to the precession of a gyroscope orbiting the Earth. We use some known models
for the earth metric to estimate the contributions and compare our results with some previously

known ones.
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Introducao

Em 1918 Lense e Thirring [1], usando uma aproximacao linear para a relatividade geral,
mostraram que a rotagao de um corpo também gera campo gravitacional, a “corrente” de
matéria cria um campo gravitacional que arrasta referencias inerciais no sentido da rotacao,
efeito conhecido como efeito Lense-Thirring. Por estar relacionado a termos nao diagonais da
métrica, a verificacao experimental desse efeito é de grande importancia para o estabelecimento
da relatividade geral.

Em 1960 Schiff [2] propés um experimento onde seria possivel medir esse efeito. Usando
as equacoes de Mathisson-Papapetrou, que descrevem o movimento de uma particula com
spin, Schiff mostrou que um giroscépio em orbita em torno da Terra iria precessar e que na
velocidade angular de precessao estariam incluidos os termos nao diagonais da métrica que
descrevem o efeito Lense-Thirring. Na época em que Schiff publicou seu artigo ainda nao haviam
condicoes experimentais para a realizacao do experimento, mas depois de longa colaboracao
entre cientistas da universidade de Stanford e a NASA foi possivel em 2004 langar o satélite
Gravity Probe B, que tem como objetivo principal medir a precessao de Lense-Thirring e a
precessao geodética [3]. O satelite, que possui um conjunto de giroscépios, foi colocado em
uma Orbita polar a 642km de altitude. De acordo com a teoria, o spin de um giroscopio em tal
6rbita ira precessar 6,606 arcseg/ano (0,0018 graus/ano) no plano orbital, efeito conhecido como
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2 Introducao

precessao geodética ou de de Sitter e 39 miliarcseg/ano (0,000011 graus/ano) perpendicular ao
plano orbital, efeito conhecido como precessao de Lense-Thirring [4].

A idéia principal de todo o trabalho que vem a seguir é bem simples. Considerando a pre-
cessao de Lense-Thirring, qual é a influéncia da oblaticidade do planeta Terra na velocidade
angular de precessao? A oblaticidade de um corpo pode ser descrita por sua estrutura multi-
polar, portanto para descrever essas correcoes seria conveniente que descrevéssemos o campo
gravitacional de um corpo através de seus momentos de multipolo.

No caso de um espaco-tempo estatico o conceito de corpo deformado pode ser entendido
como os desvios em relacao a métrica de Schwarzschild, que descreve o campo gravitacional
de um corpo com simetria esférica, no caso de um espaco-tempo estacionario podemos consi-
derar esses desvios em relacao a métrica de Kerr, ja que assintoticamente todas as solugoes
estaciondrias assintoticamente planas das equagoes de Einstein tendem a solucao de Kerr [5].
Existem varias maneiras de definir esses multipolos, as defini¢coes mais conhecidas e ja bem
fundamentadas matematicamente sdo as definices de Thorne [6] e de Geroch [7][8] e Hansen
[9].

Esse estudo parece ser de grande utilidade na interpretacao das solugoes exatas das equacoes
de Einstein. Por exemplo, usando o método de Thorne ou o de Geroch e Hansen para calcular
os momentos multipolares, podemos estudar as correcoes multipolares na precessao de Lense-
Thirring mesmo no caso em que nao conhecemos a solucao de interior, como no caso da métrica
de Kerr por exemplo.

Em geral, o tratamento da precessao do spin em relatividade geral é feito usando o transporte
de Fermi-Walker, mas quase nunca é citado que essa lei de transporte é apenas uma aproximagao
para uma lei de transporte mais geral que chamaremos de transporte de Dixon [10]. No contexto
da relatividade geral um corpo “classico” deve ser descrito por um tensor de energia-momento,
que de acordo com as equagoes de Einstein tem divergéncia nula. Partindo disso, Mathisson [11],
Papapetrou [12] e posteriormente Dixon [13] deduzem as equagoes de movimento para um
corpo extenso em relatividade geral. Somente no caso em que o spin do corpo que orbita

nao é muito grande (o que significa que seu quadri-momento e sua quadri-velocidade estdao na



Introducao 3

mesma dire¢do) e no caso em que a particula pode ser considerada pontual, ou seja, podemos
desprezar a interacao de seus momentos multipolares com o campo, é que o transporte de Dixon
se reduz ao transporte de Fermi-Walker. Por isso achamos que, para tratar o problema de forma
completa, seria necessaria uma revisao da teoria que descreve o movimento de um corpo extenso
em relatividade geral como apresentado por Dixon [14], lembrando que essa teoria se limita ao
caso em que o campo gravitacional do corpo que orbita nao tem nenhuma infuéncia no campo
total.

Para descrever matematicamente a deformacgao de um corpo foi necessaria uma revisao da
teoria dos multipolos relativisticos. O método de Geroch-Hansen para calcular os multipolos
juntamente com o algoritimo de Fodor-Hoenselaers-Perjes [15] é muito poderoso pois é neces-
sario apenas que conhecamos o potencial £ de uma solucao para que possamos calcular seus
multipolos, além disso os multipolos de Geroch-Hansen diferem dos de Thorne apenas por um
fator multiplicativo. A liberdade na escolha de um sistema de coordenadas em relatividade geral
faz com que grande parte das solugoes das equacoes Einstein sejam apresentadas em um sis-
tema de coordenadas que apesar de consistentes nao trazem nenhuma informagcao sobre a fisica
que ha por tras e que a interpretacao fisica de nossas equacoes nao seja um trabalho simples,
por isso usamos a teoria dos multipolos de Thorne que fornece uma expancgao dos coeficientes
da métrica em termos dos multipolos e de coordenadas harmonicas, que sao assintoticamente
cartesianas.

O corpo principal desse trabalho esta dividido em trés partes. No Capitulo 2 fazemos uma
deduc¢ao minunciosa das equagoes de Papapetrou e mostramos suas propriedades mais impor-
tantes. No Capitulo 3 introduzimos os multipolos relativisticos de Geroch-Hansen e de Thorne
e, usando o algoritimo de Fodor-Hoenselaers-Perjes, calculamos os multipolos das métricas de
Tommimatsu-Sato para 6 = 1 e 2. No capitulo 4, usando os conceitos apresentados anterior-

mente calculamos as corregoes multipolares na precessao de Lense-Thirring.
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Equacoes de Papapetrou

2.1 Movimento em relatividade geral

Antes de entrarmos no problema do movimento propriamente dito, é interessante lembrar
que em mecanica classica as leis fisicas se dividem em duas categorias, a primeira delas consiste
de equacoes diferenciais parciais, que com as condigoes de contorno adequadas, determinam o
campo em termos da distribuicdo e do movimento da matéria que o gera. A segunda delas
sao chamadas de leis dinamicas e determinam o movimento da matéria em termos das for-
cas exercidas pelos campos. A independencia das leis dinamicas com respeito as equacoes de
campo ¢ uma consequencia direta da linearidade dessas, ja teorias de campo lineares nao podem
determinar o movimento de particulas interagentes.

Esses motivos levam-nos a suspeitar que em relatividade geral nao é necessario introduzir
separadamente uma lei dinamica para descrever o movimento dos corpos, ja que essa ¢ uma
teoria de campo nao linear. De fato essa duvida foi eliminada em 1937 num artigo de Einstein,
Infeld e Hoffmann [16] sobre o problema do movimento, onde eles evitaram o uso do tensor de
energia-momento e consideraram a matéria como particulas pontuais, cada uma representando
uma singularidade do campo e o problema dos dois corpos foi solucionado (em aproximagao)

pela primeira vez, mostrando que o principio de que os corpos se movem ao longo de geodésicas
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6 2.2 A funcao de Mundo

nao ¢ independente das equagoes de campo da gravitagao mas sim uma consequéncia delas.
Independentemente deles, Fock [17] derivou as equagoes de movimento considerando, dife-
rentemente de Einstein, a divergéncia nula do tensor de energia-momento, que também é uma
consequeéncia das equacoes de campo, e a partir dai pode obteve as equagoes de movimento.
Seguindo o método de Fock, Papapetrou [12] deduziu as equagoes de movimento para uma
particula com spin. A idéia principal de Papapetrou foi considerar a estrutura multipolar do
corpo, que sao obtidas do tensor de energia-momento. Apesar de nao ter feito uma deducao
covariante, no fim do trabalho ele apresenta a forma covariante das equagoes. Essas equagoes
sao conhecidas como equagoes de Mathisson-Papapetrou, devido a alguns trabalhos pioneiros
de Mathisson [11] sobre o assunto. Posteriormente Dixon [14], fazendo uso da func¢do de mundo,
obteve as equacoes de movimento de uma maneira covariante para qualquer aproximacao dese-
jada, ou seja, quando queremos incluir os efeitos devidos aos termos de quadrupolo, octupolo,

etc.

2.2 A funcao de Mundo

Um bitensor é uma fungao de dois pontos do espaco-tempo que tem cardter tensorial em
cada um desses pontos que denotaremos por x; € x5 ou por x e z. Para distinguir entre indices
tensoriais que se referem a x daqueles que se referem a z usaremos nesta secao a, b, c, ... para
x el,m,n,.. para z. Assim t% é um vetor contravariante em = e um vetor covariante em z.
Nas ocasioes em que precisarmos de um terceiro ponto y usaremos os indices i, 7, k. A derivada
covariante pode ser feita em relagao a qualquer ponto e sera denotada por V, e V;, para
qualquer tensor de dois pontos a derivada covariante com respeito a x comuta com a derivada
covariante com respeito a z. Para mais propriedades e aplica¢oes dos bitensores ver [35]. O mais
importante bitensor é a fungdo de mundo que denotaremos por o(xy, z5) ou o(x, z) e definimos

como

o, 2) = (2 = ) [ galow) GG du 2.1)

onde z(u) é a forma paramétrica de uma geodésica que liga os pontos z; = x(uy) e 2 = z(us).

Se calcularmos a variacao da integral acima com uma variacao do tipo z* — z% + dz* para a
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variavel z encontramos

“ Di
Lo 2.2
Du v (22)

60 = (ur — u)[gapd®0x”] — (uy — us)

onde também variamos os pontos finais. Como sabemos, a segunda parte dessa equagao se

anula pelo fato de x%(u) ser uma geodésica e portanto a forma final da variacao é
60 = (w1 — ua)[gapd™dz’]"L. (2.3)

Por outro lado, a variacao da funcao de mundo também é dada por

do do
- ay 99 a 2.4
81,%5'%'1 + ax(%mZ? ( )

oo

e portanto, comparando as duas expressoes para a variacao da funcao de mundo obtemos

b = (i — )i ),
b = (= u)ga(aa)i ). (2.5)

No caso particular em que tomamos u; = 0 e us = u, denotamos r; = z e x5 = x e a relacao

(2.5) fica

l

ol = —ui!

e 0% =ui”. (2.6)

Da equacido acima vemos que —o'(z,x) é a generalizacio natural de um vetor posicio de x
relativo a z como o definido em espago-tempo plano. E um vetor em 2 que ¢ tangente a
geodésica que liga z a x e seu comprimento é o comprimento dessa geodésica. Como se sabe,
o valor da integral (2.1) pode ser calculado explicitamente usando-se o fato de z%(u) ser uma

geodésica. Obtemos assim
1 . .
o(xy,x9) = §(u2 — 1) gap (1) 2% () 2% (uy), (2.7)
usando (2.5) e a mudanga de notagao, obtemos da equagdo acima a importante relagao

20 = 04,0
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de onde as propriedades mais importantes de o sao deduzidas.

Derivando (2.8) ficamos com
o =c%0" e o' =o' 0" (2.9)
entao, no limite em que x — 2, temos

lim 0% = 6% e limo!, = ¢ (2.10)

r—z r—z

a*

Para se determinar um vetor de Killing em qualquer ponto do espago-tempo ¢é preciso apenas
conhecer os valores de £* e 2V ,§, = V[,&) num ponto p (ver apéndice A). Com o uso da funcao
de mundo e de suas propriedades apresentadas acima podemos obter a forma explicita dessa
solucao.

Consideremos uma familia de geodésicas x*(u, v) que dependam de dois parametros, onde u
é o parametro afim ao longo da geodésica e v um parametro usado para numerar as geodésicas.

Denotaremos também

o Oz o Oz
= e = (2.11)
Usando a equagao (2.6) obtemos
O'Z(Z(U),l‘(u,l))) = _U’j’;l(ovv)v (212)

onde z(v) = z(0,v), de acordo com a conven¢ao adotada ¢! denota a derivada de o no ponto

z(v). Tomando a derivada total de (2.12) com respeito a v temos

Di!
l m I a
= —u—. 2.13
T U (2.13)
Além disso, da equagao (2.11), sabemos que

Di! Di!
_— = —. 2.14
Dv Du ( )

Denotando H% como a matriz inversa de —o',, tal que H4(—0',) = 6%, e definindo

K% = H* o™ (2.15)



Equacgoes de Papapetrou 9

encontramos a solugao desejada a partir de (2.13) e (2.14), ou seja

Dnl

¢ = Kol + uH® —. 2.16
n Mt u "Du ( )

Assumimos agora que n® é um vetor de Killing, e o denotaremos por £*. Usando a equagao (2.12)

obtemos
¢ = K+ H, o'V, (2.17)
para r — z temos os limites

lim H = lim K9
Tr—z Tr—z

= o (2.18)

E o resultado obtido acima também pode ser obtido considerando que as érbitas dos vetores de

Killing sao simetrias do espago-tempo e portanto, o campo £¢ satisfaz
Lea'(z,x) = 0, (2.19)
onde L¢ denota a derivada de Lie com respeito a &, ou explicitamente
&ol 4%, — oV, = 0. (2.20)
Usando H9 e K% podemos resolver essa equagao para £* obtendo (2.17).

2.3 Deducao das equacoes de movimento

Comecamos com as definicoes de momento e momento angular. Consideremos um corpo
num espago-tempo que tenha uma simetria descrita por um vetor de Killing £*. Usando a

equacao fundamental para os vetores de Killing
Valy + Vila = 0, (2.21)
e o fato de que a divergéncia do tensor de energia-momento 7% se anula

V. T = 0, (2.22)



10 2.3 Deducgao das equacgoes de movimento

podemos mostrar que
V(T%&) = 0. (2.23)
Denotando d>, um elemento de drea de uma hipersuperficie X, segue-se entao que a integral

EX) = /Z T,d%, (2.24)

¢ independente da hipersuperficie ¥ escolhida. Como ja mencionado um campo vetorial de
Killing fica completamente determinado especificando os valores de £* e de V,&, num ponto z

qualquer, denotamos esses valores por
A =&(2) e DBy, = Vi, (2.25)

usando (2.17) em (2.24), a dependéncia de E(X) em relagio a A' e By, pode ser fatorada.

Definimos entao as quantidades
p(z,%) = / K'T®dy, (2.26)
b
Sm(z,%) = 2 / H,lgoTmbays,, (2.27)
)
e entao (2.24) pode ser escrita como
EX) = Ap'(z,%) + %BlmSlm(z, N). (2.28)

Portanto, sempre que temos um espago-tempo com uma simetria descrita por um vetor de Kil-
ling, a equacdo (2.28) nos d4 uma combinacio de p' e S para um ponto z fixo, mas arbitrario,
que ¢ independente da hipersuperficie ¥ escolhida, portanto concluimos que a quantidade E é
conservada. Quando o espaco-tempo é plano e o sistema de coordenadas cartesiano, K,! e H,!
ambos se reduzem a J,! e as expressoes (2.26) e (2.27) se reduzem As expressdes para 0 mo-
mento e momento angular total em relatividade especial. Por causa da forte relacao que existe
entre a conservacao do momento e do momento angular com as simetrias do espago-tempo e a
relagao dada pela equacio (2.28), tomaremos p! e S'™ como definicdes para o momento e para

o momento angular total de um corpo em relagao a um ponto z.
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Consideremos novamente a equacao (2.28), podemos reescrevé-la na forma
1
EX) = &'(z3)+ ivlgmslm(z, X). (2.29)

Agora consideremos que z se move ao longo de uma curva parametrizada z(s), entao deri-
vando (2.29) com respeito a um parametro s e usando a equagao (A.12), que relaciona as

segundas derivadas de um vetor de Killing com o tensor de Riemann, chegamos a

Dp 1 DSt
A Sm" u’R ~ By | —— — 2™ | = 0 2.30
onde u! = Z!. Para entendermos melhor o que se passa, consideremos um espaco-tempo de

curvatura constante, nesse caso os valores de &, e V, & podem ser arbitrarios em qualquer

ponto do espaco-tempo e portanto teremos

D
Di L lgmer 1= o, (2.31)
DSlm

P —2ply™ = 0. (2.32)

Num espaco-tempo de curvatura constante, as contribuigoes devida a forca e torque originarias
da interacao entre a curvatura e os momentos multipolares do corpo sao nulas, portanto toma-
mos as equagoes (2.31) e (2.32) como as equagoes de movimentos e de spin de uma particula
livre, ou seja, quando as contribuicoes para a forca e o torque devidas aos momentos multipola-
res(quadrupolo, etc) do corpo podem ser desprezadas. Denotando essa forca e esse torque por

F!' e G respectivamente teremos

D

Di 4+ Lgmny, R, F (2.33)
Slm
P —opllym = @G, (2.34)

no caso em que os momentos nao podem ser desprezados.
A forma das equagoes (2.31) e (2.32) é devida a Dixon [13], a forma apresentada por Papa-
petrou [12] para essas equagoes é um pouco diferente

D Sab
Ds Ds

(mu + Up > + Rbcd bSCd = 0,
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DSab . DSbc . DSac 0
Ds U Ue Ds U Ue = U,

mas a partir destas, podemos chegar na forma apresentada por Dixon identificando

DSab
Ds

% = mu® + uy

Ainda nao é possivel achar uma solucao tnica para as equagoes acima pois temos mais in-
cognitas do que equacoes. Temos 4 incégnitas de p® mais 4 de u® e mais seis de S, somando
14 incognitas e 10 equagoes. O que ainda esta faltando ser definido é o ponto z dentro do corpo
em relagdo ao qual tomaremos os multipolos. Muitas escolhas ja foram propostas. Em[18],
Corinaldesi e Papapetrou usam a condicao S = 0 no sistema em que o corpo central estd
em repouso, Pirani[19] posteriormente propoe a condicao covariante 1,5 = 0, Micoulaut [20]
usando a condi¢ao de Pirani encontra resultados diferentes dos de Corinaldesi e Papapetrou. O
problema com a condicao de Pirani é que ela permite movimentos nao fisicos, ver por exemplo
Weyssenhoff [21]. Dixon [13] sugere a condigao p;S"™ = 0. Para entendermos melhor a interpre-
tagao fisicas dessas condigoes, notamos que no referencial em que o corpo tem quadri-velocidade
zero teremos S = 0 e o mesmo ocorre no referencial em que o 3-momento p* se anula. Usando

a definicdo de momento angular da equagao (2.27) e tomando a métrica de Minkowski vemos

za/TOOdv = /x“TOOdv,

e portanto concluimos que z é a generalizagao natural de um centro de massa newtoniano para

que

um espaco-tempo curvo. Sendo assim a interpretacao fisica para a condi¢ao de Pirani é a de
que z* é o centro de massa no referencial em que a 3-velocidade u* se anula e a interpretacao
fisica da condicao de Dixon é a de que z® é o centro de massa no referencial em que o momento
pt se anula. Portanto, usando a condicao de Pirani, um observador s estard em repouso em
relacao ao centro de massa do corpo se também tiver u* = 0 e o andlogo para a condicao de
Dixon.

O problema com a condi¢ao de Pirani é que nao determina o movimento de forma tnica e

permite movimentos nao fisicos para a particula. Mostraremos essa caracteristica da condicao
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de Pirani usando a métrica de Minkowski para simplificar. Nesse caso as equagoes (2.31) e

(2.32) se reduzem a
o % =0 ¢ 8% = poub — phuc.
Em um referencial em que p* = 0
e p'=0— M = 0,

o 5 — payb — phys — S — () ¢ SHt = (),

usando

DS
Ds

p* = mu” + w
chegamos, em forma vetorial, a
Mv+axS=0,

comparando a equagao acima com a relagao entre a velocidade e a velocidade angular no caso

de um movimento circular, v = w X r, concluimos que
e Temos um movimento circular.

e Velocidade angular w = M/S. Usando M = m, e S = h/4m, esse w tem o mesmo valor

que o movimento analogo do elétron de Dirac, do Zitterbewegung.

Portanto adotaremos a condicao de Dixon daqui para frente em nossas deducgoes. A partir
dela derivamos agora uma série de propriedades importantes das equagoes (2.33) e (2.34), para

isso denotaremos p' = Mn! com mn! = 1, a interpretacao do escalar M serd feita adiante.

2.4 Propriedades das equacoes de movimento

Para comecar, deduzimos a equacao que determina o tipo de transporte que devemos usar

para transportar o spin ao longo de uma trajetéria tipo tempo. Introduzindo os quadrivetores

1 1
Sa = §€abcdanCd € La = §€abcdnbLCd, (235)
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teremos automaticamente
n®S, =0 e n°L,=0, (2.36)

as relagoes inversas sao dadas por

Sab = Eabcdncsd e Lag = 6abcalncha (237>
a equacao (2.34) implica
DS® Dnb
E— i L*. 2.
Ds n Ds Sy + ( 38)

Para o caso em que L* = 0 e usando n*S, = 0, podemos escrever esse transporte como

DS

Ds = (h“nb - n“hb)Sb.

Usamos a equacao acima para definir o transporte de uma tetrada que nao gira no sentido
newtoniano. Portanto todo tensor que estd fixo em relacao a tetrada obedece esse transporte,

que tem as importantes propriedades

e Mesmo para uma particula livre S® nao é paralelamente transportado e portanto permite

a precessao de Thomas.
e Preserva a ortogonalidade ao momento p® ao longo da curva.
e Preserva o produto escalar entre dois vetores ao longo da curva.

Denotaremos esse transporte para um vetor qualquer da forma

0B*  DB®
Ds  Ds

— (n%ny, — n%ny) B° = 0.

Se tivermos uma tetrada E¢, que gira com velocidade Q% em relacio a tetrada que é transpor-
tada de acordo com a defini¢cao acima, entao seu transporte ao longo de uma curva tipo tempo

sera

ok

S

= 200 E".
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A equacao acima é a generalizagao da equacgao de Euler para um espago-tempo curvo,
podemos ver isso facilmente no caso em que usamos a métrica de Minkowski. Supondo que
o spin S¢ do corpo esté relacionado com uma velocidade angular Q¢ da forma S* = 1%, e

supondo que

5Iab
Ds

— 20 be.

ou seja, que tensor 1% estd fixo em relagdo a uma base(tetrada) fixa no corpo, o transporte de

Fermi fica
Iabe - 6acher[ec;

onde o vetor Q2 é dado por Q, = (1/2)eapean’S, que é a equacao de Euler para o pido livre.

Mostramos agora que, sempre que a forca F' e o torque L™ sao desprezados, M é uma

l

constante de movimento. Contraindo (2.33) com u' e usando a parametrizagao escolhida temos

dM Dn?
—— + Mu,
ds + M Ds

= Fu,, (2.39)

calculando a derivada total da condicao de Dixon p,S% = 0 encontramos

DS“b_ Dn,
Ds  Ds

S, (2.40)

Ng

contraindo a equagao acima com Dn;,/Ds encontramos

Dny, DS

a5 =0, 2.41
" Ds Ds ( )

usando DS%/Ds da equacao (2.34) encontramos

Dnb Dnb
Mu== ==""pn, L% 2.42
" Ds Ds (242)

e usando essa equagao em (2.39) encontramos finalmente

— = F%, + —n L™, 2.43
ds Ua Dsn ( )

que é um resultado muito importante pois mostra que o primeiro momento de multipolo que

causa perda de energia gravitacional é o de quadrupolo. Nessa ordem de aproximacao teremos

1 mnrs m 4 mirs
F = —J™" Y, Ryrs € G :gR[’mpJ Irsp, (2.44)

6
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Jabcd

onde é o tensor de quadupolo. Com isso podemos estimar a variacao da massa. Introdu-

zindo essa forca F! em (2.43) chegamos a

dM df 1 R § Jabed
ds ds 6 ™ gs
onde 0 = %Rabchade. O termo é considerado a variacao da energia potencial interna do

Jaobed & constante relativo a alguma tetrada, que ndo é necessariamente transportada de

COrpo.
acordo com o transporte de Fermi, para um corpo que tem um movimento interno puramente

rotacional, portanto teremos

5Jabcd (o rbecd beldyel
= =20 joeet — 2 JaeleQd, 2.45
= | : (245)
Com isso podemos mostrar que
dM  db
— = — 4+ Q,G". 2.46
ds ds + ( )

Em mecanica newtoniana, se um corpo rigido tem uma velocidade angular €2 e esta acoplado
a um torque G, sua energia cinética de rotacao aumenta a uma taxa -G, que concorda com
o limite newtoniano de Q,G* de (2.46).

A seguir obtemos a interpretacao fisica para o potencial §. Para um corpo que se move
devagar as componentes de J% diferentes de zero sao

JaObO = g([ccéab - 2[ab)7 (CL, b= 17 27 3)7

notando que como estamos trabalhando numa aproximacao newtoniana, nao faz diferenca usar
indices covariantes ou contravariantes. Portanto

1 1
gRabchade = Z([ccaab - QIab)aabspa

que tem o limite newtoniano correto

pe(z +1)dv

I
—

Oupp / prirPdu

(Iccéab — 2[ab)aab30' (247>

I S
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Em [10] Ehlers e Rudolf obtiveram a importante relagao entre a velocidade cinemética u® com
a velocidade dinamica n®, ver também [22]. Para obté-la usamos a equagao (2.40). Inserindo as

equagoes (2.33) e (2.34) temos

M?(u® — h®) = S®W,, (2.48)
com
h® = n% + M ~1L%n, (2.49)
€
1 cd e
W,=F, — 5S U R gea. (2.50)

Eliminando u® entre (2.48) e (2.50) e multiplicando o resultado por S obtemos

1 1
S, = S®(F, — 39 YU Regeq) — 5M—2wasdengvvengdc. (2.51)
Notando que

Rabcdsea Sbf - Rabcdse[a Sb}f
1
- §Rabcdsba‘s€f (252>

e usando isso na equacao acima é possivel resolver a equacao para S®W,. Com a solucao

substituida em (2.48) encontramos
2 1 be qde a a ab 1 c Qde
(M + ZRdeES S )(n + h ) = S (Fb + §Rbcdeh’ S ) (253)

Que é a relacdo procurada. Notamos que para um movimento livre, F* = 0 e L® = 0 e

desprezando termos da ordem da ordem de (S?) teremos
n® = u* (2.54)

relacao que sera usada adiante.
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Os multipolos relativisticos

Apesar da existéncia de modelos matematicos consistentes para a descricao dos fenomenos
fisicos em muitas areas da fisica, o nimero de solugoes exatas conhecidas é normalmente muito
baixo e em geral essas solugoes representam casos, que por serem muito idealizados nao ajudam
muito na interpretacao da maioria dessas solugoes. No caso da relatividade geral se conhece um
niumero relativamente grande de solugoes exatas, mas normalmente nao se sabe muito sobre a
interpretacao fisica dessas solugoes devido a grande variedade de sistemas de coordenadas em
que sao apresentadas. Esse é um dos motivos que faz com que a teoria dos momentos mul-
tipolares em Relatividade Geral seja tao importante. Os momentos multipolares relativisticos
podem ser usados na interpretagao dessas solugoes, por exemplo, comparando-os com anéalogos
da gravitacao newtoniana. Nesse trabalho usamos os momentos de multipolo relativisticos para
entender melhor a influéncia da deformacao de um corpo, que pode ser descrita em primeira
aproximacao pelos seus momentos de quadrupolo, na precessao de Lense-Thirring de um giros-
copio. As duas definigbes mais importantes de momentos multipolares em Relatividade Geral
foram propostas por Geroch, Hansen e Thorne. Essas duas defini¢oes, a menos de um fator
multiplicativo, produzem os mesmos momentos multipolares. Na préxima se¢ao mostraremos
que, quando o espaco-tempo que estamos estudando possui um vetor de Killing £*, podemos
escrever as equagoes de Finstein em termos de dois escalares fundamentais, o primeiro é cha-

19
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mados de norma £ e é denotado por A, o segundo esta relacionado ao twist de £* e é denotado
por w. Esses dois escalares serao usados em seguida na definicao de momentos multipolares de

Geroch-Hansen. Por dltimo definiremos os momentos de Thorne

3.1 Espaco-tempo com um vetor de Killing

No caso em que o espaco-tempo que estamos considerando possui um vetor de Killing do
tipo tempo, &%, podemos introduzir de maneira natural um espaco cujos elementos sao dados
pelas orbitas dos vetores de Killing que denotaremos por .S, ou seja as solucoes das equagoes

dy®
dt

Ky (t), 0 y" (1)), (3.1)

onde (y',...,y") sao coordenadas locais. Para cada ponto p de nossa variedade Mo campo veto-
rial £ determina uma tnica curva 7, () tal que 7,(0) = p com £* tangente a curva. Esta familia
de curvas é chamada de congruéncia associada ao campo vetorial. Definimos o mapeamento
¢ : M — S: da forma, para cada p de M, ¥(p) é a trajetéria de £* passando por p. No caso
em que &% é ortogonal a uma hipersuperficie, é possivel representar S como hipersuperficies em
M que em todo ponto é ortogonal a £*. Geroch [36] mostrou que existe uma correspondéncia

do tipo um pra um entre tensores de S e tensores de M que satisfazem
ET =0, ETSH =0, e LI =0, (3.2)
Alguns exemplos de tensores em S que serao usados adiante sao
hay = Gab — (§"&m) "l € €ape = (€7&m) ™ €apeal”. (3.3)

A derivada covariante em S, que satisfaz todos os axiomas para a derivada covariante associada

métrica hg,, é dada por

D,T4 = pPp™  hThE ROV TS (3.4)
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E com isso podemos calcular o tensor de Riemann em S a partir de sua defini¢ao, as segundas

derivadas de um vetor k* qualquer em S é dada por

D,Dyk. = highghzvp(hghivskt)
+ REhShEN )V sky — (k:"k:n)_1h2hgh2(vpkzq)k:svskr
— (K"ky) " TRERIRL(V kK'Y k. (3.5)
Para encontrarmos o tensor de Riemann em S antisimetrisamos os indices a e b, na equacao

acima. As derivadas de k. do segundo termo do lado direito sao eliminadas usando-se o fato de

que L¢k, = 0 e para o terceiro termo o fato de que {,k* = 0, entao, podemos escrever
DyoDyke = BohihiN ¥V ke — (€7 &m) ™ Wl (V60) (Vr&s) K
+ (€"&m) T R MR (V6 ) (V€' (3.6)

Como o vetor k* é arbitrario, o tensor de Riemann em S, que sera denota do por 3Rgpeq, €sta

relacionado com o tensor de Riemann R,,.q em M por

3Rabcd = hl[)ahg] hfchZ] [qurs + 2(€n€n)_1(vp5q)(vr€s) + Q(Snfn)_l(vpfr)(vqfs)] (37)

Introduziremos agora dois campos tensoriais em S, em termos dos quais, escreveremos as equa-
¢oes de campo em S de uma maneira simples. Esses campos sao a norma A e o twist w, do

campo tensorial &, definidos como

A o= &7, (3.8)

Wa = €apeal’VE (3.9)

Segue das defini¢coes acima que a derivada covariante do vetor de Killing £* pode ser expressa

em termos de A e w,

1
Vagb = 5)\71€abcd56wd+)‘71£[bDa})\- (31[))
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Tomamos agora o rotacional e o divergente da equacao (3.9) e usando as equagoes (3.10) e

(A.12) encontramos

D[awb] = —Eabmnngpr, (311)

Dw, = gAlmemx (3.12)
Aplicando D? = D*D,, a(3.8) e usando (3.10) e (A.12) obtemos
D*\ = %A‘l(DmA)(DmA) — A W Mwy — 2R £ (3.13)
Contraindo (3.7) e usando novamente (3.10) e (A.12) encontramos
3Ry = %AQ[wawb — hapwmw™] + %AlDan)\ — %lA2(Da>\)(Db>\) + BB Ry (3.14)

Entao as equacoes de campo para um espaco-tempo que possui um vetor de Killing sao as
equagoes (3.11), (3.12), (3.13) e (3.14).
No caso em que estamos estudando solugoes de vacuo Ry, = 0, a equagao (3.11) implica que

w, ¢ um gradiente w, = D,w, e entdo as equagoes (3.11)-(3.14) assumem a forma

1 1 1
3Ry = §A—2[Dawpbw — hay Dppw D™ w] + §>\‘1Dan>\ - L—l/\‘2(Da/\)(Db/\),

1
D*\ = 5A—l(DmA)(DmA)—A—lp%me, (3.15)

3
D*w = §A‘1meDm/\.

Geroch [36] mostrou como é possivel recuperar o espago tempo original, ou seja, dado um
espaco-tempo M, um campo vetorial £ em M e uma solucio (hap, A, w,) das equagoes (3.15)

podemos achar a métrica estacionaria correspondente

Gab = hap + N8, (3.16)

E possivel simplificar as equagoes (3.15) um pouco mais. Considerando uma transformagao

conforme do tipo he, = Mg, usando as equacoes (B.4) e (B.8) e introduzindo o potencial
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complexo I' = —\ +iw, as equacoes de Einstein no vacuo num espaco-tempo com um vetor de

Killing do tipo tempo se reduzem a

R 1
3Ry = §A*2F,(ar,b), (3.17)

(T + T 4+ AT, I, = 0, (3.18)

onde os dois pontos significam derivada covariante com respeito a métrica conforme. Introdu-

zindo o potencial

1-9¢
r = ——, 3.19
1+¢ ( )
podemos escrever a equagao (3.18) da forma
(99" —1)9,* = 2¢0°¢.0" (3.20)

Na literatura ¢ é normalmente denotado por &.

3.2 Os multipolos de Geroch-Hansen

A teoria desenvolvida por Geroch [7] e [8] se aplica apenas para espagos-tempos estaticos,
a teoria para o caso estaciondrio foi estendida por Hansen [9].
Na secao acima introduzimos uma variedade diferenciavel tridimencional S descrita pela

métrica
hap = Gab — Ailgagba (3'21>

onde X é a norma do vetor de Killing. Os nossos momentos multipolares sao definidos com
respeito a esta métrica. O conceito de expancao multipolar, que temos da gravitagao newtoni-
ana, parece nao fazer muito sentido no caso da Relatividade Geral, onde as equagoes de campo
nao sao lineares, por isso é adequado que no caso relativistico analisemos as propriedades dos
campos em regioes muito longe das fontes que os geram ou em outras palavras, no infinito, onde

supostamente os momentos podem ser separados e o conceito de expancao multipolar do campo
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passa a ter mais sentido. Para fazer isso, é necessario que a curvatura tenda a zero conforme
nos aproximamos do infinito, e também é conveniente incluir o infinito como um ponto de nosso
espago-tempo. Este procedimento é conhecido como compactificacao. Dessa forma, podemos
calcular explicitamente o valor de nossas quantidades no infinito sem a necessidade de tomar
limites. Este p rocedimento sera feito através de uma transformagao conforme. Para saber se
podemos incluir esse ponto em nosso espago-tempo, definimos o que vem a ser um espago-tempo
assintoticamente plano.

Uma variedade tridimensional S com métrica hy, é dita assintoticamente plana se existe

uma variedade S com métrica hg, tal que

1. S = SUA, onde A é um tnico ponto. No nosso caso, o ponto sera interpretado como

sendo o infinito.
2. hgy = Q2hy, é uma métrica em S.
3. Q|A = 0, ﬁaQ‘A =0e EabeV\ = Qilab.

onde D, é o operador de derivagao associado a h,,. Um espaco-tempo estacionario com simetria
axial pode ser caracterizado por dois potenciais, como por exemplo os potenciais de Hansen
Py e &y em [9]. Beig e Simon [23] mostraram que diferentes potenciais produzem os mesmos

momentos de multipolo e portanto denotaremos os potenciais da forma Q4 com A = 1,2.

Denotamos Q4 = Q1/2Q 4,

Pf(lo) = Qua, P,Ella) = DoQa,

(n+1) | F (n) 1 A (n)
PA%,%+1 =C Dan+1PAa1.4.an - 5”(2” - 1)Ra1a2PAa3...%+1 , (3.22)
onde o simbolo C' significa que devemos tomar a parte simétrica e com traco nulo da quantidade

entre colchetes. Os momentos multipolares m%) sao definidos como
ai...an

m® = plw

al...an aqp...an

e (3.23)

com A=1,2.
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Em geral, nao é uma tarefa simples encontrar o fator conforme () para compactificar nosso
espago-tempo e assim calcular os momentos correspondentes. Felizmente Fodor, Hoenselaers
e Perjes apresentam em [15] um algoritimo para o célculo dos momentos a partir do potencial
¢ introduzido na equagao (3.19), esse algoritimo leva em conta que é possivel determinar ¢
completamente, dado seu valor no eixo de simetria.

A seguir, mostramos como calcular esses momentos a partir de ¢. Dado o potencial ¢
calculamos seu valor no eixo de simetria. No caso em que o potencial ¢ estd escrito em termos
das coordenadas de Weyl (p, z) basta fazer ¢(p = 0). No caso em que ¢ é dado em coordenadas
elipsoidais prolatas é equivalente fazer y = 1 e assim z = oz. A seguir, substituimos z = 1/z

para encontrar ¢(z,1). Denotando as quantidades m; por

1 d*e(z,1)

= 2=0, 3.24
TE AT aE =0 (3:24)
os primeiros 6 momentos multipolares sao dados por
Py = my,
Pl = my,
P2 = My,
Py = ms, (3.25)
1
Py = my— ?Mmm&
1 * 1 *
Ps = ms— 21 201y — 3 30"y,

onde M;; = m;m; —m,;_1m;j41. As partes real e imaginaria dos P’s sao chamadas de momentos
de massa e de momento angular respectivamente.
A seguir, apresentamos os valores de m; para a classe de solugoes de Tomimatsu-Sato com

d = 1,2, onde o caso 6 = 1 representa a solucao de Kerr, ver [24].
e =1

Nesse caso o potencial ¢ é dado por

b= =i (3.26)
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Calculando m;, encontramos
my = i'm(gm)". (3.27)
Vemos que M;; = 0 e portanto
P = i'm(mqg). (3.28)
2

A massa dessa solucao é dada por Py = m, o momento angular por P, = ¢gm~, e o

momento de quadrupolo fica My = —m3¢>.
0=2

Nesse caso o potencial ¢ é dado por

2px(z? — 1) — 2iqy(1 — y?)
p*(at — 1) — 2ipgay(a? — y?) + ?(y* — 1)

Com y = 1 a expressao se simplifica bastante, pois podemos colocar (22 —1) em evidéncia.

¢ = (3.29)

Denotando x = 1/¢ e notando que temos um polinémio de ordem 2 no denominador,

escrevemos ¢ no eixo de simetria em termos dessa nova variavel como

2¢

o, 1) = , 3.30
D= = ae—p) (3:30)
onde « e 3 sao as raizes do polinomio p(¢) = p? — 2ig¢ + p e sao dadas por
1 -1
a=iltt ¢ g2 (3.31)
p
Expandindo o denominador em termos de fragoes parciais, chegamos a forma
i i
¢, 1) = - : 3.32
=2 s (332)

A partir dessa forma fica mais facil calcular a n-ésima derivada de ¢(¢,1). Usando ( = 0z

chegamos a um m; da forma

1)l
my = T g 1) — (g - 1)), (3.33)

Como pode ser vista, essa solucao tem massa Py = m, momento angular P, = gm? e

momento de quadrupolo P, = —m3(3¢* + 1) /4.
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3.3 Os multipolos de Thorne

Na defini¢ao de Thorne [6] para os momentos multipolares nao é necessério deixar o espago-
tempo fisico para calcular os momentos relativisticos como na teoria de Geroch-Hansen. O
ponto principal estd na definicaio de uma coordenada radial adequada, que no caso vem do
sistema de coordenadas harmonicas. Integrando as equacgoes de Einstein, Thorne acha a forma
geral de uma métrica quando escrita em termos de coordenadas harmonicas, e os momentos
multipolares sdo dados em termos dos coeficientes das poténcias de 1/r, onde r é a coordenada
radial adequada. Entao, em principio, para calcular os momentos multipolares de uma solucao
das equacoes de Einstein, teriamos somente que transformar a métrica dada para um sistema
de coordenadas harmonicas e comparé-la com a forma geral fornecida por Thorne. Infelizmente
tal procedimento é impraticavel, ja que é muito dificil achar uma solucao para a condicao
harmonica mesmo nos casos mais simples, como, por exemplo, no caso da solucao de Kerr. Mas
como mostrado por Thorne [6], isso nao é necessario, em uma classe de coordenadas chamadas de
“ACMC” (asymptotically cartesian and mass centered), é possivel ler os momentos multipolares
de mais baixa ordem, i.e., monopolo, dipolo, quadrupolo etc.

Em um sistema de coordenadas do tipo ACMC, para qualquer solugao de vacuo que seja
assintoticamente plana e estaciondria das equacoes de Einstein, a métrica até ordem O(1/r!)
contém apenas multipolos de ordem menor que [ e o momento de dipolo de massa é zero. A

forma geral desta métrica é dada por

oM SN 1 [2(20— 1)
goo = —1+ == ZZ; T { o Madact h”l ’ (331
M, =0, (3.35)
1 4121 — 1!
9oj = Z R {_ (I+1)! €k S NV hl_l} ’ (330

=1

= 1
Gy =0+ e (3.37)
=1
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onde aqui, as quantidades h; sao simbolos que denotam uma quantidade que é independente
de r e tem dependéncia angular com harmonicos de ordem [,l — 1,...,0, o simbolo 4; é uma
abreviagdo para ay, ..., a,, IV; uma abreviac@o para n,,, ..., N, com n, = x/r, e as quantidades

My, e S4, sao os momentos de massa e momento angular respectivamente.

1

Os momentos de Thorne estao relacionados aos de Geroch-Hansen da seguinte forma

MST = (20— 1M}, (3.38)

21(21 — 1)!!



As correcoes multipolares

4.1 Introducao

Em 2004, a NASA langou o satélite GP-B, que tem como objetivo principal verificar algumas
previsoes da relatividade geral ligadas ao efeito do campo gravitacional do planeta Terra no
spin de um giroscépio em érbita [3] [4]. O experimento estd agora em fase final de anédlise de
dados. De acordo com a teoria, o spin de um giroscépio em orbita deve precessar em relacao a
um observador distante. A velocidade angular de precessao pode ser separada em dois termos
quando consideramos sua origem fisica, o primeiro termo é responsavel pela precessao de deSitter
ou geodética e esta associada, em primeira aproximacao, a massa do planeta Terra. O segundo
termo ¢é a precessao induzida pelo efeito Lense-Thirring e portanto relacionada com a rotacao
ou o momento angular do corpo central. A precessao associada ao efeito Lense-Thirring é de
grande interesse fisico, pois esta acoplada a termos nao diagonais da métrica e portanto sua
verificagao experimental ¢ fundamental para o estabelecimento da relatividade geral.

Nesse trabalho nos empenhamos apenas no estudo da parte devida ao efeito Lense-Thirring.
As estimativas sobre os valores dessa velocidade angular sao feitas, em geral, considerando o
campo gravitacional de um corpo esfericamente simétrico e portanto nao incluem os termos

multipolares que descrevem, por exemplo, a oblaticidade do planeta Terra. E os trabalhos onde
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sao feitas essas inclusoes [25],[26] falham, em nossa opinido, em um ponto, pois eles nao deixam
clara a relagao entre os multipolos usados por eles com os multipolos de Thorne e Geroch-
Hansen, e portanto também nao fica clara a aplicabilidade de todos os teoremas relacionados e
a fundamentagao matemética correspondente (para um resumo sobre os principais teoremas veja
[27]). Outra vantagem de usar os momentos de Thorne (ou equivalentemente os de Geroch-
Hansen) é que podemos calculd-los mesmo sem conhecer a solu¢do de interior (por exemplo
no caso da solugdo de Kerr), o que se mostra muito 1til no caso em que queremos analisar
algumas solugoes exatas de vacuo das equagoes de Einstein. Nesse trabalho usamos a métrica
de Thorne para um espago-tempo axial-estacionério e nos limitamos a uma aproximagcao linear
da relatividade geral. Portanto devemos restringir nossa analise a fontes que tenham limites
newtonianos nao nulos. A generalizacao do método para o caso de um campo gravitacional nao
linear e sem simetria axial pode ser feito calculando a métrica de Thorne interativamente como

em [28].

4.2 O vetor Q1

Como mostrado no Capitulo 2 de acordo com a teoria de Dixon o spin de um giroscépio em
orbita obedece a lei de transporte de Fermi-Walker. Essa lei de transporte nao se aplica somente
a uma particula que percorre uma trajetoria descrita pelas equagoes de Mathisson-Papapetrou,
mas sim para qualquer trajetoria. Usando esse transporte e uma aproximagao linear para a
relatividade geral, podemos dividir a velocidade angular de precessao em trés partes, de acordo

com a origem fisica [29], da seguinte forma

Q=Qr+ Qrr+ Qpg, (4.1)
onde
1
Qr = —évxa,
1
QLT = —§V X g, (42)
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O primeiro termo da equacao acima é chamado de precessao de Thomas, como podemos ver
depende da aceleragao da trajetéria e portanto se anula no caso em que o giroscépio se desloca
ao longo de uma geodésica, o segundo e o terceiro termo estao diretamente acoplados com o
campo gravitacional, o segundo termo esta relacionado com o efeito Lense-Thirring, e o tltimo é
conhecido como precessao de de-Sitter ou precessao geodética. O segundo termo esta acoplado
a termos nao diagonais da métrica e portanto permite-nos medir o que chamamos de “arrasto de
referenciais”, vemos também que esse termo € o tinico que indepente da velocidade do giroscopio
ao longo da trajetoéria.

O fato dessa velocidade angular de precessao devida ao efeito Lense-Thirring ser independe
da velocidade ao longo da trajetéria sugere que analisemos o comportamento do spin quando
este se encontra parado em relagao as estrelas distantes, isso faz com que a precessao geodética
e a precessao de Thomas sejam nulas neste referencial e assim estaremos estudando apenas a
precessao devida ao efeito Lense-Thirring.

Mostraremos agora como escolher um referencial que esteja parado em relacao ao infinito.
Sabemos que a métrica que descreve um espaco-tempo com simetria axial e estacionario pode

ser colocada na forma
ds® = g1 (dz')? + goo(da®)? + gss(da®)? + 2gssdada’ + gus(dat)?, (4.3)
ou, completando os quadrados,
2
ds? = — (\/—g44d:c4 — ﬂdaﬁ') + (\/Fda:?’)2 + (V/g22d2?)? + (V/g1dat)?, (4.4)
V —944
onde F' = g33 — g3,/gss. Da forma acima fica facil ler as tetradas

1o 0o 10 gul O (4.5)
_,/guﬁml’ 2 ,/92281‘27 3_\/F8[E3 944\/F63L’4’ ’
1

0
B \/—944@7

€q

€3
e a base dual

Il’li = \/gudl’l, mQ = \/g22d$2, In3 = \/deLB, (46)

i 934 3 4
m = ———dx° — \/—qgudz”.
/—_944 ga4
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A quadri-velocidade u® de uma particula em relagdo as tetradas ¢ dada por u® = e,*u® = e;”.
No nosso caso teremos u® = (0,0, 0, (—gus)~/?) e portanto a particula satisfaz a condicdo de
estar parada em relacao ao infinito.

Para calcular a velocidade angular de precessao, em relagao as tetradas escolhidas, usamos

o transporte de Fermi-Walker
VuS =u(aS), a=V,u, (4.7)

ver equagao (2.38) também. Vemos que

dsS;

E - Vu(Sej)
= (VuS)e; +5- (Vaey) (4.8)
= S:(Vues) (4.9)

devido a ortogonalidade das tetradas e;-e; = ;. Se considerarmos uma particula que tenha
sua velocidade dada pelo vetor u = e4, como é no nosso caso, devido a condicao u-S = 0
teremos S; = 0, ja que Ut = 0, ©=1,2,3, pois o giroscopio esta parado em relagao ao infinito.
Usando a expansao Ve, = €,Mm;, a equagao para o spin fica entao

dS; o
ds (S'eﬁ)(mj'u)r

= S@(m‘% -e;). (4.10)

Para o célculo dos simbolos m,,, usamos as equacoes de estrutura de Cartan, que fornecem
imediatamente as componentes relativas as tetradas, ver mais em [29]. A equagao de compati-

bilidade dg,, = d7,, = 0 ja nos diz que temos apenas seis m,,,. Usando
0 = dm”+m’, xm" (4.11)

para os mg;, encontramos uma expancao da forma

i 2 T3 !

mj; = [j5im” 4+ Dissm®,  mjy = Fijzam® + Fijym”, (4.12)
T3 . T .3 !

ms; = [535m° + I's3m”°,  my; = [j3m” + Ij;m°,

T3 ! T a3 2
mys = [gszm” + ysym™, mys = Ijgym” + Iyzsm®,
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onde
F
Dip = 242 po= 921 po_ T (4.13)
2911 v 922 2922\/911 2F\/911
F,2 gaa,1 gaa,2
P33 = (4.14)

A — 44 — 5 —» FMA S —)
2F\/922 14 2944\/911 A2 2944\/922

Dacr — 934 {ln (@)} [opy = — 930 [ln (@)} (4.15)
314 2\/ —g44g11F ga4 1 s 2 V _944922F ga4 2 ’
Liss =51, Tasi =Tise, Tais = Taia, Tags = Daga (4.16)

Usando os simbolos mostrados acima na equacao (4.10), especificamente os simbolos I'355 € '35,

chegamos a uma equacgao para o spin da forma

ds

— = 4.1
s xS, (4.17)

onde

Q = Fggimi + Fgﬁmé. (4.18)

Podemos simplificar a expressao acima um pouco mais, usando o escalar A e o vetor w,

definidos pelas equagoes (3.8) e (3.9), respectivamente. Como mostrado na se¢ao (3.1), a

equagao (3.11) implica que w, deve ser o gradiente de um campo escalar no caso de uma solugao

de vacuo, e denotamos esse escalar por w. Esses dois escalares, A\ e w, podem ser encontrados
diretamente a partir do potencial de ernst I' = —\ + iw, como mostrado pela equacao (3.18).

Entao, calculando o twist do vetor de killing tipo tempo
Wo = €apeal’VE! (4.19)

em termos da métrica (4.3), usando os simbolos de Christoffel

0 934
s, — Iy, (91 49
ad 2F Ox® 1 g44 ( O)
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e referindo as componentes de (3.9) em relagao as tetradas (4.4), vemos que podemos expressar

os coeficientes I'sj; e I's5; da forma

1 1
Dssp = —ﬁwi, e 'y = —ﬁwg. (4.21)

Com isso colocamos a velocidade angular €2 na forma

Q@ = ﬁV@W. (422)

Até onde sabemos essa formula nao apareceu na literatura.

4.3 Aproximacgao linear para {2

Nesta secao vamos calcular o escalar w em ordem linear para a relatividade geral. Para isso

partimos da equacao que define o twist de um campo vetorial £
Wa = €qpeal’VIE. (4.23)
Para trabalhar numa aproximacao linear definimos as quantidades
7 = = V=gg®, =0 (4.24)

onde 1% denota a métrica de Minkowski. Com isso escrevemos a métrica de Thorne [6] para

campo fraco da forma

AM & AMy, . _
Yoo = T+Z<_1)l_l[ s (4.25)
1=2
 2¢ Spn > (Al€ipgSpa,
Yo = Jpq a Z Lp):[r 1]7qu_1’ (4.26)
1=2

Com isso a equagao para o twist do vetor de Killing em primeira ordem fica

Wa = €abcN0c,d (428>
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e entao, substituindo (4.26) na equagao acima chegamos a

[e.9]

_ 5 el D SN,
(I+1)!

(4.29)
=1

Essa solucao pode ser expressa em termos de coordenadas esféricas. Como estamos trabalhando
em um espaco-tempo que possui simetria axial nossos momentos multipolares sao multiplos de
241 consigo mesmo, onde 24 é o produto tensorial do vetor 2 que define o eixo de simetria.

Portanto os momentos My, e S4, ficam determinados pelos escalares M; e S; [9] definidos por
Ml = Mal...aléAl Sl = Sal,..aléAl- (43())

E dai tiramos que

20— 20—
Mal,..al = %MZZ<AZ>7 Sal...al = %SZZ<AZ>, (431)

onde o simbolo < A; >, informa que devemos tomar a parte simétrica e com trago nulo dos
indices A;. Para calcular os termos S, N4, usamos a formula Sa,Na, = S;P(cosf), onde

P,(cos ) sao os polinomios de Legendre, entao

o0

4120 — DN S, P, 0
Z tFi(cos f) (4.32)
I+ 1) ritt
=1
Para uma aproximagao linear da relatividade geral, temos a identificacao g4y = —1+2¢, onde ¢

¢é o potencial Newtoniano. Como estamos usando um w calculado usando a aproximacao linear,
para obtermos essa precisao em €2, devemos colocar gy = —1 em (4.22) e entdo a velocidade

angular fica
Q, = —=V,w. (4.33)

Em coordenadas esféricas teremos entao

= 20(20 — 1)!! / -
Q= E ut ll+ 0 Til (1 + 1)P(cos@)r + P, (cos ) sin 66 (4.34)
I=1

onde ' indica derivada com respeito a cos . Vemos a partir da férmula acima que nessa aproxi-

magcao as corregoes sao devidas apenas aos momentos de corrente .S;. No apéndice C mostramos
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que a férmula acima é equivalente a férmula (23) da referéncia [26]. O vetor €2 pode ser escrito

em termos de z, y e Z.Fazendo essa transformagao chegamos a um €2 da forma

21( 2z - 1 I
Q= Z St £(1,0), (4.35)

rl—l—l

onde as componentes de f(l,0) sao
f* = (I41)P(cos)sinb + P, (cosf) cosfsin,
Y =0, (4.36)
7 = (I+1)P(cosh)cosf — P/ (cos ) sin’ 0.

Para uma trajetoria circular usamos a coordenada radial corrigida para uma fonte que apresenta

termos de quadrupolo dada em [31] que, em termos do momento de quadrupolo de Thorne @,

fica
3@ cos 26
=y (1 o2 ) (4.37)
Usando essa equagao em (4.35) e expandindo em potencias de 1/ry até ordem de 1/75 chegamos
a
S 275Q 5M Ss
Q=— 0) — — 0) — 0 4.38
>0 - 222 (w0 - S5t . (4.38)
onde as componentes de g;(#), j=1,2,3, sdo
4 16
g =2f(1,0) go= gf(l,e) cos20 e g3 = Ef(?),@). (4.39)

Os vetores g; tem a propriedade (g7) = (g¥) = 0 e (g7) = 1, onde (g}) significa a média de
g3(0) em relagao a 6 no intervalo [0, 7]. Chamando

Tw 27Q O — MSg

A= —— I
%8 U 16Mr2 © QS

(4.40)
a média de 2 fica

(Q)=A [1 .y (1 - %)1 3 (4.41)

E interessante notar que no caso em que C' = 2/5 nao teremos corregao, apesar de o espago-

tempo ser deformado.



As corregoes multipolares 37

4.4 Comparacao com outros trabalhos

Devido ao fato de os momentos de corrente serem independentes dos momentos de massa,
para estimar a constante C' precisaremos de um modelo para a métrica do planeta Terra oblato.
Alguns autores, usando modelos diferentes, ja calcularam as contribui¢oes multipolares [25] e
[26], e nds usaremos esses modelos para calcular as corregoes a partir de nossa férmula (4.41).
Além disso, daremos uma nova estimativa baseado no modelo da métrica do planeta Terra

apresentado em [32].
e Modelo de Teyssandier [26]

Comparando a forma geral da métrica de Thorne com a obtida nesse trabalho obtemos

2M R?J, _4SR2I<:2

= — S:
Q 3 ) 3 5 )

onde usamos os valores Jo = (1082.64 £ 0.01) x 1075 e ky = 0.874 x 1073, nesse caso teremos

C =0,97, (4.42)

(Q) = A(1 + 1.42B)z2. (4.43)

Esse valor ¢ diferente do valor obtido em [26] porque usamos o angulo 6 em (4.35) em vez de
1 = m/2 — 6 como na referéncia citada. Portanto tomando a média em (4.38) encontramos um

valor diferente, mas equivalente.
e Modelo Adler-Silbergeit [25]

Neste caso a comparacao com a métrica de Thorne nos da para seu modelo B, onde

2M R J. 8wM R J.
Q=-—""2 g -T2 g (4.44)
3 35
Dai podemos calcular facilmente a constante C', e colocando esse valor em (4.41) obtemos

(Q)y =4 [1—3 (1—gMIR2” . (4.45)

Comparando esse resultado com a férmula (61) do trabalho deles, vemos que nosso terceiro

termo ¢ duas vezes maior. Usando M R?/I = 3.024 dado pelos autores obtemos
é
(Q) =A(1+1,59B)z. (4.46)

O valor deles é (Q) = A(1 +0,30B)z.
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e Modelo de Adler [32]

Nesse caso teremos

2M a? 4Sa?
_ — =" —0.72 4.4
Q 9 ) S3 25 ) C 0 7 ) ( 7)
entao
(0) = A(1 +0,80B)2 (4.48)

que, até onde sabemos, é uma nova estimativa.

E muito interessante estimar as correcoes no caso em que nossa geometria é dada por uma
solugao exata das equacoes de Einstein que tem momento de quadrupolo arbitrario, escolhemos
a solugao [33]. Seus primeiros momentos de multipolo de Geroch-Hansen diferentes de zero sao
dados por

My = k(1+a%)/(1—a?),
J = —2ak*(1+a?)/(1-a?)?,
My = —k[B+4a*(1+a®)(1—a?)7?, (4.49)
J3 = 4ak'[B+2a*(1+a®)(1—a®)7%)/(1 - a?),
onde M, J, sao multipolos de massa e corrente respectivamente e «, 3 and k sao parametros.

Com um pouco de manipulacao algébrica encontramos a seguinte relagao entre os momentos,

J
Js = M(QMQ — M5, (4.50)
onde M5e™ = —J2 /M ¢é o momento de quadrupolo da solu¢ao de Kerr. Como M tem limite

newtoniano nulo, em nossa aproximacao teremos

My
-

J3 (4.51)

Usando a correspondéncia entre os momentos de Geroch-Hansen e os de Thorne [28], obtemos

facilmente C' = 4/15 e entao a equagao (4.41) fica
H
(Q) = A(1 - 0,33B)%. (4.52)

Que difere bastante dos modelos anteriores.



Conclusao e Perspectivas

Fizemos um estudo completo sobre o movimento de uma particula classica com spin em
relatividade geral, a partir das equagoes de Papapetrou, com o objetivo principal de mostrar
que o spin da particula obedece a lei de transporte de Fermi-Walker e de que as equacoes de mo-
vimento sao uma consequéncia das equacoes de campo. Para analisar a influéncia que um corpo
central oblato induz na precessao de Lense-Thirring, revisamos também a teoria dos multipolos
relativisticos como apresentados por Thorne e por Geroch e Hansen. Conseguimos encontrar
uma férmula geral para a precessao de Lense-Thirring em termos da parte real e imaginaria
do potencial de Ernst que, em nosso conhecimento, nao tinha aparecido ainda na literatura.
A grande vantagem da férmula é que permite calcular a velocidade angular de precessao em
termos dos dois escalares fundamentais para um espaco-tempo estacionario e que esta livre
de aproximagoes. Usando uma aproximacao linear para a relatividade geral, escrevemos uma
formula geral em termos dos multipolos de Thorne para as corregoes multipolares até termos de
quadrupolo de massa e octupolo de momento angular. Usando essa férmula, geral reproduzimos
de uma maneira mais simples os resultados conhecidos sobre o assunto, e além disso incluimos
em nossa analise o caso em que o espaco-tempo é descrito por uma solugao exata das equagoes

de Einstein com quadrupolo arbitrario.
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A

Vetores de Killing

O movimento de uma particula num campo gravitacional é determinado pelo principio da
acao minima
ol = —m/ds =0, (A.1)

de acordo com o qual a trajetoria de uma particula assume valores extremos entre dois pontos

de sua trajetéria. A fim de encontrar geodésicas podemos usar equivalentemente a agao

I= /gabx'“ﬁcbds, (A.2)

consideremos agora uma transformacao da forma z% — z%+ a&%(z), com essa transformacao, a

métrica teria um acréscimo da forma 0gq, = gap £ € a variagao total da agao seria dada por
ol = oz/dv“x'b(ng)abds +0(a?), (A.3)
onde
(Leg)ab = Vabp + Vi&a- (A4)
Para uma acgao invariante para uma transformagao do tipo mostrado acima teremos
(Leg)ay = Va&p + V&, = 0. (A.5)

Um campo vetorial que satisfaca essa condicao é chamado de vetor de Killing e esta associado
a uma simetria da acao, e portanto a uma quantidade conservada. Denotando a velocidade de

uma particula que descreve uma geodésica por u®, vemos que

D(u®g, a
(Dsg ) — u vaubgb
= uaubvaﬁb + u“{bvaub
= 0, (A.6)
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o primeiro termo do lado direito é zero pela equacao de Killing e o segundo pela equagao da
geodésica, e portanto temos a carga conservada () = &,u®. Consideremos agora os vetores de

Killing como um elemento do espaco tangente entao escrevemos
¢ =, (A7)

e para qualquer campo vetorial £ podemos encontrar um sistema de coordenadas onde £ = 9/d«

onde o é uma coordenada. Em tal sistema de coordenadas a derivada de Lie fica

0

(Leg)ab = Doy Jab (A.8)

entao, se £ é um vetor de Killing, g, é independente de o. Agora deduzimos outra formula

importante, que relaciona um vetor de Killing com o tensor de Riemann. Temos por defini¢ao
VaViée = ViVabe = Rapea€”, (A.9)
usando a equagao de Killing na equagao acima escrevemos
VaVike + ViVeba = Raped€”, (A.10)

escrevendo as permutagcoes ciclicas dessa equagao combinando e usando a propriedade R‘[iabc] =

0, chegamos a
2V, Veba = (Rapea + Rocad + Reava)E™. (A.11)
Entao os vetores de Killing satisfazem
VaVile = Rapeal” (A.12)

e, como consequéncia importante das equagoes (A.5) e (A.12), tiramos que £* fica completa-

mente determinado dados os valores de £ e V,&, num ponto p. Para ver isso mais facilmente

multiplicamos a equagao (A.12) por u%u®, como u® é uma geodésica, chegamos a

D2§a
Ds?

+ Rapequ’ué? = 0, (A.13)
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que ¢ a equacgao para o desvio geodésico. Vemos que o valor dessa equacgao é determinado
fornecendo-se os valores de £* e D*/Ds num ponto p. Por outro lado multiplicando (A.5) por

u® obtemos

D
D_ib = Uavb&u <A14>

e entao precisamos apenas dos valores de £* e V& num dado ponto p.
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B

Transformacao conforme

Em algumas partes desse trabalho fizemos uso do conceito de transformagao conforme e
nesse apéndice apresentaremos as principais férmulas que foram usadas ao longo do texto. Se
denotamos ¢,, a métrica de uma variedade M entdo a métrica g ', é dita conformalmente

relacionada a g, se

/

Gop = L, (B.1)
onde Q = Q(z%) é um escalar. E a métrica inversa é dada por
g = Q24 (B.2)
Usando essas relacoes, encontramos que os simbolos de Christoffel estao relacionados por
I, = T% +C%, (B.3)
onde
b = —20%Veln Q4 g™V, In Q. (B.4)
Com essa relacao, vemos que o operador diferencial nos dois espacos se relacionam da forma

b1...by _ " rby...by bi b1...d...by _ d b1...by
VT c1...c; vaT c1...q + E :C adT c1...q C ac]-T c1...d...c;’ (B5)
i J

Agora podemos calcular a relagao entre os tensores de Riemann dos dois espagos-tempos, usando

a relagdo acima na defini¢do de tensor de Riemann 2V, Vyk. = R,;."kq encontramos

abc

R, 4 — R = 2VaC%, + 2C¢ 1, % (B.6)
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usando (B.4) na equagao acima encontramos

/

R,."=R

abc abc

4+ 20%,VyVeInQ — 29%9., Vy Ve In Q
+2(VeIn Q)(Sdb]vc n— 2(VgIn Q)gb]cgdfvf In
— 20097 (Vu D)V, InQ, (B.7)

contraindo nos indices b e d obtemos o tensor de Ricci

Ry = Rac + (n = 2)VoVeInQ + oo™ V¥V, In Q
— (0 —2)(VoInQ)(Ve) 4+ (1 — 2)gaeg™(VaIn Q) V. InQ, (B.8)

. ~ . / . .
e contraindo a equagao acima com g *“ obtemos o escalar de Ricci

R =R —-2(n—1)g*V,Veln Q — (n—2)(n — 1)g*(V,In Q)V.In Q). (B.9)



C

Formulas equivalentes

Nesse apéndice mostramos que nossa férmula (4.34) é equivalente a férmula (23) da refe-

réncia [26]. Usando a relagao

podemos escrever a equagao (4.34) em termos dos vetores 7 e Z,

— 21( 2l — 1 ! : :
Q= Z iz (1 +1)P,(cos )7 + cos O P, (cos 0)7 — P, (cos 6)z]. (C.2)
1=1

Usando a relagao

P, (cos@) = (I + 1)P(cos ) 4 cos O P, (cos ) (C.3)

nos colocamos (C.2) na forma,

2 2 - 1 ! : :
Q= Z del i2 [P, 1(cos )7 — Py (cosB)z], (C.4)
=1
ou como
S L =220+ D)N(S)S) . .
Q= ﬁ(?)cos@r—z%—z:: E [P, (cos @) — P, (cosf)z]). (C.5)
Identificando
(4 2)SKR!
St = 2020+ 1)1 (C.6)

obtemos a equagao (23) da referéncia [26].
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