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Resumo

Ultimamente, o interesse por sistemas mesoscépicos tem crescido bas-
tante, tanto pela existéncia de teorias refinadas, capazes de modelar tais sis-
temas, quanto pelos recentes avangos experimentais que tornaram possivel o
teste laboratorial das principais previsdes tedricas. Inicialmente, a motivagio
para se desenvolver a teoria de érbitas periddicas foi entender como os efei-
tos de ergodicidade e comportamento classicamente cadtico se manifestam a
nivel quantico. Nesse sentido, uma classe importante de sistemas estudados
foi a de bilhares quanticos, aplicados posteriormente na modelagem de siste-
mas mesoscOpicos. Essa dissertagdo tem duas partes principais: na primeira,
expomos o modelo de bilhares e como resolver a equagao de autovalores de
energia; na segunda, modelamos um gas mesoscopico magnetizado por um
bilhar quantico. Nessa ocasido, explicitamos a relagao entre as propriedades
termodinamicas do gis e as propriedades semicléssicas do bilhar. Também
sdo discutidas as principais caracteristicas da resposta do gas a aplicacao de
um campo magnético externo, bem como a relacio entre estas e a informacao
experimental disponivel.



Summary

During the last years, mesoscopic systems have been attracting much
interest in Theoretical Physics, due to the implementation of important theo-
ries in this field such as the semiclassical theory of periodic, classical, orbits.
The recent progresses in experimental techniques, in semiconductor mate-
rials, showed that the manipulation of real systems with as few trapped
electrons as some hundreds or thousands is feasible. But the theory of pe-
riodic orbits was proposed originally to explain how the effects of ergodicity
and classical chaos are detected in the quantum world, if they can be de-
tected. To this aim, quantum billiards were a class of important systems of
study, because they are simple and their classical dynamics may or may not
show chaos, depending on their properties. This dissertation will discuss ini-
tially the system of study: a quantum billiard in an external magnetic field,
and the numerical-analytic methods useful to calculate their eigenfunctions
and eigenenergies, mainly using Green’s Function techniques. The model
of a magnetized electron gas enclosed in such a billiard will be discussed in
the second part, where we will relate the main features of its magnetic sus-
ceptibility and the classical information: periodic orbits. Some important
properties of the magnetic susceptibility, theoretical and experimental, will
be explained at the end.



Introducao

Durante muito tempo, a Fisica de muitas particulas permaneceu res-
trita a dois dominios distantes entre si: o dominio de sistemas com pou-
cas particulas e o dominio de sistemas com muitas particulas. Do primeiro
dominio, existem exemplos classicos como a Mecanica Celeste € o problema
restrito de trés corpos de Poincaré, que chamou a atencdo para a imensa
riqueza de fenomenos que existe em sistemas nao-integraveis. O segundo
dominio € bem representado pelos modelos iniciais de matéria condensada,
em que o nimero de particulas envolvidas é algo tao grande quanto 1022
Entre esses dois dominios, a Fisica de sistemas mesoscépicos tem atraido in-
teresse crescente. Novos e inesperados fendomenos, intrinsecos a essa classe
de sistemnas, tém aparecido, como a descoberta do efeito Hall quantizado [1].
Paralelamente, foram desenvolvidas teorias que levam em conta o pequeno
numero de particulas envolvidas, tipicamente de algumas centenas a milhares
delas.

Os recentes progressos em caologia quantica e na chamada Fisica Se-
miclassica tém permitido o aparecimento de modelos capazes de descrever
propriedades de sistemas mesoscopicos. O desenvolvimento de técnicas de
quantizagio semicldssica com os trabalhos de Gutzwiller [2], Berry e Tabor
[3] e outros, permitiram o estudo das propriedades de sistemas em que o
numero de particulas confinadas nio é suficientemente grande para justifi-
car as aproximacOes usuais de matéria condensada, que ignoram efeitos de
superficie sobre as propriedades de volume, bulk properties.

Um dos modelos teéricos mais utilizados para o estudo de Caos Classi-
co e QQuantico é o de Bilhares, onde uma particula move-se livremente dentro
de uma regido plana delimitada por paredes rigidas, onde o potencial vai
a infinito. A dindmica classica desses sistemas é bastante simples: dentro
do bilhar o movimento é ao longo de retas, com reflexdes especulares na
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fronteira, de forma que a natureza do problema classico, cadtico ou regular,
depende exclusivamente da forma da fronteira. Se aplicamos a particula um
campo magnético constante na direcdo perpendicular ao plano do bilhar, a
diferenca que aparece € que as linhas retas sdo substituidas por arcos de
circulo [4]. Do ponto de vista cldssico pouco muda se o campo aplicado for
fraco. No entanto, para campos mais altos, passam a existir 6rbitas que nao
mais colidem com a fronteira, além de uma série complicada de bifurcagoes
que se desencadeia. O problema quantico, de calculo de autovalores, também
pode ser reduzido a uma integral na fronteira do bilhar usando-se a férmula
de Green.

Avancos recentes nas técnicas experimentais de litografia em hetero-
estruturas permitiram a fabricacao de estruturas bidimensionais confinantes,
com dimensdes da ordem de um micron ou menores [5]. Experimentalmente,
é possivel reduzir ao minimo os efeitos de interagio elétron-elétron e elétron-
rede, de forma que o regime seja realmente de elétrons balisticos em um sis-
tema "limpo”, livre de impurezas. Além disso, a espessura da estrutura pode
ser feita bem pequena, transformando o sistema em um gis quase bidimen-
sional € mesoscépico. Isso permitiu o teste laboratorial das teorias existentes
envolvendo bilhares e estimulou o surgimento de novas teorias capazes de
explicar o resultado dos experimentos realizados.

O experimento de Lévy ef al. consistiu na montagem de dois conjuntos
de quadrados de Ga-As. Cada quadrado continha um nidmero pequeno de
elétrons confinados (aproximadamente 2 x 10* na amostra S1 e 6 x 10* na
amostra 52). Com heteroestruturas suficientemente limpas de impurezas, o
livre caminho médio e o comprimento de coeréncia dos elétrons foi estimado
da ordem de dezenas de microns, bem maior que o lado do quadrado. Isso
permite considerar essencialmente balistico o movimento dos elétrons. As
dispersdes no tamanho (lado do quadrado) foram bastante grandes, estimadas
em cerca de 30% para a amostra S1 e 10% para a amostra 52, com a densidade
eletronica conhecida com razoavel precisao.

Originalmente, esse experimento teria se destinado a medir a sus-
ceptibilidade orbital, de Landau, mas a observa¢io experimental mostrou
um resultado diferente: a susceptibilidade medida a campo magnético nulo
mostrou-se paramagnética e maior que a de Landau por um fator da ordem
de ks L = 100 (ks: nimero de onda de Fermi, I: lado do quadrado). Aumen-
tando gradativamente o campo externo, esse valor decresceu em uma escala
de variacdo de campo correspondente a um quantum de fluxo magnético
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através de cada quadrado. Essa resposta magnética também se mostrou de-
pendente da temperatura, embora a susceptibilidade tenha diminuido pouco
para um acréscimo em kgT da ordem de varias vezes o espacamento médio
entre niveis.

Embora ja houvesse estudos envolvendo a susceptibilidade em um
sistema isolado [6], nada semelhante havia envolvendo ensembles de siste-
mas. A resposta magnética elevada em campo nulo era um fenémeno inespe-
rado, mas podia ser explicado teoricamente, por Termodinamica de primeiros
principios. Trabalhos posteriores [7, 8] esclareceram pontos cruciais do expe-
rimento.

Nesse contexto, o nosso trabalho contribui com a proposta de umn
método para a resolugdo de bilhares quanticos. Veremos que esse método tem
se mostrado util para se calcular o espectro de autoenergias de uma particula
presa em um bilhar [9]. De fato, existem muitos métodos numéricos eficientes
para bilhares sem campo magnético [10, 11, 3, 12], mas nem todos funcionam
tao bem em um bilhar magnetizado. Métodos baseados em funcées de Green
ja existem ha bastante tempo. De fato, fun¢ées de Green apareceram exata-
mente como um auxilio na solugao dos problemas de potencial eletrostatico.
A importancia delas como ferramenta matematica reside na extrema sim-
plicidade com que resolvem problemas de equacdes diferenciais parciais com
condigdes de contorno conhecidas [13, 14, 15]. A importancia de se resolver
bilhares quanticos é que podemos entio testar diretamente a validade das
teorias semiclassicas,

O teste numérico desse método foi feito em um bilhar de fronteira
eliptica. Essa escolha néo foi casual: o bilhar de fronteira eliptica é integravel
na auséncia de campo magnético (ou seja, o nimero de constantes de movi-
mento é igual ao nimero de graus de liberdade, dois). A introdugdo de um
campo magnético externo quebra a integrabilidade original. Em comparacao,
um bilhar de fronteira circular € integravel em campo nulo e permanece assim
mesmo para qualquer valor de campo magnético.

O mesmo tipo de bilhar serd usado em seguida para estudar as pro-
priedades magnéticas de um gas de particulas ndo interagentes aprisionadas
no bilhar. Em outras palavras, o sistema de estudo serd um gas bidimen-
sional de elétrons nao-interagentes. Estaremos interessados principalmente
em verificar como se comporta a susceptibilidade magnética do gés quando
sao alterados parametros como temperatura, intensidade do campo externo
e niimero de particulas dentro do bilhar.
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Nessa tltima etapa do trabalho, procuraremos conectar os nossos re-
sultados com as previsdes tedricas [8] e os resultados experimentais existentes
[5]. O tratamento de dérbitas periddicas, bastante itil quando se procura in-
formacgao semiclassica do problema, serd usado nessa etapa.

Esta dissertacdo esta dividida em cinco capitulos. Inicialmente, fare-
mos uma breve exposicao das principais propriedades de func¢des de Green.
Essa exposicdo nao pretende estabelecer novas idéias € nem servir como
um compéndio completo sobre o assunto, mas introduzira alguns elementos
basicos que serdo retomados nos capitulos seguintes. No capitulo 2, intro-
duziremos o método de integracao de fronteira, com algumas aplicagdes em
bilhares de geometria simples. Uma aplicacdo ndo-trivial desse método é no
bilhar eliptico em campo magnético. No capitulo 3, exporemos um resumo
da termodinamica envolvida no gas bidimensional, com alguns comentarios
sobre o modelo de Landau. O capitulo 4 é dedicado a anélise semiclassica do
sistema de estudo, estabelecendo a ligacio entre a susceptibilidade magnética
do gas e as 6rbitas periédicas do problema classico associado. A densidade
oscilatéria de niveis, semiclassica, servird como ponte entre esses dois ele-
mentos. O capitulo 5 é dedicado aos resultados numéricos do gés de elétrons,
confrontados com a informacdo experimental disponivel. Ao final, expo-
remos algumas conclusdes e comentarios. Para tornar menos cansativa a
leitura dessa dissertacdo, alguns detalhes matemadticos foram separados em
apéndices.
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Capitulo 1

Funcoes de Green

Nesse capitulo, discutiremos as propriedades e possiveis métodos de
se obter a funcao de Green, G. Esse material é apresentado de forma bas-
tante introdutoria, sem pretensdo de acrescentar novidades em um tema ja
tao esmiugado. Nosso interesse é citar alguns aspectos da teoria, que serio
importantes nos capitulos 2 e 3. Para os que se interessarem por discussoes
mais profundas, sugerimos fontes especializadas [13, 14].

A introducio de uma func¢ao de Green aparece naturalmente quando,
dado o operador Hamiltoniano de uma particula, desejamos obter informa-
¢Oes sobre autovalores e autofungdes de energia do sistema. Dados um estado
inicial [r') e um estado final |r), definimos o propagador, ou fungio de pro-
pagacao, como

0 t<0.

A fungio de Green é definida agora como a transformada de Fourier de K:

K(e.r's) :{ (r|e =R ) | t>0 (L.1)

" _ i o0 rgy B
G(r,v; E) = m/o K(r,v';t)e'Fdt | (1.2)

Como o nosso interesse sao sistemas quanticos com analogo classico
(em especial bilhares), ndo vamos incluir termos dependentes de spin no
Hamiltoniano. Caso houvesse tais termos, o propagador e a funcéo de Green
deveriam depender de indices discretos de spin, além dos indices de posigao
rer'.
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Em termos de autoenergias E,, e autofungdes correspondentes, obtém-
se uma expressao alternativa:

r!
G(I‘, r’; E n]iI(l)’h z ‘ETI:(";;?")" (13)
onde o pardmetro ¢ introduzido para forgar a convergéncia da integral (1.2)
no limite superior. Como esse parametro tem implicagdes mais profundas,
voltaremos a discuti-lo posteriormente. A equagdo (1.3) também pode ser
uma definicdo alternativa para G, pois é anédloga a (1.2). Uma terceira de-
fini¢ao, mais usual, é a partir do par de equagdes diferenciais:

|

onde H *(r) € o complexo conjugado do operador Hamiltoniano. Em sistemas
com simetria de inversio temporal, ndo h4 diferenca entre H e H*. As
condicbes de contorno para essas equagdes s30 as mesmas das autofungdes.
Para potenciais suaves, G deve ser limitada quando |r — Y| — oo. Para
potenciais do tipo barreira-infinita (bilhares e sistemas finitos), G deve ser
nula para pontos r ou r’ inacessiveis & particula. As eq. (1.4) evidenciam
uma caracteristica fundamental dessa fungéo: ela atua como uma funcao
"inversa” ao operador (E — H ), se interpretarmos essas equagdes como o
produto de dois operadores resultando no operador identidade. De fato, a
eq. (1.3) pode ser escrita na forma simbdlica:

E — ﬁ(r)] G(r,r; E) = é(r — 1)

E — B(¢")| G(r,v'; B) = 8(x — ' (1.4)

1
G(r,v'; E) = {r|———=|r"} ,
(5,5 B) = (r| =)

o que sugere a definigio de um operador G = TE%H‘_’ cuja representagdo em
posicao € a prépria funcao de Green. Essa interpretacio é bastante util em
problemas de espalhamento [16], mas exige algumas sutilezas operacionais.

1.1 Propriedades da funcao de Green

Algumas propriedades especiais podem ser extraidas das defini¢oes
anteriores:

15



Causalidade (o problema de  — 071)

Partindo da eq. (1.3), podemos calcular a anti-transformada de Fou-
rier de G,

T [ . —iBT
%LWG(r,r,E)e n dE .
Note que a existéncia do 1 € essencial para dar sentido a anti-trans-
formada. N&o fosse ele, o integrando seria singular na regido de integragio.
Escolhendo um caminho apropriado no plano complexo, o resultado dessa
integragdo é: para T < 0, a anti-transformada é nula; e para T > 0, ela
é idéntica ao propagador (rle__"?{gﬂr’). A conclusdo é que essa fungao de
Green pode ser usada igualmente para definir o propagador através de sua
anti-transformada. O principio de causalidade ja esta embutido em G.
Vamos prosseguir definindo a funcgao G..:

ny e N @nlr)e s (1)
G, vy E) = nlil(l)l_ Py g

?

que difere de G apenas pelo sinal de . A anti-transformada de G_ é calculada
de forma analoga, mas o resultado é oposto: para 7' > 0, a anti-transformada
é nula e, para T' < 0, ela é igual a (r|eLfT |r}. Nesse caso, o propagador
associado a G_ é um propagador de tempo negativo, pois relaciona o estado
do sistema em um instante ¢ = 0 com o estado do sistema num instante
anterior. Na literatura, G e G_ costumam ser chamadas respectivamente de
fungdes de Green avangada e retardada [17).

Em alguns problemas de Mecanica Quantica, como por exemplo es-
palhamento quantico, a fun¢do de Green retardada é 1itil. Nessa dissertacio,
nos referiremos quase sempre a G como funcao de Green. Uma terceira
fun¢ao de Green ainda pode ser definida:

o~ Pa(r)e5(r)
E-E, '

Embora essa funcao satisfaca as mesmas equacdes diferenciais que
as anteriores, ela ndo tem informacdo de causalidade, ¢ nio admite anti-
transformada (a menos que, por exemplo, a integral seja entendida como o
valor principal no sentido de Cauchy). Ocasionalmente, é preciso levar em
consideracéo a causalidade, e entdo é importante distinguir essas fungdes de
Green.

n=0
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Pdlos e Residuos

Ainda partindo da eq. (1.3), vemos que a fungio de Green apresenta
pdlos simples um pouco abaixo dos autovalores E,. O residuo em cada
pélo dé informacio parcial sobre os autoestados ¢,(r) . Se o interesse for
apenas obter autovalores e autofuncdes de energia, podemos recorrer tanto
a G quanto a G_. A posi¢do dos podlos, acima ou abaixo do eixo real, é
essencialmente dispensavel.

Simetria de inversao temporal

O problema de simetria por inversdo temporal (ou melhor: simetria
por inversio de movimento) em Mecanica Quantica foi analisado pela pri-
meira vez por FE. G. Wigner na década de 1930. Um resultado bastante
importante de sua teoria é que sistemas com simetria de inversido temporal
tém Hamiltoniano real. Além disso, autofuncdes correspondentes a niveis
de energia ndo-degenerados sempre podem ser escolhidas com fase nula. A
manifestacao dessa simetria na funcdo de Green pode ser buscada nas suas
equagoes diferenciais (1.4). Se H (r) for real, entdo as equagdes em r e r' séo
identicas. Existe simetria pela troca entre o ponto inicial e o ponto final. Um
exemplo trivial é o de uma particula se movendo livremente no plano. Nesse
caso, o Hamiltoniano é b= 223 e a funcéo de Green é:

—f
2h?
onde k = vV2E/h e H((,l)(:c) é a fungdo de Hankel de primeiro tipo.

Sem simetria de inversao temporal, os indices r e r’ ndo podem ser

permutados. A propriedade de permutacdo é um pouco mais restritiva que
antes:

Go(r,v; E) = (ke — ') (1.5)

G(r,r'; E) = G*(r',r; E) . (1.6)

Um exemplo simples é o de Hamiltoniano de campo magnético (par-
ticula de carga ¢ se movendo no plano sob agio de um campo magnético B
uniforme e perpendicular ao plano):

1Se o nivel n for ndo-degenerado e se houver simetria por inversio temporal, entio o
residuo calculado em r = »' pode determinar completamente os autoestados
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I;’(r) = l {—zhv —
2

Para manter inalterada a dindmica da particula, sabemos que inverséo
temporal deve ser seguida de inversio no sentido do campo magnético ou in-
versao no sinal da carga. Ambas as operagdes envolvern mudanca de sinal
no segundo termo do operador (1.7). Eo que basta para retornar ao Hamil-
toniano original. Veremos que, de fato, a funcéo de Green correspondente a

esse Hamiltoniano obedece a propriedade de permutacido (1.6).

(1.7)

B><r2
5 .

1.2 Como obter a funcao de Green

Em geral, obter a fungio de Green para um dado Hamiltoniano nao é
tarefa facil, exceto para alguns casos triviais. Em geral, algum tipo de apro-
ximagao é feito para obté-la. O método de Gutzwiller para obter a funcao de
Green no limite semicldssico tornou-se famoso pela utilidade e elegancia [2].
O ponto de partida desse método é a formulacio de Feynman de integrais
de trajetoria [18]. No limite semicléssico, em que h é menor que as agbes
tipicas do sistema, as trajetérias que mais contribuem para o propagador
sao realmente as trajetérias clissicas que partem de r’ e chegam em r no
intervalo ¢ (aqui, trajetdrias classicas sdo trajetérias que minimizam a agéo).
Para a fungéo de Green, as trajetorias classicas importantes sao aquelas com
energia fixa F. A forca desse método é relacionar quantidades essencialmente
quanticas, como o propagador e a funcao de Green, com parametros de tra-
jetérias classicas (acgho, indice de Maslov etc.). Uma dificulade do método
é que, a principio, todas as trajetérias classicas devem ser levadas em con-
sideracao. Isso nem sempre é possivel, embora a contribuicao de algumas
familias especificas de 6rbitas seja dominante em certos casos.

Para um calculo essencialmente quantico, existem dois caminhos prin-
cipais para se obter G: através do propagador, eq. (1.2), ou através das
equagoes diferenciais {1.4). O exemplo mais simples, j4 citado, de funcéo
de Green é a de particula livre no plano (1.5). Essa fungio pode ser obtida
tanto pelo propagador [18] quanto resolvendo diretamente as equacdes dife-
renciais. Um outro caso simples é o do oscilador harmonico bidimensional,
com Hamiltoniano H,s = :gi‘lvz + % (2? + y?). Novamente, o propagador
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é conhecido e a funcao de Green pode ser obtida por integracao no plano
complexo [19].

Um terceiro caso, um pouco mais elaborado, é o de um Hamiltoniano
de dois graus de liberdade com campo magnético uniforme e perpendicular
ao plano(1.7). Esse Hamiltoniano pode ser reescrito nessa forma:

. —h? ih

B2
_ 2 . 2 2
H_—2 v —I——2B r><V+—8 (z° +y%),

bem semelhante ac de oscilador harmodnico bidimensional com excegdo do
segundo termo, que representa acoplamento entre campo magnético B e o
momento angular L = —iAir x V. O propagador para esse Hamiltoniano pode
servir como ponto de partida para a fungao de Green [19], que denotaremos
por g para diferenciar da Gy anterior. Por outro lado, a mesma fungao
pode ser obtida por solu¢ao direta da equacdo diferencial. O procedimento
padrdo para obter essa solugao é:

1. Para aproveitar a simetria do potencial vetor, o sistema de coordenadas
ideal é o de coordenadas polares r = (r,8), r' = (r',8'). As fungdes 6 e
(g sdo expandidas em série de Fourier, § = 33, 16(r — r')e®-%), Gp =
Y Gi(r,7)e*=%). Essa expansiio resolve a parte angular e obtém-se
um conjunto de equagdes ordinarias desacopladas para Gi(r,r').

2. A parte radial é resolvida da forma usual por Teoria de Sturm-Liouville
[14]. As condi¢des de contorno sdo: Gi(r,r’) finita e continua em r = 7/
er = 0, derivada descontinuaem r = r' (devido a funcéo é) e Gy(r, ") =
0 para r — oo.

Nesse caso especifico, a solugao da equacgao radial se relaciona com
uma classe de fungdes especiais chamadas fun¢des hipergeométricas conflu-
entes ou fungées de Kummer, ®(a,c;z) e ¥(a,¢;z). Existe uma literatura
bastante concisa sobre as propriedades de tais fungdes especiais, e elas pare-
cem ter atraido o interesse de muitos matematicos durante algumas décadas
atras [20, 21]. Em termos dessas fung¢des, podemos obter a expressao:

INCN) wr’
G YWE) = — ol v [ ;== - .
B(I‘,I‘ ' ) ZI_—oo 2W52F(|l| n 1) (ah ! | + 1: A (1 8)
w,r.2 wrr' il _w P24p2y o
@ (ol +1, 55 ) (£0) e,
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onde definimos:
w = |B}/2
E+ig || —Isign(B) +1
2hw + 2 '
As varidveis - e r¢ sio definidas da forma usual: rs é 0 maximo entre {r, '}
e < € o minimo entre {r,r'}.

Essa solucdo mascara o papel da simetria de transla¢ao no problema.
Apesar de nio haver nenhum ponto dinamicamente privilegiado no plano,
pois o campo magnético é totalmente uniforme, a introdugio de um potencial
vetor quebra essa simetria no Hamiltoniano. O resultado é que a funcao de
Green livre ndo depende apenas da posicao relativa r — r’. No apéndice A,
apresentamos um meétodo alternativo de solucio, onde fica mais explicita a
dependéncia nos vetores r e r’. Nele, encontramos a seguinte expressao:

ap = —

Gp(r,v'; E) = eFB"Tg(Ir —r'|; E) (1.9)
com
e 1 1 E + zn _ I+ m 9
J(BE) = “oriE (5~ Je ( TS hR ). (1.10)

Nessa forma, estao explicitadas as seguintes caracteristicas:

1. A simetria por permutagao de indices de posigao (1.6) estd evidente na
fase 5;zB -r’' x r. Essa fase também ¢é a tnica que guarda informacao
sobre o sentido do campo magnético (¢ ndo muda se B for trocado por

_B).

2. O infinitésimo n garante causalidade na fungdo. De fato,  pode ser
feito nulo para uma grande maioria de casos (em calculos numeéricos,
sempre admitimos = 0), e vamos preserva-lo apenas quando ele for
importante. A funcao de Green retardada também é dada por (1.9), a
menos do sinal de #: negativo em lugar de positivo.

3. Devido ao comportamento singular da fun¢do ¥ na origem [20], a
fun¢do de Green diverge logaritmicamente para r — r':

20



1 V2E
Gp(r,v'; E) ~ WIH(TT) .
Esse comportamento também existe na fungéo (1.5) e é um efeito do
termo nao-homogéneo na equacgao diferencial.

. Se o campo magnético for desligado, essa fungio se reduz a (1.5), o que
assegura a consisténcia entre ambas as func¢des. Para mostrar isso, usa-
mos as propriedades de limite assintdtico das fungbes hipergeométricas

quando Z3 — coeti0 (valor absoluto infinitamente grande, fase posi-

tiva e muito pequena). E curioso que o sinal de  desempenhe papel

importante nesse limite. O calculo do limite estd indicado no apéndice
A.

. A equivaléncia entre as expressdes (1.8) e (1.9) pode ser verificada no
caso especial de v = 0. Na primeira equag¢ao, a soma ¢é reduzida ao
termo { = 0, o tinico em que ®(a,c; z = 0) ndo é nulo:

1

w w
—ﬁr(ao)e'wz‘l’(ao, 1; #‘2)

que é idéntica a (1.9), com fase nula. A equivaléncia entre essas
equagoes também fornece uma regra de adic¢ao especial entre fungdes
hipergeomeétricas.

. Essa funcio de Green tem pblos sobre o plano de energia, localizados
em todos os pontos onde o argumento da funcao [' torna-se inteiro
nao-positivo. Isso significa que uma particula no plano sujeita apenas
a acdo do campo magnético tem espectro de energias discreto. As
energias permitidas para essa particula sdo dadas pela regra:

1
B, = 2hw (n—l—§) n=012,..
Por motivos histéricos, chama-se os niveis E,, de niveis de Landau [22].
Os niveis de Landau tém a propriedade de serem igualmente espacados

em energia, como os niveis de um oscilador unidimensional, e degene-
rados (i.e., cada nivel £, admite infinitos autoestados).
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Capitulo 2

O método de integracao de
fronteira

No capitulo anterior, temos discutido a funcéo de Green como um ob-
jeto capaz de armazenar a informacio de antovalores e autofungdes de energia
do sistema. Aqui, vamos ver como obter autofuncdes e autovalores para o
caso especifico de bilhares. Na secdo 2.1, apresentaremos o sistema de es-
tudo. A seguir, duas secdes sao dedicadas para a fundamentacio do método,
junto com alguns exemplos. Propomos também um método alternativo que,
embora se baseie também em integragoes de fronteira, é bem mais simples e
intuitivo e nao usa diretamente fun¢oes de Green. Esse "método melhorado”
estd exposto na secdo 2.4. Nas segdes 2.4 e 2.5, aplicaremos esse segundo
método para o caso de nosso interesse: o bilhar eliptico.

2.1 O que sao bilhares

Um dos grandes desafios na area de caos classico e quantico tem sido
procurar vestigios de dindmica classica cadtica a nivel quantico. Nessa li-
nha, bilhares sdo usados como sistemas-modelo para estudar paralelamente
as din&micas classica e quantica porque sao sistemas que podem apresen-
tar tanto integrabilidade quanto nao-integrabilidade. A comparacdo entre
a solucido quéantica de bilhares integriveis e caéticos é factivel entdo. Além
disso, esses sistemas tém apenas dois graus de liberdade, que é o menor
numero de graus de liberdade onde j& é possivel ter movimento caético.
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Do ponto de vista clssico, modelos basicos de bilhares sdo bastante
simples: uma particula move-se livremente dentro de uma regiao plana de-
limitada por paredes rigidas, onde o potencial vai a infinito. Dentro do
bilhar, o movimento é ao longo de retas, com reflexdes especulares na fron-
teira, de forma que a natureza do problema, cadtico ou regular, depende
exclusivamente da forma da fronteira. Designaremos essa fronteira por B.
Sob influéncia dos recentes avangos tedricos e experimentais em sistemas
mesoscopicos [5, 8], uma classe de bilhares tornou-se bastante importante:
os bilhares em campo magnético. A implementacao desses sistemas é feita
adicionando-se um campo magnético uniforme e ortogonal ao plano do bilhar.
A grande diferenga do ponto de vista classico é que as trajetorias passam a
ser arcos de circunferéncia, com raio inversamente proporcional a intensidade
do campo. Agora, o efeito combinado do campo e da fronteira modificam
a descricao classica. Nesses bilhares, o problema quantico ainda é resolver
a equacio de autovalores Hp = E, ¢, com condicdo de contorno de parede

rigida,

o (F)lpes = 0. (2.1)

Como vimos, a funcao de Green pode resolver esse problema mas, em geral, o
) R RN -
célculo dessa fung¢io nio é trivial devido & forma das condi¢oes de contorno,

G(r,r'; E)|{res ou r'eB} — 0

Por outro lado, as equagdes diferenciais de G (1.4) podem ser resol-
vidas para condi¢oes de contorno mais simples. Na auséncia de fronteira, ja
conhecemos a fungio de Green: ela é dada pela eq. (1.5) sem campo, ou pelas
eq. (1.8, 1.9), com campo magnético de intensidade B. Podemos relacionar
@ com alguma funcio de Green usando o fato de elas satisfazerem equagdes
diferenciais semelhantes. A funcéo de Green que escolhemos para trabalhar
é a mais simples de todas: a funcdo de Green livre. Todavia, o método é
geral, e permite a escolha de qualquer fungdo que satisfaca as equacdes de
Green. '
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2.2 Transformando uma equagao diferencial
em integral

Os autovalores e autofungtes podem ser obtidos via integracdo na
fronteira do produto ¢G. Vamos obter esse resultado no caso especial de
uma particula em campo magnético descrito por um potencial vetor A(r).
A equagdo de autovalores para p(r’) é

2 ' 2

_h . B A
V% +ihA - Vi + %(v' - A)p+ 50 = B (2.2)

onde assume-se que E seja uma energia permitida para a particula. A
equagdo diferencial de G(r,r'; E) em r' é:

—h? 37

VG - itA - VG - 32-(v' A)G+-—G EG—§(r—1), (2.3)
Vamos multiplicar os termos de (2.2) a esquerda por G e os termos

de (2.3) a esquerda por . Subtraindo membro a membro as equagdes que

surgemn, o que sobra apos os cancelamentos é:

R .

5 [pV"2G — GV' 20| +ih[GA - V' + oA - V'G + pG(V' - A)] = §(r —1')p

que pode ser reescrita como:

2
%V' [pV'G — GV'@] + iV’ - [GpA] = §(r — ')p(r) ,
usando a identidade de Green e alguma manipulacio de derivadas espaciais.
Se escolhermos agora um ponto fixo r’ dentro do bilhar e integrarmos os dois
membros da equagao em todo o interior do bithar, a integral & direita torna-
se idéntica a (r'). A esquerda, podemos usar uma versio bidimensional do
teorema de divergéncia,

V-(a:)dS:fﬁ(*)-ndl,

onde n é o versor normal & curva B, direcionado para fora do bilhar. O
resultado é:

ntB
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h* a A2 o

L paGdr — edl' + i [ Go(A m)all =

o ioar = o, G n =t
A condigdo de contorno das autofungées forga que a primeira e a terceira
integrais sejam nulas, o que resulta na relagio:

/ G- an,c,o dl (2.4)

Se o interesse € obter apenas autoenergias, podemos simplificar ainda
mais essa equacao. Para isso, escolhemos r infinitamente proximo da fron-
teira, mas dentro do bilhar. Nesse limite, o lado esquerdo se anula e a
condicao de quantizacdo de bilhares se expressa como:

9
[ 6wl =0, (2.5)

que deve ser satisfeita para todo ponto r na fronteira(r aparece como argu-
mento na fungio de Green). Aqui, chamamos aten¢do para a necessidade de
uma escolha apropriada para G: essa fungao nao pode ter pdlos nos niveis
de energia do bilhar em estudo, caso contririo a eq. (2.5) nao tem sentido.
De fato, a funcao de Green livre nédo tem pélos no eixo real de energia [9].

E importante citar também que o mesmo procedimento pode ser re-
petido para problemas mais gerais. Se o Hamiltoniano for da forma:

N .
H:§[P—A]2+V

onde o potencial V é independente de momento linear, entdo as mesmas inte-
grais de fronteira sdo obedecidas pelas autofun¢des. Evidentemente, a fungio
de Green usada deve satisfazer a equagao diferencial com esse Hamiltoniano.

Para efetivamente encontrar os autovalores de energia, podemos pa-
rametrizar a fronteira por uma coordenada s, de periodo 27. e calcular a
integral de fronteira. A funcéo desconhecida 8%-(,0 e a fungdo (7 s30 expandidas
em série de Fourier ao longo da fronteira:

{ G(x(s),r'(s); E) = 5 p Geee=t'
Zpl(E) = T e
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e a (2.5) se transforma em:

> Gy fue® =0,

i

que s é verdadeira para todo valor de s se a matriz de coeficientes Gy tiver
determinante nulo,

det {Gur} =0 . (26)

Esse determinante pode ser visto como uma funcgido de energia, cujos
zeros coincidem com as autoenergias do bilhar (a energia aparece através
da fungdo de Green). Para obter a autofungdo correspondente a um certo
autovalor E, retrocedemos até a integral (2.4). Nela, a expansio de Fou-
rier de 5%730 j& pode ser calculada resolvendo o sistema de equagdes lineares
Y Gue fi = 0.

A primeira vista, pode parecer que as integrais de fronteira nas equa-
¢oes (2.4) e (2.5) sao tao complicadas quanto a equagdo de autovalores origi-
nal. Porém, essas integrais efetivamente reduzem o problema de autovalores
em duas dimensoes para um problema de equagao integral em uma dimensao.
Computacionalmente, essa reducao pode ser significativa.

Na derivacao apresentada, supomos a priori que o bilhar é compacto
e com fronteira suave. Isso significa que nao existem "buracos” dentro do
bilhar, e a derivada normal sobre a fronteira esta sempre bem definida. Um
caso importante de bilhar que nao obedece essas condiges € o bilhar de Sinai:
um circulo inscrito em um quadrado, de forma que a regido permitida para
a particula estd limitada por essas duas figuras. Ele nao é compacto devido
a presenca do circulo interno, e nem de fronteira suave, pois a normal no
esta bem definida nos cantos do quadrado.

Para bilhares ndo compactos, a generalizacido € imediata: a integral
na fronteira passa a ser feita sobre todas as curvas que limitam o bilhar, com
a derivada normal sempre apontando para fora do bilhar. Exemplificaremos
como sao feitas essas integrais no caso do bilhar anel concéntrico. Para
fronteira nao-suave, é preciso tratar convenientemente os pontos singulares da
fronteira, onde a normal n2o estd bem definida. Existem resultados analiticos
que permitem a inclusido de singularidades na integral de fronteira [10].

As integrais de fronteira apareceram pela primeira vez na teoria de
equagdes de Helmholtz [15, 13]. A sua generalizacio para outras classes de
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equacoes diferenciais ¢, como mostramos, bastante simples. Uma impor-
tante aplicacio das equacdes de fronteira, desta vez para problemas abertos,
é em magneto-condutancia em bilhares abertos. Nesse caso, a condigao de
contorno nas autofungoes é ligeiramente modificada: existem duas "abertu-
ras” na fronteira B, onde as autofunc¢oes se comportam como ondas planas,
incidente-refletida numa abertura e transmitida na outra. Devido & presenca
das aberturas, aparecem alguns termos adicionais nas integrais de fronteira,
mas ainda é possivel obter coeficientes de transmissao. Ese tipo de modelo
tem sido bastante investigado, com interessantes resultados teéricos [23, 19].

2.3 Dois casos simples: o bilhar circular e o
bilhar anel concéntrico

Vamos exemplificar o método de integracao de fronteira para o caso
simples do bilhar circular. Nesse bilhar, a fronteira é um circulo de raio
R. Para simplificar a notagdo, desejamos usar unidades naturais, » = 1. A
funcio de Green conveniente é a da eq. (1.8), e o dngulo ¢ serve muito bem
como parametro da fronteira. Comegamos por extrair os coeficientes Gyp:

_ 1 . Y —il0 il'0!
G = s / /B G(x(6), r(8); E)e el dpder
que sao idénticos a:

NG, whR? . whR?
G = — 5ol U (wag;m + 1 4B @ (o, 1] + 15 4)
G"TiR (\/%R)M(S”r

Como a matriz {Gy} é diagonal, os zeros do seu determinante sio
obtidos analiticamente: sempre que algum Gy for nulo (ou seja, sempre que
® ou ¥ for nula), o determinante é nulo, € a Gnica constante f nao nula é f;.
A expressdo das autofungdes é:

R

e as energias sdo obtidas impondo que ® (ay, |!| + 1;wR2/h) = 0
Podemos distinguir daqui exatamente a solugao natural do bilhar cir-
cular: a expressao acima é exatamente a que se obtém por separagao de

2 .
w(r) = (const.)® (oq, 1| + 1; ﬂ) e~ (\/%r)“le‘w . (2.7)
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varidveis na equagdo de’ autovalores primordial (fun¢des ¥ devem ser igno-
radas pois elas sdo singulares em r = 0). Em r = R, a funcio ® se anula, e
portanto essa solucio também satisfaz a condi¢io de contorno. No esquema
do método de fronteira, os zeros das funcdes ¥ sio solugdes inconvenien-
tes pois resultam em autofuncdes identicamente nulas. A presenca dessas
solugoes falsas nos ensina mais sobre o método: embora todas as autoe-
nergias satisfacam a condig¢do determinantal (2.6), nem todas as raizes do
determinante sio garantidamente autoenergias. De fato, algumas solucdes
da equacdo integral (2.5) podem corresponder a autofuncdes nulas.

O bilhar anel concéntrico ndo é tio trivial como o bilhar circular, pois
a fronteira é composta de dois circulos disjuntos, Sy de raio B < 1, e S
de raio unitario. A integracdo deve ser feita nas duas curvas. Seguindo o
procedimento do exemplo anterior, a forma ideal de G é (1.8). Expandimos
as autofungdes em série de Fourier no angulo 8:

(Fetnn = —w e
ae(1,0) = 5y Bie® .

Inicialmente, impomos que a integral se anula quando r est4 sobre a
fronteira interna, r = (R, 8):

/a 9 pGdl’

0= 51 an’

_I_
reds)

/8 2 scar

s, On'

reds;

que resulta em:

0= irgidy {—A(on Il +1,%2) + B (a, I +1,%)} -
Doy, 1] + 1, 2B )eile |

Essa equacéo implica que a expressio entre colchetes é nula para todo
l. Parar = (1,8), na fronteira exterior, obtemos de forma similar:

Rz
A(@(a[, |l| + 1, wT) — Bg@(a;, |l| + 1,%

Resolvendo o par de equacdes homogéneas para A; e B;, encontramos
a condi¢ao de quantizacao:

)=0.

‘D(ah |l| + 11 %)
U(ay, [I| +1, 42)

(o, I +1,%) — Yol +1,7)=0.  (28)
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Mais uma vez, essa solugao é consistente com a solugdo direta do pro-
blema de autovalores. Resolvemos a equagao de Schrodinger com o Ansatz:

o(r,8) = ¥ [(const.)tl)(ah Hl+ 1, %) + (const.)W(ay, |I| + 1, %)]
% (\/%r) t i

e as condigdes de contorno sdo p(R,0) = 0,¢(1,8) = 0. Essas autofun¢oes
estao naturalmente associadas as do circulo: no limite R — 0, as autoenergias
dadas por (2.8) automaticamente se reduzem as de (2.7). Como as fungdes
¥ s3o singulares na origem, a unica forma de garantir a eq. (2.8) é impondo
® = 0em r = 1. Isso € razoavel j4 que os dois bilhares coincidem com a

escolha R = 0.

2.4 O problema especifico: o bilhar eliptico

Na secao anterior, vimos que o método de fronteira é bem sucedido
para resolver dois bilhares de {ronteiras simples. Um fato interessante é que
o resultado obtido, para ambos os bilhares, poderia ser encontrado partindo
de uma expansdo a priori em uma certa base de autofuncées. Tendo isso
em mente, podemos propor que, para um bilhar compacto de fronteira R()
(supomos que a fronteira possa ser bem escrita em coordenadas polares),
qualquer autofuncao de energia possa ser escrita na forma:

121 2
o(r,0) = 3 Crie 5 (\/%) B, 1] +1, )¢
1

onde admitimos que o conjunto de autofungdes livres acima forma uma base
do espago. As constantes C} sao simples incdgnitas, coeficientes da expansio.
As constantes A; sao parametros ajustaveis, que podem ser interpretadas
como constantes de normalizagdo para a base proposta. Como o bilhar ¢
compacto, funcdes hipergeométricas ¥ devem ser ignoradas pois elas sio
singulares na origem. A partir dessa expansio, impomos agora que integrais
do tipo

—il'
/B w(r,0)e ""do
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sejam nulas para todo valor de ¥, pois ¢ é nula na fronteira. Essa imposi¢ao
resulta em um sistemna, homogéneo, de equagdes lineares nas constantes Cj.
A solucao natural para esse sistema é:

det{Fnr} =10 , (29)

onde

1 ,
Fip = A, (,/ R) T (a1,|l|+1 R) i0-104p . (2.10)
0{ R=R(8)} h

A eq. (2.9) pode ser obtida também a partir de um esquema seme-
lhante ao da secdo 2.2. Para ver como isso acontece, criamos a seguinte
funcao:

, wr?
G(r,rsE)=— T2_, AP a:,lll+1;7 .

2 Nl PR )
o (ou ]+ 1:255) () S,

Por construgao, e usando a equacao diferencial das fungoes hiper-
geomeétricas, é possivel ver que essa funcao satisfaz as equagGes de Green
(1.4), sem o termo de delta. A auséncia desse termo proibe o uso da eq. in-
tegral (2.4). Por outro lado, a outra equacdo integral, (2.5), continua sendo
valida nao s6 na fronteira como também para qualquer ponto r dentro do
bilhar. Partindo dessa dltima, podemos obter a matriz de coeficientes {Gi}.
Esses coeficientes sdo dados por integrais de Fourier,

Guw = f j G(r(8) E)e e dgde’ |

Impondo que o determinante dessa matriz tenha raizes nos autovalores cor-
retos, obtemos a condigao de quantizagio (2.9), c.q.d.

Um caso nio trivial de aplicagdo da eq. (2.9) é em um bilhar com
fronteira eliptica. Como o nome indica, a fronteira do bilhar eliptico é uma
elipse de excentricidade ¢. Por comodidade, escolhemos a drea dentro da
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elipse igual & unidade. A funcao R(f), que representa a fronteira em coorde-
nadas polares, é

1
7w/ 1 —£2c0329+—’\5j’1if—2€fv

Nas aplicagdes numéricas, trabalharemos sempre com excentricidade € =
0.8 embora seja possivel, a priori, usar o método integral para qualquer
excetricidade. O bilhar estd mostrado na fig. 4.2, com os dois focos. Com
essa escolha, a razao entre os semi-eixos menor e maior é 0.6.

A fronteira eliptica tem propriedades de simetria que simplificam
ainda mais a integral. De fato, a existéncia de algum eixo de simetria no
plano do bilhar torna a integral real. Como a fronteira eliptica apresenta
dois eixos de simetria perpendiculares, os niveis de energia podem ser divi-
didos em duas classes de simetria:

R(0) =

1. niveis de simetria par, para os quais ocorre det{f;} = 0 onde { e !’ 5o
ambos pares; e

2. niveis de simetria impar, para os quais det{f;;} = 0 com ! ¢ I’ impares.
fu é a integral de Fourier no bilhar assimetrizado,

z o, 2\ ...
fur = A, (\/£R> e (e, 1]+ 1: 22} ci-rr6qg |
0 {R=R(6)} h h

Para cada uma dessas classes de simetria, as autofungdes apresentam
propriedades de simetria associadas: quando o sistema de referéncia é gi-
rado de um &angulo m em torno do centro, as autofuncdes de simetria par
sdo invariantes enquanto as de simetria impar ganham uma fase €. Ape-
sar de nenhuma autofuncao ser invariante por reflexdo em algum dos dois
eixos, € possivel escolhé-las de forma que todas as autofungdes de niveis nao-
degenerados sejam reais ao longo de um desses eixos.

Por enquanto, ndo determinamos quais sio as constantes de norma-
lizacao livres, A;. Numericamente, é interessante manter sob controle a ordem
de grandeza das integrais fi». Matrizes com algumas entradas muito grandes
em comparag¢ao com outras podem se tornar mal-condicionadas. Quando isso
acontece, métodos diretos de calculo do determinante freqiientemente acu-
mulam imprecisdo numérica [24]. Uma escolha conveniente das constantes A;

31



é capaz de evitar esse problema. A titulo de exemplo, cito escolhas possiveis
para essa constante:

e energia baixa (até o nivel 200, aproximadamente):

A=1,

e energia alta:

1 [ (B4R (Y2 4
Ar=1q [é'm—lm_;v] o >0
/2

A= (_T[2fw {<0.

Existem outros métodos de célculo de autovalores em bilhares. Alguns
sdo bastante simples, como a diagonalizagio numeérica do Hamiltoniano [25].
Qutros sdo mais sofisticados, como por exemplo os que usam fungoes de
Green [26], aliados ou nio a técnicas de expansdes em altas energias [11, 27],
essas dltimas inspiradas em um método introduzido por Heller {12]. Esses
métodos podem ser diretamente adaptados ao problema de bilhar com campo
magnético, e é possivel fazer uma comparagao entre a eficiéncia destes.

O método de Berry & Wilkinson [26] se baseia em uma equacio inte-
gral semelhante & (2.4), onde o kernel da integral é & Gp(r,r'; E) em lugar
de simplesmente Gg:

d 0 0
%(‘O(r) = —hz _/B_.{r} (%G‘B) ("3—7'2—’(,0) dl’ ) (2.11)

onde o sinal B — {r} simboliza que a integral deve ser feita sobre toda a
fronteira exceto numa pequena vizinhanga em torno de r, onde a funcéo de
Green diverge. Essa equagdo pode ser obtida a partir da (2.4) calculando a
derivada normal de ¢ sobre a fronteira. Por 5%790 entende-se o limite dessa
derivada calculada em um ponto interno ac bilhar e infinitamente proximo
da fronteira. A implementagido numérica da eq. (2.11) é trivial: a fronteira
pode ser discretizada em N pontos r;, o que transforma a equacgao original
em um conjunto de equagdes lineares nas incdginitas Pi(= Z(r;)):

N

P = __;122 [Bn G'B(ri,rj)Al ] P;
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cuja solugio é possivel se for satisfeita a condigdo:

det {5.,'3' + h2 9 GB(I‘.,',I‘J')AIJ;} =0.

an;

Berry & Wilkinson [26] usaram essa equagfo para calcular os primeiros
niveis de energia de um bilhar com fronteira triangular e sem campo magné-
tico (nesse caso, Gp € substituida por Gy). Porém, ela nao se mostrou muito
eficiente para o bilhar eliptico com campo magnético, mesmo sendo possivel
calcular com boa precisio a funcao de Green correspondente, apresentada no
capitulo anterior. Uma possivel razdo para isso € que o kernel da equagao,
%G 8, ¢ pouco estavel com relacao & discretizagio de uma fronteira curva, o
que nao acontecia com o kernel original.

O segundo método testado foi uma adaptagao da "expansao em ondas
parciais” [12]. Nele, voltamos a usar as equagdes integrais (2.4) e (2.5),
com a funcio de Green livre derivada no capitulo anterior. Como € usual,
discretizamos a fronteira, definimos um vetor P, = -Z4(r;) e montamos um
sistema de equacoes lineares nas incognitas P; a partir da equagéo homogénea.
Uma outra equagao sai da equacgao nao-homogénea (2.4) com r em um ponto
qualquer dentro do bilhar. O valor de ¥(r) nesse ponto pode ser escolhido
arbitrariamente como 1. Para facilitar o uso de propriedades de simetria, é
conveniente escolher esse ponto sobre um eixo de simetria do bilhar, como os
eixos principais no caso do bilhar eliptico.

A diferenga com o método anterior é que, agora, mantemos o sistema
com menos equagoes que incognitas, o que equivale dizer: devemos calcular
a integral acima em menos pontos r que o nimero de pontos discretizados da
fronteira. Dessa forma, o sistema linear n&o-homogéneo tera alguma solugao
possivel, embora normalmente tenha varias delas. Uma solu¢do conveniente
pode ser obtida pelo algoritmo SVD, Singular Value Decomposition (maiores
detalhes, ver [24], se¢do 2.6). Com a solugdo para P;, podemos usar nova-
mente a eq. (2.5) para calcular |¢|? em novos pontos da fronteira, diferentes
daqueles em que % foi arbitrada nula. Em geral, a soma de |/|?, chamada
"tensao”, nesses novos pontos ndo € nula. O procedimento entio é calcular
a tensdo como funcio da energia e verificar quando ela se torna pequena, o
que deve ocorrer sobre os autovalores de energia.

Fsse método é mais flexivel pois a liberdade na escolha de pontos é
major, embora ele envolva manipulagdo numérica mais extensa que o método
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Figura 2.1: 55 primeiros niveis de simetria par do bilhar eliptico, ¢ = 0.8 e
area A unitaria; as linhas tracejadas representam os seis primeiros niveis de
Landau. Adotamos unidades naturais, h=m=e=1

original. E preciso por exemplo garantir que, apds obtida a solucio P;, a
fun¢do de onda correspondente seja normalizada. Isso se faz calculando a
norma numérica de 1 dentro do bilhar e multiplicando o vetor P, por uma
constante para ajustar essa norma a 1. Além disso, também devemos garan-
tir que, em um autovalor numérico, a tensio seja realmente pequena para
qualquer escolha de pontos na fronteira. |

Em geral, esse método ndo se mostrou tao rapido quanto o método
de fronteira anterior, embora seus resultados sejam comparaveis. A grande
forga da expansao em ondas parciais é realmente o calculo de autovalores no
limite de altissima energia, enquanto o nosso interesse nunca foi ir tdo longe
no espectro.
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Figura 2.2: Curvas de nivel das 6 primeiras autofuncdes de energia do bilhar
eliptico, calculadas em valor absoluto. O campo magnético é correspondente
a meio quantum de fluxo magnético através do bilhar. A esquerda, aparecem
as autofungdes de simetria par e, a direita, as de simetria impar

2.5 Resultados numéricos: os niveis de ener-
gia do bilhar eliptico

Usando a condi¢do de quantizagao det{ fi»}, pudemos calcular os 800
primeiros niveis de energia (somando as duas classes de simetria), com pre-
cisdo numérica de pelo menos 8 digitos significativos, para um bilhar de
excentricidade € = 0.8. A figura 2.1 mostra a energia dos 55 primeiros niveis
de paridade par, como fun¢ao do campo magnético. Mostramos também
os niveis de energia de bilhar circular com &rea unitaria, a titulo de com-
paragédo (fig. 2.3). Esse niveis foram calculados a partir dos zeros de fungdes
hipergeométricas (segio 2.3).

Também foram calculadas algumas autofung¢des de energia do bilhar

eliptico. O objetivo era também testar se o método numérico é eficiente
também para calcular autofungdes. Na figura 2.2, estio graficadas as auto-
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Figura 2.3: 55 primeiros niveis de simetria par do bilhar circular, com area
A unitaria; as linhas tracejadas tém o mesmo significado que na figura 2.1

func¢oes (valor absoluto) correspondentes ao estado fundamental e ao primeiro
estado excitado do bilhar eliptico.

Uma caracteristica importante dos niveis do bilhar circular é a ocor-
réncia de degenerescéncias acidentais (”cruzamentos” entre as linhas de dois
nivels em um valor especifico de campo magnético). No bilhar eliptico, em
comparagio, estas sdo substituidas por "quase degenerescéncias”, quando
dois niveis se aproximam bastante mas nido chegam a se cruzar realmente,
Esse efeito é conhecido como "repulsio de niveis” (avoided crossings), e é uma
caracteristica marcante de sistemas com dinamica cléssica cadtica [6, 26].
De fato, a presenca do campo magnético destrdl a integrabilidade do bilhar
eliptico, enquanto o bilhar circular permanece integravel em presenca do
campo.

Por outro lado, o regime de campo alto, £ << h B, é caracterizado por
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um suave agrupamento de niveis em pacotes igualmente espagados, presentes
tanto no espectro do circulo quanto no da elipse. Fsses pacotes s&o associados
aos niveis de Landau, discutidos na pag. 21. E interessante que, nesse Tegime
de campo alto, os espectros de ambos os sistemas sejam semelhantes, embora
eles se distingiiam fundamentalmente quanto a integrabilidade. Nesse regime,
a dindmica quantica é dominada pelo campo magnético, que tende a tornar
regulares todos os sistemas, e a fronteira deixa de desempenhar um papel
decisivo no espectro de autovalores.
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Capitulo 3

Um Gas de elétrons em campo
magnético

Nos ultimos anos, o interesse por sistemas mesoscopicos tem crescido
consideravelmente, tanto pela possibilidade de realizar experimentos com es-
ses sistemas quanto pela existéncia de teorias capazes de explicar alguns de
seus efeitos. Como foi citado na introducao, microestruturas balisticas sao
satisfatoriamente modeladas por bilhares quanticos, populados por férmions
nao-interagentes, e todo o ferramental conhecido de bilhares torna-se 1til.
E possivel construir modelos de gases quanticos confinados usando as es-
tatisticas de Gibbs.

Esse capitulo é dedicado & analise termodinadmica do gas bidimensi-
onal. Na secao 3.1, exporemos brevemente a teoria termodinamica do gas
de acordo com uma estatistica grand-canonica. Pode-se mostrar que, por
essa descri¢io, a susceptibilidade média do gas é igual a susceptibilidade de
Landau. Esse serd o tema das secdes 3.2 e 3.3. Na se¢do 3.4, descreveremos
as propriedades do gas numa estatistica canonica.

3.1 Termodinamica de um gas de elétrons:
ensemble grand-canonico

Para tratar corretamente a termodinamica de um gas de elétrons, é
necessario estabelecer o conjunto de variaveis termodinamicas. Existem dois
conjuntos principais de variaveis a serem escolhidos, que geram descri¢oes
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diferentes: a descri¢do por um ensemble grand-candnico e a descri¢ao por um
ensemble canonico.

Na primeira, o estado do gas é caracterizado pelas seguintes variaveis:
potencial quimico y, temperatura T, campo externo B e area A. O potencial
grand-canodnico ! armazena toda a informagao termodinamica do sistema, e
¢é definido por:

T, pu, B, A) = gsﬂ/ E)In [1 + *#-B)| dE . (3.1)

onde 8 = 1/kgT (kp é a constante de Boltzmann). Nessa equacio introdu-
zimos a fungdo densidade de niveis, p(E) =3, 6(E — E,). Em cada um dos
niveis quanticos de energia, essa fungio tem um pico do tipo delta de Dirac.
Integrada de E = 0 a £ = E’, ela fornece o numero de niveis com energia
menor que E’. O fator g, é igual a 2 e corrige a degenerescéncia de spin
(ndo levamos em conta o acoplamento spin-campo magnético). As outras
quantidades termodinamicas sao obtidas a partir de {2, como por exemplo o
numero médio de particulas no gas,

o0 1
N:-w,—_gs};——————l_l_ewﬂ_ym , (3.2)
a densidade média de particulas,
oN %0
D ce — T/  — T4 5
7 Jp du?
a magnetizagdo,
o 1 oE,
Mgce ad _B—B - —gs Zn: 1 + e(En"",M)B aB 3 (3-3)

e a susceptibilidade por unidade de area,

1 0M,.,  10°Q
Xow = 2768 ~ T ABE:
Um resultado importante dessa descrigio é que as quantidades fisicas

a temperatura finita podem ser obtidas a partir das correspondentes em
temperatura nula por uma integral de convolugio:
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O(T, , B, A) = / =0,E,B,A\f(E—p)dE,  (34)

N(T, 1, B, A) = / = 0,E,B,Af(E-wdE,  (3.5)
X(T, 1, B, A) = / ~0,E,B,Af(E-udE,  (3.6)
e assim por diante, onde f'(z) = £ f(z) e f(x) é a distribui¢do de Fermi:
1
f@) =10 - (3.7)

Frequentemente, nos referiremos a (T = 0, E, B, A) simplesmente
como {1y, o indice 0 se referindo a temperatura nula. As expressdes de con-
volugdo sdo tteis quando tratamos de um gas quase-degenerado, no qual a
temperatura é tdo pequena que os niveis de energia mais baixos estao quase
completamente populados, com poucos elétrons sendo promovidos para niveis
de energia acima do nivel de Fermi. Nesse regime, a fungio f/'(F—u) é grande
somente quando (F — p) é da ordem de kgT'.

Existe um outro limite termodinamico em que as expressoes simplifi-
cam bastante: o limite de altas temperaturas, no qual a distribuicao de Fermi
pode ser substituida por uma distribui¢ao do tipo Maxwell-Boltzmann, e~
Esse limite é interessante do ponto de vista analitico, mas nao seré tratado
nessa dissertacao. Boas referéncias para o gas de elétrons magnetizado nesse
limite podem ser [28, 29].

3.2 Susceptibilidade de Landau

Historicamente, a teoria de Landau para um gis magnetizado foi bas-
tante importante porque chamou a atencao de todos para um problema fun-
damental: a resposta magnética de um gas sob agdo de um campo externo
uniforme. Em 1930, Lev D. Landau [22] resolveu o problema através de um
método essencialmente quantico, e que gerou muitas discussdes principal-
mente por descrever um fenomeno sem analogo classico.

Classicamente, o campo magnético s6 é capaz de alterar a trajetéria
dos elétrons no gas, sem modificar sua energia. Por isso, nao se espera
susceptibilidade magnética de origem classica. Isso é o que diz o teorema de
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Bohr-van Leeuwen {30]. Quanticamente, existem dois fendmenos competindo:
interacdo spin-campo externo, que gera a susceptibilidade de spin, também
chamada susceptibilidade de Pauli [28]; e quantizacio de 6rbitas periddicas,
que resulta na susceptibilidade orbital. Esse 1ltimo fendmeno foi estudado
por Landau [22], que calculou a susceptibilidade de um gas de férmions e
provou que, no limite termodinamico, esta é bem menor que a de Pauli.
Com justo merecimento, essa susceptibilidade foi batizada com o nome de
seu descobridor.

Algumas particularidades do modelo de Landau tornaram dificil a sua
aceitacao inicial. Em primeiro lugar, a derivacéo inicial usava explicitamente
o conhecimento dos niveis de energia quantizados e falhava completamente
se alguém tentasse introduzir efeitos de confinamento do gas. Posterior-
mente, Sondheimer e Wilson [31] confirmaram o resultado de Landau em
uma derivagao que dispensava o conhecimento dos niveis de energia quanti-
zados. Em sistemas finitos, um argumento simples de Peierls [32] mostrou
que a magnetizagdo das érbitas de superficie, abertas, anula exatamente a
das 6rbitas ciclotrénicas do interior, resultando em susceptibilidade orbital
nula, de acordo com o teorema de Bohr-van Leecuwen.

Do lado experimental, o fato de a susceptibilidade de Landau ser ex-
tremamente pequena certamente dificultou sua detecgao.

3.3 Correcoes de fronteira na susceptibili-
dade de Landau

Recentemente, foi possivel obter o resultado de Landau usando ar-
gumentos extremamente gerais, inclusive sendo possivel obter corregbes de
fronteira a esse resultado [8, 29]. Em [8], foi apresentado um célculo se-
miclassico aplicavel para potenciais confinantes que podem ser tanto suaves
quanto abruptos, como bilhares. Esse calculo leva em considerac¢ao o método
semiclassico de Wigner, definindo transformadas de Wigner dos operadores
quanticos relevantes. Uma deficiéncia desse calculo é que ele nio fornece
explicitamente as corre¢des de fronteira.

Robnik [29] desenvolveu um célculo alternativo, capaz de fornecer
tais correcdes de fronteira sobre o termo principal. O raciocinio desta vez
foi bem diferente, a comegar pelo ensemble usado: canédnico, em lugar do
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grand-candmico. Como o interesse era apenas caracterizar o valor médio de
v, desprezando correc¢oes oscilatérias, a escolha do ensemble termina sendo
um detalhe menor. Além disso, o sistema explorado foi um géas aprisionado
em um tronco cilindrico de altura lo, gerado pela translagao da base ao longo
das linhas de campo. A base tem fronteira suave e é caracterizada pela area
A e perimetro £. A susceptibilidade foi relacionada com a densidade de
niveis da forma usual:

_ L (&) & ~8(E-u)

onde p(E) =Y, 6(E —E,). No limite de altas energias, a densidade de niveis
pode ser substituida por um valor médio, que depende da proximidade das
funcoes delta, somado a corregdes oscilatérias. Interferéncias construtivas e
destrutivas entre essas contribuigoes sao capazes de compor novamente os
picos sobre as energias F,, exatamente como uma fungio delta pode ser
formada somando-se todos os termos de sua expansao em série de Fourier.
Essas contribui¢des normalmente sao pequenas no limite semiclassico. O
ponto chave aqui é obter o valor médio de p.

A proposta de Robnik foi relacionar p e a extensao analitica em tempo
imaginério de K, o propagador, por uma transformada inversa de Laplace:

o) = £ { e b = L3l (I Ko, -ih8))
onde usamos a notagao £ & para transformada de Laplace:

Lo A0} = [ fe e,

e £L7! asua anti-transformada. O propagador K usado foi o propagador livre,
i.e. sem fronteira, somado a uma corregio devida a fronteira. O resultado

final fo1:

_ [ 1 3n L T ]
XZXE T 8 ke dholol
onde yy, = —1;;'2“62 é a susceptibilidade de Landau para esse sistema, e ky =
2E_f

é o namero de onda de Fermi.
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Esse resultado foi comentado depois por John e Suttorp [33], que
questionaram a validade de algumas hipo6teses usadas para obter a correcao
de fronteira do propagador.

O problema das corre¢oes de fronteira é interessante e, para tentar
esclarecer algumas dividas quanto a sua expressio, propomos uma derivagao
alternativa para a primeira corre¢éo de fronteira: que envolve o perimetro
do bilhar. Nessa derivacio, nos restringimos novamente a duas dimensoes.
Recuperaremos a notagio de 4 para drea e L (sem subindices!) para o
perimetro do bilhar. O ponto de partida é o potencial grand-canonico a
temperatura nula, que denotaremos simplesmente por Qo(x), omitindo os
demais indices.  Esse potencial é uma fun¢do do espectro de niveis do sistemna
e, pela teoria de Stewardson e Waechter [34], pode ser relacionado com a
fungao espectral. Definimos primeiramente essa fungao como

®(s) = —Tr{Gqa(r,r'; —s) — Go(r,x'; —3)} , (3.8)

onde G é a fun¢do de Green exata do bilhar (satisfaz as equagées diferenciais
(1.4) e as mesmas condicdes de contorno das autofuncoes) e Go é a fungao
de Green livre e sem campo magnético externo (eq. 1.5):

—1

thﬂél)(k]r ~r]).

Go(r,r'; E) =
As fungdes ® e 1y se relacionam exatamente por transformadas de
Laplace:

B(s) = Loo |~ L, 10}~ 17 (39
' g t 2xh?
A origem da funcao espectral esta na fungdo espectral regularizada, ou
Resolvente de Berry-Howls {35], definido inicialmente como uma soma sobre
niveis:

. [& 1 A E,
®(s) = lim lz s o log (—)} .

N—oo n=1 8

Essa funcéo é importante porque sua aproximacio assintotica para s
grande pode ser relacionada com a de £y para g grande. Mais explicitamente,
se @ obedece a uma expressdo assintética do tipo:
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k
B(s) =Y al(l—r)s" 140 (3”‘““1) ; (3.10)
i=1

com constantes ¢; e expoentes positivos r; ordenados de forma que ry > ry >
r3...er; < 1, entao a expressao assintdtica de g, valida para u muito grande,
é:

A a G 147 Trp1+1
Dolp) = —ga 54" — 8D T2+ +o(u ). (3.11)

=1
Essa expansdo assintética ndo € nada mais que a expansao em alta
energia de g, descartadas correcdes oscilatérias se for truncada ja nos pri-
meiros termos. Para obter essa expansdo, basta podermos calcular a funcio
de Green Gig num limite de energia negativa e muito grande. Esse calculo
é trabalhoso e esta indicado no apéndice B. Usando o resultado final desse
apéndice, encontramos a seguinte expressao média para {lg:

Qo(p) =~ N, + 05,

onde:

Q, = —g, 21 g 3/2 <3/2
T el U oy metl +o(u?)

Q0

WZ.A. 3 1 hwz <-1/2
B= &g, _g564w\/_§\/ﬁ£ “’(" )

A dependéncia em campo magnético aparece apenas em {}g, através
de w. Dessas expressdes, reconhecemos imediatamente a funcdo ndmero
médio de particulas:

) A L

Np,T=0)=——00 N gs——il — Go—n—/T0 , 3.12
(» ) o'l N Bog rt gzﬂwh‘/_ (3.12)

que contém o termo principal, de Weyl, e a primeira corre¢io de perimetro.
A correcéo de curvatura estéd incluida nos termos desprezados (ver apéndice
B). Uma derivagio dessa fungao incluindo termos de curvatura pode ser en-
contrada em [35]. Por sua vez, a susceptibilidade grand-candnica média é
obtida como:
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1 9% [1 9 AL ] , (3.13)

Xoce = =2 5pa N X0 |1~ 16 A

onde x7 = g;/24m é a susceptibilidade de Landau para um géas bidimensional.
Esses dois Ultimos resultados sdo praticamente os mesmos para temperatura
nula e temperatura finita. As primeiras correcdes sao de ordem (kgT/u)?.

E importante citar que tratamos a fungdo espectral exclusivamente no
regime assintético. Isso significa que as equagdes (3.12) e (3.13) séo, a rigor,
expressoes assintoticas respectivamente para o nimero médio de particulas e
a susceptibilidade média. A validade dessas expressoes esta condicionada a
valores de potencial quimico tais que \/2ul/% >> 1, onde ! representa alguma
dimenséao caracteristica do bilhar.

Como Berry e Howls salientaram [35], a expansio em série de poteén-
cias da funcgao espectral para um bilhar sem campo magnético é uma série
cujos coeficientes, a partir de certa ordem, divergem fatorialmente. Esse
fendmeno é natural pois a existéncia de uma expansao em série para a funcao
espectral implicaria necessariamente em uma expansao correspondente para
o potencial grand-candnico e portanto para a densidade de niveis. Como
essa ultima fungdo é exatamente uma sucessao de funcgdes delta centradas
em cada um dos niveis de energia, a expansdo em série de poténcias desta
ndo poderia convergir.

De fato, a funcao espectral é til se estivermos interessados em obter
valores médios, e em regime de alta energia, para as fun¢des termodinamicas.
Corregdes oscilatorias aparecem como uma manifestacio da estrutura de
6rbitas periodicas do problema classico associado. Na figura 3.1, graficamos
a susceptibilidade grand-canénica com uma média gaussiana em potencial
quimico:

W
2

_ fad
_ Jdw'e 7% x(T, ', B)

(T, B) =

_ w—u 2

f d'U;’e 2;&56’%

A concordancia entre a média numérica e a susceptibilidade analitica ¥ge. €
bastante boa, inclusive quando o potencial quimico é pequeno, fora do regime
assintotico.
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Figura 3.1: Susceptibilidade grand-canonica, com média em potencial
quimico (¢ = h*k3/2), para um ensemble de bilhares circulares. A curva cheia
¢ a susceptibilidade média tedrica, da eq. (3.13); a curva pontilhada (trace-
jada) é calculada com é, = 0.1 (0.2). Os demais parametros sdo: B = 37.7 (6
quanta de fluxo magnético através de cada bilhar) e kgT' = 5A. A = 27k%/ A
é o espacamento médio de niveis. Na insercdo ao alto, um detalhe das os-
cilacOes em ky

3.4 Gas de elétrons: ensemble candénico

A descricdo de um gas de elétrons em um ensemble candnico consi-
dera que o estado do gas é caracterizado pelos pardmetros termodindmicos
N,T,B, A ( N é o niimero de particulas). Em geral, essa descrigdo é mais
realista que a anterior, pois o numero de particulas é mais facilmente con-
trolavel que o potencial quimico. Um gas canonico é facilmente construido:
basta agrupar as particulas numa cavidade fechada, em contato térmico com
o laboratério, mas proibindo a entrada ou fuga de particulas do gas. Em
outras palavras, a parede do gas deve ser diatérmica e rigida. Por outro
lado, um gas grand-candnico deve ser capaz de trocar calor e particulas com
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o exterior. A parede do gés grand-canodnico deve ser diatérmica e porosa, de
forma que particulas possam atravessa-la até que se estabelecga equilibrio en-
tre o fluxo de matéria do gis para o exterior e o fluxo de matéria do exterior
para dentro do gas.

Apesar de experimentalmente simples, o tratamento tedrico de um
gis nesse ensemble nio € tao trivial quanto num ensemble grand-canoénico.
O ponto de partida para calcular as propriedades termodinamicas do gas € a
funcgio de particao canonica:

zZ= Xﬁ:exp [;f;] , (3.14)

onde a soma ¢é feita sobre todos os ## estados acessiveis ao sistema com N
particulas, e Ej; é a energia ( total ) do sistema em cada um desses estados.
As grandezas termodinamicas s&o obtidas a partir de derivadas de Z, por
exemplo (em algumas expressdes a seguir, omitiremos o parametro termo-
dindmico A quando for possivel):

energia total: E(T,N, B) = m-é%(ln Z)
potencial quimico: u(7,N,B) = —kBT;ﬁ (In )
magnetizagio: M, (T,N,B) = kBT-a% (In £)
susceptibilidade: x..(T, N, B) = j{l £3M = k’f (83;) (In2) .

Porém, a eq. (3.14) néo pode ser usada para calcular Z na maioria dos
casos praticos, porque o nimero de estados acessiveis cresce rapidamente com
N, embora a maioria dos estados (especialmente aqueles com alta energia)
dé uma contribuicdo exponencialmente pequena para a soma. A titulo de
exemplo, se N = 10 e se usamos os 60 primeiros niveis de energia do bithar
(ou seja, admitimos que o espectro de energia pode ser truncado em um
espectro finito de P =60 niveis, cada um duplamente degenerado), entio o
numero de estados acessiveis ao sistema é:

_ (120)!

32
N= (120 — 10)1(10)f 10
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Se P = 100 e N = 600, esse nimero cresce para 10°*'(!). Uma forma
mais pratica de se calcular a funcgio de particdo é a partir do algoritmo de
recorréncia [36]. Esse algoritmo permite que se calcule Z(N, P), a fungao
de particao de um sistema com N particulas e P niveis, recursivamente a
partir de Z(N — 1,P — 1) ¢ Z(N,P —1). Em cada passo, retira-se uma
particula e/ou um nivel, até chegar em Z(N = 0, P), que é fixado igual a
1 para todo P (isso significa que a fungdo de parti¢do é definida como 1 se
o sistema ndo contiver nenhuma particula). A vantagem desse algoritmo é
introduzir uma manipulacio entre varias funcdes de parti¢do, em lugar de
efetuar diretamente a soma (3.14). Além disso, ele mostrou-se extremamente
eficiente em sistemas mesoscopicos.

Um método alternativo de calcular as grandezas termodinamicas é a
partir de expressdes validas no ensemble grand-canénico, ajustando o po-
tencial quimico de forma que o nimero de particulas permanega constante.
Nesse caso, a magnetizagio ainda é dada pela expressio grand-canénica (3.3):

1 k.,
1+ elEn—u)8 B’

M(T,N,B) = _gsz

n

mas onde p nao é constante, e sim uma funcéo de NV, dada implicitamente
pela condicao (3.2):

1
N = gsg %1 BB

Para temperaturas suficientemente pequenas, essa equagdo pode ser
resolvida facilmente por algum método numérico. Com g conhecido, calcula-
se M e x(T,N,B) = M. Esse método € mais simples que o algoritmo re-
cursivo e, no regime mesoscopico que estamos tratando, fornece basicamente
os mesmos resultados [37]. Na verdade, ndo parece trivial que seja possivel
obter informacio sobre quantidades grand-canénicas a partir de férmulas
validas no ensemble candnico. No entanto, isso acontece nesse regime de
gas quase-degenerado, em que a escala de energia térmica kT é da ordem
do espacamento médio de niveis e a probabilidade de os primeiros niveis de
energia estarem desocupados é desprezivel.
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Capitulo 4

Susceptibilidade Média: o
Modelo Semiclassico

Uma das grandes vitdrias da Caologia Quantica, ou Semiclassica, é
sem duvida a descoberta de que propriedades do espectro de um sistema
quantico se relacionam com as drbitas periédicas do sistema classico corres-
pondente. Em especial, Gutzwiller [2] mostrou que a densidade de niveis, ex-
cluida a parte estacionaria, pode ser escrita como uma soma sobre parametros
de orbitas periédicas (OP). A Férmula do Tragco de Gutzwiller é valida
quando estas sao, em algum sentido, distantes entre si. Isso ocorre em sis-
temas completamente cadticos. Para sistemas regulares, as OP se agrupam
em familias, dentro das quais cada orbita pode ser associada a um parametro
continuo. Para esse caso, a Férmula de Berry-Tabor [3] é mais conveniente.

Nesse capitulo, discutiremos como se obter a expressao semicléssica
para a densidade oscilatéria de niveis, exemplificando nos casos de estudo: o
bilhar circular e o bilhar eliptico com campo magnético. Se a intensidade do
campo for suficientemente baixa (i.e., que o raio de ciclotron muito grande em
comparacdo com algum comprimento tipico do bilhar), é justificado usar a
férmula de Berry-Tabor, admitindo que as OP do bilhar em campo baixo sio
bem aproximadas pelas correspondentes em campo nulo. Note que isso nem
sempre é verdade. A medida que o campo magnético aumenta, fenémenos de
bifurcacédo passam a ocorrer e a estrutura de érbitas periddicas muda com-
pletamente. Nas tltimas segdes, calcularemos a susceptibilidade semiclassica

do bilhar.
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4.1 Densidade oscilatoria de niveis

Vamos ver aqui como obter a densidade oscilatéria p. Partindo alter-
nativamente da teoria de Einstein-Brillouin-Keller ou da representagio de p
em termos do propagador semicldssico, Berry e Tabor {3] puderam derivar
uma expressdo para a densidade oscilatéria que envolve apenas somas sobre
érbitas periddicas do sistema classico, integravel, correspondente. O fato de
existir uma. ligacao entre orbitas periodicas classicas e o espectro quantico
j4 estava presente nos trabalhos pioneiros de Balian e Bloch [38], no caso de
particulas presas numa cavidade tridimensional, e Gutzwiller [2], para siste-
mas cabticos. A extensao para sistemas classicamente integraveis aparecendo
um pouco depois.

De acordo com a teoria de Berry-Tabor, a densidade oscilatéria de
niveis é dada por uma soma sobre inteiros (M, M;) da quantidade

1 ML (ML) gg |

M= ]superficie de energia |v(I,§)|

onde v é o vetor de frequéncias classicas, vy = dE/dl, v, = dE/dL; e a
integral é feita sobre toda a superficie de energia disponivel, parametrizada
por £. Para sisternas com dois graus de liberdade, essa superficie € uma linha.
Para sistemas com n > 2 graus de liberdade, a extensao é imediata, com a
superficie de energia tendo n — 1 dimensdes. I, I, sdo as variaveis de acéo
do sistema.

A férmula de Berry-Tabor foi aplicada depois em varios sistemas im-
portantes, sempre com bons resultados. Uma aplicagao interessante dessa
féormula foi feita por Terra et al. [39], que estudaram a susceptibilidade
magnética exata de um oscilador harmonico bidimensional.

Devido a presenca do fator :(Ac¢do)/h, a integral sobre { pode ser
feita por fase estacionaria, para sistemas com dois graus de liberdade, Isso
faz com que haja contribuicdo significativa apenas para aqueles valores de
(I1, I2) tais que a acdo, MyI; + M,I,, assuma um valor extremo. Podemos
interpretar pas como a contribui¢io de uma érbita periddica classica de agio
M I+ M3 1; e energia E. Na nomenclatura original, 6rbitas desse tipo foram
chamadas de érbitas pertencentes i familia de topologia M = (M, M;). Es-
sas Orbitas executam M oscilagGes na coordenada angular ¢, e M; oscilages
na coordenada angular ¢, antes de se fechar. Calculada a integral, obtemos:
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1 TM (SM ™ 7r)
= S Y - . 4.1
PM 77 (M, Yog /2 cos 5 "?M2 + 04 (4.1)

onde aparecem alguns poucos parametros, constantes para todas as orbitas

da familia (M;, My):

periodo: Thr
acao: Sy
indice de Maslov: 5ps

urvatura: g (__dng)
c t g =
arz /

sinal da curvatura : o = sign(gg) .

Por curvatura gz entendemos a curvatura da linha dada implicitamente pela
identidade F = H(I, I2).

Grinberg, Ullmo e Tomsovic [40] estenderam essa equagio para sis-
temas quase-integraveis. Se a perturbacao nao-integravel na Hamiltoniana
for suficientemente pequena, eles puderam mostrar que a eq. (4.1) é aproxi-
madamente valida se for acrescentada na agao original, chamada Sp s uma
correcao perturbativa 65, com os demais parametros calculados na familia
ndo perturbada. Em geral, a correcao 65 varia de drbita para 6rbita dentro
da mesma familia. Nesse caso, é preciso introduzir um parametro angular
01 capaz de rotular todas as érbitas da familia. Com isso, a contribuicio
oscilatoria da familia é:

1 Tr i(ﬁ,;ﬂ—w%w%) L% ssim
P(My M)y — 71-53/2|(M2)3gE|1/2R{e 5;,/0 ¢ g

No bilhar circular, a introdugdo de um campo magnético ortogonal
nao quebra a integrabilidade. Os toros ressonantes ainda existem para campo
magnético finito, embora estejam um pouco distorcidos. Esse é um exemplo
de sistema em que a expressdo (4.1) é aplicavel [41]. Por outro lado, os bi-
lhares de fronteira quadrada e fronteira eliptica deixam de ser integraveis em
carmpo externo. Porém, se o raio de ciclotron for pequeno em comparacéo com
as dimensoes do bilhar, entao as orbitas reais podem ser bem aproximadas
por érbitas do problema sem campo magnético. Nesse regime perturbativo,
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a eq. acima ¢é aplicavel. Quando o campo magnético é grande, correspon-
dente a um fluxo magnético através do bilhar de varios quanta, entdo essa
aproximagdo pode se tornar grosseira.

A introducio do campo magnético também provoca um fendmeno
importante, presente inclusive no bilhar circular: a quebra de simetria por
inversao temporal. Pares de orbitas relacionadas entre si por inversao tem-
poral se separam espacialmente. Isso se reflete claramente na corregao 65.
Uma boa aproximagio para essa corregao é obtida calculando a ag¢do [ pdq
sobre uma érbita nio peturbada mas substituindo p por r+ A. Essa algebra
resulta em 65 = BAp, onde Apy € a area orientada limitada pela orbita:
positiva se a érbita circunda essa area no sentido anti-horario e negativa no
caso contrario. Para cada um dos pares de orbitas, a area de uma orbita sera
o negativo da area da outra. Somando as contribuicdes de pares de orbitas ,
a densidade oscilatéria da familia (My, Mz) é:

_ 1 Tor So.m T 71‘) 1 /2” (1 )
M= TP |(M2)39E|1/2 cos( raaie T]M2 + 04 g A co8 TLBAM dé, .
(4.2)

onde ressurgem as Orbitas do problema integravel, e o campo magnético
aparece apenas na integracio. Para familias de érbitas com area nula (ou
seja, em que cada Orbita recai nela propria por uma operacao de inversao
temporal), a contribuicido é metade da apresentada acima.

4.2 Densidade oscilatoria de niveis para o
bilhar circular

Vamos exemplificar o calculo da densidade oscilatéria para o caso do
bilhar de fronteira circular do capitulo 2. Esse bilhar é bastante especial pois
preserva integrabilidade mesmo na presenca de campo magnético. Embora
ja exista uma teoria de orbitas periddicas para ele em campo magnético ar-
bitrario [41], vamos nos restringir ao regime perturbativo, exposto na se¢io
anterior. O ponto principal aqui € conhecer as familias de drbitas periodicas
do problema sem campo. Para isso, tomamos o caminho padrao: aprovei-
tando a integrabilidade do problema, definimos coordenadas de angulo-acao
e obtemos as constantes de agdo para cada familia {8]. Para uma boa revisio
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da teoria de Hamilton-Jacobi e varidveis de angulo-agao, recomendamos o
texto classico de H. Goldstein [42].

O sistema de coordenadas mais apropriado € evidentemente coorde-
nadas polares (r,8), no qual o Hamiltoniano classico se escreve como

H = 1 2 lp_g
257 227
Como o momento angular p; é uma constante de movimento, po-

demos escrever os momentos em termos de algum par de constantes de
movimento conhecidas. Uma escolha possivel é a energia E e a constante

2 3 -
a = o5 (R é o raio do bilhar). Em termos dessas constantes, encontramos

-] = V2ERV1 — @, |po| = V2EaR. As varidveis de ac¢do do problema séo

definidas em termos de integrais invariantes:

1

L= 5.¢ pdr
1

Iy = 57 pedf |
T JEg

onde cada integral € calculada ao longo de um ciclo completo da coordenada
de integracio. Efetuando o célculo, obtemos o seguinte resultado:

V2BR (1% Vaarccos va)

T

I, =

.Ig:pg.

Para valores quaisquer das constantes (F, «), uma trajetéria genérica
nao é periddica exceto quando a particula percorre alguns ciclos completos
(digamos M,) em r ao mesmo tempo em que percorre My ciclos completos
em 6. Isso ocorre quando as frequéncias associadas as acdes I, e Iy sdo
comensuraveis:

Vg_Mg
v, M,

Cada uma dessas freqiiéncias pode ser obtida por diferenciacdo da
energia , v, = (0E/0I,)1, e vy = (0E/31)1,. Manipulando derivadas parci-
ais, encontramos a seguinte expressio para a razao de freqiiéncias:
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3.1) (4.1)

(5.2) (7,2) (2.2)

(8.3) {10,3) (11,3)

Figura 4.1: Algumas familias de 6rbitas periédicas do bilhar circular. Cada
familia (M,, My) tem uma caustica circular, de raio R /. A topologia
(M,, M) esta indicada

vg _ _(0L\ _ arccos/a|ps| (4.3)
v,  \8L), ™ pe '

que deve ser um numero racional. Dada a topologia (M,, My), com M, >
2|Mj|, podemos obter facilmente o valor de « correspondente impondo que a
razao (4.3) seja igual ao racional My/M,. Familias de érbitas existem apenas
para alguns valores de «, aqueles que obedecem a condi¢ao de comensurabi-
lidade, e elas podem ser rotuladas pelo par de inteiros (M,, My). Algumas
drbitas periddicas desse bilhar, as mais curtas, estdo tragadas na figura 4.1.
As propriedades importantes de cada familia sdo as seguintes:
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indice de Maslov

Cada intersecdo entre a 6rbita e a parede do bilhar faz o indice de
Maslov aumentar de duas unidades, e cada vez que a 6rbita passa por uma
cdustica dentro do bilhar esse indice aumenta de uma unidade. Contabili-
zando todas as intersegdes, o indice de Maslov de cada familia é dado por

MM = 3M,

Acao

A acao da érbita pode ser calculada em termos do comprimento da
orbita:

Som = V2ELy = 2V/2ERM, sin (“M")

M,

Curvatura

A curvatura gg é simplesmente uma derivada de segunda ordem, cal-
culada a energia constante: gg = (8%[./3I}). Para o bilhar circular, essa
fungao é

1 1

Gr = V2ERT sin (’%")

Area

Todas as érbitas de uma mesma familia tém a mesma area orientada,
dada por

R2 . QWMg
Ay = TMT s111( 7 ) .

Isso é uma manifestacio da integrabilidade do problema. A integral de area

na eq. (4.2) é

2
f cos (lBAM) df, = 27 cos (BAM> .
0 A h
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Reunindo esses resultados na equagao da densidade oscilatéria, obte-
mos o resultado final:

\/—Z(M,-,Mg) ;:(:E)l cos [ZM,,@RSin (%Mre) — M7+ %] v
cos [Bz—If-M,. sin (%ﬂ?)] .

4.3 Densidade oscilatoria para o bilhar elip-
tico

O caso do bilhar de fronteira eliptica é um pouco mais refinado que
o anterior, mas ainda é possivel obter familias de érbitas de forma analitica.
O problema de relacionar orbitas periédicas desse bilhar com o espectro
quantico ji havia sido sugerido por Keller e Rubinow [43]. Recentemente,
houve grandes esforgos no sentido de tornar a expressao de Berry & Tabor,
eq. (4.1), aplicavel para uma topologia especial como a da elipse [44].

Embora o bilhar eliptico possa ser visto como uma generaliza¢ao do
circular, existem algumas diferencas fundamentais entre eles. O sistema de
coordenadas mais conveniente é o de coordenadas elipticas (C é uma cons-

tante) [45]:

= ( cosh(u) cos(s)
= ('sinh(u)sin(s) .

As curvas de nivel desse sistema sdo: para u constante, elipses confocais de
excentricidade 1/ cosh(u); para s constante, folhas hiperbélicas confocais de
excentricidade 1/ cos(s). Na figura 4.2, estio tracadas algumas dessas curvas
de nivel. A linha cheia é a curva correspondente a fronteira do bilhar. de
excentricidade 0.8. Todo o interior do bilhar é mapeado pelas coordenadas
(u,s) com 0 < u < Arccosh(1l/e) e 0 < s < 2.

Nessas coordenadas, a equagéo de Hamilton-Jacobi torna-se completa-~
mente separavel. As constantes de movimento do bilhar sao duas: a energia,
E, e o produto interno dos momentos angulares medidos em relagdo a cada
um dos dois focos, J. Em lugar de 7, usaremos uma constante de movimento
mais conveniente: £ = J/2C?E. Os valores possiveis de & estao limitados
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Figura 4.2: Curvas de nivel do sistema de coordenadas elipticas. Todas as
curvas elipticas e hiperbdlicas tém o mesmo par de focos, localizados nas

coordenadas (z,y) = (C,0) e (—C,0)

entre —1 e 1/e2 — 1 (e: excentricidade da fronteira). Uma propriedade que
relaciona os bilhares circular e eliptico é a existéncia de ciusticas. De fato,
os momentos associados a u e 8 sio:

lp.] = V2ECy/sinh*(u) ~ &
lps] = V2EC+/sin®(s) +«.

Podemos separar as trajetorias cléssicas em trés grupos, de acordo com o
sinal de «:

k£ > 0 (familias r) Nesse caso, os valores permitidos para u sao tais que
| sinh(u)| > 4/%. Isso restringe o espago permitido para as trajetdrias
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classicas & regiao entre a fronteira e uma elipse com focos coincidentes
com os da fronteira e semi eixos menor e maior respectivamente Cq/k
e Cy/T¥ k. Essa curva limitrofe é a caustica das trajetérias. Uma
propriedade dessas trajetérias é que nenhuma delas pode cruzar a linha
que une os focos.

& < 0 (familias o) Dessa vez, a limitacdo aparece nos valores de s, tais que
|sin(s)| > v/—«. A caustica é composta por duas folhas hiperbdlicas,
com focos coindidentes com os da fronteira e definidas por (z,y) =
(C+/T¥ & cosh(u), C\/—rsinh(u)). As trajetérias sdo compostas por

segmentos de retas que sempre cruzam a linha entre os focos.

x = 0 Nesse caso, ndo existem causticas. As trajetOrias visitam varias vezes
os focos, alternando-se entre um e outro. Existe apenas uma orbita
periédica desse grupo: aquela passando pelo eixo que liga os focos.

Mais uma vez, definimos as varidveis de agao do sistema,

1
I, = ﬂ T pudu
I, = —}— ds
T o 1‘8p"3 ’

onde cada integral é calculada ao longo de um ciclo completo da coordenada
de integragdo. Evidentemente, os ciclos dependem do grupo a que pertence
cada 4rbita.

4.3.1 Orbitas periédicas das familias r

Para familias r, a integral em s deve ser calculada de 0 a 2x. Porém,
a integral em u é calculada de @ = arcsin./k onde estd a caustica, até
up = arctanh+/1 — €2, onde esta a fronteira, e de volta para u# fechando o
ciclo. Usando a notacdo de integrais elipticas, F'(k,8) e E(k, @) [46], as agdes
sao:

V2EC K i
I, = - {cosh(uo) 1— _———msinh2(u ) - &'E (a, E)}
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Figura 4.3: Razao de freqiiéncias, v,/v,, para as familias r e 0. Para as
familias r, o valor maximo da razdo & 1/2, e portanto sé existem famfilias para
M, /M, > 1/2, Para as familias o, o valor minimo da razao é % arcsin(1—e?)!/2

I = 2\/250&,-‘2(7? 1)’

27 K

onde

& = arccos

ek =1+ k.

Os toros ressonantes, i.e. aqueles que correspondem a familias de
orbitas fechadas, s3o tais que a condi¢do de comensurabilidade, v,/v, =
ractonal, é satisfeita. As freqliéncias de movimento sao: v, = (3E/0J,)s, €
vy, = (0E/8J,)s,. Manipulando derivadas parciais, encontramos a seguinte
expressao para a razao de freqiiéncias:

&:_(BJM) 1F(a2)
E

Uy aJ, N 5}7‘(122,;1;) ’

que deve ser um ndmero racional. Na figura 4.3, est4 graficada a razio v, /v,
em fungdo de £. Dada a topologia (M, M,), com M, > 2M,, podemos obter
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facilmente o valor correspondente de x impondo que a razao acima seja igual
a M,/M,. f
Observando algumas érbitas, vemos que as familias (M, M) do grupo
r se parecem muito com familias do circulo. De fato, cada familia eliptica
desse grupo se reduz a uma familia circular, com (M, M,) iguais a (M,, My),
se a excentricidade da elipse for escolhida nula.
Os pardmetros importantes de cada familia sao dados por:

SO,M = 27T(M1J.Iu + MsIs)
So,n
v = 35

9E = 4(;11:( ) {F( DY

B (a, _1_,) B Q%E (f’_l;) n cosh(ug) cos /K .
K M, 2K fs’\/sinh2(u0) — K

A &rea englobada por cada orbita depende das condigbes iniciais da
6rbita, e pode ser calculada numericamente. Isso é um reflexo da nao-
integrabilidade do bilhar eliptico com campo magnético: cada érbita de uma
familia tem uma corregao de agao, 85, diferente. Se (ug,s0) sdo as coorde-
nadas iniclais da érbita (para simplificar, assumimos que o ponto inicial esté
na fronteira), entdo a integral em dé é

M!‘—‘i

o BA ds
e BAM/RY, — i /cos ( M) 0
/0 -’25 %’ \/51112(30

4.3.2 Orbitas periédicas das familias o

Nas familias o, a integracio em u volta a ser no dominio completo:
um ciclo fechado entre 0 e ug. Porém, s deve ser integrado entre Z — 5 e
T+ 3, ou entre & — 5 e & + 5, onde sin(s) = /=«. O resultado é:
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Figura 4.4: Algumas familias do grupo r do bilhar eliptico, ¢ = 0.8. A
caustica (linha pontilhada) e a topologia (M,,M,) de cada familia estdo
indicadas

L = 2\/2__]_4:'0 {Sinh(U,o) COSh(UO) _ E(O!’,KJ’) + (—fG)F (a’, K’I)}

T sinh?(ug) — &

= M5 (5.0) - or (5}

— K
™ 2’

' . [ sinh uq }
Q = arcsin | —————=————= .
y/sinh?(uo) —

Assim como no caso anterior, as familias de 6rbitas aparecem quando
v/ Vs é racional. Nesse caso, a razio entre freqliéncias é
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Figura 4.5: Algumas familias do grupo o do bilhar eliptico, ¢ = 0.8. A
caustica (linha pontilhada) e a topologia (M,, M,) de cada familia estao
indicadas

vy, F(d,K)

vy, o F(%,ﬁ:’) .

Quando a fronteira eliptica é reduzida a uma fronteira circular, o limite
inferior de x passa a ser 0. Isso significa que familias do tipo ¢ n&o tém
correspondente no bilhar circular. Além disso, uma diferen¢a marcante entre
familias 0 e r é que, em geral, as primeiras tém comprimento muito maior
que as ultimas. Essa caracteristica se reflete na anéilise semiclassica: em
geral, a contribuigdo de familias o na susceptibilidade é bem menor que a de
familias r, devido a rapida supressdao de temperatura de cada contribuicao.
Voltaremos a esse ponto mais tarde.
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4.4 Propriedades termodinamicas

As propriedades grand-canonicas do gas estdo armazenadas no poten-
cial grand-canonico, {2, que pode ser calculado pelas formulas da segao 3.1.
No limite semicléssico, podemos aproximar a densidade de niveis por uma
funcio suave, p, somada a pequenas corregoes oscilatorias. Essa idéia é di-
retamente transportada para o potencial grand-canodnico, dividido em uma
parte suave somada a uma correcao oscilatoria:

co _ oo
AT, u, B, A) == [ Qof (B = waB ~ [~ Qof (B~ wdE,
onde y e (o derivam respectivamente de p e § por uma relacio como a
(3.1). A parte suave j4 foi tratada na secdo 3.2, onde vimos que ela da
origemn a susceptibilidade de Landau e corre¢des de fronteira sobre esta. A
parte oscilatéria é basicamente a primitiva segunda da densidade oscilatéria:

g = — / ’ ( f ? ,a(E')dE') dE . (4.4)

Os limites inferiores de integragdo podem ser ignorados porque resultariam
em termos constantes, que ja estdo computados no potencial médio. Re-
almente, o termo meédio responsavel pela susceptibilidade de Landau tem
origem na corre¢ao oscilatoria em energia nula.

O mais interessante mesmo é um ensemble candnico de bilhares, pois
a ligagdo com o experimento é bem mais simples. Nesse caso, o potencial
grand-candnico é substituido pela funcdo Knergia Livre de Helmholtz, F' =
—kgT log Z. Seguindo o método proposto por Imry [47, 8], a energia livre
de Helmholtz pode ser relacionada com o potencial grand-canénico da forma
usual, F' = + uN. No regime mesoscépico, quando o sistema tem poucas
particulas, essa relacdo perde um pouco de sentido, mas podemos considera-
la util pois NV é razoavelmente grande (tipicamente da ordem de 10° ou 10*).

Definimos agora um potencial quimico médio, i, como sendo o po-
tencial quimico que o sistema teria se o nimero de particulas fosse igual
ao niimero médio de particulas nesse potencial, N = N(g). No limite se-
micléssico, N e N, dado pela equacéo (3.12), siao bastante préximos entre si,
e é natural esperar que J seja uma boa aproximacio para o potencial quimico
real. Explicitamente, usamos a expressio;
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hzk? I h? KL [xN
0= — N . 4.5
A= =AY T TV gA (4.5)

A diferenca entre i e o u real é obtida novamente lancando mao de g e p:
_ L gy = R PTUE)E — pdE
D7) JEHE)E - i)dE

Agora, escrevemos a energia livre nessa aproximagao,

Su = (4.6)

F={0a+6u)+ Q5+ 6u)} + {a+6p} N .

Tomando termos em ordem mais baixa em éu, encontramos:

F=F4+AF +AF,,

coml

F = Qp)+pN,

AR = ),
1 ~ 12

A susceptibilidade canénica também admite a divisao em trés contri-
buigdes, x = ¥ + X1 + X2, com

1 9% _

X = — gl = Xoeld) | (4.0
o = _g_j%_z_/omﬁ(*2)(ﬂ)f’(E—ﬁ)dE (4.8)
R

A eq. (4.7) recupera a susceptibilidade de Landau, que ja existia
no ensemble grand-canonico. x; também estd presente no ensemble grand-
candnico: ela € a correcdo oscilatoria para um gas com potencial quimico z
(vereq. 4.4). O termo novo é 3, que aparece exatamente porque o potencial
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quimico é fungio dos parametros termodinamicos. Denotamos por 5™ a
primitiva de n-ésima ordem de 3.

A presenca do termo Sg p7/h no argumento da fungio cosseno (eq. 4.2}
nos permite tirar algumas conclusdes sobre a forma de x; € x2. Inicialmente,
devemos esperar para as primitivas primeira e segunda de p o mesmo com-
portamento oscilante de 5. No limite semiclassico, a contribui¢io principal
dessas primitivas é a que resulta da integragao da parte oscilatoria, as demais
sendo de ordem 1/(kLas) menores. Usamos as seguintes aproximagdes para
essas primitivas:

1 1
a(-1) _ 2 ; al
T R 4y Mgl [kLM 3te ]C
£3/2 k 1r T
=(—2) . _ — =
P = = L T Mg [kLM "2 +"4] )
onde C(B) = [ cos(BAn/h)dby, k = V/2E/h e Ly é o comprimento da

orbita M.

Para temperatura nula, as integrais de convolugao que aparecem erm yy
e x2 (4.8) e (4.9) resultam respectivamente em —5(-2 e —p(~1} calculados em
E = p. Por outro lado, se a temperatura for muito grande, alguns termos em
PV e p(=2), aqueles com periodo de oscilagdo menor, irdo apresentar vérias
oscilagoes dentro de uma faixa de alguns kg7 em torno de g. A integral
resultante tendera a ser muito pequena. Quantitativamente, podemos definir
uma fung¢do Ry por

xLkgT [ . . (#nLkgT\]™"
Rr(I) = =B |ginh { 22282
(L) ksh? lsm ( ksh? )] ’

e encontrar para x € Xz 0s resultados:

g bt 1 &
= =Bk S Toitzgars o [t — g+ 03] Ballan) g C(B).
(4.10)
__ gh O L Tt ol 2
X2 = T L B {% [M3ggi2 " [tr2as =05+ 7] RT(LM)C(B)} |
(1.11)
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Figura 4.6: Fungio de temperatura, Ry (L), com L escalado pela unidade de
comprimento L,. Verifique a réapida queda no valor da fun¢ao

Comeo discutido na secao anterior, a temperatura efetivamente intro-
duz uma diminuigdo exponencial na contribui¢io de cada familia (M,, M,)
na susceptibilidade (ver fig. 4.6). Apenas familias com comprimento menor
ou da ordem do "comprimento térmico”, L, = k;A*/wkgT, contribuem de
forma significativa. No caso do bilhar eliptico, isso significa que as familias
do grupo o contribuem pouco, enquanto as familias do grupo r, especial-
mente aquelas com M, pequeno, sdo mais importantes. No bilhar quadrado,
a 6rbita mais importante é a 6rbita "retangular” (que bate uma vez em cada
lado do quadrado, fazendo um angulo de 45° com a fronteira). Essa 6rbita é
a mais curta desse bilhar.
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Capitulo 5

Resultados numeéricos versus
previsao analitica

O teste numérico do modelo semicléssico foi feito nos bilhares de fron-
teira eliptica e circular. Além de verificar se o espectro desses bilhares resulta
em resposta magnética coerente com o modelo semiclassico, estaremos pre-
ocupados em tentar comparar as previsoes desse modelo com o experimento
de Lévy ef al. No primeiro ponto, as propriedades de um bilhar isolado serao
importantes. No segundo, entrardo as médias em ensembles de bilhares.

Um terceiro tipo interessante de bilhar é o de fronteira quadrada. As
familias de 6rbitas de campo nulo para esse bilhar foram extensivamente
discutidas [8, 7]. Por outro lado, os niveis de energia podem ser obtidos
facilmente por diagonalizagio exata do Hamiltoniano quantico numa base
de senos e cossenos [48]. Para a fronteira circular, os niveis foram calcula-
dos procurando zeros da fungdo hipergeométrica @(a, |I| + 1,wR?/h) (secdo
2.3). Para a fronteira eliptica, usamos o método de fronteira apresentado na
secao 2.4. A escolha de trés fronteiras diferentes reflete a preocupacao em
verificarmos de que forma a susceptibilidade, para um bilhar isolado ou para
um ensemble, depende da forma da fronteira. O interesse maior reside nos
bilhares circular e eliptico. Nos referimos a [8] para uma discusséo bastante
complieta sobre a termodindmica no bilhar quadrado.

No capitulo anterior, exploramos a anélise semiclassica do bilhar elip-
tico. Coisa semelhante pode ser feita para o bilhar circular: a integrabilidade
do sistema permite definir integrais de acao e, a partir delas, obtemos as
propriedades das familias de érbitas periédicas. Mais uma vez, a referéncia
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[8] traz toda essa andlise, um pouco mais detalhada que na secdo 4.2. Nas
secoes 5.1 e 5.2, apresentaremos resultados obtidos para o bilhar circular. A
secao 5.3 traz o mesmo para o bilhar eliptico.

5.1 Susceptibilidade para um bilhar circular
isolado

Em temperatura nula, a susceptibilidade de um bilhar isolado en-
volve contribuicdes de todas as familias de orbitas periddicas, inclusive as
de periodo muito longo. Isso ocorre porque o amortecimento de tempera-
tura, representado pela func¢ao Ky, ndo esta presente nas expressoes de y;
e x2 (eq. 4.8 e 4.9). Familias de periodo longo introduzem contribuigdes
que oscilam extremamente rapido na susceptibilidade como fungao de ky.
Freqlientemente surgem picos altos e estreitos nessa funcgdo: eles ocorrem
quando existe interferéncia construtiva entre as contribui¢bes de periodo
longo. Numericamente, esse fendmeno é compreendido se nos lembrarmos
dos avoided crossings: sempre que o nivel de Fermi se aproxima de um ou-
tro nivel abaixo ou acima dele, de forma que o nivel inferior contribui na
soma (3.3) mas o nivel superior nio, a derivada 9Q/9B aumenta ou diminui
bruscamente. Na susceptibilidade, aparece um pico alto e estreito. Pares de
niveis muito préximos bem abaixo do nivel de Fermi nao provocam o mesmo
efeito porque a contribui¢ao na derivada de um nivel costumna ser de sinal
contrario a do outro, anulando-se o efeito lignido.

0 efeito de temperatura finita é regularizar a curva de susceptibili-
dade. As contribuicdes rapidamente oscilatérias desaparecem, e as tnicas
familias importantes passam a ser as de comprimento curto, menor que o
comprimento térmico L, = k;h?/nkgT. No caso do bilhar circular, as
familias mais importantes sdo as familias de uma volta” (semelhantes as
familias do grupo r com M, = 1). Essas familias tém comprimento entre
34/3/m, para a familia (3,1), e 24/, para as familias (M,,1) com M, >> 1.
Vemos na fig. 5.1 que, para temperatura de 5 espagamentos médios (ou seja,
kgT = BA, A = 2xh?/ A, a susceptibilidade oscila em um modo de oscilacéo
principal com periodo de aproximadamente 1.8. Esse periodo corresponde
ao da contribui¢ido de uma familia hipotética com comprimento 3.5. Para
temperatura de 1 espagamento médio, vemos a superposicao de dois modos
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Figura 5.1: Susceptibilidade de wm bithar circular, com campo externo
B= 4.4 e temperatura kT igual a 0 (a), 1 espacamento médio (b) e
5 espacamentos médios (c). O espacamento médio é A = 27h*/A, e
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de oscilagdo, que devem ser interpretados como contribuicdes de familias de
"uma volta” (M, = 1) e "duas voltas” (M, = 2), essas tltimas com tipica-
mente o dobro do comprimento das primeiras. A medida que a temperatura
diminui, surgem cada vez mais modos de oscilacio até que, em temperatura
nula, praticamente todos os modos de oscilagao possiveis estao presentes.

Olhando para a susceptibilidade com func¢éo do campo magnético ex-
terno, também aparece um padrdo oscilatério, originirio da corregio mag-
nética 6.5 sobre a acdo ao longo de cada orbita. Novamente, a contribuigao
de familias de érbitas longas tende a diminuir. Na fig. 5.2, graficamos a
susceptibilidade numérica, quantica, e algumas curvas semiclassicas, obtidas
considerando familias com M; = 1,2 e 3. Para esse valor de temperatura, hé
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Figura 5.2: Susceptibilidade de um bilhar circular, com 1400 particulas e
temperatura correspondente a 5 espacamentos médios. A curva cheia é a
funcao quantica. As curvas pontilhada, tracejada e pontilhada-tracejada
(praticamente indistingiiivel da tracejada) sdo curvas semicldssicas obtidas
das eq. (4.10) e (4.11) com respectivamente My < 1,2 e 3. Para esse regime
de temperatura, a diferenga entre as curvas semiclassicas é muito pequena

pouca diferenca entre a curva semiclassica obtida para familias com M, =1
e a correspondente obtida para familias com M, > 1. Isso nao é verdade
para temperatura mais baixa (ver fig. 5.3).

A susceptibilidade numérica para um bilhar é bem aproximada pela
susceptibilidade semiclassica, ¥ + x1 + x2. Na fig. 5.4, foram graficadas a
susceptibilidade numérica e sua aproximagao semiclassica. O termo y; ja é
uma boa aproximacao para a susceptibilidade de um sistema isolado, ja que
X2 é uma correcao de ordem superior em y;, como se observa pelo grafico.
Além disso, verificamos que, para campo magnético maior que um certo valor
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Figura 5.3: O mesmo que a anterior para temperatura correspondente a 2
espacamentos médios. Note a separagio visivel entre as curvas semiclassicas
e a curva quantica

(cerca de 20), as curvas numérica e semicldssica se mantém da mesma ordem
de grandeza mas tornam-se defasadas. Isso € um indicador do limite de
validade da aproximacgao perturbativa em campo. A medida que ¢ campo
magnético aumenta, o raio ciclotronico diminui e as 6rbitas periddicas de
campo nulo deixam de ser uma boa aproximagio para as orbitas periddicas
reais. Também os toros ressonantes que haviam em campo nulo tornam-se
cada vez menores para campo crescente. O fato de a ordem de grandeza
ainda se manter sera significativo quando discutirmos a susceptibilidade com
média em tamanho.

O padrao oscilatério da susceptibilidade é um comportamento uni-
versal em bilhares. Nao s6 o bilhar de fronteira circular mas também os de
fronteira eliptica e quadrada apresentam o mesmo padrao [8]. Um gés de
elétrons confinado num potencial parabélico apresenta caracteristicas ligei-
ramente diferentes. A regularidade desse potencial faz com que, em alguns
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Figura 5.4: Susceptibilidade de um bilhar circular, com 1500 particulas e
temperatura equivalente a 2 espagamentos médios. A linha cheia é a curva
numeérica, a linha tracejada é a suceptibilidade semiclassica, ¥ + x1 + x2- A
linha pontilhada é apenas x;. Note a diferenga entre essas duas dltimas

valores ressonantes de campo magnético, a susceptibilidade média tenha um
pico bastante elevado [39].

5.2 Meédias em ensemble de bilhares e o tes-
te experimental
Compreendendo a forma da susceptibilidade para um sistema isolado,

podermnos acrescentar um ingrediente experimental: a média estatistica em um
conjunto de sistemas. No experimento de Lévy et al., havia um conjunto de
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varios bilhares, com tamanhos ligeiramente diferentes entre si. Para simular
a situagdo experimental, pode ser introduzida uma distribuigio gaussiana de
areas no ensemble de bilhares ou, alternativamente distribuigdes gaussianas
de é4reas e de particulas (esse tltimo caso representa um ensemble em que a
densidade eletrénica varia um pouco de bilhar para bilhar). Especificamente,
se a susceptibilidade de um bilhar for calculada pelas férmulas da se¢éo
anterior, entao a sua média é:

(L -Ly?
_fdle i x(T,N,B,L"?)

_ L' wL)2

(xX)z (5.1)

[dlre

onde o parametro L é v/ A e a dispersio é dada por Léy. A principio, o cilculo
computacional dessa média exige o conhecimento dos niveis de energia, nao
apenas para varios valores de campo magnético como também para tama-
nhos diferentes de bilhares. Essa dificuldade pode ser contornada se usarmos
a propriedade de escala existente no Hamiltoniano. Por essa propriedade,
niveis de energia para um bilhar genérico de area A’ se relacionam com os
correspondentes para um bilhar de 4rea A por:

1
E.(B,A) = ;En(;cB,A) . (5.2)
A relacdo correspondente para a susceptibilidade é:
x(T,N,B, A"} = x(«T,N,zB, A) , (5.3)
onde ¢ = (A'/A). Relacio andloga existe em um ensemble grand-canénico,
che(Tvp'a Ba'A,) = che(SCT,.’L’M,SL‘B,A) .

Uma média em ensemble que investigamos foi a chamada "média em
nimero de particulas”: suponha que, em lugar de um ensemble de bilhares
com dispersdo em tamanho, tenhamos um ensemble de bilhares com dispersao
em numero de particulas, de forma que seja possivel apenas estabelecer um
nimero médio de particulas, N, em cada membro do ensemble. A suscepti-
bilidade média nesse caso é:
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¥ ZNe 2NN X(TJ NaBa-A)

(X)N(T:NnB:A)z _(N-—N;z

ZN e 2N 6N
onde admitimos novamente uma distribuigdo gaussiana para V. Essa média
é bastante diferente da média em tamanho, { )z, tanto na dependéncia
com o campo magnético externo quanto na dependéncia com o nimero de
particulas. Porém, se calculdssemos uma média simultanea em particulas
e em tamanho, substituindo o valor médio (x)y na eq. (5.1), esta era em
geral bastante proxima da média simples em tamanho, escolhendo apropri-
adamente as dispersdes. Fsse resultado é bastante intuitivo pois a média
dupla, ({ )n)z, corresponde a um ensemble composto de bilhares com dife-
rentes tamanhos e diferentes nimeros de particulas. A mesma coisa ocorre
na média em tamanho, embora a densidade de particulas nesse ltimo caso
seja constante. De fato, esses dois tipos de médias sdo equivalentes. A esco-
lha de uma ou outra é, enfim, uma questio de conveniéncia numérica e/ou

analitica.

Porém, devemos nos perguntar: ji que as médias {{ )n)r € { )z in-
terferem sobre as oscilagbes tipicas em k¢Lpr € BAp, porque entdo a "con-
veniéncia numérica” da média dupla em detrimento a simples? A resposta
esta no passo numérico em que L deve ser alterado para as média serem
calculadas corretamente. No caso da média simples, o passo em L deve ser
menor que o periodo minimo 27/ks, que em geral é muito pequeno. Se for
feita previamente uma média em particulas, o passo em L deve ser menor que
um periodo da ordem de Ax/B+/Aas, que é bern maior que o anterior. Apesar
de introduzir uma média adicional, a economia em esfor¢o computacional é
grande. :

Em geral, médias em ensemble destroem o padrao de oscilagio em ky.
Uma média em ensemble que, por exemplo, envolva bilhares com diferentes
valores de ky, ira certamente destruir a coeréncia entre elétrons de sistemas
diferentes. Da forma como foi definida, a média { }x também pode ser vista
como uma média em ky, ligado a N pela eq. (4.5). As contribuigdes de x;
sobre essa média desaparecem completamente se a média envolver bilhares
com uma variagdo em k; muito maior que 2x/Lpr. Para Orbitas curtas,

. (5.4)

mesmo dispersdes pequenas j sao capazes de provocar decoeréncia. Orbitas
longas naturalmente contribuem pouco pelo amortecimento exponencial em
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temperatura.

A fung¢do x,, por outro lado, tem dependéncia um pouco mais com-
plicada em k5. O produto de somatérios resulta em dois tipos de termos:
aqueles que envolvem o produto direto:

in? — T E]
sin [kaM 172-}-04

e aqueles que envolvem o produto cruzado (M # M'):

sin [kaM — n—g . a-?ﬂ sin [kaM, — n’g + o"%] .

Os primeiros resultam em média suave ( {(sin?) = 1/2), enquanto os
ultimos resultam em médias que variam mais lentamente em &y quanto me-
nor for a diferenca entre os comprimentos das 6rbitas envolvidas. Mais uma
vez, o termo dominante na média de y, resulta de produtos cruzados entre as
familias de "uma volta”. Essas familias tém comprimentos curtos (todos eles
menores que o perimetro do bilhar) e muito préximos entre si, especialmente
quando M, >> 1. Na fig. 5.5, comparamos o céalculo quantico, exato, de
(x}~n com o calculo semiclassico. Na linha tracejada, esta separada a contri-
bui¢do dos termos de produto direto na média. De fato, essa contribuigao é
pequena em comparacao com o total.

Um trago marcante da importancia de x2 na média (x)» é o seu
comportamento em campo nulo: enquanto y; oscila entre valores positivos e
negativos, xo é sempre positiva, paramagnética, quando o campo magnético
é zero (isso se vé pela eq. (4.11) e considerando que C é maximo em B = 0).
Essa propriedade é marcante em ensembles de bilhares magnetizados [7, 8]:
a susceptibilidade média em campo nulo é paramagnética e, em geral, bem
maior que a de Landau. Experimentalmente, foi possivel observar esse efeito
também [5].

O carater paramagnético de x2 na média (x)~ ¢é caracteristico da des-
crigao canonica. Como vimos, o termo x: se origida do fato de o potencial
quimico ser dependente dos demais parametros termodinamicos. Realmente,
a susceptibilidade média em um gas grand-candnico é simplesmente a sus-
ceptibilidade de Landau (ver segéo 3.3).
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Figura 5.5: Susceptibilidade média em um ensemble de bilhares circulares
com dispersdo em particulas, §y = 0.1. O numero médio de particulas & 1400
e a temperatura é equivalente a 2 espacamentos médios (a) e 4 espacamentos
médios (b). A curva cheia ¢ a susceptibilidade quantica. A curva pontilhada
é o calculo semicléssico completo, e a curva tracejada considera apenas a
contribuicio dos termos de produto direto em x3

Fisicamente, a destruicdo do padrao oscilatorio pode ser interpretado
como a perda de coeréncia entre elétrons que descrevem a mesma 6rbita
mas com velocidades diferentes. Um ensemble com sistemas de diferentes
tamanhos provoca, além disso, uma perda de coeréncia entre elétrons que
descrevem Orbitas com a mesma geometria mas em escalas de tamanho di-
ferentes. Enquanto a perda de coeréncia entre elétrons da mesma érbita é
visivel como destruicdo do padrao oscilatério em kg, a perda de coeréncia
entre elétrons de orbitas diferentes é visivel como destruicdo do padréo osci-
latorio em B. Apenas nas proximidades de campo nulo, essa tltima perda
de coeréncia é pequena porque, ai, a agio S 2 hk; Ly + BAa muda pouco.

Essa anélise é confirmada numericamente pela média {{ )n)z. Na fig.
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Figura 5.6: Susceptibilidade média emBum ensemble de bilhares circulares
com dispersdao em particulas e em tamanho, {5 = 0.1. O numero médio de
particulas é 800 e a temperatura é equivalente a 2 espagamentos médios (a)
e 4 espagamentos médios(b)

5.6, vemos médias desse tipo para um ensemble de bilhares circulares com
dispersio em particulas pequena (6y = 0.1), Como é razoavel esperar, as
oscilacoes tipicas de campo magnético ndo nulo sdo gradativamente amorte-
cidas & medida que a dispersido em tamanho, é,, aumenta. Nas proximidades
de campo nulo, a mudancga é pequena. Em especial, o pico paramagnético
de campo nulo se mantém. Esse comportamento também foi verificado ex-
perimentalmente.
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Figura 5.7: Susceptibilidade de um bilhar eliptico, com campo externo B= 4.4

e temperatura equivalente a 0 (a), 1 espagamento médio (b) e 5 espacamentos
médios (c). O espacamento médio é A = 27h*/ A, e kf = 55;1 = 1/%%

5.3 O bilhar eliptico

Para um gis confinado num bilhar de fronteira eliptica, a termodi-
namica é bem semelhante & de fronteira circular. Do ponto de vista se-
miclassico, a tnica coisa diferente entre um sistema e outro é a estrutura
de orbitas periddicas: as familias de érbitas da elipse tém particularidades,
especialmente a existéncia de dois grupos de familias. Porém, isso ndo afeta
qualitativamente a anélise.

' A susceptibilidade para um bilhar isolado é tipicamente uma funcéo
oscilatéria em k¢ (ou N) e B. Semiclassicamente, as érbitas mais importantes
tém comprimento menor que o comprimento térmico L,.. Assim como no
bilhar circular, também no eliptico a temperatura desempenha um papel
regularizador, como se vé na fig. 5.7. O periodo de oscilacao principal de
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x(ks), para temperatura de 5 espacamentos médios, é 1.8. Esse perfodo
é aproximadamente o periodo tipico das contribuicées de familias de "uma
volta” (M, = 1), algo entre 1.7 e 1.96. Para temperatura mais alta, familias
de duas ou mais voltas tornam-se cada vez mais importantes.

Mantendo o campo magnético como parametro variavel, também exis-
te um padrao oscilatdrio na susceptibilidade, embora ele seja um pouco mais
complicado pois sua origem estd no termo C(B). Mais uma vez, é possivel
comparar as curvas semiclassica e quantica para esse sistema. A dificuldade
aqui € a existéncia de familias do grupo r e do grupo o, as vezes com a mesma
topologia. Com isso, ndo se garante eficiéncia no esquema semicldssico de
Berry-Tabor. Eventualmente, pode ser necessario introduzir 6rbitas comple-
xas na densidade oscilatéria p. Porém, se o interesse é a susceptibilidade em
temperatura suficientemente alta, uma boa aproximacao é considerar apenas
as Orbitas r mais curtas. Nas fig. 5.8 e 5.9, comparamos a susceptibilidade
quantica e a semiclassica para dois valores diferentes de temperatura. Nelas,
observamos a importancia de érbitas longas.
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Figura 5.8: Susceptibilidade de um bilhar eliptico, com 1000 particulas e
temperatura correspondente a 5 espacamentos médios. A curva cheia é a
fungéio quantica. As curvas pontilhada, tracejada e pontilhada-tracejada
(praticamente indistingiiivel da tracejada) sdo curvas semiclassicas obtidas
das eq. (4.10) e (4.11) com respectivamente M, < 1,2 e 3
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Figura 5.9: O mesmo que a anterior para temperatura correspondente a
2 espacamentos médios. Verifique o distanciamento entre as curvas se-
miclassicas
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Conclusoes

Vimos que o bilhar de fronteira eliptica pode ser resolvido através de
um método de fronteira proposto nessa dissertacao. Além disso, puderam ser
observados efeitos de avoided crossings, provocados pela quebra de integrabi-
lidade provocada pelo campo magnético. Verificamos também que o regime
de campo alto, £ << kB, é caracterizado por um suave agrupamento de
niveis em pacotes igualmente espacados. Devido a sua energia, esses pacotes
devem ser associados aos niveis de Landau, cujas energias caracteristicas sao:

By = %TzB, §?iB, g?‘zB,

Nas figuras 2.3 € 2.1, observamos esse agrupamento nos dois primeiros
niveis de Landau. A semelhanca entre os espectros do bilhar circular e do
bilhar eliptico nesse regime indica que, apesar de apresentarem dinamica
classica bem diferente, o espectro de energias desses bilhares é praticamente
o mesmo. Nesse regime, a dinamica quantica é dominada pelo campo mag-
nético, que tende a tornar regulares todos os sistemas, e a fronteira deixa de
ser um fator decisivo.

Os bilhares circular e eliptico serviram como um campo de prova,
onde testamos a validade da teoria semiclassica feita para bilhares genéricos.
Verificamos nesse teste que, a menos de pequenos detalhes quantitativos,
existe de fato um comportamento geral presente no bilhar estudado: para
um gas confinado em um bilhar isolado, existe uma dependéncia oscilatoria
da susceptibilidade com o nimero de particulas (ou o tamanho do sistema,
equivalentemente), essa dependéncia oscilatéria desaparecendo numa média
do tipo { )n ou ( }r. O fato de ocorrer o mesmo em um ensemble de bilhares
quadrados [8, 7] é um forte indicio de que tal fendmeno é uma propriedade
comum a bilhares de fronteira genérica, desde que integraveis em campo
magnético nulo.
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Embora a superficie de energia do bilhar eliptico seja especial, com
a. coexisténcia de dois grupos diferentes de familias de érbitas periddicas,
o esquema semicldssico de Berry-Tabor mostrou-se coerente com o calculo
puramente quantico. Isso ocorre ao menos dentro de um certo limite de
temperatura.

A susceptibilidade média apresenta algumas oscilagdes em campo fi-
nito que tendem a desaparecer se o conjunto de sistemas apresenta alguma
dispersao em tamanho. A dependéncia em temperatura é bastante forte: a
medida que esta aumenta, a contribuicdo de cada familia tende a diminuir
exponencialmente, com rapidez proporcional ao comprimento das orbitas na
familia. Para temperaturas de moderadas a altas, a susceptibilidade se reduz
praticamente aquela originaria do modelo de Landau, eventualmente corri-
gida com uma contribui¢do devida ao perimetro do bilhar.

Experimentalmente, a dependéncia com temperatura nao é tao dra-
matica. Ainda nao se pode explicar exatamente porque teoria e experiéncia
divergem tanto nesse ponto, apesar de ambas concordarem em varios outros
pontos. Sem duvida, existe uma dificuldade em procurar confirmagao expe-
rimental dessa teoria semiclassica porque, apesar de a experiéncia de Lévy
et al. ter sido realizada j4 faz algum tempo, ela continua sendo a unica
experiéncia relevante nessa area.

Existem possiveis extensdes para esse trabalho. Um aspecto interes-
sante a ser verificado é: qual o limite de validade do tratamento perturba-
tivo em campo magnético? Um calculo em campo magnético finito envolve
érbitas periddicas exatas do bilhar, e ndo as orbitas em campo nulo. Ob-
servamos na figura 5.4 que, se o fluxo magnético através do sistema for de
até alguns quanta de fluxo, a aproximacao semiclassica perturbativa perma-
nece boa. Além desse limite, ela perde confiabilidade. O calculo com érbitas
periddicas exatas pode ser feito por exemplo no bilhar circular, que perma-
nece integravel para qualquer valor de B [41]. Esperamos que, nesse sistema,
a comparacgao entre o cdlculo perturbativo e o calculo exato possa ser feita
com simplicidade.
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Apéndice A

Funcao de Green para bilhares
com campo magnético

A.1 Funcao de Green para campo magnético
finito

No caso de um campo uniforme e constante B, aplicado na diregao
ortogonal ao plano do bilhar, a funcéo de Green pode ser obtida das equacoes
(1.4). O operador Hamiltoniano é H = 3(p — A)?. Vamos escolher um

sistema de coordenadas cilindricas (r,8) e o gauge simétrico, A = % =
Brg. Definimos também o = £ (o sinal do campo) e w = |—I§—|. Nessas

coordenadas, a equacao diferencial a ser resolvida é:
18 ( 8 1 92 Wil d 2
E S PR DTN AR ALY, ¥ Y = Zsr—1).
G + {r or (Tar) + r2 092 R mwaa} Gs R Sr—r')

Com Gp(r,r'; E) = Gy(r',r; E). O termo ndo-homogéneo dessa equacio,
é(r — r'), ndo tem simetria cilindrica. Para resolver convenientemente essa
equacdo, vamos fazer uma mudanga de gauge no potencial vetor e no operador
H [49]. Definimos a fungio ¢ = 5B - r’ x r e aplicamos o operador unitério
e A direita e & esquerda do operador diferencial:

{e"“’" [E — H(r)) e”""’} [e“wGB] = e ¥o(r—r'),
que resulta em
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[E 1 ( ~¥pe’ A)z] [e“’:wGB] =é(r—1). (A.1)
Usando a identidade de Baker-Hausdorff, obtemos
—itp i 1 /
e ¥peY =p+ 'Q"B xr,

e a equacdo (A.l) se reduz a:
17 . 1 N ,
E——Q-(—th——z-Bx(r—r)) [e GB]zé(r—r).

Definindo G = e~*¥ (g, obtemos uma equagdo no vetor posi¢ao re-
lativa, R = r — 1/, que néo depende de r':

[E _ %.("iWR - %B < R) 2] ' = §(R) . (A.2)

Note que o operador de gradiente em relacao a R, Vg, é igual aqui a Vi,
pois r’ e r sao independentes entre si. A equacgio (A.2) pode ser resolvida
agora por separacao de variaveis usual (K e ¢ s&0 as coordenadas cilindricas

de R):

2 10 3, 1 92  WR: )., 2
{?E"'Eﬁ (Rﬁ) +ﬁ6752”7"2m08¢}G )
(A.3)

A parte angular dessa equaga,o é resolvida por uma exponencial ima-
ginaria, 4. A parte radial, com 76 9 substituido por i/, é satisfeita por funcdes

do tipo
([R) e—wR2/2ﬁ.F( ,|l|+1 ___R2)

onde F' é uma funcéo hipergeométrica confluente [20]. A equagio diferencial
dessas funcoes é:

d? d
[ dzz-i—(c—z)@—a] F(a,c;2)=0.
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A solugdo da equacdo homogénea associada a (A.3) é uma combinagio linear
de funcodes do tipo:

| W
it (\/%R) e [ (a,,|z|+1 iRZ) (A4)

para todos os valores possiveis de [ e um para de fungdes hipergeométricas
confluentes.

Por outro lado, o operador diferencial de (A.3) tem simetria cilindrica
em R. Como o termo n&o-homogéneo e as condi¢des de contorno também sao
independentes do angulo ¢, entdo podemos assumir que G5 sé depende do
valor absoluto B = |R|. Para encontrar a solugio G(R), vamos explicitar
as condicdes de contorno em R = 0. Integrando ambos os membros da eq.
(A.2) em um circulo de raio € em torno da origem, obternos;

€

B? e
—— | 2xR*G(R)AR=1.
0 = | erBGy(R)R

‘ h? 9
! !
E./o 2rRGy(R)dR + — 3 lZﬂ'RaRG ]

(75 deve ser singular em R = 0, devido a fungéo 6(R), mas espera-se
que a singularidade nas derivadas de G5 seja maior ainda. Por isso, vamos
reter na equagio acima apenas os termos de derivada primeira, que resulta
na equacao diferencial aproximada:

0
2 4
Ilgm{ﬁ wRaRG } )

com solugao:

1
Gg(R) ~ =z In(R) + constante R—0. (A.5)

Basta agora procurar uma combinagéo linear do tipo (A.4) que sa-
tisfaca simultaneamente a equagéo (A.5) e que seja nula no limite R — oo.
De fato, a unica solugao para esse problema é a funcéo:

Ll By gyl B

Y il TR Ry
et (g T T VG g R

Sabendo G, basta restaurar a fase de gauge para chegarmos na fungao de
Green, eq. (1.9).
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A.2 Limite de campo magnético nulo na fun-
cao de Green

Ainda podemos demonstrar que a expresséo (1.9) se reduz a (1.5) se
B = 0. Para isso, estabelecemos uma notagao apropriada:

_1 E+in
{ =3 + 2hw

para obter:

1 i ' w p2 w
Gp = ———emBYXIP(] _ ) HFU(1 ~ q,1; ~ R?) .
B 27?52 ( ) ( 3 7& )

Se estabelecemos o limite ¢ — coet®®, com z constante, o limite das
fungoes I' e ¥ separadamente ndo estd bem definido. Porém, o limite do
produto I'¥ esta bem definido, como veremos a seguir. Além disso, as fungdes
exponenciails todas desaparecem nesse limite de campo baixo, e temos:

}IBiII%GB(r, r;E)y= lim { -1 't —a)¥(1l —a, l;z/a)} .

a—rcoeti0o | 2 T‘l,z
Usamos a equagdo 6.7(7) da ref. [20],
'l —a)¥(1 —a,a;—2) =e™~* [I‘(a)‘ll(a, 1;2) — ™ (a)[(1 — a)®(a,1; z)] \
para obter

: -1 . {T(a)¥(a,1;—2z/a) —
’. _ ' s 4

J Gples s B) = o L cimeP(0)T(1 = a)®(a, 15 —2/a)} -

Os limites assintéticos importantes séo (eq. 6.9(17) e 6.9(16) de [20]):

lim ®(a,c; —z/a) = Jo(2v/z)

a—0c

lim T(a)¥(a,c; —z/a) = ir HY (2/7)

a4—0C
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lim _e™T(a)T(1 —a)= lim ¢ =0

a—rooeti0 a—roceti0 SlIl(‘R' )

e o resultado final é:

h ?

que é a prépria funcao Go (da eq. 1.3). Nesse célculo, foi essencial a pre-
servacao de uma pequena parte imaginaria, ¢, agregada a energia.

A.3 Funcao de Green para campo magnético
perturbativo

O calculo anterior prova que a funcio de Green de campo finito obe-
dece ao limite correto quando a intensidade de campo é tornada nula. Porém,
ele ndo fornece diretamente as primeiras corregoes na fungao de Green quando
o campo é pequeno mas nao nulo. Essas corregbes podem ser obtidas por
um procedimento semelhante ao da secdo A.1. Em lugar de resolver exata-
mente a eq. (A.3) exatamente, vamos procurar uma solugio perturbativa no
parametro hw/E, do tipo

A —WH(U (kR) + Z ( ) fa(kR), (A.6)

n=1

onde cada termo da soma corresponde a uma contribui¢io de ordem (hw/E)"
na fungdo de Green. Usamos a notagio k¥ = v/2E/h. A contribuicio de
ordemn nula é exatamente a funcio de Green de campo nulo, apresentada na
secdo anterior. O fato de G’y ser invariante por mudanga de sinal no campo
magnético faz com que apenas contribui¢bes com n par estejam presentes
na equagao acima. O termo de acoplamento campo-momento angular (eq.
A.3) aplicado sobre essa fungio resulta zero. Substituindo a solugio acima
na equagdo diferencial (A.3) e separando contribui¢bes de mesma ordem,
obtemos o conjunto de equagoes diferenciais acopladas:

B —iE 2 g{V(kR) n=2
E —Vz [ kR 2
{ i }f( )= { —r”zf n—2(kR) n>2
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Resolvendo ordenadamente cada uma dessas equacgoes, € possivel obter
a funcio de Green como uma série em poténcias de hw/E, que pode ser
truncada em algum ponto. A condigdo para isso é que o campo magnético
seja suficientemente baixo ou a energia seja suficientemente alta de forma
que fuw/E << 1. Em especial, a funcao f; é dada por

fo(kR) = {kR‘°’ H®(kR) - R2ZH{](KR)} |

24%4

e a funcao de Green, com primeira corre¢ao em campo magnético, é

Gp(r,r'; E)—,-wz—fiwevs“-‘f’><r lH(l)(kR {kR3H(”(kR) R2H§1)(kR)}}

(A7)

12E
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Apéendice B

Expansao assintdtica da
Funcao Espectral

Nesse apéndice, vamos calcular a fungio espectral definida pela eq.
(3.8), no limite s >> 1. Comegamos por definir as fungoes

Fa(r,r; E) = Gq(r,x; E) — G (r,1; E)

.7:0 (I',l‘,; E) = G_B (I‘,I";E) - GG (I‘, I'!; E) ’

onde Gy € G sdo dadas respectivamente pelas equagdes (1.5) e (1.9). Gg
é a funcdo de Green exata do bilhar. Com essas defini¢oes, ®(s) podera ser
escrita como a soma de @q(s) com Po(s), onde

Bq(s) = —Tr{Fq(r,r';—s)}

®o(s) = ~Tr{Fo(r,r'; —3)} .

A funcao Fq deve satisfazer o par de equagdes diferenciais homoge-
neas, H(r)Fq = 0 e H*(r')Fq = 0, mas as condi¢des de contorno devem ser
tais que G se anule na fronteira do bilhar. Condi¢des de contorno desse tipo
podem ser tratadas com uma representac¢éo integral do tipo

?

a
/. — / -
.7:0 (I', r, S) / dSob’ (I‘g, r ) { . -+ hAno} GB (I', o, S) , (Bl)

90



que satisfaz automaticamente as equacoes diferenciais se for assegurado que:
(1) a fungao desconhecida v obedeca a relagio v (rg, 1) = v* (r',10), € (2) que
os pontos r e r’ estejam dentro do bilhar. Se acontecer de um desses pontos
estar sobre a fronteira do bilhar, a funcdo de Green fatalmente ird divergir
quando a variavel de integragao rg passar por ele. Por isso, a representacdo
acima deve ser tratada com cuidado se quisermos estabelecer corretamente
as condigdes de contorno. Em lugar de colocar r ou r’ exatamente sobre a
fronteira, adotamos um processo de limite:

llir% Fol(r,r';—s) = —Gg (r,v';—s) .

Quando esse limite é imposto sobre a eq. (B.1), encontramos uma equagéio
integral para a fun¢do de densidade v:
1 0 )
WGB (rg, r,; — ) = hz r07r )+j dS].V rla ) {8711 ~+ %Aﬂl} GB (1'0,1'1; *5) .
(B.2)

EquagOes integrais desse tipo aparecem freqiientemente quando se re-
solve problemas de condi¢oes de contorno em que o operador diferencial é
o laplaciano ou o operador de Helmholtz, (V2 + k?%). No iltimo caso, a re-

presentac@o correta envolve o operador 3%1- em lugar de {5-%; -+ %Am (38].

O termo £A,, que esti presente na representacio com campo magnético,
assegura que a soluc¢ao do problema apresente propriedades de invaridncia
por mudanca do gauge magnético. Podemos admitir que uma solu¢io apro-
ximada da equacao (B.2) seja obtida desprezando o termo integral. Nesse
caso, a aproximacao vy para a funcao de densidade é

4] (I‘o, ) = _hQGB (rO) ; ) .

A aproximacao seguinte aparece quando v é colocada dentro do termo inte-

gral:
v (ro,r') = —h*Gp (ro,r'; —s) —
h? [ dSive (re, 1) {'5.%'1' + %Anl} Gp (ro,r1;—5) .

O procedimento pode ser repetido sucessivamente: da aproximacao v,, en-
contramos v,y por

Vrt1 (1‘0, I") = —h’Gp (ro, r'; —3) —
8 [ dS1vn (r1,7) {32 + £ A, } G5 (vo,T15—3) .

91



Espera-se que, no limite n — oo, a seqiiéncia convirja para a fungao correta
v.

Em termos de G, esse método de aproximagoes sucessivas tem um
significado intuitivo. A fun¢do de Green do bilhar aparece na forma:

Gq(r,r';—s) = Gpg(r,v;—s)+
fB dSo —hZ GB (I'O,I"; —'S) BaTo + %Anu GB (I',I‘g; —S) +
J5dSo (=12) G (ro,1'; —5) { 2 + £ Ane } 5 dS1 (—1?) -
G’B (r1,r0; — {am “Am}GB (r,ry;—s)+...
(B.3)
O primeiro termo corresponde a funcao de Green na auséncia de fron-
teira. Semiclassicamente, as trajetdrias que contribuem para a funcio de
Green partem do ponto r' e vao diretamente para r. O segundo termo contém
a contribuicdo das trajetorias que partem de r’, colidem com a fronteira uma
vez (em ryp), € chegam em r. O terceiro termo contém a contribuigio das
trajetérias que colidem duas vezes com a fronteira (em ry e ry), antes de
chegarem em r. Os termos seguintes levam e conta trajetorias que colidem
trés vezes, quatro vezes, € assim por diante. Note que o processo iterativo
sempre adiciona uma integragdo a mais em relagdo ao termo anterior.
Para a funcao ®g, uma boa aproximacgao aparece quando considera-
mos o primeiro termo de fronteira de (B.3):

a
~ £2 2 . .-
(I)Q(.S) =~ h inth r {/I;dSOGB (rg,r, ){—Bno + - Anu} GB (I‘,I‘o, 3)} .
(B.4)

No regime de energia negativa e de valor absoluto muito grande (s >> hw e
s >> k?/I?, para algum comprimento caracteristico [ do bilhar), a fun¢io de
Green pode ser bem aproximada pela da eq. {A.7). Mais importante do que
isso, a série iterativa para Gq converge, o que justifica a truncagem dela ja
no primeiro termo. A expressdo de (Gp para energia negativa €

Gg(r,re; —s) = --};geziBr'xr[K( lr — ro|)—

2 4
S e Kulalr = xol) — kg Ka(alr —xo))}]

onde o = +/25/h. Tipicamente, essa fungdo decai exponencialmente com a
distancia entre os pontos r e ry, a taxa de decaimento sendo «. Isso indica
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que a contribui¢do principal nas integrais de (B.4) é quando o ponto r esta
proximo da fronteira. Em suas vizinhancas, a curvatura da fronteira pode
ser desprezada, e a contribuigdo principal na fungédo espectral é

~ 1 E --1/2
(I)Q(S) = \/; 4h3 .
A primeira contribuigio dependente de campo magnético é
9 \/I Wl
256 \ 2 s—5/2

Para ®¢, o calculo é mais simples, pois Gg e Gy sao conhecidas pelas
eq. (A.7) e (1.5). O resultado final é:

ZA
¢ & e
os) = —737¢
Reunindo esses resultados, obtemos a funcao espectral
—~ 1 L _1/‘2 wZA ~3 9 1 hw2£
T = {— 24h° }+ {_ 12r° 256V 2552 [ (B-5)

onde as contribui¢des dependentes de campo magnético estao separadas das
independentes de campo. Nessa fungido espectral, a unica informacdo do
bilhar aparece na 4rea, A, e no perimetro, £. Coisas como a curvatura da
fronteira, existéncia ou nao de "bicos ” na fronteira ou de "buracos” dentro
do bilhar influem em correcbes presentes tanto nos termos seguintes da série
iterativa quanto em contribuigtes ignoradas no calculo das integrais. Apesar
de todas as aproximagdes feitas, essa expressao de ®(s) fornece uma boa
descricao do potencial grand-canonico médio e da susceptibilidade grand-
candnica média. Da expansio em série de ¢, obtemos a expansdo em série
do potencial grand-canonico:

(I)('S) = Ei’c:l cir(l — r,:)s“‘l +o (3"‘1:1-1—1)
Q(‘u) = —gsﬁh—fﬂz — 8 Ef—“ﬂ p_(zﬁ_f_ﬁjﬂlﬂ‘ + o(#’”k+1+1) ,

que resulta em:
- }_4;;2 p + 3}«5”3/2 to ( <3/2)} +
w2 A
g {55 — v h +°( <)}
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