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Resumo

No trabalho faz-se um estudo dos sistemas de Heisenberg anisotrépicos com dois
e trés spins, relacionando-se aspectos de integrabilidade e caos nos regimes classico e
quantico-semiclassico. Apds descrigido dos sistemas de spins classicos como sistemas
hamiltonianos e do procedimento usado na obten¢ao do limite classico a partir dos
sistemas quanticos, procedimento baseado na representagio de estados coerentes, é
feita a comparagao entre os espectros quanticos e o espaco de fase clissico. Mostra-
se que a presenca de um ponto de inflexdo no espectro do sistema de dois spins
indica a existéncia de uma 6rbita classica separatriz. Esta abordagem é estendida ao
sistemna de trés spins, fazendo-se uso dos graficos A,41 XA, e A, xn, que relacionam
diferencas de energia entre niveis vizinhos. No caso de trés spins, o ponto de inflexio
registra a regiao do espectro onde o caos se manifesta mais intensamente. Secdes de
Poincaré do sistema classico associado confirmam esta previsio.

Como resultado adicional, as distribuigées de Husimi do sistema de dois spins
sugerem uma tor¢ao no espago de fase classico como manifestacio da identidade dos
spins.

Algumas possibilidades para futuras investigagées sio sugeridas.
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Introducao

Dentro do contexto mais geral do estudo de sistemas dinimicos caéticos, classicos
e quanticos, a caracterizagdo do caos em sisternas quénticos em seu regime se-
micldssico tem propiciado um consideravel acimulo de informacées envolvendo
varios aspectos do comportamento de sistemas quanticos nesse regime. Entre ou-
tros, podem ser citados a estrutura do agrupamento de niveis de energia [1] e o
comportamento de suas fungées de onda que, no limite 5 — 0, tendem a se con-
centrar proximas a trajetorias periddicas do problema classico correspondente, con-
figurando o que se convencionou nomear cicatrizes de érbitas periédicas classicas
[2, 3]. A maior parte desse esforco para caracterizacéo e entendimento de sistemas
quanticos lida com sistemas hamiltonianos [4, 5], cujos espacos de Hilbert dos vetores
de estado tém dimensdo infinita. Nestes casos, o espago de fase dos sistemas classicos
analogos descreve exemplarmente o movimento de particulas, regido pela hamilto-
niana classica correspondente. Sistemas com espaco de Hilbert de dimensao finita e
espago de fase compacto e finito tém sido estudados recentemente [6, 7], revelando
efeitos novos - associados 3 finitude do espago de fase ~ e em alguns casos, constras-
tantes, relativamente aqueles sistemas de espaco de fase infinito. Assim como graus
de liberdade associados ao movimento de particulas sdo o exemplo imediato para
espagos de Hilbert de dimensao infinita, também os graus de liberdade associados
as variaveis de spin sdo exemplos para espagos de Hilbert de dimensio finita. Siste-
mas de spins oferecem-se, entdo, como candidatos naturais para o estudo daqueles
novos efeitos. De um ponto de vista mais atento & dindmica dos sistemas fisicos,
o estudo de sistemas de espaco de Hilbert de dimensio finita pode ser introduzido,
buscando-se responder a seguinte pergunta.Tem-se estudado e conhecido a dindmica
de sistemas fisicos relativamente aos graus de liberdade associados ac movimento de
suas particulas; que influéncia tém, nesta dinimica, os graus de liberdade associados
aos spins, presentes afinal em todos os sistemas fisicos?

Além do interesse informativo e conceitual esbocado acima, os sistemas de spins
oferecem vantagens praticas por conterem exemplos trativeis analitica e numerica-
mente. De fato, possuindo espago de Hilbert de dimensio finita, a resolugdo do
problema quéntico de autoestados do operador hamiltoniano ¢ feita exatamente,
sem truncagem das matrizes correspondentes, como é caracteristico dos sistemas de
particulas. Uma das limitagGes seria a dificuldade de se obter urna boa estatistica de



niveis de energia, dado o pequeno e limitado numero de autovalores. Todavia, para
os sistemas de spins que possuem limite classico bem definido, consegue-se tantos
autovalores quantos para o caso de particulas, a limitagio sendo exercida, entio,
pela capacidade do sistema computacional usado.

Apresentaremos nesta dissertagdo o estudo de dois sistemas de spins caracte-
rizados pela interagao de Heisenberg [8]. O estudo desta interagdo (spin-spin) se
insere em uma linha de pesquisa mais ampla e que leva em conta os vérios tipos de
interacdo possiveis, envolvendo graus de liberdade associados a spin: spin-particula,
spin-spin, spin-campo eletromagnético, spin-fénon; e as possibilidades decorrentes
de cada uma destas associagbes. Exemplos de sistemas estudados e que envolvem es-
tas interacdes podem ser encontrados no modelo de Dicke para o maser [9, 10, 11], no
modelo de emparelhamento [12, 13], nos proprios modelos de Heisenberg [14, 15, 16],
no sistema de um spin em presenga de um campo magnético externo dependente do
tempo [17], no modelo de Lipkin [18], nos tratamentos de modos coletivos em fisica
nuclear [7, 19] e no tratamento da interacio spin-fénon [20].

Trataremos especificamente dos sistemas quanticos representados pelos hamilto-
nianos

Hy = J(8y -8, +05;53) (L.D)

e 3
H; = JZ(S; “Si1 + 057 504), (1.2)

=1
em que Sy = S;, J e o parametro de anisotropia ¢ sio nimeros reais, e S¢

(I=1,2,3; = z,y,2) correspondem aos operadores de spins usuais. Nosso ob-
jetivo aqui sera o estudo de varios aspectos relacionados a caos e integrabilidade,
decorrentes da quebra de simetria na aproximagdo semiclassica para estes mode-
los. Portanto, estaremos analisando estes sistemas no ambito estrito dos sistemas
dinamicos. Ainda assim, vale notar o significado fisico dos parimetros envolvidos.
A constante J, simplificagdo da constante de troca [8], diz respeito ao tipo de aco-
plamento predominante: para J > 0 tem-se o caso antiferromagnético e para J < 0
tem-se o caso ferromagnético. A quebra de simetria, neste caso a quebra de isotropia,
representa por sua vez o caso mais comum na natureza. Assim, o tratamento destes
modelos de poucos spins pode oferecer subsidios para um estudo de sistemas mais
realisticos, entdo no ambito da fisica estatistica e da fisica da matéria condensada.
Quebras de simetria em sistemas dinamicos tém, em geral, conseqiiéncias impor-
tantes, tanto do ponto de vista cldssico quanto do ponto de vista quantico, além
de propiciarem informagéo relevante para a compreensio da dinimica do sistema
em questdo [21]. No nosso estudo, especial atencio serd dada & transicio do caso
isotropico (¢ = 0) ao caso anisotrépico (o # 0), transicio esta que representa uma
quebra de simetria em relacdo ao plano zy. Esta transicio permitira a observagao
de varios efeitos que aparecerdo em trés situacdes distintas:
1) efeitos de quebra de simetria no modelo de dois spins, sem quebra de integrabili-



dade;

it) efeitos do aumento do numero de graus de liberdade (através do aumento do
numero de spins), mantendo-se a integrabilidade;

wu2) efeitos da quebra de simetria, quebrando-se concomitantemente a integrabili-
dade, no sistema de trés spins.

Adiantamos aqui que o limite cldssico para os sistemas H, e H; (bem definido,
como veremos) serao a referéncia nas comparagdes e analise dos resultados, obtidos
para os sistemas quanticos. De forma figurada, teremos os pés no regime quantico
e as vistas sobre o regime classico dos sistemas H, e Hj.

O texto que segue estd dividido em duas partes auténomas. A Parte I, formada
pelos capitulos 1-4, é basicamente conceitual e tem dupla finalidade. A primeira
delas revela-se através da apresentacio dos sistemas de spins e dos conceitos que
os caracterizam. Sobre estes conceitos estabelecem-se as bases tedricas que dario
suporte a escolhas e procedimentos seguidos, especificando o escopo do trabalho;,
que decorre em grande medida daquelas escolhas. A segunda finalidade da Parte I
€ servir como uma primeira e simples introdugéo aos sistemas de spins, agrupando
material disperso em artigos publicados, fornecendo referéncias bibliograficas e, na
medida do possivel, normatizando o vocabulario referente aos sistemas de spins,
vistos como sistemas hamiltonianos. No capitulo 1 tem-se uma ripida caracterizagao
dos sisternas de spins e, em especial, dos hamiltonianos de Heisenberg. No capitulo
2 sao apresentadas e discutidas as defini¢des de integrabilidade para sistemas de
spins classicos e quanticos, além de uma descrigio hamiltoniana cléssica para esses
sistemas. O limite cldssico para os sistemas H; e H; ¢ investigado no capitulo 3, e
no capitulo 4 sdo detalhados os métodos de analise no espaco de fase, utilizados no
tratamento dos sistemas de nosso interesse.

A Parte II desta dissertacao, formada pelos capitulos 5-8, envolve o tratamento
dos sistemas de Heisenberg H; e Hj, a apresentacio dos resultados obtidos e a
analise especificada desses resultados. De forma geral, esse tratamento se baseia
em aspectos da dindmica dos analogos classicos, que fazem a contrapartida aos
resuitados obtidos para os sistemas quanticos, quais sejam, o espectro de energias e
sua analise, 0 estudo dos coeficientes das fun¢des de onda e as distribuigdes de Husimi
para autoestados quénticos. Diferentemente da Parte I, nesta Parte II procurou-se
dividir o texto em capitulos independentes, tanto quanto possivel. A menos de uma
ou outra referéncia entre si, os capitulos 5-7 poderiam, entio, ser lidos em qualquer
ordem, sem prejuizo de informagao. No capitulo 5 é estudado o caso de dois spins
e, no capitulo seguinte, lidamos com o sistema de trés spins. O capitulo 7 apresenta
um resultado que sugere uma interessante manifestacio, num contexto classico, da
indistinguibilidade quantica de dois spins interagentes. O capitulo final, 8, traz uma
analise do conjunto dos resultados e uma discussio sobre algumas possibilidades de
trabalhos e sugestdes, advindas desses resultados.

Assim, o leitor afeito ao tratamento dos sistemas dinimicos hamiltonianos e
interessado apenas nos resultados para os sistemas de Heisenberg de dois e trés
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spins pode passar diretamente a Parte II, buscando na Parte I, se julgar necessario,
alguma definigao ou referéncia especificas. Inversamente, o leitor que quiser apenas
uma introdugado geral e simples aos sistemas de spins pode se ater 4 Parte I.



Parte 1



Capitulo 1

Sistemas de spins e a interacao de
Heisenberg

O estudo de integrabilidade e nao-integrabilidade em sistemas fisicos pode, gros-
somodo e esquematicamente, ser distribuido em quatro grandes contextos:

Sistemas dinamicos quanticos com poucos corpos.

Sisternas dinamicos quénticos com muitos corpos.

Sistemas dindmicos classicos com poucos graus de liberdade (poucos corpos).

Sistemas dinamicos classicos com muitos graus de liberdade (muitos corpos).

Sistemas de spins, particularmente, aparecem em campos muito distintos da
Fisica, da teoria do magnetismo & fisica nuclear. Como veremos nos préximos
capitulos, de modo geral necessitam de métodos especiais em seu tratamento, de-
vido, sobretudo, ao fato de as componentes de spins obedecerem a relacdes de co-
mutagdo diferentes daquelas observadas para sistemas de particulas, bosdnicas ou
fermidnicas. Neste capitulo daremos atengao ao fato de que aparecem em formas di-
versas quanto as caracteristicas do sistema: spins pequenos (tipicamente de nimero
quintico S = 1), spins grandes (eventualmente no limite § — 0G), Poucos spins e
muitos spins. Esta diversidade indica que o estudo de sistemas de spins permite-nos
visitar e explorar os quatro contextos do esquema acima. E uma possibilidade inte-
ressante, nac apenas pela obtencao de informacao relevante dentro de cada contexto
individualmente, mas também porque permite a averiguagio e o estabelecimento
de conexdes entre eles, caracterizadas aqui pelos binémios gquéntico - cldssico (via
limite semicldssico S — 00) e poucos graus de liberdade - muitos graus de liberdade
(via limite termodinamico do niimero de spins, N — o) [22].



Neste cenario a interacdo de Heisenberg entre dois spins S; - S; tem se revelado
uma proficua fonte de informacgdes. De construcio simples, um hamiltoniano de
spins para um sistema de dois elétrons

H™" = J(S,-S,) (1.1)

pode ser estendido para um sistema de muitos ions, resultando no hamiltoniano de
Heisenberg propriamente dito [8],

H=3 JuS; S (1.2)

Pl

Este hamiltoniano tem tido papel central em teoria do magnetismo desde os
primeiros estudos sobre transigao ferromagnética, analise termodindmica e magne-
tizacdo feitos por C. Kittel, H. Shore e J.F. Cooke nos anos 60 [23, 24]. Neste
contexto mecanico-estatistico de muitos spins quanticos (tipicamente com § = 1),
as cadelas de spins caracterizadas pela interacio de Heisenberg constituiram um
campo proprio de pesquisas [25]. De outra parte e contrapondo-se ao hamiltoniano
de Heisenberg com muitos spins, o hamiltoniano de trés spins H3 apresentado na
Introdugdo (com S = 2) tem papel importante no estudo teérico e anélise de dados
experimentais de certos sistemas biofisicos, envolvendo proteinas caracterizadas por
agrupamentos de trés ions de ferro {26, 27].

Em circunstancias bastante distintas, sistemas de spins tém sido utilizados na
descri¢ao de movimentos coletivos presentes em sistemas de muitos corpos intera-
gentes. Como exemplo pode-se citar os trabalhos [18, 28] sobre o modelo de Lipkin
e as referéncias {13, 19] sobre o modelo de emparelhamento. Em todos estes tra-
balhos, algum sistema quantico de muitos corpos (em particular, muitos férmions
interagentes) é descrito em termos de poucos operadores que satisfazern relagées de
comutagdo proprias dos operadores de spin. Estes operadores de spin sio escritos
como combinagdes bilineares dos operadores de criacao e aniquilacio de todos os
férmions, atuando, entéo, como operadores para o sistema como um todo!. Assim,
um problema de muitos corpos pode ser descrito como um sistema de poucos spins
interagentes, para os quais o nimero quantico de spin S pode ser grande.

Os paragrafos anteriores trouxeram uma seqiiéncia de situagdes envolvendo siste-
mas de spins, que parte de casos em que o nimero quantico S é pequeno (S = % para
o8 estudos de magnetismo), passa por casos em que S é um pouco maior (S = g para
os sistemas biofisicos referidos) e chega & possibilidade de nimeros grandes para $
(descrigao de movimentos coletivos). Além de caracterizar brevemente a presenca
e importancia dos sistemas de spins, esta seqiiéncia é anunciadora da existéncia

1As denominagGes pseudospin e quasispin também sio encontradas. Optamos por uma no-

meagao Unica, operadores de spin, atendo-nos, sobretudo, as relacdes de comutacao como defini-
doras destes operadores.



de limites classicos para estes sistemas e também de nossos interesses neste texto?.
Como adiantamos na Introdugao, iremos considerar os sistemas de spins H; e H;
como sistemas dindmicos, relativamente a questdes envolvendo a integrabilidade e a
nao-integrabilidade destes modelos. No cenario dos quatro grandes contextos apre-
sentado no inicio deste capitulo, estaremos explorando individualmente os contextos
dos sistemas dinamicos quanticos com poucos corpos (poucos spins) e dos sistemas
dinamicos classicos com poucos graus de liberdade, bem como as conexdes entre
eles.

Sistemas de spins tém sido explorados como sistemas dinidmicos hamiltonianos
em varios aspectos. Propriedades dindmicas de spins cldssicos foram estudadas por
M. Feingold e A. Peres [29] (seces de Poincaré para um sistema de dois rotores), por
E. Magyari et al. [14] (critério de integrabilidade e estruturas analiticas invariantes
para sistemas de poucos spins interagentes) e também por N. Srivastava et al. [15]
(trajetérias, segdes de Poincaré e estruturas geométricas invariantes para sistemas
de poucos spins interagentes). A correspondéncia cldssico - quéntico é abordada
por H. Frahm e H.J. Mikeska [17] (um spin em presenga de campo magnético),
por G. Miiller {22] (aspectos conceituais relacionados a integrabilidades classica e
quéantica em sistemas de spins) e também por K. Nakamura e A.R. Bishop [16] (cor-
respondéncia entre dinamica classica e o espectro semicldssico no sistema H; de trés
spins com interacdo de Heisenberg). Como nestes tltimos casos, estaremos interessa-
dos na correspondeéncia cldssico - qudntico, explorando de um lado as estruturas da
dinamica classica: érbitas periddicas, agdo destas drbitas, segdes de Poincaré, etc.;
e de outro lado, propriedades globais como o espectro formado pelo conjunto dos
autovalores quanticos de energia e também propriedades individuais de autoestados
quanticos tomados isoladamente.

*Para os limites classicos dos modelos de Lipkin e de emparelhamento, por exemplo, ver res-
pectivamente, as referéncias [7] e [13].
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Capitulo 2

Integrabilidade em sistemas de
spins

Para uma averiguacao das relagdes entre integrabilidade e caos nos sistemas
apresentados na Introdugédo através dos hamiltonianos I, e Hy, sera necessario,
antes de tudo, estabelecermos o que significam estes conceitos, quando associados
a sistemas de spins. Neste capitulo examinaremos a maneira como se transportam,
para sistemas de spins classicos e quanticos, as definicées de integrabilidade e nao-
integrabilidade’. Além de fundamentarem conceitualmente os passos a serem dados
nos proximos capitulos, estas defini¢des tém importancia pratica. Afinal todos os
resultados e métodos de analise referentes ao espaco de fase — a serem descritos no
capitulo 5 — baseiam-se, em ultima instincia, na definicio de integrabilidade, seja a
destruicao de toros invariantes prevista pelo teorema KAM e observada via seches de
Poincaré no caso classico, seja a destruigio das grades regulares de valores médios
de observaveis no caso quantico. Neste sentido este capitulo fornece o substrato
necessario as escolhas feitas e métodos utilizados nos préximos capitulos.

As definigoes e discussdes a serem apresentadas apontam duas vias alternativas
para um estudo sobre integrabilidade em sistemas de spins: o limite classico em que
o nimero de spins N permanece finito, enquanto o nimero quantico de spins S tende
a infinito; e o limite termodinimico em que 5 é finito e N tende a infinito. Tendo
em vista os objetivos deste trabalho, o limite classico (N finito, S — 00) emerge
naturalmente como alternativa tnica. Esta delimitacio tem duas conseqiéncias
importantes. Em primeiro lugar ela restringe o campo de nossos estudos aos sistemas
de poucos corpos — dois spins para H, e trés spins para H;. Em outras palavras,
passaremos ao largo de toda a fisica estatistica associada is cadeias de spins, que
por si constitui um campo vastissimo [25]. Em segundo lugar veremos que, apesar
de se tratar de spins, a delimitagio acima oferece-nos a possibilidade vantajosa de

'Embora pouco usual, a idéia do que possa ser um sistema dinimico de spins clissicos sera
discutida e justificada ao longo das segdes seguintes.
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aproveitarmos grande parte do vocabulario e dos resultados estabelecidos no estudo
de sistemas dinamicos de particulas classicas.

Nas duas secoes que se seguem, abordaremos as definigdes de integrabilidade
para sistemas de spins cldssicos (segdo 2.1) e para sistemas de spins quénticos (secio
2.2). Na segdo final 2.3 veremos como estas defini¢oes se refletem, quando aplicadas
aos sistemas de Heisenberg de nosso interesse.

2.1 Integrabilidade em sistemas de spins
classicos

Para sistemas de spins cléssicos ha duas defini¢des possiveis de integrabilidade
[22]:

e [niegrabilidade dindmica: Um sistema de spins classicos é dinamicamente in-
tegravel, se existem NV constantes de movimento independentes e em involucgao,
sendo /V o nimero de graus de liberdade do sistema.

o Integrabilidade termodindmica: Um sistema de spins cldssicos é termodina-
micamente integravel, se é possivel determinar exatamente sua funcio de
particao.

Pode-se notar, ja neste ponto, um primeiro reflexo das idéias presentes no estudo
mais tradicional dos sistemas dinamicos classicos, qual seja, a nogao basica que
associa integrabilidade & possibilidade de resolugdo completa do problema dinimico.
No caso de integrabilidade dindmica, este problema é resolvido expressando-se as
equacoes de movimento através de um conjunto de N leis de conservacao, dadas
pelas constantes de movimento. No caso de integrabilidade termodinamica, sua
propria defini¢ao explicita a idéia de resolugio completa do problema.

Nas subsecdes seguintes discutiremos alguns aspectos relativos a cada uma das
defini¢bes acima. Veremos, entdo, que a similaridade entre as descrigbes de sistemas
de spins classicos e de sistemas de particulas cldssicas vai além da nocéio basica

citada no paragrafo anterior, podendo-se estendé-la até uma descri¢ido hamiltoniana
classica dos sistemas de spins.

2.1.1 Integrabilidade dinamica

A idéia de se estudar a dindmica de um sistema classico descrito por interagdes
entre spins classicos tem, obviamente, sua origem na existéncia das variaveis (ou
operadores) de spin, presentes no formalismo da mecanica quantica. Entretanto,

pode-se considerar esta idéia do ponto de vista mais geral do estudo de sistemas
dinamicos.
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Tomemos um sistema dinamico de N spins cléssicos

s
%_‘zgrl(sl,sg,...,s,v) [=1,2.....N, (2.1)

para o qual a evolugao temporal de cada spin &, da-se no espaco tridimensional das
coordenadas Sf, S}, §f. Podemos nos propor uma descrigio deste sistema, analoga
a descrigdo de um sistema hamiltoniano qualquer [14, 15], dada por

dsp

= ={S\H} (=1,2,...,N;a=u=z,y,=. (2.2)

Na descrigao proposta {.4, B} denotaria usualmente os parénteses de Poisson

(408 _ g4\
dqi0p;  Op dq)’

{4,B} =3

{

(2.3)

escritos em termos de pares de varidveis canonicamente conjugadas; e a fungio
H=H(81,52,...,SN) (2.4)

seria dada pela correspondente fungao geradora da evolugio temporal do sistema
[30). Visto que nio especificamos o que sio spins clissicos, nao ha ainda definicio
do que seriam os parénteses de Poisson e os pares de variaveis {@,p1); tampouco o
que representaria a fun¢do M. Como seria desejivel que estes spins cldssicos viessem
a refletir os correspondentes operadores quanticos de spins, seria, entao, desejavel
que se mantivessem consistentemente as relagdes mecanico-quanticas

L 25)
[58,88] = ihéuw T eB1Sy (2.6)
5
e
(Suymu [(S021Smi) =SS+ 1)A26106mym, (2.7)

Nestas equagoes 57 (I =1,2,...,N;a = z,y, z) representa os{peradores quanticos
de spin e H, o operador quéntico hamiltoniano; [4, B] é o comutador quantico entre
os operadores A e B e |S;,m;) representa o estado de spin, dado pelos nimeros
quanticos de spin S| e da componente S7, m;. § é a funcao delta de Kronecker e
e*P7 ¢ o simbolo de Levi-Civita.

As equacCes 2.5 e 2.6 sugerem respectivamente que tomemos como funcao gera-
dora H, a fungdo “energia”, escrita em correspondéncia com o operador quantico

HﬁH(Sl,Sz,...,SN)——PH:—-H(Sl,SQ,...,SN); (28)
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e como relacao basica para os parénteses de Poisson,

(87,8} = 6w Y e8] (2.9)
Y

Além destas, a constante dada pelo autovalor S;(S; + 1)A?, presente na equagio
2.7, sugere que tomemos, para os spins cldssicos, vetores S&; de médulo constante

|8t = Seu, (2.10)

fazendo-se a associagao S¢y « hy/Si(S: + 1), que eventualmente poderé ser norma-
lizada por A/Si(S;-+1) = 1. Neste caso, as componentes Sf do spin clissico S,

evoluirao sobre uma superficie esférica, dada pela relacao 2.10.

E importante enfatizar que as relagdes 2.8-2.10 nio decorrem das relagbes 2.5-
2.7; sao sugeridas por estas. Do ponto de vista em que nos situamos nesta segio,
assumimos a priori as relacdes 2.8-2.10 independentemente de uma eventual contra-
partida quantica.

Deixando de lado, por enquanto, a motivagdo quantica, chamemos entio spin
classico o vetor & = (§%,8Y,5%) cujas componentes evoluem dinamicamente no
espago das coordenadas &%, S5V, 5%, obedecendo & restrigdo

|81 = Sei. (2.11)
Um sistema dinamico de N spins clissicos dado pela hamiltoniana
H = H(81,55,...,8N) (2.12)

€, assim, apenas um sistema hamiltoniano autonbémo com caracteristicas préprias,
dadas pela especial relagdo — parénteses de Poisson - entre as componentes dos
vetores 8;

{se.8f}=6wY ePS) 1=1,2,...,N. (2.13)
¥
A evolugao temporal deste sistema é dada, como esperado, pelas equagdes
dSp
-j={5,°‘,'}i} [=1,2,...,N;a=1z,y,z. (2.14)

Neste ponto cabem algumas observacgdes quanto 3 extensao da validade da ana-
logia com a descrigdo hamiltoniana. Observemos inicialmente que aquilo que temos
nomeado simplificadamente hamiltonijana H €, até o momento, apenas uma funcio
energia, visto que nada foi dito sobre como se escreve H em termos de variiveis
canonicamente conjugadas. Tampouco podemos entender H como a soma

H=T+V (2.15)
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de uma parcela cinética e uma parcela potencial. A proposta acima significa apenas
a descrigao da dindmica das variaveis Sf¥, obedecendo as equagdes 2.11-2.14 sem ter,
contudo, associada a si a imagem de particulas movendo-se com energia constante
H distribuida entre uma parcela cinética - funcao de suas “velocidades” - e outra
parcela potencial — funcdo de suas posigoes, e eventualmente “velocidades”.

O carater hamiltoniano da fungao H pode ser recuperado, exibindo-se pares de
variaveis canonicamente conjugadas (gi, pr), como segue. Escrevendo o vetor &; em
coordenadas esféricas

8 = (Scisenbicosdy, Scisenbisend, Scicosd)), (2.16)
definimos as varidveis
@ =¢  p = Scicosh = SF. (2.17)

Como sera discutido no capitulo 3, os pares (g, p;) assim definidos satisfazem as
rela¢des de comutagao

{aghgr} = 0
{ppe} =0 (2.18)
{anpe} = bw

e permitem-nos descrever a dinadmica dos sistemas de spins clissicos, usando as
equagdes de Hamilton [14]

. OH . oH
@ = o p= “Pq (2.19)
De maneira geral, a evolugdo temporal de qualquer fungao F = F(8,,S,,...,Sn; t)
pode, entdo, ser descrita pela equacido de movimento
dF oF
T {F,H} + e {2.20)

Portanto, o sistema dindmico de N spins classicos dado pelas equacbes 2.11-2.14
representa um sistema com N graus de liberdade. O espago de fase, de dimensio 2N,
associado a este sistema é a variedade compacta dada pelo produto cartesiano das
N superficies esféricas |S;| = S¢i, sobre a qual cada par de varidveis canonicamente
conjugadas tem o seguinte intervalo de variagio

—n < q Sfr,

. ) -8 < m < S {9 921\
conjugadas tem o seguinte intervalo de variagio

—n < q Sfr,

. ) -8 < m < S {9 921\
conjugadas tem o seguinte intervalo de variagio

- < g SGT,

. . ) S < 1] < Snr. (9 21\
conjugadas tem o seguinte intervalo de variagio



Finalmente, este sistema é dinamicamente integrivel, se existem N constantes

de movimento (81, Sz, ...,Sy) independentes e em involugio, isto &, tais que
{\TlvH} = 0
{J1, T} = 0. (2.22)

No caso de existirem N tais constantes de movimento, qualquer trajetéria indivi-
dual (solucao do sistema 2.19) tera seu movimento confinado & hipersuperficie de
dimensao NV, resultante da intersec¢do das NV hipersuperficies dadas por J; = 0, cada
uma delas com dimensdo (2N ~ 1). Na linguagem dos sistemas hamiltonianos, esta
hipersuperficie final é chamada toro invariante, podendo-se escolher as constantes 7
de tal modo que seus valores possam ser calculados usando-se N caminhos fechados
Ci, topologicamente independentes:

1
T = gﬁt P dg. (2.23)

A hamiltoniana H pode, entdo, ser reescrita como funcio das acdes J; somente

H=H(Jl,j27"-a\7N) (2'24)
e a descri¢do do movimento pode ser separada em N leis de conservacio,
T = —-a—H =0 = J; = constante (2.25)
a0,

e N equacdes de movimento para as freqiiéncias associadas as variaveis angulo Oy,

(':)1 =W = -aﬁ (226)
N

Refazendo-se a descricio da dindmica do sistema de spins clissicos em termos
do formalismo hamiltoniano, tem-se a vantagem de poder aproveitar os resultados
daquela formulacdo € poder, também, caminhar no estudo proposto na Introdugio
por uma via paralela a tradicional via dos sistemas hamiltonianos j4 estudados
(mecanicos em especial). A possibilidade de comparacio entre os resultados obtidos
nestas duas vias é, por si, atraente e sugestiva. A partir deste ponto de vista, a
defini¢éao de integrabilidade dindmica, baseada nas constantes de movimento inde-
pendentes e em involugdo, é mera decorréncia; como sio também, de forma geral,
os resultados, teoremas, métodos de analise, etc., presentes no formalismo hamil-
toniano. Esta proposta de descri¢io, construida para ser hamiltoniana, insere o
estudo de sistemas dindmicos de spins classicos no contexto mais geral do estudo de

sistemas dinamicos hamiltonianos, justificando-o conseglientemente.
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2.1.2 Integrabilidade termodinamica

Como vimos no inicio desta segao, a definicido de integrabilidade termodinamica
envolve o calculo da funcéo de partigdo do sistema de spins. Para um sistema de V
spins cldssicos S (I = 1,2,..., N), com energia total dada pela funcgao energia

H=H(81,82,...,8N), (227)

a fungao de partigao associada Zy escreve-se como a integral miltipla

Zn = /dSI /d52 . -deN e_ﬁH(Sl'SQ'm'SN)' (2.28)

Para N finito a integracdo ¢ feita sobre a variedade compacta gerada pelo pro-
duto de N superficies esféricas |S,| = constante, como vimos na subsecio anterior.
Vimos também que, nesta variedade, a fungéo energia tem valores limitados por ex-
tremos finitos, ndo havendo, portanto, comportamentos assintéticos que fizessem do
integrando uma funcao patologica. Deste modo vé-se que a fungdo Zy, para N finito,
¢ sempre bem comportada e analitica (ainda que possa ser dificilima sua avaliacio
numérica). Em outras palavras, sistemas de N spins cldssicos, com N finito, sao
sempre integraveis termodinamicamente, ndo cabendo nestes casos uma distingio
entre integrabilidade e nao-integrabilidade termodinimicas. Uma tal distingao teria
sentido, eventualmente, apenas no limite termodinamico em que o mimero de spins
N tende a infinito. Este ndo é, obviamente, o caso dos sistemas de Heisenberg de
nosso interesse, razdo pela qual ndo nos estenderemos: sobre esta definigio de in-
tegrabilidade. Ressaltamos, porém, sua importancia conceitual na busca por uma
caracterizagao bem definida do que possa ser chamado caos quantico em sistemas de

spins. Para maiores detalhes a este respeito, de fato a respeito de todo este capitulo,
ver o trabalho de G. Miiller [22]

Apresentadas as defini¢bes de integrabilidade dindmica e integrabilidade termo-
dinamica, fica evidente que nossa tnica alternativa é a aplicacio do conceito de in-
tegrabilidade dinamica. Na discussao da defini¢io deste conceito construimos uma
descricdo hamiltoniana que prescindia da motivagio quantica. Claro esta, entre-
tanto, que nossos interesse e motivagio sao os sistemas quinticos de Heisenberg
apresentados e caracterizados na Introdugdo e no capitulo 1. Isto coloca-nos em um
ponto de vista diferente daquele que assumimos na subsecgo 2.1.1, onde construimos
sistemas dinamicos de spins cléssicos. Aqui as relacdes mecanico-quanticas 2.5-2.7
e a idéia de spin como sendo um objeto essencialmente quantico precedem a possivel
existéncia dos sistemas de spins cldssicos. Colocam-se naturalmente, entdo, questdes
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aparentemente embaracosas:

® 0 que sdo spins classicos?

e sio momentos angulares?

ha analogos mecanico-classicos para estes sistemas de spins classicos?

estes sistemas classicos sdo limites de sistemas de spins quanticos?

limites classicos com A — 0, eventualmente?

ha realizagdo fisica possivel para estes sistemas de spins classicos?

estes sistemas classicos sdo capazes, ao menos, de modelar ou descrever siste-
mas e/ou interagdes fisicas?

Em que pese a nogao, curiosamente arraigada, de que spins sio essencialmente
quanticos, pode-se tentar entendé-los dentro do eletromagnetismo classico. A esse
respeito, ver o trabalho de H.C. Ohanian [31]. Do ponto de vista da mecanica
classica, pode-se pensar os spins classicos como momentos angulares, desde que se
leve em conta o fato de que nao tém massa. Esta é uma associagio freqiiente na
literatura sobre spins classicos, onde se confundem sistemas de momentos angulares,
rotores e spins classicos [29]. Entretanto, é a massa o ponto que dificulta a analogia
entre spin classico e algum sistema mecéanico-clissico. Tome-se como exemplo o
candidato “natural”: o giroscépio. G. Miller [22] argumenta que a analogia entre o
spin classico € um corpo rigido girante, como um giroscépio microscépico, exigiria um
tensor de inércia com apenas um eixo principal néo nulo, o que nio seria fisicamente
consistente. Como vimos no capitulo 1, todavia, estes spins clissicos sio bastante
uteis na descricao de movimentos coletivos em modelos da fisica nuclear. Pode-
se pensar também em sistemas fisicos em que os spins se acoplem em dominios,
adicionando-se e gerando em cada dominio um spin total com caracteristicas de um
spin classico.

Além das questdes que dizem respeito ao limite classico e relacionada aos siste-
mas de Heisenberg que estudamos, coloca-se também a questio da legitimidade da
aplicagao da definicdo de integrabilidade dinamica. Ora, se partimos dos sistemas
quanticos H; e Hj, a aplicagdo do conceito de integrabilidade dinimica descrito na
subsegao 2.1.1 somente tera sentido, se os correspondentes sistemas de spins classicos
H, € Hj forem de fato os limites classicos de H; e Hj, respectivamente.

Esta questdo, bem como as anteriores, sao analisadas no capitulo 3, que trata
do limite classico para sistemas de spins quanticos. Veremos, entéo, que estes siste-
mas de spins classicos, gerados a partir dos sistemas quanticos H; e Hs usando-se

o procedimento descrito na subsecdo 2.1.1, correspondem efetivamente aos limites
classicos de H, e Hj.
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2.2 Integrabilidade em sistemas de spins
quanticos |

Diferentemente do caso classico, para sistemas de spins quanticos ha apenas uma
defini¢ao de integrabilidade {32, 33}:

¢ Um sistema quantico com N graus de liberdade é integravel, se existem N
operadores definidos globalmente, independentes, Ii{g1,p1; ¢2,p2}---; qn, PN)
para { = 1,2,..., N, cujos comutadores mutuos sao nulos,

(I, =0 (2.29)
para todos [, =1,2,...,N.

Para sistemas de spins, “N graus de liberdade” corresponde a “N spins
quanticos” e os operadores I; sio fung¢bes dos operadores de spins S,

Ij=Ij'(Sl,Sg.,...,SN) l=1,2,...,N. (2,30)

Observemos inicialmente que a defini¢do acima dé conta, simultaneamente, das
propriedades termodindmicas e (tempo-)dinamicas do sistema de spins quinticos.
No caso classico toda termodindmica podia ser obtida a partir da funco de particéo
Zn, que por sua vez prescindia das relagdes dadas pelos parénteses de Poisson entre
as componentes Sf; bastava apenas uma fungio energia H(Sy, Sy, ..., Sy) para se
escrever a integral

Zy = ] dS, f ds,... / dSy e, (2.31)

No caso quantico, entretanto, a fungéo de partigao
Ty = /d81 /ﬁzs2 .. ./dsN (S1,82,....8y [e#7]S,,S,,...,Sn)  (232)

exige o conhecimento das relagbes de comutagio entre as componentes-operadores
S5f. Ou seja, uma definicdo de integrabilidade termodindmica para spins quanticos,
analoga aquela vista para spins classicos, nao se sustenta.

As propriedades dinamicas, por sua vez, decorrem naturalmente do formalismo
da mecanica quantica. Dado o hamiltoniano do sistemna

H = H(S,,S,,...,5n), (2.33)

a propriedade representada pelo valor médio do observavel A evolui no tempo se-
gundo a equacio de movimento

d{4) 1 dA
— = (AH) + <—37>. (2.34)
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Em especial, as equagtes de movimento para os spins ficam analogas a equacio
classica 2.14
dsg 1

L = — (57, 4]. (2.35)

O espago de Hilbert ¥ subjacente possui dimensdo 2

dimE = (25, + 1)(2S2 + 1)... (25y + 1) (2.36)

em que 5; é o nimero quantico do /-ésimo spin.

Assim como acontece no caso de integrabilidade dindmica classica, integrabili-
dade em sistemas de spins quanticos expressa-se através de um conjunto de leis de
conservagdo. Para sistemas em que a energia é conservada — como os sistemnas que
trataremos — podemos escolher I, como

Iy = H(8:,8,,...,Sn). (2.37)
Existindo outros N — 1 operadores I; tais que
L, wl=0 LI=12,....N (2.38)

temos

da{f) 1

—— = — ([I;, H]) = 0 = (I}) = constante. (2.39)

dt th

Como os operadores [; comutam entre si, podemos escrever os vetores de estado [
do sistema numa base de autoestados simultineos dos N operadores ;. Para siste-
mas hamiltonianos quanticos integraveis, o conjunto dos autovalores de I; forma um
conjunto completo de nimeros quanticos que tém, entdo, um papel similar ao con-
junto completo das varidveis de agdo nos sistemas hamiltonianos classicos integraveis
dinamicamente.

Ocorre, entretanto, que sistemas com um nidmero finito N de spins quanticos,
cada um com seu numero quéntico de spin 5 (I = 1,2,...,N) também finito,
s&o sempre integraveis [22, 14]. Como N e os S sio finitos, o espago de Hilbert
associado tem dimensdo finita e a evolugdo temporal de qualquer quantidade fisica é
periddica ou quasiperiodica. Dessa maneira possiveis efeitos de nao-integrabilidade
ocorrem apenas nos limites (N finito e 5) — o0) e (S finitos e N — o00). Como
veremos no proximo capitulo, o limite (N finito e §; — o) € o limite classico,
associado ao limite A — 0. Este processo de limite d4 lugar a efeitos de nio-
integrabilidade representativos do que chamarmos comumente caos cldssico. Entende-
se esta afirmativa notando-se que tais efeitos sao observados & luz da dinamica gerada
pela hamiltoniana cléssica H - obtida do hamiltoniano quintico H - e nio da
dinadmica quantica em si. Nosso estudo dos aspectos relacionados 3 integrabilidade,
presentes nos hamiltonianos de Heisenberg, tem como termo basico de COMPAragao o

2Desconsideramos, por enquanto, a possivel identidade de dois spins interagentes.
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limite classico para estes sistemas, obtido fazendo-se 5 — oo (V é finito!). Portanto,
esta serd a via que nos levara a correspondente defini¢ao de integrabilidade dinimica
classica vista na segdo anterior.

Apenas para completar a informacio, anotamos aqui a observacio de que efeitos
de nao-integrabilidade associados ao processo de limite termodinamico (S finitos
e N — oo) para sistemas de spins quanticos sio representantes daquilo que seria
eventualmente denominado caos quantico [22]. O argumento mais simples em favor
desta distingao € o de que spins finitos sao essencialmente quanticos e os estados do
sistema quéntico associado somente podem ser descritos dentro da teoria quantica.
Neste trabalho ficaremos aquém desta discussio e da definicéo precisa do termo

caos quantico, indicando novamente a referéncia {22} para uma apresentacio mais
detalhada.

Afirmamos na Introdugio nosso propésito de estudar relagdes entre integrabi-
lidade e nao-integrabilidade, comparando resultados obtidos de sistemnas quanticos
com resultados obtidos dos sitemas cldssicos associados. Mostra-se que os sistemas
classicos - base de nossa comparagao - podem ser nao-integraveis. Por outro lado os
correspondentes sistemas quénticos de origem sao estudados a partir da resolucio do
problema de autovalores e autovetores, associado ao operador hamiltoniano quantico
H. Na prética, este problema é resolvido numericamente para valores grandes, mas
finitos, do nimero quéntico de spin S. Como vimos que sistemas quanticos com N e
S finitos sao sempre integraveis, devemnos questionar a validade desta comparagdo. A
afirmacao desta validade comprova-se em tltima instancia pelos resultados obtidos
nos dois regimes, como veremos na Parte I deste texto. A partir deste questio-
namento, entretanto, torna-se desejavel que tenhamos algum acesso e/ou controle
sobre a regido semiclassica (A pequeno, mas nio nulo), entre o limite classico ex-
tremo e acabado (S — oo) e o regime quantico pratico (S grande, mas finito).
Este ponto sera explorado no capitulo 3, tomando-se estados coerentes para spins
como instrumento para chegarmos ao limite classico dos sistemas quanticos originais
H; e H3. Veremos, entdo, que este procedimento permite-nos o acesso a correcoes
semiclassicas, além da obtencao do limite cléssico em si.

2.3 Integrabilidade nos modelos de Heisenberg
de poucos spins

Nesta ultima segdo apresentaremos um resumo das propriedades dos modelos
que estudamos relativamente aos tépicos tratados neste capitulo. Estas proprie-
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dades serao consideradas mais detalhadamente na Parte II, aparecendo aqui como
ilustragao das se¢bes anteriores e também como primeiro indicador do cenario em
que nos deteremos.

2.3.1 Modelo de Heisenberg de dois spins

O hamiltoniano para o modelo de Heisenberg de dois spins quanticos escreve-se
como

Hy = J(S:- S, + 0525%). (2.40)

A dois spins correspondem dois graus de liberdade, logo o espaco de fase asso-
ciado ao sistema de dois spins cldssicos possui quatro dimensdes. Além da energia
E, a componente z do spin total 7, = 8, + &, é constante de movimento. Por-
tanto, o movimento do sistema classico restringe-se a duas dimensdes no espaco de
fase. Conclui-se, entdo, que o modelo cléssico é integravel para qualquer valor do
parametro de anisotropia . O sistema quéantico por sua vez tem associado a si um
espago de Hilbert de dimensao (25, 4+ 1)(25; + 1) e os operadores quénticos H e T
também correspondem a constantes de movimento:

[T, Hy) = 0. (2.41)

2.3.2 Modelo de Heisenberg de trés spins

Para este modelo o hamiltoniano escreve-se como

3
Hs = JY (Si-Siy1 + 05757,,). (2.42)

{=1

Neste caso a dinamica classica apresenta maior variedade de regimes. Em
principio o espago de fase classico possui seis dimensdes. Uma das variaveis que
descrevem o movimento pode ser eliminada, usando-se a constincia da energia F.
Para 0 = 0 as componentes 77,7 e 77 de T3 = 8, + 8; + &3 sio constantes de
movimento, o que se verifica calculando-se os parénteses de Poisson

{To H} =0 (2.43)

para a = ,y,z. Assim, 0 movimento restringe-se a uma superficie bidimensional
do espaco de fase, o que implica na integrabilidade do sisterna para ¢ = 0. Para
o # 0, E e T continuam constantes de movimento, mas 7 e 7 nio. O movi-
mento acontece, entao, num espago de quatro dimensdes. K. Nakamura et al. [16]
mostraram que, neste caso o # 0, o sistema cldssico é nio-integravel, apresentando
regides do intervalo finito de energia permitido com movimento regular, cadtico ou
ambos. Com respeito ao sistema quéntico de trés spins, os operadores quanticos
correspondentes as constantes de movimento clissicas comportam-se analogamente,
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tanto no caso 0 = 0 como no caso ¢ # 0. O espaco de Hilbert associado possui
neste caso dimensdo (257 + 1)(25; + 1)(25; + 1).

Estabelecidos os conceitos de integrabilidade classica e quantica para sistemas
de spins, vamos apresentar e utilizar, no préximo capitulo, um procedimento que

nos permitird a obtencao do limite classico para os sistemas de Heisenberg de dois
e trés spins.
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Capitulo 3

O limite classico para os sistemas
de Heisenberg

Neste capitulo investigaremos o limite classico para os modelos representados
pelos hamiltonianos quanticos H; e Hi. O objetivo estd na obtencio, de forma
construtiva, de expressbes para as hamiltonianas classicas & e &5 correspondentes
ao limite classico dos modelos H; e H; e, a0 mesmo tempo, consistentes com as
hamiltonianas para spins classicos Hy e H3, como apresentados no capitulo ante-
rior. Estaremos, entdo, aptos a aplicar aos sistemas de spins classicos e quanticos de
nosso interesse as defini¢des e técnicas utilizadas nos estudo de integrabilidade em
sistemas dinamicos. Para tanto, daremos os seguintes passos. J& nesta introducao,
apresentaremos uma pequena discussdo sobre a existéncia e legitimacio — do ponto
de vista da fisica dos sistemas — do limite cldssico para os sistemas de Heisenberg.
A seguir, passaremos a obtencdo das expressdes para &, e &, fazendo uso de um
procedimento que nos permite avaliar os elementos de matriz (Q|H|Q) através da
aplicagao do principio variacional dependente do tempo. Para isso utilizaremos a
representacao de estados coerentes para os estados |(2) e algumas de suas proprie-
dades. Finalmente tomaremos o limite classico para as expressdes fornecidas pelo
principio variacional, obtendo as hamiltonianas classicas &, e &.

O sistema de spins cldssicos correspondente ao modelo de Heisenberg com N
spins é representado, na linguagem do capitulo 2, como

N
Hy =J (S~ Sia + 0887, (3.1)

=1
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O procedimento para a obten¢ido desta hamiltoniana classica, como limite do
hamiltoniano quantico do modelo, foi formulado por M.E. Fisher [34] em 1964 e
pode ser resumnido pela seguinte prescri¢ao. Define-se novos operadores quanticos

S

8 = ——— (32)
h/S(S +1)

e toma-se o limite 5 —+ co. Com esta prescrigao, as relagdes de comutacio entre as
componentes de um dado spin ficam

s, 8P| = et L .
[ I '] m_}_—l)’ (3.3)

que se anulam no limite S — co.
Assim, o hamiltoniano quantico

N
Hy = JZ(S; S+ aSTSEL). (3.4)
=1
pode ser reescrito como
N
Hy = JRS(S+ 1) (s 8141 + T57STy1)- (3.5)
1=1

Amparados pelo limite S — oc das relagdes 3.3, podemos obter Hy a partir de
Hpy, tomando as comporentes Sf* como variaveis cldssicas. A condi¢io para o limite
classico escreve-se, entdo, como dois limites

h—0 S — (3.6)

/S(S +1) = 1. (3.7)

Estas relagoes, que representam de fato a prescrigao original de Fisher com i = 1,
foram demonstradas para N fixo por K. Millard e H. Leff [35], e descritas e exem-
plificadas de modo simples e esclarecedor por M. Manson [36].

Neste ponto cabem alguns comentdrios a respeito do procedimento descrito
acima.

Inicialmente notemos que, para % = 1, a relagio 3.2 implica, no limite § — oo,
que

sujeitos a relacao

lsi| = 1. (3.8)
Ou seja, no sistema classico os vetores de spin classicos movem-se sobre a superficie
da esfera unitaria, podendo ser descritos por variiveis angulares, segundo a relacao

S1 = (senficos¢y, senrsend, costy), (3.9)
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da mesma maneira que foi apresentada no capitulo 2.

De outra parte impoe-se a questao mais importante da descri¢io do sistema fisico
em si: a hamiltoniana Hy presta-se a esta descricdao, ou é meramente um objetivo
a ser atingido, como uma funcéo classica a que se pretende chegar? Mais do que
conseguir tal conformacao entre as expressdes quantica (eq. 3.4) e classica (eq.
3.1), a prescricdo estudada por Fisher e demonstrada por Millard e Leff visava a
comparagdo entre a termodinamica resultante da fungéo de particio cléssica, escrita
usando-se Hy, e a termodindmica resultante da fungio de partigio quéantica, usando-
se Hy. A adequagdo dos resultados fornecidos pela funcio clissica como limite
S — oo da fung¢do quantica é, em sintese, a esséncia da demonstracio de Millard e
Leff.

Finalmente h& a questdo pratica da escolha das variaveis que descreverio o sis-
tema. A simples substituicao dos operadores quanticos S; por vetores clissicos S; de
modulo 1 e a subseqiiente utilizagdo das varidveis esféricas (eq. 3.9) funcionam no
limite classico extremo e acabado § — oo, tendo respaldo em demonstracdes rigo-
rosas (37, 38]. Optamos neste trabalho pela utilizacio da representacio de estados
coerentes para spins |}) [39] como instrumento para a obtencio do limite classico
dos modelos de Heisenberg. Nesta representacdo a hamiltoniana classica do modelo
é dada por

_ {2HN| )
N T

com subsequente tomada do limite (A — 0,5 — o0), sujeito a #,/S(S +1) = 1.
Do ponto de vista da fundamentagio, esta escolha tem apoio em demonstragoes
igualmente rigorosas e também em sua corrente aplicagio [40]. De fato E.H. Lieb
[41] demonstrou a equivaléncia entre este procedimento e a prescri¢cao anterior, ao
observar que Hy ¢ uma funcio limitante superior para o espectro de autovalores
quanticos E9:

(3.10)

Hn(Q) 2 E9, (3.11)

a igualdade sendo vélida no limite S — oo. Usando a representacio de angulos para
|2}, Lieb mostrou que a fungéo Hy(f2), calculada segundo a eq. 3.10, é aquela que
se obtém fazendo-se a substituicio

S — S(senbicosdy, senfisendy, cosh;) (3.12)

para casos simples, entre os quais estdo os termos que aparecem nos hamiltonianos
de Heisenberg dados de forma generalizada pela expressio 3.4.

A escolha entre a substituigdo 3.12, mais simples, e o calculo da expressao 3.10
foi feita tendo-se em vista ndo somente a obtencio do limite clissico adequado, mas
também a analise dos resultados que pretendemos explorar. Como sera explicitado
no capitulo 4, deste ponto de vista a utilizacdo da representacio de estados coe-
rentes oferece algumas vantagens, seja possibilitando corregdes quanticas de ordem
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superior em k, seja possibilitando o estudo de autoestados quanticos individuais, via
distribuicdo de Husimi [6, 7).

3.1 Hamiltonianas classicas & e &

3.1.1 O principio variacional para estados nao normaliza-
dos e a parametrizacao complexa

Apresentaremos nesta subsec¢do um esquema que se vale do principio variacional
dependente do tempo, e parametrizagao complexa, para a formulagéo do problema
quantico representado pela equacao de Schrédinger. Como veremos, este esquema
permite que esta formulagdo seja feita dentro de uma estrutura dita “classica”, no
sentido de que é anédloga a formulagio hamiltoniana para a dinamica classica. Seré
uma apresentagao sucinta e que acompanha o desenvolvimento feito em detalhe por
P. Kramer e M. Saraceno [42] e M.T. dos Santos [13] - obras das quais tomamos
emprestado o titulo desta subsecao.

O principio variacional dependente do tempo é formulado a partir da acao

7= ["dt £, 9), (3.13)

ty

onde a lagrangeana para o sisterna ¢ escrita em termos da fungéo de onda v e de
seu complexo conjugado 3y como

C,9) = <¢

., 0
zhat H‘r/)>. (3.14)
Para estados normalizados |3} do espag¢o de Hilbert associado ao sistema estudado, a
condigdo de extremo 6’ = 0 fornece corretamente a equagio de Schrodinger depen-
dente do tempo. Para a construgio da estrutura classica que temos em vista, convém
relaxar a condigdo de normalizagdo dos estados |1} e retoma-la apos aplicagao do
principio variacional. Neste caso escreve-se a lagrangeana como

L (Pl) — (BI)  (w|H|w)
) ==

A adequagdo desta forma é atestada, em iltima instincia, pela equacao de
Schrodinger que resulta corretamente da aplicagao das condigbes de extremo §7* = 0
e posteriormente de normalizagdo (i) = 1.

No caso em que o estado quantico |}, ndo normalizado, é parametrizado por N
numeros complexos zy, 23, ..., zn,

(3.15)

(1)) = [¥(za(t), 22(t), . .., 2n(2))) (3.16)
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e ¥(t) possui derivadas parciais de primeira e segunda ordem bem definidas nos
parametros z; e z;, o principio variacional permite o estabelecimento de um arca-
bougo classico, constituido por uma fungao hamiltoniana classica H, um espaco de
fase classico dado por z((t) e z(t) (ou, por outra, através de Re(z;) e Im(z;)) e, final-
mente, por parénteses de Poisson generalizados. Dentro deste contexto o problema -
ainda quantico — pode ser tratado usando-se, formalmente, as regras da formulagio
hamiltoniana classica. Para tanto, assumimos que é inversivel a matriz C definida
por

52
Ci(z,2) = In 3.17
!J( E ) 32']823 ('lvbld))) ( )
onde z = (21, %2,...,2N) € 08 parametros z; e z; sao tomados como variaveis inde-

pendentes. Neste caso podemos definir parénteses de Poisson generalizados entre as
fungoes f(z,2) e g(2,%) como

— =1yt a
Uidden = # %é][co-l ) Hgﬁ] (3.18)

em que as matrizes estdo escritas em forma de blocos e o indice ¢ significa trans-
posigdo, Com estas defini¢Ges e hipoteses, mostra-se que a imposicio do principio
variacional gera equagdes de movimento para os parametros z; dadas por (42]

z; = i{H,z}
z = i{H, 5}, (3.19)
onde
_ (wlH|y)
H= o (3.20)

Esta associagdo (eq. 3.20) é mais geral. Dado um operador O que atua sobre os

vetores de estado {t)) do espago de Hilbert, podemos associar-lhe a funcio classica
@ das variaveis z e z, atraves de

(¥ |0} )
O=-—7" 3.21
i) (3:21)
A evolugao temporal desta fungdo é gerada por H e dada, em termos dos parénteses
de Poisson generalizados, por

9 ={0,H}. (3.22)

dt
Antes de fecharmos esta subsegao impoem-se dois comentérios, importantes para
nossos objetivos. Note-se inicialmente que ha duas quantidades relevantes na cons-
trugdo esbogada acima: a matriz C dada, em suma, pelo conjunto de estados |4,
e a funcdo classica ‘H. Uma vez calculadas estas quantidades, o problema quantico
pode ser tratado formalmente como um problema clissico. De fato, a matriz C
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proporciona, através dos parénteses de Poisson, uma regra para se calcular relacdes
e taxas de variacao sobre o espago de fase dado por z e Z; H, por sua vez, res-
ponde pela geracao da evolugao temporal do sistema. Esta estrutura — espaco de
fase, parénteses de Poisson e hamiltoniana M - configura um sistema dinimico
classico, onde se refazem consistentemente todas as relagdes que compdem a estru-
tura simplética caracteristica de sistemas hamiltonianos, como identidade de Jacobi
e propriedade de antissimetria dos parénteses de Poisson, entre outras [42]. Assim,
o principio variacional transferiu o problema quantico do espago de Hilbert dos ve-
tores de estado para um espacgo de fase generalizado, onde o movimento é descrito
por equacoes de Hamilton escritas com base em parénteses de Poisson generalizados.
Entretanto, ¢ importante ter-se em mente que esta construgaoc ainda ndo representa
o limite classico A — 0. Em verdade, nao foi levado a cabo nenhum processo de
limite. Tudo o que foi feito resume-se a uma formulagao classica, baseada num pro-
cesso aproximativo, de um problema que, até o momento, permanece essencialmente
quantico.

Ademais, observe-se que o principio variacional dependente do tempo sempre
oferece uma resposta aproximada, cuja qualidade depende obviamente do conjunto
de estados |tp) usado. Este conjunto, quase sempre um subconjunto dos vetores
de estado do espago de Hilbert, pode ser escolhido convenientemente, seja por con-
sideragbes a respeito da fisica do problema, seja por maior facilidade pratica de
aplicagdo do principio (no limite em que este conjunto gere todo o espago de Hilbert,
o principio variacional fornecerd apropriadamente a equagdo de Schrodinger). Para
os sistemas de Heisenberg que estamos investigando, refaremos o esquema classico
acima, usando o conjunto de estados coerentes para spins. Nesta escolha as duas
razdes apresentadas atuam de maneira associada, inserindo este esquema no con-
texto do trabalho de L.G. Yaffe {43], como veremos. Na pratica, pelo conhecimento
na manipulagdo dos estados coerentes e também porque o contexto de Yaffe pede
sua utilizagdo; e por consideragdes fisicas, sobretudo, na medida em que o autor
mostra como e em que sentido se obtém um limite cldssico adequado aos resulta-
dos fisicos sobre o sistema em questdo. Isto posto, apresentaremos nas préximas
subse¢oes como se define e como utilizaremos a representacio de estados coerentes
para a descrigao classica proporcionada pelo principio variacional.

3.1.2 Estados coerentes para spins

O interesse na utiliza¢ao de estados coerentes como instrumento de trabalho na
caracterizagao e obtengao de resultados de sistemas quénticos pode ser sinalizado
por trés balizas do formalismo da mecénica quéantica. Primeiramente, o conjunto
de estados coerentes de um dado sistema cumpre, com sobras, o papel de gerador
dos vetores de estado do espago de Hilbert associado ao sistema. Em segundo lugar,
os operadores quéanticos tém nos elementos de matriz {Q2|O! Q') uma representacio
bem definida. Por fim, ha a associagdo natural entre a representacio oferecida pelos
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estados coerentes e o limite classico, através da minimizacao da desigualdade contida
na relagao de incerteza de Heisenberg. Esta associagio - nao observada na maioria
das representacdes por autoestados de operadores hermiteanos ~ constitui um dos
motivos de nosso interesse no uso desta representacio.

Os pontos apenas eshogados no paragrafo anterior, bem como outras propri-
edades dos estados coerentes, podem ser encontrados em varias fontes. Citamos
aqui a 6tima introdugao contida no livro de J.R. Klauder e E.C.G. Sudarshan [44],
a apresentagdo extensiva e sistematica feita por A. Perelomov [45] e a revisio e
compilagao de artigos correlatos feitas por J.R. Klauder e B.-S. Skagerstam [40].
Apresentaremos apenas um pequeno formulario e um breve resumo das proprieda-
des dos estados coerentes, particularizados para estados coerentes de spins como
introduzidos por J.M. Radcliffe [39]. Este apanhado de resultados obviamente nio
é completo, restringindo-se aqueles resultados de que necessitaremos para calcular
as hamiltonianas classicas para os sistemas de Heisenberg de nosso interesse, H, e
Ha. Tampouco é rigoroso; os resultados que seguem estao discutidos em detalhe nas
obras citadas acima [44, 45, 40].

ESTADOS COERENTES PARA SPINS. Os estados coerentes para spins sao calcu-
lados a partir da agdo dos operadores S+, 5~, 5% geradores do grupo SU (2)!, sobre
os estados de spins usuais |S,m). Estes operadores e estados quinticos satisfazem
a8 conhecidas relagdes

(S)? 1S, m) S(S + 1)A2|S, m) (3.23)
S§*|S,m} = mhk|S,m) (3.24)
S*1S,m) = /S(S+1)—m(m£1)A|S,m +1) (3.25)
[$*,87] = 2ns® (3.26)
[$7,5%| = +£hs* (3.27)

em que S é o nimero quantico de spin associado a (S)?, e m é o nimero
quantico associado a componente 5* de S, assumindo os 25 + 1 possiveis valores
m=355~1,...,-5+1,—-5. Ao longo dos calculos faremos sempre A = 1.

Com estas relagdes os estados coerentes para um spin podem ser parametrizados
no plano compiexo e escritos como

|2} = €% |S,~S) (2 complexo), (3.28)

cija norma vale
(2lz) = (1 + |2[*)%. (3.29)

'Para uma apresentagiao baseada em representa¢des do grupo SU(2), ver especialmente o
capitulo 4 do livro de A. Perelomov [45).
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RESOLUGAO DO OPERADOR IDENTIDADE. Vale a relacao

[12) Dz =1, (3.30)
onde
25 + 1d(Relz))d(Im(z))
w (1 {2]?)?
Como consequéncia formal da resolugio do operador identidade, temos que, para
quaisquer estado |1} e operador O quintico,

= f |2) (z]%) D= (3.32)

Dz = (3.31)

0= / 12) (2 |0] '} (=] D=D~'. (3.33)

REPRESENTAGAO DE ESTADOS E OPERADORES QUANTICOS. Como sugerem as
equagdes 3.32 e 3.33, o conjunto dos estados coerentes é completo, gerando todos os
vetores de estado [¢) do espago de Hilbert associado ao sistema de spins em questio
e permitindo também a obtencao dos elementos de matriz O(z,z') = (20} 2").
Mais interessante, argumentos sobre a analiticidade das funcdes Y(z) = (z|¢) e
O(z,2') = (2|0| 2’) garantem que estas representacdes estio bem definidas.

Para os operadores, em especial, estes argumentos garantem que podem ser re-
presentados sem ambiguidade por seus elementos diagonais tio somente. Assim, o
operador O é unicamente especificado pela fungéo

O(z) = (z]0| 2). (3.34)

REPRESENTAGOES DIFERENCIAIS. Os operadores S*, S~ e 5%, particulamente, ad-
mitem umna representagao por operadores diferenciais:

z{$*| ) = (—zzdi-l-%'z) (zl) (3.35)
Gls9) = el (3:36)
(z|S°y) = (di— )(zlzb). (3.37)
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Portanto, usando a relacao 3.29, temos

(215*]z) 28

(z]z) — 14]z|? (3.38)
(z15-1z) 28z

EE R e 539
(215712 _ _ 1—12?

T (3.40)

Apenas como observagao, anotamos aqui que os estados coerentes admitem ou-
tras parametrizagoes além dos numeros complexos. Numa parametrizagio pelos
angulos das coordenadas esféricas [39], pode-se mostrar, como fez E.H. Lieb [41],
que as componentes 5%, S¥ e 5% do operador quantico 8 sdo representadas por

Se = Gl = Ssenbeose

SY = i%%%"’l = Ssenfseng (3.41)

— {0,¢|5%[8,6) __
S* = 1—(9—,%'%5;1 = Scosf.

3.1.3 Estados coerentes e a estrutura clissica para os sis-
temas de spins (expressoes para & e &3)

A utilizagao de estados coerentes para spins, como apresentados na subsecio
anterior, permite um exemplo particularmente interessante da estrutura clissica
apresentada na subsecao 3.1.1.

Como vimos, a parametrizagdo do estado |/} por N nitmeros complexos z

(l=1,2,...,N) proporciona o conjunto de equacdes candnicas
1 = i{H,z}
Zr = i{H,z}. (3.42)

Para um sistema de /V spins, a representagao por estados coerentes

|¢') = |Z) = |zla225"'azN)

= exp

-

N
> 45| 151 =5.~5) (3.43)

tem como norma a produtdria 3.29

(zlz) = T (1 + [=2)™. (3.44)

=1
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Assim, a matriz C' é dada pelos elementos

_ &
CH = azkazfln(¢|¢)

25,
= 0. .
0% ) ki (3.45)

Usando a eq.3.18, temos

Al 1+|Z:| )' [8f g _ 8f dg
{f1 g}(z,z) ; f [621 62[ 821 3_2_:;] . (3.46)
Assim,
(L4 jaP o
(M2} = AL (3.47)
e
_ ([ o
{H,z1} = S, om (3.48)
Portanto, as equagdes de movimento para z; e Z; escrevem-se como {ver eq. 3.19)
N {1+ =) oH
I = ————
25{ Bz;
(3.49)

0+ 1= o
25 oz’

Para vermos com maior clareza a forma das equacoes de Hamilton em variaveis
complexas, tomemos a transformacgio

Z =

25;
z
14 22 :

A aplicagdo desta transformacao mostra que estas variaveis formam pares (wy, @p)
de variaveis canonicamente conjugadas, satisfazendo as relacdes

w =

(3.50)

{we, Wi}, = bu
{we,wil,; = 0 (3.51)
{'LT);:,IE;}(Z'Z_) = [
e as equagoes de Hamilton
b= i
LT 6w;
(3.52)
. OH
w = 35'1;_;".
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Através do principio variacional e parametrizagio complexa, temos, portanto,
construido uma estrutura classica que nos permite estudar o estado quantico |3,
parametrizado pelas variavels complexas wy e w;, dentro do formalismo hamilto-
niano. Dentro desta estrutura vé-se claramente o papel de gerador da evolugio
temporal, desempenhado por H, e também a importancia dos parénteses de Pois-
son generalizados. O espago de fase é dado nesia estrutura pelas variaveis w e @.
A forma das equagdes de movimento obedecidas por w e @ permite ainda que se
represente o espago de fase {w, @) por variaveis reais e canonicamente conjugadas
(¢,p). De fato, escrevendo-se as varidveis complexas w como

1 .
w=—=(p+1q), 3.53
5P tig) (3.53)
obtemos as equacées de Hamilton em sua forma mais tradicional
_ OH
= %
(3.54)
. _ _OH
P = aq .

Além das vantagens que mencionamos ao escolher a representacio de estados
coerentes, observamos finalmente que ela nos oferece também a possibilidade de
utilizagio de todo o aparato técnico-matematico desenvolvido para o estudo de in-
tegrabilidade em sistemas dinadmicos classicos.

Esta estrutura toda serd aplicada a seguir na obtencéio de expresses para as
fungoes H; e Hs correspondentes, respectivamente, aos sistemas de Heisenberg de
dois e trés spins. Adiantamos que estaremos interessados predominantemente nos
sistemas em que os spins S; tém o mesmo nimero quantico S. Sistemas de spins
distintos podem ser tratados analogamente, alterando-se apenas, e de modo obvio,
as transformacoes de variaveis,

Expressao para Hjs. O hamiltoniano de Heisenberg para o sistema de dois
Spins escreve-se COmo

Hy = J(S,-S; +05253). (3.55)

Antes de determinarmos a funcdo H; para este hamiltoniano, convém reescreve-
lo em termos dos operadores S+, 5~ e §%:

1
H=J [-2- (SF87 +S7SF) + (o + 1)3;3;] . (3.56)
Os estados coerentes para dois spins ficam (eq. 3.28)
|71, 20) = 25T +RST |_g _g) (3.57)
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com norma dada por

(21, Zz|21, 32) =(1+ I21|2)23(1 + |32|2)25- (3-58)
Para determinarmos
(21, 22 |H2| 214 Z'z)
(2’1,22|21,22)

precisamos calcular os termos que aparecem em H,. A aplicacio dos resultados
contidos nas equacoes 3.38-3.40 fornece

Hz———-

(3.59)

<Z1,22 ST&y 21,Z2> _ 45%2, 2, 3.60
(21, z2{z1, 22) A+ AP+ | 22]2) (3.60)
<21,22 S]_—Si’- 21 22> _ 4522122 3 61
Goalma) - P+ o) (3.61)
(2‘1,2’2 |Sf522l 21,22) — 2(1 - Izl|2)(1 - |22|2) (3 62)

{z1, 22121122) (1+ |21|2)(1 + |22|2). '

Com estes termos temos
72 - 212y (1 = [z1]°)(1 — 125]?)

H, = JS? [2 122 1 . .

: R P TRty A ey vy R G

Como vimos na segao 2.3, o valor esperado da componente T7 do spin total
T; = S1 + 8 & constante de movimento. Para referéncia futura escrevemos também
a fungéo classica 77 associada a TZ:

(21,22 |TF| 21, z3)
(21, 22|ZI, 22)

=

(3.64)

Usando a eq. 3.40, obtemos

1 —_— |21|2 1 _— |22|2
T = _g . .
2 (1 TmE T T e (3.65)

Como ja vimos, a transformacéo

w = 25 z =12 3.66
P 1+z;£11 - (3.66)

permite-nos escrever as equagdes de Hamilton 3.52. A partir destes pares de variaveis
(wr, ), podiamos expressar as equagbes de movimento em termos de pares de
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varidveis canonicamente conjugadas (pr,q;). Para os sistemas que tratamos, en-
tretanto, sera mais interessante definir pares (/;, ¢;) de varidveis do tipo acdo I; e
angulo ¢;. Isto pode ser feito escrevendo-se as variaveis z; diretarmente como

[S¥T, .
Zp = S_:—f;e é‘. (3.67)

Deste modo, todo o campo complexo pode ser representado, restringindo-se a va-
riacao de [; e ¢; aos intervalos

-S< I, €8
0< ¢ <or. (3.68)
Como mostrado em detalhe por M.T. dos Santos [13], estes pares (I}, ¢:) também

sao formados por varidveis canonicamente conjugadas, valendo as correspondentes
equagdes de Hamilton

. OH

¢ = ETR (3.69)
. oH

II = —T@' (370)

Substituindo a transformacao 3.67 na hamiltoniana 3.63, temos

Ha(lh, d1; 12, ¢2) = J [\/52 - 112\/32 — 3cos(¢2 — ¢1) + (0 + 1)L L[ . (3.71)

Com esta hamiltoniana ja& poderiamos estudar a dinamica do sistema, segundo as
equagdes de movimento 3.69 e 3.70. Entretanto, notemos ainda que, pelo resultado
3.40, temos

1— |z
I, = —g-— =0
: e (3.72)
(31,22 |Slz| 21?32)
(Zlazzlzlazz) (3.73)
Como (T7) = (57 + 55) é constante de movimento, espera-se que T = I, + I,

também o seja. Assim, é interessante fazer uso desta constante de movimento,
diminuindo o nimero de dimensdes do espago de fase em que se da a evolugio
temporal das variaveis. Para isto escrevemos as agées I; e 7, como

T L—1I

L = 72——23—1 (3.74)
Tf -1

L = 72+ 22 - (3.75)
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Definindo novos pares de variaveis (canonicamente conjugadas)

T2 L+ 1 1
e
I —1T 1
1=  a=g(h— o), (3.77)

a hamiltoniana H, fica

Ha(n, a;m, ¢) = JS? [\/(1 —m)? — n"'\/(l + m)? — picos2a + (o + 1)}(m?* — 172)] .
(3.78)

Para estas variaveis finais os intervalos de variagao sao

-1<m<1 0<¢<2r
(3.79)

Para nos certificarmos de que (n, @) e (m, ¢) podem ser pares de variaveis canoni-

camente conjugadas, basta-nos calcular as equacdes de movimento. Como exemplo,

calculemos %.

dy _ 1 (dh_db
dt ~— 25 \dt dt
_ 1 {OH, OH:
= —53 (6¢52 3¢51) . (3.80)
Mas
dH, _ OH, _O0M, 381
da - (9(}52 8051 ' ( ’ )
Redefinindo a variavel temporal por um fator multiplicativo, ¢ = 5%, temos
d’f] _ 87—(2
prri v (3.82)
Analogamente pode-se mostrar que
. OH,
= (3.83)
. OH, . OH,
m= a¢ € ¢_m‘7 (3.84)

onde tomamos derivadas com respeito a variivel temporal #’.
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Note-se, em particular, que na hamiltoniana dada pela eq. 3.78, a varidvel ¢
é ciclica, confirmando a constancia de sua agio conjugada m. Como por definicio
m = %, temos que 7 é constante de movimento, como esperado. Este é um fato
a ser levado em conta na analise classica que faremos, e do qual tiraremos proveito.

Como ultimo comentario, anotamos que a transformacdo das variaveis
(I, ¢1; I, ¥2) para (n,a;m, @) foi feita, obviamente, para explorarmos a constante
de movimento m. De resto, as variaveis (I}, ¢;) sao suficientemente adequadas para
o estudo da dinamica classica dada pela hamiltoniana H,.

Expressao para Hj. Para obtermos a funcao H; correspondente ao hamilto-
niano de Heisenberg para trés spins

H3=J

e

(Sl * S(-i-l + O'S[ZSIZ.H)y (3.85)
{

1

seguimos O$ INesmos passos apresentados para o caso de dois spins. De fato, Hj
pode ser visto como a soma

3
Hy =3 higg, (3.86)
=1

em que cada A;;y; é um hamiltoniano de Heisenberg de dois spins. Assim como
fizemos anteriormente, escrevemos

1
buass = 7 |3 (SF St + S7Sia) + (0 +1)S7 S, (3.87)
e avaliamos a funcao

{21, 22, 23 R 41| 21, 22, 23)

Roas = 3.88
<21722723|21122,23) ( )

com estados coerentes para trés spins dados por
1,22, 25) = eRSTHBSTHSS |_g, g, _g). (3.89)

Como os operadores presentes em cada hj;y; atuam somente sobre dois dos
trés indices do produto tensorial |z, 23, 23), resulta que ¥;;,; reproduz, com indices
apropriados, a fungao H; do caso de dois spins. Logo,

3
Hs =Y Nip (3.90)
=1
CcCOIn

(A = |21 — |z )

Rigs = JS? |2 22141 + 21z .
(1 +12)(1 + {2151 ]2)

(1 +[2iP)(1 + {214 )

+(o+1)

(3.91)
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Também neste caso faremos uso do fato de que o valor esperado da componente
T# do spin total T3 = 8y + S; + S3 é constante de movimento, como adiantado na
secao 2.3. O analogo classico neste caso acompanha aquele do caso dois spins

(Zl, 22,23 |T3zl 1y 22y 233>
T = .
3 (21322523|zl$ 22a23> (3 92)
21— |z]?
= -5 —. 3.93
2 TP (3.93)
A mesma transformacao 3.67
S+ 1
R I: e (3.94)
com
-§< I £§
0< ¢ <2m. (3.95)
fornece

3
Ha(l1, 613 Loy ba, Io, 63) = JZ[\/SZ—IF\/Sz—IFHcos(@H—¢z)+
=1

+(o + D). (3.96)

Analogamente ao caso anterior, 777 = I + I, + I;. Para tirarmos proveito da
esperada constancia de 737, escrevemos as variaveis I; como

7:-'33 2I2—I3"-I1 2[3—IZ—I1

L = 3 _ _
1 3 3 3 (3.97)
T 2L, —I;-1T
I — 3 2 3 1
2 3 + — 3 — {3.98)
T 2L—-0, -1
I = 2+ —-3—32——1 (3.99)

e transformamos o conjunto (Iy,¢s; fs, ¢2; I3, ¢3) no conjunto (n,a;7, Bym, ¢)
atraves das definicoes

TF L+L+1 1
m = 3_3 = ‘1_3““2'5'.—3 ¢ = §(¢51 + @2 + ¢3) (3.100)
Uy — I~ I 1
n=——e— o= (62— ¢1) (3.101)
2Us— I — I 1
==——— #= - 5(6s— 41). (3.102)
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As restri¢des 3.95 para a validade dos [; e ¢; implicam em

-1<m<1 0<o<2x

4 4 27 2T
—— << _Zca<i 3.1
3="1s3 T3 =3 (3.103)
4 4 27 2
gy <s gl
3=7=3 g SPs3
Substituindo estas varidveis finais na expressiao 3.96 para M3, temos
1 1
My = JS"’{[l —(m=n =+ [1 = m+n)?*]* cos3at
L 1
+ [1 —{m+ n)z] ? [1 —(m+ ’7)212 cos3(8 — a) +
L 1
+ 1= (m+7)?]7 [1 = (m =5~ 7)?]* cos38 +
+(o+ 1) [3m? — (n* + 42 +77)| }. (3.104)

Novamente, calculo analogo aquele feito para as equacdes de movimento gera-

das por H; mostra que os pares (m,d),(n,a) e (v,8) sio formados por variaveis
canonicamente conjugadas, satisfazendo

M, oM,
ATy ¢ = T (3.105)
oMy . M,
My, oM,

Para estas dltimas equacdes, as derivagdes temporais sao tomadas relativamente
a varidvel ¢’ dada por t' = &, como se poderia antever.

Terminamos este capitulo com trés comentérios sobre o limite clissico em si.

Como haviamos antecipado no final da subseco 3.1.1, a estrutura clissica cons-
truida até aqui {espago de fase, parénteses de Poisson e hamiltoniana classica) ainda
nao representa o limite clssico dos modelos. Falta-nos explorar os limites & — 0
e S — oo. No ponto em que estamos, temos um exemplo da estrutura classica ao
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qual se aplica o tratamento desenvolvido por L.G. Yaffe {43]. Este tratamento diz
respeito a sistemas, como os sistemas de spins, sensiveis a um dado pardmetro N
e que admitem uma expansao em poténcias de -;7 Yaffe mostra que, para esses
sistemas, o limite classico adequado ¢é obtido no limite em que o parametro N tende
a infinito, quando flutuagdes de natureza quantica tornam-se despreziveis. Esta afir-
mativa baseia-se na seguinte expansao, escrita na representacao de estados coerentes

para estes modelos [6, 43},

{(z|AB|z) _ (z1A|2) (z|B]z)
(2l2) (zlz)  (zl2)

Note-se que, além do limite classico, oferece-se a possibilidade de corre¢des de ordem
+ para o produto entre os operadores A e B. Exemplos de sistemas que admitem
este tipo de expansao podem ser encontrados também no modelo de Lipkin [46] e no
modelo de emparelhamento {13]. No caso dos modelos de Heisenberg, o pardmetro N
¢ dado pelo numero quantico S e pode ser mostrado que o limite § — oo conduz ao
limite classico adequado no sentido, descrito por Yaffe, de que a dindmica gerada pela
estrutura classica construida é equivalente ao limite S — oo do sistema quantico.
Isto concorda com as condi¢des descritas pelas eqs. 3.6 e 3.7:

+0 (—éf-) T (3.108)

A — 0, (3.109)

S — oo (3.110)

B/S(S +1) = 1. (3.111)

Como temos usado h = 1, é natural que nas expressdes para H, ¢ Hs (egs. 3.78 e
3.104) tenha aparecido o fator JS?, onde deveriamos ter J4?S?. Portanto, aplicar
a condigao fy/5(5 + 1) = 1 & equivalente a escalar as expressdes para H, e Hg por
52 2

Ficamos, finalmente, com as seguintes expressdes para as hamiltonianas clissicas

&= 7 [ = mpt =7 (T m) — picosta + (o + 1)(m* - )] 3112)

?Escalar as hamiltonianas por $% ou S(S + 1) é apenas uma questao de conveniéncia, uma vez
que

RS(S +1)
hes0 §—oo  R2G2
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£ = J{[l—(m—n—f;/)z]%[1-(m+n)2]%cos3a+
+[1—(m+n)2]%{1—(m+7)2]%c033(5-a)+
+[1— {m+7) ] [1— —r]—'y)z]%cos3/3’+
+(o +1) [3m? — (0 + 12 + )] }. (3.113)

Estas hamiltonianas, £, e &3, fornecerao a dinamica classica que serad confrontada
com os resultados obtidos do sistema quantico, como foi estabelecido na Introdugao.

Em segundo lugar, retornemos a questido da aplicacio a £; e €5 da definicdo de in-
tegrabilidade discutida no final da segéo 2.1. Ali argumentdvamos que esta aplicagio
somente tera sentido se os limites classicos £, e &3, obtidos neste capitulo 3 a partir
dos hamiltonianos quanticos H, e Hj, corresponderem efetivamente aos sistemas
de spins classicos H, e¢ Ha do capitulo 2. A verificagio desta correspondéncia é
imediata, se usarmos as substituigdes

Iz = SCOSG{:]D[ (3.114)
& = q (3.115)

na hamiltoniana 3.71 para dois spins, obtida via estados coerentes. A expressio
resultante destas substituicdes é idéntica aquela obtida para o sistema de dois spins
classicos, escrevendo-se

S1 = S(senbicosgy, senbisendy, cosd;). (3.116)

De fato, esta equivaléncia ja estava implicita nas relacdes 3.41 em que os estados
coerentes {oram representados por coordenadas esféricas. A mesma justificativa se
aplica ao caso de trés spins, j4 que neste caso o hamiltoniano resume-se & soma de
trés parcelas idénticas a hamiltonianos para o modelo de dois spins.

Por fim, enfatizamos que as érbitas geradas pelas hamiltonianas classicas &; e &5
nao devem ser entendidas como representando particulas movendo-se num espaco de
fase classico. Nos casos integrdveis, particularmente, as 6rbitas periddicas geradas
dividem-se basicamente em “rotacdes” e “libragbes”. Nao se depreenda dai que
havera qualquer corpo ou particula desenvolvendo rotagoes em torno de algum eixo
ou mesmo libragdes. Estas 6rbitas representam, isto sim, a evolugéio temporal de um
dado estado do sistema, representado por um ponto (a,7; 4,7; ¢, m) ou (a,n; ¢, m)
do espago de fase, segundo a evolugio destas variaveis, ditada pela hamiltoniana &,
ou &;.
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Capitulo 4

Métodos e técnicas de analise

A comparacao proposta na Introducio, entre os resultados obtidos dos sistemas
quanticos H; e H3 e a dinamica classica gerada pelas correspondentes hamiltonianas
&, e &3, exige que o tratamento dos modelos seja desenvolvido em dois regimes.

Na pratica a aproximagao semiclassica é obtida, a partir do sistema quantico,
para valores de S grandes, mas finitos. Trata-se, entdo, de se iniciar pela resolucio
do problema quantico

H |tpn) = Eq [¢n) . (4.1)

Observe-se que, neste regime quantico, estaremos nos atendo somente ao estudo das
propriedades relacionadas aos estados estacionarios fornecidos pela resolugao do pro-
blema 4.1. A exploragao de propriedades ligadas & dinaimica quantica — comentada
no capitulo final — constitui uma linha de pesquisa importante e a ser considerada
em trabalhos futuros, mas que n#o terd lugar neste texto.

Por outro lado, nosso termo de comparagido baseia-se no limite classico, discutido
no capitulo anterior e dado pelas hamiltonianas £; e £;. Neste regime classico as pro-
priedades a serem usadas como referéncia decorrem essencialmente das solucgdes do
sistema dindmico, representado em forma genérica pelas 2N equacdes de Hamilton

. B
aQ = a_pz
(4.2)
. o€
o= _%'

Seguindo a distingdo acima, apresentaremos nas duas se¢oes deste capitulo al-
guns métodos e técnicas a serem utilizados nos capitulos 5-7 durante a manipulagio
e analise das solugGes obtidas dos problemas 4.1 e 4.2. No capitulo 8, final, comen-
taremos sobre algumas possibilidades adicionais e sugestdes para trabalhos futuros.
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4,1 Meétodos e técnicas para o sistema classico

Um vasto e sofisticado aparato técnico-matemadtico tem sido desenvolvido com
vistas ao tratamento dos sistemas dinamicos classicos em geral, e hamiltonianos em
especial. Invariavelmente, entretanto, parte-se de um objeto inicial, as solu¢des das
equagbes de movimento do sistema dindmico, sobre o qual sdo aplicados aqueles
resultados, teoremas e técnicas. De modo geral, sistemas do tipo 4.2 dificilmente
s&o resolvidos analiticamente, recorrendo-se quase sempre a integragao numeérica das
equagdes de movimento. No caso dos sistemas hamiltonianos, estas solugdes podem
ser escritas e estudadas atraves das orbitas

(a(t), P())(aoipo) = (q1(2), P1(t); q2(t), p2(2); . . . s aw (), pn(2)), (4.3)

solugdes do sistema 4.2 com condigdes iniciais {qQo, o). Estas érbitas constituem
a matéria prima de que se tem valido no desenvolvimento do aparato mencionado
acima e exposto em bons livros textos [4, 5]. Mencionaremos aqui apenas duas carac-
teristicas ligadas ao conceito de integrabilidade como exposto no capitulo 2. Sistemas
integraveis, com N constantes de movimento independentes e em involugio, para o
qual todas as érbitas sao periddicas, nao sao a regra entre os sistemas dinamicos. Ao
contrario, em geral os sistemas sdo ndo-integraveis, podendo executar movimento
peridédico em determinadas regides do espago de fase, e cadtico em outras. Nestas
regides as orbitas sao extremamente sensiveis as condi¢des iniciais, divergindo expo-
nencialmente ao longo do tempo e desenvolvendo movimento nio-periédico. Qutra
caracteristica de sistemas nao-integraveis esta na destruicio dos toros invariantes
(ver subsegdo 2.1.1), prevista pelo teorema KAM. Tanto a divergéncia exponen-
cial, como a nao-periodicidade € como a destrui¢io dos toros podem ser observadas
através de cortes do espago de fase (projecdes e segdes), escolhidos convenientemente.

Em nosso trabalho as comparacbes dos resultados do sistema quantico com
aqueles do sistema classico basearam-se principalmente em dois produtos daquele
aparato: segoes e projecoes do espaco de fase, e regra de quantizacdo de Bohr-
Sommerfeld para o caso integravel de dois spins. Segue abaixo uma breve descri¢io

destes produtos juntamente com algumas caracteristicas validas para os modelos &,
e & (egs. 3.112 e 3.113).

SEGOES DE POINCARE. Para um sistema com N graus de liberdade, as solugdes das
equacdes de Hamilton 4.2 podem ser bastante complexas, seja pela possibilidade de
coexisténcia de drbitas periddicas e cadticas em dadas regides do espaco de fase, seja
pela dificuldade de visualizacio das érbitas num espago de fase de dimensao 2N. A
constru¢do de segoes de Poincaré permite-nos reduzir o grau de complexidade das
solugdes das equagdes de movimento. Inicialmente, escolhe-se uma superficie P de
dimensao 2N — 1, transversal ao fluxo associado ao sistema dinamico 4.2. Sobre
esta superficie P considera-se apenas o conjunto de pontos {Py, Pi, P,,...} da inter-
seccao entre a solugdo (q(%), P(f))(qo,po) € 2 superficie P, quando a interseccao se da
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numa dire¢do previamente escolhida. Este conjunto de pontos define uma secio da
superficie P, a secdo de Poincaré associada a solugao (q(t), P(%))(qe,po)-

Segdes de Poincaré sao construgoes eficientes e engenhosas para o estudo das
propriedades das solugdes (q(¢), p(t))(qo,ps)- Apesar de nio descreverem continua-
mente a evolugdo temporal de (q,p) — sdo conjuntos discretos de pontos sobre a
superficie P —, elas conservam propriedades gerais da topologia do fluxo a partir do
qual sio formadas; além de simplificarem as representacdes grificas, gracas ao fato
de se estar trabalhando num espaco de dimensao menor do que a do espaco de fase
original. Esta construgao sera particularmente interessante no caso do modelo de
trés spins. Neste caso, como se vé pela equagdo 3.113,

& = &E(n, a5, B; m). (4.4)

Ora, m e & sao constantes de movimento. Portanto, podemos expressar uma das
variaveis em termos das restantes e dos parametros m e £;. Por exemplo,

B = 8(n, ;7). (4.5)

Definindo a superficie P por 4 = constante, temos

B = Bme(ma;y = cte), (4.6)

onde duas variaveis, 7 € «, bastam para a secdo de Poincaré. Desta maneira, es-
pecificadas as condigdes iniciais (70, 20; Y0, f0) € as constantes m e &£, poderemos
visualizar a evolugdo temporal das varidveis, observando apenas o plano (a,7), fa-
zendo uso, para tanto, da superficie ¥ = cte.

PROJEGOES DO ESPAGO DE FASE. As projecdes mais simples sio obtidas resolvendo-
se 0 problema 4.2 e acompanhando ao longo do tempo pares de varidveis (g(t), pi(t)).
Estes planos (q;, i) sdo interessantes nos casos dos sistemas &, e &, por serem di-
retamente compardveis a projecdes da distribuicio de Husimi, como veremos na
proxima segao.

Para o caso de dois spins, o plano (a,%) coincide com o subespaco do espago
de fase (a,7n; ¢, m), uma vez que & = &(a,n;m) e m é constante. Logo, podemos
resolver o problema dinamico 4.2 especificando as constantes m e £, e escrevendo a
fun¢io das 6rbitas

n= Wm,a‘z(a)- (47)

Para o caso de trés spins, acompanha-se, por exemplo, a evolu¢io temporal das
orbitas, projetadas no plano (o, 7).

REGRA DE QUANTIZAGAO.Por ser integravel e ter seu movimento restrito a duas
dimensées, o sistema de dois spins H; permite uma comparagio direta entre o espec-
tro quantico para valores grandes de S e a energia classica como funcio das érbitas.
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Sendo integravel, todas as orbitas (a,n) sdo periédicas. Pode-se, entéo, calcular a
acao J de uma dada orbita através da integral

J =25 }( nda, (4.8)

onde a integragao € realizada sobre um periodo da variavel o, comparecendo um
fator 25, caracteristico do grupo SU(2) e devido ao uso da representagao de estados
coerentes e da imposicido do principio variacional dependente do tempo, como no
capitulo 3 [19]. No limite cldssico para o sistema quantico, esta agao deve corres-
ponder a regra de quantizacdo de Bohr-Sommerfeld

T 2rh (n + %) : (4.9)
em que o indice de Maslov p da conta de corregbes ao numero quantico n i4, 5].
Desta forma, pode-se contrapor a curva dada pelo espectro semicldssico % X ¥ ea

curva classica &, x %

4.2 Métodos e técnicas para o sistema quantico

Assim como no regime classico, também para sistemas quanticos busca-se
métodos e técnicas que permitam sua caracterizagdo quanto a integrabilidade e,
sobretudo, caos. Ora, ao se tratar de sistemas quanticos, perde-se a nogio de
érbitas no espago de fase, e grande parte daqueles indicadores 1teis para sistemas
nao-integraveis classicos tem sua utilizagao dificultada. Com isso o estudo de in-
tegrabilidade e caos em sistemas quéanticos traduziu-se na busca de manifestagdes
de natureza quantica {ou semicldssica), caracteristicas de sistemas cujos correspon-
dentes classicos exibem integrabilidade ou caos. Nessa busca, no regime quantico,
também se vale de matéria prima apropriada. De fato, na resolucio do problema 4.1
de autovalores e autovetores do operador quantico hamiltoniano H, obtém-se duas
quantidades primarias: o espectro de energias, na forma dos autovalores E, de H, e
os autoestados do sistema quantico, através de seus autovetores |1f,). H& métodos
e resultados especificos para cada uma dessas quantidades, que apresentaremos se-
paradamente a seguir.

4.2.1 Distribuigoes de Husimi

Como foi citado anteriormente, no regime quantico desfazem-se as manifestacoes
das 6rbitas e outras estruturas classicas aparentes no espaco de fase cldssico. Age
ent3o, e de forma essencial, o impedimento contido no principio de incerteza que nao
permite o conhecimento exato e simultaneo de pares de coordenadas que nao comu-
tem. Com base no principio de correspondéncia espera-se, entretanto, que aquelas
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estruturas cldssicas invariantes voltem a se manifestar no limite classico, através dos
estados estacionarios quanticos |t),). Isto da lugar & busca por representacdes do
espago de fase por meio de fungdes quanticas de variaveis (¢, p), como tentativa de
se estudar a correspondéncia entre mecanica quantica e mecanica classica. Estas
fungdes trariam nos estados |i,) toda informacdo disponivel a respeito do sistema
quantico, ao mesmo tempo que revelariam as estruturas classicas, no limite classico,
através das coordenadas (q,p).
Em 1932 E.P. Wigner propos uma tal funcao, dada por

1 Q Q\ -
= _|d > _= p-Q
WolaP) = gz /4@ (a+ 3o ) (vla- F)ew (4.10)
para um sistema com N graus de liberdade. Esta fun¢do tem propriedades interes-
santes, como

[daWu(a,p) = ()P, (4.11)
[deWaap) = (@l (4.12)
/ dg dp Wy(q,p)

que sugerem interpreta-la como algo préximo de uma densidade de probabilidade.
Proximo apenas, pois, apesar de fornecer corretas densidades de probabilidade para.
qe p, afuncao de Wigner W, assume necessariamente valores negativos em determi-
nadas regides. Uma maneira de se corrigir este “defeito”, conservando as qualidades
de densidade de probabilidade, é suavizar a fungio de Wigner. A distribuigéio de

Husimi \ 2o
1 - |@=q)" | (p=phe
ho =t | dal 4B Wa(dp)e o5 ] (4.14)

resultante da suavizagdo gaussiana da funcio Wy, é de fato nio-negativa em todos
os pontos do espago de fase. Além disso, a gaussiana usada tem largura dada por

b h

Ag= % Ap = 5 (4.15)

o que minimiza a relagdo de incerteza (AgAp = %) e faz da distribuicdo de Hu-
simi uma distribuicdo interessante para estudos no regime semiclassico. M.A.M. de
Aguiar e A.M. Ozério de Almeida mostraram que ser gaussiana é essencial para
que a suavizagdo garanta nao-negatividade {47]. Nesse trabalho, e também nas re-
feréncias [6, 48, 49], pode-se encontrar diversas comparagdes entre as distribuicées
Wu'»' e h.p.

Pode-se mostrar que a distribui¢do dada pela eq. 4.14 é equivalente a [49]

ho(e) = 2L, (4.16)
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em que |z) é o estado coerente para a oscilador harménico N-dimensional ou, na
linguagem da teoria de grupos. o estado coerente para o grupo de Weyl Wy 6, 45].
A eq. 4.16 deixa claro o papel de hy como distribuigio de probabilidade, fornecendo
a probabilidade de se encontrar o sistema numa célula do espaco de fase de volume
(minimo) A" e centrada em

1 b
2= (% + zf) . (4.17)

Esta definigio em termos de estados coerentes (eq. 4.16) pode ser generalizada para
sistemas cujos hamiltonianos quanticos podem ser escritos em termos de operadores
geradores de um grupo de Lie [6]. Nestes casos, o limite cléssico é atingido, quando
um certo parametro NV, caracteristico do grupo de Lie em questio, tende a infinito.
Como vimos no capitulo anterior, este é precisamente o caso dos hamiltonianos H;e
H3, que podem ser escritos usando-se os operadores S+, 5~ e 5%, geradores do grupo
SU(2). Ademais, este limite classico é, apropriadamente, o limite apresentado no
capitulo anterior dentro do contexto do trabalho de L.G. Yaffe [43]. Para nossos
propositos de comparagao com a dindmica cléssica, esta generalizacdo (eq. 4.16),
usando estados coerentes, é particularmente justificivel, j4 que os estados coerentes
para spins, grupo SU(2), tendem aos estados coerentes para o oscilador harménico,
grupo de Weyl, no limite S — oo [45].

No regime semiclassico a distribuigao de Husimi para o estado estacionirio [1n)
tende a se concentrar préxima as estruturas cldssicas invariantes (6rbitas, toros,...),
de energia correspondente a |i),). Neste sentido, tem se revelado uma, ferramenta
poderosa na busca por cicatrizes de érbitas periédicas instaveis em regides de caos
[2, 3]. De modo distinto, esta propriedade da distribuicao de Husimi é de ex-
trema importancia para nossos objetivos, pois permite-nos comparar diretamente
os resultados obtidos das hamiltonianas clissicas £; e £ com estes das correspon-
dentes distribui¢des de Husimi. Assim como a representacao de estados coerentes
permitiu-nos identificar um espago de fase generalizado através das varidveis com-
plexas z = 12(q + p), aqui também podemos escrever as distribui¢des de Husimi
em termos (ﬁ.'s mesmas varidveis daquele espaco de fase e fazer as comparacoes.
Nosso objetivo serd associar um dado estado estacionario [¥n) a uma dada estru-
tura classica correspondente (6rbita, toro,...). Exemplos destas comparagoées, feitas
para sistemas que possuem graus de liberdade associados a spins, podem ser encon-
trados em [6, 7, 9, 11].

SEGOES QUANTICAS E PROJEGOES DA DITRIBUIGAO DE HuSIMI. Por outro lado,
enfrentamos com as distribui¢ées de Husimi o mesmo problema de visualizagio de
estruturas num espago de fase multidimensional. No caso de um sistema, com um
grau de liberdade, duas varidveis bastam para se descrever o espaco de fase, assim
como a distribuicdo de Husimi. Este é o caso do sistemna de dojs spins, para o qual,
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eliminadas as constantes de movimento, resulta um espaco bidimensional. Assim
também, a correspondente distribui¢do de Husimi pode ser escrita como

hn = hn(a,n). (4.18)

Com isso a projecado da intensidade h, sobre o plano (a,7n) permite a comparagio
direta com as érbitas cléssicas do sistema de dois spins, dadas por & (eq. 4.7).
Este mesmo tipo de comparac¢ido pode ser tentada para o caso de trés spins.
Como vimos, a hamiltoniana classica para este caso escreve-se como fun¢ao de quatro
variaveis
& = &(n, a7, B). (4.19)

Para se comparar os resultados de

hn = ho(n, 039, 8) (4.20)

com as Orbitas cldssicas, deve-se resolver dois problemas. Inicialmente, note-se
que, para um dado valor de energia &3, ha varios conjuntos de condigdes iniciais
(10, @0; Yo, Bo) que geram drbitas com energia £3. Para associar-se uma tnica 6rbita
a um dado estado estacionario, pode-se tomar como conjunto otimo de condigdes
iniciais (70, @o; Yo, S0) © ponto do espago quadridimensional em que h, (7,057, 3)
assume seu valor méximo {6]. Assim, tem-se uma unica drbita associada ao estado
|¥). A partir dai, podemos proceder como no caso classico e definir segdes quanticas
correspondentes as segdes de Poincaré classicas, usando as préprias distribuigdes de
Husimi. Fixamos uma das varidveis (¥ = constante, por exemplo) e integramos A,
na varidvel conjugada (3), obtendo a segao S

Sy(eyn) = fd(v‘ ha(n, o7 = cte, ). (4.21)

Esta segido quéantica pode ser comparada com a segao de Poincaré classica, definida
anteriormente por v = constante.

Qutra alternativa reside em proje¢des da distribui¢do de Husimi, como, por exem-
plo,
P(e,n) = fdﬁ dy ha(n, @57, 8), (4.22)

a ser comparada com a proje¢ao classica em que acompanhamos a evolugio das
érbitas classicas, projetadas sobre o plano («, 7).

4.2.2 Espectro de energias

Curiosamente, a maior parte dos indicadores de integrabilidade e caos para sis-
temas quanticos baseia-se em propriedades dos espectro de autovalores de energia,
e nao em propriedades e valores médios proporcionados pelos autoestados |¢,). Es-
tas propriedades espectrais, por sua vez, referem-se invariavelmente a apenas duas
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quantidades calculadas a partir dos autovalores: o espacamento A, = €nti — €n
entre os niveis vizinhos €, e €,, e a correlagao entre os niveis. O tratamento es-
tatistico destas quantidades dentro do formalismo da Teoria das Matrizes Aleaidrias
[50] proporciona uma série de indicadores que tém sido muito titeis na caracterizagio
de sistemas quénticos cujos andlogos classicos sdo cadticos [1]. Dizemos indicado-
res para os sistemas quanticos, pois, em certo sentido, esta caracterizagao faz-se
dependentemente daquela valida para sistemas cléssicos: sabemos mostrar que um
dado sistema. classico é cadtico ou ndo; a partir dai, verificamos que o espectro de
energias do sistema quantico correspondente obedece a um dado comportamento es-
tatistico em sua distribui¢do. Por sua vez, a derivagao das propriedades das érbitas
do sistema classico andlogo, a partir das propriedades estatisticas espectrais do sis-
tema quantico, nao é imediata e tem sido um problema de dificil solugio, sobretudo
quando o sistema classico apresenta regides do espaco de fase em que coexistem
orbitas periédicas e cadticas [51]. Para os sistemas de spins que tomamos, en-
tretanto, ¢ possivel obter-se muita informacio sobre as érbitas e o espaco de fase
classicos a partir de propriedades simples do espectro, observadas diretamente nos
graficos Any1 x Ap e A, x n. Veremos, por exemplo, que a presenca de uma 6rbita
classica separatriz ou o intervalo de energias em que predominam orbitas cadticas
podem ser apontados nos préprios graficos A,y X A, e A, x n, sendo confirmados
pelas secdes de Poincaré e projecdes das orbitas no espago de fase clssico.
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Capitulo 5

Manifestagoes classicas e
quanticas de quebra de simetria
no modelo de Heisenberg de dois
spins

Neste capitulo vamos analisar, nos contextos classico e quantico, algumas con-
seqliéncias da quebra de simetria no modelo de Heisenberg de dois spins’. Nosso
propdsito sera o estabelecimento de uma correspondeéncia simples e direta entre os
espectros quanticos, obtidos para diferentes valores do parametro de anisotropia o,
e as Orbitas no espaco de fase classico, obtidas para os correspondentes valores de o.
De fato, veremos que esta correspondéncia pode ser estabelecida no limite de valo-
res grandes para spins, sendo resumida pelo seguinte resultado. Como consegqtiéncia
da quebra de simetria na interagdo spin-spin, o espectro quantico exibe um ponto
de inflexdo. A contrapartida classica deste comportamento se revela na existéncia
de duas classes distintas de orbitas periddicas, separadas por uma 6rbita limitante.
Esta ultima tem precisamente a energia correspondente ao ponto de inflexio do
espectro.

Para tanto, na segao 5.1, analisamos a distribui¢do espectral de energias segundo
diferentes valores de spin e do parametro de anisotropia. A secao 5.2 é dedicada &
discussdo da dindmica proporcionada pelo sistema classico associado e sua conexao

com os espectros quanticos. Alguns comentarios finais sio apresentados na secio
5.3.

10s resultados apresentados neste capitulo estio publicados em Chaos, Solilons and Fractals
[52].
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5.1 O modelo e seus espectros quanticos

0O modelo anisotropico de Heisenberg com dois spins € descrito pelo Hamiltoniano
Hg:
HQZJ(Sl’Sz+O'S-fS§), (51)

em que J é um ndmero real positivo (caso antiferromagnético’) e Sp
(!{=1,2; a =z,y, 2} correspondem aos operadores usuais de spin. Ao longo de todo
este capitulo tomaremos A =1, J = 1 e faremos variar o parametro de anisotropia
o, também um nimero real, dentro do intervalo —3 < o < 1.

Com as regras de comutacao para os operadores de spins, é facil verificar que a
componente z do spin total T, = 8; + 82 é uma constante de movimento,

Para o sistema de dois spins, as duas constantes de movimento - H; e TZ - sao

suficientes para atestar a integrabilidade do modelo, como esta explicado no capitulo
2

Além dos valores acima, tomaremos |S;| = |S;{ = 5 e usaremos os estados para
dois spins dados por

|mymg) = él—!-[|S,m1;_S, ma) £ |S,ma; §,my )] (5.3)

como base para resolver o problema de autovalores do operador H,. Na eq. 5.3
o8 sinais + e — referem-se a spins inteiros e semi-inteiros respectivamente, e m,
e mg, aos numeros quanticos correspondentes as componentes S7 e S3. my e my
foram escolhidos tais que m; + m; = 0, de modo a satisfazer o valor esperado
(Tf) = 0. Esta escolha nao apenas simplifica os cilculos, mas significa também
que estamos escolhendo uma situagao estritamente antiferromagnética, conveniente
para um eventual estudo sobre frustragéo e a dinamica caética associada, possiveis
no sistema trés spins [16]. Com estas escolhas, a resolu¢io numérica do problema
de autovalores de H, é relativamente simples e rapida. Apresentamos a seguir a
discussdo para o caso de dois spins inteiros.

Comportamento tipico dos espectros quanticos do modelo de Heisenberg para
diferentes valores de spins pode ser visto na figura 5.1. Observa-se que, para um
dado valor do parametro o, o espectro quantico tende a uma curva universal 3
medida que cresce o valor de S e, no limite S — oo, o espectro, escalado por 52,
ndo depende do valor do spin®. Este comportamento para valores grandes de S é
caracteristico de uma classe de modelos conhecidos por modelos de Curie-Weiss, que
tem exemplos nos modelos de Heisenberg [52], no modelo de Lipkin [46] e no modelo

20 caso ferromagnético (J < 0), resnitando simplesmente na troca de sinal para os valores de
energia, pode ser estudado de maneira similar ¢ sem nenhuma dificuidade especial.
3Em todas as figuras deste capitulo, as energias estiio escaladas pelo fator JS2.
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Figura 5.1: Distribuigoes espectrais %51 X & para valores crescentes de spin

(S =10,20,30,...,80), obtidas com parametro de anisotropia o = 0.5.

de emparelhamento [12, 13]. Em vista dos comentérios finais do capitulo 3, sobre
as expansdes % [43], espera-se intuitivamente que esta curva universal seja dada,
outrossim, pelo limite classico &; 1a calculado.

Com respeito a variagdo de ¢, para um dado valor grande de S, o espectro
comporta-se como apresentado na figura 5.2%. Na figura 5.2(a) temos espectros para,
S = 200 e varios valores negativos de o dentro do intervalo —3 < ¢ < 0, e na figura
5.2(b) estao os espectros para valores positivos de ¢ em 0 < ¢ < 1. Uma carac-
teristica comum a todos estes espectros esta na existéncia de um ponto de inflexio.
Dependendo do valor de ¢, este ponto de inflex3o pode assumir dois comportamen-
tos distintos:

52
o ponto de inflexao desloca-se para cima no espectro, & medida que ¢ assume va-
lores abaixo de zero e crescentes em médulo. Neste intervalo de validade para o,

1) —2.0 < o < 0.0: Ocorrendo no valor de energia (Eﬂ) = —1.0 para ¢ = 0.0,
ip

a energia mais baixa estd em (%}) . = —1.0 e o ponto de inflexdo ocorre em
min
(%}) = —1.0 + |o|. Este comportamento se mantém até ¢ = —2.0, quando a
tp

isotropia do modelo é recuperada, fazendo com que o espectro tenha apenas uma

concavidade e o ponto de inflexdo esteja na energia maxima para o espectro de
o= —2.0%
* bl

49 =2 200 é suficientemente grande para ilustrar nossos resultados.
SEsta recuperagao da isotropia original (o = 0.0) é vista facilmente através da eq. 5.1, onde
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Figura 5.2: Distribui¢des espectrais para um tnico valor de spin (§ = 200) e vérios
valores de 0: (a) o = —3.0,—-2.8,~2.6,...,0.0; (b) ¢ = 0.0,0.2,0.4,...,1.0.

i) ¢ < —2.0: A medida que |o| assume valores maiores do que —2.0, o ponto
de inflexao reaparece. A energia em que ocorre, entretanto, ndo muda com o, per-
manecendo fixa no valor (%1) = 1.0.

ip

iz} 0 > 0.0: Comportamento semelhante ao descrito em 4:) ocorre para o > 0.0. O

ponto de inflexdo ocorre no valor fixo de energia dado por (%) .= —1.0. A energia
tp
minima, entretanto, tem urma regra prépria, ocorrendo em (%) . =—(1.0+0).
TRIT

Na préxima segdo veremos que a existéncia do ponto de inflexio e seus compor-
tamentos, distintos segundo o valor de o, possuem correspondentes bem definidos
no analogo classico para o modelo.

o fator 1 + ¢ = 1.0 para ¢ = 0.0 torna-se 1 + ¢ = —1.0 para ¢ = —2.0. No tltimo caso temos

simplesmente o modelo isotrépico com a diregéo do eixo z invertida, o que se reflete nos espectros
para o > 0.0 (fig. 5.2(b)).
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5.2 Dinamica classica e sua conexao com 0S es-
pectros quanticos

A versio classica do modelo de Heisenberg de dois spins é representada por
&{a,n; ¢, m), conforme calculado no capitulo 3:

E,=J [\/(1 —-m)? — nz\/(l +m)? — n2cos2a + (o + 1)(m? = p?)|. (5.4)
As variaveis da hamiltoniana &, estdo restritas aos intervalos
—r<a<wt -—-1<np<l

(5.5)
0<¢<2r —-1<m<1.

v ’ + . - TZ
Como vimos no capitulo 3, m é constante de movimento asssociada a 3% (eq. 3.76).
Tendo tomado < T§ >= 0 nos calculos da se¢do anterior, vamos aqui analisar o caso
correspondente m = 0. Com esta escolha, a hamiltoniana classica fica (J = 1)

£y = —(L+ o)+ (1 — n?)cos2a. (5.6)

O espago de fase é descrito pelas varidveis a e n. Bidimensional, o sistema é
também integravel para todos os valores de 0. As superficies de energia sobre o
espago (&, n), dadas pela expressio 5.6, estio representadas na figura 5.3%.

Destas figuras observa-se qualitativamente dois tipos de superficie de energia,
correspondendo a 0 < 0.0 e ¢ > 0.0. O caso o < 0.0 (figs. 5.3(a) e 5.3(b)) exibe um
ponto de minimo na superficie, que se encontra numa regido com o aspecto de uma
“cesta”. Para o = —2.0 (fig. 5.3(a)), a regidao dada pela abertura da “cesta” ocupa
todo o espago de fase, mas vai se fechando a medida que crescem os valores de o,
até o caso ¢ = 0.0 (fig. 5.3(c)), quando a “cesta” desaparece, tendo se transformado
em uma linha. Para o > 0.0 (fig. 5.3(d)), esta linha de pontos de minimo de energia
adquire um ponto de maximo, revelando-se uma estrutura do tipo ponto de sela.

Estas caracteristicas estido presentes nas orbitas dadas pelas equagdes de Ha-
milton para £;, e podem ser evidenciadas nos espectros quanticos obtidos na secao
anterior.

5.2.1 Orbitas clissicas e espectros quanticos

Os pontos de equilibrio indicados pelas superficies de energia podem ser obtidos
das equagoes de movimento

= 2(1-n?)sen2a (5.7)
& = =2(1+ o)y — 2ncos2a, (5.8)

SEm todas as figuras referentes ao sistema cldssico, apresentamos apenas o intervalo 0 < o < 7,
visto que a variavel « € periédica e tem periodo 7.
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Figura 5.3: Superficies de energia £3(c,n) para os intervalos: —1<n<1 e
0<a<m (a) para ¢ = —2.0 a “cesta” cobre todo o espaco de fase; (b) para
o = —0.5, em que o ponto de equilibrio e minimo de energia esti no fundo da
q q g

“cesta” (@ = 3, n =0); (c) para ¢ = 0.0 hd um linha de pontos de equilibrio e
minimos de energia em o = Z; (d) para ¢ = 0.5 as érbitas de energia mais baixa
correspondem ao par de linhas 7 = ~1 e n =1, e 0 ponto (a = %, 1 = 0) torna-se
um ponto de sela.
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impondo-se as condigbes de extremo ) = 0 e & = 0. Obtemos os seguintes resulta-
dos:

i) (a) para o < 0.0, o ponto (@ = +%, n = 0) é um ponto de equilibrio estivel
e de energia minima com (&;)min = —1.0 (ver figs. 5.3(a) e 5.3(b));

(b) para ¢ = 0.0, ha uma linka de pontos de equilibrio estavel, dada por
(= %%, n) (ver fig. 5.3(c));

(¢) para o > 0.0, 0 ponto (a = +%, n = 0) transforma-se em ponto de sela (ver

fig. 5.3(d));

it) para qualquer valor de ¢ entre —2.0 < ¢ < (.0, hd um ponto de equilibrio
instavel (maximo da superficie) em (e =0, 5 = 0);

itt) para valores negativos de ¢, —2.0 < ¢ < 0.0, ha dois pontos de equilibrio
instavel, correspondendo a:
(@) (etmin = 3arccos(—(1 4+ o)), 7 = £1) com energia & = —(1 + o);

(b) (@maz = ™ — jarccos[—(1 + o)], n = £1) com energia & = ~(1 + o).

As 6rbitas (a(t), n(t)) também podermn ser obtidas das egs. 5.7 € 5.8. Para um sis-
tema bidimensional como este, é mais simples inverter a expresséo 5.6, reescrevendo
n como funcdo de a e &;:

cos2a — &, ] 3

n(a) = [cosZa +(1+ o)

(5.9)

Podemos, entéo, fazer a correspondéncia entre as érbitas periddicas clissicas e os es-
pectros quanticos mostrados na segio anterior. Para tanto vamos discutir as 6rbitas
no espago de fase para os valores de o dos itens i), i) e #4) acima.

Na figura 5.4(a) vemos as orbitas classicas para varias energias, tipicas do caso
—2.0 < ¢ < 0.0 (¢ = —0.5 nesta figura}. Notemos que as 6rbitas sio todas limitadas
na varidvel o e pertencem a dois grupos. No centro da figura, vemos um conjunto de
orbitas, que contém a érbita de energia minima em particular, e que corresponde as
érbitas que estao dentro da “cesta” exibida na figura 5.3(b). Para comparacio com o
espectro quantico para ¢ = —0.5, apresentamo-lo na figura 5.4(b). Observe-se que o
valor da energia minima coincide com o correspondente classico ((£;)min = —1.0). O
ponto de inflexao do espectro quantico est intimamente ligado a érbita de energia
mais alta dentre as drbitas da “cesta” (veja item i) (a) acima). Esta dltima
orbita, que desenha a abertura da “cesta”, tem energia idéntica i energia do espectro
quéntico correspondente ao ponto de inflexdo. Assim, pode-se dizer que o ponto de
inflexdo no espectro quantico reflete a presenga, no espago de fase classico, de uma
orbita que separa dois regimes dindmicos distintos.
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Figura 5.4: (a) Orbitas periédicas correspondentes & fig. 5.3(b) para ¢ = —0.5
e energias & = —0.9,-0.8,...,0.9 (£, = —0.5 correspondendo a separatriz dada
pela abertura da “cesta” na fig. 5.3(b)); as érbitas de energia & = ~1.0 e & = 1.0
correspondem respectivamente ao minimo e aos maximos de energia; (b) distribuig¢do
espectral para 0 = —0.5 e 5 = 200, mostrando o ponto de inflexao em -g"-gt = —0.5
(energia da 6rbita separatriz classica).
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Esta correspondéncia com a 6rbita separairiz mantém-se para todos os valores
de 0. Para o tendendo a zero, a sequéncia de érbitas, que na figura 5.4(a) estava
dentro da “cesta”, tem seu espago diminuido gradativamente com o aumento de o,
até que a “cesta” termina por fechar-se para ¢ = 0.0, tornando-se uma linha de
pontos de equilibrio de energia minima (veja item ¢) (b) e fig. 5.5(a)). Correspon-
dentemente, o ponto de inflexao no espectro quantico desloca-se até o minimo de
energia (%}) = —1.0, quando o espectro passa a ter uma tnica concavidade (fig.
5.5(b)).

O caso ¢ > 0.0 (figs. 5.6(a) e 5.6(b)) pode ser analisado de maneira similar ao
caso em que —2.0 < ¢ < 0.0. Difere daquele no tipo de érbitas que tém energia
abaixo da energia da separatriz: para £ < —1.0 as drbitas representam “rotagoes”
no espago de fase, e para & > —1.0 séo libragdes”.

Completando os casos possiveis, mencionaremos apenas que o caso o < —2.0
pode ser visto exatamente como o caso ¢ > 0.0, fazendo-se apenas uma translagao
de % na varidvel o (figs. 5.7(a) e 5.7(b)). De fato, lembremos que para ¢ < —2.0,
os espectros quanticos eram reflexos dos espectros o > 0.0, pois em ¢ = —2.0 a
isotropia do modelo era recuperada.

min

5.2.2 Regra de quantizacgao

A correspondéncia apresentada na subsecao anterior pode ainda ser aprofun-
dada e estendida a todos os pontos do espectro semiclédssico e as correspondentes
orbitas classicas. O andlogo classico do nimero quantico n (indice do nivel de
energia £,) pode ser obtido como condi¢io de quantizagio semicldssica do tipo
Bohr-Sommerfeld, impondo a condi¢go de analiticidade da funcio de onda sobre
um circuito fechado no espago de fase. Este argumento tem sido usado ao longo
dos anos por A. Einstein, M.L. Brillouin, J.B. Keller, V.P. Maslov e M.V. Fedoriuk
[53] na tentativa de refinar a regra original de quantizacio semiclassica de Bohr-
Sommerfeld. O procedimento estd descrito, por exemplo, em [5] e a condigdo de
quantizagao resultante é dada por

j{p dq = 2rh (n + if) , (5.10)

em que o indice de Maslov u corrige discrepancias no nimero quéantico n. Aplicagdes
destes argumentos em contextos diversos tém sido feitas por vérios autores para ob-
tencao de espectros de outros sistemas de Curie-Weiss: modelo de emparelhamento
[54], modelo de Lipkin [55] e modelos de spins [56]. De forma mais geral, para sis-
temas que admitem a expansio # na representagio de estados coerentes, pode-se
ter uma derivagio elegante da regra de quantizagio acima, bem como correcgoes de
ordem 7, consultando a referéncia {7].

"Para um esclarecimento sobre os termos “rotagio” e “libragao” em sistemas de spins, ver o
ultimo paragrafo do capitulo 3.
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Figura 5.5: (a) Orbitas periédicas correspondentes a fig. 5.3(c) para o = 0.0 e
energias £ = —0.9,—0.8,...,0.9. A linha de pontos de minimo ¢ dada pela reta
a = 7 com energia £ = —1.0 e os pontos de maximo estio em (a=0,np=0)e
(@ =, 7=0); (b) distribuigio espectral para ¢ = 0.0 e § = 200, mostrando que o
ponto de inflexdo desaparece neste caso isotrépico.
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Figura 5.6: (a) Orbitas periédicas correspondentes a fig. 5.3(d) para ¢ = 0.5,
mostrando a mudanga em suas caracteristicas: para & = —1.5,—1.4,...,—1.1
as oOrbitas sao do tipo “rotacdo” e a separatriz aparece em & = —1.0; para
& = —0.9,-08,...,0.9 elas sao do tipo “libragao”; os dois pontos de maximo estio
em (a =0, n =0) e (a ==, 7 =0); (b) distribuicio espectral para ¢ = 0.5 e
5 = 200, mostrando o ponto de inflexio com energia %:51 = —1.0 coincidindo com a
energia da separatriz classica.
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Figura 5.7: (a) Orbitas periédicas para ¢ = —2.5; aqui, como no fig. 5.3(a), pode-se
ver a mudan¢a em sua natureza: “rota¢des” para £ =1.1,1.2,...,1.4 e “libragdes”
para & = —0.9,—0.8,...,0.9; a érbita separatriz tem energia & = 1.0 e o ponto
de minimo situa-se em (a = %, n = 0); (b) distribui¢io espectral para ¢ = —2.5 e
S = 200; a energia do ponto de inflexdo, -"g—’} = 1.0, coincide, também aqui, com a
energia da orbita classica separatriz.
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No nosso caso a correspondéncia entre a agao (eq. 4.8)
J = 2sj£nda (5.11)

e 0 nimero quantico n do n-ésimo nivel de energia F, pode ser simplificada. Como
j4 temos as orbitas, nao se trata de refazer todo o caminho para a quantizacio de
fungdes de onda ligadas a toros invariantes [3]. Iremos apenas contrapor as curvas

B xZebx %%l, e verificar a correspondéncia

J 2 x (27n) (5.12)

no limite de valores grandes para S. Lembremos que estamos tomando 2 = 1 e
que o indice de Maslov tem aqui conseqiiéncias despreziveis, uma vez que estamos
dividindo todas as quantidades por S2,

Antes das curvas, um ultimo lembrete. A regra de quantizacio exibida na
equac¢ao 5.10 nao leva em conta o fato de que estamos tratando com spins idénticos.
Ao simetrizarmos a fun¢ao de onda, estamos eliminando varios vetores de estado do

“espago de Hilbert que, de resto, levariam a resultados fisicamente inconsistentes [57].
No caso do sistema de dois spins, ha 25 + 1 estados |5, ms; S, —m;) satisfazendo
< TF >= 0, mas apenas 5 + 1 estados simetrizados

1
|mi, —my) = o [|S, m; S, —my) + 18, —mg; S,my)]. (5.13)

Ou seja, no limite de grandes valores para S, o niimero de niveis de energia obtidos
apés simetriza¢ao da funcdo de onda é aproximadamente a metade do que seria
obtido sem a simetrizagdo. Como as drbitas classicas sdo idénticas localmente 3,
trate-se de spins distinguiveis ou nao, explica-se o fator 2, extraordinério, presente
na equacao 5.12. Construimos, entdo, a curva & x %‘%}, onde J(&;) é a agdo
da orbita classica de energia &, apresentada na figura 5.8(a) juntamente com o
espectro quantico % X 3z para o mesmo valor de ¢ do caso classico e valor grande
de S. Como se pode ver, ndo ha diferenga apreciavel entre as curvas, sendo por
ampliagéo de regides, como a do retangulo da figura 5.8(a). A equiparacio entre as
curvas mantém-se por toda a extensio do espectro, valendo também para a regiao
correspondente a separatriz, mostrada na figura 5.8(b) como ampliacio da area em
torno do ponto de inflexdo (retangulo da fig. 5.8(2)). A concordancia entre estas
curvas € tao melhor quanto maior o valor de .S, confirmando a sugestio inicial de que
a curva classica representa a curva universal para a qual tende o espectro quantico
no limite § — oc.

Na obtencao das agbes classicas foi feita a integracio numérica da area do plano

(a,n) delimitada pelas 6rbitas. Estas integracdes podem ser feitas analiticamente e

8Ver, entretanto, os resultados do capitulo 7 para uma manifestagio classica da identidade dos
spins, que tem um carater global.
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Figura 5.8: (a) Energia cléssica &; versus 4 (linha continua) e distribuicio espec-
tral %{;} X % (pontos isolados) para ¢ = 0.4; (b) ampliagio da area delimitada pelo
retangulo da parte (a).

as agbes podem, entdo, ser descritas por meio de fungdes conhecidas. Sao expressoes
pouco atraentes, todavia, devido as integrais elipticas dadas pelo integrando n{e, &)
(eq. 5.9). Tendo J(&:), pode-se calcular analiticamente o periodo 7 das 6rbitas,
através de

oF

Para as energias (%\) _, correspondentes ao ponto de inflexdo dos espectros
ip
quanticos, este calculo mostra que, de fato, os periodos das érbitas classicas tendem
a infinito no limite & — (%9) _, COmo se espera para Orbitas classicas separatrizes.
ip

Tanto as expressOes para a agdo J(&;) como para o periodo T estio explicitadas no
Apéndice A.

5.3 Discussao

Vimos neste capitulo algumas caracteristicas dos modelos de Heisenberg de dois
spins, que se manifestam no limite semicldssico. Além das confirmagdes do compor-
tamento de escala do espectro quantico para valores grandes de spin, comportamento
tipico dos sistemas de Curie-Weiss, e da regra de quantizacéo de Bohr-Sommerfeld,
que se espera valer para sistemas integraveis, apresentamos um resultado relacio-
nado a forma da curva espectral. Resumindo, a presenca de um ponto de inflex3o no
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espectro quantico do sistema de dois spins indica a existéncia de uma orbita separa-
triz no espago de fase do sistema cldssico associado. Este resultado pode tornar-se
interessante, dada a importancia da regiao em torno das orbitas separatrizes para o
estudo de manifestacoes de caos e integrabilidade em sistemas dinamicos classicos.

Entretanto, o sistema de Heisenberg de dois spins apresenta algumas carac-
teristicas simplificadoras e aparentemente limitantes.

Em primeiro lugar, seus espectros quanticos sao nao-degenerados, o que possi-
bilita uma curva continua e bem comportada no limite classico S — oo, bem como
uma boa definicio do que sejam ponto de inflexao ou concavidade. Degenerescéncias
no espectro semicldssico, comuns diga-se, podem inviabilizar nao apenas a curva em
s1, mas sobretudo a existéncia de um ponto de inflexao.

Em segundo lugar, o sistema de dois spins possui espago de fase bidimensional,
correspondendo a um sistema dinamico com um grau de liberdade apenas. Siste-
mas de mais de um grau de liberdade apresentam, em geral, comportamento mais
complexo e rico do que aqueles. Isto posto, seria dificil esperar que sistemas de
spins de dois ou mais graus de liberdade acompanhassem o comportamento relativo
a presenca de um ponto de inflexdo no espectro quantico.

Ainda assim, o principal resultado deste capitulo pode ser bastante 1itil no estudo
de sistemas mais complexos. Veremos no proximo capitulo que, para o sistema de
Heisenberg de trés spins - um sistema de trés graus de liberdade e com espectro
degenerado - um analogo do ponto de inflexao também se apresenta, permitindo-nos
estabelecer uma correspondéncia similar aquela que exibimos neste capitulo. Para
o sistermna de trés spins, ela sera tanto mais interessante quanto se puder explorar o
comportamento cadtico que se sabe ocorrer naquele sistema.
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Capitulo 6

Manifestacoes classicas e
quanticas de quebra de simetria
no modelo de Heisenberg de trés
spins

Uma abordagem similar aquela vista no capitulo 5, pode ser efetuada também
no caso do modelo de Heisenberg de trés spins, em que pesem as degenerescéncias de
seus espectros e seu comportamento cadtico para o # 0 [16]. Para este modelo, entre-
tanto, as degenerescéncias pedem um tratamento preliminar dos espectros quanticos,
antes de se estabelecer a correspondéncia entre estes espectros e a dinamica classica
associada, como exibida para o caso de dois spins. Neste capitulo apresentaremos
uma analise numeérica algo detalhada dos espectros quanticos e mostraremos que
aspectos importantes das relacbes entre quebra de simetria, integrabilidade e caos
no modelo de Heisenberg de trés spins podem ser evidenciados através de dois tipos
bastante simples de graficos: aquele em que se mostra os espacamentos A, entre
niveis de energia vizinhos versus o indice n do nivel, e os graficos de correlacao
Apy1 X A, 1. Para o sistema de dois spins, estes graficos trazem nio apenas a
correspondéncia vista no capitulo 5 e na ref. [52], mas estendem as possibilidades
de informacgdo sobre o sistema classico, a ser obtida tio somente da anilise dos es-
pectros quanticos. Interessante para nossos objetivos neste capitulo, o caso de dois
spins é um excelente guia para os procedimentos a serem observados e as analises a
serem feitas no caso mais complexo de trés spins. Como resultados a serem notados
no modelo de trés spins, veremos que os graficos A, xn e A1 X A, mostram clara-
mente o intervalo de energias onde o caos comeca a se manifestar e também aquele
para o qual a dindmica classica correspondente mostra a coexisténcia de érbitas re-

'Um conjunto parcial dos resultados apresentados neste capitulo compde um artigo que se
encontra aceito para publicagao em Chaos [58).
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gulares e cadticas. Além destes resultados, os graficos estabelecem um valor critico
de energia, acima do qual a dinamica cléssica associada é sabidamente regular [16].

Estudos semelhantes, que traziam a proposigao dos graficos A,, x n e JAVIR A
como indicadores de caos quantico - e objegdes a esta proposi¢ao —, foram feitos para
sistemas de espago de Hilbert infinitos {59, 60, 61, 62], isto &, sistemas para os quais
o limite cléssico é atingido quando o indice n do nivel de energia tende a infinito.
Sistemas de spins mostram diferencas importantes. O espaco de Hilbert finito (para
valores finitos de 5) fornece espectros finitos, como resultado dos graus de liberdade
associados a spins. Com a propriedade de escala para valores grandes de S, conhecida
para estes modelos de Heisenberg [52], podemos dividir todas as energias do espectro
por Jh*S(S +1). Esta operagao fixa os extremos inferior e superior do espectro em
valores independentes de S (para S grande), permitindo-nos explorar o espectro
por inteiro no limite semicldssico, sem a necessidade de se suprimir os niveis de
energia mais baixos, como € usual proceder em se tratando de sistemas de particulas.
Pela mesma razao, e uma vez que o limite clissico em sistemas de $pins aproxima-
se com valores crescentes de 5, o controle de S permite também o controle da
aproximagio ao limite classico para o espectro como um todo. Como corolario
desta propriedade, este controle de S significa também uma maneira de se estudar
e controlar a densidade de niveis de energia numa dada regiio do espectro. Assim,
as caracteristicas destes sistemas de Heisenberg, resultantes da finitude do espago
de Hilbert e do bem definido limite clissico, conformam uma situagio diferente,
comparada com os casos de sistemas de particulas. Numa tal situacio de sistemas
de spins, veremos que os graficos usados originalmente por H. Hirooka et al. [59]
num contexto de particulas podem proporcionar muita informacao, e de maneira
que pode ser facilmente traduzida em termos de conceitos fisicos basicos.

Para mostrarmos o que foi proposto nos paragrafos anteriores, estudamos os mo-
delos anisotrépicos de Heisenberg de dois e trés spins relativamente ao efeitos que
ocorrem em trés situacoes distintas:

i) efeito de quebra de simetria no modelo de dois spins, sem quebra de integra-

bilidade;

2} efeito do aumento do ndmero de graus de liberdade, através do aumento do
numero de spins, mantendo a integrabilidade;

wi) efeito de quebra de simetria no modelo de trés spins com concomitante que-

bra de integrabilidade.

No caso integravel do modelo de dois spins (item 7)), a quebra de simetria provoca
uma dobra na curva de correlagdo A,y X A,. Apesar do alto grau de degenerescéncia
do espectro para o modelo de trés spins (item 7)) isotrépico, um resultado analogo
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para a curva de correlagao pode ser obtido, removendo-se as degenerescéncias do
especiro através de um procedimento bastante simples: toma-se um tnico nivel
como representante para cada grupo de niveis degenerados e usa-se este “espectro”
selecionado para o estudo de An4; X A,. Com este procedimento obtém-se uma
curva similar dquela obtida para o caso de dois spins isotropico. Baseados neste
resultado, utilizamos este mesmo procedimento para estudar situacdes em que a
integrabilidade € quebrada no modelo de trés spins através de ligeiros desvios do
caso isotrépico (item %iz)).

Ainda que se possa adentrar regides do parametro de anisotropia onde o regime
dinamico seja predominantemente cadtico, veremos que o aspecto mais interessante
do uso dos graficos propostos acima esta na possibilidade de se trabalhar em regides
de transi¢io entre regimes dinamicos fraca e moderadamente cadticos. Nestas regides
estes graficos podem ser titeis, fornecendo indicag¢des sobre onde aplicar técnicas
mais sofisticadas no estudo de manifestacbes de caos em sistemas quanticos. Além
disso, eles podem ser facilmente aplicaveis a casos em que seja dificil a separagao de
simetrias como prepara¢ao para aplicacao de técnicas baseadas na Teoria de Matrizes
Aleatérias [50].

O restante deste capitulo esta organizado como segue. Na secdo 6.1 apresentamos
algumas caracteristicas gerais e comuns a ambos os sistemas de dois e trés spins.
Na se¢do 6.2 analisamos o modelo de dois spins, apresentando alguns resultados
conhecidos desde o capitulo anterior e os graficos Apy; X A, € A, X n para este
modelo. Na se¢do 6.3 seguimos o mesmo procedimento para o caso de trés spins
e os resultados obtidos sdo comparados com o caso “guia” de dois spins estudado
na segdo 6.2. Para facilitar a apresentacao e o entendimento do papel da quebra
de simetria, dividimos as se¢bes seguintes em trés partes: um pequeno resumo das
propriedades do modelo em questéo, caso isotropico e caso anisotrépico (no caso de
trés spins hé ainda uma secdo com resultados da dinamica classica associada, para
confirmac¢do dos resultados obtidos). Uma ultima segdo é dedicada a discussées e
comentar1os.

6.1 Caracteristicas gerais dos modelos

Nas se¢des seguintes estaremos estudando os modelos

H2=J(5152+G'Sf5'§) (6.1)

€ 3
H; = JZ(SI -S4 + O‘Sfo_{_l), (6.2)

I=1
onde Sy Sy, J e o parametro de anisotropia & sdo nimeros reais, e

SF, S5, 5F (1 =1,2,3) correspondem aos operadores de spin SU(2). Daremos
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atencao especial a transigéo do caso isotrépico (¢ = 0) ao caso anisotrépico (o £ 0).
Também neste capitulo usaremos A =1e{S;| =5 (I =1,2,3).

Notemos antes de tudo as seguintes propriedades, validas para os sistemas de dois
e trés spins e que fundamentardo os procedimentos a serem seguidos nas préximas
secdes:

¢) Os espagos de Hilbert associados aos sistemas 6.1 e 6.2 sio finitos. Esta proprie-
dade decorre da élgebra de Lie associada ao grupo SU(2), gerado pelos operadores
de spins, e garante que os espectros de energia desses sistemas sio também finitos.

i1) Os sistemas 6.1 e 6.2 tém limites classicos bem definidos. Como visto no capitulo
5 e na ref. [52], estes modelos de Heisenberg pertencem  classe de modelos de Curie-
Weiss e sao caracterizados pelo comportamento de escala para valores grandes de S.
Esta propriedade garante a existéncia de seus limites classicos, que, mostra-se, sio
linicos para estes modelos de Heisenberg.

iit) A quebra de isotropia tem efeitos importantes sobre a integrabilidade dos mode-
los. Enquanto o modelo de dois spins é integravel para todos os valores de o {52], o
modelo de trés spins € integravel para o = 0 e nio-integravel para ¢ # 0 (e S > 1),
como mostrado por K. Nakamura e A.R. Bishop [16]. Este tltimo caso apresenta
espaco de fase associado e espectro de energia possuindo, ambos, regioes de mo-
vimento regular, associadas a drbitas periédicas, e regides de movimento irregular,
associadas pelos autores a movimento caético e destruicio de toros KAM.

6.2 O modelo de dois spins

6.2.1 Resumo do modelo
O modelo de Heisenberg anisotrépico para dois spins
Hy = J(S, Sy +085;53). (6.3)

tem a energia e a componente z do spin total T, = S; + S, como constantes de
movimento:

Ha, T3] = 0. (6.4)

Como estaremos tomando spins idénticos, |S;| = |S,| = S, diagonalizamos H,,
usando como base o conjunto de estados simetrizados de spins

1
|m1m2) = 5 [IS’,ml; S, m2> + |S, ma; S, ml)] y (6.5)

em que o sinal + (—) corresponde a estados bosdnicos (fermiénicos). Em toda esta
$e¢a0 vamos nos restringir ao subespaco onde (T7) = 0, o que implica a relagao
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Figura 6.1: Distribuigdes espectrais do sistemna de dois spins para S = 200 e alguns
valores do parametro de anisotropia: ¢ = —0.5,—0.25,0.0,0.25,0.5. Qs espectros
inferiores correspondem aos maiores valores de ¢.

my + mq = 0 para m; e mgy, os numeros quanticos respectivamente correspondentes
aos operadores S e S5i. Restringimo-nos também ao caso J > 0 com J = 12, e
valores inteiros para S, o que significa que estaremos lidando com o caso bosédnico
(sinal + na eq. 6.5) 3.

Exemplos tipicos de espectros que estaremos analisando podem ser vistos na
figura 6.1 para 5 = 200 (suficientemente grande para ilustrar nossos resultados) e
alguns valores do parametro de anisotropia o.

O comportamento de escala para valores grandes de S pode ser verificado nova-
mente na figura 6.2: conforme S tende a infinito, o espectro quantico tende a seu
limite classico na forma de uma curva universal. Enfatizamos que, para o modelo de
dois spins, os espectros sao todos nao-degenerados. Note-se também que em todas
estas figuras os valores de energia do espectro quantico E, foram divididos conveni-
entemente pelo fator JA%25(S +1). Este fator de escala fixa os extremos do espectro
escalado &, em valores que, no limite classico, ndo dependem de S, dependendo
apenas de o. Decorre disto, como se pode ver na figura 6.2, que para urn dado valor
de ¢ o nimero de niveis de energia aumenta com S, diminuindo conseqiientemente
o espagamento entre dois niveis vizinhos. Como est4 detalhado no Apéndice B, este

2Toda analise apresentada neste capitulo pode ser feita de modo analogo para o caso J < 0 com
uma troca de sinal em todos os valores de energia.
20 caso fermidnico é estudado de maneira idéntica.

71



135

0.00 0.03 0.06 0.09 .12
n/[S(s+1)]

Figura 6.2: Distribuicoes espectrais do sisterna de dois spins para um unico valor do
parametro de anisotropia, ¢ = —0.5, e vérios valores de spin, S = 10,20, 30, ..., 80.
Note-se como a distribuicao espectral tende a uma curva limitante conforme S au-
menta seu valor.

procedimento permite um controle quantitativo da aproximagio ao limite cléssico,
variando-se o valor de 5.

6.2.2 Caso isotrépico (o = 0)

As figuras 6.3(a)-6.3(c) mostram o caso isotrépico (¢ = 0) do modelo de dois
spins para 5 = 200. O espectro é visto na figura 6.3(a) e nas figuras 6.3(b) e 6.3(c)
graficamos respectivamente A, 4; x A, e A, x n, onde

An = en+l1 — gn (66)

¢ a diferenca entre os niveis de energia (escalada) de indices n + 1 e n. Estas figuras
mostram espectros tipicos de rotores quéinticos e serao uteis para se estabelecerem
conceitos e vocabuldrio que aparecerio nas préximas secdes.

Um dos pontos a se explorar diz respeito ao controle quantitativo da aproximacao
ao limite classico. A analise dos dados da figura 6.3(a), feita no apéndice B, mostra
que para 5 = 200 estamos trabalhando com % = 5 x 10~3. Uma vez seguros de
que estamos em um regime que pode ser considerado aproximadamente classico,
podemos obter muita informagéo dos gréficos. Por exemplo, a figura 6.3(c) reflete
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a densidade de estados p por unidade de energia

b= (67)
dn

que é maior para baixos valores de energia. Em certo sentido podemos dizer que
a regidgo em torno do minimo de energia na figura 6.3(a), com £ = —1.0, adquire
caracteristicas semiclassicas “mais rapidamente” do que as outras regides; um com-
portamento que pode ser Gtil para indicar onde poderemos aplicar com seguranca
métodos mais sofisticados para estudo de caos e outras estruturas classicas!. Com-
portamento analogo parece ocorrer em outros sistemas integraveis de espaco de
Hilbert finito, como o modelo de Lipkin SU(2) [46].

No capitulo 5 e na ref. [52] tiramos proveito da existéncia do limite classico para
estabelecer a correspondéncia entre os espectros quanticos e as acbes das 6rbitas
periodicas classicas, obtidas para este modelo através do uso de estados coerentes.
Apresentamos aqui um argumento simples segundo o qual aquela correspondéncia
pode ser estabelecida diretamente pelo grafico A, x n. Na figura 6.3(c) o passo na
variavel n é dn = 1. Logo, na figura temos de fato

é‘n+d - S
g1 — Ep = =11 6.8
n+1 n dn ( )
No limite semiclassico temos simplesmente 9 e n é, & parte fatores de escala, a acio
J da orbita periddica de energia £. Portanto, temos

Entan — En 5 Aﬁ = Ay, (6.9)
dn dJ
a freqliéncia (escalada) v da 6rbita periédica correspondente (a constante A da conta
de fatores de escala). Pode ser visto na figura 6.3(c) que, como decorréncia da fini-
tude do espago de Hilbert associado e da integrabilidade deste caso, o grafico A, x n
revela um intervalo finito de freqiiéncias bem definidas para as érbitas periédicas .
Como observagéo final a respeito de isotropia, anotamos que sua manifestacio
imediatamente visivel é a linha mostrada na figura 6.3(b). Esta manifestacio da
isotropia reflete-se na figura 6.3(c) como uma correspondéncia univoca: a cada
frequéncia permitida estd associada uma energia unica, ou, em outras palavras,
uma tnica orbita periddica.

1Para métodos semiclassicos relacionados & representacio de estados coerentes, ver por exemplo
as referéncias [7, 63, 64].

% As frequiéncias indicadas na figura 6.3(c) poderiam fornecer, com fatores de escala apropriados,
uma estimativa simples do periodo das érbitas. Embora grosseira, esta estimativa permitir-nos-

1a evitar a integragdo numérica das equagdes de movimento e as integrais elipticas presentes nos
calculos (ver ref. [52]).
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Figura 6.3: O caso isotrépico para dois spins (S = 200 e ¢ = 0.0): (a) distribuicao
espectral; (b) correlagdo An41 x A, entre diferengas de energia; (c) diferenca entre
niveis de energia A,, versus indice n do nivel.
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Figura 6.4: Semelhante a fig. 6.3. Aqui mostra-se o caso anisotrépico (5 =200e¢
g = —05)
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6.2.3 Caso anisotrépico (o # 0)

O caso anisotrdpico para dois spins estd representado no conjunto de figuras
6.4(a)-6.4(c) para ¢ = —0.5 ¢ § = 200. Observe-se que a quebra de isotropia
altera a curva espectral, aparecendo entéo um ponto de inflexdao em &, = —1.0 + |o|
para —1.0 < ¢ < 0.0 (veja figura 6.4(a)). Ademais, o ponto do espectro de maior
densidade de niveis, mostrado na figura 6.4(c) como um pico invertido, acompanha
este ponto de inflexao, conforme variamos o valor de ¢. O comentério acerca do
limite classico apresentado nas subsecdes anteriores e no apéndice B continua valido,
e na figura 6.4(b) vemos que ha uma correlagdo entre A,y e A, também neste caso.
Embora néo seja uma relagao tio simples como no caso ¢ = 0 {veja expressao B.1 no
apéndice B), pode-se garantir que aqui também estamos seguros no que diz respeito
a aproximagdo semicldssica, o caso isotrépico atuando como um calibrador para esta
aproximacao.

A figura 6.4(c) revela, como na subsegio anterior, um intervalo finito de
frequéncias com um ponto especial onde a freqiiéncia tende a zero 4 medida que
o limite cldssico vai sendo aproximado. Pode-se, entdo, assegurar a existéncia de
uma Orbita periddica — pois o sistema é integravel — de periodo infinito e associada
ao pico invertido. Esta afirmativa concorda com os resultados do capitulo 5 e ref.
[52] onde mostramos que o ponto de inflexdo no espectro corresponde a érbita sepa-
ratriz com periodo infinito, como calculado no apéndice A. Além disso, como pode
ser visto na figura 6.4(c), este ponto de inflexdo est4 no centro da regiio de maior
densidade de niveis de energia. Pode-se mostrar também que a densidade de niveis
p tem sua variagdo maxima com o aumento de S no ponto de inflexio, isto &, g-% tem
um maximo positivo no ponto de inflexdo. Espera-se, portanto, que numa versio
nao-integravel do modelo, o comportamento caético se manifeste de maneira mais
pronunciada nesta regiao. Sabe-se que o modelo de dois spins pode tornar-se caético
com a introdugdo de anisotropias locais [33]. Assim, a figura 6.4(c) sugere que a
regiao em torno do ponto de inflexio, ou seja, em torno da érbita separatriz, seria a
regido apropriada para se buscar manifesta¢des da dinamica classica cadtica. Esta
sugestao concorda com nossa expectativa de que, & medida que o comportamento
cadtico se revela, € na regido proxima i separatriz que comegam a aparecer Orbitas
irregulares.

Com respeito & quebra de isotropia, vemos na figura 6.4(b) que a linha reta
do caso 1sotropico (veja figura 6.3(b)) apresenta agora uma dobra, em que o ramo
inferior corresponde ao ramo do espectro quintico i esquerda do pico invertido.
Nota-se também, na figura 6.4(c), que neste caso anisotrépico a correspondeéncia
entre freqiiéncias e energias j nao é univoca: na regido em torno da fregiiéncia mais
baixa existem duas energias diferentes, isto é, duas drbitas com o mesmo periodo.
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6.3 O modelo de trés spins

6.3.1 Resumo do modelo

O modelo de Heisenberg de trés spins é representado pelo hamiltoniano 6.2

3

H; = JZ(S[ - Sip1 + aSlef+l)= (610)

i=1

em que S4 = 5;. Vamos nos concentrar no caso J > 0, fixar J = 1 e tomar iguais
valores para os spins, |S;| =S5 (I =1,2,3).

Como no caso anterior de dois spins, este modelo tem como constante de movi-
mento a componente T35 do spin total

T3 =8,+85,+8;, (6.11)

j& que

[Hs, T3] = 0, (6.12)
e, também como no modelo anterior, estaremos trabalhando sempre com o subespago
onde (T3) = 0. Para referéncia futura anotamos aqui que o operador T? também é

constante de movimento no caso isotrépico o = 0. Como cada S? é individualmente
uma constante, a expressao para T3, resultante da eq. 6.11 fica

3 .

I=1

Notemos que o segundo termo do lado direito da eq. 6.13 é justamente o hamilto-
niano Hz com o =0 (e J = 1).

A diagonalizacao de Hj ¢ feita usando-se a base (anti)simetrizada de estados de
spins para S (semi)inteiros:

1
|mymams) = 3 {15, m1; S, ma; §,ms) + 1S, ma; S, mn; 5, my)

+[S,ma; §,ma3; S, my) £ {|S, ma; S, ma; S, my)
+ |S,mq; 8,ma; S, ma) + |S, myg; S, my; S, ms)]}.  (6.14)

Aqui, mais uma vez, o sinal + (~) corresponde ao caso bosdnico (fermidnico)
e restringimo-nos a valores inteiros de S (sinal + na eq. 6.14), tomando
my +mg + m3 = 0 para satisfazer (T}) = 0.

Espectros tipicos para o modelo de trés spins sio mostrados na figura 6.5(a)
para 5 = 50 e alguns valores do pardmetro de anistropia o. A regifio de dentro do
retangulo desta figura estd ampliada na figura 6.5(b). Nestas figuras podemos ver
que o espectro do caso isotrdpico é altamente degenerado, exibindo o aspecto de
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Figura 6.5: (a) Distribuigdes espectrais do sistema de trés spins para S = 50 e alguns
valores do pardmetro de anisotropia: ¢ = —0.5,—0.25,0.0,0.25,0.5. Os espectros
inferiores correspondem aos maiores valores de o; (b) Ampliacio do retangulo da
parte (a), onde as bolinhas pretas ilustram o procedimento de selegio de espectros
apropriados em dois casos: ¢ = 0.0 e ¢ = —0.5 (pontos superiores).

uma escada. Este deve-se as muitas maneiras de se obter o mesmo valor para (T2),
combinando-se trés spins sob a condi¢io (T7) = 0. A medida que fazemos o ligeira-
mente diferente de zero, os degraus do espectro isotrépico distorcem-se adiabatica-
mente (veja figura 6.5(b)). Além disso, para um dado valor de o, esta distorcéo dos
degraus € mais pronunciada na parte inferior do espectro para o caso anisotropico,
enquanto em sua parte superior o espectro mantém-se mais proximo ao espectro do
caso isotropico. Esta transigao ocorre suavemente, de modo que nio se pode apontar
nestes espectros valores bem definidos de energia que mostrem claramente o infcio
desta mudanca de caracteristica.

A figura 6.6 mostra o comportamento de escala para valores grandes de S, valido
também para este modelo de trés spins. Este comportamento é similar aquele obser-
vado na figura 6.2 para o modelo de dois spins, exceto pelo fato de que aqui temos
espectros degenerados ou quase degenerados. Embora este fato impeca que se fale de
uma curva universal limitante, existe um espectro universal limitante também neste
caso. A parte este detalhe, toda andlise da figura 6.2 pode ser transportada para
a figura 6.6. E interessante notar que os espectros obtidos para casos anisotrépicos
(por exemplo para ¢ = —0.5) exibem claramente duas regides de curvaturas distin-
tas, invocando a imagem de um ponto de inflexio, como nos espectros para o caso
integravel do sistema de dois spins.
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Figura 6.6: Distribui¢des espectrais do sistema de trés spins para um 1inico valor do
parametro de anisotropia, ¢ = —0.5, e varios valores de spin, S = 10, 20, 30, 40, 50.
Note-se como a distribuicao espectral tende a um espectro limitante conforme S
aumenta seu valor.

Por outro lado, degenerescéncias e quase-degenerescéncias fazem bastante dife-
renca nos graficos A,y X A, e A, x n. Niveis degenerados dao lugar a pontos
sobre o eixo A, = 0 no caso isotrépico (¢ = 0) e ndo sao bons para se trabalhar,
se queremos comparar os graficos resultantes com aqueles do modelo de dois spins
(nao-degenerados). Para a comparacdo fazer sentido e obtermos alguma informacio
dos espectros para trés spins, o procedimento mais simples consiste em eliminar as
degenerescéncias apenas contando como um nico nivel todos os niveis de um dado
conjunto degenerado °. E importante enfatizar que aqui, contrariamente ao que fi-
zemos para o sistema de dois spins, estamos considerando n apenas como um indice
contador dos niveis de energia, sem lhe atribuir qualquer interpretacio fisica. Este
procedimento sugere uma possivel estratégia a ser seguida, quando nos desviarmos
ligeiramente do caso o = (: para os espectros anisotrépicos do modelo de trés spins,
tomamos o8 pontos correspondentes aos primeiros pontos de cada degrau do espec-
tro para o caso isotrépico ¢ = 0. Tal procedimento esta ilustrado na figura 6.5(b),
onde tomamos apenas os niveis representados por bolinhas pretas. O “espectro”

resultante contém apenas um nivel representando cada degrau, associado por sua
vez a cada valor de (T32) 7.

8Uma vez que a eq. 6.13 mostra que a cada degrau corresponde um tnico valor de T3, este
procedimento significa tomar-se o espectro modT%.

T Ao usar este procedimento, tentamos manter o intento inicial deste capitulo, qual seja, obter o
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Para pequenos valores de |}, o comportamento geral ndo muda, se mudarmos
o critério de escolha e tomarmos o segundo ponto (ou o ponto médio) dos degraus
deformados em lugar dos primeiros. Isto reflete o fato, mostrado no apéndice C,
de que o autoestado correspondente a cada ponto de um degrau deformado tem
uma componente dominante, quando projetado sobre o conjunto de estados do caso
isotrépico que constituem o degrau correspondente {65]. A medida que aumentamos
o valor de |o|, passa a fazer diferen¢a qual seqiiéncia de pontos escolhemos. Nao
surpreende que assim seja, uma vez que a deformacdo dos degraus torna-se maior
para maiores valores de |o|; e isto também ¢ esperado, dado que nao mais se pode
falar de um valor dominante para (T3) na expansio de um autoestado anisotrépico
numa base de autoestados do caso isotrépico.

Nas subsegdes seguintes damos detalhes destes graficos: na subsecio 6.3.2 com-
paramos os sistemas de dois e trés spins isotrépicos, ambos integraveis, e na subsecéo
6.3.3 discutimos o efeito das quebras concomitantes de isotropia e integrabilidade
para o sistema de trés spins.

6.3.2 Caso isotrépico (¢ =0)

O espectro selecionado e os correspondentes graficos Any; X A, € A, X n para
o modelo de trés spins isotrépico (¢ = 0) e spins S = 50 aparecem nas figuras
6.7(a)-6.7(c). Comparando-os com o conjunto de figuras 6.3(a)-6.3(c) do modelo
de dois spins, vé-se que ambos os conjuntos sdo inteiramente analogos, seja na
curva parabdlica para &, x n, seja nos graficos A,y x A, e A, x n. Este nao é
um resultado obvio, pois, se pensarmos em termos dos espacos de fase clissicos,
veremos que estamos incorporando duas dimensdes adicionais e mais vinculos. Esta
analogia surpreendente permite-nos estender ao modelo de trés spins a discussio
sobre o limite classico e as relagdes envolvendo o valor de % (veja o final do apéndice
B).

De um ponto de vista mais geral, observamos que os modelos de dois e trés spins
sdo sistemas de um grau de liberdade - eliminadas as constantes de movimento
- possuindo ambos andlogos classicos integraveis [52, 16]. A integrabilidade deste
caso ¢ = 0 estd implicita na figura 6.7(c). O comportamento suave da curva ali
descrita, simultaneamente com a regularidade implicada pelas relacées B.3 e B.4,
reflete a existéncia neste caso de drbitas periddicas somente, isto é, para ¢ = 0 o
sistema de trés spins é integravel. Neste sentido nossa analise dos niveis de ener-
gia (selecionados) regularmente espacados, vistos na figura 6.7(c), concorda com a
andlise apresentada por Nakamura e Bishop na referéncia [16], onde os degraus bem

regulares de niveis agrupados sdo vistos como contrapartida quantica para érbitas
periddicas classicas.

maximo possivel de informacdo de graficos simples como Ap41 X Ap e A, X 7, sem nos envolver-
mos com questdes mais complicadas como simetrias ou técnicas mais sofisticadas para se estudar
caoticidade. Estes pontos serdo explorades em trabalho futuro.
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Figura 6.7: O caso isotrdpico para trés spins (5 = 50 e ¢ = 0.0): (a) distribuicio
espectral selecionada conforme o procedimento mostrado na fig. 6.5(b); (b) cor-
relagdo Anyy X A, entre diferengas de energia; (¢) diferenca entre niveis de energia
A, versus indice n do nivel.

6.3.3 Caso anisotrépico (o # 0)

Como mencionado anteriormente, a referéncia [16] mostra que a quebra de si-
metria produz também a quebra de integrabilidade para o modelo de trés spins,
juntamente com a quebra da constincia de (T%).

As figuras 6.8(a)-6.8(c), 6.9(a)-6.8(c) e 6.10(a)—6.10(c) mostram os graficos para
os espectros selecionados, obtidos para S = 50 e ¢ = —0.05, —0.1, —0.3 respectiva-
mente. O tratamento preliminar dos espectros quanticos, através do procedimento
de escolha de niveis dos degraus deformados, é o que nos permitira a comparacio
com as figuras correspondentes do modelo de dois spins anisotrépico. De inicio, te-
mos, aqui também, assegurado um bom controle da aproximacio ao limite classico,
visto que, para cada valor de o, o espectro do caso isotrépico para trés spins funci-
ona como calibrador nesta aproximacio (veja apéndice B). O segundo ponto a ser
notado nas figuras 6.8-6.10 é que os espectros para o # 0 possuem valores criticos
do indice dos niveis de energia, n., acima do qual eles mostram uma seqliéncia de
diferengas An regular e correlacionada. Este valor critico n, é uma funcio de o,
aumentando conforme aumenta |¢|. Na subsecéo 6.3.1 adiantamos esta tendéncia
do espectro quantico original para a recuperacio da forma escada do espectro para
o = 0, observando entrementes que, naquela forma, seria dificil apontar um valor
definido para a energia, acima do qual esta recuperacio dar-se-ia. Estes graficos
A, X n proporcionam, entretanto, um valor preciso para n, e um valor correspon-
dente para uma energia critica &, acima da qual pode-se afirmar a regularidade do
espectro. Esta analise concorda com a anélise dos espectros quanticos apresentada
por Nakamura e Bishop [16], seus valores indicativos para &, permanecendo, todavia,
ligeiramente abaixo daqueles dados pelos grificos A, x n.

No modelo integravel de dois spins a quebra de isotropia foi associada ao apare-
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Figura 6.8: Semelhante a fig. 6.7. Aqui se mostra o caso anisotrépico (S = 50 e
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Figura 6.10: Semelhante a fig. 6.7. Aqui se mostra o caso anisotrépico (S = 50 e

o= —0.3).
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cimento de um ponto de inflexdo no correspondente espectro, marcando a presenca
de uma orbita separatriz em seu analogo classico. Nos graficos A, x n este ponto de
inflexao se fez presente através de um pico invertido, denotando ambos um periodo
infinito para a drbita separatriz e uma regido de alta densidade de niveis de energia.
Sugerimos, entao, que esta seria a regiao mais propicia a observagio de manifestagdes
de caos numa versao cadtica do modelo. Estas idéias podem ser aplicadas também
a0 modelo de trés spins. Primeiramente notemos que, conforme nos distanciamos
de ¢ = 0, os espectros nas figuras 6.8(a)-6.10(a) adquirem duas curvaturas distin-
tas, como se tivessem um ponto de inflexdo com um comportamento similar aquele
observado na figura 6.4(a). Obviamente este ndo é um verdadeiro ponto de inflexio,
pois os espectros nao sado curvas continuas, como vemos nas figuras 6.8(c)-6.10(c).
Ainda assim, o comportamento médio dos pontos nestas figuras sugere a presenca de
um pico invertido, acompanhando este pseudo-ponto de inflexdo do espectro (com-
pare com a figura 6.4(c)). Analogamente ao que se viu no caso do modelo de dois
spins, esta situagdo sugere que a regido em torno deste pico invertido seja a regiao
apropriada para se observar onde o caos comega a se manifestar, 2 medida que jo|
cresce. De fato, as se¢des do espago de fase mostradas na ref. [16] e as secdes de
Poincaré que mostraremos na subsecio seguinte confirmam esta sugestio, exibindo
manifestagio mais intensa de orbitas cadticas na regido de energia préxima a energia
do pseudo-ponto de inflexio.

As figuras 6.8(c)-6.10(c) sugerem os seguintes valores para os indices n;, e cor-
respondentes energias &£;, para os picos invertidos, segundo o valor de o:

a) para ¢ = —0.05, niyp &~ 10 com &, =2 —1.45
b) para ¢ = —0.1, ny & 12 com &, &~ —1.42

c¢) para o = —0.3, ny = 22 com &, ~ —1.26.

As regides dos espectros correspondentes em torno destes valores representam
o intervalo de energia onde o caos é mais facilmente observado. Distanciando-se
destas regides em energia, orbitas peridédicas tém maior probabilidade de coexisti-
rem com Orbitas cadticas, até que, longe do pico invertido, acabam por predominar.
Ultrapassando o valor critico &, entramos na parte regular do espectro, para a qual
somente orbitas periddicas podem ser observadas. Anotamos aqui que esta aborda-
gem, usando o pseudo-ponto de inflexdo, esta de acordo com os cilculos envolvendo
diferencas segundas da energia com respeito ao parametro o, feitos por Nakamura
e Bishop [16]. Em particular, observamos que as regides em torno dos valores apre-
sentados nos itens a), b) e c) estdo dentro das regides cadticas apresentadas em [16],
nao excluindo, todavia, a possibilidade de que se possa observar érbitas periédicas
mesmo para baixas energias (préximas ao estado fundamental), se o valor de o for
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suficientemente grande.

6.3.4 Dinamica classica para o modelo de trés spins

Apresentaremos nesta subsecdo alguns resultados da dinamica cléssica para o
modele de trés spins. N&o ha intencdo de se proceder a uma analise exaustiva do
sistema dinamico classico, mas tdo somente verificar as sugestdes para este modelo,
advindas da abordagem caracterizada pelo ponto de inflexao no espectro.

A versao classica do modelo de Heisenberg de trés spins é dada pela hamiltoniana
E(a,n; B,7; #, m), segundo o procedimento descrito no capitulo 3 (eq. 3.113):

E = J{[l —(m—n —7)2]% [1 —(m+ r])z]% cosda+
L= mt )] 1= (m+ )2 cos3(8 - ) +
+ [1 - (m-{—ﬁ/)z]% [1 —{m—n —7)2]%co.53;@+
+Ho+1) [3m? = (0 + 47 + )]} (6.15)
As variaveis que descrevem o espaco de fase estao restritas aos intervalos

—-1<m<1l 0<¢<2n

—3<n<i -F<as¥ (6.16)
-§sv<§ -¥<psE

No capitulo 3, vimos também que a varidvel m est4 associada 3 constante de

. T i . .
movimento <§3§ . Como tomamos (T3) = 0 e J =1 nos célculos anteriores, vamos
usar aqui o valores correspondentes m =l e J = 1. Com estes valores, as érbitas no
espaco de fase de quatro dimensdes sio dadas pelas solucoes do sistema dinimico

_os o
T "9 T on
. 0& . 0&
Y= 8_}6_ B = 5?, | (6.17)

onde a derivada temporal é tomada com relagzo a variavel ¢’ = 35, como foi explicado
no capitulo 3.

Para podermos visualizar as solugdes do sistema 6.17, construimos secoes de
Poincaré dadas pelo plano 7 = 0 e pela energia &. Sobre esta segio acompanha-
mos no plano («,7n) a evolugio temporal das orbitas dadas por diferentes conjuntos
de condigoes iniciais (e, n0; Bo,70), sujeitas ao valor escolhido para &3, conforme
a relagdo 6.15. Na figura 6.11(a) apresentamos um caso tipico descrito nas secdes
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antertores (¢ = —0.3) e que engloba as sugestdes a serem verificadas. Nesta figura
temos o grafico A, x n para ¢ = ~0.3 ¢ § = 50, onde marcamos com bolinhas
pretas os niveis de energia a serem usados na confeccio das segdes de Poincaré. Em
comparagao com as figuras 6.11(b)-6.11(f), observamos os seguintes resultados

i) Para a energia correspondente a n = 130, marcado na figura 6.11(a), espera-
mos observagao de drbitas periédicas somente. Como vemos, a secio de Poincaré

para esta energia mostra que as orbitas periddicas dominam todo o espaco de fase
disponivel (ver figura 6.11(b}).

u2) No caso n = 80 ja estamos abaixo do valor critico n., embora longe do ponto
de inflexdo. De acordo com as secGes anteriores esperamos, entao, que as orbitas
periodicas predominem, mas que possa haver, j4 neste ponto, uma pequena mani-
festacdo de drbitas cadticas. A predominancia de érbitas periddicas é evidente na
secao correspondente (ver figura 6.11(c)). A ampliagio da regido retangular desta
figura, mostrada na figura 6.11(d), mostra, entretanto, que uma pequena regido de
caos comega a se fazer notar.

#1) A medida que nos aproximamos do ponto de inflexdo, esperamos que a Tegiao
cadtica se expanda e, em contrapartida, as drbitas periédicas se tornem menos evi-
dentes. Esta expectativa, baseada na abordagem do ponto de inflexdo, pode ser
confirmada pelas figuras 6.11(e) e 6.11(f).

(a) (b)

0.06 ' ’ : 1.0
.-'-J.I
05 ]
0.04 | ]
4 & oof
0.02 F
_0_5 o
0.00 : s : -1.0 ; : ;
0 50 100 150 -1.0 -0.8 0.0 0.5 1.0
n o

Figura 6.11: Continua na pagina seguinte.

84



(d)
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Figura 6.11: (a) diferenca entre niveis de energia A,, versus indice n do nivel para o
caso S = 30 e ¢ = —0.3; os pontos marcados referem-se as energias tomadas para as
se¢des de Poincaré; (b) secdo de Poincaré para energia €35 = 1.896 correspondente
a n = 130; (c) secdo de Poincaré para £g = —0.104 e n = 80; (d) ampliacio da
regido retangular marcada na parte (c), onde se percebe uma pequena area de caos;

(e) secao de Poincaré para £ = —1.188 e n = 30; (f) secdo de Poincaré para
£22 = —1.262 e n = 22, onde se encontra aproximadamente o ponto de inflexio da
parte (a).
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6.4 Discussao

Neste capitulo estudamos vérios casos de quebra de simetria envolvendo os mo-
delos de dois e trés spins. Mostramos que se pode obter um consideravel montante
de informacio sobre estes sistemas a partir de graficos simples como An1 X An
e A, x n. Em especial, estudamos os efeitos que aparecem junto as transigoes
isotropia «+ anisotropia e integrabilidade «+ ndo-integrabilidade. De forma resu-
mida, examinamos aspectos relacionados aos seguintes casos:

i) quebra de isotropia, mantendo-se integrabilidade, no modelo de dois spins, onde
confirmamos a presenga de um ponto de inflexdo no espectro, associado a uma érbita
separatriz;

i1) aumento do nimero de spins, mantendo-se integrabilidade, em que mostramos
que os graficos usados permitem a comparagio de sistemas bastante distintos do
ponto de vista dindmico, como os sistemas de dois e trés spins;

ii1) quebra de isotropia com concomitante quebra de integrabilidade no modelo de
trés spins, onde surpreendentemente o comportamento do sistema quase-integravel
de dois graus de liberdade (sistema de trés spins) pode ser entendido em termos do
sistema de um grau de liberdade (sistema de dois spins).

No apéndice B mostramos também que os grificos usados propiciam uma maneira
de controlar a aproximagao destes sistemas ao limite classico; um controle que pode
ser bastante 1til em calculos numéricos.

Cabe, afinal, um comentdrio sobre o tratamento estatistico de espectros
quénticos. As propriedades de flutuacdes dos espectros de sistemas de comporta-
mento misto, onde coexistem érbitas periédicas e cadticas, tem entendimento dificil
dentro do contexto da Teoria das Matrizes Aleatdrias [51, 66]. Neste regime misto,
nao-ergddico, os graficos que usamos neste capitulo podem ser iteis, fornecendo in-
dicagbes relevantes para o estudo destes casos. Nio se pretende, entretanto, que
estes gréaficos e procedimentos tenham o mesmo status da Teoria citada; na verdade,
nio existe termo de comparagio entre eles, Para deixar clara esta distingdo, obser-
vemos dois pontos. Em primeiro lugar, a Teoria das Matrizes Aleatérias, escorada
em aparato matematico rigoroso, fornece uma descricao detalhada e quantitativa
das propriedades de espectros quanticos cadticos, enquanto os graficos que usamos
proporcionam uma anélise indicativa e qualitativa das regides de energia onde o caos
se manifesta. Em segundo lugar, a aplicacdo da Teoria das Matrizes Aleatorias re-
quer completo conhecimento das simetrias envolvidas no problema, bem como saber
separa-las, o que pode ser um problema dificil. Diversamente, a principal vantagem
dos graficos e analise que apresentamos neste capitulo é pratica e revela-se em suas
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imediatas construcao e aplicacdo. Portanto, a Teoria de Matrizes Aleatdrias e nossos
procedimentos agem em dominios distintos, e em niveis de rigor e exigéncia préprios,
fornecendo informacgdes que podem, ainda assim. ser iteis e complementares umas
as outras. Esta discussdo mostra-se particularmente justificada no regime perturba-
tivo de pequenos desvios do caso isotropico (pequenos valores de |ot) para o modelo
de trés spins 8. Entretanto, ha indicacdes de que o mesmo tratamento oferece bons

resultados também para valores apreciaveis de |o|, o que significa regimes fortemente
cadticos.

8No apéndice C apresentamos um pequeno estudo das fun¢des de onda do sistema de trés spins,
que déa suporte a nossos procedimentos no regime de pequenos valores de |o]|.
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Capitulo 7

Torcao no espaco de fase classico:
uma conseqiéncia da
indistinguibilidade quantica de
dois spins interagentes

Ao lidarmos com sistemas de dois e trés spins interagentes, deparamo-nos com
as possibilidades de que estes spins sejam idénticos ou distintos. Nos capitulos an-
teriores trabalhamos apenas com a primeira possibilidade. Entretanto, esta escolha
inicial na prepara¢do do sistema a ser estudado sugere por si um resultado bastante
interessante!: a indistinguibilidade quantica de dois spins interagentes manifesta-se
no espago de fase classico como uma propriedade global da topologia deste espago,
diferenciando os casos em que os spins sdo idénticos ou distintos. Como parte do
corpo desta dissertagdo, este seria, em principio, um capitulo marginal. Acredita-
mos, todavia, que esta manifestagdo pode ter desdobramentos relacionados também
a caos e integrabilidade.

7.1 Spins idénticos e o espago de fase classico

Nos capitulos anteriores tivemos uma pequena mostra da importéncia do espago
de fase classico para o estudo de aspectos quanticos e classicos relacionados a inte-
grabilidade, caos, e também para o estabelecimento de conexdes entre esses regimes,
via principio de correspondéncia em limites semiclassicos. Referindo-se ao espago
de fase classico como limite para sistemas quanticos, bem menos atencdo tem sido
dada a eventuais manifestages da identidade das particulas no regime quantico. De
nosso conhecimento hé apenas os trabalhos recentes de H.M. Sommermann e H.A.

LOs resultados apresentados neste capitulo estdo publicados em Furophysics Letters {67).
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Weidenmiiller (68], em que é deduzido o analogo da férmula de Weyl para a den-
sidade media de niveis de energia, e o trabalho de H.A. Weidenmiiller [69], onde a
formula de Gutzwiller [4] é aplicada a particulas idénticas nao interagentes. Nestes
trabalhos, particularmente em {69], explicita-se um aspecto importante relacionado
a simetrias: usualmente elas sdo tais que o operador associado & simetria, aplicado
sucessivamente a parte do espaco de fase, termina por reproduzir inteiramente este
espago, enquanto a simetria de permutacéo associada & identidade de particulas néo
funciona do mesmo modo, introduzindo modificagdes globais no espaco de fase e
também nas orbitas periddicas do sistema cldssico. Anterior a estes, e num contexto
mais basico e mais geral, hd o importante trabalho de 1977 de J.M. Leinaas e J.
Myrheim [70], onde os autores estudam o caso de duas particulas idénticas em uma,
duas e trés dimensdes, generalizando os resultados para N particulas idénticas.
Diversamente dos sistemas de particulas, os sistemas de spins apresentam peculi-
aridades tanto no espago de Hilbert dos vetores de estado, que tem dimensio finita,
como no correspondente espago de fase clssico, que apresenta efeitos dessa finitude
(veja, por exemplo, refs. [9, 10, 11]). Além disso, como veremos nas préximas segdes,
a simetria presente na fun¢ao de onda do sistema quantico, devida a identidade dos
spins?, pode induzir uma tor¢do no espago de fase correspondente. Enfatizamos
que, diferentemente do trabalho de Leinaas e Myrheim, vamos nos concentrar em
resultados mecanico-quanticos. Na referéncia [70}, mecanica clissica de particulas
idénticas é o ponto de partida e, apés ter sido identificado qual é o espaco de fase
correto e fundamental, a teoria classica é quantizada, com uma linha (ou parede)
de simetria impondo condigées de contorno sobre as funcdes de onda. F ungoes de
onda simétricas ou antissimétricas emergem, entdo, como conseqiiéncia natural deste
processo de quantizagdo, sem necessidade de um postulado de simetrizacio. Aqui,
ao contrario, assumimos desde o inicio o postulado de simetrizagdo da mecanica
quantica e usamo-lo para escrever funcdes de onda apropriadas para o sistema de
spins. Por outro lado, sabemos que, para sistemas integrgveis no limite semiclassico,
a distribuigao de Husimi de autofun¢des individuais tende a se concentrar sobre
estruturas cldssicas invariantes (érbitas periddicas, toros, etc.) de energia corres-
pondente a energia daquelas autofuncdes. Baseados neste resultado, usaremos a
distribui¢do de Husimi das autofuncdes de nosso sistema de spins para estudar a
estrutura topoldgica do espago de fase classico resultante. Para levar adiante a, pro-
posta acima, tomaremos o modelo de Heisenberg de dois spins, H,. E um modelo
simples na interagao entre os spins, integravel como visto anteriormente, e que exibe
claramente o fendmeno em que estamos interessados. Além disso, a interagio de
Heisenberg ali presente pode se apresentar em modelos com mais graus de liberdade
€ mesmo Com comportamento cadtico, como no caso do modelo anisotrépico de trés

2Nos sistemas que estudamos, nio ha parte espacial envolvida, razao pela qual qualquer propri-
edade de simetria das autofuncgdes relativa a objetos idénticos deve-se exclusivamente is variaveis
de spins.
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spins [16].
O hamiltoniano H, escreve-se como

H2=J(Slsz+0'5i?s;), (7.1)

emque J = 1,% = 1 e 0 é um numero real; 57, 57 e Sf (I = 1,2) sdo os operadores de
spin, e S; = |Si| é o ntimero quantico de spin. Além dos valores de J e &, tomaremos
o = 0.5 e faremos uso do fato de que a componente z do spin total Ty =8, + S, é
constante de movimento, restringindo-nos ao caso em que o valor médio < 77 > é
ZErOo.

A pergunta basica que tentaremos responder é: A simeiria de naturezae essen-
cialmente qudntice imposta pela identidade dos spins manifesta-se classicamente?
Para tentar respondé-la, examinaremos dois casos distintos no limite semiclassico:
a) dois spins ligeiramente diferentes;

b) dois spins idénticos.

O procedimento que seguiremos baseia-se na comparagio entre as Orbitas
classicas obtidas via estados coerentes (ver capitulo 3) e as regides de concentracao
das distribui¢des de Husimi de autofungoes individuais.

7.2 Espaco de fase classico para o sistema de dois
spins

No capitulo 3 foi visto que o limite classico para o hamiltoniano H, existe, é bem
definido e pode ser obtido através dos estados coerentes para spins |z, 2;) (eq. 3.57)

|21, 22) = €357 +2ST |G  —5,) (7.2)
COmo
(21, Z3 |H2| 21y Zz)

(2’1, 22|21= 22)

com imposi¢do da condigéo %4/S5/(S1+ 1) = 1. Assim como no capitulo 3, faremos
aqui o mesmo célculo para a funcao hamiltoniana &, (ver subsegao 3.1.3), exceto

pelo fato de que mantemos aqui a distingdo entre os spins 57 e .S;. Escrito em termos
dos miimeros complexos z; e 22, M, fica

Hy =

(7.3)

_ _ 2 )
H =JSS 2 lez—i-zlzz + ]. (1—|21| )(1-—|22| ) 7.4
L [ PO TP D R (e PO T Yy 4

A partir deste ponto, seguindo M.C. Cambiaggio et al. [19], usaremos uma trans-
formagao de variaveis ligeiramente diferente daquela usada no capitulo 3. Tomemos
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a transformacio dada em dois passos:

= /35,
uh T+|z2 <l

(1.5)
wy = |w;|e“" l=1,2
e
$=1(¢1+dy) m=luftel
(7.6)
a=1(¢2—¢) n=lalal
Com as transformacdes 7.5 e 7.6, a hamiltoniana fica
S S.
Z 2
1
2 o2 Sy *
+[(m+ 1) =) |27y — m 1 =) |
(5=)
S 2
2
X [ZW—) —(m+1+ n)] cos 2a, (7.7)

onde (a,n) e (¢, m) sao pares de variaveis canonicamente conjugadas, e m é cons-

tante de movimento classicamente analoga a %—LS{ Definidas pelas eqgs. 7.6, estas
varidveis estdo restritas aos seguintes intervalos
0€¢6<2r —r<asrw —-1<m<l (7.8)
e
rna,x{—l;l—(Tj_f—l;z;—)}Sngmin{l;rs—z_;;T)-l}. (7.9)

Para a restricdo 7.9 acima, contribuem as escolhas m =0 - compativel com
< T} >=0 - e, no caso de dois spins distintos, tomarmos 5; como o maior.

Observando a eq. 7.7, notamos inicialmente que ela traz em si a expressao de &;
para dois spins idénticos 5y = S; = 5,

£ = (L+a)m?-n%)+ {(m +1)% - 772]% [(m -1)2— 172] : cos 2a, (7.10)

com 7 variando dentro do intervalo simétrico ~1 < 7 < 1, valido para este caso.
Além disso, notamos que a hamiltoniana classica & (eq. 7.7) pode ser vista como
uma funcao continua das variaveis S, e S;. Deste ponto de vista, possiveis dife-
rencas, observadas na estrutura do espago de fase classico com a mudanga de spins
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Figura 7.1: Orbitas periédicas n(a) dadas pela hamiltoniana &, para ¢ = 0.5. As
drbitas de energia mais baixa (£, = —1.5) correspondem ao par de linhas (p = —1)
e (7 = 1). Os maximos de energia correspondem aos pontos marcados com cruzes
(a=0,n=0)e(a=mn=0).

ligeiramente diferentes para spins idénticos, seriam devidas & indistinguibilidade dos
spins. De fato, representadas no plano, as orbitas classicas

n= Um,sz(a), (711)

dadas pelas expressdes 7.7 para spins S) e S; grandes e de valores aproximados e
7.10, sao igualmente bem descritas pela figura 7.13.

7.3 Distribuicoes de Husimi para o sistema de
dois spins

Para o calculo da distribuigdo de Husimi de autoestados individuais j1/,,), dada
por

h — | (zlaZZId’n) |2

(21,22|21,22)

: (7.12)

3Visto que o espago de fase é periddico com relagéo & varidvel o (eq. 7.7), representamos em
todas as figuras apenas o intervalo relevante 0 < a < 7.
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precisamos inicialmente conhecer duas quantidades. O autoestado
N
[n) = D ¢k lux) (7.13)
k=1

expandido em base conveniente {|uk)}‘:=1, e o produto (z,z|uk). Nas duas
situacdes que descreveremos a seguir, usaremos, como adiantado, os valores
< T >= 0, c = 0.5, e também valores para spins em torno de .5 = 200, que
na pratica sao suficientemente grandes para uma boa aproximagao ao limite classico
e também para evidenciar o resultado em que estamos interessados.

7.3.1 Caso a) Dois spins diferentes: 5; =201, S; = 200

Para o caso de spins distintos, o autoestado iy,) pode ser obtido resolvendo-se
numericamente o problema de autovetores do hamiltoniano H; na base de estados
de spins

k) = |S1,mi; 52, m3)
= lslamk; S?a__mk> ’ (7.14)
satisfazendo < T} > = mi+mj = 0.

Expandindo em série de poténcias o operador exponencial que aparece em |21, z3)
(eq. 3.57), temos a seguinte expressao para o produto {21, z2|us)

(21, 22|51, ks Sas =k} _ [ (251)!(25'2)! 3 g
(21, 22|21, 22) (S1 4+ M) (S1 — ma)(Sz + me)(S2 — my)!
—(31+mk) —(Sz—mk)
(7.15)

T |21l2)51(1 + [22]?)%

Com estes termos a distribui¢do de Husimi, como funcio dos numeros complexos z;
e 7, esCreve-se como

[

[ (28)!1(252)!
St + m) (51 — m)(Sz + me)(Sz — me)!

2

h 21922) =

—(Sl+'mk) —(Sz—ﬂ‘ue)

T |21| )31(1 + |22[?)%

(7.16)

onde N é o numero de estados de spins |5y, my; S2, —my) da base usada, e ¥ 530 os
coeficientes de {i,}, quando expandido nesta base.

Para comparar os resultados fornecidos pela distribuigao 7.16, com o espaco de
fase classico visto na se¢ao anterior, usamos as mesmas transformacoes de variaveis
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dadas por 7.5 e 7.6. Com estas a distribui¢ao h, assume a seguinte forma em termos
das variavels a e 7

N (S) + 5,)(51+52)

haloyn) = |3 e

[ (25,)1(285)! :
= 4(51+32)Sig’ Sf" (Sl + mk)!(Sl — mk)!(SQ + mk)!(Sg - mk)!

X
X(l-—n)( : ) _(5?;;2)_(1—7?)_ x
S2—m r | (m) |l
x{1 + n)(—r‘i) (;i?%) — {1 +n) gHima (7.17)

Para o estado de energia mais baixa deste caso, a distribuicao hy(a, 7) resultante
€ mostrada na figura 7.2. As érbitas periddicas do espaco de fase classico correspon-
dente, obtidas das egs. 7.7 e 7.11, aparecem na figura 7.3. Comparadas as figuras,
vé-se que ocorre de fato a esperada concentracio da distribuicio h; sobre a drbita
de energia mais baixa (& = -1.5).

7.3.2 Caso b) Dois spins idénticos: S; = S5 = S = 200

Postulando a simetrizagdo da fun¢do de onda v,, usamos uma base de estados
simetrizados para diagonalizar H; e obter os autoestados |tn )

i
|'U.k) = §T [|Si My Sv _'mk) + |Sa Mgy Sa mk)] (7-18)
Usando o resultado 7.15 e as transformacdes 7.5 e 7.6, obtemos
2, an (28)!
hn @, = Tk X
@0 = | = % [srmd )

X (1 _ ,7)(34"'“1:) (1 + n)(S—mk)em‘mkoz 2

, (7.19)

onde os ar,, 8a0 os coeficientes de |1,) escrito na base simetrizada de estados de
spins (eq. 7.18).

A distribuigdo ki («,7) para o autoestado de energia mais baixa e a representacao
das orbitas no espago de fase classico sdo mostradas nas figuras 7.4 e 7.5, respecti-
vamente.

7.4 Discussao

A diferenca observada nos dois casos é uma conseqiiéncia da simetrizacdo da
funcao de onda. No caso b) a estrutura topolégica do espaco de fase difere daquela
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Figura 7.2: O caso de diferentes spins (57 = 201, S; = 200) para ¢ = 0.5: distri-
buigdo de Husimi para o autoestado correspondente ao nivel de energia mais baixa
(o eixo vertical foi omitido, dependendo apenas de normalizagio conveniente).

0.60

0.20

Y

—0.20

—0.60

L '08.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
X

Figura 7.3: O caso de diferentes spins (S; = 201, S, = 200) para o = 0.5: espago de
fase classico com as orbitas periodicas correspondentes as energias classicas &(a,n).

O espago de fase € fechado como um cilindro, identificando-se os pontos marcados
com simbolos iguais.
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Figura 7.4: O caso de spins idénticos (S; = S; = 200) para o = 0.5: distribuicio de
Husimi para o autoestado correspondente ao nivel de energia mais baixa.

—0.20

—0.60

=198 56

Figura 7.5: O caso de spins idénticos (S; = S; = 200) para o = 0.5: espaco de fase
classico com as Orbitas periddicas, fechado como uma fita torcida, onde os pontos
marcados com simbolos iguais sao identificados.
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do caso a) de forma essencial, como pode ser visto nos figuras 7.3 e 7.5. A torcdo
no espago de fase permite que se faga a identificacao da orbita classica em acordo
com a distribui¢do de Husimi obtida para a mesma energia.

De fato esta torgao no espago de fase pode ser evidenciada, notando-se que:

i) como o periodo da varidvel a é 7, podemos identificar os ngulos 0 e 7, desprezando
o intervalo —m < a < 0, visto que ele ndo acrescenta estados novos ao espaco de
fase;

11) no caso S1 = S; = 5, a troca de indices 1 e 2 dos spins transforma  em ~7, o em
—a e m no préprio m (egs. 7.6). Ora, como os spins sio fisicamente indistinguiveis,
esta troca também deve sé-lo. Isto é compativel com a hamiltoniana cléssica para
Sy =5 =5 (eq. 7.10) e com o intervalo simétrico —1 < 5 < 1, valido neste caso
(eq. 7.9). Notemos que este argumento néo se sustenta na situagio em que Sy # Sy,
pois nesta situagao n € —7 nao sdo solu¢bes para a mesma energia & e o intervalo
de validade para 7 ja ndo é simétrico em relagao i origem. Por outro lado, para
que a distribui¢ao de Husimi se mantenha inalterada sob a troca n — —n no caso
51 =52 = 5, sao necessirias também as trocas o — —a e my — —my (eq. 7.19).
Estas trocas estdo em acordo com a argumentagio acima sobre o espaco de fase
cldssico (veja também a eq. 7.10) e nao alteram as fungdes de onda quéanticas, ja
que estas sao simétricas em relagao a m,. Notemos, aqui também, que essas trocas
nao poderiam ser feitas na expressdo para a distribui¢do de Husimi do caso S, # S,
(veja eq. 7.17), j& que neste caso as fun¢des de onda quanticas nio sio simétricas
com respeito a my.

Em suma, os argumentos de 7),i:) e a distribuicio de Husimj resultante para
o caso de spins iguais requerem uma tor¢io no espaco de fase classico, através da
identificacdo dos pontos (0,7) e (7, —7), como se pode ver na figura 7.5. Q mesmo
acontece com os outros estados e pode ser explicado da mesma maneira. Neste
ponto uma questao natural e igualmente interessante seria: o que acontece para
férmions? Calculos andlogos foram feitos para spins semi-inteiros com funcées de
onda antissimetrizadas e o resultado é o mesmo, isto é, o espaco de fase classico é
torcido para spins fermiénicos.

Com base nos resultados obtidos, sugere-se que uma consequéncia classica da
indistinguibilidade quantica de spins interagentes ¢ uma torcao no espago de fase
classico. Alguns comentarios, entretanto, se colocam.

Inicialmente devemos enfatizar que esta modificacio na topologia do espago de
fase classico é uma modificacdo global, como prevista na ref. [69]: localmente os
espagos de fase cldssicos correspondentes aos casos a) e b) seriam idénticos no limite
S — oo.

Para além de sistemas de spins, pode-se aventar a hipétese de que esta ma-
nifestagdo esteja presente em todos os sistemas dinimicos que envolvam objetos
idénticos (spins, particulas, etc.), uma vez que ela tem origem na simetrizacao da
fungdo de onda e desde que esta simetrizacio deve ser observada sempre que trata-
mos quanticamente estes sistemas de objetos idénticos.
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Como haviamos dito, estendendo o modelo de Heisenberg para N spins, pode-se
incluir mais graus de liberdade com o mesmo tipo de interagio que estudamos neste
capitulo. Isto aumentaria obviamente a complexidade do problema, mas permitiria
em compensagao que um estudo do mesmo tipo pudesse ser feito com sistemas
cadticos. O modelo de Heisenberg de trés spins anisotrépico, Ha, é um exemplo de
sistema cadtico que pode vir a ser estudado. De fato, os resultados apresentados
neste capitulo constituem apenas o primeiro passo para revelar a estrutura topolégica
do espago de fase classico de sistemas de objetos idénticos.
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Capitulo 8

Conclusao

Apresentamos nesta dissertagio o estudo de alguns aspectos relacionados a que-
bra de simetria e integrabilidade em sistemas de Heisenberg de poucos spins. Como
os métodos utilizados e resultados obtidos foram discutidos de forma especifica em
cada capitulo, vamos aqui fazer apenas um apanhado geral dos resultados, apontar
alguns problemas que ficaram em aberto e, finalmente, eshocar algumas possibilida-
des para estudos posteriores.

Como preparagdo para o estudo proposto, mostramos como sistemas de spins
classicos podem ser tratados dentro do formalismo hamiltoniano, o que nos coloca &
mao o aparato analitico em uso no tratamento de sistemas dinamicos clissicos. Fm
contrapartida, a utilizagdo do principio variacional dependente do tempo, associada
a representacao de estados coerentes, possibilitou-nos sistematizar um procedimento
que permite a obtengao do limite cldssico adequado para sistemas de spins quanticos.
Este estudo preparatdrio foi, entdo, aplicado aos sistemas de Heisenberg de dois e
trés spins. Um primeiro resultado a indicar a adequacio desta preparacio est4 no
comportamento do espectro quantico para valores grandes de spin. Neste regime a
curva de energia proporcionada pela hamiltoniana cléssica atua corretamente como
limite ao espectro quantico.

A analise do sistema de dois spins mostrou que se pode estabelecer uma conexio
simples e direta entre o espectro obtido em regime semicldssico e as érbitas cléssicas
no espago de fase correspondente. A quebra de simetria, dada pelo parimetro de
anisotropia presente no hamiltoniano dos modelos, da lugar a um ponto de inflexdo
no espectro quantico. A presenca deste ponto de inflexio no espectro indica a
existéncia de uma 6rbita separatriz com a mesma energia do ponto, separando dois
regimes dinamicos cldssicos distintos. Ressalte-se a importancia de estarmos lidando
com espacos de Hilbert finitos em oposicdo aos espacos de Hilbert de sistemas de
particulas, infinitos, para os quais uma tal conexao aparentemente nao se estabe-
lece. Para este sistema de dois spins, a visualizacio desta propriedade é facilitada,
seja pelo espectro nido degenerado, seja pela possibilidade de observac¢ao direta das
6rbitas, uma vez que o espago de fase é apenas bidimensional.
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Para o sistema de trés spins, ha os fatores complicadores de um espectro bastante
degenerado, de um espago de fase de quatro dimensodes e da quebra de integrabili-
dade do modelo para valores ndao nulos do parametro de anisotropia. Apesar deste
aumento de complexidade do préprio sistema, a mesma abordagem relacionada ao
ponto de inflexido pode ser efetuada, selecionando-se um conjunto de niveis de ener-
gia do espectro original. A partir deste “espectro selecionado” analisamos os gréficos
Apy1 X Ay e A, X n, que relacionam diferengas A, entre niveis de energia. Fica
patente nestes graficos a semelhanca entre os casos de dois spins, onde € nitida a
presenca do ponto de inflexao, e o caso de trés spins, onde um ponto de inflexdo é
apenas sugerido pela disposi¢ao global dos pontos nos graficos. Como no caso de
dois spins, este pseudo-ponto de inflexao também aparece com a quebra de isotropia.
Para o caso de trés spins, entretanto, os pontos dos graficos A, ; X A, e A, X7 na
regido proxima ao pseudo-ponto de inflexao distribuem-se de forma irregular até um
valor critico n., a partir do qual se restabelece uma curva bem comportada. Como
o ponto de inflexao estd associado a idéia de uma Orbita separatriz e como ele se
situa na regido de maior densidade de niveis, sugere-se que ele sinalize a regiao de
energia em que o comportamento cadtico se manifesta mais intensamente. Ademais,
o comportamento nitidamente correlacionado dos niveis para n maior que n, mostra
que se observara apenas Orbitas periodicas para as energias &, correspondentes. De
fato, as secOes de Poincaré para o sistema classico confirmam estas previsdes mesmo
para valores apreciaveis do parametro de anisotropia.

Paralelamente ao interesse que possam suscitar por si mesmos, os resultados
obtidos podem se revelar bastante ateis na pratica de estudos de sistemas de espago
de Hilbert finitos: em primeiro lugar, por permitirem um controle qualitativo da
aproximagao ao limite classico; em segundo lugar, atuando como indicadores para
a aplicacdo de técnicas mais sofisticadas no estudo de manifestagdes de caos. Com
respeito a estas indicacdes, o uso dos graficos e resultados que propusemos podemn ser
particularmente interessantes no caso de sistemas em que coexistem comportamentos
regular e cadtico, uma vez que distinguem bastante bem estes regimes.

Finalmente a concentragao da distribui¢do de Husimi para autoestados quanticos
individuais sugere uma tor¢do no espaco de fase classico como manifestagio da iden-
tidade de dois spins interagentes.

Para esclarecer um pouco mais o significado do ponto de inflexao no espectro e
o papel dos graficos A,1; x A, e A, X n, e também para completar consistente-
mente sua analise, seria interessante atacar alguns problemas que ainda pemanecem
abertos. Vejamos.
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As sec¢oes de Poincaré para o sistema de trés spins mostram que o aparecimento
de regides cadticas no espago de fase di-se de modo continuo, suave, a medida que
ultrapassamos o valor critico de energia &. Seria de se esperar que os graficos
A1 X A e A, x n acompanhassem esta continuidade!. Entretanto, é brusca
a mudanca de comportamento dos pontos destes graficos na passagem pelo indice
correspondente n.. Ha ai alguma manifestagdo da fisica do sistema? Ou esta é
apenas uma conseqiiéncia do procedimento que usamos para selecionar os niveis de
energia do espectro original?

No caso de dois spins, o espago de fase classico com suas orbitas periddicas era
visualizado diretamente, dado que possui apenas duas dimensées. Isto permitiu a
comparagao dos resultados fornecidos pelo espectro com os varios tipos de drbitas
existentes. No caso de trés spins, estas visualizagao e compara¢ao nao seriam ime-
diatas, pois o espago de fase é mais complexo. A resolugao do problema dinamico,
entretanto, ja foi feita quando da confecgdo das secdes de Poincaré. Para tanto,
escrevemos as equagoes de movimento e a evolugdo temporal foi determinada nu-
mericamente. Resta fazer a analise deste espaco de fase com respeito a familias de
érbitas periddicas, toros invariantes, toros que se destroem com a quebra de sime-
tria, etc... Isto permitiria nao apenas caracterizar melhor o sistema de trés spins,
mas também uma comparacao mais detalhada com os resultados obtidos dos gréficos
Appr X Ay e Ap x n. Em particular, interessa observar como se da a quantizacdo
de drbitas periédicas em regides proximas a separatrizes classicas.

A caracterizagio do caos em sistermnas quanticos encontra uma rica fonte de re-
sultados e testes na Teoria das Matrizes Aleatdrias. Como teoria que meihor tem
descrito os sistemas quanticos neste aspecto, tornou-se imperiosa a analise das pro-
priedades estatisticas dos espectros de energia, fazendo-se uso de seus resultados.
Com estes sistemas de spins nao € diferente a situacio. Uma tal analise em nosso
caso encontrou dois tipos de obstaculos. Em primeiro lugar, os resultados iniciais a
respeito da distribui¢do estatistica de niveis pareciam nao obedecer o que se espera
para sistemas integraveis ou cadticos. A primeira vista parece-nos haver alguma
simetria ainda ndo levada em conta. A separacdo completa das simetrias envolvidas
num dado sistema pode se revelar um problema de dificil solucao e nao surpreende
que ainda nao tenha sido resolvido. De fato, ja no trabalho de 1986, Nakamura e
Bishop {16] sugerem que o sistema de Heisenberg de trés spins deveria apresentar
distribuicdes estatisticas de Poisson ou do Ensemble Gaussiano Ortogonal (GOE),
conforme fosse integravel (¢ = 0) ou nio-integravel (o # 0). Entretanto, até onde
temos conhecimento ainda nao foi apresentada confirmagao desta previsiao. Acresce
que a aplicacao da Teoria das Matrizes Aleatdrias encontra problemas no caso de
sistemas de comportamento misto, com regioes de caos e regularidade coexistindo.
Nosso sistema de trés spins é justamente um exemplo deste caso. Uma tentativa

L Agradecemos aos profs. M.A.M. de Aguiar e J.A. Roversi charnarem-nos a atenc¢io para este
ponto.
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de se contornar esta caracteristica seria utilizar para a analise estatistica apenas os
niveis de energia proximos ao ponto de inflexdo, onde o comportamento caético é
dominante e o sistema se aproxima de um sistema ergodico. Entra em cena, entéo, o
segundo obstaculo. No processo de selegao do espectro reduzimos o nimero de niveis
de aproximadamente 1300 para 150, para S = 50 e < T§ >= 0. Tomando apenas
uma regido em torno do ponto de inflexao, diminuimos ainda mais este numero,
impossibilitando qualquer analise estatistica. Um tratamento que leve em conta
apenas uma dada regido do espectro selecionado requerera valores para S bem mai-
ores do que 30. Na pratica, isto significa grande capacidade computacional e de
armazenamento de dados.

Para o resultado advindo da identidade dos spins e do postulado de simetrizagio
das funcoes de onda, parece-nos necessario ainda formula-lo rigorosamente, dentro
de um arcabougo tedrico que leve em conta a identidade dos spins e suas implicacoes
também no contexto classico. A descrigao do problema em termos de grupos quo-
cientes tem aqui um papel fundamental. Além desta formalizacao, seria relevante
tentar estender o resultado para o sistema de trés spins, mormente porque se trata
de um sistema que apresenta comportamento cadtico. O prego imediato, e alto, seria
a manipulagdo de um espago de fase muito mais complexo.

Além dos pontos apresentados acima, estes modelos de spins admitem varias
outras possibilidades para estudos futuros, seja estendendo e generalizando nossos
resultados a outros sistemas, seja verificando nestes sistemas de spins algumas su-
gestoes trabalhadas em outros contextos. Seria temeroso tentar detalha-las aqui.
Assim, vamos apenas relaciona-las abaixo, com algumas indicagdes onde couber.

EXTENSAO DOS RESULTADOS PARA OUTROS SISTEMAS DE CURIE-WEISS. E bas-
tante provavel que os resultados que temos obtido sejam aplicaveis a outros sistemas
de Curie-Weiss, como o modelo de emparelhamento [19, 13] ou ¢ modelo de Lipkin
(18]. De fato, como o modelo de Heisenberg, estes também apresentam as proprieda-
des de escala para valores grandes de algum parametro N caracteristico do modelo.

CORRECOES DE ORDEM % Vimos no capitulo 3 que o procedimento de obtencao
da hamiltoniana classica deixa aberta a possibilidade de se levar em conta termos
de ordem % no tratamento do regime semicldssico. Estas corregbes permitiriam o
estudo de fendmenos de origem essencialmente quantica, como tunelamento entre

estados quanticos.
DISTRIBUIGOES DE HUSIMI. Resultados preliminares [71] mostram que, para o
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sistema de dois spins, as distribui¢des de Husimi para autoestados quanticos indivi-
duais confirmam a propriedade de concentragao sobre as o6rbitas periodicas de mesma
energia. Para o sistema de trés spins, esta propriedade abre a possibilidade de uma
correspondéncia univoca entre 6rbitas periddicas e autoestados quanticos individu-
ais. Obviamente, para um dado autovalor de energia, pode haver intimeras érbitas
que se candidatem. Entretanto, pode-se fazer uma boa escolha para a drbita asso-
ciada aquele autoestado, tomando-se como condicao inicial definidora desta drbita
o ponto do espago de fase dado pela maxima intensidade da distribuicido de Husimi
[6]. A evolugdo temporal das variaveis presentes nesta condigao inicial, determinada
através das equagGes de movimento dadas por &3, seria comparada com as projecSes
P(a,n) e segdes quanticas S,{a,n) da distribuicdo de Husimi para o autoestado de
energia & (ver eqs. 4.22 e 4.21).

ESTUDO DAS FUNGOES DE ONDA. Os resultados apenas esbogados no Apéndice
C adiantam uma linha de investigacao que pode ser interessante. O alcance da
abordagem que fizemos e a dispersao dos coeficientes dos autoestados do sistema
nao-integravel sobre os autoestados do sistema integravel requerem uma anélise
mais detalhada das fun¢des de onda.

DINAMICA QUANTICA. Associado ao item anterior esta o tratamento da dinamica
do sistema quantico. Lembremos que, neste trabalho, lidamos exclusivamente com
autoestados quanticos estacionarios.

ANISOTROPIAS LOCAIS. Descritas por termos do tipo (S%)? para o = z,y, 2, estas
anisotropias podem ser inseridas facilmente nestes modelos, provocando comporta-
mento cadtico mesmo para o sistema de dois spins.

CAMPOS EXTERNOS. Uma situacgdo de interesse certo, e que nao foi tratada aqui, é
aquela em que o sistema de spins evolue sob acio de campos externos.

EFEITOS DE TEMPERATURA. Recentemente tém sido apresentados resultados da
influéncia da temperatura em sistemas como o modelo de Dicke [72] e 0 modelo de

Lipkin {73]. A técnica ali empregada parece-nos poder ser estendida também aos
modelos de Heisenberg.

Vé-se, assim, que os modelos de Heisenberg de poucos spins nao apenas revelam
uma riqueza propria de caracteristicas e informacio, mas também admitem uma
variada gama de possibilidades para trabalhos futuros. Espera-se que os aspectos
apresentados nesta dissertacdo contribuam para o entendimento destes sistemas,

como sistemas dindmicos, e sejam tteis para como preparagio para aqueles traba-
lhos.
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Apeéndice A

Neste apéndice deduzimos expressdes analiticas, em termos de integrais de
funcdes elipticas, para a a¢do classica J(&;) e também para o periodo 7. Para isso,
usamos as orbitas n(«, £2), mostradas nas figuras 5.4(a) e 5.6(a), e avaliamos a acéo

Jzzsfn da (A.1)

como sendo a area limitada por n(a, &;). A integracio ¢ feita sobre um periodo da
variavel a e o integrando é dado pela eq. 5.9

cos2c — &, 5
)

n(a) = [cosQa +(l+o (A-2)

A partir da 6rbita de energia minima, calculamos J(&;) para as varias érbitas
de valores de energia crescente, até preenchermos completamente o espaco de fase
(a,7n). Este procedimento deve ser seguido de maneiras diferentes segundo o sinal do
parametro de anisotropia ¢, uma vez que as orbitas correspondentes tém naturezas
distintas em cada caso.

Para —2.0 < ¢ < 0.0 e energia & < —(1+4¢), usamos as curvas da regiao central
da fig. 5.4(a), comecando pelo ponto de equilibrio (o = %, n = 0), onde temos
um minimo de energia. Para orbitas de energia abaixo da energia da separatriz
(€2 < —(1 4 0)), a integral A.1 é dada por

TE&) =48 [ n(e, &) da, (A3)

min

onde Qmin = % arccos(€:2) € Qmaz = T — 5 arccos(€;) sdo determinados impondo-se a
condicao n = 0 (ver fig. 5.4(a)).
Para a separatriz (£, = —(1 + o)), temos simplesmente

J(—(1+ o)) =45 {r — arccos[—(1 + o)]}. (A4)

Para & > —(1 + o), as 6rbitas de interesse sio aquelas que estdo fora da regifio
central acima, ou seja, onde o < Qmin € @ > Qg na fig. 5.4(a), e a area a ser
determinada é dada pela regido entre a curva (e, £;) e as fronteiras dadas pelas
retas @ = Qpin, @ = Qmaz, 7 = 1 € 7 = —1. A acido neste caso escreve-se como

T(E) = 45 [w _9 /D T () da] . (A.5)
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Para ¢ > 0.0, procedemos da mesma maneira. A tnica diferenca esta no fato de
que, neste caso, o espago de fase e preenchido a partir das linhas n = 41 até n = 0.
Para £, < —1, temos

J (&) =48 [‘.’I" -—/[; n(a, &) da] . (A.6)
A energia & = —1 corresponde a orbita separatriz, de modo que para £ > -1 a
expressao muda para
3
Jwg:457r—fﬁmm8ﬁda, (A7)

onde 8 = L arccos(£,).
Os resultados para os varios casos, dados em termos de integrais elipticas com-
pletas de primeiro tipo F' e de terceiro tipo II [74], estédo resumidos como segue.

i) —2.0 <o <0.0:

. 8S L _l + & )
J(&<~l+o) = waqu—&)PH(r 1-&’0
—(1=&)F (g, ?“1)] (A.8)
J(&=—-(140)) = 4S[r — arccos(—(1 + o))] (A.9)

2(1 + 0 + &) Fl-& 1
£2>—(1+0) = 45{r— PR gt ol

+(5.2)) w

onde
S (2+O’)(1+£2)
1 \J oT(=8) (A-11)
it) o > 0.0:
- 1y . 2(1+ &) * 2 1
J&=-1) = “Sl +_—\/(7(1—__52-)ﬁ(2’—1—52’r2)} (A.12)
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Apéndice B

O controle da aproximacio ao limite classico pelo controle do valor de S pode
ser estabelecido de maneira mais acurada, observando-se que nestes sistemas de spins

aquele limite é atingido fazendo-se S — oo e A — 0 com a quantidade A/S(S + 1)
mantida constante [33]. Portanto, escolhendo o valor para S, isto é, a diferenca de
energia entre niveis vizinhos no espectro quantico escalado por JS(S + 1), estamos
de fato escolhendo o valor da constante de Planck h. Qualitativo neste ponto, este
controle pode ser feito de maneira quantitativa, usando-se os dados graficados nas
figuras 6.3(a)-6.3(c) para o modelo de dois spins isotrépico.

A figura 6.3(a) mostra um espectro finito para este caso, o que torna valida a
discussao sobre o controle das diferencas de energia com a variacdo de S, uma vez
que os extremos do espectro estdo fixos. A curva bem comportada Any X A, —
uma reta — que aparece na figura 6.3(b) mostra claramente que existe uma correlagio
entre subsequientes diferencas de energia A,. De fato, uma inspecao dos valores que
aparecem no espectro para este caso revela que '

At = Ap + A = Ag + né, (B.1)

em que A é constante ao longo do espectro, Ag € uma diferenga de referéncia, valida
a partir de uns poucos niveis iniciais e ¢ depende apenas de k, como

§ = 4R2. (B.2)

Neste caso a constante § obtida implica que & = 5 x 103, confirmando a relagio

hy/S(S +1) = 1 para S = 200. As relagbes B.1 e B.2 podem ser facilmente infe-
ridas, observando-se espectros obtidos para diferentes valores de 5, com % mantido
fixo, e comparando suas diferengas de energia com aquelas obtidas para espectros de
diferentes valores de fi, com S mantido fixo. Estas relagdes revelam uma propriedade
que pode ser atil em calculos numéricos, onde se usa simular curvas (semi)cldssicas
através do que é na pratica um conjunto discreto de pontos. Como esperado, a
diferenca de energia entre niveis vizinhos nao é constante para todos os niveis, mas
nestes sistemas crescem a medida que sao atingidas as partes superiores do espectro
(veja eq. B.1). Usando a eq. B.2, através da escolha de um valor para A sufici-
entemente pequeno para evitar discrepancias numeéricas com os resultados classicos,
estamos escolhendo de fato o valor da constante de Planck &, o que pode ser feito
com um valor apropriado para 5. Este procedimento pode ser seguido para a parte
superior do espectro, onde A, tem seus maiores valores: controlando esta regido,
controlamos o espectro como um todo.

Para o modelo de dois spins anisotrépico, entretanto, vé-se na figura 6.4(b) que
a correlagdo entre Apy, e A, nado é uma relagio tao simples como é a expressao B.1
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para o caso isotropico. Ainda que, em principio, esta relacdo mais complicada possa
ser encontrada também para este caso anisotropico, ela nao é realmente necessaria.
Para diferengas de energia maiores do que 0.01 - ou seja, para aquela parte do
espectro onde a aproximacdo classica seria pior - a figura 6.4(b) mostra uma linha
reta semelhante aquela dada pela eq. B.1. Assim, podemos seguir para este caso
o mesmo procedimento sugerido logo abaixo da eq. B.2, através da escolha de um
valor A suficientemente pequeno. Neste sentido, o caso isotrépico pode ser usado
para calibrar esta verificacdo do valor da constante de Planck necessaria para uma
boa aproximagao classica.

Uma analise similar pode ser feita com os dados obtidos para o modelo de trés
spins, para o qual encontramos

App1=An+ A=A+ nb (B.3)
e, com uma pequena alteragdo na relagao B.2,

§ = h% (B.4)

A constante § obtida para o caso anisotrépico do sistema de trés spins fornece

h a2 x 1072, como se espera da relagdo 2/S(5 + 1) = 1 para S = 50.
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Apéndice C

Neste apéndice relatamos um pequeno estudo de alguns autoestados do mo-
delo de trés spins com S = 20, feito para o caso quase-integravel ¢ = —0.05. Com o
fim de embasar o procedimento de selecionar um pseudo-espectro a partir do espectro
original — quase-degenerado -, estudamos as projecdes de autoestados anisotropicos
l4,) dados por

Hsy(o # 0) |¥u) = € tbu) (C.1)

sobre os autoestados isotrdpicos ¢, ) dados por

Ha(o = 0)[$n) = €n $n) (C.2)

As figuras C.1-C.3 mostram os coeficientes

|anul® = [(¢altou)]? (C.3)

dos autoestados [t),) versus o indice n correspondente ao autoestado |¢,) associado
ao nivel de energia €, do espectro isotropico para o = 0 [65]. Nas figuras C.1(a)-
C.3(a) temos ampliagoes de regides do espectro original e completo para ¢ = 0.0
(pontos representados por bolinhas pretas) e para ¢ = —0.05 (pontos representados
por cruzes), das quais os estados |t),) foram escolhidos. Nestas figuras, e no restante
do conjunto C.1-C.3, pode-se ver que:

i) como haviamos argumentado, a parte superior dos espectros anisotrépicos tende
-a recuperar a forma de escada do espectro isotrépico para o = 0.0;

i) o autoestado |t,) correspondente a cada ponto de um dado degrau deformado

do espectro anisotropico tem uma componente dominante sobre um autoestado j¢,,)
do correspondente degrau do espectro isotrdpico;

ii1) a despeito de ndo ser mais constante de movimento, T2 mostra um compor-
tamento de quase-constancia, no sentido de que a projegio de |} concentra-se
sobre estados |¢,) do correspondente degrau do espectro isotrépico (que tem um
valor definido para (T%)). Isto significa que ainda se pode associar o conjunto de
estados |¢,) de um dado degrau deformado do espectro anisotrépico a um autovalor
de T? do correspondente degrau no espectro isotrépico. Esta propriedade reflete a
natureza perturbativa da transicao isotropia -+ anisotropia e permite-nos escolher,
de um dado degrau deformado, um nico nivel representativo dos autovalores de T3.
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Figura C.1: (a) Ampliacio da regido dos espectros com S = 20 para ¢ = 0.0
(bolinhas pretas) e o = —0.05 (cruzes) das quais os estados |t} foram escolhidos; o
eixo horizontal refere-se simultaneamente a ambos os indices y e n, e o eixo vertical
refere-se aos niveis de energia £, (cruzes) e &, (bolinhas pretas); (b) coeficientes
de projecio |an,|® versus o indice n do nivel de energia do espectro isotrépico para
# =7; (c) o mesmo que em (b) para u = 8; (d) o mesmo que em (b) para p = 9.
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Figura C.2: (a) Como na figura C.1(a); (b) o mesmo que na figura C.1(b) para
¢ = 89;{c) o mesmo que em (b) para p = 91; (d) o mesmo que em (b) para p = 94.
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Figura C.3: (a) Como na figura C.1(a); (b) o mesmo que na figura C.1(b) para
¢ = 203; (¢) o mesmo que em (b) para g = 204; (d) o mesmo que em (b) para
p = 205.



Observe-se, porém que, enquanto o comportamento descrito no item ) mantém-
se mesmo para grandes valores de |o|, as afirmativas encontradas nos itens i) e
i11) sdo validas apenas para pequenos desvios do valor ¢ = 0.0. A medida que
nos afastamos do caso ¢ = 0.0, as projegoes mostradas nas figuras passam a exibir
distribuicdes mais e mais esparsas sobre os estados isotropicos |¢,) pertencentes a
diferentes degraus, impedindo ao final que se fale de um valor dominante de (T%).
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