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Resumo

A dinamica do emaranhamento de sistemas bipartites ideais é analisada através
da entropia linear reduzida e fungoes de quase-probabilidade no regime semiclassico.
Os modelos abordados sao o oscilador quartico bidimensional e o maser de Dicke. O
primeiro esta relacionado com a propagacao de dois modos de campo num meio Kerr
e o segundo descreve a interacao de um modo do campo eletromagnético com uma
colegao de N atomos de dois niveis nao interagentes entre si. No primeiro modelo,
além da interacao nao linear, biquadratica, consideramos a interacao bilinear dipolo-
dipolo na aproximacgao de onda girante. Encontramos as condigoes nas quais o
emaranhamento entre os dois modos é reversivel, onde o instante no qual o estado se
torna separavel depende do tipo de estado inicial escolhido. Quando o estado inicial
dos osciladores é um produto de estados de Fock, ou um produto de estados de Fock
e um estado coerente, o responsavel pelo emaranhamento é a interagao bilinear.
Entretanto, se o estado inicial é um produto de estados coerentes, a interacao nao
linear é a principal responsavel pela nao separabilidade dos subsistemas. No limite
de h — 0, a perda de pureza dos subsistemas torna-se praticamente irreversivel e a
dinamica da entropia linear reduzida e da funcao de Husimi nos permitem mostrar
que existem dois regimes temporais: antes e depois do inicio das auto-interferéncias.
Mostramos que o tempo que separa os dois regimes se comporta de forma similar
ao tempo de Ehrenfest ja que tem a mesma dependéncia na constante de Planck.

No modelo de Dicke, analisamos a evolu¢ao temporal da funcao de Wigner
atomica no limite de muitos atomos para estados iniciais onde os dois subsistemas
sao preparados em estados coerentes e aprofundamos no conhecimento da dinamica
da perda de pureza baseados nas informagoes da dinamica classica. Os nossos resul-
tados, inéditos, da funcao de Wigner atomica indicam que existe uma relacao clara
entre a localizacao e deslocalizacao do estado atomico em cada uma das variaveis
angulares da esfera de Bloch, nos minimos e maximos sucessivos da entropia linear

reduzida.



Abstract

Entanglement dynamics of two ideal bipartites systems is analyzed using reduced
linear entropy and quasiprobability distribution functions in the semiclassical re-
gime. Two models are studied: the quartic bidimensional oscillator and the Dicke’s
Maser model. The first one describes the propagation of two monochromatic field
modes in a Kerr medium, and the second describes the interaction of one mode of
electromagnetic field with a collection of N non-interacting two-levels atoms. In
the first model, besides the nonlinear interaction, we have considered the bilinear
dipole-dipole interaction in the Rotating Wave Approximation. We have found the
conditions at which the entanglement is reversible, and that recoherence times de-
pend on the type of the chosen initial state. When a direct product of Fock states
or a product of a coherent state and a Fock state are considered as initial states,
bilinear interaction is the responsible for the entanglement. Whereas, if the initial
state is a product of coherent states, the nonlinear interaction is the one responsible
for the non-separability of the subsystems. In the limit of 72 — 0, the loss of purity
of the subsystems becomes practically irreversible. The behavior of reduced linear
entropy and the Q-function allow us to show that there exist two regimens in time:
before and after the beginning of the self-interferences. We have show that the time
that separates the two regimes has the same dependence in the Planck’s constant
as the Ehrenfest time.

In the Dicke’s maser model, we have analyzed the temporal evolution of atomic
Wigner function in the limit of many atoms for initial states where the two sub-
systems are prepared in coherent states. This allowed us to deepen our knowledge
about the dynamics of the loss of purity based on the phase space classical dynamics.
Our results about the dynamics of atomic Wigner function indicates that there is a
clear relation between localization and delocalization of the atomic state, in terms
of angular variables in Bloch sphere and the minima e maxima of the reduced linear

entropy.
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Introducao

Processos envolvendo informacao quantica, tais como computacao, criptografia e te-
letransporte, representam novas areas nas quais exploram-se os fenomenos intrinsecos
a Mecanica Quantica [1]. Nesses contextos, superposicoes de estados e emaranha-
mento sao usados na cria¢ao de novos algoritmos computacionais [2]. Na procura da
realizacao do computador quantico, sistemas fisicos variados tém sido considerados
como candidatos: armadilhas de ions [3, 4], eletrodindmica quantica de cavidades [5],
pontos quanticos [6] e Condensados de Bose-Einstein [7], entre outros. Independen-
temente do sistema de interesse, um dos objetivos da pesquisa basica nestas areas
esta relacionada com o estudo da dinamica do emaranhamento. Isto é, dada uma
certa condicao inicial separavel, como podemos criar estados emaranhados, quanti-
ficar o grau de emaranhamento e determinar condi¢oes em que o sistema volta a ser

separavel, ou seja, os subsistemas sao puros novamente.

Por outro lado, cem anos apds o surgimento da teoria quantica, a correspondéncia
entre esta descrigao e a mecanica classica é ainda um assunto nao fechado, gerando
discussoes sobre questoes fundamentais. Particularmente fenomenos como a perda
de pureza e coeréncia [8, 9] no limite cldssico sdo questoes bastante debatidas na li-
teratura. Motivados no trabalho de Zurek e Paz [10], voltado para a andlise do efeito
do caos no processo de decoeréncia, foi proposto por Furuya, Nemes e Pellegrino [11],
e continuado no trabalho de Angelo et al. [12, 13], o estudo dos efeitos do caos no
processo de emaranhamento de um sistema fechado, bipartite, onde um modo de
campo eletromagnético e N atomos de dois niveis interagem no regime semiclassico.
Nestes trabalhos, a dinamica do analogo classico do sistema foi usada como guia
para mostrar como a taxa de emaranhamento apresenta sensibilidade as condigoes
iniciais.

Uma outra ferramenta usada neste tipo de estudo sao as funcgoes de quase-




2 INTRODUCAO

probabilidade, definidas a partir do operador densidade do sistema. Elas tém sido de
grande utilidade na andalise da conexao entre quantica-classica pois permitem a repre-
sentacao da dindmica de um sistema quantico no espaco de fase [14]. Das possiveis
defini¢oes de funcoes de quase-probabilidade, queremos destacar duas: a funcao de
Husimi [15] e a funcao de Wigner [16]. A primeira é definida sempre positiva, carac-
teristica que compartilha com as distribuicoes de probabilidade cléssicas. Pode ser
usada para comparar diferencas entre a dinamica quantica de estados inicialmente
coerentes e a evolucao temporal de um ensemble cléssico de condigoes iniciais [17, 18].
A segunda pode apresentar valores negativos como no caso de uma superposicao de
estados coerentes do oscilador harmonico, por exemplo. Este aspecto é explorado ao
estudar o processo de decoeréncia, isto é a evolucao de um estado de superposicao
quantico até um estado de mistura estatistica num sistema aberto. Na literatura
abunda este tipo de pesquisa sendo um exemplo o estudo da dinamica de um os-
cilador, inicialmente construido no estado mencionado acima, em contato com um

reservatério [19, 20, 21].

A funcao de Wigner permite estimar o tempo de decoeréncia, tempo durante o
qual um estado de superposicao perde as franjas de interferéncia, as quais estao asso-
ciadas a parte negativa da funcao. Uma experiéncia para medir diretamente o valor
da funcao de Wigner [16], foi proposta por Lutterbach e Davidovich [22], envolvendo
eletrodinamica quantica de cavidades ou CQE ( Cavity Quantum Electrodynamics) e
armadilhas de fons. Posteriormente, este esquema foi realizado, primeiro medindo a
fungao num tnico ponto [23]; logo depois, foi medida a fun¢ao de Wigner completa
para o estado fundamental do campo e o estado de um f6ton [24]. Outra proposta
tedrica adaptada a um sistema diferente, como o esquema para experimentos QND
(do inglés Quantum NonDemolition) que consiste de um interfer6metro onde campos

interagem num meio nao linear, sdo encontradas na literatura [25].

O objetivo geral do nosso trabalho consiste no estudo da dinamica do emara-
nhamento num sistema bipartite com a ajuda do formalismo de matriz densidade
e das fungoes de quase-probabilidade e da andlise do comportamento do sistema
elegido no limite semicldssico. Dois modelos de interesse sao considerados: dois
modos bosonicos acoplados via uma interagao que possui um termo bilinear e outro

biquadratico e o maser de Dicke.

Escolhendo apropriadamente as constantes associadas a cada um dos termos da
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interacao nao linear do Hamiltoniano associado ao primeiro modelo, é possivel obter
solucoes analiticas. A escolha é feita de modo que todos os termos do Hamilto-
niano comutem entre si. Desta forma, o nosso interesse neste modelo é a obtencao
analitica do estado evoluido ao considerar diferentes tipos de condicoes iniciais, de
maneira que possamos estabelecer qual dentre os termos de interacao governa o

emaranhamento.

Este Hamiltoniano pode ser usado para descrever a propagacao de dois modos
de campo eletromagnético num meio Kerr. Neste contexto, o termo bilinear esta
relacionado com a interagao dipolo-dipolo na aproximacao de onda girante (RWA do
inglés Rotating- Wave Approximation). O termo nao linear inclui poténcias quérticas
dos operadores de criacao e destruicao dos osciladores e correspondem a dois tipos
diferentes: os chamados termos de auto-modulacao, da forma (de>2, que s6 contém
operadores associados a um 1nico subsistema e os termos Cross-Kerr onde aparecem
operadores dos dois osciladores [26]. Outra situagdo que pode ser descrita usando
este Hamiltoniano efetivo é a interacao de duas espécies de condensados de Bose-
Einstein. Neste caso, a interacao bilinear descreve o acoplamento Josephson entre
os dois condensados e o termo nao linear e o hamiltoniano efetivo que descreve as
colisoes inter e intra espécies. Neste contexto, as constantes associadas ao termo nao
linear estao relacionadas com os comprimentos de espalhamento que caracterizam

estas colisoes [27].

Estudamos a dinamica associada ao Hamiltoniano quando o estado inicial esco-
lhido ¢ inicialmente preparado num estado puro e sendo ele um produto de estados
de Fock ou de estados coerentes. Ja que é possivel calcular a forma explicita do
estado global para qualquer instante de tempo, analisamos a dinamica do emara-
nhamento usando os nossos resultados para a entropia linear reduzida. Analisamos
também as condicoes que devem ser cumpridas para a obtencao de superposicoes de
estados coerentes separados no espago de fase, conhecidos comumente como estados
de “gato de Schrodinger”. Para isto, nos servimos tanto da analise do comporta-
mento da entropia linear quanto da funcao de distribuicao de Husimi. Finalmente
apresentamos o comportamento da entropia linear reduzida no limite semicléssico,

sendo o estado inicial um produto de estados coerentes.

Na segunda parte da tese, continuando com a série de trabalhos iniciado por

Furuya, Nemes e Pellegrino, estudamos o maser de Dicke [28]. Este modelo descreve
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4 INTRODUCAO

uma colecao de N atomos nao interagentes entre si, que por sua vez interagem com
um modo de campo eletromagnético dentro de uma cavidade. Neste caso, é con-
siderado o termo dipolar da interacao radiacao-materia, tanto na aproximacao de
onda girante como para o caso onde os termos contra-girantes sao mantidos. Quere-
mos explorar a dinamica do emaranhamento entre o subsistema atomico e o campo
no regime semicldssico onde podemos fazer a conexao entre a descricao classica e

quantica do problema, utilizando a funcao de Wigner do subsistema atomico.

Dividimos este trabalho em cinco partes organizadas da seguinte forma: no
Capitulo 1 revisamos alguns conceitos fundamentais da mecanica quantica que usa-
remos no decorrer da tese. Discutimos brevemente as propriedades das fungoes de
quase-distribui¢ao: a fungdo de Husimi [15] e a fun¢ao de Wigner [14]. Da mesma
forma, apresentamos os Hamiltonianos associados aos nossos modelos de interesse.
No Capitulo 2, usamos a funcao de Wigner no estudo do processo de decoeréncia em
dois sistemas abertos onde a solucao analitica do operador densidade é conhecida.
A analise destes exemplos ajuda na compreensao das diferencas entre os processos
de emaranhamento e decoeréncia, que no contexto deste trabalho se referem respec-
tivamente ao processo de perda de coeréncia parcial devida a interacao de: (i) dois
subsistemas quanticos de poucos graus de liberdade sem contato com reservatério
(emaranhamento); (ii) pela interagdo do sistema “menor”com um reservatério re-
presentado por um segundo sistema de muitos graus de liberdade (decoeréncia).
No primeiro destes exemplos é calculada a funcao de Wigner para um sistema que
consiste de um modo de campo em contato com reservatorio a temperatura finita,
resultado amplamente discutido na literatura [19, 29]. No segundo exemplo sao
calculadas a funcao de Wigner conjunta do sistema de atomo-campo e as correspon-
dentes funcgoes reduzidas dos subsistemas, onde o modelo que descreve a interagao
entre eles é o Jaynes-Cummings na aproximacao dispersiva e a dissipagao do campo

a temperatura nula é levada em consideracao.

No Capitulo 3 apresentamos uma discussao analitica da dinamica do emara-
nhamento do sistema que descreve a interagao de dois modos bosonicos e a solugao
exata para trés tipos diferentes de condicoes iniciais é apresentada. Também sao dis-
cutidas condigoes de separabilidade do estado global, reversibilidade e recorréncia.
Na ultima secao desse capitulo, discutimos o comportamento do sistema no limite

de  — 0. Estudamos os efeitos do emaranhamento sobre o estado dos subsis-
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temas usando tanto a entropia linear reduzida como a funcao de distribuicao de
Husimi reduzida. No Capitulo 4 estudamos a dinamica do emaranhamento do sub-
sistema atomico, no problema da interacao de uma colecao de N atomos e campo
eletromagnético descrito pelo modelo de Dicke dentro do limite de muitos atomos.
Em particular, nos concentraremos na relacao entre o emaranhamento e a loca-
lizacao e delocalizagao do estado de N atomos, além da sensibilidade desta relagao
as condigoes iniciais. Usaremos para este propdsito a fungao de Wigner atémica [30].
Finalmente, o Capitulo 5 é dedicado as nossas conclusoes e perspectivas futuras de

pesquisa.
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Capitulo 1

Conceltos Fundamentais.

Neste capitulo apresentamos as ferramentas tedricas usadas no desenvolvimento
desta tese. Conceitos fundamentais como o formalismo da matriz densidade [31]
e algumas definicoes que serao usadas na andlise da dinamica do emaranhamento
dos sistemas bipartites escolhidos, serao brevemente revisadas na Secao 1.1. Uma
rapida revisao sobre a quantizacao do campo eletromagnético numa cavidade resso-
nante [32] serd apresentada na Segao 1.2, onde também definiremos os estados de
Fock, os estados coerentes do oscilador harmonico [33], superposi¢oes dos mesmos
(estados de gato de Schrodinger) e a mistura estatistica. Na Secdo 1.3, enumerare-
mos as propriedades das fungoes de quase-probabilidade [32, 14] e definiremos aque-
las que usaremos nos capitulos posteriores: A fun¢ao de Husimi [15] e a fungao de
Wigner [16]. Na Secao 1.4 apresentaremos o Hamiltoniano que descreve dois modos
bosonicos acoplados via dois termos de interagao: o termo dipolar na aproximacao
de onda girante e uma interagao nao-linear. Por tultimo, na Segao 1.5 revisaremos
alguns conceitos relacionados com o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings [34], que
descreve a interacao entre um atomo e o campo eletromagnético dentro de uma
cavidade, e sua extensdo para uma colegdo de N atomos, o modelo de Dicke [28].
Também definiremos alguns estados associados a uma colecao de N atomos: o estado
de Dicke e o estado coerente atomico [35]. Apresentaremos a definigao de funcao de
Wigner atomica [36, 30], a qual serd usada para estudar os efeitos do emaranhamento

do sistema atomico com o campo sobre a localizacao do estado atomico.
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8 1. Conceitos Fundamentais.

1.1 O Formalismo do Operador Densidade.

Na mecanica quantica, dado um certo Hamiltoniano com autovalores e autoesta-
dos definida, podemos descrever qualquer estado puro como uma superposicao de

autoestados [¢y) assim

V) = zk:ck Uk (1.1)

Toda a informagao sobre o estado estd reunida no vetor |¢) e os coeficientes c
sao interpretados como amplitudes de probabilidade. O valor esperado de qualquer
observével pode ser calculado usando a Eq.(1.1).

No contexto da fisica estatistica, o conceito de “probabilidade” esta relacionado
com o fato de nao possuir a informacao completa sobre o estado do sistema. Neste
formalismo (tomamos de novo a base de autoestados [¢y)), um sistema é descrito
como um estado misto onde tem probabilidade (estatistica) p; de ocupar o estado
|1)1), probabilidade py de ocupar o estado [1)9) e assim por diante, tal que > pr = 1.
Consequentemente, nao é possivel escrever uma mistura estatistica na forma de um
vetor de estado.

No estudo de fenomenos de emaranhamento ou processos de decoeréncia, preci-
samos de ambas categorias de estado, puro e misto, devido ao fato de que estamos
interessados em descrever situacoes onde estados puros evoluem para misturas e
viceversa. O formalismo do Operador Densidade ou Matriz Densidade é uma ferra-
menta importante pelo fato de que descreve apropriadamente as duas situagoes. A
definigao geral de matriz densidade, expandida na base de autoestados |¢;) é dada

por

pt) =2 pij (1) [¥3) (51 (1.2)

onde cumpre-se que p;; = pj;. Esta definigao descreve apropriadamente tanto os
sistemas puros quanto as misturas estatisticas. No primeiro caso, pi; = ¢; () ¢} (1)
onde os coeficientes ¢, correspondem aqueles definidos no vetor de estado. Conse-
quentemente, se conhecemos o estado (puro) do sistema evoluido no tempo | ()),

podemos definir o operador densidade como

p(t) = [® (1)) (2 (t)] (1.3)

Numa mistura estatistica p; = p; < 1 e os elementos fora da diagonal sao nulos.

Os elementos diagonais da matriz densidade sao chamados populacdes, enquanto
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1.1. O Formalismo do Operador Densidade. 9

que os elementos fora da diagonal recebem o nome de coeréncias. Em ambos os
casos, o formalismo abrange os dois conceitos sem ambigiiidades e permite calcular
adequadamente valores médios e o valor do traco do quadrado do operador den-
sidade. A 1ltima quantidade permite estabelecer se um determinado sistema esté

num estado puro ou num estado misto como veremos a seguir:

1. Valores médios: A defini¢cao do valor médio do operador A usando a matriz

densidade é dado pela expressao

(A) = Tr [p(t)xﬂ
= > (Wil p (1) Al) (1.4)

Vemos que, no caso do estado puro, o valor esperado do operador A é dado

por

<121>puro = Z pijAji = Zcz Aji

i7j
onde Aj;; = (¢ A |1;) é o elemento de matriz do operador A projetado na
base cujos elementos sao |¢x). No caso do estado misto, a média estatistica

do mesmo operador esta dada por
{(A) mistura estatistica = Z piiAii = ZpiA"
1 (2

2. Pureza. No caso do estado puro, o operador densidade é por sua vez um pro-
jetor no espago de Hilbert definido pelos autoestados |1 ). Como consequéncia

disto, cumpre-se que

po(t)=p(t) (1.5)
Tep? (t) = 1. (1.6)

Ja no caso de um estado de mistura estatistica, o operador densidade nao ¢é

um projetor, o quadrado do mesmo ¢ diferente do operador densidade e assim
Trp? (t) # 1.

Independentemente se o operador descreve o estado puro ou misto, cumpre-se a

conservagao da probabilidade expressa pela igualdade

Trp(t) =1
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10 1. Conceitos Fundamentais.

e a evolucao temporal do operador densidade obedece a equagao

d A R
hp (1) = EIONIGIE
Podemos estender o formalismo de matriz densidade para o caso dos sistemas
bipartites. Neste caso, dois subsistemas diferentes (1) e (2) formam o sistema global
(14-2), sendo o espago definido pelo produto tensorial dos subespagos corresponden-

tes. Isto pode ser expresso como
E=E(1)®E(2).

Se p(t) é o operador densidade global, |¢}), sao os estados que formam a base
associada ao espaco € (1) (k = 1..ny) e |¢), aos correspondentes elementos da base
do espago £ (2) (k = 1..ny), podemos definir os operadores densidade reduzidos,

através do traco parcial como

pi(t) = Dkl p () Un),

k
= Top() (1.7)

onde 7,7 = 1,2 e i # j. Estes operadores tem as mesmas propriedades do operador
densidade global e permitem a descricao total dos subsistemas envolvidos. Em

particular pode-se demonstrar que

~

(A) =Tr |py (1) Aj]

onde, para este caso, A é a extensao no espacgo global do observavel A; que atua so
no subespago &;.

Os operadores reduzidos cumprem igualmente a conservacao da probabilidade
Trip; =1
e as propriedades do quadrado da matriz re-escritas como
Trp? (t) = 1

se o estado é puro e

Trp? (t) < 1
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1.2. Quantizacao do campo eletromagnético. 11

se 0 estado é misto. Como consequéncia das propriedades da operacao do traco
parcial, podemos medir o grau de emaranhamento entre os subsistemas usando os
operadores reduzidos, p; (t), sendo uma boa medida a entropia linear reduzida defi-
nida como:

0; (t) = 1= Try} (1) (1.8)

Das propriedades do trago, vemos que §; = o para qualquer tempo. Se a entropia
linear reduzida é nula em algum instante, quer dizer que os estados dos dois subsis-
temas sao estados puros, e o estado global pode ser escrito como o produto direto
dos mesmos. Usaremos o termo estado separdvel, para descrever tal situacao. A
andlise da evolucao da entropia linear reduzida permite estabelecer se um determi-
nado sistema interage de tal forma que o emaranhamento é irreversivel ou existem
condicoes nas quais o sistema se torna separavel ou recorrente, voltando ao estado

original depois de um certo periodo.

1.2 Quantizacao do campo eletromagnético.

As equacoes de Maxwell que descrevem o campo eletromagnético confinado numa

cavidade, na auséncia de cargas e correntes em unidades SI (¢* = ppey) tomam a

forma [37]
OE
H = 2
V x ant
OoH
E = —u
VX Ho"ay
V-E = 0
V-H = 0, (1.9)

onde E é o campo elétrico, H o campo magnético, €y é a permissividade elétrica e
1o € a permeabilidade magnética do vacuo. A partir destas equagoes, obtemos a

equacao de onda para o campo elétrico

1 0’E
V’E-—=— =0. 1.10
2 Ot? (1.10)
A velocidade de propagacao do campo é igual a velocidade da luz no vacuo c.
Consideremos o campo confinado dentro de uma cavidade de comprimento L, tal

que 0 < z < L. Resulta ser conveniente considerar o campo elétrico polarizado na
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12 1. Conceitos Fundamentais.

direcao z, E = (E, (2,t),0,0). Ao expandir F, nos modos normais da cavidade
temos [32]

ZA]q] sin (k;z) (1.11)

onde o indice j = 1,2, 3.... numera os modos, kj = jm/L é a componente na direcao

z do vetor de onda k e definimos

4= 2w]2»mj 1/2
I VE()

O campo descrito pela expressao anterior ¢ solucao da equagao de onda, como pode
ser verificado substituindo a Eq.(1.11) na expressao (1.10). Aqui w; ¢ a freqiiéncia
de cada modo normal, g; tem dimensao do comprimento e corresponde a amplitude
do modo, V' é o volume da cavidade e m; é uma constante com unidades de massa,
incluida aqui para estabelecer a analogia com o modelo de oscilado harmoénico, como
veremos a seguir. Usando as equagoes de Maxwell e a forma do campo elétrico,
obtemos a expressao para o campo magnético H, sendo este um vetor cuja tnica

componente nao nula é H,

t) L
ZA (EO% ) ) sin (k;2). (1.12)
A energia associada ao campo eletromagnético é calculada usando
1 2 2
U= /VdT (02 + poH?2) (1.13)

e a integral é definida sobre todo o volume da cavidade. Ao substituir no integrando
a forma dos campos elétrico e magnético, Eq.(1.11) e Eq.(1.12), obtemos a forma

da func¢ao Hamiltoniana cléssica

H:

P2
> <mjw§q§. + m—3> (1.14)

i J

N | —

onde p; = m;g; ¢ o momento canonico do j-ésimo modo. Vemos como o campo de
radiacao dentro de uma cavidade ressonante é expresso como a soma de osciladores
harmonicos independentes, onde cada oscilador corresponde a um modo normal. J&
que H estd expresso como fungao das varidveis canonicas conjugadas, ¢; e p; podemos
usar o processo de quantizagao canodnica e encontrar a expressao do Hamiltoniano

que descreve o problema mecanico-quantico. Associando os operadores ¢; e p; as
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1.2. Quantizacao do campo eletromagnético. 13

variaveis ¢; e p;, onde os operadores cumprem a relacao de comutacao dada por

[¢;,pj] = &, obtemos o Hamiltoniano para o campo quantizado em fungao dos
operadores ¢; e p;
H= lz <m»w2(f + ﬁ—3> (1.15)
= W .
2% 19 T,
Novos operadores sao definidos como (1 = y/—1)
. 1 L
aj = —=——— (myw;q + 1p;)
2hmjwj
1
il = ——— (1.16)

T (mjw;q —1p;)
2 mjwj
Estes operadores sao denominados de criacao e de aniquilagao devido a sua relagao

com os autoestados do Hamiltoniano, como veremos depois. Ao reescrever a Eq.(1.15)

como funcao de a e a' obtemos
. 1
H="n) w; (a}&j + 5) (1.17)
J

Vamos considerar s6 um dos modos normais do campo confinado na cavidade.
Porém, denominando w; = wy e usando a; = a, podemos re-escrever o Hamiltoniano

para um campo monocromatico dentro de uma cavidade

. 1
A, = hwy (a*a + 5) , (1.18)

sendo os autovalores

E, = hwy (n + %)
sendo n = 0,1,2... e o espectro de energia é discreto. Distinto do espectro para
o oscilador harmonico na mecanica classica, o oscilador harmonico quantico possui
uma energia diferente de zero para o estado fundamental (hwy/2). Os autoestados
de H, sio conhecidos como estados de nimero ou estados de Fock. Eles podem ser
obtidos do estado fundamental |0) a partir de aplicacoes sucessivas do operador af,

assim

In) = % (a)" 10). (1.19)

A acao dos operadores de criacao e aniquilagao sobre estes estados podem ser resu-

mida nas seguintes regras

aln) = Vnln—1)
atln) = Vn+1n+1). (1.20)
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14 1. Conceitos Fundamentais.

Consequentemente, podemos definir o operador de nimero, 7 = afa tal que
nin) =n|n) (1.21)

o que quer dizer que o nimero médio de fétons, (n), de um estado |n) é exatamente
o indice n. De fato, uma caracteristica dos estados de Fock, é o fato de ter um
nimero médio de fotons bem definido mas estar completamente delocalizado em
fase. A tnica excegao é o estado fundamental |0) o qual é um estado de incerteza
minima.

Resulta ser interessante escrever o operador associado ao campo elétrico. Ele é
encontrando ao substituir ¢ por § na Eq.(1.11) onde consideramos s6 o termo j = 1.

A forma do operador é dada por

A

E, (2,1) = A1q (t)sin (kz) = Egsin (kz) (a + af) (1.22)

onde & = y/hwy/Vey representa o campo elétrico por féton. Se calculamos o valor

médio deste operador nos estados de Fock, vemos que
(n| By (2,t) |n) = 0

enquanto
. 1
(n| B2 (z,t) |n) = 2&5 sin® {kz <n + 5)]

é porém
((AB (50))") = (B2 (2,0)) — (B (2, 0))? = 28350 [z (n+ 5]

Assim, embora |n) descreva um estado de energia bem definida, ele ndo descreve
adequadamente um campo eletromagnético com propriedades cléssicas, ja que tanto
o valor médio do campo elétrico como aquele do campo magnético sao nulos para
qualquer estado de Fock. Além disso, as variancias sao diferentes de zero ainda
para o estado fundamental (n = 0). Usando um tipo particular de superposicao
dos estados de numero podemos encontrar valores esperados para os operadores
de campo elétrico e magnético cuja forma coincide com aquelas encontradas na

eletrodinamica classica. Estas superposicoes sao denominadas estados coerentes.
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1.2. Quantizacao do campo eletromagnético. 15

Estado coerente do campo eletromagnético.

O estado coerente, |a), pode ser definido como um autoestado do operador de ani-
quilacao

ila) = ala)
onde a amplitude o é um niimero complexo sendo definido como o = Re (a)+2Im ()
ou a = |a]e*. O estado coerente pode ser expandido na base de estados de Fock

CcOomo
\2 e

Usando a definicao para o estado de Fock dada pela Eq.(1.19) podemos redefinir

(1.23)

o estado coerente a partir do estado fundamental |0):

@) = Dla][0) = e~

). (1.24)

D [a] recebe o nome de Operador de Deslocamento. O efeito deste operador con-
siste em “deslocar”o estado fundamental até o centro dele coincidir com o ponto
(Re (a) ,Im («)), conservando as suas caracteristicas de estado de incerteza minima.

Podemos enumerar as propriedades do estado coerente assim:

1. O nimero médio de fotons esta dado por

(A) = (aldlala) = |af”.
Usando este fato, podemos reescrever a amplitude do estado coerente como

a = \/ne*.

2. Cumpre-se que

h
ApAq = 5

e o0 estado coerente é um estado de incerteza minima.

3. O conjunto de todos os estados coerentes é super-completo. Existe uma relacao
de completeza dada por
1
—/MHMfa:L (1.25)
T
onde d*a = dRe (o) dIm (o) = d || dp. Por outro lado, estados com amplitu-
des diferentes, |«) e |3), ndo sdo ortonormais e o produto escalar dos mesmos

esta dado pela expressao

(@l) = exp (5 laf* = 516 + o) (1.26)
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16 1. Conceitos Fundamentais.

4. Ao calcular o valor esperado associados ao campo eletromagnético obtemos
(a] E, (2,t) |a) = &Re (o) sin kz

enquanto
. 2
<(AEx (z, t)) > = &Fsin’ k2
Desta forma, vemos como o estado coerente descreve adequadamente o campo

de radiacao classica e o valor médio do campo é diferente de zero e tem uma

forma similar ao campo elétrico classico.

Uma expressao equivalente a Eq.(1.24) pode ser encontrada ao desacoplar o operador

de deslocamento usando o lema de Baker-Hausdorff

o) = e 2 e |0). (1.27)

Generalizagao da definigao do estado de Gato de Schrodinger.

Em geral, o estado de gato é definido como a superposicao de dois estados, da
mesma forma que Schrodinger fala dos estados de “gato vivo”e “gato morto” quando
ele formulou o paradoxo em 1935 [38]. Apesar disso, a definigao de estado de gato
pode ser generalizada ao dizer que denominaremos desta forma qualquer estado
de superposicao que envolva dois ou mais estados, sempre e quando estes forem
distinguiveis um do outro no espaco de fase.

A definigao geral de um estado de gato envolvendo o estado coerente |a) e um

segundo estado com fase relativa de m denotado como |—a) toma a forma [39]
G) =N [la) + e |-a)] , (1.28)
onde
—2]aj2) "1/
N = (24 2cos ge ") (1.29)

é a constante de normalizacao, N, depende tanto do valor da amplitude, o, quanto
da fase relativa, ¢, dos estados envolvidos na superposicao. Geralmente, sao dis-

cutidos na literatura trés casos, que dependem do valor da fase relativa. Se ¢ = 0
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1.2. Quantizacao do campo eletromagnético. 17

obtemos
Gy = 10 tIe) (1.30)
V2 + 2e2lal®
Da mesma maneira, se ¢ = m obtemos
Gy = v = 1=a) (1.31)

V2 = 2e—2lal

Estes dois estados sao conhecidos como gato par e impar, e o interesse neles esta no
fato de que podem ser gerados usando Eletrodinamica Quantica ou em ions dentro
de armadilhas eletromagnéticas. Uma tltima escolha consiste em fazer ¢ = m/2
obtendo

G) ) +1]—a). (1.32)

-
= — |«
V2
Este estado é conhecido como gato de Yurke-Stoler, recebendo o nome dos autores

que propuseram um esquema para a geracao deste estado em 1986 [40].

Misturas estatisticas e o estado térmico.

Com o objetivo de discutir a diferenca entre a mistura estatistica de estados coerentes
com uma superposicao do mesmo tipo de estado, resulta ser conveniente escrever

a forma geral para o operador densidade da definicao de gato de Schrédinger dado
pela Eq,(1.28)

pa =N?[|a) (o] +|—a) (—a| + e |a) (—a| + €7 |—a) (]| . (1.33)

Se comparamos com a forma do operador densidade para uma mistura estatistica

dos estados |a) e |—a)
pue = o) (o] + 2 |—a) (—a (1.34)

podemos ver como o estado de superposicao possui dois termos adicionais que re-
presentam os termos de interferéncia. Lembrando os conceitos de populagoes e
coeréncias, numa mistura as coeréncia sao nulas, enquanto as populacoes podem
obedecer ou ndo uma determinada estatistica. No exemplo anterior, p1; = p22 = 1/2,
os pesos sao iguais. Um caso onde as populagoes p; obedecem uma estatitica par-
ticular é o campo térmico de uma cavidade a uma certa temperatura 7. A matriz

densidade do estado térmico é

. n" (T)
pT_zn:(lJrﬁ(T)

BE n) (n| (1.35)
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18 1. Conceitos Fundamentais.

onde 7 (T) é a estatistica de Bose-Einstein

n(T)=—m—-: (1.36)

A T = 0K, vemos que py = |0) (0]. S6 neste caso critico, o estado térmico corres-
ponde a um estado puro que coincide com o estado fundamental |0) do oscilador

harmonico.

1.3 Funcoes de quase-probabilidade.

O principio de incerteza na descricao quantica traz problemas na hora de tentar re-
presentar um estado sobre o espaco de fase. Como consequéncia deste principio, nao
é possivel definir uma verdadeira distribuicao de probabilidades como uma funcao
das variaveis classicas do espaco de fase. No entanto, as chamadas Fungoes de Quase-
Probabilidade (FQP) , as quais conservam algumas caracteristicas das distribui¢oes
classicas, vem tendo um enorme sucesso no estudo de sistemas quanticos. O seu
uso principal esta concentrado na andlise das conexoes entre as descrigoes classica e
quantica.

No seu trabalho de 1957, Stratonovich [41] resumiu em quatro pontos os reque-

rimentos gerais necessarios para a definicao das FQP:

1. O espago sobre o qual devem ser definidas estas funcoes deve ser o espaco de
fase classico. No caso do campo eletromagnético, este espaco é o plano (¢, p).

No caso de sistemas com spin 1/2; o espaco corresponde a esfera de Bloch.
2. A funcao deve ser real;
3. A distribuicao depende linearmente do operador densidade associado ao espaco.

4. Médias estatisticas da funcao real associada a um certo observavel, obtida
usando a FQP, devem coincidir com os resultados do valor médio do operador,

calculado a partir da matriz densidade.

Notemos que a funcao deve ser real mas nao necessariamente positiva para todo
ponto no espago de fase. Devido ao principio de incerteza, podemos definir diversos

tipos de funcgoes de quase-probabilidade dependendo do ordenamento da base de
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operadores associado ao espaco de Hilbert do sistema de interesse. E verdade que
sempre € possivel associar uma distribuicao de probabilidade marginal, relacionada
com uma determinada varidvel classica e com o operador respectivo. O problema
comeca quando se quer definir a probabilidade conjunta, onde ordenamentos diferen-
tes dos operadores leva a diversas definicoes de FQP. Usando um exemplo concreto,
se consideramos a base dos operadores do oscilador harménico, formada por af e
a, obtemos ao menos trés tipos de ordenamento diferentes para o produto dos dois
operadores
% (de + &d*) ordenamento simétrico;

ata ordenamento normal;

aal ordenamento antinormal,

de maneira que podemos definir pelo menos trés FQP diferentes. As fungoes de
quasi-probabilidade podem ser definidas como a transformada de Fourier da funcao

caracteristica

~

C(&s)="Tr {ﬁexp (de—f*d+s|§|2/2)] : (1.37)

onde parametro s estd associado ao ordenamento dos operadores de criacao e des-
truicao. Se s = —1, a funcao caracteristica corresponde ao ordenamento antinormal,
s = 0 ao ordenamento simétrico e s = 1 esta associado ao ordenamento normal. A

expressao geral das FQP é dada por
1 A * *
P(1.5) = [ @6C (&) exp (1€ = 7€), (18)

Nesta secao, restringiremos a discussao a apresentacao de duas funcoes relacio-
nadas com a base de @ e a' que usaremos neste trabalho: a funcao de Wigner do
oscilador harmoénico [16, 14], relacionada ao ordenamento simétrico dos operadores
(s =0), e a fun¢ao de Husimi [15] associada ao ordenamento antinormal (s = —1).
Quando s = 1, obtemos a defini¢ao da fungao P (¢, p) de Glauber-Sudarshan [33, 42]
associada ao ordenamento antinormal, cujas propriedades nao discutiremos aqui.
Uma outra FQP, a fungdo de Wigner atomica [36, 30], associada ao espago da esfera
de Bloch e aos operadores do momento angular, sera definida na Se¢ao 1.5, uma vez

discutidas as propriedades do estado de Dicke e do estado coerente atomico.
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1.3.1 A funcao de Distribuicao de Husimi.

A funcao de Husimi estd associada ao ordenamento antinormal e é encontrada ao

tomar s = —1 na expressao (1.38)

Q) = 7 [ €T [pesp (€at) exp (~€°0)] exp (16"~ 7°€).

Na representacao de estados coerentes, onde usamos a definicao do projetor na

base super-completa dada na expressao (1.25), a equacao anterior toma a forma

1

™

Q) O] ok (@) |7) - (1.39)

Aqui, |y) é o estado coerente do oscilador harmonico (v = g + 1p) e py, (t) é o operador
densidade. Esta fungao é positiva para todo ponto no espaco de fase classico, sendo
bastante similar as distribuicoes de probabilidade cléssicas. Se o estado do sistema
corresponde ao estado de Fock, |n), vemos que

—|W|2 ’ 2n
e |yl
)=

@Qn (7 (1.40)

mn!

Quando p = |a) (a| podemos encontrar a expressao para a fungdo de Husimi asso-

ciada ao estado coerente
€_|'Y_a|2

Qo (7) = (1.41)

™

A vantagem desta FQP é a facilidade de calculo quando o operador densidade de
um determinado problema pode ser expandido como um produto antinormal. Mas
um dos grandes problemas é que nao é possivel calcular as probabilidades margi-
nais, P(q) e P(p), a partir da funcdo de Husimi. Outra das limitagoes é o fato
de nao permitir distinguir uma mistura estatistica de uma superposicao de estados

coerentes.

1.3.2 A funcao de Wigner.

A funcao de Wigner do campo eletromagnético estd associada com o ordenamento

simétrico (s = 0), sendo definida a partir da fungao caracteristica como

W (.7 t) = %/dQ{Tr (8 exp (ga' + &) | exp (v = 77¢) (1.42)
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Esta definicao é analoga a definicao geral proposta por Wigner dada pela expressao
1 r A 2, BY
W(q,p,t)zﬂ/dy<q—y|p(t)|q+y>e " (1.43)

A fungao de Wigner cumpre todas as propriedades enumeradas anteriormente
mas, a diferenca da fungao de Husimi, ela nao é definida positiva. De fato, a
existéncia de partes negativas indicam que o estado do sistema representado é nao-
cldssico, ja que a parte negativa estd associada ao fenomeno de interferéncia [14].
Por esta razao, a funcao de Wigner pode ser usada no estudo da correspondéncia
entre as duas descrigoes, classica e quantica. A existéncia de valores negativos num
estado de superposicao, permite identificar franjas de interferéncia. Isto permite a
visualizacao de processos de decoeréncia, partindo de um estado de superposicao
até atingir um estado de mistura estatistica [19]. Outra diferenga entre esta funcao
e a fungao de Husimi tem a ver com o cédlculo das probabilidades marginais: se na

Eq.(1.43), calculamos a integral sobre a varidvel ¢, o resultado é a distribuicao de

probabilidade, P (p).

Quando ¢ calculada W () para o estado de nimero com p = |n) (n| obtemos o

resultado

2 e
Wn (7?7):;6 2 (_1)

onde £,, é o polinomio de Laguerre de ordem n e v = g+1p. Se p = |a) (|, obtemos

L, (41P)

- (1.44)

a forma da funcao de Wigner para o estado coerente do oscilador harmonico

2
Wa (7,7") = —exp (—=2ly = al). (1.45)

Finalmente, a forma da funcao de Wigner para a mistura estatistica de dois estados

coerentes |a) e |—«) é dada por

Wue (7,77) = % (exp (=217 — af*) + exp (<2|7 + of*)). (1.46)

Na Fig.1.1 apresentamos a forma da funcao de Wigner para o estado fundamen-
tal do campo, |0), o estado de Fock |1), o estado coerente |«) e a mistura estatistica
de estados coerentes |a) e |—a) onde o = (1,1). Vemos como a fun¢ao de Wigner
do estado fundamental é uma gaussiana cujo centro coincide com a origem do plano

(¢,p) e ndo possui parte negativa. J& o estado de Fock, |1), a fungao tem simetria
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axial ao redor da origem do espaco de fase. Vemos um anel onde a funcao é positiva
com um raio correspondente a y/n = 1. Além disso, a fungao tem parte negativa,
indicando as propriedades nao classicas associadas ao estado de Fock. Pelo contrario
a fun¢ao de Wigner do estado coerente, Fig.1.1(c), é uma gaussiana, sempre posi-
tiva, centrada no ponto ¢g = Rea e py = Ima. A localizacao da funcao indica que
o estado coerente tem fase e nimero médio de fotons bem definidos. A funcao nao
possui parte negativa e sua forma indica que é um estado de incerteza minima, o
que coincide com a defini¢cao do estado coerente como o mais “classico” possivel dos
estados do oscilador harmonico. A fungao de Wigner de uma mistura estatistica de
estados coerentes é apresentada na Fig.1.1(d) onde vemos duas gaussianas corres-
pondentes aos estados |a) e |[—a), e a fungado nao possui parte negativa nem termos
de interferéncia, diferente dos estados de gato, como veremos no Capitulo 2, ao
graficar as fungoes de Wigner durante o processo de decoeréncia e relaxagao destes

estados em contato com um reservatorio.

1.4 O Oscilador Quartico Bidimensional.

O primeiro sistema bipartite sobre o qual discutiremos nesta tese pode ser descrito
como dois modos bosonicos acoplados onde a interacao contém um termo bilinear e
um termo nao-linear que corresponde ao quadrado do Hamiltoniano livre para dos
osciladores. Nosso modelo pode ser visto como numa extensao do tratamento de
Milburn [17], onde é estudado o caso do oscilador anarménico unidimensional e sao
comparadas as dinamicas nas descri¢oes quantica e classica com a vantagem de se
poder observar o processo de emaranhamento. O termo de interagao foi escolhido
com tal intencao de forma que facilita-se o tratamento tanto no formalismo quantico
quanto no classico [18].

Esse Hamiltoniano cldssico, integravel [18], que descreve dois modos bosénicos

com um termo de interagao bilinear é dado pela expressao
H = Hor + Hoz + wx (q1g2 + pip2) + wy (Mot + Hoo)?, (1.47)

onde

Hoi = %wo (%2 —i—p?)
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(c) (d)

Figura 1.1: Fungoes de Wigner do campo eletromagnético no plano (¢, p). (a) Estado
fundamental |0); (b) Estado de Fock |1); (c) Estado coerente com a = (1,1) e (d)

Mistura estatistica dos estados |a) e |—a).

¢ o Hamiltoniano livre de um oscilador harmoénico. Aqui, wy € a frequéncia dos modos
livres sendo esta igual para os dois subsistemas (ressonancia), wy é a frequéncia
associada a interacao bilinear e wy, = hg ¢ a frequéncia associada ao termo qudrtico.

Ao realizar a quantizagao canonica, substituindo as varidveis classicas ¢; e p;

pelos operadores ¢; e p;, obtemos
. . . L . L \2
H = Hyy + Hoz + wy ((1G2 + p1p2) + wy <H01 + Hoz) . (1.48)
onde o Hamiltoniano livre quantizado é dado por
Hy; = 1wo (@2 +232)
2 (2 (2

Podemos reescrever a equacao acima como fungao dos operadores de criagao e ani-

quilagao, dz e a;, 0s quais cumprem as regras de comutacao dadas por [&k, dH = O /-
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Desta forma, o Hamiltoniano toma a forma final

2
+hw, (alay + adas + 1) (1.49)

Resulta interessante observar como o termo nao linear coincide com aquele con-
siderado no trabalho de Imoto e colaboradores [26], o qual descreve a propagagao
de dois campos num interferometro. Neste trabalho, os autores calculam a energia

associada a interacao nao linear de terceira ordem usando a expressao
3 3
A@@:Z///ZﬁﬁQQMEﬂ’ (1.50)

onde ng,)d ¢ o tensor de quarta ordem da susceptibilidade elétrica e E; é o campo
elétrico quantizado associado a i-ésima frequéncia. Ao calcular a forma do Hamil-
toniano associado aos campos interagentes, em termos dos operadores de criacao e

aniquilagao, obtém-se que (ver Eq.(32) na referéncia [26])

- 1. 4. 4. 1o 4. 4. bt
H s = leaialalal + ngagaQagag + Nine@i Gy abas (1.51)
As poténcias dZT &idj- a; sao denominadas termos de auto-modulacao e o termo restante

descreve a interacao nao-linear entre os dois campos, também denominado de in-
teracao Kerr dispersiva, j4 que conserva o numero de fotons médio do sistema. As
constantes y; dependem tanto das frequéncias dos dois campos interagentes quanto
da nao-linearidade x®. Vemos como a Eq.(1.51) contém as mesmas poténcias dos
operadores @; e @) do termo no linear do nosso Hamiltoniano (1.49). Consequen-
temente, a nossa frequéncia w, estd relacionada com x®). Em geral, os termos
associados ao efeito de auto-modulacao nao sao considerados em trabalhos onde a
motivagao consiste em propor medidas de nimero de f6tons usando QND (do inglés
Quantum non-demolition). Nesses casos, esta aproximacao é possivel ao escolher
um meio nao-linear ressonante com a soma das frequéncias dos campos, i (wy + ws).

Deste ponto de vista, o nosso Hamiltoniano poderia ser visto como um caso
mais “geral”; ja que considera os efeitos de todos os termos da interacao que podem
aparecer, como vemos ao comparar com a Eq.(1.51). No entanto, o fato de considerar
frequéncias equivalentes, w; = ws, e constantes cujos valores permitem escrever o

termo nao-linear como uma poténcia do Hamiltoniano livre, trazem restri¢oes fortes
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para as constantes da expressdao da Eq.(1.51). Como estas restrigoes permitem a
solugao analitica da equagao de Schrodinger para qualquer superposicao de estados
de Fock, como veremos no Capitulo 3, os nossos resultados sao um primeiro passo

na compreensao da dinamica completa deste tipo de sistema.

No contexto dos condensados de Bose-Einstein interagentes, os modos do con-
densado sao aqueles cuja funcao de onda satisfaz um sistema de equacgoes de Gross-
Pitaevskii acopladas. Ao desprezar todos os modos, excetuando aqueles associados

aos condensados de interesse, o Hamiltoniano toma a forma [27]

A ot a aF a Wii /.0 Wag /.49, it ot
Hoppe = hwlaial + thagag + TN (a?a%) + TN (agzag) + ngaialagag

+hA (alas + daih) - (1.52)

Os dois primeiros termos descrevem a evolucao dos atomos nos modos de condensado
na auséncia de interacoes. Os seguintes descrevem a interagao entre as duas espécies
devido as colisoes eldsticas. Para cada um deles o parametro de acoplamento, W; ;,
depende do comprimento de espalhamento associado a cada espécie, a; ;. O ultimo
termo do Hamiltoniano descreve o acoplamento Josephson entre os dois condensados.
A forma dos termos nao lineares coincide com o Hamiltoniano tipo Kerr usado
em Otica Quantica como discutido acima. A interacao Josephson é andloga ao

acoplamento dipolo-dipolo na aproximagao de onda girante [43].

Ao compararmos a Eq. (1.52) com a expressao (1.49) vemos como os dois Ha-

T Ao escolher

miltonianos contém os mesmos termos, poténcias dos operadores a; a,

as constantes W ; tal que Wi = Why = Wiy = 2w, e considerar que os dois modos
estao em ressonancia, w; = we = wp, vemos que esta ultima equacao coincide com
o Hamiltoniano (1.49). Esta escolha particular das constantes W, ; estd associada
a condensados de Bose-Einstein que possuam o mesmo comprimento de espalha-
mento de onda-s, isto é a;; = ag = aq2 [43]. Embora a nossa escolha descreva uma
condi¢ao muito particular no contexto dos condensados, existem experiéncias que

medem a relagao entre os comprimentos de espalhamento que mostraram a relagao
aip - Qg2 . A12 = 1.03:097:1 [44]
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1.5 Modelo de Jaynes-Cummings e o maser de

Dicke.

Com respeito ao modelo de Jaynes-Cummings [34, 45], costuma-se dizer que este
modelo permite uma descricao simples da interagao entre matéria e campo eletro-
magnético, além de ser analiticamente solivel. O sistema consiste de um atomo
de dois niveis interagindo com um modo quantizado do campo eletromagnético
préoximo da ressonancia (w, & w,, onde wy é a frequéncia do modo do campo e
w, € a frequéncia de transi¢ao entre os dois niveis). A importancia deste modelo é
devida a possibilidade de ter uma evidencia direta da natureza quantica do campo,
ja que a solucao analitica do mesmo prediz o fenomeno de mortes e ressurgimen-
tos [46] da inversao de populacdo atomica. Entre muitas aplicagoes, permite sob
certas condigbes iniciais a formagao de estados de gato de Schrodinger [47, 48]. Ex-
tensoes deste modelo podem ser encontrados na literatura, onde efeitos de dissipacao
e amortecimento [49, 50], sistemas de trés ou mais niveis oticamente ativos [51] ou

interagoes atomo-campo mais elaboradas sao consideradas.

O modelo de Jaynes-Cummings permite descrever um micromaser, onde um feixe
de dtomos de Rydberg excitados atravessam uma cavidade superconductora. Esta
cavidade é preparada de tal forma que um unico modo de campo eletromagnético
pode ser confinado. A velocidade dos dtomos é ajustada de maneira que s6 é per-
mitida a passagem de um atomo pela cavidade e as frequéncias tanto do campo
quanto de transicao entre os niveis do atomo sao comparaveis. O avango na cons-
trucao de cavidades supercondutoras de alto fator de qualidade @) e a possibilidade
de preparar atomos com niveis opticamente ativos altamente energéticos (dtomos
de Rydberg), além do controle das velocidades do feixe dos mesmos, permitiram
a realizacao experimental do primeiro micromaser em 1985 por D. Merschede, H.
Walther e G. Muller [52]. A primeira observagao de mortes e ressurgimentos da in-
versao da populagao atdmica previstos teoricamente, foi feita posteriormente [53, 54].
Um aspecto importante no desenvolvimento do que atualmente é conhecido como
Eletrodinamica Quantica de Cavidades (ou CQED do inglés Cavity Quantum FElec-
trodynamics) foi a realizacao experimental de uma superposi¢cdo macroscépica de
estados coerentes de campo eletromagnético e a posterior observacao do processo de

decoeréncia. Este experimento, conhecido como o experimento de Paris [55], redo-
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brou recentemente o interesse no modelo Jaynes-Cummings e na geragao de estados
de gato de Schrodinger.

O atomo, que denotaremos com o indice 7, é um sistema de dois niveis energéticos
opticamente ativos [1); e |2); e uma diferenca de energia entre os dois niveis igual
a hw,. Qualquer operador atuando neste sistema pode ser expandido na base de
operadores formado pelas matrizes de Pauli: 07, 0/ e ¢/ junto com a identidade

y
I5.5. Para estes operadores, sao validas as seguintes regras de comutacao

00, 0%] = %20} |07, 07| = +20] (1.53)

onde
ol = 3 (0; + zaé)
Os estados [1); e [2); sdo autoestados de 0. Podemos escrever o Hamiltoniano

atomico livre como

. 1 .
H, = §hwaai (1.54)

A interagao de um atomo com um campo monocromatico na aproximacao onde
o comprimento de onda do campo muito maior do que a dimensao do atomo, é

descrita pela interagao dipolar elétrica cujo Hamiltoniano tem a forma
H I = —er - E

onde er é o operador dipolar atomico e E é o operador do campo elétrico quantizado.
No caso de um modo do campo eletromagnético confinado dentro de uma cavidade
e polarizado na diregdo x, o campo elétrico pode ser escrito como E = (&, 0,0).

Substituindo no Hamiltoniano H 1, podemos escrever
Hy = —e&gsin (k2) (ai + ') (1.55)
onde T é o operador de posi¢ao na direcao x. Se calculamos

Hy = lZ 1) (I Hy [m) (m]|

obtemos
Hp = (g12012 + 92.102,1) <5L + dT) : (1.56)

onde

Gim = —e&osin (kz) (1| 2 |m)
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e om = |l) (m| é o operador de transigdo entre os niveis atomicos. Neste caso
particular de um dtomo de dois niveis g2 = go1 = 9/2, g11 = ga2 =0 € 0120 = 04
e 091 = o_. Substituindo estas quantidades na expressao para o Hamiltoniano,

obtemos a forma final para o termo de interagao atomo-campo

~

i = g (61 +67) (a+a). (1.57)
Ao incluir os termos associados aos Hamiltonianos de campo e dtomo livres e
expandir o termo de interacao obtemos a forma conhecida para o Hamiltoniano de
Jaynes-Cummings
H = hwia + hw,s? + g (6%, +ale? +ao +alel). (1.58)
Os primeiros dois termos da interacao correspondem a processos onde o nimero
médio de excitagao é conservado, distinto dos dois ultimos. Estes termos geralmente
nao sao considerados, e se diz que esta é a Aproximacao de Onda Girante geralmente
denotada como RWA (do inglés Rotating Wave Approzimation). O Hamiltoniano
efetivo nesta aproximacao descreve apropriadamente a maioria dos problemas trata-
dos pela otica quantica. A forma final do Hamiltoniano de Jaynes-Cummings nesta
aproximacao ¢ dada por

H = hwila + hwed, + g (a6, +als-), (1.59)

De posse desta expressao, podemos abordar o problema de N atomos intera-
gindo com o campo eletromagnético. Supomos que a distancia interatomica é de
uma ordem de grandeza tal que nao ha sobreposi¢ao das fungoes de onda atomica.
Consideramos também que todos os a&tomos estao imersos no campo eletromagnético
e, consequentemente, a aproximacao dipolar continua sendo vélida. Desta forma, o
Hamiltoniano para os N atomos pode ser escrito como o somatério dos Hamiltonia-

nos de cada atomo

N
Hmaser = hUJOde + Z ﬁwa&j
i=1

N
Z( o) (a+af).  (1.60)
Usando os operadores coletivos de pseudo-spin J definidos como

N 1 N 4
Z ¢ 52 il (1.61)

I\UIH
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escrevemos finalmente o Hamiltoniano de Dicke (N = 2J) como

Hpy = hwedla + hw,J. + \/% (aJy +afg_) + \%} (6" Jy +aJ_) (1.62)
onde usamos nomes diferentes para os parametros que acompanham os termos de
interagao associados a aproximacao de onda girante (G) e os termos contra-girantes
(G"). Embora a origem de G e G’ seja a mesma, justificamos o estabelecimento desta
diferenca devido ao nosso interesse em simular o comportamento do sistema quando
a aproximagao de onda girante deixa de ser valida, situacao que pode acontecer ao

considerar campos eletromagnéticos intensos.

1.5.1 Estados atomicos e a fungao de Wigner atéomica.

Vemos que uma base apropriada para a descricao de autoestados do Hamiltoniano
da Eq.(1.62) é a resultante do produto direto do espago de Hilbert do oscilador
harménico, cujos autoestados sao os estados de Fock |n) ja definidos na Secao 1.2,
e o0 espaco de Hilbert do pseudo-spin, associado a algebra definida pelos operadores
coletivos ji e jZ Os elementos da base deste espaco sao os estados de momento
angular |J; M), também conhecidos como estados de Dicke. Podemos definir esta

base usando uma definigdo geral a partir do estado fundamental |J, —.J)

—1/2

M) = ( 2/ ) Jog =) (1.63)
(M+ )\ M+

onde M = —J,—J+1,..J e|J,—J) é o estado fundamental. Este estado possui um

valor de .J, bem definido, no entanto que J, e jy sao indeterminados.

E possivel definir um estado andlogo ao estado coerente do oscilador harménico
no espago de Hilbert das variaveis de momento angular. Lembremos que um estado
coerente de oscilador harménico |a), com valor médio de fétons igual a |a|?, pode
ser obtido a partir do estado fundamental |0) pela aplicacdo do operador de des-
locamento D [a]. Arecchi et al [35] definiram estados coerentes atémicos, com pro-
priedades completamente analogas as associadas aos estados coerentes de oscilador
harmonico, definidos para uma colecao de N atomos, sendo um estado de incerteza
minima. Estes estados estao associados a operadores que descrevem a rotacao sobre

uma esfera, de maneira semelhante ao caso do oscilador harmonico onde o operador
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de deslocamento descreve translacoes sobre o espaco de fase definido pelas variaveis
canonicas q e p.

O estado coerente atomico [30] |7) é definido como
[7) = BRI —T) = e 1 =) (1.64)

onde
1
— ZBe ™
T 266

sendo ( o angulo polar definido com relagido ao eixo z (8 € [0,7]), v é o angulo
azimutal (y € [—m,7]) e 0 operador R[] é um operador de rotacéo sobre a esfera
de Bloch, analogo ao operador de deslocamento D [a]. Usando o anélogo ao lema
de Baker-Hausdorff, o teorema de separacao para operadores de momento angular,

podemos escrever o estado coerente atomico como
—J A
m) = (1+[72) e g —0). (1.65)

Estas caracteristicas podem ser visualizadas com ajuda das funcoes de quase-
probabilidade: da mesma forma que sdo construidas no plano (¢, p), sao definidas
fungoes de distribuigao na esfera de Bloch. A fungao de Wigner para particulas com
spin-1/2 foi discutida por Scully e colaboradores [56] mas estamos interessados na
funcao de Wigner atomica para sistemas de momento angular arbitrario, definida

por Agarwal [36]. A forma geral para esta funcao é dada por

2J 1 2J K
W6, 6,t) = 4: S S oxo(t) Yig (0.0). (1.66)
K=0Q=-K

onde o ¢ a matriz caracteristica associado ao operador densidade p, (), andloga

a funcao caracteristica definida para a funcao de Wigner do campo sendo
0@ (1) = Tr |pu (1) Ticq - (1.67)
onde os operadores tensoriais esféricos T tém a forma [57]

L Y J K J
Tko= Y. (-1) 2K+1(_ 0 M—0Q

M=—J
Aqui usamos o simbolo 3.J de Wigner [57] e Yiq (6, ¢) sdo os harmoénicos esféricos,

yLMHLM—QLUﬁ&

onde 0 é o angulo polar e § = 0 coincide com o polo norte da esfera de Bloch. O
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1.5. Modelo de Jaynes-Cummings e o maser de Dicke. 31

angulo ¢ é o angulo azimutal e ¢ = 0 coincide a dire¢ao negativa do eixo y. Esta
funcao representa uma quase-probabilidade no espaco de fase cléssico, que neste caso
corresponde a esfera de Bloch com coordenadas # e ¢. A localizacao nas variaveis
angulares permite visualizar e quantificar se os valores esperados do operadore jz,
associado a variavel 6, e dos operadores J, e jy, associados a ¢, estao determinados
ou nao num estado atomico qualquer. As fung¢oes de Wigner atomicas sao usadas
para visualizar os efeitos da decoeréncia quando uma colecao de atomos interage
com o ambiente [58, 59|, mas este tratamento é pouco encontrado na literatura.

Ao calcular a fungao de Wigner atomica do operador densidade associado a um
estado de Dicke dado por

p= |, M) (J.M]

obtemos a seguinte expressao

/2J +1 _ J K J
Whicke (05 ¢,t) = Z Yio (0,9) (—1)""MV2K + 1 ( ) ,

-M 0 M
(1.69)

A forma da funcdo de Wigner para o estado coerente é mais complexa e nao a
reproduzimos aqui [30]. Para ilustrar a forma da fungao de Wigner atomica, repro-
duzimos na Fig.1.2 os graficos apresentados por Dowling e colaboradores da fungao
f(0,6) =1+ Wpjeke Para o estado fundamental |5, —5) e o estado |5,0). Nesta
representacao os valores que toma a fungao de Wigner podem ser vistos como va-
riacoes na esfera de raio unitdrio. Vemos que o estado fundamental, Fig.1.2(a), nao
tem parte negativa e o seu valor maximo coincide com a direcao negativa do eixo z,
onde # = 0. A funcao de Wigner do estado de Dicke, Fig.1.2(b), mostra um valor
maximo no equador da esfera com z = 0, devido a que a componente em z de um
vetor na esfera de Bloch esta relacionada com o valor esperado do operador J,. O
maximo positivo da funcao de Wigner atomica da informacao sobre este observavel.
A fungio estd localizada num anel, indicando que (.J,) e (.J,) sdo completamente
indeterminados para o estado de Dicke. Finalmente, na Fig.1.2(c), mostramos a
forma da funcao de Wigner para o estado coerente, onde vemos que esta é positiva
e bem localizada tanto em 6 quanto em ¢.

Outra forma de apresentar a funcao de Wigner é usando a representagao polar

esférica onde

W (0, ¢,t) sin (0) cos (¢)

8
I
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3
.

N 9,
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(a) (b) (c)

Figura 1.2: Representagao esférica da fun¢ao de Wigner sobre a esfera de Bloch. (a)
Estado fundamental |5, —5); (b) Estado de Dicke |5, 0) e (c) estado coerente atémico
com v = [ = w/4. Jonathan P. Dowling et al., Phys. Rev. A 49, 4101 (1994).

y = W(0,¢,t)sin (0)sin (¢)
z = W(0,¢,t)cos(0). (1.70)

Esta representacao permite, em alguns casos, visualizar melhor a estrutura da
funcdo. Na Fig.1.3(a) reproduzimos a forma da fungao de Wigner atomica para o
estado fundamental |11, —11), apresentado originalmente no trabalho de Benedict
e Crzirjak, onde a localizacao do estado ao redor do polo sul da esfera de Bloch é
evidente. Esta representacao resulta ser conveniente para o estudo dos processos
de emaranhamento e/ou decoeréncia conforme observamos a funcdo para o “gato
polar” apresentado na Fig.1.3(b), onde é representado o valor absoluto da fungao ao

longo do raio na dire¢ao (6, ¢). O operador densidade deste estado tem a forma
. 1

A funcao de Wigner atomica possui dois lI6bulos principais, associados ao estado
fundamental |J, —J) e ao estado |J, J). A estrutura de interferéncia aparece clara-
mente ao redor do equador, onde a parte negativa esta indicada usando cor cinza
e o numero de 16bulos secundérios coincide com o nimero de dtomos (neste caso
N =5). Nos capitulos posteriores apresentaremos os nossos resultados usando esta

representacao.
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Figura 1.3: Representagao polar esférica da fun¢ao de Wigner atomica. (a) Estado
fundamental |5/2, —5/2). (b) Superposigao dos estados |5/2, —5/2) e |5/2,5/2). M.
G. Benedict and A. Czirjdk, Phys. Rev. A 60, 4034 (1999).
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Capitulo 2

Funcao de Wigner em dois

modelos de sistemas abertos.

Neste capitulo, analisamos a evolucao temporal da funcao de Wigner para dois pro-
blemas com reservatério onde a forma analitica do operador densidade é conhecida.
Informagoes sobre o processo de decoeréncia, comportamentos assintéticos, e efei-
tos de dissipagao na forma da funcao de Wigner podem ser obtidas usando esta
abordagem. Nosso objetivo ao estudar esta funcao nos dois problemas propostos
aqui, consiste em mostrar como o calculo de fungoes de quase-distribuicao permite
visualizar o processo de decoeréncia quando o estado inicial é uma superposicao,
para posterior comparagao com o caso bipartite onde o processo é de emaranha-
mento e nao é considerada interacao com o ambiente. O trabalho apresentado neste
Capitulo foi realizado em colaboracao com a Profa. Dra. Maria Carolina Nemes
(ICEx-UFMG) e o Prof. Dr. José Geraldo Peixoto de Faria (DCET-UESC).

Os dois problemas abordados sao os seguintes: no primeiro, estudamos a dinamica
de um modo de campo eletromagnético, descrito por um oscilador harmonico e aco-
plado a um reservatorio a temperatura finita, preparado numa superposicao de esta-
dos coerentes ou estado de gato de Schrodinger. Calculamos a forma geral da fungao
de Wigner, Eq.(1.42), usando a solugao geral da equagao mestra de um oscilador
em contato com um reservatorio a temperatura finita obtida por J.G. Peixoto de
Faria e M.C. Nemes [60]. Os resultados apresentados nesta parte sao ja esperados e
encontrados na literatura [61, 19, 20], embora a forma apresentada aqui foi calculada

a partir de um operador densidade que pode ser usado no calculo da evolucao de
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36 2. Funcao de Wigner em dois modelos de sistemas abertos.

um estado inicial qualquer, sempre e quando este seja expandido na base de estados
de Fock.

No segundo problema consideramos um atomo, preparado num estado de su-
perposic¢ao, interagindo com um campo eletromagnético dispersivamente, preparado
num estado coerente, dentro de uma cavidade. O campo na cavidade estd acoplado
a um reservatorio a T' = 0. Calculamos a funcao de Wigner conjunta do sistema
atomo-campo definida por Czirjdk e Benedict [62], usando a solugao para o operador
densidade global encontrada pelos mesmos pesquisadores [50], e mostramos o com-
portamento das fungoes de Wigner reduzidas dos subsistemas sendo os resultados

para a funcdo de Wigner atomica uma contribui¢ao inédita [63]

2.1 Efeitos da temperatura sobre superposicoes

de estados coerentes.

Nesta primeita parte, calculamos a expressao analitica da funcao de Wigner asso-
ciada a um operador densidade o qual é solucao da equagao mestra na aproximacgao
Born-Markov a temperatura finita. Inicialmente, revisaremos rapidamente o resul-
tado para o operador densidade obtido por Peixoto de Faria e Nemes [60] para,
posteriormente, discutir os nossos resultados para a funcao de Wigner dependente

do tempo que da conta dos efeitos de um banho de osciladores no estado térmico.

2.1.1 Solugao da Equacao Mestra.

Na aproximacao de onda girante, a equacao mestra que descreve o acoplamento
de um oscilador com um reservatério, tem a forma (ver detalhes na Ref. [20] e

referéncias inclusas)

20 = — [Hop®)] + s+ 1){[ap(1).a] + [a,p (1) a'] |
+rn{[afp (1), a] + |af, p(t)a]}, (2.1)

onde Hy = hwy (d*& + %) ¢ o Hamiltoniano para o oscilador livre, xk é a constante de
amortecimento e n é o numero médio de fotons térmicos que depende da temperatura

seguindo a distribui¢do de Bose-Einstein definida na Eq.(1.36). Pode-se escrever a
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2.1. Efeitos da temperatura sobre superposicoes de estados coerentes. 37

solugao da Eq.(2.1) usando o operador Liovilliano da forma

~ o Lt A~

5(E) = g0, 2.2)
E possivel desacoplar o expoente e£ em termos de vérias exponenciais como se segue

e = e Texp { (1 - e_x> R} exp {e_w (e —1) j}
X exp {— (2 + wot) M} exp {— (z — wpt) P}, (2.3)
onde M = afa®, P = @ala, R =a"0ae J = a®a'. vy e 2z sao funcdes
que dependem do tempo e contém os efeitos tanto da constante de amortecimento,

quanto da temperatura

r = In [1 +n (1 — 6_2“)} ,
Yy = x+ 2kt,
z = x+ Kkt (2.4)

Usando a Eq.(2.3), Peixoto de Faria e Nemes encontram uma expressao geral
para o operador densidade, independente do estado inicial do campo. O operador é
funcdo dos operadores de criacdo e destruicdo do oscilador harmonico a' e a e dos

estados de nimero |n) sendo a sua forma final dada por

>

ewnti=De=2G+0 \/(r + D)1 (r + 5)!

PP I T rl(l—ev)~r

r=0 (=0 7=0

x (@) exp [afaln (1 - e7*)] (a)’ (2.5)

D

onde

Pritrtg = (1 + U polr + 7).
Note-se que a forma geral deste operador permite calcular a evolugao temporal de
qualquer estado inicial no qual o campo eletromagnético possa ser preparado. Esta-
mos interessados em calcular a evolucao temporal da superposicao de dois estados
coerentes, ou estado de gato, ja definido na Eq.(1.28). Para isso, nos interessa

calcular a evolugao do termo cruzado py = |ay) (| obtendo como resultado

N —x 1 * — %
Pa; (1) = e “exp [—5 (|041‘2 + |042’2) + a0y (1 —¢ y)}T [, as

= e " (ag|ay)exp [—ala;e—y]“f [y, as] (2.6)
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onde definimos o operador T [ay, ay] como
'Y‘ [al’ 042] — e(oqe*zwot—z)[ﬂ exp [CALTCALIH (1 o e*;ﬂ)] eaz(elwotfz)d.

Usando esta forma final, calcularemos a forma analitica da funcao de Wigner depen-
dente do tempo associada ao estado de gato de Schrodinger e analisamos os efeitos

da decoeréncia sobre a funcao de Wigner do oscilador para o referido estado inicial.

2.1.2 Calculo da funcao de Wigner.

A partir da Eq.(1.42) e depois de alguma &lgebra, a funcao de Wigner tem a
forma [32]

2 * *
W (,7',8) = e [ (=gl p(t) ) e % 2 e, 2.7
T
onde v e £ sao varidveis complexas e |+&) sao estados coerentes. Usando o operador

densidade definido na Eq.(2.6), calculando a quantidade (—¢|p (t) |£) ¢ integrando

na variavel &, obtemos a forma final da fung¢do de Wigner do termo cruzado |a;) {as|

War (7" 1) = ifi (t) {azfon) exp{ =27 (¢) [y —on (1) [V — a3 ()]}, (2.8)

onde a; (t) = aze” (02 ¢ T% (¢) é uma funcdo que depende tanto da temperatura

e da constante de amortecimento quanto do tempo sendo

6—27
“(t) = ——. 2.9
0= 5 (29)
Resulta ser interessante calcular o comportamento assintético tomando o limite

para tempos longos da expressao (2.8)

o 2 1 _ s o
Jim WEE (7,797,1) = P w7l (2.10)
onde limy . a(t)=0e
N 1
A T () = 1755

Esta expressao corresponde a funcao de Wigner do estado térmico [64], sendo uma
funcao simétrica centrada na origem do espaco de fase com largura e altura depen-
dentes do nimero médio de f6tons do reservatério. Para T'= 0 (n = 0), a fungao é
uma gaussiana centrada na origem, que corresponde a fungao de Wigner do estado
fundamental (Confrontar com a Fig.1.1(a)). Para temperaturas crescentes, a largura

da fungao aumenta e a altura diminui.
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Esta solucao permite calcular uma boa quantidade de casos particulares. Ao
considerar o estado coerente, obtido da condi¢ao ay = as = «, a funcao de Wigner
dependente do tempo, para qualquer temperatura e constante de amortecimento
é da forma:

W (3,7",1) = 2T (1) e 25O —et0F (2.11)

A temperatura nula (7 = 0), vemos que I'f =1 e a fungao de Wigner tem a forma
: 2 ~2h-a()?
W (7,7, t) |7=0 = —e 7 . (2.12)

Este resultado ja é reportado na literatura [65, 19] quando é considerada a
evolugao de um oscilador preparado num estado coerente com intensidade |a|?, le-
vando na conta s6 o termo dissipativo na equacao mestra. Vemos que a funcao de

2
e 2,‘»ite7

Wigner é uma gaussiana centrada no ponto correspondente a |a (t)|° = |a|
consequentemente, o sistema tende ao estado fundamental j& que « (t) — 0 quando
t — 00.

Da mesma forma, podemos calcular a expressao analitica da funcao de Wigner
dependente do tempo associado a uma mistura estatistica. Substituindo cada termo

da forma |a;) (o], presentes na fungdo de Wigner geral, Eq.(2.8), obtemos:

* 1 * *
Wye (v,7"5t) = §[Wa (7,75 t) + W_g (7,77, 1)]
_ 5 [=2rROR=a(OF | -2MROl+a(0F) (2.13)
T

Finalmente, podemos escrever a expressao da funcao de Wigner dependente do
tempo quando consideramos um estado de gato de Schrodinger. Usando a Eq. 1.33
e seguindo o mesmo procedimento do usado nos dois casos anteriores, obtemos a
forma geral da funcao de Wigner para qualquer superposicao dos estados coerentes

) e |=a)

2 5
Wo (1,970) = AP 0) {20720 ROI P HOR cos [ (1) Fm (v (1)) — o
s
4o~ R@Oh—a®* 4 6—2F%(t)h+a(t)\2} (2.14)
Cabe comentar que para tempos suficiente longos, o estado coerente, a mistura

estatistica e os estados de superposicao tendem até o estado térmico como podemos

ver ao calcular os limites para tempos longos das Eq.(2.13) e da Eq.(2.14).
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(e) (.Uot =20 (f) th =70

(h) wot =17.0 (1) wot = 20.0

() wot = 23.0 (k) wot = 26.0 (1) wot = 32.0

Figura 2.1: Curvas de nivel da funcao de Wigner do gato par a 7" = 0K para os

tempos indicados e o = (2,2), k/wy = 0.1 e wy = 1.
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2.1. Efeitos da temperatura sobre superposigoes de estados coerentes. 41

Figura 2.2: Evolucao da funcao de Wigner do mesmo estado inicial para os tempos
indicados e T'= 02K, a = (2,2), k/wg = 0.1 e wg = 1.0. (a)wet = 1.0; (b)woet = 6.0;
(¢)wot = 16.0; (d)wot = 200.
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Com o objetivo de visualizar o efeito da dissipagdo (o = (2,2), k/wy = 0.1 e
T =0), a forma da fungdo de Wigner para alguns tempos de interesse é mostrada na
Fig. 2.1 considerando como estado inicial o estado de gato par, definido na Eq.(1.30).
O estado inicial de superposi¢ao (gato par), ilustrado na Fig. 2.1(a), vai perdendo
os termos de interferéncia e finalmente, quando wy7y & 2.0, o sistema é uma mistura
estatistica dos estados |a(7y)) e |—a(74)), como observamos das Figs. 2.1(b-e). Para
tempos maiores, vemos como os dois pacotes que constituem a mistura estatistica
perdem intensidade devido a dissipagao, Figs. 2.1(e-k), e finalmente o sistema atinge
seu estado assintético: o estado fundamental do oscilador harmonico, para o qual
a funcao de Wigner consiste em uma gaussiana centrada na origem do espago de
fase, como vemos da Fig 2.1(1) para w7, ~ 25.0. Portanto, temos duas escalas de
tempo: a primeira é a chamada escala de decoeréncia, onde o estado puro inicial
evolui até uma mistura estatistica de dois estados coerentes e a escala de relaxacao

onde a mistura estatistica evolui até o estado fundamental, um estado puro.

A situagao muda quando consideramos temperaturas diferentes de zero. Nas
Fig. 2.2 e Fig. 2.3 mostramos a evolucao da fungao de Wigner quando consideramos
como estado inicial o gato par, para o mesmo valor de o, k/wg = 0.1 e dois valores
diferentes de temperatura, T'= 0.2K e T'= 4K. O nimero médio de fétons é calcu-
lado substituindo o valor da temperatura na estatistica de Bose-Einstein, Eq. (1.36),
onde o valor da frequéncia do modo corresponde aquela usada no experimento de
Paris [55]. Além das curvas de nivel, incluimos os gréficos tridimensionais para ob-
servar as mudancas na ordem de grandeza da funcao. Nos dois casos, o sistema
mantém as duas escalas de tempo: a primeira para t ~ 74 na qual o estado de super-
posicao perde os termos de interferéncia, e a escala de relaxacao onde 74 < t ~ 7., na
qual os dois pacotes que formam a mistura estatistica perdem intensidade até atingir
o estado térmico. Quando a temperatura é baixa (nimero médio de fétons térmicos
pequeno), o tempo de decoeréncia mantém-se pequeno, como vemos ao comparar
os tempos associados as funcoes de Wigner mostrada nas Figs. 2.2(a),2.3(a). Ve-
mos que woTy < 6.0 se T'= 0.2 e wory < 0.5 se T' = 4.0. A medida que o tempo
passa, a largura da funcao de Wigner aumenta e a amplitude diminui ao aumentar
o numero médio de fétons térmicos presente no sistema, como vemos ao comparar
as Figs. 2.2(b-d) com a mesma sequéncia da Fig. 2.3. Podemos estabelecer duas

diferencas fundamentais com relacao ao caso de temperatura nula: a escala de de-
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coeréncia, 74, € menor quando a temperatura aumenta e o estado final nao é um
estado puro e sim um estado misto. Como tinhamos visto ao analisar o limite da
funcdo de Wigner associada ao termo |aq) (| para tempos longos, o efeito que a
temperatura tem sobre o sistema é leva-lo, nao para o estado fundamental como no

caso a l' = 0K, e sim até o estado térmico.

2.2 Dissipacao no sistema atomo-campo.

Nesta secao, apresentamos o célculo da fungao de Wigner conjunta do sistema
atomo-campo e as fungoes de Wigner reduzidas associadas ao micromaser onde sao
consideradas perdas na cavidade e o sistema esté fora da ressonancia [63]. Usare-
mos nesta secao o operador densidade solucao da equacao mestra na aproximacgao
de Born-Markov para este problema, ja calculado por J.G. Peixoto de Faria e M.C.
Nemes [50]. As fungoes de Wigner reduzidas permitem analisar a dindmica do sis-
tema na representacao do espaco de fase, da mesma forma que foi feito no caso
do campo em contato com um reservatorio discutido na Secao anterior. Usando a
solugao para o operador densidade global da Ref. [50], construimos a funcao de quase-
distribuigao de Wigner conjunta proposta por Czirjdk e Benedict [62] no espago de
fase completo definido pelo produto direto da esfera de Bloch e o espaco de fase do
campo eletromagnético. De posse deste resultado, calculamos as fungoes de Wigner
reduzidas dos subsistemas, ao integrar sobre as variaveis que nao desejamos. Inicial-
mente, revisaremos os resultados para o operador densidade para depois apresentar
os resultados do nosso cédlculo da fungao de Wigner tanto do campo como do dtomo.
Estas fungoes permitem visualizar a dinamica de interacao e o emaranhamento dos
subsistemas, ao considerar um estado inicial particular e dissipacao nula, além de

estudar os efeitos sobre o estado atomico quando o termo dissipativo é considerado.

2.2.1 Operador densidade para o modelo Jaynes-Cummings
com dissipacgao.
Para descrever o sistema onde dtomo e campo interagem dentro de uma cavidade

de alto factor de qualidade @), consideramos o modelo de Jaynes-Cummings que

descreve a interacao de um atomo de dois niveis interagindo com um campo eletro-
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magnético monocromatico dentro de uma cavidade dado pela expressao (1.59) que

reproduzimos aqui

H = hwela+ hw,o. +Q (a6, +alo_), (2.15)

Aqui w, é a frequéncia do modo do campo, w, é a frequéncia da transicao entre
os niveis do atomo e a e a sdao os operadores de criacdo e destruicio bosénicos com
comutador [G,a'] = 1. Os estados |e) e |g) do dtomo permitem definir os operadores
a;, (1 = 1,2,3). Modificamos a notagao de maneira que 2 é a frequéncia de Rabi
que mede o acoplamento entre atomo e campo.

Fora da ressonancia, no regime dispersivo |§|/€ > v/n + 1, sendo n o ntimero de
fétons e § = w, — w,. 0 parametro de dessintonia, o Hamiltoniano efetivo do sistema
¢ dado por [66]:

. Q
HSH = hwoadt + =26, + h=— [(aa’ + 1)]e)(e| — aa'|g)(g]] - (2.16)

O operador densidade global do sistema atomo-campo satisfaz a equagao mestra

dp(t) L oerr Y
— = —|H t Dp(t 2.17
onde o operador D descreve as perdas dentro da cavidade. Para o caso onde a

temperatura é nula, este operador tem a forma
D=rRacal —alao —oala). (2.18)

Aqui k é a constante de dissipacao e o simbolo ® indica o local onde o operador
densidade deve ser substituido. J.G. Peixoto de Faria e M.C. Nemes [50, 67] resol-
veram a Eq.(2.17) usando o formalismo de super-operadores para o estado inicial do
sistema dado por

W(0)) = —=(le) + 19)) @ |a), (2.19)

Sl

sendo |a) o estado coerente e |g) e |e) sdo os estados fundamental e excitado do
atomo, respectivamente. A solucao analitica para a evolucao temporal do operador

densidade é escrita como
1 . . . .
pt) = S(le a(t)e” ) (e, a(t)e™™ | + |g, a(t)e™") (g, a(t)e™|
+ez‘@(t)+1“(t) |6, a(t)e—iw0t> <g7 a(t)e iw0t|

OO g, a(t)e ) e, alt)e ), (220)
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46 2. Funcao de Wigner em dois modelos de sistemas abertos.

onde a(t) = aexp(—xt) e wy = Q%/4, e as fungdes I'(¢) e O(t) sao definidas como se

segue
O(t) = —wot + ol [e™ " (ksin2wot + wp cos 2wpt) — wo) (2.21)
TR+ Wd 0 0 0 0 '
[(t) = —|a*(1 — e ) — —‘Oé'% [e™ 2% (i cos 2wyt — wp sin 2wpt) — k).  (2.22)
K% 4+ wj

De posse deste resultado, os autores estudam a dinamica da entropia linear de cada
subsistema, definida na Eq.(1.8). Cabe levantar alguns pontos da discussao por eles
realizada que serao de interesse ao analisar o comportamento da funcao de Wigner,

que sera calculada posteriormente:

1. Para tempos correspondentes a wyt = mm e kK # 0, a entropia linear é nula
e o estado do sistema é separavel, que pode ser expresso como um produto
direto de estados dos sub-espagos atomico e de campo. No entanto, o estado
do campo é puro enquanto o atomo evolui até um estado misto. Isto quer
dizer que o atomo carrega o grau de decoeréncia do sistema atomo-campo nos

instantes onde o sistema nao estd emaranhado.

2. As propriedades do sistema atomo-campo sao governadas pela presenca do re-
servatorio, onde tal efeito esta completamente associado a fungao caracteristica
['(t). Ao estudar a evolugao do operador densidade global, vé-se que o processo
de decoeréncia nao é completo, ja que o operador densidade global nao evolui

até uma mistura estatistica dos proprios autoestados no limite de t — oo.

3. Embora o reservatdrio esteja acoplado ao campo na cavidade, a fungao I'(t)

estd presente s6 na expressao para a entropia linear do sistema atomico.

4. Com relagao aos subsistemas, quando o campo atinge o estado fundamental do
oscilador harmonico, o qual é o estado assintotico do subsistema a temperatura
nao nula, conforme vimos na Secao 2.1, nao é possivel para o sistema atomico
perder coeréncia para tempos futuros. Isto é devido a que a decoeréncia é
induzida pelo ambiente e esta s6 pode acontecer no sistema por meio da in-
teracao do campo com o reservatério. Portanto, a entropia linear atomica
alcanga valores menores aquele associado a uma perfeita mistura estatistica

dos niveis |g) e |e). Este valor final da entropia reduzida depende tanto da
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2.2. Dissipagao no sistema dtomo-campo. 47

intensidade do campo coerente preparado dentro da cavidade quanto do valor

da constante de dissipacao.

2.2.2 Evolugao temporal das fungoes de Wigner reduzidas.

Usando a forma do operador de matriz densidade global podemos calcular a fungao

de Wigner conjunta [62], sendo esta definida como

2j+1

W(8,5°,9, 6,1 S 3 Yeo(69) [ PCuolé.€ 0T, (229

K=0Q=-K

onde a fungao caracteristica Ckq(&, ", t) é dado por
Ciq(&, €, 1) = Tr [pDIE]Tkq] -

Aqui, j = % ¢ o valor do spin, Ykq(0, ¢) sdo harmonicos esféricos, T}Q é o operador
de multipolo que atua no sub-espaco de momento angular do dtomo e D[¢] = et €74
é o operador de deslocamento no espaco de fase do campo, ja definido no Capitulo 1.

Substituindo a forma analitica do operador densidade, Eq. (2.20), na defini¢ao
Eq. (2.23) obtemos uma expressao analitica, exata, da fungao de Wigner conjunta

do sistema atomo-campo dada por

W0.5°0,00) = || o3 { 5 G 0Vl6.0) + G o)Vilo.0)
Fy ROV 0.0 - Fovueol ) (2

onde definimos as fungoes G.(t) e F.(t) como:
¢
Gi(t) = (e—Q‘Oé(t)e*iwot_ﬁFie_2|a(t)ez‘w0t_m2)

Fy (t) _ e$i@(t)+r(t)€|a|2(1+ei2i“0t74coswoteii“’ot)67\ﬁ|2672(a* (t)ﬂfa(t)ﬁ*)eiiWOt(2.25)

A funcdo de Wigner do campo (4tomo) pode ser calculada usando a expressao
encontrada para a fungdo conjunta de Wigner, Eq.(2.24), ao fazer o traco sobre as

variaveis de atomo(campo). Desta forma podemos definir:

Wa0.0,0) = [ dEoW(8,5.0.6.0)
Wl 5'0) = [ sin0dodgw (8,5",0,0.)
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48 2. Funcao de Wigner em dois modelos de sistemas abertos.

onde os indices a e ¢ indicam se nos referimos ao sistema atomico ou do campo. Desta

forma, obtemos expressoes analiticas para a funcao de Wigner de cada subsistema

2 (Y0, 0 1
w000 = | 2 TG L ovi.0 - 0.0
" 1 —9l8—a(t)e—iwot|2 _a(t)eiwot|2
Wi(B,57,1) = (72 @2Pmal0el, (2.26)
onde
f:l:(t) _ 6:Fi@(t)—&-F(t)€|oc(t)|2(1-|-i’)e:‘:2i‘*’()t—4cos (wot)eiWOt). (227)

Estes resultados mostram como a fungao de Wigner associada ao campo é sempre
positiva. De fato, ela tem uma forma andloga a funcao de Wigner da mistura
estatistica de dois estados coerentes com amplitude igual a a(t) e diferenga de fase
igual a 2wyt, se a comparamos com a Eq.(1.46). Por outro lado, a fungao de Wigner
atomica tem valores negativos, devido ao fato de estar associada a evolucao de um
estado de superposi¢ao dos niveis |g) e |e). Vemos que ela depende da funcao I'(t),
indicando que a sua dinamica é afetada pelo reservatoério.

Na Figura 2.4 apresentamos as funcoes reduzidas nos dois subespacos para o
tempo inicial. A funcdo de Wigner do campo no plano 3 (neste caso § = = + ),
Fig.2.4(a), corresponde a uma gaussiana centrada no ponto o = (2,0). A fungao
de Wigner atomica na representagao polar esférica, Fig.2.4(b), corresponde a uma
superposicao dos niveis atomicos preparada no instante inicial e tem dois l6bulos
localizados no equador da esfera de Bloch: um deles positivo na direcao positiva
do eixo x e outro na direcao oposta, sombreado na figura, que corresponde a parte
negativa. De novo, apresentamos o valor absoluto da fungao de Wigner atomica
para facilitar a visualizagao. Esta parte negativa da funcao de Wigner é devido ao
forte cardter nao-classico da superposigao dos dois niveis atomicos na Eq.(2.19). De
fato é o andlogo das franjas de interferéncia dos estados de superposicao dos estados
coerentes |a) e |—a) da Fig. 2.1(a). Notemos que sé aparece um l6bulo negativo,
indicando que o estado de superposicao estd associado a niveis de um atomo sé
(confrontar com o exemplo dado na Fig.1.3(b)).

Num primeiro exemplo, apresentamos a evolugao das fungoes de Wigner quando
as perdas nao sao consideradas (k = 0) o que corresponde a situagao descrita pelo
modelo Jaynes-Cummings. Na Fig. 2.5(a-d) mostramos quatro instantes diferentes:

vemos como o estado coerente inicial da Fig. 2.4(a) evolui até um estado de mistura
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Figura 2.4: Fungoes de Wigner Reduzidas dos subsistemas (a) campo e (b) dtomo

no tempo inicial e o = (z,y) = (2,0).

estatistica de dois estados coerentes com ay = (0,2) e ap = (0, —2), como é mostrado
na Fig. 2.5(a). Neste contexto, o fato do estado do campo estar representado por uma
mistura estatistica, indica que os subsistemas estao maximamente emaranhados.
Nos tempos correspondentes a wgt = mm, a fungao de Wigner corresponde aquela
associada a um estado coerente. A diferenca de fase entre este estado e o estado
coerente inicial depende se m é par ou fimpar como podemos observar na Fig. 2.5(b,c).
Quer dizer que num perfodo igual & T' = 7/wy, o estado do subsistema volta a ser
puro. Denominaremos este tempo periodo de recoérencia onde usamos este termo
para referirmos a instantes onde os estados tanto no atomo quanto do campo sao
estados puros e o estado global é separavel. Vemos que também pode ser definido
um periodo de recorréncia, denotado como 7, que corresponde ao tempo no qual
o estado de subsistema volta ao estado original. Neste caso particular 7 = 27 /wy,

como vemos das Fig. 2.5(c,d).

Um comportamento equivalente é observado para o subsistema atomico, ilus-
trado na Fig. 2.6(a-d). Podemos ver como a fungao de Wigner atomica roda ao
redor do eixo z na direcao definida pela regra da mao direita. No tempo correspon-
dente a wyt = 7/2, Fig. 2.6(a), o parte negativa da fungao de Wigner desaparece,

assim como a assimetria e a forma da funcao é esférica. Esta forma corresponde a
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50 2. Funcao de Wigner em dois modelos de sistemas abertos.

Figura 2.5: Funcao de Wigner reduzida do campo no plano 3 sem dissipagao (o = 2,

Klwy=0ewy=1) para (a) wot = 7/2; (b) wot = 7; (¢) wot = 27 e (d) wot = 4.

uma mistura estatistica dos dois niveis atomicos, ja que todos os possiveis estados
|.J, M), correspondentes a todos os valores do operador J, tém igual probabilidade de
estarem ocupados. Para tempos correspondentes aos miiltiplos inteiros do periodo
de recoérencia, o subsistema atomico recobra a sua pureza e a fase relativa depende
da paridade do multiplo: Para m impar, o atomo evolui para uma superposicao com
fase relativa ao estado inicial de m como podemos ver na figura Fig. 2.6(b). Para m
par, obtemos o estado original, Fig. 2.6(c,d).

Podemos dizer que o Hamiltoniano efetivo da interagao dipolar na aproximacao

dispersiva entre atomo e campo provoca o emaranhamento dos dois subsistemas. Na
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condicao inicial estudada, os dois subsistemas sao estados puros que evoluem até mis-
turas estatisticas para tempos correspondentes a wyt = mn/2 sendo m impar. Por
sua vez, estas misturas evoluem até um estado puro nos instantes correspondentes
a multiplos do periodo de recoérencia T' = 7 /wy. Consequentemente, podemos afir-
mar que o processo de emaranhamento é reversivel. O conceito de emaranhamento
reversivel sera de importancia na analise dos problemas que serao apresentados nos
capitulos posteriores. Um outro aspecto que sera tratado também consiste na “re-

corréncia” ou capacidade de um sistema de voltar ao estado no qual foi originalmente

preparado.
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Figura 2.6: Fungao de Wigner atomica reduzida no caso nao dissipativo usando os
mesmos parametros da Fig. 2.5. (a) wot = 7/2, (b) wot = 7, (¢) wot = 27 e (d)

th = 4.

O comportamento muda quando consideramos dissipagao no sistema como vemos
na Fig. 2.7(a-d), onde é mostrada a evolugao da fungdo de Wigner do campo para

la] = 1, k/wy = 0.1 e wg = 1. A dinamica dos pacotes ao redor da origem do
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52 2. Funcao de Wigner em dois modelos de sistemas abertos.

espaco de fase é similar a associada ao caso nao dissipativo: o campo continua
evoluindo até o estado de mistura estatistica quando wot = (2m — 1)7/2, como
vemos na Fig. 2.7(a), recobrando a sua pureza quando wgt = mm. De novo, o
estado tem uma diferenca de fase com relacao ao estado original que depende de
se m é par ou fmpar. A intensidade do estado coerente atingido pelo sistema é
cada vez menor como podemos observar na Fig. 2.7(b,c). O efeito da dissipagao
consiste em fazer com que o estado do campo seja atraido ao estado fundamental do
campo. Vemos que, para tempos suficientemente grandes, a fungao de Wigner tem
a forma de uma gaussiana centrada na origem do estado de fase, Fig. 2.7 (d), que
coincide com a forma da fungao de Wigner do estado fundamental (ver Fig.1.1(a)).
O tempo que o sistema leva para relaxar até o estado fundamental depende tanto
da constante de amortecimento, x, quanto da intensidade inicial do estado coerente.
O estado assintotico coincide com aquele encontrado na Secao anterior quando o
modo do campo eletromagnético interage com o reservatério a 1T’ = 0, como vemos

ao comparar as Fig. 2.7(d) e a Fig. 2.1(1).

Mais interessante resulta observar a forma da fungao de Wigner atomica para
diferentes valores de intensidade do campo e constante de amortecimento, k. Na
Fig. 2.8(a-d) mostramos a evolugdo da funcao de Wigner atomica no caso de dis-
sipagao fraca (k/wy = 0.01) e intensidade moderada de campo eletromagnético
(la] = 1). Na Fig. 2.8(a) encontramos um comportamento similar aquele encontrado
no caso nao dissipativo: O sistema tende & uma mistura estatistica para wot = 7/2.
Para o primeiro tempo para o qual o estado é separavel, wyt = m, indicado na
Fig. 2.8(b), a parte negativa reaparece na fungao embora a sua intensidade decresce,
se comparamos com o estado inicial. Este processo continua até a correspondente
volta do estado de campo para o estado coerente wot = 27 (Fig. 2.8(c)), onde o
l6bulo negativo volta para sua posicao original mas sua intensidade ¢é significativa-
mente menor. O estado atomico nao consegue voltar para o estado de superposicao,
sendo agora um estado misto, embora nao evolua até uma mistura estatistica per-
feita (forma esférica), como vemos na Fig. 2.8(d) onde a fungao de Wigner atomica
conserva uma deformacao na regiao na qual aparece o 16bulo negativo no tempo
inicial.

Consideremos a evolucao das fungoes de Wigner atomicas quando aumentamos

o valor da constante de amortecimento x/wy = 0.1, nos mesmos instantes de tempo
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Figura 2.7: Funcao de Wigner reduzida para o campo no plano § para a = 2,
Klwy = 0.1 ewy=1. (a) wot = 7/2; (b) wot = m; (¢) wot = 27 e (d) wet = 1007.

apresentados na Fig. 2.8, as quais s@o mostradas na Fig. 2.9(a~-d). Quando wyt =
7/2, a forma da funcdo de Wigner é igual aquela obtida para dissipacao fraca,
onde o estado atomico atinge uma mistura estatistica, devido ao emaranhamento
com o campo eletromagnético. No tempo correspondente ao primeiro periodo de
recoérencia no caso nao dissipativo, Fig. 2.9(b), o 16bulo negativo desaparece, embora
a deformacao da superficie na regiao onde este l6bulo apareceria ainda é observada.
O 16bulo positivo, tanto para o caso de dissipacao fraca quanto para o valor aqui
considerado, nao é afetado. Neste ponto é interessante observar o resultado para a
entropia linear do sistema atomico obtido por Peixoto de Faria e Nemes neste tempo:
enquanto a entropia linear do campo é nula, a entropia linear do subsistema atomico
é diferente de zero, indicando seu carater de estado misto. Os nossos resultados
para a funcao de Wigner confirmam este resultado. No tempo correspondente ao

primeiro periodo de recorréncia do caso nao dissipativo, mostrado na Fig. 2.9(c),
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Figura 2.8: Parametrizacao esférica da funcao de Wigner reduzida atomica para

a=1ekr/wy=0.01. (a) wyt =7/2; (b) wot = 7; (¢) wot = 27 e (d) wot = 1007.

a forma assintotica do estado foi praticamente atingida, como podemos concluir
ao comparar com a Fig. 2.9(d). De fato, ao aumentar o valor da constante x o
campo atinge mais rapidamente o estado fundamental e o subsistema atoémico, que

interage com o reservatorio via o emaranhamento com o campo, atinge o seu estado
assintético ao mesmo tempo.

Na sequéncia apresentada na Fig. 2.10(a-d) consideramos dissipagao fraca, k/wy =
0.1, e uma intensidade de campo maior, || = 2. Comparando com o casos discuti-
dos anteriormente, podemos ver como a funcao de Wigner atomica tem uma simetria
mais similar a esférica, ainda para tempos correspondentes a miltiplos do periodo de
recoérencia. A forma da fungao esta relacionada com o valor final da entropia linear
do subsistema atomico e olhando para estes resultados, podemos chegar a algumas
conclusoes sobre o tipo de mistura que o subsistema atomico atinge. Se compara-

mos as Fig. 2.9(d) e Fig. 2.10(d), observamos que para o primeiro caso, a funcao de
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Figura 2.9: Parametrizacao esférica da funcao de Wigner reduzida atomica para
a=1er/wy=0.1. (a) wyt =7/2, (b) wot =7, (¢) wot = 27 e (d) wot = 1007.

Wigner mantém a assimetria e o estado nao relaxa para uma mistura estatistica.
Pelo contrario, no caso de uma intensidade maior do campo, a funcao de Wigner
do estado assintético possui uma maior simetria esférica, indicando que o estado do
sistema é mais proximo a mistura estatistica. Além dos parametros considerados
anteriormente, a forma especifica da funcao de Wigner atomica depende também da
relagao entre o periodo de recoérencia 7 = m/wy e o tempo quando o campo atinge
o estado fundamental. Dependendo de se o tempo no qual o campo atinge o estado
fundamental é préximo ou nao de um multiplo do periodo de recoérencia, a forma

final da funcao de Wigner atomica é menos ou mais parecida com uma esfera.

Estes resultados concordam com o comportamento das entropia lineares dos sub-
. . 2 . .
sistemas para diferentes valores de |a|” reportadas por Peixoto de Faria e Nemes.
Podemos extrair estas informacgoes da forma analitica para a funcao de Wigner

atomica na Eq.(2.26). Vemos como o fator exponencial negativo (exp(—I'(t))), pre-
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Figura 2.10: Parametrizacao esférica da funcao de Wigner reduzida atomica para
a=2ekr/wy=0.1. (a) wot =7/2, (b) wot =7, (c) wot = 27 e (d) wot = 1007.

sentes nas fungoes f1(t) que acompanham os harmonicos esféricos Y1y, faz com
que estas fungoes adquiram valores muito préximos de zero e s6 o harmonico de
simetria esférica Yy (0, ¢) sobrevive para tempos longos. A forma da fungao de
Wigner atomica para tempos suficientemente longos depende fortemente da inten-
sidade do campo e do valor da constante de amortecimento. Da mesma maneira,
podemos concluir que a forma das fun¢oes de Wigner reduzidas indicam que, embora
o reservatorio esteja acoplado ao campo eletromagnético, a dinamica do subsistema
atomico carrega os efeitos de dissipacdo. Incrementando a intensidade || do campo
coerente considerado como estado inicial, vemos como o sistema atomico vai para
um estado com simetria quase-esférica. Nestas situagoes, o estado assintético do

sistema atomico fica mais proximo de uma mistura estatistica.
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Capitulo 3

O oscilador quartico

bidimensional.

A propagacao lenta (velocidade de grupo igual a 17m/s) de um pulso de luz [68],
obtida em experimentos que envolvem tanto a Transparéncia Eletromagneticamente
Induzida (TEI) quanto tecnologia de adtomos frios com o objetivo de criar uma
ressonancia com largura de linha de transmissao muito menor ao naturalmente as-
sociado aos atomos, tem despertado um interesse recente no estudo de propagacao
de luz em meios nao-lineares. Um pulso que se propaga neste tipo de meio experi-
menta, além da diminuicao da velocidade de grupo, o aumento da eficiéncia da nao-
linearidade Kerr [69] ja comprovada experimentalmente [70]. Esta magnificacao de
intensidade sugere que propostas tedricas de aplicacoes usando interacao nao-linear
tipo Kerr podem se tornar experimentalmente realizaveis. Algumas destas propos-
tas estao relacionadas com a geracao de superposicoes macroscopicas de estados
coerentes de oscilador harmonico, chamadas de “gatos de Schrodinger”, problema
que foi abordado por alguns autores [40, 71]. Também sao discutidos na litera-
tura fendmenos como colapsos e ressurgimentos [72], ressurgimentos fracionais [73]
e geracao de estados maximamente emaranhados [74]. Nestes trabalhos, o modelo
usado considera dois pulsos de luz interagindo num meio nao-linear, onde os cam-
pos sao descritos como osciladores harmonicos e o termo de interacao sao poténcias
quarticas dos operadores de criacao e destruicao. O modelo que melhor se ajusta a

esta situacao é o modelo quartico bidimensional.
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58 3. O oscilador quartico bidimensional.

Este modelo resulta importante na descricao da interacao de dois condensados de
Bose-Einstein [43]. A interagao entre os dois condensados estd associada as colisoes
de dois corpos [75, 76]. A geracao tanto de estados emaranhados quanto estados de
gato de Schrodinger tém sido discutidas usando um modelo simples de dois modos
bosonicos onde cada um destes modos descreve um condensado com diferentes graus
de liberdade [77, 78]. A forma do Hamiltoniano coincide com aquele que estuda-
remos a continuacao. Neste capitulo estamos interessados na solucao analitica da
equacao de Schrodinger associada ao Hamiltoniano que descreve a interacao de dois
osciladores quarticos acoplados via dois tipos de interagao: bilinear e biquadratico.
O primeiro deles corresponde ao associado a interagao dipolar na aproximacao de
onda girante e o segundo, nao-linear, ¢ uma funcao da poténcia quadratica do Ha-
miltoniano que descreve o sistema de dois osciladores nao interagentes. Uma vez
calculada a solucao global dependente do tempo podemos encontrar, tomando o
traco parcial sobre as variaveis de um dos osciladores, os operadores densidade as-
sociados aos subsistemas. De posse deste operador, é possivel analisar a dinamica
do emaranhamento ao estudar a evolucao da entropia linear reduzida e determi-
nar os efeitos de cada termo de interacao na evolucao do estado inicial escolhido.
Analisaremos as condigoes necessérias para a obtencao de superposicoes de estados
coerentes dependendo tanto do estado inicial quanto dos parametros fisicos associa-
dos ao Hamiltoniano livre (wp) e aos termos de interacao (w, e wy). Posteriormente,
estudaremos o comportamento do emaranhamento quando o estado inicial é um
produto de estados coerentes no limite de i — 0 usando os nossos resultados para a
entropia linear reduzida e a funcdo de Husimi. A andlise destes resultados permite
estabelecer um tempo de ruptura que separa em dois regimes diferentes a dinamica
do sistema [79] e compararemos a dependéncia no valor da constante de Planck
deste tempo de ruptura com o previsto para a escala de Ehrenfest [80, 81, 82]. Este
trabalho foi realizado em conjunto com o Dr. Renato Moreira Angelo, na data aluno
do IFGW e orientado da Prof. Dra. Kyoko Furuya. A andlise do andlogo classico
deste sistema e comparacoes entre o comportamento de distribuicoes estatisticas e
algumas das solugoes do problema mecanico quantico aqui apresentadas, podem ser

encontradas na tese de doutorado do mesmo autor [18].

Tese de Doutorado Liliana Sanz de la Torre



3.1. Solugao da Equagao de Schrodinger e dindmica do emaranhamento. 59

3.1 Solucao da Equacao de Schrodinger e dinamica

do emaranhamento.

Nosso sistema consiste em dois osciladores com a mesma frequéncia sendo um dos
termos de interagao de carater bilinear, associado a interacao dipolar na aproximacao
de onda girante, e considerando também uma interacao nao-linear, quartica. Ha-
miltoniano quantizado que descreve o sistema foi apresentado na Eq.(1.49) e que
re-escrevemos a seguir

H=Hy+Vy+V, (3.1)

onde

A 1

Hy = hwy Z (aka )

Vi = hw, (ang + alag) (3.2)
. 2

V, = hw,H; =g (alay +alas +1) .

O Hamiltoniano Hy e os termos de interacao formam um conjunto de operadores

com algebra definida pelas seguintes regras de comutagao (Ver Apéndice A)
[Ho,Va] = [V, V] = 0. (3.3)

Como consequéncia desta propriedade, podemos usar a mesma base de autoes-
tados do Hamiltoniano livre, a base de estados de Fock, para descrever o problema
ao considerarmos as interagoes. Também é possivel o estudo dos efeitos de cada
interacao separadamente, o que simplifica consideravelmente o calculo da solucao

analitica do estado global do sistema. E de nosso interesse encontrar as solugoes

[ (1)) = e+ 3p(0)) = e 71 |46, (0)) @ [15(0)) (3.4)

onde H é o Hamiltoniano definido na Eq.(3.1) e consideraremos trés tipos diferentes
de estados iniciais [1(0)). No primeiro deles, cada um dos osciladores é preparado
num estado de Fock. O segundo estado inicial de interesse é o produto direto de
estados coerentes de osciladores harmonicos e num terceiro estado consideramos um
dos osciladores preparado no estado coerente sendo o outro um estado de Fock.
Uma vez calculado |9 (1)), e lembrando que o nosso estado global é puro, podemos

calcular a forma do operador densidade total usando a defini¢ao (1.3)

p(t) =1y @) (¥ (1) (3.5)
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Os correspondentes operadores densidade reduzidos, pi (t), podem ser calculados

tomando o traco sobre as varidveis do subsistema que nao nos interessa

pr(t) = Tr;[[v @) (¥ @)]]
= YUl (3.6)
J
sendo |j) um estado de Fock. Este operador é de extrema importancia ja que serao
calculadas medidas de perda de pureza dos subsistemas através do mesmo. Ja que
o sistema é bipartite e os estados iniciais de cada subsistema sao puros, usaremos a

entropia linear reduzida, definida na Eq.(1.8) e a entropia de Von-Neumman
Sk = —Trk(ﬁk In ﬁk) (37)

Uma outra quantidade que serd usada tanto na determinagao de condigoes de for-
macao de superposicoes de estados coerentes quanto na andlise do comportamento

semicldssico do sistema ¢é a fun¢ao de Husimi, dada pela Eq.(1.39).

3.1.1 Solucao analitica para um produto direto de estados
de Fock

Nesta primeira parte, definiremos como estado inicial o produto direto de dois esta-
dos de Fock

[9(0)) = 1), @ [n2)y = [n1,na) - (3:8)

Primeiro apresentaremos um resumo do célculo da evolugao temporal do estado in-
icial onde analisaremos a forma final do estado global extraindo algumas informacgoes
sobre a dinamica do sistema. Numa segunda parte, serao apresentados os nossos
resultados para a entropia linear reduzida seguido de uma breve andlise sobre as
condicoes de recuperacao de separabilidade.

Com o objetivo de encontrar a evolugao temporal deste estado, usamos uma nova

base de operadores bosonicos [83] definidos como

_ At b= A=
Va2 SERCRE

~

ai

(3.9)

Podemos conectar as duas diferentes bases de autoestados dos operadores a e A. Isto
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¢ feito ao escrever um estado |ny, no) na nova base, obtendo a relagao (Apéndice A.1)

ny n2

1, M)y = > O Cij(na,ma) [N = (i + 5), (i + j))a (3.10)
i=0 j=0
onde
() (n2\ [N = G+ )N+ )
cij(ni,ng) = (—1)7 ( i ) (j )\/ 2N Iny! )
N: <’I”L1,7”L2‘N1+N2’7”Ll,n2> :77,1+77,2. (311)

Aqui, N é o ntimero de excitacao e o subindice a faz referéncia ao espaco dos
operadores bosonicos originais e A denota estados associados aos novos operadores.
A tnica imposicao feita no calculo consiste em que o estado fundamental seja descrito
pelo mesmo vetor em qualquer das duas representacoes (]0), = [0) , ).

O Hamiltoniano (3.1) pode ser escrito usando os novos operadores de nimero do

k-ésimo oscilador, N = ALAk, pois é diagonal nesta representacao

N A 1 ~ 1 A A 2
H =h(wo+ wy) (Nl + 5) + 1 (wp — wy) <N2+ 5) + hw, (N1 + Ny + 1) .(3.12)

Usando a tltima expressao, e considerando o estado inicial da Eq.( 3.10), encon-
tramos a forma para o estado evoluido [¢ (t)) assim

ny ng

W) = eI ciy(n,na)e NN = (i 4 5), (i + )5, (3.13)

i=0 j=0

A quantidade ® = wot(N + 1) + wrtN + wt(N + 1) é uma fase global que
depende tanto de wy, associada a interacao bilinear, quanto de wy, relacionada com
o termo quértico. Depois de realizar alguns calculos algébricos (Apéndice A.1),
podemos escrever este mesmo resultado como uma funcao dos operadores bosonicos
originais chegando a seguinte forma final, onde a fase global nao ¢ inclusa

{di cos (wyt) — 1al sin (w,\t)}m [—zcﬂ sin (wxt) + ab cos (w,\t)} "
mni. No.
(3.14)

O nosso resultado ja nos permite entender alguns aspectos da dinamica do ema-

ranhamento. O primeiro é o fato da interacao quartica nao ter nenhum efeito sobre
a evolucao temporal nesta condicao inicial particular, ja que s6 contribui ao estado
evoluido com uma fase global. O emaranhamento é devido somente a interacao bi-

linear. Analisando o estado global, definido na expressao (3.14), podemos definir
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dois tempos de interesse particular para os quais o estado do sistema volta a ser

separdvel. Para T; = *(l 4 3) com [ inteiro obtemos

(WD) = (=)™ (=) g, ny)
= "M ny) @ |my), (3.15)

onde ®(7;) é uma fase global. Este estado ¢ separavel mas diferente do estado
original. De fato, nestes instantes, hd uma troca dos indices correspondentes aos
niumeros de fotons entre os dois subsistemas, se compararmos com o instante inicial.
Chamaremos a este tempo periodo de recoeréncia devido ao fato dos subsistemas
recobrarem a pureza nestes tempos particulares.

Para tempos correspondentes a 7, = lﬁ, de novo com [ inteiro, o estado do

sistema pode ser escrito como

[W(m)) = (=1)"F) |ng, ny)
= e0(m) 1), ® |na); - (3.16)

Nestes tempos o sistema volta para o estado original. O tempo 7; sera definido como
o periodo de recorréncia do sistema. Para tempos diferentes dos discutidos acima,
os subsistemas estao emaranhados, nao sendo possivel escrever o estado global do
sistema como um produto direto dos estados dos subsistemas separadamente.
Convém escrever o estado global, aplicando os operadores da Eq.(3.14), na re-

presentacao de estados de nimero original. A forma final do estado é dada por

W) =D Cim(t)|In1 —i+m,no —m+1), (3.17)
onde os coeficientes C; ,, (t) s@o definidos como

Cim (1) = (il)(Zj)\/(nl_l‘l‘ﬂ;z:g:?—m‘f‘l)'X

=M (_y gin wyt) M. (3.18)

X (cos wyt)

Na proxima se¢ao usaremos a expressao anterior do estado global evoluido no calculo
da entropia linear reduzida, de maneira que seja possivel estudar sistematicamente

a dinamica do emaranhamento.
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Propriedades do emaranhamento para a condigao inicial |n1); ® |ns),.

Um primeiro passo no estudo das propriedades de emaranhamento consiste no
calculo da matriz densidade reduzida de um dos subsistemas. De posse deste resul-
tado usaremos uma medida de entropia apropriada e assim estudaremos as proprie-
dades do emaranhamento. Usando a Eq.(3.17) podemos calcular a matriz densidade
reduzida do oscilador 1 e expressa-la em termos dos seus autovalores, obtendo como

resultado:
ni1+n2

; G (@) [, (3.19)

onde os autovalores tem a forma
Z Z Cin () Cyr s () Gt Oy 1= m- (3.20)

4,i' =0 m,m'=0
Aqui usamos os coeficientes definidos na Eq.(3.18) e os autovalores satisfazem a
condicao do trago Y- ¢ (t) = 1. Uma expressao andloga é encontrada ao tragarmos
as variaveis do primeiro oscilador e encontrarmos a matriz densidade reduzida do
segundo subsistema. Vemos da Eq.(3.19), que estas matrizes sdo diagonais na base
de estados de numero, sendo possivel calcular tanto a entropia linear reduzida, oy,
quando a entropia de Von Neumman, Sk, devido ao fato de que estas quantidades

podem ser expressas em termos dos autovalores da matriz densidade reduzida como

se segue
ni+nz
Sp=—Tri(ppeInpy) = — Z G () In (G (1)),
ni1+n2 9
e=1-Tr(}) = 1— 3 G (3.21)

O periodo de recoeréncia T = ﬁ ja determinado da andlise da separabilidade da
Eq.(3.14), é confirmado pela dependéncia temporal dos autovalores ¢; () que estd
contida nas funcoes oscilatérias com periodo associado a frequéncia wy. Podemos
ver isto ao calcular alguns casos particulares com valores de n;, pequenos como

mostramos a seguir:
e Para [1(0)) = |1,0) temos
Sp(t) = —cos’wytln (0052 wAt) —sinwytln (Sin2 w)\t) ,

1
6 (1) = 3 sin? 2w t. (3.22)
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e Para [¢(0)) = |1, 1) temos

in? 2wyt
Sp(t) = —cos®2wytIn (0082 2w>\t> — sin? 2wt In <SIHTW’\ ,
in? 2wyt
Ik (t) = smTw)\ (54 3 cosdwyt) . (3.23)
e Para |¢(0)) = |2,0) temos
Sk (t) = —costwytln (Cos4 w,\t) —sinfwytIn (Sin4 wkt) —
sin? 2wt sin? 2wt
— In ,
2 2
in? 2wyt
5, (1) = Sml—(;"* (13 + 3 cos dwpt) . (3.24)
s @
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Figura 3.1: (a) Entropia linear reduzida para trés estados iniciais: |1,0) (linha
continua), |1,1) (linha pontilhada) e |2,0) (linha continua mais espessa). (b) Entro-
pia linear reduzida para o estado inicial (|nq,n2)), onde ny = 3 e os valores de n;

estao especificados na legenda.
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Na Figura 3.1(a) apresentamos os resultados obtidos para a entropia linear reduzida
nos casos particulares correspondentes as Eqs.(3.22-3.24). Notamos que, além das
oscilagoes associadas ao periodo de recoeréncia, aparecem oscilacoes secundarias
para certos valores de ng. De fato, na Fig.3.1(b) observamos que as oscilagoes
aumentam a medida que aumentamos o valor do nimero médio inicial de fétons de
um dos osciladores, conservando fixo o nimero médio de fétons do segundo oscilador.
Isto pode ser entendido da Eq.(3.19) onde os termos do somatério, que correspondem
ao numero de estados acessiveis, aumenta quando n, aumenta e o subsistema pode
passar através de um nimero maior de estados acessiveis, o que significa um aumento
no valor maximo da entropia linear reduzida.

Podemos terminar a nossa andlise dizendo que a dinamica do sistema de dois
osciladores acoplados via os termos de interacao bilinear e quartico quando o estado
inicial do sistema é um produto direto de estados de Fock esta governada pelo termo
bilinear, sendo o efeito da interagao nao linear apenas uma contribuigao a fase global
do estado do sistema. O sistema apresenta emaranhamento reversivel com periodo
de recoeréncia que depende da frequéncia wy. E possivel também definir um periodo
de recorréncia do sistema, 7y, sendo este o tempo no qual o sistema volta ao estado
inicial. Este tempo corresponde ao dobro do periodo de recoeréncia, com a excegao
do caso onde o niimero médio de fétons dos osciladores é o0 mesmo no instante inicial
onde se cumpre que 7, = T7. Na proxima se¢ao usaremos os resultados encontrados
aqui para encontrar a solugao da equacao de Schrondinger quando o estado inicial é

considerado como um produto direto de estados coerentes do oscilador harmonico.

3.1.2 Evolucao temporal do produto de estados coerentes.

Neste caso particular, o nosso estado inicial tem a forma dada por

—leq? 0/2”
m

B(0) = laa) @ fag)e = 73 'zm% Efnm), 325)

onde definimos
_ ok + 1Pok

V2h

Para encontrar a solucao para o estado evoluido, usaremos tanto o resultado

(3.26)

Qg

encontrado para a evolugao temporal da condigao inicial de produtos de estado de
nimero, Eq.(3.14), quanto as relagdes de comutacao, Eq.(3.3). De novo, apresen-

taremos primeiro a solucao geral seguida pelo calculo do operador densidade e da
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entropia linear reduzida. De posse desta quantidade, analisaremos a dinamica do
emaranhamento.
Usando a Eq.(3.14) e as regras de comutagao definidas na Eq.(3.3), podemos

re-escrever a equagao para a evolucao do estado inicial como

W (1) = e iay, an)

e_%Vqtefé(ﬁoJrV*)ﬂal,a2>. (3.27)

Aplicando primeiro o Hamiltoniano livre e a interacao bilinear obtemos

—wwot —wot

cos (wat)al — e

[ozle sin (w,\t)d;} !

X

. o2 —lasl2
p(0) = eiHeTI T Y

m n!

{—zage’“"ot sin (wt)al + age 0t cos (w,\t)&g}m
> : 10,0)
o m!
= e #0 Dy ()] Dl (1)][0,0)
= e #G(1), 2 (1), (3.28)
onde definimos a quantidade Gy (t) (k = 1,2) como
B (t) = e ™" (o coswpt — 1xj sinwyt), (3.29)

sendo j diferente de k e D;[3; (t)] é o operador de deslocamento. Este resultado
preliminar mostra como a interacao bilinear nao emaranha um produto de estados
coerentes, sendo o estado global separdvel para todo tempo. O efeito do termo
bilinear consiste numa mudanga da amplitude (o; — (3;), que depende tanto da
frequéncia wy quanto do valor de «ay, dos estados iniciais.

Ao aplicar o termo nao linear sobre o resultado anterior, obtemos a forma final

do estado evoluido

» {ﬁl (t) e—z2ght]" [62 (t) 6—12ght:|m

A
1)) = e iy e thotlndm n,m). (3.30
(1) > — e nm). (330
onde definimos
A =2h [|041|2 + |a2|2} = Q%1 + Doy + G + Doo- (3.31)

Esta quantidade sera chamada de acdo caracteristica do sistema, e a comparagao

dela com relacao ao valor da constante de Planck sera importante quando fizermos
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a analise do comportamento semiclassico do sistema. Embora a analise direta desta
expressao nos permita em principio encontrar as condigoes de separabilidade e re-
corréncia, vamos voltar a esta questao uma vez encontrada a expressao analitica
para a entropia linear reduzida. Contrastando com a condigao inicial anterior, é
conveniente extrair as informacoes necessarias para o estudo da dinamica do emara-
nhamento em termos do comportamento da entropia linear para depois voltar a nossa
atengao para o estado do sistema dado pela Eq.(3.30). Cabe anotar que, ao calcular
o valor esperado das quadraturas do campo, Qk e P, usando a expressao (3.30),
eles apresentam colapsos e ressurgimentos. Excluimos estes resultados da discussao

geral, e o calculo analitico destas quantidades estd contido no Apéndice A.

Propriedades do emaranhamento para a condigao inicial |a;); ® |a),.

Neste caso particular, usaremos a entropia linear reduzida como uma medida do
emaranhamento entre os subsistemas. Usando a solugao para o estado evoluido,
dada pela Eq.(3.30), e lembrando que w, = hg escrevemos o operador densidade

CcOo1mo

ﬁ(t) = W’(t» WJ (t)l = e_% Z Z e—wgt[(n+m+1)2—(n/+m/+1)2]

n,mn’ m/
’ !
BY B By 3™
vnln'lmlm/!

onde denotamos fy (t) simplesmente como (3. Usando esta iltima expressao, pode-

X ln, m){n’,m'l, (3.32)

mos calcular o operador densidade reduzido ao tragar sobre as variaveis do subsis-
tema que nao nos interessa. Para o k-ésimo oscilador a matriz densidade reduzida

¢é dada por

ﬁ ﬂzm e‘ﬁj‘26—21wgt(n—m)e—lngtI:n2_m2+2(n—m)] ‘TL> <m’ ’ (333)

A
O t == eiﬁ
240 o Vnlv/ml!

onde k # j. Lembrando a defini¢ao para a entropia linear reduzida, Eq.(1.8), vemos
que ¢é preciso calcular o traco do quadrado da matriz densidade reduzida definida

pela Eq.(3.33), sendo o resultado final dado por

t 2n t 2m )
5 (1) = 1 — e 20 3° |G ELR ™ 16x in)' ™" 18, sin? [wyt(n—m)] (3.34)
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Através desta expressao, podemos obter as condi¢oes nas quais os subsistemas nao

estao emaranhados. Para isto, é suficiente cumprir a igualdade

t 2n t 2m )
Try, [ﬁi (t)] — 6_2wk(t)\2 Z ’/6]? E/L') | |5k gn)' ‘ e—4|ﬁj(t)|2 sin? [wgt(n—m)]

= 1 (3.35)
Podemos identificar duas condigoes diferentes, a saber:

1. Condicao dependente do parametro da interagao. Independentemente
dos parametros associados aos estados coerentes no tempo inicial, podemos de-
finir tempos onde o estado global é separavel, os quais dependem da constante
g presente no termo quartico do Hamiltoniano da Eq.(3.1). Para os tempos T;

onde l l
h=—"=2",
wg hyg
temos

0 =w,; (n—m)=mnl(n—m),

onde #; é o argumento da fung¢ao sinusoidal presente na exponencial dentro da
soma do lado esquerdo da Eq.(3.35). Como, para estes tempos, sin®(6;) = 0

entao

Tre[pp(Th)] =

2n 2m
—2|8x (T})|? ’ﬁk (Tl) ’ Wk (Tl) |
¢ %;1 n! m!

_ 6—2|ﬁk(Tl)|2€Q|ﬂk(Tl)|2

= 1, (3.36)

como queriamos demonstrar. Desta forma, podemos definir um periodo 717 que
depende da frequéncia w, associada a interacao nao-linear onde os estados dos
subsistemas voltam a ser puros, sendo o estado global separavel. Ao substituir

estes tempos na Eq.(3.30), obtemos a seguinte forma para o estado global:

[Bu@m) (=1 [Ba(m) (—1)1]"

(1)) = 6_%7;” N Ne In, m)
— |~ B @ (-1 (). (3.37)

Nestes tempos, os estados dos subsistemas sao estados coerentes com intensi-

dade dependente do valor de (3, e a suas fases que mudam ou nao dependendo
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se o valor do parametro [ é impar ou par. Cabe dizer que esta condigao per-
mite que o estado volte ao estado original (recorréncia) s6 se as razoes wy/w,

e wy/w, sdo nimeros racionais, como podemos corroborar facilmente olhando
as quantidades [ (t) na Eq.(3.29).

2. Condicao dependente dos parametros dos estados iniciais. Uma outra
condigao em que a igualdade da Eq.(3.35) é cumprida, estd relacionada com
as quantidades (3, que dependem dos valores de «y, ou seja, dos parametros

dos estados coerentes iniciais. Vemos que, para 3, = 0 e 3; # 0, temos

Tre[p2 (1)] = e 201 x 1 x e 1%OF>0
= L (3.38)

Da mesma forma, se 3, # 0 e 3; = 0 obtemos

t 2n t 2m )
TT’k [ﬁz (t)] _ 672|,8k(t)|2 Z |6k Eﬂ) | |ﬁk gn)' | 674(0) sin? [wgt(n—m)]

¢ 2B OF 3 | B (t') " 1Bk (t) [
n,m n'

m)!

)

— €—2|ﬁk(t)|262|ﬁk(t)|2
= 1. (3.39)

Se consideramos o caso em que B, = 0 e #; # 0, 0 nosso estado evoluido toma

a seguinte forma

2 ) —12wgt]™
W) = e 3° 3 et W\m]ln)l@IO)z- (3.40)

Uma expressao analoga é obtida quando 3 = 0 e 35 # 0. Vemos que o estado
de um dos osciladores corresponde ao estado fundamental enquanto o outro
oscilador estd num estado de superposicao de estados de Fock. Para que a

quantidade (3, seja nula, deve se cumprir simultaneamente

Re (ay) coswyt + Im () sinwyt = 0

Im (o) coswyt — Re (o) sinwyt = 0.
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70 3. O oscilador quartico bidimensional.

Podemos reescrever as condigoes anteriores de uma forma mais apropriada. Se

¢é cumprida a igualdade
Re (a;) Re (o) + Im (o) Im (o) = 0, (3.41)

é possivel encontrar tempos que satisfacam as seguintes equagoes

Re (ax) Im (o)
wyty, = arctan [— T (aj)] e wyl: = arctan lRe(aj) ) (3.42)

0.6/ ‘ ™ e N .
o4 [ i i R

R

0 0.5 0 s 2.0

VT,

Figura 3.2: Evolucao temporal da entropia linear reduzida de um oscilador
harmonico para um estado inicial produto de estados coerentes com h = 1.0,
wg = 0.1, wy = 0.2 e wg = 1.0. Linha continua: gop1 = po1 = qo2 = po2 = 1.0.
Linha pontilhada: go; = 1.0, pg1 = 1.0, go2 = —Po1 € Po2 = qo1, onde ¢é satisfeita a
Eq.(3.41)

Para ilustrar melhor a dinamica do emaranhamento, apresentamos na Fig. 3.2 os
nossos resultados para a entropia linear reduzida como fungao do tempo, conside-
rando duas condigbes iniciais. Numa primeira escolha (linha continua) a entropia

linear reduzida possui valores nulos s6 para tempos correspondentes a condi¢ao (1)
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3.1. Solugao da Equagao de Schrodinger e dindmica do emaranhamento. 71

onde T} = I /w,. Isto ocorre porque os valores escolhidos para oy e a; ndo cumprem
a condigao definida na Eq.(3.41) e os tempos de recoeréncia sempre correspondem a
miultiplos do periodo de recoeréncia T7. Para instantes diferentes dos tempos T;, o
valor da entropia linear reduzida é diferente de zero indicando que o estado do subsis-
tema nao esta num estado puro e o estado global nao é separavel. A situacao muda
quando os parametros que definem as intensidades dos campos coerentes iniciais sao
escolhidos tal que a condi¢do dada pela Eq.(3.41) é cumprida (linha pontilhada).
Desta forma, obtemos tempos diferentes do periodo 1} para os quais a entropia
linear reduzida é nula. Para a escolha de parametros mostrada na Fig.3.2, onde
wyt! = +1, podemos definir um novo perfodo de recoeréncia, T} tal que os novos T}
estao definidos como

™

T, =1 (3.43)

4w A ’
onde [ é um inteiro impar. Dado que um dos osciladores evolui até uma superposicao

de estados de Fock, a possibilidade de obter estados de gato de Schrodinger nestes

instantes sera discutida numa se¢ao posterior.

3.1.3 Evolucao Temporal do estado inicial |n1); ® |ag),.

Nesta se¢ao, calculamos a evolugao temporal do estado inicial

v (0)) = ’n1>1 ® ‘052>2 ) (3.44)
onde usaremos novamente a parametrizacao o, = W#. Ja que conhecemos as

propriedades da algebra definidas pelos operadores que estao contidos na Eq.(3.3),
convém encontrar o estado calculando primeiro o efeito do termo nao-linear do
Hamiltoniano, obtendo
[ (t) = e )it ) @ fay)
lag, g 12 ™

— ¢ ; Z [042,711 e—zwgthe_%<fIO+VwA)t ‘77/17 m) : (345)

—wgt(

onde denotamos oy, = aze 2m+D) - tirando a dependéncia explicita no tempo.
Lembrando que a Eq.(3.14) pode ser interpretada como um resultado para a evolugao
temporal do produto de estados de nimero quando w, = 0, usamos este resultado

na Eq.(3.45) obtendo a expressao final

o~ A . ni
() = aﬂ%fZﬁ@fiﬁﬁgwmxdwww—m%mmg

ooy vm! ny!
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72 3. O oscilador quartico bidimensional.

(d; coswyt — Z&I sin wyt
vm!

Observando a forma anterior para o estado evoluido, Eq.(3.46), podemos defi-

X

) 10,0). (3.46)

nir um periodo de recoeréncia da mesma maneira que foi definido para o caso da
evolucao temporal do produto de estados de niimero e estados coerentes. O periodo

T, depende da frequéncia associada a interacao bilinear

I
T = —— 3.47
l 2(.4))\’ ( )

onde [ é um nimero inteiro. Se [ é par ou impar, obtemos formas diferentes para o

estado evoluido, como veremos a seguir:

1. Caso [ par: Neste caso, o nosso periodo de recoeréncia pode ser redefinido
como Ty; = jm/wy (j = 1,2...). Lembrando que cosjm = (—1) e sinjr = 0

podemos reescrever o estado global dado pela Eq.(3.46) como

6 (@) = I)ye et e EY L,
= ), @10 (1)), (3.48)

onde ﬁg = a2e*mje*ZT2j[(2n1+1)wg+w0}'

2. Caso [ impar: Se definimos o periodo de recoeréncia como Tyj_; = %, 0
estado evoluido pode ser reescrito da forma
T - \52\ 2“) (2j—1)rm? ﬁl
[V (To5-1)) = Ze A W [m), @ [n1),
= |¢(T2j—1)>1 ® |na), (3.49)

27—1
onde 3, = Ozze_”r<]T)e’zTQJ—l[@”lH)“g*“’O]

Para cada caso, os indices (1,2) indicam o oscilador ao qual pertence o estado
e |¢ (T;)) é uma superposicao de estados de Fock. Nestes instantes, os subsistemas
nao estao emaranhados e, independentemente de qualquer outra condicao, eles sao o
produto direto do estado de nimero preparado no instante inicial e o estado |¢ (17)).
A possibilidade de obter nestes instantes superposicoes de estados coerentes serd
discutida posteriormente. Se consideramos, para este novo estado inicial, a condi¢ao

O, = 0, associada ao segundo caso de recoeréncia quando o estado inicial é um
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3.1. Solugao da Equagao de Schrodinger e dindmica do emaranhamento. 73

produto de estados coerentes, simplesmente obtemos o caso particular da evolucao
de produto dos estados de nimero |ng),; ® |0),.
De novo, convém apresentar a expressao geral para o estado evoluido, Eq.(3.46),

expandido em estados de Fock

2

~[o2.ny (v, €7 0H™ 2
t = e 2 11 e—uugtm %
() 3 loent
nt m
XZZC,J )ng — i+ j,m+i— j) (3.50)

onde C; ,, (t) é o coeficiente definido na Eq.(3.18) e foi usado o resultado da evolucao
temporal do produtos de estados de Fock, Eq.(3.17).

Propriedades do emaranhamento para a condigao inicial |n1); ® |az),.

Usando a Eq.(3.50) e tracando sobre as varidveis do oscilador “1”, encontramos o

operador densidade do segundo subsistema dado da forma

mop oqm
P2 (t) _ €—|042%n1|2 Z [Oéznl} [062,n1} fzwotm m') —zwgt(mQ—m’Q) x

—a— vm! vm!!
ni m

S Co (8) iy (1) iy I+ — ) (m! 4 = ] (351)
ii’ 5,5

Em contraste com o resultado encontrado para o produto de estados de Fock,

a forma deste operador nao é diagonal na base dos estados de ntimero de fétons.
E por isto que calculamos numericamente a entropia linear usando a definicao de-
pendente do trago do quadrado do operador densidade, Eq.(1.8). Na Figura 3.3,
sao apresentados os resultados usando uma escolha fixa de parametros associados
ao Hamiltoniano indicada na figura e go9 = poy = 1.0, onde variamos o valor do
nimero de fétons do estado |n;). Vemos como o periodo de recoeréncia esta asso-
ciado & interagao bilinear, sendo 7 /2wy, confirmando os nossos resultados ao analisar
a forma analitica para o estado global do sistema. O valor maximo da entropia de-
pende do ntimero médio de fétons do estado inicial do oscilador preparado num
estado de Fock, como vemos ao comparar as curvas obtidas para ny = 2,5, 7, 10, 20.
Este comportamento estd associado aos somatdrios sobre os indices i e ', presentes

na Eq.(3.51), cujos limites superiores dependem do valor de n;. Da mesma forma
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10 T [ T I T T T T

0.0 Y Y
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0

mlt

Figura 3.3: Entropia linear reduzida dependente do tempo para qog = pag = 1.0
ew) = 1.0, wy = 0.2 e wy, = 0.1. As diferentes curvas correspondem a n; = 2
(linha continua), ny = 5 (linha pontilhada), n; = 7 (linha tracejada), ny = 10 (linha

continua espessa) e n; = 20 (linha pontilhada e tracejada).

que para o caso do produto de estados de Fock, o nimero de estados acessiveis do
subsistema aumenta quando n; aumenta.

Outra questao tem a ver com a relacao entre as frequéncias wy e w, e o efeito da
razao entre elas sobre a dinamica do emaranhamento. Se Z—i =T (r e s inteiros) e o
instante corresponde a um multiplo do periodo de recoeréncia tal que [ = s podemos

resolver o somatdrio no indice m e escrever o estado |¢ (7})) como

onde a forma da quantidade [, depende se s é par ou impar. Isto implica que os
estados definidos pelas Eqs.(3.48,3.49) podem ser reescritos como produtos de um
estado de niimero e um estado coerente. Em particular, note-se que o estado inicial

pode ser recobrado para o caso de s par e uma escolha tanto das frequeéncias wy e
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wy quanto o valor médio de fotons do estado de nimero, nq, tal que:

e—zwge—sz[@nl—l—l)wg—l—wo] _ 1’
sendo esta a condicao de recorréncia neste caso particular.

E interessante observar como a estrutura da entropia linear ganha complexidade
dependendo da relagao entre as frequéncias. Na Figura 3.4 apresentamos os nossos
resultados para a entropia linear reduzida quando gsg = pag = 2.0 e n; = 2 conside-
rando trés escolhas diferentes dos parametros w, e wy. No primeiro caso, indicado
pela linha continua, o periodo associado a interagao quértica coincide com o periodo
de recoeréncia do sistema (wy = 2w, e T, = 7/(2w))) e a estrutura nao apre-

senta oscilacoes secundarias associadas com a interagao nao-linear. Ja na segunda

2
5

trutura mais complexa, com oscilagoes que dependem de multiplos e sub-multiplos

escolha (linha tracejada) onde wy = Zw,, vemos como a entropia apresenta uma es-
do periodo T,. Esta situagao repete-se na terceira escolha (linha pontilhada) onde a
relagao entre as frequéncias é wy = %wg, aparecendo uma estrutura com um nimero

maior de oscilagoes do que nos casos anteriores.

3.2 Formacao de Gatos de Schrodinger.

A possibilidade de criagao de estados de gatos de Schrédinger, via uma trans-
formacao unitaria usando Hamiltonianos que contenham interacao nao linear, foi
proposta no trabalho de Yurke e Stoler [40] e tem sido discutida por vérios auto-

res [74, 71, 84, 73]. Em geral é usado o termo de interacao Kerr dispersivo
Vicerr = K a}a1abas

onde a constante i K é proporcional a susceptibilidade 6tica nao linear, x* do meio.
Vemos que a constante K estd relacionada com a nossa frequéncia w,, que por sua
vez estd associada ao termo y®, como j4 foi discutido no Capitulo 1. Devido a que
estamos incluindo dois novos termos na interacao nao linear e também consideramos
no nosso modelo a interacao bilinear, nosso interesse é determinar os efeitos da nova
forma da interacao entre os modos sobre a formacao de estados de gato num dos

osciladores.
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06—

0.2

0.0

mlt

Figura 3.4: Entropia linear reduzida dependente do tempo para ny = 2, g9 = pag =

2.0 e wg = 1.0. As diferentes curvas correspondem a escolhas diferentes para os

2

valores w, e wy. Linha continua: wy = 2w,; Linha tracejada wy = £

wg; Linha

pontilhada: wy = %wg. A seta indica o valor de w)T; correspondente a cada caso.

No trabalho de Banerji [85] é analisada a propagacao de um campo eletro-
magnético monocromatico através de um meio Kerr de perdas baixas, sendo o Hamil-
toniano de interagao o termo de auto-modulagao Kerr. Os resultados deste trabalho
mostram como o estado global, preparado inicialmente no estado coerente, evolui
para uma superposicao de estados de Fock. Este estado s6 toma a forma de um
estado coerente |o) para tempos correspondentes a multiplos de 7/x e forma super-
posigoes de estados |a;) para tempos correspondentes a sub-miltiplos do periodo de
“recoeréncia” definido acima.

No caso bidimensional, ao considerar estados iniciais como sendo produtos de
estados coerentes que cumprem sé a condi¢ao de separabilidade associada ao periodo
definido pela frequéncia wy, o operador densidade reduzido corresponde a um estado

de mistura e nao ao associado a um estado de gato de Schrodinger. No entanto,
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podemos encontrar novas condicoes para a formacao de estados de superposicao
em duas situacoes onde sabemos que o estado global é separavel e um dos estados
tem a forma de uma superposicao de estados de Fock: quando o caso do produto
de estados coerentes cumpre a condicao de recoeréncia sobre os parametro iniciais,
Eq.(3.41), e no caso onde o estado inicial ¢ um produto de um estado de nimero e
estado coerente.

Reescrevendo de maneira geral os estados de superposicao obtidos na Eq.(3.40),
no primeiro caso, e nas Eqs.(3.48,3.49), para o caso do produto de estado de niimero

e estado coerente, como se segue:

|8’ (7)|? 2 [0/ (T)]™
G(T,))=¢ e Wolnm™ I U my 3.53
G (L) ) e m) (353)
onde os valores tanto de T},, que denota o periodo de recoeréncia, quanto do rétulo
' (T,), dependem do caso particular de interesse. Em particular, 3’ corresponde

229t no caso do produto de estados coerentes e (35 (associado as

a quantidade (e~
Eqs.(3.48,3.49)) para o caso do produto |n;); ® |as),, lembrando que este tltimo
depende se [ é par ou impar.

Para obter estados de gato, que chamaremos de generalizados ja que sao formados

por dois ou mais estados coerentes, nestes instante é necessario cumprir a condicao
r
wgly, = 5 (3.54)

Desta maneira podemos escrever a funcao exponencial que contém n? usando a

transformada de Fourier discreta [85] definida como
- -1 P
exp <—z7r—m2> = Z az(f’s) exp (—QZﬂZm> , (3.55)
s
p=0

onde

; s ser e s sao impares.
2s ser é par e s impar ou vice-versa,

e os coeficientes a](f’s) cumprem a propriedade > az(f’s) =1 e tem a forma:
P

1 -1

az(f’s) == exp (—mrk‘z + 27T2pk‘>- (3.56)
Lo 5 l
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Usando a transformada e depois de alguma algebra, podemos escrever o estado
|G (T,,)) como

-1
G () =Y al™ |8/ (T,) e ™). (3.57)
p=0

Vemos como este estado corresponde a uma superposicao de estados coerentes com
, ;1 , 2 . .
mesmo nimero médio de f6tons dado por |3’ (T,)|” e fase relativa definida pela expo-

_ p , . .o~
2mT O nimero de estados coerentes envolvidos na superposicao depende

nencial e
do valor do parametro l, o qual depende dos valores de r e s. A condicao geral para
a formagao de gatos, definida na Eq.(3.54), depende basicamente da relagao entre
as frequéncias wy, e wy e de um fator inteiro associado ao periodo de recoeréncia que
depende do tipo de estado inicial elegido.

Se consideramos como estado inicial o produto de estados coerentes, retornando

a condicao (2) onde existe um novo periodo de recoeréncia dado pela Eq.(3.43) sendo

T, = 4[1, obtemos a condicao
- Yo T 3.58
Similarmente para o caso do produto |n) ® |«) obtemos
wg T
— = -, 3.99
2wy, S ( )

Para ilustrar melhor a forma dos estados de gato de Schrondinger apresentamos
dois exemplos onde consideramos um produto de estados coerentes como estado
inicial e escolhemos |ay) tal que a condigdo dada pela Eq.(3.41) é cumprida. Se os
valores das frequéncias w, e wy sdo tais que, devido a condicao definida na Eq.(3.58),
a razao r/s = 1/4, vemos que o oscilador inicialmente preparado no estado |aq)

evolui para uma superposicao de quatro estados coerentes como se segue (neste caso

5 =)
G () = ¢ [267F180) + 26%F | =) + G ([eF 1) +

Fp))].

onde (3 é a quantidade definida na Eq.(3.29), e o coeficiente C; esta definido como

3

Ci=2+¢e7 +e 1.

Por outro lado, se a razao entre as frequéncias é tal que r/s = 1/3 obtemos uma

superposicao de seis estados coerentes dada por:
1
G2 (Th)) = 6 {Cl |B1) + Co | 1) +C3 (
¢ (

€%Zﬂﬁl> -+ ‘—6%“‘-61>) -+
e Br) + [~ )] (3.60)
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onde

C, = 23 +2°%

2w

CQ = 2—|—4€T

—2

Cg = 4+26 3
C, = €% +e2%. (3.61)

Podemos obter um resultado similar se o estado inicial corresponde ao produto do
estado coerente e o estado de nimero ao considerar as relagoes r/s = 1/2 e r/s =
2/3, respectivamente, e trocando 3 pela quantidade (35 definida pela Eq.(3.48) se [
par ou pela Eq.(3.49) se [ é impar. Dos exemplos apresentados podemos confirmar
que, independentemente do caso particular de estado inicial considerado, a forma da
superposicao obtida é muito sensivel a dessintonia entre as frequéncias associadas
aos termos de interac@o entre os osciladores (wy e wy).

Um outro aspecto a ser levado em consideracao é a distinguibilidade efetiva dos
diferentes estados coerentes no estado de superposi¢ao, entendendo distinguibilidade
como o fato de obter superposigoes de estados coerentes que estejam suficientemente
separados no espaco de fase. Esta separagao dos estados coerentes que formam o
estado de gato depende tanto do valor do niimero médio de fétons (n;) = |3’ (T;,)|*
quanto da fase relativa entre cada um deles. Da Eq.(3.57), vemos que a separagao
espacial esta condicionada tanto a escolha do estado coerente inicial, que define o
nimero médio de fotons associado aos estados coerentes que formam a superposicao,
quanto a razao entre as frequéncias w, e wy, as quais determinam o nimero de estados
coerentes envolvidos na superposicao.

Para ilustrar melhor estas observagoes, apresentamos na Fig. 3.5 a funcao de
quase-distribuicao de Husimi no plano complexo definido pela varidvel v; quando o

estado inicial é um produto de estados coerentes e o tempo corresponde ao primeiro

I
4wy

r/s = 1/4, mostradas nas Figs. 3.5(a-c), obtemos estados de superposigao formados

periodo de recoeréncia T} = . Para uma escolha particular de frequéncias tal que
por pacotes distinguiveis s6 para a escolha de um estado inicial com niimero médio
de f6tons do estado inicial igual a (ny) = 9. Mantendo este mesmo nimero médio de
fétons no estado inicial mas variando as frequéncias tal que r/s = 1/8 o nosso estado
de superposi¢ao novamente nao tem pacotes distinguiveis ja que a superposicao

descrita pela Eq.(3.57) envolve um nimero maior (8 neste caso) de estados coerentes.
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Im(y1)

4 2 0 2 4 4 2 0 2 4

Re(v;)

Figura 3.5: Curvas de nivel da funcao- @) no plano complexo ; associada aos estados
de gato de Schrodinger no primeiro tempo de recoeréncia definido pela Eq.(3.43).
Para todos os casos wy = 8wy e |a1]? = |aof? = |ag[*. (a) 22 =1 e |ag|* = 1.0. (b)

2 =Te|a)?=4.0. (c) 22 =1e|ap*=9.0. (d) 2 =1 e |ap|* = 9.0.

W Wi Wi

3.3 Limite semiclassico da dindmica do produto

de estados coerentes.

Antes de discutir a questao do limite semiclassico lembremos brevemente os resul-
tados obtidos para a evolugao temporal do produto de estados coerentes. Neste
caso, a interagao quartica governa a dinamica do emaranhamento ja que o termo
bilinear nao emaranha os dois subsistemas, levando o estado inicialmente preparado
em |aq, ag) até um novo produto de estados coerentes com nimero médio de fétons
|Be|? (k = 1,2) que depende tanto das amplitudes dos estados coerentes iniciais
quanto da frequéncia wy. Sabemos que os estados coerentes estao diretamente rela-

cionados com o campo de luz classico, e que é possivel encontrar um analogo classico
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do Hamiltoniano definido na Eq.(3.1) usando a prescrigao

H = lim (o, ao| H |y, ) (3.62)
h—0
sendo ap = q”ﬁ o estado coerente do k-ésimo oscilador harmonico. Assim, é

interessante analisar o comportamento semiclassico da solugao para o estado global
definido pela Eq.(3.30) que descreve a evolugao do produto de estados coerentes.
Para quantificar a “classicalidade” do sistema em estudo, ao fazer uma determinada
escolha de parametros e condigoes iniciais quaisquer, usamos a quantidade R definida
como segue

h

R=3

onde A é a agao cléssica definida na Eq.(3.31). O limite semicldssico estd definido
como R < 1 e adotaremos a convencao de fazer A — 0 deixando A fixo.

Este limite tem sentido se os dois subsistemas tem um nimero médio de fétons
diferente de zero para qualquer instante de tempo, ja que o estado de vécuo |0) nao
tem analogo classico. Consequentemente, como precisamos impor que [y # 0 para
todo tempo, a segunda condicao de recoeréncia apresentada na Secao 3.1.2 nao deve
ser satisfeita e o perfodo de recoeréncia s6 dependerd da frequéncia w, conforme a
condicao 1 da mesma Secao. Uma outra imposicao que faremos nesta andlise tem a
ver com o numero médio de fotons do sistema no tempo inicial: A nossa condicao
inicial serd tal que |a;|* = |ap|? de tal forma que (n;) = (ny) e a troca de energia,
em média, entre os dois subsistemas seja nula e a interacao entre os dois subsistemas
s6 faz com que o emaranhamento esteja associado a perda de fase.

Apresentamos na Fig. 3.6 os nossos resultados para a entropia linear reduzida
(ELR) como fungao do tempo para diferentes escolhas de R. O comportamento geral
da entropia linear pode ser descrita brevemente como segue: para tempos curtos,
a ELR cresce monotonamente e podemos definir um intervalo de tempo dentro do
qual todas as curvas coincidem, independentemente do valor de R associado.

Depois deste tempo, a medida que o parametro R diminui, a ELR consegue
aumentar seu valor por mais tempo até que, num certo instante que denominare-
mos tempo de ruptura, a ELR atinge o seu valor maximo (patamar) e comeca a
oscilar durante um certo intervalo. Finalmente, a ELR decresce monotonamente e
volta a ser nula no periodo de recoeréncia, 7/hg e este comportamento se repete

periodicamente.
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Cabe observar alguns aspectos interessantes. Primeiro, vemos como o valor do
patamar depende do parametro R ja que o valor maximo da entropia aumenta
quando R diminui, o que esté relacionado com o aumento do nimero médio de f6tons
no sistema (Jag|* = %). O significado fisico deste comportamento pode-se en-
tender, semiclassicamente, ao se pensar na perda de informacao como consequéncia
do aumento do nimero de estados acessiveis, relacionado com o nimero médio de
fotons, ja que o espectro do sistema fica mais denso a medida que diminuimos o valor
de h. Um segundo aspecto envolve o parametro de nao linearidade hg. Devido que
ele depende do valor da constante de Planck, vemos como o tempo no qual o estado
do sistema nao é separavel cresce proporcionalmente ao diminuir o valor de R. Além
disso, ocorre aumento do nimero de minimos locais nos instantes correspondentes
a submultiplos do periodo de recoeréncia (t = NLWQ)

Deste comportamento, podemos extrapolar como seria a evolugao temporal da
entropia linear reduzida no limite de valores muito pequenos do parametro R: a
entropia linear reduzida demoraria cada vez mais para voltar a ser nula, o que
significa que o emaranhamento se tornaria praticamente irreversivel. Por outro
lado, as oscilagoes se suavizariam, sendo apenas flutuacoes ao redor de um patamar
cujo valor tenderia até aquele associado a uma mistura estatistica. Claramente
distinguem-se dois regimes temporais. O primeiro, anterior ao tempo de ruptura, que
corresponde a um regime de tempos curtos, onde a entropia tem um comportamento
monotonamente crescente, e um segundo regime de tempos longos, onde as oscilagoes
de ELR associadas a multiplos e submultiplos do periodo de recoeréncia aparecem.
O tempo de ruptura é dependente do valor de & ja que a medida que diminuimos o
parametro R, as oscilagoes comecam a tempos cada vez mais longos. Nas préximas
duas secoes analisaremos as diferengas entre estes dois regimes com ajuda da fungao
de Husimi, que nos permite uma visao da dinamica do estado no espaco de fase
classico. Além disso, exploraremos a dependéncia do tempo de ruptura com relagao
a constante de Planck e sua relagdo com a escala de Ehrenfest [86], a qual define um

limite onde a descricao cléssica dos estados quase-classicos deixa de ser boa.

3.3.1 Regime de tempos curtos e a escala de Ehrenfest.

Na Fig. 3.7 apresentamos uma sequéncia de graficos onde observamos a evolugao

temporal da funcao de Husimi, ou funcao- (), neste primeiro regime, que corresponde
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a tempos curtos, associada a um dos subsistemas no espaco definido pelo rétulo
complexo ;. No instante inicial, correspondente ao grafico da esquina superior
esquerda, vemos que a funcao de Husimi do estado coerente inicial, com nimero
médio de fétons e fase bem definidos, corresponde a uma fungao gaussiana centrada
em Re[y1] = quo/V2h e Im[y,] = pio/V2h. Para instante posteriores, o pacote
descreve uma trajetéria circular ao redor da origem do espago de fase, além de se
delocalizar continuamente na direcao angular embora conserve a sua localizagao na
direcao radial bem definida. Este comportamento indica que o estado do sistema
adquire a cada instante uma maior incerteza na fase, embora conserve o seu nimero
médio de fétons bem localizado. Por causa disto denominaremos a este intervalo de

tempo como regime de delocalizacdo de fase.
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Observemos que para um t = t,, a funcao-() mostra como a “cabeca” do pacote
encontra-se com a sua propria “cauda”. O denominado tempo de ruptura, t,, cor-
responde a um tempo onde o estado do oscilador estd completamente delocalizado
em fase, como vemos no ultimo gréafico da sequéncia da Fig. 3.7, onde a fungao-Q)
tem a forma de um “anel” no espaco de fase. Se consideramos valores de A cada
vez menores com A fixo, vemos como o valor do raio sobre o qual o pacote se deloca
aumenta, e o encontro entre a cauda e a frente do pacote leva mais tempo para
acontecer. Como consequéncia, o tempo de ruptura é mais longo para valores pe-
quenos do parametro R. Poder-se-ia pensar que o tempo de ruptura teria a mesma
dependéncia do valor da constante de Planck associada ao periodo de recoeréncia,
T,  h~', mas isto nao acontece. Na Fig. 3.8 mostramos os nossos resultados para
t, como funcao da constante de Planck. Estes foram obtidos estudando o comporta-
mento da fungao da entropia linear reduzida definida pela Eq.(3.33) e determinando
o tempo onde as oscilacoes da entropia comecam. De posse dos dados, e depois de

um processo de regressao linear, obtemos a relacao entre as variaveis ¢, e h dada por
t, = 5.95h707. (3.63)

A nossa conjetura sobre o tempo de ruptura estar relacionado com o tempo de
Ehrenfest ¢ baseada nos seguintes fatos: o primeiro esta relacionado com o com-
portamento da funcao de Husimi, onde o comportamento de delocalizacao de fase é
similar a dinamica de um ensemble de condi¢oes iniciais classicas cuja distribuicao
inicial coincide com a distribui¢cao gaussiana, como podemos ver no caso do oscila-
dor quértico unidimensional [17], pelos resultados encontrados em outros trabalhos
realizados no grupo de pesquisa [18] e no trabalho de Oliveira, Fonseca-Romero e
Nemes [82]. Outra evidéncia da relagao entre as duas escalas de tempo consiste em
observar que a poténcia de A coincide com a poténcia de h da forma obtida por
Berman et al. [80] ao estudar o validade da aproximacao cldssica usada por eles na
solucao das equagoes de movimento de Heisenberg para um Hamiltoniano com um
grau de liberdade e termo de interacao quartica onde define-se a escala de validade

da aproximagao classica como

1 /1
t<Ltg = —1\— 3.64
<Lto T\ 7 (3.64)

onde i é o andlogo ao parametro de nao-linearidade g no nosso modelo e Iy é o
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andlogo ao nossa constante A. Podemos reescrever a nossa relacao numérica como

1 /A
t, ~ 21/4A—g - (3.65)
ficando desta forma mais evidente a sua semelhanca com a expressao encontrada
para o tempo ty. Finalmente, a relagdo (3.65) tem a mesma forma que a obtida na
Ref. [81] no caso particular de N = 2,k = 2 da expressao geral para o tempo de

Ehrenfest dada por

e = k(k:l— 0 [g/\i_l (%)07 (1 - %\2) (3.66)

Esta expressao foi calculada analiticamente sendo vélida para um sistema in-

tegravel de N osciladores cujo termo de interacao é uma funcao que depende da

k-ésima poténcia do Hamiltoniano livre do oscilador harmonico [81] quanto A > h

3.3.2 Dinadmica a tempos longos e irreversibilidade.

Na Figura 3.9 apresentamos os nossos resultados da funcao de Husimi para tempos
posteriores ao tempo de ruptura. Para tempos correspondentes a sub-multiplos in-
teiros do periodo de recoeréncia t,, = T} /n, Fig. 3.9(a-g), a fungao @ possui maximos
ao longo da regiao anular cujo nimero coincide com o valor n. Sendo que a forma
da funcao de Husimi apresenta o mesmo comportamento observado no sistema uni-
dimensional [85], podemos afirmar que a origem da estrutura da fungao-@Q é a auto-
interferéncia do pacote devido a delocalizagao em fase que permite o encontro da
“cauda” do pacote com a “cabeca” dele mesmo. Baseamos-nos nesta argumentacao
para chamar regime de auto-interferéncia ao intervalo temporal que abrange tempos
posteriores ao tempo de ruptura. A forma das funcoes de Husimi s@o similares as
obtidas quando foram analisadas as condig¢oes para a formacao de gatos de Schrodin-
ger mas, ja que o estado global nao é separavel para estes instantes e o subsistema
nao esta num estado puro, as fungoes de Husimi correspondem a misturas de estados
de superposicao. A demonstracao deste fato pode ser vista no Apéndice A.

Para tempos correspondentes ao periodo de recoeréncia, Fig. 3.9(h), o estado do
oscilador corresponde a uma fungao gaussiana centrada em v, = —(Re[ay], Im[ay]),
associada ao estado coerente |—ay). Jé para o dobro do periodo de recoeréncia o
sistema volta para o estado inicial (recorréncia) e a funcdo de Husimi é de novo uma

gaussiana centrada no ponto definido por a;q, como vemos na Fig. 3.9(i).
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Figura 3.7: Curvas de nivel da fungao-() de um dos osciladores no plano complexo
definido por v, onde v, = (g1 + 1p1) /v/2h para instantes pertencentes ao regime
de delocalizagao de fase (0 < ¢t < t,) correspondentes ao caso definido por ¢jp =
P10 = oo = P20 = 1.0, wg =1, wy =02, g = 0.1 e R = 0.025. O primeiro gréfico

corresponde ao tempo inicial (esquina superior esquerda).

Depois da discussao da dinamica das func¢oes de Husimi podemos intuir o que
acontece a medida que o parametro R diminui: O ntimero médio de fétons aumenta
e hg diminui e assim o pacote, inicialmente localizado no estado coerente, demorara
um tempo cada vez mais longo em percorrer a circunferéncia associada ao nimero
médio de fotons. Quando finalmente a cabeca e a cauda do pacote se encontrarem, a
funcao de Husimi apresenta méaximos correspondentes a fracao inteira do periodo de
recoeréncia, os quais sao mais numerosos a medida que i diminui. Para o limite de
h — 0, tanto o tempo de ruptura quanto o periodo de recoeréncia é infinito e o sis-

tema nao consegue auto-interferir de tal forma que o emaranhamento é irreversivel.

Com estes resultados concluimos que a analise da evolugao temporal da entropia

linear reduzida e da dinamica da funcao de quase-distribuicao de Husimi quando
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Figura 3.8: Tempo de ruptura 7, como funcao de i para wy = 1.0, A=4,g=0.1e
wy = 0.2. Os pontos indicam os valores encontrados para cada valor de h e a linha

continua segue a relagdo dada na Eq.(3.65)

variamos o parametro de classicalidade R nos permite separar a dinamica de dois
osciladores acoplados via os termos de interagao definidos no Hamiltoniano 3.3 em
dois regimes: o primeiro denominado de regime de delocalizacao de fase, que coin-
cide com o aumento mondtono da entropia linear reduzida, onde o valor de ELR
para valores diferentes do parametro R coincide a tempos curtos e a funcao de
Husimi se comporta de maneira semelhante a um ensemble de condigoes iniciais
classicas [18, 17]. O segundo regime, denominado regime de auto-interferéncia, que
corresponde ao intervalo onde a entropia linear reduzida apresenta oscilagoes, pos-
suindo minimos locais para sub-muiltiplos do periodo de decoeréncia e onde a funcao
de Husimi apresenta uma estrutura de pacotes que guardam semelhanca com estados
de superposicao de estados coerentes, sendo na verdade estados mistos. O tempo
de ruptura, t,, que separa os dois regimes apresenta uma dependéncia com o valor
da constante de Planck que guarda semelhanca com defini¢oes da escala de Ehren-
fest, ja que depois deste tempo sao claros os efeitos da auto-interferéncia, de origem

puramente quantica.
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Figura 3.9: Curvas de nivel da funcao-(@ evoluida no tempo no plano complexo 7,
no regime de auto-interferéncia para R = 1/40. Os parametros sao os mesmos da
Fig. 3.7. (a) t = T1/8, (b)t = T1/7, (c¢) t = T1/6, (d) t = T1/5, (e) t = T1/4,
()t =T1/3, (g) t =T1/2, (h) t =T} (recoeréncia) , (i) t = 27y = 7y (recorréncia).
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Capitulo 4

Funcoes de Wigner atomicas e o
Maser de Dicke.

Uma extensao do modelo Jaynes-Cummings consiste em considerar N atomos inde-
pendentes entre si e interagindo com um modo do campo dentro de uma cavidade.
Embora a solugao deste sistema na condicao de ressonancia foi apresentada por
Tavis e Cummings [87] em 1968, este problema foi abordado inicialmente por Dicke
em 1954 [28], ao analisar o processo de superradiancia de N moléculas de gas in-
teragindo com um campo de radiagao. Por esta razao nos referiremos ao modelo de
Jaynes-Cummings para N atomos como modelo de Dicke. Experimentalmente, fo-
ram observadas oscilagoes de Rabi quando um grande niimero de atomos interagem
com o campo dentro da cavidade de fator de qualidade médio [88]. Outros estudos
tedricos usando o modelo de Dicke tem a ver com a possibilidade de construir estados
sub-radiantes [89], robustos aos processos de descoeréncia [90]. Recentemente estd
sendo explorada a geracao de emaranhamento de sistemas multipartites ao incluir
o efeito de um campo classico forcado [91]. Embora na maioria desses trabalhos
¢ considerada a interacao dipolo-dipolo na aproximacao de onda girante, Tavis e
Cummings notaram que esta aproximacao nao descreve adequadamente o regime
de campos eletromagnéticos fortes. Trabalhos posteriores, onde os termos contra-
girantes da interacao dipolar sao considerados, mostram que o sistema no limite
semicldssico apresenta caos [92]. Manifestagdes do caos na descrigdo quantica do
sistema foram encontradas por Graham and Hohnerback [93] e Kus [94] analisando

o espacamento entre niveis no espectro de energia.
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Neste capitulo, estamos interessados na dinamica do emaranhamento neste sis-
tema bipartite. Pretendemos explorar exclusivamente o processo de emaranhamento
entre os dois subsistemas no limite de muitos atomos e a condicao inicial dada
por um produto de estados coerentes [95]. O modelo de Dicke possui um andlogo
classico que pode ser obtido através do mesmo procedimento usado na Secao 3.3,
onde calculamos o valor esperado do Hamiltoniano do oscilador anarmonico bidi-
mensional usando estados coerentes. Neste caso, precisamos usar tanto o estado
coerente de oscilador harmoénico quanto o estado coerente atomico [35], ja definido
no Capitulo 1, associado ao subsistema atomico. Esta conexao entre as descricoes

classica e quantica sé é possivel quando o niimero de atomos é suficientemente grande

(N > 3) [96].

Duas situacoes podem ser identificadas ao analisar o andlogo classico do mo-
delo de Dicke: se a interagao entre atomo e campo é descrita pelo termo dipolar
na aproximacao de onda girante, o andlogo classico deste sistema ¢ integravel. Se,
além do termo girante, o termo contra-girante comeca a ser importante, o analogo
classico é ndo integravel e apresenta caos [95]. Nosso procedimento envolve estudar
o comportamento da entropia linear reduzida do sub-sistema atomico, uma vez que
esta quantidade é uma boa medida de emaranhamento em sistemas bipartites, ana-
lisando a sensibilidade que esta apresenta as mudancas de condigoes iniciais sendo
estas escolhidas usando a descrigao cldssica [11]. Esta abordagem ja foi seguida em
outros trabalhos do nosso grupo de pesquisa [12, 13], analisando o comportamento
da entropia linear e encontrando na estrutura do espaco de fase classico, explicagoes

para determinados comportamentos.

Nossa solugao do problema mecanico-quantico é numérica, sendo o resultado
central do cédlculo os elementos de matriz do operador densidade global do sistema
e os correspondentes operadores densidade reduzidos. De posse deste operador é
possivel calcular tanto a entropia linear atomica quanto uma outra ferramenta que
serd de grande importancia neste capitulo: a funcao de Wigner atomica. Da mesma
maneira que usamos a funcao de Husimi no estudo dos efeitos do emaranhamento
no sistema de osciladores harmonicos acoplados sobre o estado do sistema, usaremos
tanto a fungdo de Wigner atomica, W (0, ¢), quanto as representagoes reduzidas da
mesma para estudar a relacao entre o comportamento da entropia linear reduzida

e a localizacao e delocalizacao do estado atomico. Calculos da funcao de Wigner
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atomica sdo pouco encontrados na literatura [58, 59, 97|, porém veremos que sao
uteis no contexto deste estudo da correspondéncia entre as descrigoes cléssica e

quantica.

4.1 Hamiltoniano de Dicke e resultados prelimi-

nares.

No Capitulo 1, enumeramos os passos e as aproximagoes necessarias para encontrar o
Hamiltoniano de Dicke, que descreve a interacao de uma colecao de N dtomos numa
cavidade onde um modo de campo eletromagnético esta confinado. Reproduzimos

aqui a expressao ja apresentada na Eq.(1.62)

/

\f% (a'Jy +aJ). (41)

. . G . .
Hp = hwoila + hwat. + ——= (aJ, +atJ) +

V2J

O andlogo clédssico [98, 99, 95| deste Hamiltoniano efetivo pode ser encontrado
sem ambigiiidades calculando o valor esperado da Eq.(4.1) usando o produto de esta-
dos coerentes associados tanto ao oscilador harmoénico [33], quanto aos atomos [35]
dados pelas expressoes (confrontar com as Eq.(1.27) e Eq.(1.65))

v

v) = D(v)|0)=e =€ |0)
w) = (L fwP) e g -y, (4.2)

Os rétulos w e v estao relacionados com as variaveis classicas associadas ao respectivo

espago de fase, assim

Da + 1qq
w =
VA — (P2 + )
1
V= 5 (pe + 14c) (4.3)

O resultado final tem a forma:

%(piﬂﬁ)Jr%

VAT — (2 + )
_l’_
47

onde G. = G + G'. Este Hamiltoniano é integravel em duas situacoes: quando

H (G Par 4e:Pe) = (P2 +q2) — wad +

(G+papc + G_qaqc) y (44)

G #0e G' =0 e vice-versa. Se as duas constantes de acoplamento sao diferentes
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de zero, o analogo classico do sistema apresenta caos, como pode ser corroborado de
forma simples ao analisar a forma das segoes de Poincaré. Neste trabalho estuda-
remos a estrutura do espaco de fase classico usando a secao de Poincaré, ja que ela
torna possivel visualizar regioes regulares ou caoticas no espaco de fase e permite
a identificacao rapida de toros ou separatrizes de movimento. Isto sera suficiente
para realizar a nossa escolha de condigoes iniciais, onde procura-se eleger pontos
pertencentes a uma regiao particular do mesmo. Para tanto, usaremos estes pontos
como centros tanto do estado coerente de spin, |w), quanto do estado coerente de os-
cilador harménico, |v). Desta forma foi estabelecida uma conexao entre a dinamica
classica e o comportamento do emaranhamento [11]. Daqui para frente explorare-
mos esta conexao de modo que, ao falarmos de “condigao inicial” queremos dizer
que falamos do produto de estados coerentes centrado nos pontos escolhidos nos

espacos de fase classicos atomico e de oscilador. O estado inicial é assim dado por

¥(0)) = [v) ® |w) . (4.5)

Os resultados para a evolucao temporal do estado inicial foram obtidos nume-
ricamente mediante o processo de diagonalizagao total do Hamiltoniano (4.1) e a
posterior evolucao temporal da condicao inicial usando a base de autovalores e au-
tovetores encontrados. Desta forma, podemos construir a matriz densidade global
do sistema, sendo o seguinte passo a sua reducao ao tracar as variaveis do campo
e achar os elementos da matriz densidade reduzida do subsistema atomico, p,. Ao
obter este resultado, calculamos a Entropia Linear Reduzida Atémica (ELRA) so-
mando os elementos da diagonal da matriz ao quadrado, p2.

Usando o procedimento ja descrito, foi realizada uma série de trabalhos no grupo
de pesquisa [11, 12, 13] onde se estudou sistematicamente a sensibilidade da ELRA
a condicoes iniciais. Outro aspecto que é explorado nestes trabalhos sao as con-
sequencias do espaco de Hilbert do subsistema atomico ser finito, o que define uma
“borda” no espaco de fase classico associado ao subsistema atomico que coincide
com o estado |J,J) do espago de Hilbert de spin. Podemos resumir os resultados

mais importantes desta série de trabalhos nos seguintes items:

1. No caso nao integravel com G = 0.5 e G = 0.2, a ELRA apresenta compor-
tamentos diferentes dependendo se a condicao inicial pertence a uma regiao

caotica ou regular. Condigoes iniciais pertencentes as regioes regulares apre-
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sentam oscilagoes periddicas e a ELRA aumenta numa taxa menor que no caso
da condicao inicial cadtica. Também é observada uma transi¢cao entre caos e
regularidade que nao é abrupta, ao estudar a evolugdao temporal do ELRA

escolhendo condigoes iniciais pertencentes aos dois tipos de regioes.

2. Mesmo no caso integravel, a ERLA aumenta rapidamente quando a condigao
inicial é preparada perto da separatriz de forma que o pacote de onda associado
ao sistema atomico consegue evoluir até regioes perto da borda do espaco de
fase classico. De fato, a projecao da funcao de quase-probabilidade de Husimi
no espago de fase mostra como maximos e minimos da ELRA estao associados
a localizagao e delocalizacao desta funcao no espacgo de fase, quando o pacote

aproxima-se ou afasta-se da borda.

3. Ao estudar o comportamento da ELRA escolhendo condigbes iniciais nas
regioes regulares, existe uma relacao entre a taxa de emaranhamento e o tipo
de érbita a qual pertence a condicao inicial. Quando o estado coerente é pre-
parado sobre um ponto que pertence a orbita periddica de menor periodo, a
projecao da trajetoria no espago de fase cldssico é um cincunferéncia ao redor
da origem (caso G’ = 0) e a entropia linear reduzida cresce numa taxa menor

que para qualquer um dos outros casos possiveis, nao apresentando oscilagoes.

O aspecto novo que serd apresentado aqui consiste no mapeamento dos efeitos
do emaranhamento sobre a localizacao ou delocalizacao do estado atomico na re-
presentacao polar esférica, ja discutida na Secao 1.5. A funcao de Wigner atomica
estd definida diretamente como fungao do angulo polar (f) e azimutal (¢) da es-
fera de Bloch, sendo a melhor opcao na analise da localizacao e delocalizacao do
estado quantico. Tanto para a interacao dipolar na aproximacao de onda girante
(caso integravel) quanto para o caso onde o termo contra-girante é considerado (nao
integrdvel), a nossa andlise serd dividida em duas partes: a primeira consiste na
apresentacao e discussao dos resultados encontrados para a entropia linear reduzida
atomica (ELRA), associados as condigoes iniciais escolhidas, onde nos concentrare-
mos na identificacao de caracteristicas gerais da dinamica do emaranhamento. Na
segunda parte, apresentaremos os nossos resultados da funcao de Wigner atomica
usando na discussao tanto a representacao polar esférica da mesma, quanto as

funcoes de Wigner reduzidas, Wy e W, onde poderemos visualizar o grau de lo-
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calizacao do estado atomico nas variaveis 6 e ¢ e como isto esta relacionado com o

grau de emaranhamento entre os subsistemas.

4.2 Emaranhamento no caso integravel.

Nesta primeira parte estamos interessados no caso onde a interacao dipolar pode
ser descrita pela aproximacao de onda girante. Como consequéncia, o Hamiltoniano
cléssico dado pela expressao (4.4) é integravel. Além disso, consideraremos o sistema
na ressonancia sendo wy = w,. Daqui para frente, escolhemos G' = 0, G = 0.5 ¢
wp = w, = 1.0 no Hamiltoniano dado pela Eq.(4.1). O valor da constante de Planck
serd fixado em h = 1.0 ao longo deste capitulo. Seguindo o mesmo processo dos
trabalhos precedentes [13, 12, 11], o primeiro passo na nossa andlise consiste em
estudar a segdo de Poincaré no subespaco (qq, pa), apresentada na Fig. 4.1, onde o
nimero de dtomos corresponde a N = 21 (J = 10.5) e a energia média total do
sistema, E onde E/N = 1. Lembremos que a representacao no plano definido pelas
coordenadas (g4, pa) ¢ a projecao estereografica da esfera de Bloch com raio igual a
VaJ.

Notamos a presenca de uma separatriz de movimento definida para ¢, = 0 que
divide o espago de fase atomico em duas regides: a primeira corresponde a regiao
onde p, > 0 e na segunda regiao p, < 0. Em cada uma destas regioes, observa-
mos a presenca de toros racionais e irracionais os quais estao localizados ao redor
das duas orbitas periddicas centrais de menor periodo. Classicamente, ao evoluir
uma Condigao Inicial (C.I.) localizada numa das duas regides do subespago, via
equacoes de Hamilton, o estado do subsistema em tempos futuros permanece na
mesma regiao. Afim de comparar adequadamente os nossos resultados, todas as
C.I. estao localizadas na regiao de valores positivos da varidvel p, onde elas sao
indicadas usando diferentes simbolos na Fig. 4.1. Os valores das variaveis g, e p,
como funcao do pseudo-spin total do subsistema atomico J associadas a cada C.I.
sao apresentadas na Tabela 4.2 sendo elas escolhidas de tal forma que uma delas
esta localizada sobre um toro muito préximo a érbita peridodica de menor periodo
na regiao de valores positivos de p, (triangulo), a segunda C.I. estd localizada sobre
um toro perto da separatriz de movimento no espago de fase (quadrado) e a terceira

num outro toro externo cuja posicao esta localizado perto da borda do subespaco
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Figura 4.1: Secao de Poincaré do sub-sistema atomico considerando o modelo de
Dicke na aproximacao de onda girante. Aqui J = 10.5 e energia média do sistema
cumpre F/N = 1.0. Aqui G = 0.5, G’ = 0.0 e h = 1.0. Os pontos indicam as

condicoes iniciais da Tabela 4.2.

atomico(circulo). Com o objetivo de simplificar a discussao, chamaremos a estas
trés C.I. como toro interno, separatriz e borda respectivamente. Para todos os casos,
a condicao inicial para o campo ¢é escolhida tal que g, = 0.0 e o valor do correspon-
dente p.o € calculada de forma que satisfaz a condicao que a energia média total do
sistema satisfaz F/N = 1.0.

Condicao Inicial | Simbolo Qa0 Pa0
Toro interno triangulo 0.0 0.548v/4.J
Separatriz quadrado 0.01 0.01
Borda circulo 0.1v4J  0.95V/4J

Tabela 4.1: Condigoes iniciais escolhidas no caso do sistema integravel. J é o spin

total do sub-sistema atoémico.

Os estados do subsistema atomico construidos centrando o pacote nestes pontos
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correspondem a um estado coerente com (J.) ~ —0.4J (toro interno), um segundo
estado coerente com (J,) ~ —.J (separatriz) e por tltimo um estado coerente com

(J,) ~ 0.83J (borda), como pode ser corroborado dos valores numéricos obtidos

para o valor médio de cada condicao apresentados na Tabela 4.2.

Condicao Inicial J
10.5 7.0 5.0
Separatriz -10.4999 | -6.9999 | -4.9999
Toro interno -4.1987 | -2.7950 | -1.9987
Borda 8.6827 | 5.7904 | 4.1426

A

Tabela 4.2: Resultados do cédlculo numérico de (J,) para o instante inicial e as

condigoes iniciais escolhidas e diferentes valores de J.

A evolugao da Entropia Linear Reduzida Atomica (ELRA) como funcao do
tempo depende fortemente da condicao inicial do sistema, como podemos ver na
Fig. 4.2, onde sao mostrados os nossos resultados considerando J = 10.5 e as
condicoes iniciais da Tabela 4.2. Lembrando as propriedades do traco parcial, a

entropia linear do subsistema atomico pode ser escrita como
0alt) = 1= Ty [p2(t)] .

onde p, = Tr.[p(t)] sendo p (t) o operador densidade do estado global. Os instan-
tes para os quais o valor da ELRA é nulo, correspondem a tempos onde o estado
global é separavel e os dois subsistemas, em separado, estao num estado puro. Para
todas as condigOes iniciais, vemos que s6 no tempo inicial o valor da ELRA é nulo
e o estado global é separavel. Desta forma, o subsistema atomico esta emaranhado
com o campo para qualquer instante futuro. independentemente da condigao inicial
escolhida. Esta situacao é oposta ao caso analisado no Capitulo 2, onde N = 1 e
o atomo era preparado num estado de superposi¢ao, onde o processo de emaranha-
mento é reversivel, como podemos ver da evolugao das funcoes de Wigner do campo,
Fig. 2.5, e a funcao de Wigner atomica, Fig. 2.6.

Para tempos “longos” (30 < wpt < 70) a ELRA, apresentada no inset da Fig. 4.2,
tem um comportamento assintotico até um valor maximo (patamar). O valor da

entropia linear reduzida depende fortemente do nimero méximo de estados acessiveis
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Figura 4.2: Entropia linear como funcao do tempo para J = 10.5 e as condicoes
iniciais da tabela 4.2: Separatriz (linha continua grossa), Borda (linha tracejada) e

Toro Interno (linha continua). No “inset”: comportamento no patamar (0 < wot <

70).

associados ao sistema atomico, o qual depende basicamente do niimero de atomos.
Vemos que existem pequenas diferencas no valor da entropia no patamar ao compa-
rar diferentes condigoes iniciais, sendo fixo o nimero de dtomos do sistema. Obtere-
mos informagoes tanto sobre estas pequenas diferencgas entre os valores do patamar
do ELRA para as trés condigoes iniciais, quanto a questdao da distribuicao sobre

os niveis acessiveis, ao analisar a funcao de Wigner atomica e suas distribuigoes

reduzidas Wy e Wy.
Da comparagao das curvas de ELRA para as diferentes C.I.s antes de atingir o
patamar, vemos como o aumento da mesma é mais rapido para as C.I. denotadas

como separatriz e borda do que para aquela definida sobre o toro interno. Como ja
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foi mostrado na Ref. [12], se o estado coerente é preparado de modo que o centro do
mesmo coincide com a C.I. localizada sobre um toro interno da secao de Poincaré, a
ELRA apresenta um ntmero maior de oscilagoes, e a taxa de aumento da entropia

menor do que para as outras condigoes iniciais. Embora o valor final da ELRA

[N

[N

menor do que nos outros casos, toma mais tempo para o sistema atomico atingir
o estado com maior grau de emaranhamento. Em contraste, para as C.I.s perto
da separatriz e perto da borda, o tempo para o qual a ELRA atinge o patamar é

aproximadamente o mesmo.

Se analisamos a forma das projecoes das trajetorias classicas associadas a cada
condi¢ao inicial vemos como o emaranhamento aumenta significativamente mais
rapido para as C.I.s que, classicamente, tem uma trajetéria menos confinada numa
determinada regiao do espago de fase. Lembremos que estas trajetdrias sao en-
contradas evoluindo os pontos escolhidos no espago classico usando as equagoes
de Hamilton e projetamos as trajetérias no espago de fase do subsistema atomico
(Fig. 4.3), As oscilagoes na ELRA estao relacionadas com separagoes e aproximagoes
sucessivas com relagao a borda do espago de fase, como foram discutidas por Angelo
et al. [13] e pelo mesmo autor na tese de doutorado [18]. Vemos como, para este
caso particular, as trajetérias menos regulares correspondem justamente a condigao
inicial perto da borda e aquela escolhida perto da separatriz. Podemos afirmar
que condigoes iniciais do problema mecanico-quantico associadas a orbitas classicas
estaveis podem estar associados a estados quanticos onde o processo de emaranha-
mento é inibido, dentro do contexto definido neste trabalho (N grande e estados

coerentes como estados iniciais).

Resta compararmos as mudancas no comportamento da ELRA ao preparar o
nosso estado atomico inicial com um nimero de atomos diferentes. Na Figura 4.4
apresentamos os resultados obtidos para a entropia linear como funcao do tempo
para diferentes valores de NN, considerando condigOes iniciais equivalentes aquela
sobre o toro interno. O primeiro fato a ser observado ¢ a diminui¢ao do valor do
patamar na medida que o nimero de atomos diminui. Como foi discutido ante-
riormente, isto esta associado ao numero de estado acessiveis que aumenta quando
N aumenta, o que esta relacionado com o fato do sistema tentar evoluir para um
estado misto com contribuicao dos 2J + 1 estados acessiveis. Nesse contexto de sis-

temas ideais globalmente puros, nao héd como distinguir uma mistura estatistica do
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Figura 4.3: Projecao da trajetoria classica para cada uma das condigoes iniciais da
tabela 4.2: Separatriz (linha continua grossa), Borda (linha tracejada) e toro interno
(linha continua). Os parametros associados ao Hamiltoniano H s@o os mesmos da
Fig. 4.1 e J =10.5.

ponto de vista dos subsistemas e o estado global maximamente emaranhado. Isto
significa que o valor da ELRA deste estado misto, cujo valor assintético corresponde
a d, ~1— (N)", aumenta quando N aumenta. Uma outra diferenca na ELRA
entre os casos correspondentes a um numero diferente de atomos consiste em que a
ELRA consegue atingir um valor menor quando N aumenta e a entropia atinge o
minimo a cada oscilagao, embora os tempos nos quais aparecem estes minimos nao
dependem do numero de atomos presentes. Para as outras duas condigoes iniciais,
o comportamento da ELRA pode ser descrita da mesma maneira.

Na proxima secao discutiremos os resultados obtidos para a evolucao da funcao
de Wigner atomica associada a cada uma das condigoes iniciais discutidas até o
momento. Em particular, estamos interessados em analisar quais sao as diferencas
que apresenta esta funcao para tempos correspondentes aos primeiros maximos e
minimos do valor da ELRA, e usaremos também as Funcoes de Wigner Reduzi-
das Atomicas (FWRA), W, e Wy. Analisando o comportamento destas fungoes é

possivel estabelecer que existe alguma correlacao entre a localizacao e delocalizagao
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Figura 4.4: Entropia linear como func¢ao do tempo considerando a condigao inicial
sobre um toro interno perto uma das dérbitas de menor periodo e para diferentes
valores de J: J = 10.5 (Linha continua grossa); J = 7.0 (Linha pontilhada) e
J = 5.0 (Linha tracejada).

do estado e os maximos e minimos da ELRA. Embora a funcao de Husimi apre-
sentada na Ref. [13] ja permite visualizar a delocalizagao gradual no espago de fase
atomico, a funcao de Wigner permite obter informacoes mais detalhada sobre o
processo. Usando as FWRA estaremos em condigoes de determinar se o emaranha-
mento para determinada C.I. esta relacionado a delocalizacao no espectro de valores

de J, (associado a 6) ou se J, e J, (relacionados com ¢) sao indeterminados.

4.2.1 Dinamica da funcao de Wigner do subsistema atomico.

Devido ao fato de que a funcao de Wigner é uma representacao no espago de
fase classico do operador densidade, ela é uma ferramenta poderosa no estudo da
dinamica de um determinado sistema, como ja foi corroborado no Capitulo 2. Neste
caso particular, a FWA permite uma representacao do estado atomico no subespaco
de fase para qualquer tempo, calculada a partir dos resultados numéricos obtidos

para os elementos da matriz densidade reduzida atomica. Desta forma, podemos
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usar as Fungoes de Wigner Reduzidas Atomicas (FWRA) no estudo da localizacao e
delocalizagao do estado nas variaveis 6 e ¢ e discutir as diferencas entre a dinamica
do emaranhamento dependendo do estado inicial escolhido.

A partir da Fun¢ao de Wigner atomica, ja definida na Eq.(1.66), podemos cal-
cular a FWRA associada ao angulo polar 6 € [0, 7]

Wat)= [ W (0,0,0)do

—T

e também aquela associada ao angulo azimutal ¢ € [—7, )
W, () = / "W (8, 6, t) sin 6d6
0

Estas funcoes permitem uma melhor visualizacao do comportamento da funcao de
quase-distribui¢ao, em particular sobre a localizagao e a delocalizacao do estado
atomico nas variaveis 0 e ¢. No espaco de Hilbert do momento angular, 6 e ¢ estao

relacionadas, respectivamente, com J, e a fase do estado do sistema [30]. Cumpre-se

VJ(J+1)cosd =M (4.6)

sendo o valor M o autovalor associado ao operador J,eJéo pseudo-spin total. Além

a relacao

das FWRA, que denotaremos como Wy e W, omitindo a mencao a dependéncia tem-
poral, também apresentaremos a representacao polar esférica da FWA, ja discutida
no Capitulo 1.

Apresentamos a funcao de Wigner atomica na representagao polar esférica para
os estados coerentes atomicos no tempo inicial, Fig. 4.5, construidos usando as
condicoes apresentadas na Tabela 4.2. No tempo inicial, os nossos resultados nu-
méricos da FWA nao apresentam valores negativos, como era de esperar ao definir
como estado inicial um estado coerente atomico. Vemos como para o estado coerente
centrado ao redor da C.I. localizada perto da separatriz de movimento, a repre-
sentacao polar esférica da FWA, possui um méaximo positivo em z &~ —1 quase no
polo Sul da esfera de Bloch (eixo de valores negativos de z com 6 = 7). Lembrando
que a localizacao da variavel 0 esta associada ao valor esperado do operador J, e
dado que o polo sul da esfera de Bloch corresponde aproximadamente a (jz> =—J,
vemos como a forma da FWA reflete a nossa escolha inicial (confrontar com a Ta-

bela 4.2). Nesta representagdo, a FWA do estado coerente coincide com aquela
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associada ao estado fundamental |J, —J) do sistema atomico, como podemos ver ao
comparar com a Fig. 1.3(a).

A forma da FWA para a condicao definida sobre o toro interno, estd bem
localizada nas diregoes determinadas pelos angulos polar e azimutal: ela possui um
valor maximo localizado no valor de § = 1.98 que corresponde a (jz> ~ —0.42J
(z ~ —0.4). Quanto a ¢, vemos que ela estd bem localizada ao redor de ¢ ~ £
que corresponde, segundo a nossa definicao, a direcao do eixo negativo de y. No
caso da condicao perto da borda, a funcao de Wigner atomica apresenta as mesmas
caracteristicas das anteriores mas o maximo principal da mesma estd localizado em
0 = 0.60 que corresponde a (.J,) ~ 0.86.J. As diferencas entre os valores de (.J.),
estimados com base na forma da funcao de Wigner atomica, e aquele apresentado
na Tabela 4.2 sao consequéncia do erro numérico introduzido no célculo: o valor da
Tabela foi calculado diretamente dos coeficientes associados a cada estado na base
|.J, M) definidos pela expressao (4.2) e o segundo foi obtido depois de realizadas todas
as operagoes necessarias no calculo da fun¢do de Wigner atomica (diagonalizagao,
evolucao temporal e construcao do operador densidade global, reducao das variaveis
do campo e somatdrios sobre os indices K, ) e M no calculo especifico da FWA).

Nas préximas secoes, nos concentraremos na discussao da localizagao e deloca-
lizagao das probabilidades reduzidas Wy e W,. A forma destas fungoes tanto para o
instante inicial quanto para tempos longos sera apresentado em todos os graficos a
seguir, facilitando a comparacao. Os instantes escolhidos correspondem aos tempos
onde a ELRA apresenta maximos e minimos, uma vez que queremos estabelecer uma
relagdo entre o grau de emaranhamento e a localizagao e delocalizagao da FWA. Os
tempos para os quais foram feitos os calculos numéricos sao apresentados na Ta-
bela 4.3. As convengoes usadas nos graficos serao escolhidas de acordo com a ordem
em que 0s maximos e minimos aparecem no grafico da entropia. Apresentamos estas

convengoes na Tabela 4.4 para facilitar a leitura e compreensao dos resultados.

Dindmica da FWA: condigao inicial sobre o toro.

Apresentamos os resultados para as fungoes de Wigner reduzidas Wy, Fig. 4.6(a),
e Wy, Fig. 4.6(b) nos tempos correspondentes a maximos (Esquerda) e minimos
(Direita) da ELRA. Nos graficos da distribui¢ao Wj indicamos, usando linhas trace-

jadas, os valores do angulo polar correspondentes tanto ao equador (M = 0) quanto
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Figura 4.5: Funcoes de Wigner atomicas na representacao polar esférica para J =
10.5, no instante inicial. Preto: Toro interno; Cinza escuro: Separatriz; Cinza claro:
borda.

a alguns autoestados da base |J, M) onde o valor de M para cada estado da base
estd indicado na legenda acima da linha vertical (J = 10.5). No caso de Wy, as
linhas tracejadas separam os valores da variavel em quatro intervalos: aquele corres-
pondente ao quadrante I, que corresponde na representacao polar esférica a valores
x> 0ey <0, II onde as variaveis x e y sao positivas, IIT associadoax <0ey > 0

e finalmente IV onde tanto x quanto y sao negativos.

No instante inicial, tempo representado usando uma linha continua, vemos como
a forma das distribuicoes reduzidas nos permite extrair informacoes sobre as carac-
teristicas do estado inicial: Wjy esta centrada no valor de 6 ~ 0.647 que corresponde
a um valor médio do operador <j2> ~ —0.43J. A distribuigao Wy tem um maximo

para os valores ¢ &~ 4, que corresponde a posicao do eixo Y na direcao negativa,
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Tempo Toro | Separatriz | Borda
1 maximo | 1.80 1.70 1.60
1 minimo | 2.80 2.50 2.40
2 méximo | 4.40 3.50 3.30
2 minimo | 5.70 4.40 4.30
3 méximo | 7.40 5.50 5.20
3 minimo | 8.60 6.30 —
4 maximo | 10.2 7.40 —
Patamar | 70.0 40 40

Tabela 4.3: Tempos correspondentes a méaximos e minimos da entropia linear asso-

ciados as trés condicoes iniciais escolhidas.

Tempos Estilo da linha Simbolo
0 Continua —
1 maximo Tracejada —

2 maximo || Tracejada grossa —

3 maximo Continua Circulo.

4 maximo || Continua grossa —

Patamar Continua Circulo cheio.

Tabela 4.4: Convencoes usadas nos graficos das FWRA, Wy e W,. Os tempos
correspondentes aos minimos da entropia tem a mesma convengao que 0 MAaximo

com igual nimero de ordenamento.

sendo nao nula sé num pequeno intervalo ao redor deste valor. Se olharmos a FWA
reduzidas para um tempo no qual a ELRA tem atingido o seu valor maximo ou pa-
tamar (indicado pelos circulos cheios na figura) vemos como o emaranhamento leva
o subsistema a perder localizacao na variavel ¢, se compararmos as distribuigoes in-
iciais. Apesar de Wy apresentar um méximo para 6 ~ 0.587 (M = —0.26J ~ —J+38)
e ainda estar localizada num intervalo relativamente pequeno do espectro de valores
de jz, observamos que na variavel ¢ a delocalizagao ¢ maior, pois W, toma valores
diferentes de zero para todos os valores de ¢.

Nos tempos intermedidrios entre estes dois instantes, podemos descrever a dina-

mica da fungao de Wigner reduzida Wy, dizendo que o valor mais provavel da mesma
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oscila entre 0.507 e 0.647 ao redor de um valor de 6 o qual é finalmente atingido
quando a ELRA atinge o patamar. Nos tempos correspondentes aos minimos da
ELRA, Fig. 4.6(a) a direita, o méximo da funcdo tenta voltar até a mesma posigao
do instante inicial. Além disso, o largura da distribuicao Wy é ligeiramente me-
nor do que aquela associada aos instantes correspondentes aos maximos da ELRA,
mostrados na mesma figura, a esquerda. Por sua vez, nestes tempos (maximos
das oscilagoes do ELRA), o valor maximo de Wy desloca-se para valores de 6 mais

proximos de 6 = 0.57, associado ao valor M = 0.

A evolucao da funcao W, ¢é bastante diferente, como podemos observar na
Fig. 4.6(b), onde vemos que a delocalizacaio da FWRA ¢é gradual no angulo azi-
mutal. Um fato interessante consiste na aparicao de picos secundarios, diferentes do
maximo principal presente no tempo inicial, e a dinamica dos mesmos no decorrer no
tempo. Vemos como, no tempo correspondente ao primeiro maximo (linha tracejada
fina na Fig. 4.6(b) a esquerda) W, adquiriu valores diferentes de zero para todos os
valores de ¢ correspondentes ao primeiro e quarto quadrante, aparecendo picos se-
cundarios. Isto implica que o estado do subsistema atomico esta mais deslocalizado
em ¢ se compararmos com o instante inicial. No entanto, no tempo correspondente
ao primeiro minimo (grafico a direita e mesmo estilo de linha) vemos que os picos
secundarios deslocam-se até o segundo e terceiro quadrante, com posicoes simétricas
relativas ao eixo Y (aproximadamente a +68.4 graus), sendo o valor da FWRA nula
para valores de ¢ intermediarios entre os trés picos existentes. No tempo corres-
pondente ao segundo maximo (linha tracejada espessa, a esquerda), W, sé possui o
pico principal com largura maior se comparamos com o instante inicial. No segundo
minimo (mesma convencgao, a esquerda), vemos de novo os picos secundarios nos pri-
meiros e quarto quadrante, em posicoes simétricas com respeito a direcao negativa
do eixo Y e ligeiramente deslocados dos eixo x = 0, mais um terceiro no valor de
¢/m = 0.0. Eles nao estao separados um do outro ja que W, é diferente de zero para
valores de ¢ intermedidrios. Veremos que o terceiro pico estd relacionado com a parte
negativa da funcao de Wigner atomica, que s6 é possivel enxergar na representacao
polar esférica. Para tempos posteriores esta estrutura de picos secundarios vai sendo
gradualmente apagada pela delocalizacao geral do estado atomico em fase, como ve-
mos dos resultados nos tempos associados aos terceiro maximo e o correspondente

minimo, indicados pelos circulos na Fig. 4.6(b).
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Figura 4.6: Funcoes de Wigner reduzidas atomicas para J = 10.5 considerando
a condicao inicial localizada sobre um toro proximo a érbita de menor periodo no

espago de fase classico e tempos correspondentes a méximos (Esq.) e minimos (Dir.)
da ELRA. (a) Wpy; (b) W.

A forma da FWA na representacao polar esférica é apresentada na Fig. 4.7,
onde a parte positiva estd indicada usando cinza e a negativa usando cor preta.
As escalas em z variam para melhorar a visualizacdo do comportamento da FWA.
No instante associado ao primeiro maximo da entropia linear reduzida atomica,
Fig. 4.7(a), vemos uma estrutura de trés l6bulos distinguiveis: o primeiro na dire¢ao
correspondente a valores negativos do eixo x com um valor maximo em z ~ —0.1 e
dois secundarios simétricos com relagao ao eixo x nos quadrantes I e I'V e na mesma

posicao em z que o maximo principal . Ja no tempo do primeiro minimo da entropia,
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Fig. 4.7(b), temos o mesmo tipo de estrutura que para o tempo anterior, embora
os l6bulos estao mais localizados e os 16bulos secundarios aparecem nos quadrantes
IT e IIT com valores maximos em z ~ —0.1, associados aos picos secundarios ja
discutidos ao apresentar os resultados obtidos para ;. Tanto neste tempo quanto
para o tempo correspondente ao segundo minimo da entropia, Fig. 4.7(d), pode-
mos distinguir trés l6bulos positivos na funcao de Wigner do estado atomico onde a
posicao em z do méaximo principal varia, devido as oscilagoes em 6 do valor maximo
de Wy, ja discutida anteriormente. No tempo correspondente ao segundo maximo,
Fig. 4.7(c), a estrutura muda: a funcdo de Wigner perde os 16bulos secundérios e
conserva o lébulo principal. A ordem de grandeza da parte negativa é desprezivel
se comparada com a parte positiva. Esta forma é similar as FWA nos instante cor-
respondentes ao terceiro minimo da entropia, Fig. 4.7(e), e no patamar, Fig. 4.7(f).
Nestes trés instantes, a FWA tem valores diferentes de zero para valores de # no
hemisfério norte da esfera de Bloch, z > 0, embora a FWA nao possua valores
de z superiores a 0.05. Nesse sentido, podemos dizer que para qualquer instante
de tempo, embora tenha uma delocalizacao gradual, a dinamica da FWA atomica
estd “confinada” praticamente no hemisfério sul. Para todos estes tempos, a FWA
possui parte negativa, cuja ordem de grandeza pode ser comparavel ou nao com a
parte positiva. No contexto do nosso trabalho ela é uma sinal de que o emaranha-
mento leva o estado atomico a estados que nao sao estados coerentes e sim estados
de mistura, como é representado um estado emaranhado no espaco do subsistema.
Por outro lado, a presenca de valores negativos na funcao de Wigner nos diz que o
sistema atomico nao evoluiu até uma mistura estatistica completa dos estados da
base |J, M) ja que valores negativos em Wp, indicam que elementos diferentes da

diagonal no operador densidade reduzido atomico sao diferentes de zero.

Do comportamento das funcoes de Wigner reduzidas Wy e W, mostrado na
Fig. 4.6 e da FWA na representacao polar esférica, podemos concluir que, embora
a interagao atomo-campo favorega a formacao de lobulos secundarios distinguiveis,
o emaranhamento dos subsistemas tem como efeito liquido levar o sistema a se
deslocalizar e quando a ELRA atinge o patamar, o estado atomico esta num estado
de mistura onde poucos auto-estados de J, participam, e por tanto com relativa
localizagao em jz, com total indeterminacao dos valores esperados dos operadores

~ A

J. e Jy, associados a varidvel ¢. O patamar esta relacionado com uma distribuicao
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Figura 4.7: Evolugao temporal da funcao de Wigner atomica na representacgao polar
esférica. C.I. sobre um toro interno.
Tese de Doutorado
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do estado num numero grande de estados acessiveis e em principio podemos supor
que o estado se distribui uniformemente nestes estados. A fungao de Wigner atomica
nos mostra que esta idéia nao é correta, o aumento da entropia linear reduzida pode
estas associada a delocalizacao do estado em uma ou outra variavel, # ou ¢, ou nas
duas.

Nos instantes correspondentes aos minimos da ELRA (em particular, no instante
correspondente ao primeiro minimo da ELRA), o subsistema atémico tem associa-
das funcoes de Wigner atomicas, bastante similares aos estados de gato atomicos
apresentados por Benedict e Czirjdk [58]. Da mesma forma que no caso do oscilador
quartico bidimensional do Capitulo 3, poderiamos estar diante da formacao de gatos
ou misturas estatisticas de estados de gato. Entretanto, neste caso a demonstracao

formal é bem mais complicada e deixamos esta questao em aberto.

Evolugao da funcao de Wigner: Separatriz e borda.

Da mesma forma que foi analisada a dinamica da FWA no caso da C.I. sobre o
toro interno, estudamos o comportamento da mesma funcao quando as C.I. estao
localizadas perto da separatriz de movimento e da borda do espaco de fase classico.

Separatriz: A evolucao do estado inicial preparado usando como centro o ponto
que corresponde a uma condi¢ao inicial cldssica localizada perto da separatriz de
movimento é estudada usando tanto a fungao de Wigner reduzida Wy, Fig. 4.8(a),
quanto a funcé@o associada ao angulo azimutal W, Fig. 4.8(b), nos instantes corres-
pondentes a maximos (Esq.) e minimos (Dir.) da entropia linear reduzida atomica,
ELRA. Para todos os graficos, é apresentada simultaneamente a forma da fungao
correspondente tanto para o instante inicial quanto para um instante onde a ELRA
atingiu o patamar.

Vemos que para o instante inicial, W apresenta um pico bem localizado ao redor
do valor de M ~ —J e a forma de Wy indica que o estado inicial esta distribuido para
todos os valores de ¢, o que corresponde com a situacao do estado coerente localizado
no estado fundamental |J; —J) (linha continua). No patamar, a situagao é diferente
da encontrada no caso da condigao inicial sobre o toro: tanto Wy quanto Wy estao
deslocalizadas, embora a primeira ainda conserve o pico principal bem localizado
no valor de # = 0 (circulo cheio). Se comparadas com a forma final das fungoes

de Wigner reduzidas do caso anterior, vemos que elas estao significativamente mais
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deslocalizadas, sendo esta a razao pela qual o valor da ELRA no patamar é maior
neste caso (mais estados |J, M) participando). Para tempos intermediérios, as di-
ferencas no comportamento das FWRA entre os tempos de maximos e minimos da
ELRA podem ser resumidas assim: o valor maximo de Wj oscila da mesma maneira
do que no caso anterior, embora as oscilagoes nao estao restritas uma determinada
regiao, podendo tomar qualquer valor de #. Embora a delocalizacao de Wy seja
gradual, podemos ver como os minimos e maximos da ELRA estao ligados a loca-
lizacao da funcao Wy. Isto ¢ visto da Fig. 4.8(b), onde nos tempos correspondentes
aos minimos da ELRA aparece a estrutura de picos secundéarios associada a lobulos
distinguiveis na representagao polar esférica da FWA, sendo eles bem definidos até
o tempo correspondente ao terceiro minimo (indicado com circulos), como podemos

observar na Fig. 4.8(b) a direita.

Borda: Apresentamos as funcoes de Wigner reduzidas Wy e W, Fig. 4.9, quando
o pacote coerente é construido sobre uma condi¢ao nas vizinhancas da borda no
espago de fase cldssico. Para o tempo inicial a fun¢ao Wy, Fig 4.9(a), tem um pico
principal localizado em 6 = 0.187 (M = 0.88.J) o que coincide com a nossa escolha
original, e W, tem o pico localizado em 7. No patamar vemos que tanto Wy quanto
W, deslocalizam-se mais rapidamente nesta escolha, se comparamos com qualquer
um dos casos anteriores. Nos tempos intermediarios, o pico principal de Wy oscila
no intervalo definido pelo valor inicial (7/2 — 0y < 6 < 7/2 + 6y, onde 0y = 0.187).
A estrutura de picos secundarios em Wy, nao aparece neste caso, nem mesmo no
tempo correspondente ao primeiro minimo da ELRA. O comportamento de Wy para
tempos correspondentes a maximos e minimos da ELRA é bastante similar as duas
escolhas anteriores sendo duas as diferencas fundamentais: a primeira é o fato do
intervalo de valores de 6 onde o maximo da fungao oscila é menor do que o associado
para a condicgao inicial perto da separatriz e maior do que para a condicao inicial no
toro interno. A segunda é que a delocalizacao em 0 acontece mais rapidamente do

que para qualquer dos casos anteriores.

A evolucao da funcao de Wigner atomica na representacao polar esférica para
estas duas C.I.s é apresentada na Fig. 4.10 para tempos indicados na mesma. Vemos
como no tempo correspondente ao primeiro maximo da ELRA, as func¢oes associadas
as duas C.I.s nao apresentam os 16bulos secundarios bem definidos encontrados para

a C.I. localizada no toro interno, sendo a forma das mesmas parecidas excetuando
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Figura 4.8: Fungoes de Wigner reduzidas quando N = 21 (J = 10.5), considerando
a C.I. perto da separatriz e tempos correspondentes a maximos (Esq.) e minimos

(Dir.) da entropia linear reduzida atomica: (a)W(0) e (b) W ().

o fato da FWA para a condicao perto da separatriz possuir uma forma mais arre-
dondada, o que significa que a FWA tem valores diferentes de zero para um nimero
maior de “direcoes” na esfera de Bloch do que para a outra condigao. Se compara-
mos os valores da ELRA nos dois casos, 6, = 0.48 para a condigao inicial sobre a
borda e d, = 0.72 para a condicao inicial perto da separatriz, podemos comprovar de
novo a relacao entre o grau de emaranhamento e localizacao do estado atomico. A
mesma situacao é observada ao comparar as FWA nos outros instantes: no primeiro
minimo da entropia linear, a forma da FWA para a condi¢do na borda estd mais
localizada, apresentando até a estrutura de lébulos secundarios, se comparamos com
a outra condicdo (aqui 6, = 0.06 para a C.I. perto da borda e §, = 0.17 perto da

separatriz).

Liliana Sanz de la Torre Tese de Doutorado



112 4. Funcoes de Wigner atomicas e o Maser de Dicke.

J J-2 J-4 J-8 M=0 -J+8 -J+4 -J+2 -J J J-2 J-4 J-8 M=0-J+8 -J+4 -J+2 -J
I I
| |
1.0 + | q 1.0 | q
| |
| |
| |
0.8 | | . 0.8 | | . .
\ | 7\
| | A
0.6 | 1 0.6 | 1
Wo } W } 4o
| | Al \\
04+ IR 1 04 | o |
N ’ \
} K AN } s // \\
02 | é? T N 02| /\-\ L \ 1
_ o \ N | - \
/// ,// T \\\ % ...r""‘ N /"ﬁ,/ \\\\\
0.0 == : -~ 0.0 ——=
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
0/n 0/
(a)
I | I v I | I v
0.5 0.5
04 | | : !
03 N\ : i
\ y 1y /i
Wm \ J W¢ \ \ ’,1
02| ] | i
I i
1 "/
N 1 © !l
0.1 PN g N i
N 1 \ N _ y
0.0 S 0.0 T T
~1.0 -0.5 0.0 05 1.0 ~1.0 -05 0.0 0.5 1.0
o/n (b) o/m

Figura 4.9: W(0) e W (¢) para J = 10.5 considerando a condi¢ao inicial localizada

na borda do espaco de fase classico e alguns tempos de interesse.

No segundo méaximo, as FWA diferem muito pouco, e notamos que 6, = 0.85
(borda) e §, = 0.89 (separatriz). A situagdo muda para o tempo correspondente no
segundo maximo e a FWA é mais localizada para a condicao inicial perto da borda
do que aquela associada a separatriz, ao mesmo tempo que o valor do segundo
minimo da entropia sobre a C.I. perto da separatriz (6, = 0.40) é menor que aquele
encontrado na borda (J§, = 0.57) e de fato a FWA estd mais localizada para esta
C.I.. No terceiro maximo resulta dificil determinar qual entre os dois casos esta mais
localizada. Olhando para os resultados da ELRA, vemos que neste caso os valores
da entropia sao aproximadamente iguais. Finalmente, para wgt = 40, a ELRA nos

dois casos ja atingiram seus patamares e as funcoes de Wigner atomicas mostram
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como para o caso correspondente a condicao inicial sobre a borda, a funcao é mais
deslocalizada do que para a C.I. perto da separatriz. Isto ja era visivel nos resultados
para as funcoes Wy e Wy, estando este resultado em correspondéncia com a diferenca
entre os valores da entropia linear no patamar dos dois casos (d, =~ 0.92 para a C.1I.
perto da borda e §, ~ 0.89, perto da separatriz). Da mesma forma que para a C.I.
sobre o toro interno, existe uma parte negativa em todos os instantes representados
no grafico, embora ela seja muito pequena se comparada com a parte positiva. De
novo, interpretamos que neste contexto, o aparecimento da parte negativa € indicar
que o estado atémico nao é ainda um estado de mistura estatistica completa (ou um
estado maximamente emaranhado do ponto de vista global).

Resumindo, podemos dizer que a funcao Wy se deslocaliza a medida que o tempo
passa, o seu valor maximo oscilando entre valores da variavel 6 correspondentes ao
intervalo —|(.J. (0))| < M < |(.J. (0))], com excecao da C.I. sobre o toro interno no
qual o maximo de Wy varia entre valores entre M = 0 e o valor inicial de (jz) Isto
tem relagao direta com a estrutura do espago de fase classico: no caso da orbita
periédica, os toros mais proximos desta érbita que permanecem, no espaco de fase,
numa faixa estreita de . A Fung¢ao de Wigner atomica de certa forma acompanha

esta evolucao.

4.3 Emaranhamento no caso nao integravel.

A seguir, analisaremos a dinamica do emaranhamento entre os subsistemas (dtomo
e campo) ao considerar os efeitos do termo contra-girante escolhendo G = 0.2,
G = 0.5 no Hamiltoniano de Dicke, Eq.(4.1). Nesta segao, reproduzimos parte do
processo seguido por Angelo et al. [13] e pelo mesmo autor na tese de doutorado [18]
para depois calcular a funcao de Wigner atomica e analisar o processo de desloca-
lizacao gradual nas varidveis angulares.

Da mesma maneira do que no caso integravel, consideramos o sistema na res-
sonancia, h = 1.0 e a energia média total do sistema é tal que £/N = 1. Para
esta escolha de parametros, o analogo classico do sistema apresenta caos, como é
verificado ao observar a secao de Poincaré do subsistema atomico para a nossa es-
colha de parametros, reproduzida na Fig. 4.11. A forma da secdao depende tanto

~ A ! . ’ 1
da relacao entre os valores dos parametros G e G, quanto da energia média do
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Figura 4.10: Evolucao temporal da fungao de Wigner atomica na representacao

polar esférica. C.I. separatriz (cinza escuro) e borda (cinza claro).
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P, o;

Figura 4.11: Secao de Poincaré do subsistema atomico onde J = 10.5, wy = 1.0,
h = 1.0 e energia média do sistema E/N =1. Aqui G = 0.5 e G’ = 0.2 e os pontos

indicam as condigoes iniciais da escolhidas.

sistema [95]. Vemos da Fig. 4.11 que no nosso caso particular a se¢ao de Poincaré
apresenta regioes cadticas e duas regioes estaveis, sendo a maior delas definida para
valores positivos da variavel p,, dentro das quais aparecem um conjunto de toros ao

redor das érbitas periddicas de menor periodo.

Da mesma forma do que para o caso integravel, escolhemos quatro condicoes
iniciais que serao o centro do estado coerente a ser construido, sendo duas delas
cadticas e duas escolhidas dentro das ilhas estaveis. A C.I. que denotaremos como
C1, indicada por um diamante (cheio) na Fig.4.11, estd localizada perto da borda do
espago de fase. A segunda C.I. cadtica estd localizada numa regiao mais interna da
secao de Poincaré, e esta indicada por um triangulo, e sera denominada C2. Quanto
as condicoes iniciais periddicas, uma delas estd localizada num toro interno perto da
érbita periédica de menor periodo, indicada com circulo (cheio) na Fig.4.11 e que
sera denominada P1, e a outra coincide com a érbita periddica de menor periodo da
ilha estavel menor, que chamaremos P2 e estd indicada por um quadrado. Tanto os

valores das coordenadas classicas ¢, e p, quanto o valor médio da projegao no eixo z
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Tipo de condicao a Da <jz)
CL: interna 0.0 —0.28v/4J | —0.84J
C2: borda —0.99v/4J 0.0 0.96.
P1: Toro interno na ilha maior 0.0 0.54v/4J | —0.47.J
P2: Orbita de menor periodo da ilha menor 0.0 —0.85v/4J | 0.44J

do pseudo-spin total para cada condicao quando J = 10.5 sao dados na Tabela 4.3.
A diferenga fundamental entre as trajetérias associadas a regioes regulares e cadticas
descritas pela mecanica cldssica consiste em que as primeiras estao bem localizadas
no espago de fase cldssico enquanto as outras nao (Ver Apéndice B para ver as
projegoes). Da mesma forma que para o caso integravel, isto afeta a dinamica do

emaranhamento e deve se refletir no comportamento da fungao de Wigner.

Sabemos da Ref. [11, 13] que o processo de emaranhamento para as condigoes
cadticas é mais rapido para as condigoes com trajetorias mais complexas devido a
correspondente delocalizacao do estado, de maneira similar aos resultados encontra-
dos para o caso integravel. Isto é confirmado ao calcular a entropia linear reduzida
atomica (ELRA). Apresentamos os nossos resultados para a ELRA (essencialmente
os mesmos da Ref. [13]) para as condigoes iniciais localizadas nas ilhas estéveis,
Fig. 4.12(a), e para as duas condigbes na regiao cadtica, Fig. 4.12(b) para tem-
pos onde o valor da ELRA cresce e ha oscilagoes. Comparando os dois graficos,
confirmamos como o processo de emaranhamento é mais rapido para as C.I.s de-
finidas na regiao cadtica do que para o caso onde escolhemos pontos dentro das
ilhas estdveis [11, 13]. Dois fatos interessantes sao observados e explicados na tese
de Renato M. Angelo [18] e repetimos aqui para as varias condigdes iniciais. Nas
ilhas estaveis, para tempos curtos, vemos que o sistema atomico recobra pureza com
maior eficiéncia quando o pacote é centrado na ilha menor. Esta “eficiéncia” é enten-
dida como o fato do d, adquirir valores pequenos, perto de zero, nos instantes onde
a curva apresenta minimos. No caso das condigoes localizadas na regiao cadtica,
vemos que para wot < 1.0 a taxa de emaranhamento é maior quando o estado in-
icial é construido sobre um ponto perto da borda do espaco de fase atomico. No
entanto, durante as primeiras oscilacbes do ELRA, esta quantidade atinge valores

maiores nos maximos para a condicao inicial no interior da regiao cadtica, situacao
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(a) Ilhas estaveis. (b) Regiao cadtica.
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Figura 4.12: Evolucao da ERLA para as C.I.s escolhidas centradas sobre os pontos
da segao da Fig. 4.11. (a)llhas regulares e (b)Regido caética e tempos no intervalo
0 < wot < 20 e (c¢) Patamar (60 < wot < 70). Circulo cheio: P1; quadrado: P2;

Triangulo: C1 e Diamante cheio: C2.

que muda para wpt > 15 onde as duas curvas tem um comportamento oscilatério
similar, crescendo continuamente.

Também confirmamos que comparando os valores nos patamares para os quatro
casos, apresentados na Fig. 4.12(c), o valor da ELRA para a condigao inicial P1 é
mais baixo do que para a condicao inicial P2. O valor da entropia no patamar para
a segunda condicao é comparavel ao encontrado para as C.I.s na regiao cadtica, o
que é interpretado na Ref. [13] como a influéncia das regides cadticas na vizinhanga
desta C.I. Na proxima segao usaremos as fungoes de Wigner reduzidas atomicas, Wy
e W, com o objetivo de encontrar uma correlacao entre a tendéncia a delocalizagao

tanto em 6 quanto em ¢ nos maximos da ELRA e localizacao nos minimos para
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cada uma das condicoes iniciais.

4.3.1 Dinamica da Funcao de Wigner.

Nesta secao tentaremos explicar as diferencas para o caso cadtico e regular do com-
portamento do emaranhamento usando a funcao de Wigner atomica no analise do
processo de delocalizacao do estado atomico. Faremos isto comparando a evolugao
das fungoes de Wigner reduzidas atomicas, Wy e W, das condigoes iniciais nas ilhas
regulares e na regiao cadtica separadamente. Lembremos que P1 é o nome para a
C.I. localizada sobre o toro interno na ilha maior, P2 se refere a C.I. na ilha menor,
C1 a C.I. na parte interna da regiao cadtica e C2 a C.I. na mesma regiao cadtica
mas perto da borda do espaco de fase.

Na Figura 4.13 mostramos os nossos resultados para as FWRA para as duas
condicoes iniciais escolhidas sobre 6rbitas periddicas. No tempo inicial, ao considerar
P1, vemos que Wy tem um maximo localizado no valor 0.647. Para P2, a posicao do
maximo corresponde a # = 0.357. Lembrando da relacao entre o angulo 6 e o valor
médio do operador J, dado pela Eq. 4.6, vemos que <jz> ~ —4.67J no primeiro caso

e <jz> ~ 4.98.J para a c.i. sobre a drbita periédica na ilha menor. As diferengas entre

A
2’

estes valores e aqueles encontrados ao calcular (J,) diretamente do estado inicial é
de novo devido ao acimulo de erro numérico. Este erro é maior neste caso devido a
inclusao do termo contra-girante, de forma que é necessario aumentar a base usada
no processo de diagonalizagao do Hamiltoniano 4.1. Nos dois casos, vemos que W,
tem o seu maximo no valor de ¢ + m, associado ao fato das condicoes iniciais serem
tais que o estado coerente atomico tem uma fase bem localizada ao redor da direcao
negativa do eixo x, se pensarmos na representacao polar esférica da FWA, a qual
serd omitida nessa analise.

No instante onde a ELRA atinge o patamar, vemos que existe uma diferenga
fundamental entre os resultados para as duas C.I., indicadas na Fig. 4.13 usando
circulos cheios. Vemos que para a condicao inicial P1, a fungao Wy estd mais lo-
calizada, conservando um maximo distinguivel para um valor de 8 = 0.557 o que
corresponde a <jz> ~ —1.89.J, embora a forma da funcao indique que o estado ad-
quiriu probabilidades diferentes de zero para todos os valores de . Ja no caso da
condicao P2, vemos que a situagao é outra: a funcao nao possui um maximo dis-

tinguivel, e o estado tem aproximadamente a mesma probabilidade de ocupar todos
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os estados do espectro de autoestados |.J, M).

J J-2  J-4 J-8 M=0-J+8 -J+4 -J+2 -J
1.0 ; — : 06 ! 1 u v

|
|
|
08 } 4
|
|

1.0 210 -0.5 0.0 0.5 1.0
(a) o/m

J J-2  J-4 J-8 M=0 -J+8 -J+4 —J+2 -J 1 11 III 1\%
1.0 : T

0.0 . 1.0

o/T

Figura 4.13: Funcgoes atomicas reduzidas para J = 10.5 e considerando as condicoes
iniciais localizadas em regices regulares: (a)P1; (b)P2. Os instantes apresenta-
dos s@o: tempo inicial (linha continua); tempo associado ao primeiro maximo da
entropia (linha tracejada); primeiro minimo da entropia (linha tracejada grossa); se-
gundo méximo (circulos); segundo minimo (linha continua grossa) e patamar (circulo

cheio).

Uma vez que a evolucao de Wy para as duas condigoes iniciais apresentam o
mesmo comportamento, Fig. 4.13(a-b) a direita, concluimos que a diferenca entre os
valores maximos atingidos pela ELRA no patamar é devida ao fato da delocalizacao
maior na variavel # do estado atomico da FWA associada a condicao inicial P2. Isto é
porque neste caso a mistura estatistica dos 241 estados é melhor atingida do que no
caso P1 (ou, em termos do sistema global, se aproxima mais do estado maximamente

emaranhado). Nos tempos intermedidrios, a evolugao de Wy e Wy mostra como a
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delocalizacao ou localizacao relativa das FWRA esta relacionadas com o processo de
emaranhamento. No instante correspondente ao primeiro maximo da ELRA (linha
tracejada), a delocalizacao de Wy nao é apreciavel quanto a delocaliza¢do na varidvel
¢. Ja para o primeiro minimo (linha tracejada grossa), embora seja notdvel algum
alargamento de Wy, vemos que W, tem um maximo no quadrante II, e a funcao é
mais localizada se comparada com o instante analisado anteriormente. No segundo
maximo (circulos), ocorre tanto o alargamento de W, quanto uma delocalizagao
maior na variavel ¢ associado ao aumento do emaranhamento,se comparamos com o
instante anterior. Finalmente, no segundo minimo (linha continua grossa), enquanto
Wy ganha localizacao, Wy perde e a ERLA diminui. Porém, embora o estreitamento
no intervalo de valores de 6 é maior do que o encontrado para o primeiro minimo, a

delocalizacao em ¢ aumenta com o consequente aumento do grau de emaranhamento.

Lembrando os nossos resultados para a C.I. no toro interno no caso integravel,
podemos concluir que a dinamica da FWA indica que o sistema atomico é sensivel a
presenca de caos no analogo classico. Vemos como condigoes iniciais “protegidas” dos
efeitos do caos, ao estarem localizadas no interior de ilhas regulares, mostram FWA
que se deslocalizam numa taxa menor do que outras localizadas em ilhas menores

e/ou sobre C.I. perto da fronteira entre as ilhas regulares e as regides cadticas.

As funcoes Wy e W, para as condigoes iniciais dentro da regiao cadtica sao apre-
sentadas na Fig. 4.14. No instante inicial, a funcao Wy tanto para a condicao inicial
Cl1, Fig. 4.14(a), quanto para a condigao inicial C2, Fig. 4.14(b), apresenta maximos
para os valores de # associados a (J,) ~ —0.90.J e (J.) = J respectivamente que
coincidem aproximadamente com os valores usados para preparar o estado inicial.
Para a condi¢ao no interior da regiao cadtica C1, W, possui um valor maximo para
¢ ~ £m. No caso da condi¢ao inicial C2, W, possui valores diferentes de zero para
todo o intervalo de valores de ¢, devido ao fato da funcao estar localizada pratica-
mente sobre o polo norte da esfera de Bloch. Podemos observar o mesmo tipo de
correlacao localizacao vs. delocalizacao nos instantes correspondentes a minimos e
maximos da ELRA, estando principalmente a localizacdo na variavel ¢ associada
as tentativas do sistema de diminuir o grau de emaranhamento. A diferenca mais
importante no comportamento entre as duas condicoes iniciais escolhidas tem a ver
com o fato da condicao inicial C2 favorecer uma delocaliza¢ao muito rdpida da func¢ao

Wy. Em outras palavras, se o subsistema atomico é preparado num estado coerente
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tal que o valor médio do operador J, seja aproximadamente igual a J e o campo é

de tal intensidade que os termos contra-girantes do Hamiltoniano de interagao di-

polar se torne importante, o processo de emaranhamento entre os dois subsistemas

é muito mais rapido que qualquer outro dos casos anteriores.
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Figura 4.14: Funcoes atomicas reduzidas para J = 10.5 e considerando as condicoes

iniciais localizadas na regido cadtica: (a)C1l e (b)C2 nos instantes ¢, (linha continua),

timz (linha tracejada), ti,, (linha tracejada grossa), s, (circulos), s, (linha

continua grossa) e patamar (circulo cheio).
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Capitulo 5
Conclusoes.

Neste trabalho, estudamos a dinamica do emaranhamento de dois sistemas bipar-
tites, fechados, onde os estados iniciais do sistema global corresponde a um estado
puro. Sao usadas a funcao de Husimi e a fungao de Wigner na analise da dinamica
dos subsistemas e a entropia linear reduzida como medida de emaranhamento. No
primeiro sistema dois osciladores estao acoplados via uma interacao bilinear, corres-
ponde a interagao dipolo-dipolo na aproximacao de onda girante, e uma interagao
nao linear, relacionada a propagacao de dois modos de campo eletromagnético num
meio tipo Kerr. Encontramos as solugoes exatas para o estado global evoluido ao
considerar trés tipos diferentes de estado inicial, e determinamos os efeitos de cada
termo de interacao sobre a dinamica do emaranhamento. Quando cada oscilador
é preparado inicialmente num estado de Fock, a dinamica do emaranhamento esta
governada pelo termo bilinear, sendo o efeito da interagao nao linear apenas uma
contribuicao a fase global do estado do sistema, como ¢é visto na Eq.(3.14). O sis-
tema apresenta emaranhamento reversivel com periodo de recoérencia que depende
da frequéncia wy. E possivel também definir um periodo de recorréncia do sistema,
71, sendo este o tempo no qual o sistema volta ao estado inicial e que corresponde

ao dobro do tempo de recoeréncia definido antes.

De posse desta solucao, calculamos a evolugao temporal do produto de estados
coerentes. Encontramos que o termo bilinear leva o sistema a novos estados coeren-
tes, e o sistema continua sendo separavel e nao ha emaranhamento. O efeito do termo
biquadratico ¢é justamente emaranhar os estados, e sao encontradas duas condigoes

de separabilidade do sistema: a primeira que depende somente do parametro asso-
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ciado a interacdo nao-linear, onde o perfodo de recoeréncia é dado por 17 = m/w,
e o estado do sistema é dado pela Eq.(3.37), e uma segunda condigao, Eq.(3.41),
que depende dos parametros dos estados coerentes iniciais. Esta segunda condigao
estd associada a interacgao bilinear ja que define outros instantes onde o estado é se-
paravel que dependem da frequéncia w,. Nestes tempos, um dos osciladores evolui
até o estado de vacuo enquanto o estado do segundo oscilador é uma superposicao
de estados de Fock, Eq.( 3.40). Recorréncias podem ser obtidas sé se as razdes wy/w,

e wy/w, forem nimeros racionais e para tempos correspondentes a multiplos de 77.

No caso da condicao inicial dada pelo produto de um estado de Fock e o estado
coerente, vemos que o periodo de recoérencia estd associado a interacao bilinear,
sendo este dado por 7/2w,. Nestes tempos, o sistema evolui até um produto direito
de um estado de nimero e uma superposicao geral de estados de Fock. Demons-
tramos que as superposicoes de estados de Fock encontradas como estado de um
dos osciladores no caso do produto |ni) ® |a) e para a segunda condigao de sepa-
rabilidade do produto de estados coerentes, podem ser escritas como superposigoes
de estados coerentes com o mesmo nimero médio de fétons, que chamaremos de
estados de gato de Schrodinger generalizados. O nimero de estados coerentes en-
volvidos na superposicao depende do valor do parametro [, o qual depende do valor
das frequéncias w, e wy, Eqgs.(3.58,3.59). A condicao geral para a formagao destes

estados, depende basicamente da relacao entre as frequéncias wy e wy.

Finalmente, o comportamento do processo de emaranhamento foi estudado ana-
lisando o comportamento da entropia linear reduzida e da funcao de Husimi quando
h — 0. Os nossos resultados nos permitem separar a dinamica dos osciladores
quarticos em dois regimes: o primeiro denominado de regime de delocalizacao de
fase, que coincide com o aumento mondétono da entropia linear reduzida e a funcao
de Husimi se comporta de maneira semelhante a um ensemble de condicoes iniciais
classicas [18]. O segundo regime, denominado regime de auto-interferéncia, que cor-
responde ao intervalo onde a entropia linear reduzida apresenta oscilagoes, possuindo
minimos locais para sub-multiplos do periodo de decoeréncia e onde a funcao de Hu-
simi apresenta uma estrutura de pacotes que guardam semelhanca com estados de
superposicao de estados coerentes, sendo na verdade estados mistos dos mesmos. O
tempo de ruptura, t,., que separa os dois regimes, apresenta uma dependéncia com

o valor da constante de Planck que guarda semelhanca com definigoes da escala de
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Ehrenfest, ja que depois deste tempo sao claros os efeitos da auto-interferéncia, de

origem puramente quantico.

Estudamos a dinamica do emaranhamento num segundo sistema bipartite, o ma-
ser de Dicke no Capitulo 4. Aqui, nos limitamos a estudar o caso de muitos atomos
(N > 3), explorando a conexao cldssico-quantica no espaco de fase. A Fungao de
Wigner Atomica (FWA), a qual nos permitiu visualizar a dinamica do subsistema
atomico nas coordenadas angulares 6 e ¢. Ao considerar a interacao dipolar na
aproximacao de onda girante, os nossos resultados para a FWA e para as fungoes
de Wigner Atomicas Reduzidas (FWAR) mostram que estados coerentes atomicos
centrados num ponto localizado numa drbita cuja trajetoria classica é muito loca-
lizada no espaco de fase do subsistema atomico inibe o processo de emaranhamento
entre campo e atomo. A estrutura de toros restringe a regiao disponével no espaco
de fase, especialmente em 6, o que contribui para que o subsistema mantenha um
certa coeréncia. Quando escolhidas 6rbitas menos regulares associadas a trajetérias
menos localizadas, como as C.I.s perto da borda ou da separatriz de movimento,
o processo de emaranhamento é mais rapido ja que favorecem a delocalizagao do
pacote quantico. Explicamos, usando as FWAR, as diferencas entre os valores da
ELRA para cada C.I. escolhida dizendo que este valor estd diretamente relacionado
com a delocalizacao, tanto nos valores esperados dos operadores J, e jy, associados
ao angulo azimutal ¢, quanto sobre o espectro de energia definido pela base |J, M),
associado ao angulo polar . Nos maximos de ELRA, ha sempre uma tendéncia a
delocalizagao da fungao de Wigner enquanto que, nos minimos, ocorrem tentativas
de localizacao. Diferencas entre os valores da ELRA quando atinge o patamar po-
dem ser associados a uma maior ou menor delocalizagao da FWA | associadas a mais
ou menos estados |J, M) participantes. Resultados similares, onde o efeito é mais
acentuado, sao encontrados para a FWA no caso quando os termos contra-girantes

da interacao dipolar sao incluidos e o analogo classico do sistema apresenta caos.

Podemos concluir que o processo de anélise do estado atomico usando as funcoes
reduzidas Wy e W, demonstrou ser eficiente na hora de explorar aspectos da dinamica
do subsistema, além de facilitar a visualizacao dos processos de localizacao e delo-
calizagao. Ja que este tipo de estudo usando uma fungao de quase-distribuicao para
representar a dinamica do sistema no espaco de fase, nao é encontrado na literatura

e podemos dizer que o calculo da funcao de Wigner atomica é a nossa contribuicao
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no estudo da conexao classico-quantica no modelo de Dicke.

Em futuros trabalhos, serd interessante estudar os efeitos do contato dos siste-
mas bipartites estudados com um reservatério, de maneira que possamos analisar
o processo de decoeréncia. Os resultados para a funcao de Wigner apresentados
no Capitulo 2, calculados usando solugoes conhecidas da equacao mestra classica,
mostram como a evolucao das fungoes de quase-probabilidade podem ajudar em
estudos deste tipo. Com relacao ao modelo de oscilador quartico, esta sendo rea-
lizado um estudo de uma extensao mas “realista” do mesmo em que os parametros
da interacao quartica sejam livres e possam ser ajustadas a esquemas experimentais

propostos na literatura.
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Apeéendice A

Detalhes na analise do Oscilador

quartico bidimensional.

Neste apéndice apresentaremos em maior detalhe alguns célculos cujos resultados
foram usados no decorrer da analise da dinamica do emaranhamento de dois oscila-

dores harmonicos interagindo via uma interacao bilinear além de um termo quartico.

Regras de Comutagao

Para determinar as propriedades do Hamiltoniano, nos interessa calcular o comuta-

dor dos operadores Hy e V). Desta forma, calculamos

[Ho, Va] = RBwows [a]as + adas + 1,alaz + aral)]
= Wwows {alaz (a1, a]] +ab [af,a1] a1 + af |ad, 6] ax+
aban [az, 3] |
= Wwowy {alas — abay — afap + aba, |

A.1 Evolucao do produto de estados de ntimero

Mudanca de Base: Nosso problema consiste em relacionar os estados associados a

base de operadores a), com os estados da base dos operadores A. Podemos relacionar
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A. Detalhes na andlise do Oscilador quéartico bidimensional.

as bases através do seguinte célculo:

In1,m2),

OHCK

il (AL + A1) (4] - 4))"™

2(n1+n2)p ) Ing!

10,0), = 0,0) 4

ni no n1)(n2) . ni—i it i At na—j i J
;)]ZO T <A1) (Az) <A1) (_AQ) 10,0) 4
ni na A (”1) (nz) t nitne—(i+j) ¢ a4\ iti

;)]z: \/m <A ) (Az) 10,0) 4

ni n2 N9 [n1+n2—(2+])] (2+])

120320 < ) (j )\/ 2(n1+n2)p Iy -

X |ny+mna—(i+7),(i+7))4 (A.2)

Entao, de forma mais compacta, podemos reescrever a relagao entre as bases como:

Solugao da equ

ni no
N1, m2), = D> i (ny,ma) [na +ny — (i 4 7), (i + 7)) 4,
=0 7=0
(A.3)
() (e [n1+mne— (i + )]0+ 7)!
CZ] (n17n2) - ( 1) ( 7/ > <] )\/ 2(n1+n2)n1!n2! :

acao de Schrodinger.

Evoluimos explicitamente o estado inicial, Eq.(A.2), encontrando:

[ (£))

e~ |4 (0))

ny n2

ZZCZ] ni,no) e |n1—|—n2
=0 5=0
ni no

Z Z Ci j (’I’Ll, TLQ) €

i=0 j—0
e—l[(w—l—wx)t(iﬂ-ﬁ-%)}e*lf«dg (n1+na+1)2 ’nl 4 ngy — (Z +]) (’L +j)>A

(t4+7), (7)) a

(o) (mAnz i+ 1)) o

e—z[wot(nl+n2+1)+w,\t(n1+n2)+wgt(n1+n2+1)2] %
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ny n2

SN g (na,ng) N Ing g — (i 4 5), (i 4+ ) 4 - (A.4)
i=0 j=0

Reescrevendo o estado evoluido omitindo a fase global, obtemos simplesmente:

ny ng

W () =D iy (n1,ng) DN g 4y — (i 4 5), (i + ) 4, (A.5)
i=0j=0

Podemos re-transformar o estado evoluido da representagao dos operadores “A” para

“a” obtendo o seguinte resultado:

ni n2 o At n1+na—(i+j) Al i+j
W) <t>> = Z Z Ci g (nl, ng) @21(”‘])&&7«‘ ( 1) ( 2)

Escrevendo explicitamente o fator ¢; j (n1,n2) e cancelando e juntando alguns

0,0),. (A.6)

termos temos:

¥ () = i i (-1 (T) <n2> () (ADMWW) 10,00, (A7)

i=0 j=0 J 2mtnam, Iny!

Se fazemos as somas sobre os indices 7, j temos o seguinte resultado:

oy (A )" (i = dfe
N VvV 2”1n1! vV 2”2n2!

Multiplicando por uma fase global, ou melhor, incluindo a fase global que depende

10,0) . (A.8)

da constante de interacao, w, temos:

¥ (1) =

1 A]{e—wmt_A;ewAzt n1 1 AJ{G_WAU _Agewﬂt
TL1! \/5 vV 712! \/§

) 10,0) 4, (A.9)

lembrando que

(A.10)
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O nosso estado de nimero evoluido vai ter a seguinte forma:

[&I cos (wat) — 1ad sin wkt] " {—1&1 sin (wyt) + @b cos (w,\t)}n2

¥ (1) =

10,0) 4.
(A.11)

n1! TLQ!

A.2 Evolucao do produto de estados coerentes

Calculo do trago do quadrado da matriz densidade: A seguir, apresentamos

o célculo detalhado do trago do quadrado do operador densidade reduzido.

2m 21 n+k’ Hx n'+k
Tr [R}] = e IHOPIROr S S5 !52 B OF B ()" pr )" ™
1Pk nn’ kk m,l ! VIl Vnlk!
e_zwgt[2(n+1+m) +(n/+m+1) ]e—zwgt[2(k+1+m)2+(k/+m+1) ]5n WOl b
2 72zwg n—k) |ﬁ ()|2 2uwgt(n— k):|l
R O Ol “ﬁ?( ) } [ X
nz];%n: m! !
EXOIENG]
n! k!
2
_ _|51(t | _iate I Z |ﬁl )l n ‘Bl ( )‘ ‘BQ(t)|2[82uugt(n7k)+672zwgt(nfk)]
n,k k!
2n
_ —|51(t V2—|B2()|2 Z |ﬁ1 | |51 ( )| 2|,82(t)\2cos [2wgt(n—k)]
n,k k!
2n 2k
t .
€*|ﬁl(t)|2 Z |61 ' | |ﬂ1 ]i'>| e|,@2(t)|2{1—4sm2 [wgt(n—k)}}. (A12)

n,
Evolugao temporal dos valores médios: Nesta escolha particular do estado
inicial, estamos interessados no cédlculo dos operadores de quadraturas do campo, os

quais estao definidos como segue

0c = /% (@)

. ho(ag — al
P = — . A.13
I 5 ( . ) (A.13)

Usando a Eq.(3.33) e a Eq.(A.13) podemos calcular expressoes analiticas para

os valores médios. Podemos escrever os valores esperados das quadraturas como

(Qu)(t) = Tru[Qk pr(t) (A.14)
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— A /2h Re [6k(t)e—3zwgteé;i(le—mwgt)] ’

<151<;> (t) = Tri[Ppr(t)] (A.15)
— A /2h Im |:6k(t>€3lwgt€—%(1—621wgt>:| ’

onde definimos a frequéncia associada ao termo nao linear como w, = hg. As

expressoes contem termos oscilatorios que produzem o fenémeno de colapsos e res-

surgimentos, similares as encontradas nas referéncias [72, 73] para tempos corres-

pondentes a multiplos do periodo de recoeréncia.

Podemos re-escrever os valores esperados das quadraturas do campo numa notacao

mais compacta considerando cada valor esperado como uma componente do vetor

quadridimensional. Definindo este vetor da forma

<R> = (<Q1>7 <]51>7 <Q2>a <[?32>)

e usando as matrizes 4 x 4, M e M*“*, definidas como

Mr] 0
M[7] = :

0 M]7]

[ cos (wrt)M[0]  sin (wrt)M|m/2]
M“ =

| sin (wat)M[7/2]  cos (wat) M[0]

onde

COST sinT

M[T] == . 9
—SIn7T COST

e finalmente chegamos a expressao geral que tem a forma a seguir:
(R() = A®MEIM o] Ro

onde sao definidas as seguintes quantidades:

A
T = o sin (2wyt) + (wo + 3wy) t,
Ry = (Q10,P10u Q207p20) )

A (t) — 6_% sin? (wgt).

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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Finalmente, na Fig. A.1 mostramos os resultados encontrados para o valor esperado
da quadratura Qk O comportamento do valor esperado do operador P, é analogo
a quadratura Qk, sendo a diferenca entre eles dada apenas pela fase relativa das
oscilagoes. Excetuando isto, as duas quantidades apresentam o fenomeno de colapsos

e ressurgimentos com periodo igual a 77.

1.5

<Q> | %

-0.5 i

0.0 2.0 4.0 6.0

oagt

Figura A.1: Colapsos e ressurgimentos na evolugao do valor esperado do operador

Qkparag—g:%,&:2,qkozpkozl.o,A:zL.Oeh:L

Wyg

Misturas estatisticas de gatos de Schrodinger.

A continuacao, reproduzimos a demonstragao da evoluc¢ao do estado separavel dos
osciladores acoplados, preparados em estados coerentes, até uma mistura estatistica
de estados de gato de Schrédinger, apresentada num apéndice da Ref. [79]. Este
calculo foi realizado em sua totalidade por Renato Moreira Angelo, quem permitiu

a inclusao do resultado nesta tese por razoes de completeza.
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A.2. Evolucao do produto de estados coerentes 133

Reescrevemos a Eq. (3.30) numa notac¢ao mais compacta

(1) = D () em (72) M |, m) (A.19)

n,m

(A.20)

onde vy, = fBre st e 3, sdo funcoes que dependem do tempo. Estamos interessados

na forma do estado global nos instantes

m™r T
tr,s = = T1_7
(.L)gs S

onde r e s formam uma fracao racional com r < s. Usando a transformada discreta
de Fourier definida na Eq.(3.55)

7z7m z Za 7,8) 7127m— (A2].)

onde

ol :%Z —umh(kZ-29) (A.22)

Podemos reescrever a Eq.(A.19) nos instantes correspondentes aos submiiltiplos do

periodo de recoeréncia assim

W(ts)) = 3 cn (1) m (12) €75 | m)

n,m

-1

= Y gy Y e (g€ ) e (1) )

q,p=0 n,m

-1

= Y g0y Y g €M) @ e () [m)

" -1
= S16n) © 3 tyer () m). (A23)

Aqui ng, = e 2Tt = ﬂk6722ﬂ<%+£), e definimos o estado |C,,) para o oscilador-1

CcOo1mo

i aq, ‘nlq e’ﬁﬁmg> . (A.24)
q=0
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134 A. Detalhes na andlise do Oscilador quéartico bidimensional.

Construindo o operador densidade global e tracando sobre as varidveis associadas
ao segundo oscilador encontramos o seguinte estado de mistura de estados de super-

posicao, ou mistura de estados de gato
P1 (tr,S) = ng |Cm> <Cm| (A'25)

onde os pesos associados a cada estado estd definido como

-1
&n = 2 iy Con (T12p) Cr (T2 )- (A.26)

p,p'=0
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Apéendice B

Projecoes da trajetoria classica no

subespaco atomico.

Apresentamos as projecoes das trajetorias sobre o espago de fase para as condigoes
iniciais usadas na Secao 4.3 e apresentados na Tabela. 4.3. Sao evidentes as di-
ferencas, ja que as condigoes iniciais nas ilhas estao associadas a érbitas estaveis,
Fig. B.1(a), se comparadas com as condigdes iniciais na regiao caética, Fig. B.1(b)

e as trajetdrias estao mais localizadas no primeiro caso.

80— T T T T T
6.0 e r
6.0 e
40 . r
40 .
20~ 7 201 B
P, 0.0F e P, 0.0+ e
20 e 201 7
40 .
40 e |
6.0 e
6.0~ g L
I O Y PO B ) A O U IR N NPU
60 40 20 00 20 40 60 80 60 -40 20 00 20 40 60 80
% %

Figura B.1: Projecao das érbitas classicas no espago de Spin nas condigoes iniciais
pertencentes as ilhas principais (a) e a regiao cadtica (b). Linha continua: toro in-
terno.; Linha continua fina: érbita peridédica na ilha menor. Para (b) Linha continua:

c.i. no interior da regiao cadtica; Linha continua fina: c.i. perto da borda.
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136 B. Projegoes da trajetéria classica no subespago atémico.
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