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Resumo

Este trabalho é dedicado ao estudo dos multiferróicos, um tipo especial de sistema

de elétrons fortemente correlacionados. Foram analisadas teoricamente estas substâncias

e estudada a famı́lia LiMPO4 (M: Mn, Fe, Co, Ni) em particular. Este trabalho focou

particularmente no composto de Mn, LiMnPO4, onde foram utilizados os dados existentes

e os recém obtidos de espalhamento inelástico de nêutrons (INS), magnetização, espalha-

mento Raman e ressonância paramagnética eletrônica (ESR) para modelar as interações

magnéticas presentes no material. Os resultados obtidos em monocristais deste composto

permitem refinar o conhecimento das interações magnéticas do mesmo. O modelo desen-

volvido realiza um ajuste simultâneo dos novos dados de espalhamento Raman e os já

publicados de INS, mostrando uma clara interpretação do papel dos parâmetros de troca

no material escolhido. É esperado que este cálculo seja estendido para toda a famı́lia e

para outros compostos. Esta tese tenta ser auto-contida, por isso incluiu-se boa parte do

material necessário para o leitor e futuros continuadores deste trabalho.
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Abstract

This work is devoted to the study of an special type of strongly correlated electrons’

compounds, namely the multiferroics. We analyze theoretically those substances, and

we study a particular family of them, the LiMPO4 (M: Mn, Fe, Co, Ni) family. We

focus particularly in the Mn compound, LiMnPO4, where we use existing and newly

obtained data from Inelastic Neutron Scattering, Magnetization, Raman Scattering and

Electron Spin Resonance to model the magnetic interactions in the material. The results

in single crystals of this compound allow us to refine the knowledge of the magnetic

interactions in LiMnPO4. Our model develops a calculation that fits together the new

Raman experiments and the already published INS, arriving to a clear interpretation of

the role of the exchange parameters in the chosen material. We expect that our calculation

will be extended in the future to the whole family and to other compounds. This thesis

tried to be self-contained, so we included some material that can be useful for the readers

and future continuators of this work.
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vida. Agradeço também ao meu irmão Ricardo Calderon, sempre muito solidário.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A maioria dos materiais que são utilizados em aplicações tecnológicas apresentam pro-

priedades que são praticamente insenśıveis a repulsão entre os elétrons constituintes do

sistema. As propriedades elétricas, mecânicas e térmicas do siĺıcio, alumı́nio, diamante e

grafeno podem ser entendidas muito bem com uma teoria de elétrons não interagentes.

Nestes materiais, devido ao Prinćıpio de Exclusão de Pauli e ao caráter delocalizado dos

estados eletrônicos (constitúıdos principalmente dos orbitais s e p), a energia cinética é

dominante em relação a interação elétron-elétron. Até mesmo para materiais em que

as propriedades derivam das interações eletrônicas, como ferromagnetos itinerantes, as

interações são tratadas frequentemente como um elemento secundário. Isto resulta em

metais comuns, semicondutores, isolantes e semimetais, todos derivados da teoria de ban-

das.

Entretanto, existem casos em que as interações entre os elétrons determinam total-

mente as propriedades eletrônicas, magnéticas, ópticas e algumas vezes mecânicas dos

materiais. Isto pode ser evidenciado até mesmo no ńıvel atômico, onde as regras de Hund

em metais de transição determinam a configuração do estado fundamental através da mini-

mização da repulsão Coulombiana entre os elétrons do orbital d. As interações eletrônicas,

além do caráter quântico dos sistemas, são responsáveis pela formação de ordenamento

magnético nos materiais. Além disso, elétrons que interagem atrativamente (qualquer que

seja a part́ıcula que esteja mediando a interação) dão origem a supercondutividade.

Supercondutores são sistemas diamagnéticos perfeitos que conduzem corrente elétrica

sem nenhuma resistência e a aplicação tecnológica destes materiais é imediata. Porém,

para se tornar posśıvel o uso de aparelhos com supercondutores a usuários comuns, é

necessário descobrir materiais que apresentam este fenômeno em temperatura ambiente.

Além disso, estes materiais são importante no âmbito cient́ıfico, devido a inúmeras pro-

priedades não usuais que estes apresentam. O entendimento destas propriedades pode

1
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levar a obtenção da desejada supercondutividade a temperatura ambiente.

Outra classe de materiais em que as interações eletrônicas são extremamente impor-

tantes é a dos multiferróicos. Os multiferróicos são materiais que apresentam ordenamento

magnético e ferroeletricidade simultaneamente em alguma faixa de temperatura (esta não

é a definição precisa; como será visto adiante, outros tipos de ordenamento podem estar

envolvidos). Caso as unidades microscópicas que dão origem ao magnetismo e a ferroele-

tricidade no material forem as mesmas (ou correlacionadas), existirá uma interação entre

estas duas fases que pode dar origem ao conhecido efeito magnetoelétrico. Isto implicará

no controle do parâmetro de ordem ferroelétrico através de um campo magnético e o

contrário, o controle do parâmetro de ordem magnético através de um campo elétrico.

Esta aplicação é muito interessante na área de spintrônica, onde o controle dos spins

através de um campo elétrico terá um gasto energético menor do que com um campo

magnético.

O tema geral desta tese de doutorado são os multiferróicos. Inicialmente, no caṕıtulo

2 será abordado o tema da multiferroicidade, introduzindo primeiramente a origem do

ordenamento magnético nos materiais e, posteriormente, uma explicação fenomenológica

da ferroeletricidade. O caṕıtulo finaliza citando as condições necessárias para o surgi-

mento da multiferroicidade. No caṕıtulo 3 será discutido o efeito magnetoelétrico, que dá

origem as mais diversas aplicações tecnológicas. Será discutido também porque o efeito

magnetoelétrico é tão importante nos materiais multiferróicos.

O tema mais espećıfico desta tese é a famı́lia de ortofosfatos de ĺıtio LiXPO4 (onde X =

Mn, Fe, Co, Ni). Estes compostos multiferróicos são sistemas isoestruturais ortorrômbicos

com o grupo espacial Pnma, apresentando o coeficiente magnetoelétrico relativamente

elevado (em torno de 1 ps/m). No caṕıtulo 4, aborda-se resultados já obtidos da literatura

e reobtém-se a energia das ondas de spin através da curva de dispersão de neutrons. O

caṕıtulo 5 discute o espalhamento Raman obtido pelo nosso grupo de pesquisa e compara-

se as curvas experimentais com aquelas esperadas utilizando os parâmetros de ajuste

da curva de dispersão de neutrons. O caṕıtulo 6 resume as conclusões retiradas neste

trabalho.

Por último, é importante citar que este trabalho foi feito com a intenção de ser auto-

contido; assim, grande parte dos resultados obtidos estão demonstrados em seções ante-

riores ou nos apêndices. Isto porque esta tese foi escrita com a intenção de servir como

referência aos futuros alunos de meu grupo de pesquisa, assim como qualquer outra pessoa

interessada.



Caṕıtulo 2

Materiais Multiferróicos

2.1 Introdução

Um material ferróico (ou uma fase ferróica) é aquele que apresenta um parâmetro de

ordem pasśıvel de alteração através da aplicação de um campo conjugado a este parâmetro.

Por exemplo, um material ferroelétrico apresenta a polarização como parâmetro de ordem,

que pode ser alterado através de um campo elétrico. Dada esta definição, um material

multiferróico é aquele que apresenta duas ou mais fases ferróicas. Individualmente, os

materiais ferróicos apresentam uma variedade de aplicações que permeiam vários aspectos

tecnológicos do mundo atual. A integração de mais fases ferróicas é ainda mais interessante

pois auxiliam na miniaturização dos dispositivos criados. Porém, o principal interesse do

desenvolvimento de materiais multiferróicos está na possibilidade do surgimento de uma

correlação entre as fases ferróicas.

A convenção da literatura, porém, é utilizar o termo multiferróico para sistemas que

apresentam algum tipo de ordenamento magnético aliado a presença da ferroeletricidade

[1, 2]. Esta convenção será usada neste trabalho. Já a correlação que pode surgir entre

estas duas fases ferróicas é o chamado efeito magnetoelétrico. Entretanto, o efeito mag-

netoelétrico é um fenômeno mais geral que a multiferroicidade e pode surgir em materiais

que não apresentam nenhum tipo de ordenamento magnético e/ou elétrico. A figura (2.1)

apresenta a relação entre os materiais multiferróicos e magnetoelétricos.

Dispositivos multiferróicos que apresentam o efeito magnetoelétrico tem um número

elevado de aplicações. Alguns exemplos são: dispositivos ferromagnéticos ressonantes con-

trolados por campo elétrico [3], elementos de memória de múltiplos estados [3], transduto-

res com piezoeletricidade modulada magneticamente [3], dispositivos de leitura/gravação

onde os dados podem ser escritos eletricamente e lidos magneticamente (explorando o me-

lhor aspecto da FeRAM - Ferroelectric Random Access Memory - e do armazenamento de

3



4 2.1 Introdução

Figura 2.1: Materiais com ordenamento magnético (ferroelétricos) formam um subcon-
junto dos materiais polarizáveis magneticamente (eletricamente) como paramagnetos (pa-
raelétricos). A intersecção (roxa) representam os materiais multiferróicos. Materiais
magnetoelétricos (cinza) é um fenômeno independente, que pode surgir nos materiais
multiferróicos.

dados magneticamente) [2] , aplicações na área de sensores e atuadores [4] e, por último,

spintrônica (onde o controle dos spins via campo elétrico consome menos energia do que

o controle magnético) [1].

Conforme será mostrado no caṕıtulo 3 (ver equação (3.22)), o tensor de susceptibili-

dade magnetoelétrica α que acopla os campos magnético e elétrico é limitado superior-

mente por uma média geométrica dos tensores de susceptibilidade magnética e elétrica.

Assim, para um dado material exibir altos valores deste acoplamento, é necessário apresen-

tar altos valores das susceptibilidades elétrica (o que ocorre, em geral, com ordenamento

elétrico) e magnética (o que ocorre, em geral, com ordenamento magnético). Por isto,

os multiferróicos são os materiais mais propensos a exibir altos valores do efeito magne-

toelétrico. Porém, veja que o resultado da equação (3.22) é só um limitante superior, não

indicando se o material irá exibir o acoplamento.

Os multiferróicos foram crescidos pela primeira vez em 1958, quando ı́ons magnéticos

3d substitúıam ı́ons com a estrutura de camada fechada em perovskites, gerando os com-

postos ferroelétricos e antiferromagnéticos PbFe1/2Nb1/2O3 e PbFe1/2Ta1/2O3 [5]. Hoje,

existem mais de 80 multiferróicos com diferentes estruturas como as boracitas, compostos

da forma BaMF4 (M = Mg, Mn, Fe, Co, Ni, Zn) [4] e da famı́lia LiMPO4 (M = Mn,

Fe, Co, Ni) [6, 7, 8, 9, 10]. Em particular, este trabalho irá se concentrar no composto

multiferróico LiMnPO4, nos caṕıtulos 4 e 5.

Nas seções a seguir, será descrito separadamente como surge o ordenamento magnético

e ferroelétrico nos materiais. Também será visto a aparente incompatibilidade da ferroe-

letricidade e magnetismo e os meios que surgiram até hoje para contornar este problema.
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2.2 Materiais magnéticos

2.2.1 Introdução ao magnetismo atômico

Nesta seção, será revisada a teoria magnética dos materiais isolantes. As propriedades

magnéticas dos materiais podem ser entendidas em termos das propriedades individuais

dos átomos e ı́ons que compõem o material com, caso necessário, o acréscimo do efeito de

campo cristalino devido aos átomos ou ı́ons da vizinhança. Para isto, inicialmente será

feita uma revisão da própria teoria atômica.

Todas as part́ıculas carregadas apresentam um momento de dipolo magnético, já que

todas apresentam um momento angular intŕınseco (conhecido por spin). Dos constituintes

do átomo, os elétrons são as part́ıculas que apresentam o maior valor do momento de dipolo

magnético. De fato, o momento de dipolo magnético de uma part́ıcula com spin ~S é dado

por:

~µ = g
q

2m
~S (2.1)

onde g é conhecido como fator g e vale 2 para o elétron livre, q é a carga da part́ıcula e

m sua massa. Pelo fato de que o elétron apresenta uma massa muito pequena, seu mo-

mento magnético passa a ser extremamente elevado quando comparado com o momento

magnético do próton ou do nêutron. Portanto, tópicos usuais de magnetismo se preocu-

pam somente com a origem eletrônica do magnetismo. Deve ser lembrado também que

elétrons são férmions e, portanto, respeitam o prinćıpio de exclusão de Pauli.

Para o estudo a seguir, serão utilizadas unidades atômicas, tal que ~ = 1, c = 1,

e = 1 (carga do elétron), me = 1 (massa do elétron) e 4πǫ0 = 1. Resultados conhecidos

derivados da mecânica quântica não relativ́ıstica que podem ser obtidos em [11, 12, 13]

serão usados sem referência nesta seção.

Átomo monoeletrônico

Como é bem conhecido, o átomo é constitúıdo de um núcleo de cargas positivas

(prótons) e de nêutrons. O núcleo atômico permanece coerente pela interação forte que

é mais intensa que a repulsão Coulombiana entre os prótons. Este núcleo é cercado por

elétrons de carga negativa que balanceiam a carga positiva de modo que a carga total do

átomo seja nula. O potencial entre um elétron e o núcleo é dado por:
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V (r) = −Z
r

(2.2)

onde Z é conhecido como número atômico e define o número de prótons presentes no

núcleo e r é a distância do elétron ao núcleo. Para um átomo de um único elétron, os

autoestados e a energia podem ser obtidos resolvendo a equação de Schrödinger indepen-

dente do tempo para átomos hidrogenóides:

[

− 1

2mR

∇2 − Z

r

]

Ψ(~r) = EΨ(~r) (2.3)

onde mR = M
M+1

∼ 1 é a massa reduzida do sistema (e M é a massa do núcleo expressa

em termos da massa do elétron), E é a autoenergia da função de onda eletrônica Ψ. A

função de onda pode ser expressa como:

Ψnlm(r, φ, θ) = Rnl(r)Ylm(θ, φ) (2.4)

As funções Rnl(r) e Ylm(θ, φ) são as partes radial e orbital da função de onda, respecti-

vamente. Esta separação só é posśıvel pelo fato de que o potencial de Coulomb apresenta

simetria esférica. O ı́ndice n é conhecido como número quântico principal e remete aos

ńıveis de energia dos átomos hidrogenóides:

En = −R Z

n2
(2.5)

onde R é conhecida como a constante de Rydberg e equivale a energia de ionização do

átomo de hidrogênio em seu estado fundamental.

O ı́ndice l é o número quântico orbital conhecido por descrever o autovalor do operador

L2. De fato, se o sistema apresenta um número quântico orbital l, o mesmo é caracterizado

por ter um autovalor de L2 igual a l(l + 1). Para qualquer sistema com número quântico

principal igual a n, segue que 0 ≤ l ≤ n−1. O último ı́ndice m é conhecido como número

quântico magnético e equivale ao autovalor do operador Lz. Para um dado valor de l, o

ı́ndice m pode assumir 2l + 1 valores. Dessa forma, é fácil verificar que as autoenergias

En apresentam uma degenerescência n2. Na verdade, essa degenerescência deve ser igual

a 2n2 devido ao acréscimo do spin. É interessante notar que é comum utilizar letras para



2.2 Materiais magnéticos 7

Figura 2.2: A distribuição espacial dos orbitais posśıveis para n = 3. Figura re-
tirada de http://www.sci.uidaho.edu/Chem101/Lecture%20photos/Fig5 12Orbitals.jpg
(acessado em 12/12/2012).

representar o número quântico orbital: s para l = 0, p para l = 1, d para l = 2 e f para

l = 3. A figura (2.2) exemplifica a distribuição angular dos orbitais s, p e d.

Átomos com vários elétrons

A seguir, para estudar casos reais, é interessante estudar as propriedades dos átomos

com mais de um elétron. O Hamiltoniano de um problema de N elétrons é:

H =
N
∑

i

[

−1

2
∇2 − Z

ri

]

+
N
∑

i<j=1

1

rij
(2.6)

Este é o Hamiltoniano atômico geral que leva em consideração a interação Coulombiana

entre os elétrons. Por este fato, a equação de Schrödinger não pode ser separável em uma

parte radial e outra angular como no problema de um elétron. Porém, assume-se, em

geral, que o efeito do campo gerado pelos outros N − 1 elétrons é enfraquecer o campo

do núcleo, reduzindo a carga efetiva do mesmo (fenômeno chamado de screening). Se

isto é verdade, é posśıvel descrever a interação entre os elétrons como sendo esférica com

uma pequena correção não esférica. Esta é a hipótese básica do tratamento de átomos
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com mais de um elétron, criando, assim, uma ponte entre os sistemas de muitos elétrons

e os átomos hidrogenóides. Esta aproximação é conhecida como aproximação de campo

central (cf). A parte residual, como dito, não é esférica mas pequena e tratada como

perturbação. Matematicamente, o potencial que age em um elétron é descrito na forma:

Vcf (ri) = −Z
ri

+ S(ri) (2.7)

onde S(r) é a parte simétrica do potencial de interação eletrônica. Portanto, o Hamilto-

niano é descrito como:

H =
N
∑

i

[

−1

2
∇2 + Vcf (ri)

]

+

[

N
∑

i<j=1

1

rij
−

N
∑

i

S(ri)

]

H ≡ Hcf +H1 (2.8)

Agora é posśıvel separar a solução para a parte esférica Hcf . É posśıvel ver que a

autofunção para um elétron submetido a este potencial é:

[

−1

2
∇2 + Vcf (ri)

]

unlm(~r) = Enlunlm(~r)

⇒ unml(~r) = Rcf
nl (r)Ylm(θ, φ) (2.9)

Obviamente, a parte radial de um elétron e de vários elétrons são distintas, mas a

parte angular não deve ser modificada. Assim,

HcfΨc =

[

N
∑

i

(−1

2
∇2 + Vcf (ri))

]

Ψc

= EcΨc

⇒ Ψc =
N
∏

i=1

unilimi
(~ri) e Ec =

N
∑

i

Enili (2.10)

As autofunções do campo central são simplesmente produtos de todas as autofunções

de um único elétron e a autoenergia é a soma das autoenergias individuais. Porém, é

importante lembrar que além dos três números quânticos nlm é preciso acrescentar o

número quântico de spin. Como o campo central independe da orientação do spin, as
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autofunções tornam-se:

unlms(~r, ~s) = Rcf
nl (r)Ylm(θ, φ)χs (2.11)

Ao incluir o spin, a função Ψc proposta na equação (2.10) não é mais válida, visto que

não é antissimétrica na troca de dois elétrons. Uma maneira de antissimetrizar a função

de onda é utilizar o determinante de Slater, de forma que:

Ψc(~r1, ~s1, ~r2, ~s2, · · · , ~rN , ~sN) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

un1l1m1s1(~r1, ~s1) un2l2m2s2(~r1, ~s1) . . . unN lNmNsN (~r1, ~s1)

un1l1m1s1(~r2, ~s2) un2l2m2s2(~r2, ~s2) . . . unN lNmNsN (~r2, ~s2)
...

...
. . .

...

un1l1m1s1(~rN , ~sN) un2l2m2s2(~rN , ~sN) . . . unN lNmNsN (~rN , ~sN)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(2.12)

Veja que se dois elétrons estiverem no mesmo estado (isto é, nilimisi = njljmjsj para

algum i e j diferentes entre si), o determinante é nulo. Isto demonstra o Prinćıpio de

Exclusão de Pauli, onde 2 elétrons não podem ocupar os mesmos estados. Por isso, os

elétrons em um dado átomo não podem ocupar todos o estado fundamental. É necessário

preencher os estados da mais baixa para a mais alta energia. Porém, veja que alterações

nas energias dos estados podem surgir devido ao termo H1 da equação (2.8), além do

acoplamento spin-órbita (interação entre o momento angular orbital e o momento de spin

do elétron). Com isso, o Hamiltoniano completo fica:

H = Hcf +

[

N
∑

i<j=1

1

rij
−

N
∑

i

S(ri)

]

+

[

N
∑

i=1

η(ri)~li · ~si
]

≡ Hcf +H1 +H2 (2.13)

onde

η(ri) =
1

2

1

ri

dVcf (ri)

dri
(2.14)

O termo de acoplamento spin-órbita sai da teoria relativ́ıstica de Dirac e está descrito

nas referências [12, 14]. Pode ser demonstrado que o termoH2 devido as camadas atômicas
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preenchidas é nulo (intuitivamente isto pode ser observado, pois todo estado l apresenta

2 elétrons com spins opostos). Em geral, assume-se que H2 ≪ H1, que é verdade somente

para números atômicos relativamente pequenos (H2 é escalado com Z2).

Remoção das degenerescências através do termo H1

O fato dos elétrons estarem correlacionados é evidente pelo termo H1, conforme discu-

tido acima. Este termo remove algumas das 2n2 degenerescências dos estados quânticos

principais. Intuitivamente, os elétrons pretendem maximizar a distância entre eles de

modo a diminuir a repulsão Coulombiana (ou seja, o termo H1) e favorecendo assim al-

gumas configurações de momento angular nas camadas não completamente preenchidas.

Pode ser demonstrado que o Hamiltoniano Hcf +H1 comuta com os operadores de mo-

mento angular orbital total ~L =
∑

i
~li, spin total ~S =

∑

i ~si (onde
~li e ~si são os operadores

de momento angular orbital e de spin individuais de cada elétron do átomo). Também

mostra-se que a soma comuta com o momento angular total ~J = ~L + ~S (a esta soma

separada dos momentos angulares orbital e de spins dos elétrons dá-se o nome de aco-

plamento Russel-Saunders). Por isso, tanto L como S são bons números quânticos. Para

qualquer camada fechada, vê-se que L = S = 0, o que significa que somente os elétrons

das camadas parcialmente preenchidas são interessantes para determinar o momento an-

gular orbital e de spin totais. Para determinar os posśıveis valores de L e S, é necessário

conhecer as regras de soma de momento angular (que pode ser visto em [12]) além do

Prinćıpio de Exclusão de Pauli. Isto não será visto aqui. Os autoestados de Hcf + H1

são denotados |γLSMLMS〉, onde ML e MS são as projeções dos momentos angulares

orbital e de spin totais na direção do eixo z e γ é um número quântico análogo ao número

quântico principal. Estes estados apresentam uma degenerescência (2L+1)(2S+1), visto

que para um átomo isolado não existem orientações preferenciais e, portanto, os ńıveis de

energia devem ser independentes de ML e MS.

Além disso, o cálculo da configuração do estado fundamental também não é simples.

Existem, porém, algumas regras emṕıricas chamadas de Regras de Hund (ver [14]) que

determinam (em muitos casos) a configuração do estado fundamental dos momentos an-

gulares de um dado átomo. As primeiras duas regras podem ser entendidas intuitivamente

tendo como base a repulsão Coulombiana expressada por H1:

• Primeira Regra de Hund: em uma camada parcialmente preenchida, é necessário

que a configuração de momento angular seja feita de modo a maximizar o spin S.

Como o prinćıpio de Pauli inibe elétrons com spins paralelos estarem na mesma

posição, isto minimiza o termo H1.
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• Segunda Regra de Hund: Após maximizar o spin, o momento angular L deve

ser maximizado. Elétrons em órbitas paralelas entre si podem mais facilmente ma-

ximizar a distância entre eles, evitando a repulsão.

Resta ainda tratar o acoplamento spin-órbita.

Remoção das degenerescências através do termo H2

O acoplamento spin-órbita é a interação entre o momento angular orbital e de spin

do mesmo elétron (a interação entre diferentes elétrons é despreźıvel) favorecendo um

alinhamento antiparalelo entre os momentos. Isto também deve remover algumas das

(2L+1)(2S+1) degenerescências descritas acima. Pode ser provado que os operadores ~L

e ~S não comutam com o termo H2 e dessa forma L e S não são bons números quânticos.

Porém, este termo comuta com o operador ~J e assim os números quânticos bons são J

e Mj (autovalor da projeção Jz). Como H1 ≫ H2, o splitting causado pelo termo de

spin-órbita é pequeno comparado com o termo de correlação Coulombiana. Dessa forma,

os diferentes multipletos LS não irão se misturar devido ao acoplamento spin-órbita e

podem ser calculados separadamente. Assim, para cada multipleto LS tem-se:

H2 = λLS~L · ~S (2.15)

e o valor de λLS é espećıfico para cada multipleto. Vale lembrar que as configurações

com L = 0 ou S = 0 não sofrem o splitting. Usando a base conveniente |γLSJMj〉, a
mudança de energia para o multipleto pode ser calculada em primeira ordem de teoria de

perturbação:

〈γLSJMj|H2|γLSJMj〉 =
λLS
2

〈γLSJMj|J2 − L2 − S2|γLSJMj〉

=
λLS
2

[J(J + 1)− L(L+ 1)− S(S + 1)] (2.16)

Usando as regras de adição de momento angular, os valores posśıveis de J são |L−S|,
|L−S|+1, · · · , L+S. A diferença de energia entre os ńıveis é dado por E(J)−E(J−1) =

λLSJ . Assim, dependendo do sinal de λLS, o estado com máximo ou mı́nimo J podem

ser o estado fundamental. Este sinal depende se a camada parcialmente preenchida está

cheia mais ou menos da metade (exatamente metade preenchida faz com que não haja

splitting). Isto resulta na terceira lei de Hund:
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• Terceira Lei de Hund: O estado com J = |L − S| será o estado fundamental

se a camada parcialmente preenchida estiver com menos da metade cheia. Se esta

camada estiver com mais da metade cheia, o estado fundamental será J = L+ S.

Mesmo com o termo H2, não há uma direção preferencial no espaço e, portanto, os

novos estados devem ter uma degenerescência J(J + 1).

Uma vez que se conhece a configuração do estado fundamental, é posśıvel saber qual

o momento magnético resultante deste átomo. Certamente, para átomos com L = S = 0

(isto é, com camadas completamente preenchidas), o momento magnético deve ser nulo.

Para um átomo com indices L e S não nulos, sabe-se que:

~µS = −2µB ~S ⇒ µ2
S = 4µ2

BS(S + 1) (2.17)

~µL = −µB~L⇒ µ2
L = µ2

BL(L+ 1) (2.18)

~µ = ~µS + ~µL = −µB(~L+ 2~S) (2.19)

onde µB = e~/2me (em unidade do SI) é conhecido como magneton de Bohr.

Porém, é mais interessante escrever o momento de dipolo magnético total relacionando

com o momento total J . Na figura (2.3) têm-se uma representação esquemática dos

vetores utilizados. Veja que o vetor ~µ não é paralelo a ~J devido a diferentes contribuições

do momento orbital e de spin. Na ausência de um campo magnético aplicado, ~J é uma

constante de movimento; entretanto, ~L, ~S e ~µ apresentam magnitude constante mas

precessionam em torno de ~J , de modo que a componente de ~µ perpendicular a ~J tem

uma média temporal nula. Assim, um campo magnético aplicado irá sentir somente a

componente de ~µ paralela a ~J , que é denotada ~µJ . Seja então:

µ2
J = g2J(J + 1)µ2

B (2.20)

onde g é conhecido como fator de Landé.

Para relacionar o fator de Landé com os valores de L, S e J , serão utilizados os

vetores da figura (2.3), usando o fato que os módulos dos vetores ~L, ~S e ~J são
√

L(L+ 1),
√

S(S + 1) e
√

J(J + 1), respectivamente. Com isto:
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Figura 2.3: Relações vetoriais entre o spin, a órbita e o momento angular total e os vetores
de momento magnético associados.

µ2
J =

(~µ · ~J)2
J(J + 1)

= µ2
B

((~L+ 2~S) · (~L+ ~S))2

J(J + 1)

= µ2
B

(L(L+ 1) + 2S(S + 1) + 3~L · ~S)2
J(J + 1)

= µ2
B

(L(L+ 1) + 2S(S + 1) + 3
2
(J(J + 1)− S(S + 1)− L(L+ 1)))2

J(J + 1)

= µ2
B

(3J(J + 1) + S(S + 1)− L(L+ 1))2

2J(J + 1)
(2.21)

Comparando com a equação (2.20), é posśıvel verificar que:

g = 1 +
J(J + 1) + S(S + 1)− L(L+ 1)

2J(J + 1)
(2.22)

Não foi feito acima uma demonstração rigorosa do momento magnético ~µJ , mas so-

mente uma tentativa de torná-lo fisicamente plauśıvel. Para uma discussão mais quanti-

tativa do problema, pode-se ver a referência [15].

2.2.2 Paramagnetismo e correções de campo cristalino

O paramagneto simples

Ao formar um material composto por N átomos livres com momentos magnéticos

~µJ , caso não exista interação entre estes momentos, o material não irá exibir nenhum



14 2.2 Materiais magnéticos

tipo de ordenamento magnético espontâneo. Porém, se aplicado um campo magnético,

os momentos tendem a se orientar na direção do campo, exibindo uma magnetização

não nula. A este fenômeno dá-se o nome de paramagnetismo. Embora esse fenômeno

não enquadre o material entre os multiferróicos, a fase paramagnética é o limite de altas

temperaturas para materiais com correlação magnética quando esta última passa a ser

despreźıvel comparada com a energia térmica kT . A interação de um átomo com o campo

magnético ~H aplicado, o chamado efeito Zeeman [14], é dado por:

HZ = −~µJ · ~H (2.23)

Usando como base os estados |γLSJMJ〉 e considerando que a direção de aplicação

do campo magnético equivale ao eixo z, as autoenergias do Hamiltoniano acima são:

EMJ
= −gµBMJH MJ = J, J − 1, · · · ,−J (2.24)

Com isto, podem ser utilizados alguns resultados da F́ısica Estat́ıstica, obtidos em

[16]. Uma grandeza de interesse, por exemplo, é a magnetização gerada com a aplicação

de um campo magnético. Veja que esta deve ser dada por:

M =
N

V
〈µJ,H〉 (2.25)

onde µJ,H é o valor do vetor ~µJ na direção do campo magnético, N é o número de átomos

do material e V o seu volume. O valor médio da equação acima deve ser calculado

utilizando a probabilidade de Boltzmann P (MJ) [16] para cada valor de MJ . Com isso,

verifica-se que:

〈µJ,H〉 =
∑

MJ

P (MJ)µJ,H = gµB
∑

MJ

MJ
e−gµBMJH/kT

∑

MJ
e−gµBMJH/kT

= − ∂

∂H
ln

[

∑

MJ

e−gµBMJH/kT

]

= − ∂

∂H
ln

[

senh(2J+1
2J

gµBJH
kT

)

senh( 1
2J

gµBJH
kT

)

]

= gµBJBJ(
gµBJH

kT
) (2.26)

onde BJ(x) é conhecida como função de Brillouin e é definida como:
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BJ(x) =
2J + 1

2J
coth(

2J + 1

2J
x)− 1

2J
coth(

x

2J
) (2.27)

Finalmente, a magnetização é dada por:

M =
NgµBJ

V
BJ(

gµBJH

kT
) (2.28)

No limite de altas temperaturas, isto é, gµBJH ≪ kT , é fácil perceber que:

BJ(
gµBJH

kT
) ≈ J + 1

3J

gµBJH

kT
(2.29)

Isto leva que:

M =
C

T
H onde C =

Ng2µ2
BJ(J + 1)

kV
(2.30)

A equação acima é conhecida como Lei de Curie. É uma das formas de se conhecer

experimentalmente se o material apresenta momento magnéticos localizados ou não. A

Lei de Curie diz que a susceptibilidade χ = C/T do material é independente do campo

magnético aplicado e inversamente proporcional a temperatura.

Também pode ser verificado para T = 0 que:

BJ(∞) = 1 ⇒M =
NgµBJ

V
≡MS (2.31)

ondeMS é conhecida como magnetização de saturação e equivale a magnetização se todos

os momentos ~µJ estiverem completamente alinhado com o campo magnético aplicado.

Campo Cristalino

Ao colocar o ı́on magnético envolto por ı́ons não magnéticos, podem surgir interações

entre os elétrons do átomo paramagnético com a distribuição eletrônica vizinha. Esta

interação dá origem a um potencial denominado potencial cristalino e deve ser acrescido

no Hamiltoniano atômico (2.13). O conceito de campo cristalino foi originalmente desen-

volvido por Van Vleck [15], Bethe [17], entre outros. O tratamento usado aqui foi baseado

em [14].

O potencial cristalino é, em geral, mais fraco que a repulsão Coulombiana entre os

elétrons de um mesmo átomo, mas é comparável com o acoplamento spin-órbita. É

posśıvel distinguir 3 casos:
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• fraco, se é menos intenso que o acoplamento spin-órbita (em geral, isto ocorre para

terras raras e actińıdeos, já que as camadas 4f e 5f são mais localizadas próximas

do núcleo);

• intermediária, se é mais intensa que o acoplamento spin-órbita mas ainda mais fraco

que a força de Coulomb intra-atômica entre os elétrons (caso dos elementos do grupo

do Ferro);

• forte, se é mais intensa que o a interação intra-atômica.

A interação dos ı́ons ligantes com o ı́ons magnético pode ser expresso por meio de um

potencial de Coulomb da forma:

Vcrystal(~r) =
∑

j

qj

|~Rj − ~r|
(2.32)

onde qj é a carga do ı́on localizado na posição ~Rj.

Quando se quer estudar o efeito do campo cristalino, é útil expandir o potencial

acima em termos de harmônicos esféricos. Isto porque permite facilmente utilizar as

propriedades de simetria da distribuição dos ı́ons ligantes e, portanto, excluir os termos

proibidos por critérios de simetria. Realizando a troca para coordenadas esféricas, onde
~Rj → (Rj, θj, φj) e ~r → (r, θ, φ), o potencial pode ser reescrito na forma:

Vcrystal(r, θ, φ) =
∑

j

∑

l

l
∑

m=−l

qj
rl

Rl+1
j

4π

2l + 1
Y ∗
lm(θ, φ)Ylm(θj, φj) (2.33)

Define-se coeficientes Clm de forma que:

Clm =
4π

2l + 1

∑

j

qj
Y ∗
lm(θj, φj)

Rl+1
j

(2.34)

Dessa forma, o potencial cristalino fica:

Vcrystal(r, θ, φ) =
∑

l

l
∑

m=−l

rlClmYlm(θ, φ) (2.35)
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O Hamiltoniano relacionado com o potencial cristalino acima equivale a soma das

energias −eVcrystal para todos os elétrons da camada não preenchida do ı́on magnético.

Utilizando unidades atômicas, onde e = 1, o Hamiltoniano é escrito:

Hcrystal = −
∑

i

Vcrystal(ri, θi, φi) (2.36)

A próxima tarefa deve ser calcular os elementos de matriz do Hamiltoniano acima na

base dos orbitais do ı́ons paramagnético livre. No caso de ı́ons 3d, a energia potencial de

campo cristalino dada pela equação acima é maior que o acoplamento spin-órbita, e a base

utilizada é {|LSMSML〉}. Já para ı́ons 4f , a base ideal é {|LSJMJ〉}, pois o acoplamento

spin-órbita é mais intenso.

Como os harmônicos esféricos são operadores tensoriais de ordem 2, é posśıvel utilizar

o teorema de Wigner-Eckart [13] para relacionar os harmônicos esféricos com o operador

momento angular total ~J , ou mesmo obter as regras de seleção. O teorema de Wigner-

Eckart atesta que:

〈l′m′|Ykq|lm〉 6= 0 somente quando q = m′ −m e |l′ − l| ≤ k ≤ l′ + l (2.37)

Assim, para o ı́ons 3d, por exemplo, onde l = 2, o valor máximo de k é 4 (ou seja, na

equação (2.36), a soma em l vai somente até 4). Isto é equivalente a dizer que termos de

ordens superiores que 4 não perturbam a distribuição de elétrons 3d.

A aplicação do teorema de Wigner-Eckart para o cálculo dos elementos de matriz, rela-

cionando os harmônicos esféricos com as componentes do operador ~J geram os chamados

operadores equivalentes de Stevens. Na prática, trocam-se as componentes cartesianas

dos harmônicos esféricos pelas componentes de ~J , levando em consideração a não comuti-

vidade das diferentes componentes. Por exemplo, o teorema de Wigner-Eckart relaciona

o harmônico esférico Y20 da seguinte maneira:

∑

i

(3z2i − r2i ) → αJ〈r2〉[3J2
z − J(J + 1)] ≡ αJ〈r2〉O0

2 (2.38)

O mesmo pode ser realizado para outros elementos, mas não será feito aqui. É sugerido

a leitura de [14] para ver com mais detalhes a obtenção de outros elementos.

Com isto, o campo cristalino pode separar ńıveis de energia degenerados, mas esta
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separação depende se o acoplamento spin-órbita é mais ou menos intenso. Caso o acopla-

mento spin-órbita seja mais intenso, a degenerescência do ı́on será quebrada primeiramente

pelo spin-órbita e em seguida pelo campo cristalino. Caso contrário, a degenerescência

será quebrada primeiro pelo campo cristalino e depois pelo spin-órbita.

Uma consequência da separação de ńıveis degenerados é o chamado quenching do

momento angular orbital. Para estados não degenerados, pode-se demonstrar que [14]:

〈n|~L|n〉 = 0 (2.39)

Portanto, caso o campo cristalino tenha uma simetria tal que o estado fundamental

do sistema passe a ser não degenerado, o valor médio do momento angular orbital será

nulo para o estado fundamental. Porém, o acoplamento spin-órbita pode ainda restaurar

alguns momentos orbitais por meio de uma mistura dos diferentes singletos do cristal. Isto

irá resultar em direções preferenciais de alinhamento dos momentos magnéticos dando

origem a anisotropia para o ı́on. Sem levar em conta a simetria do problema, o termo de

anisotropia pode ser acrescentado ao sistema na forma:

Haniso = DzS
2
z +DyS

2
y +DxS

2
x (2.40)

onde x, y e z são os eixos de simetria do material. Isto implica que o alinhamento do

momento magnético de spin será na direção de menor constante de anisotropia, buscando

minimizar a energia. Um exemplo levando-se em consideração a simetria do problema

pode ser o caso de simetria axial onde o termo de anisotropia pode ser escrito na forma:

Haniso = DzS
2
z + E(S2

x − S2
y) (2.41)

Dessa forma, para a simetria axial, deve-se ter Dz = D, Dx = −Dy = E.

2.2.3 Interações magnéticas

A existência de uma magnetização espontânea em um material não pode ser entendida

sem a existência de um acoplamento entre os momentos magnéticos resultantes dos ı́ons

que o constituem. Como será explicado adiante, a origem f́ısica desta interação é a in-

teração eletrostática Coulombiana, constrúıda a partir de funções de onda completamente

antissimetrizadas, que não surgem na f́ısica clássica. Este acoplamento irá depender da



2.2 Materiais magnéticos 19

troca dos ı́ndices das part́ıculas idênticas e, portanto, recebe o nome de acoplamento de

troca. Este fenômeno foi descoberto independentemente por Dirac e Heisenberg em 1926

e será tratado nesta subseção. É importante ressaltar que até hoje não existe uma teo-

ria fechada sobre o magnetismo que pode descrever todos os fenômenos de uma maneira

unificada. O tratamento utilizado nesta seção é baseado em [18].

Em materiais isolantes (não será tratado aqui magnetismo em metais), o magnetismo

é produzido por momentos magnéticos localizados das camadas parcialmente preenchidas

dos ı́ons (camadas 3d, 4f , entre outras). Para estes materiais, o magnetismo é bem

descrito pelo modelo de Heisenberg:

H =
∑

i,j

Jij ~Si · ~Sj (2.42)

onde Jij é a integral de troca. A justificativa f́ısica deste acoplamento é o tema central

desta subseção.

Tipos de ordenamento magnético

Antes de justificar o Hamiltoniano acima, é interessante notar que o ordenamento

magnético é dependente do sinal de J , além da dependência dos diferentes acoplamentos

que podem ocorrer em um determinado material. No caso em que o sinal de Jij seja

negativo, o ordenamento de spins paralelos é vantajoso energeticamente para o material;

a este ordenamento dá-se o nome de ferromagnético. No caso em que Jij seja positivo,

o ordenamento preferencial seria de spins antiparalelos, isto é, um ordenamento anti-

ferromagnético. Outra forma comum de ordenamento magnético é o “ferromagnetismo

fraco”, isto é, o ordenamento dos momentos magnéticos apresenta um pequeno desvio em

relação ao alinhamento antiferromagnético, gerando uma fraca magnetização espontânea

em baixas temperaturas. Materiais magnéticos ainda podem exibir o ordenamento fer-

rimagnético, que ocorre para materiais onde o ordenamento antiparalelo acontece para

momentos magnéticos de diferentes magnitudes. É posśıvel verificar os diferentes ordena-

mentos magnéticos na figura (2.4).

Acoplamento de troca direta

Será demonstrado como um simples exemplo de um sistema de dois elétrons, unido

com o prinćıpio de exclusão de Pauli, pode levar a efeitos magnéticos mesmo que o Ha-

miltoniano seja independente do spin e, portanto, não permita uma descrição direta da
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Figura 2.4: Os diferentes tipos de ordenamento magnético: (a) Ferromagnético, (b) An-
tiferromagnético, (c) Ferromagnético fraco, (d) Ferrimagnético.

interação entre os momentos magnéticos. Como elétrons são férmions, a função de onda

total deve ser antissimétrica na troca de duas part́ıculas. Seja o Hamiltoniano:

H =
2
∑

i=1

p2i
2

+ V (~r1, ~r2) (2.43)

Como o Hamiltoniano acima é independente do spin, a função de onda deve ser o

produto das partes de spin e espacial:

|ψ〉 = |q〉±|S;mS〉∓ (2.44)

onde |q〉 é a parte espacial, |S,mS〉 é a parte de spin e o ı́ndice + ou − indica se a função é

simétrica ou antissimétrica na troca de duas part́ıculas. Para um sistema de dois elétrons,
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existem as possibilidades de S = 0 ou S = 1. Portanto, o estado antissimétrico de spin é

o singleto:

|0; 0〉 = 1√
2
(| ↑↓〉 − | ↓↑〉) (2.45)

e a parte simétrica são os estados tripleto:

|1; 1〉 = | ↑↑〉 (2.46)

|1; 0〉 =
1√
2
(| ↑↓〉+ | ↓↑〉) (2.47)

|1;−1〉 = | ↓↓〉 (2.48)

A simetria da parte de spin irá fixar a simetria da parte espacial, já que |ψ〉 deve ser

antissimétrica. Portanto, serão 4 autovetores na forma:

|ψ1〉 = |q〉+|0; 0〉 (2.49)

|ψ2〉 = |q〉−|1;mS〉 mS = 0,±1 (2.50)

O Hamiltoniano age somente na parte espacial. As autoenergias serão denotadas E+

e E− tal que:

H|q〉± = E±|q〉± (2.51)

Se as autoenergias forem diferentes, irá existir uma preferência de orientação e, com

isso, um ordenamento magnético espontâneo. Isto implica que se pode trocar o Hamilto-

niano original H pode um Hamiltoniano efetivo H̃ que irá agir exclusivamente na parte

de spin. Será escolhido H̃ de tal forma que:

H̃|0; 0〉 = E+|0; 0〉 (2.52)

H̃|1;mS〉 = E−|1;mS〉 (2.53)

Para descobrir a forma deste operador efetivo, veja que a atuação do operador de spin

~s para uma part́ıcula única de spin 1/2 é:
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s2|1/2,ms〉 = s(s+ 1)|1/2,ms〉 =
3

4
|1/2,ms〉 (2.54)

Veja que a atuação do operador ~s1 · ~s2 = 1
2
(S2 − s21 − s22) nos estados de spin de 2

part́ıculas é:

(~s1 · ~s2)|0; 0〉 =
1

2
(S2 − s21 − s22)|0; 0〉 =

1

2
(0− 3

4
− 3

4
)|0; 0〉

= −3

4
|0; 0〉 (2.55)

(~s1 · ~s2)|1;mS〉 =
1

2
(S2 − s21 − s22)|1;mS〉 =

1

2
(2− 3

4
− 3

4
)|1;mS〉

=
1

4
|1;mS〉 (2.56)

Deste resultado, sai que a escolha do operador:

H̃ =
1

4
(E+ + 3E−)− (E+ − E−)(~s1 · ~s2) (2.57)

devolve as mesmas informações que o Hamiltoniano original. Se for definido:

E0 =
1

4
(E+ + 3E−) (2.58)

J12 = (E− − E+) (2.59)

o Hamiltoniano efetivo pode ser escrito na forma:

H̃ = E0 + J12(~s1 · ~s2) (2.60)

e fica na forma mencionada na equação (2.42), a menos de uma constate.

Para continuar a discussão do Hamiltoniano acima, será demonstrada a possibilidade

das energias E+ e E− serem diferentes, além da origem f́ısica do acoplamento de troca

do Hamiltoniano efetivo. Para isto, será utilizado o método de Heitler-London conforme

tratado em [18]. Este método é simplesmente o sistema de dois elétrons da molécula de
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H2. Com esse mesmo procedimento, também poderá ser entendido alguns prinćıpios da

ligação covalente.

O método supõe dois átomos monoeletrônicos tal que o Hamiltoniano completo H
pode ser dividido em Hamiltoniano não perturbado H0 e a perturbação H1. Dessa forma:

H0 = (
1

2
p21 −

1

r1a
) + (

1

2
p22 −

1

r2b
) (2.61)

H1 =
1

r12
− 1

r1b
− 1

r2a
(2.62)

onde foi desprezada a interação entre os núcleos. As distâncias estão representadas na

figura (2.5).

Figura 2.5: Distâncias na molécula de H2. Os pontos pretos grandes representam o núcleo
enquanto os pequenos representam os elétrons.

Novamente, o Hamiltoniano não tem nenhuma parte dependente do spin e, portanto,

as funções de onda podem ser fatorizadas:

|ψs〉 = |q〉+|0; 0〉 (2.63)

|ψt〉 = |q〉−|1;mS〉 (2.64)

(2.65)

Porém, o problema acima não pode ser resolvido exatamente devido ao acoplamento

de Coulomb. O problema não perturbado (onde H1 = 0) pode ser feito na prática para

uma separação infinita dos dois núcleos. O que se tem, então, são 2 átomos de hidrogênio

e sua solução foi obtida na subseção 2.2.1. A solução para cada átomo será denotada
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|φ(1,2)
a,b 〉 para a autoenergia Ea,b (o ı́ndice a denota se o orbital está centrado no átomo a ou

b e o ı́ndice 1, 2 indica o elétron). Logo, para o sistema não perturbado, a solução espacial

deve ser da forma:

|q〉± =
1√
2
(|φ(1)

a 〉|φ(2)
b 〉 ± |φ(2)

a 〉|φ(1)
b 〉) ≡ 1√

2
(|q1〉 ± |q2〉) (2.66)

Veja que no caso não perturbado 〈φ(1,2)
a |φ(1,2)

b 〉 = 0 ⇒ 〈q1|q2〉 = 0 pois não existe

sobreposição dos orbitais dos diferentes átomos.

Isso não será mais verdade quando os dois núcleos forem aproximados fazendo com

que interação H1 não seja mais nula. Neste caso, o problema pode ser resolvido somente

de maneira aproximada. Já que tanto H0 e H1 devem ser simétricos na troca de part́ıcula

(pela simetria do problema), o ansatz utilizado pode ser da forma:

|q〉± = c1|q1〉 ± c2|q2〉 (2.67)

onde c1 e c2 são números reais. Veja que os estados |q1〉 e |q2〉 são os estados definidos em

(2.66) mas não são mais ortogonais entre si. A integral de sobreposição será definida por

L, tal que:

L ≡ 〈φ(1,2)
a |φ(1,2)

b 〉 =
∫

d3rφ∗
a(~r)φb(~r) ⇒ 〈q1|q2〉 = L (2.68)

Veja que o ansatz exclui termos na forma |φ(1)
a 〉|φ(2)

a 〉; |φ(1)
b 〉|φ(2)

b 〉 que descreve situações
em que ambos os elétrons estão no mesmo átomo. Porém, estas situações podem ser

exclúıdas pois a repulsão Coulombiana tornam estes estados altamente desfavoráveis.

Para encontrar os coeficientes c1 e c2 dos estados |q〉± será utilizado o método varia-

cional, isto é, definindo a energia:

E±
V (c1, c2) =

±〈q|H|q〉±
±〈q|q〉± (2.69)

esta pode ser minimizada escolhendo os coeficientes c1 e c2 corretos.

Para calcular as energias acima, surgem algumas integrais caracteŕısticas. A primeira

delas, definida como integral de Coulomb, é dada por:
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V ≡ 〈q1|H|q1〉 = 〈q2|H|q2〉 =
∫

d3r1d
3r2H|φa(~r1)|2|φb(~r1)|2 (2.70)

A outra integral, chamada de integral de troca, é definida como:

X ≡ 〈q1|H|q2〉 = 〈q2|H|q1〉 =
∫

d3r1d
3r2φ

∗
a(~r1)φ

∗
b(~r2)Hφa(~r2)φb(~r1) (2.71)

Com estas definições, é posśıvel escrever:

E±
V (c1, c2) =

(c21 + c21)V ± 2c1c2X

(c21 + c21)± 2c1c2L2
(2.72)

A condição de minimização leva a:

∂E±
V (c1, c2)

∂c1
=
∂E±

V (c1, c2)

∂c2
= 0 ⇒ (c21 − c22)(X − V L2) = 0 (2.73)

Usando a condição de normalização c21 + c22 = 1, chega-se que:

|q〉± =
1√
2
(|q1〉 ± |q2〉) (2.74)

de modo que as energias ficam na forma:

E± =
V ±X

1± L2
(2.75)

Desta forma, se X e L são diferentes de zero, as duas energias são diferentes, e há

favorecimento na escolha de um ordenamento magnético. Colocando na forma do Hamil-

toniano efetivo da equação (2.57), o coeficiente J12 ≡ (E− − E+) vale:

J12 = 2
V L2 −X

1− L4
(2.76)

O sinal de J12 depende das forças relativas das integrais L, V e X. Na maioria dos

casos, L ≪ 1 e X < 0, de modo que J12 ≈ −2X > 0, favorecendo o alinhamento
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antiferromagnético, isto é, o estado singleto.

A generalização disso na forma do Hamiltoniano da equação (2.42) não é obvia, e é

dada como um postulado. Porém, vários resultados experimentais comprovam a validade

do modelo.

Alguns pontos devem ser ressaltados:

1. É importante (e pode ser provado exatamente [18]) que J12 é determinado pela

sobreposição das funções de onda. Se as funções de onda dos elétrons interagentes

não tem sobreposição, então não há magnetismo;

2. Os estados que foram exclúıdos do ansatz assume implicitamente que os elétrons

devem pertencem a átomos diferentes e, portanto, este modelo não pode ser utilizado

em metais;

3. Os dois pontos anteriores se excluem mutualmente. Por um lado, o modelo é bom

somente se as funções de onda praticamente não tem sobreposição (argumento 2);

por outro lado, se não existe sobreposição, não há acoplamento de troca (argumento

1).

De fato, pelo argumento 3 acima, o acoplamento direto entre os ı́ons magnéticos di-

ficilmente será o mediador das interações magnéticas nos materiais isolantes. Existem,

porém, outro mecanismo de acoplamento chamado de supertroca (ou, do inglês, superex-

change) que será descrito adiante. Esta situação ocorre quando a interação de dois ı́ons

magnéticos se dá através da mediação de um ı́on não magnético.

Acoplamento de supertroca

O conceito de interação de troca indireta não é único. Existem 3 mecanismos principais

de troca indireta:

• Interação Rudermann-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY): é uma interação que ocorre

entre ı́ons magnéticos localizados mediada pelos elétrons de condução do sistema.

Não será tratado aqui, mas pode ser visto em [14, 18]

• Interação de dupla-troca: é t́ıpica de sistemas onde o ı́on magnético existe em dois

estados de valência, porém, dá origem a termos da ordem de (~Si · ~Sj)n. Também

não será discutido aqui. É discutido em [18]

• Interação de supertroca: é o tipo de interação mais relevante para materiais iso-

lantes. O nome supertroca é dado pela distância relativamente grande dos ı́ons

magnéticos, mediada por um ı́on não magnético.
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da camada p que se localiza em ~R1 na transferência é

(

0

1

)

Resta saber qual será a orientação do spin da camada p localizado em ~R2. Como ~S2

faz um ângulo de θ com o eixo z, os estados de spin são:

(~σ · ê)
(

χ1

χ2

)

= λ

(

χ1

χ2

)

(2.77)

onde ê é o versor unitário ao longo de ~S2. Como os 2 spins formam um plano, e supondo

que este é o plano xz, chega-se que:

(~σ · ê) =
(

cos θ senθ

senθ − cos θ

)

(2.78)

Os autovalores do operador acima são λ = ±1. Como o autovalor de interesse é −1, o

autovetor respectivo é:

|χ〉(−) =

(

senθ/2

− cos θ/2

)

(2.79)

Com estes resultados, é posśıvel retornar ao modelo proposto. Existem 4 configurações

posśıveis permitidas neste modelo.

1. Ambos os elétrons do ânion na camada p ainda estão no ânion. O estado deve ser:

|1〉 = |φ(~r1 − ~R0)〉
(

0

1

)

⊗ |φ(~r2 − ~R0)〉
(

1

0

)

(2.80)

A energia deste estado deve ser:

E1 = 2Ed + 2Ep (2.81)
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onde Ed é a energia do elétron ocupar o orbital d e o análogo para Ep.

2. Um dos elétrons da camada p do ânion foi para o cátion 1. O estado é:

|2〉 = |φ(~r1 − ~R1)〉
(

0

1

)

⊗ |φ(~r2 − ~R0)〉
(

1

0

)

(2.82)

A energia deste segundo estado é:

E2 = 3Ed + Ep + U (2.83)

onde U é a repulsão Coulombiana que surge dos elétrons estarem no orbital locali-

zado d.

3. Um dos elétrons da camada p do ânion foi para o cátion 2. Por simetria, esta

situação é equivalente a situação anterior. Neste caso, o vetor ~S2 define o eixo z. O

estado é definido como:

|3〉 = |φ(~r1 − ~R2)〉
(

0

1

)

⊗ |φ(~r2 − ~R0)〉
(

1

0

)

(2.84)

A energia é:

E3 = 3Ed + Ep + U (2.85)

4. O último estado equivale aos 2 elétrons da camada p localizados um em cada cátion.

Com isso, o estado fica:

|4〉 = |φ(~r1 − ~R1)〉
(

0

1

)

⊗ |φ(~r2 − ~R2)〉
(

senθ/2

− cos θ/2

)

(2.86)

A energia deste estado é:
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E4 = 4Ed + 2U (2.87)

Neste modelo, estes 4 estados constituem um conjunto completo. Os autoestados do

Hamiltoniano devem ser combinações lineares destes estados.

Nesta base, os elementos de matrizes são:

H12 = 〈1|H|2〉 = H21 = H13 = H31 = t (2.88)

onde t é o chamado elemento de transferência (que, em geral, é pequeno) e envolve a

transição do elétron.

Para os elementos H24 = H42 tem-se:

H24 = H42 = t
(

1 0
)

(

senθ/2

− cos θ/2

)

= tsenθ/2 (2.89)

Naturalmente, por simetria, H34 = H43 = H24. Considerando que a transferência de

2 elétrons simultaneamente é desfavorável, considera-se que H14 = H41 = 0. Por último,

considerando também despreźıvel a transferência dupla, do cátion para o ânion e para o

outro cátion, também assume-se H23 = H32 = 0. Portanto:

H =













2Ed + 2Ep t t 0

t 3Ed + Ep + U 0 tsenθ/2

t 0 3Ed + Ep + U tsenθ/2

0 tsenθ/2 tsenθ/2 4Ed + 2U













(2.90)

Para encontrar os autovalores E, sejam as seguintes definições:

x = 2Ed + 2Ep − E (2.91)

y = Ed − Ep + U (2.92)

Com isto, a equação secular det(H− IE) = 0 (onde I é a matriz identidade) fica na

forma:
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(x+ y)
[

x3 + 3x2y + x[(cos θ − 3)t2 + 2y2]− 4yt2
]

= 0 (2.93)

Um dos autovalores é facilmente obtido e igual a:

x4 = −y ⇒ E = 3Ed + Ep + U (2.94)

Os outros três devem ser obtidos da equação:

x3 + 3x2y + x[(cos θ − 3)t2 + 2y2]− 4yt2 = 0 (2.95)

Primeiramente, supondo que a integral de transferência t é uma quantidade pequena,

um ansatz dado por um polinômio em t é uma boa solução. Para isto, se t = 0, os

autovalores obtidos são:

x
(0)
1 = 0 (2.96)

x
(0)
2 = −y (2.97)

x
(0)
3 = −2y (2.98)

(2.99)

É interessante de se obter as correções da autoenergia do estado fundamental em

função de t. O estado fundamental é aquele que com dois elétrons na camada p do ânion

e um elétron na camada d para cada cátion, quando t = 0. Isto equivale a x = 0, que é o

primeiro autovalor obtido. Para obter a solução com as correções em t, supõe-se o ansatz:

x1 =
∞
∑

n=1

αnt
n (2.100)

Com isto, o estado fundamental E0 fica:

E0 =

[

2Ed + 2Ed −
2

Ed − Ep + U
t2 +

3

(Ed − Ep + U)3
t4
]

+
cos θ

(Ed − Ep + U)3
t4 (2.101)
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Usando o fato que ~S1 · ~S2 = S2 cos θ, é posśıvel reescrever o estado fundamental na

forma:

E0 = cte +
~S1 · ~S2

S2(Ed − Ep + U)3
t4 (2.102)

Como dito anteriormente, a integral de transferência é uma quantidade pequena, de

modo que uma aproximação da ordem de t4 é uma boa aproximação. Aceitando essa

ordem, o Hamiltoniano efetivo pode ser escrito na forma:

H̃ = J12~S1 · ~S2 + cte onde J12 =
1

S2(Ed − Ep + U)3
t4 (2.103)

Portanto, o mecanismo proposto acima também leva a uma interação na forma de um

Hamiltoniano efetivo de Heisenberg, onde o acoplamento de troca pode variar de sinal.

Este mecanismo proposto é chamado de supertroca. Na literatura, existem inúmeras

modificações e extensões do mecanismo proposto acima. Por exemplo, Goodenough [19]

e Kanamori [20] propuseram o seguinte modelo: um dos elétrons da camada p do ânion

se desloca para o cátion e se orienta segundo a regra de Hund; o elétron p que sobra do

ânion o torna paramagnético e isto faz com que surja uma interação de troca direta com o

outro cátion. Isto gera um acoplamento indireto entre os dois cátions, que pode ser tanto

ferromagnético ou antiferromagnético.

2.2.4 Correção da Lei de Curie

A Lei de Curie da equação (2.30) foi deduzida supondo um material paramagnético

cujos momentos magnéticos não interagem. Embora esta aproximação seja boa (melhor

quanto mais alta a temperatura), o efeito das correlações levam a uma correção importante

da Lei de Curie mesmo neste regime. Para ver esta correção, será utilizada a teoria de

campo molecular de Weiss [21].

A teoria de campo molecular supõe que os spins vizinhos a um dado spin i agem como

um campo magnético resultante (molecular) e, portanto, o campo magnético aplicado

efetivo a um dado spin deve ser a soma de um campo externo aplicado e o campo molecular.

Este campo molecular deve ser proporcional a magnetização da amostra, ou seja, o campo

molecular pode ser escrito como:
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~HM = γ ~M (2.104)

onde γ é conhecido como coeficiente do campo molecular de Weiss.

Trabalhando com o Hamiltoniano de Heisenberg (2.42) somente em um dado spin,

tem-se:

HS = J ~Si ·
z
∑

j=1

~Sj (2.105)

onde z é o número de vizinhos do átomo i.

A teoria de Weiss pretende substituir a ação dos spins vizinhos pelo campo molecular,

isto é, reescrever o Hamiltoniano na forma:

HS = −gµB ~Si · ~HM (2.106)

Comparando as duas equações acima, elas serão equivalentes se:

~HM = − J

gµB

z
∑

j=1

~Sj (2.107)

Veja que, se os spins vizinhos tem um alinhamento paralelo (J < 0), o campo molecular

é paralelo ao alinhamento destes spins. Caso contrário, o campo molecular é antiparalelo

ao alinhamento.

Na aproximação de Weiss, será assumido que cada valor de ~Sj possa ser substitúıdo

por seu valor médio 〈~Sj〉. Dessa maneira, é posśıvel relacionar este valor médio com a

magnetização segundo a equação (2.25):

~M =
NgµB
V

〈~Sj〉 (2.108)

Com isto, o campo molecular é dado por:

~HM = − zJ

Ng2µ2
B

V ~M (2.109)
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Supondo que o campo efetivo seja ~Heff = ~H0 + ~HM onde ~H0 é um campo magnético

externo, a magnetização do sistema dada pela equação (2.30) vale:

~M =
Ng2µ2

BS(S + 1)

kV
~Heff =

Ng2µ2
BS(S + 1)

kV

[

~H0 −
zJ

Ng2µ2
B

V ~M

]

=
Ng2µ2

BS(S + 1)

kV
~H0 −

JzS(S + 1)

3kT
~M ≡ C

T
~H0 +

θ

T
~M

(2.110)

onde C é definido da mesma maneira que a equação (2.30) e θ é dado por:

θ = −JzS(S + 1)

3k
(2.111)

onde o sinal de “−”foi adotado para seguir a convenção da literatura (θ > 0 devido a

interações ferromagnéticos e θ < 0 para interações antiferromagnéticas). Com isto, é

posśıvel escrever a magnetização como:

~M =
C

T − θ
~H0 (2.112)

A equação acima é conhecida como Lei de Curie-Weiss. Veja que se θ → 0 (ou seja,

não existem interações tal que J = 0), a Lei de Curie-Weiss se torna a Lei de Curie

tradicional.

2.2.5 Ondas de Spin

Dado um sistema magnético em seu estado fundamental, com o aumento da tempe-

ratura os momentos magnéticos do sistema começam a sofrer excitações térmicas e saem

do estado de completo ordenamento. Em um estudo mais criterioso, usando teoria de

muitos corpos, é posśıvel ver que estas excitações são quantizadas e agem como part́ıculas

bosônicas denominadas magnons. A estas excitações também dá-se o nome de “ondas de

spin”.
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Transformação de Holstein-Primakoff

Antes de estudar as propriedades térmicas de um sistema magnético, é importante a

escolha do método de análise do problema. No caso de ondas de spin, a linguagem de

segunda-quantização é muito interessante, pois esta facilita a obtenção de grandezas ma-

croscópicas como energia e magnetização do sistema. Para recorrer a esta linguagem é ne-

cessário representar os operadores de spin usando a transformação de Holstein-Primakoff

que será detalhada abaixo.

Como as ondas de spin representam excitações em materiais magnéticos, é conveniente

trocar a base de representação dos operadores de spin - ao invés de usar os autovalores

m do operador Ŝz, utilizam-se os autovalores do operador δ̂ ≡ S − Ŝz que mede o desvio

do spin do alinhamento total onde m = S. Veja que, dado um autovalor δ, é posśıvel

relacioná-lo univocamente com o autovalor m = S − δ. Com isto, as duas bases de

representações são equivalentes. Relembrando das propriedades dos operadores de spin

na base {|m〉} [11]:

S+|m〉 =
√

(S −m)(S +m+ 1)|m+ 1〉 (2.113)

S−|m〉 =
√

(S +m)(S −m+ 1)|m− 1〉 (2.114)

Sz|m〉 = m|m〉 (2.115)

Utilizando as relações acima para a nova base {|δ〉}:

S+|δ〉 =

√

2S(1− δ − 1

2S
)
√
δ|δ − 1〉 (2.116)

S−|δ〉 =

√

2S(1− δ

2S
)
√
δ + 1|δ + 1〉 (2.117)

Sz|δ〉 = (S − δ)|δ〉 (2.118)

O interesse de usar esta nova base de representações está em utilizar a segunda-

quantização para representar a criação e a destruição destas excitações magnéticas em

um dado sistema. Pelas relações acima, estas excitações se comportam como part́ıculas

bosônicas e isto faz com que seja útil definir operadores de criação e destruição destas

excitações da seguinte forma:

a|δ〉 =
√
δ|δ − 1〉 (2.119)

a†|δ〉 =
√
δ + 1|δ + 1〉 (2.120)

a†a|δ〉 = δ|δ〉 (2.121)
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Portanto, é posśıvel reescrever os operadores de spin:

S+ =

√

2S(1− a†a

2S
)a ≡

√
2Sf(S)a (2.122)

S− = a†
√

2S(1− a†a

2S
) ≡

√
2Sa†f(S) (2.123)

Sz = (S − a†a) (2.124)

As igualdades acima são conhecidas como transformação de Holstein-Primakoff [22].

Alguns pontos devem ser notados: a transformação acima converte um sistema de spins em

um sistema de part́ıculas bosônicas que surgem devido aos “spin-flips”do sistema; também

é interessante notar que estas excitações não devem existir no estado fundamental fazendo

com que o potencial qúımico deste sistema de quasipart́ıculas seja nulo (µ = 0).

As ondas de spin (ou magnons, em referência ao sistema de quasipart́ıculas) surgem no

limite dilúıdo destas excitações (gás dilúıdo de bósons), onde os “spin-flips”não ocorrem

entre spins vizinhos e isto faz com que o sistema de magnons seja não interagente. Nesta

aproximação, o número médio de “spin-flips”que um dado momento magnético realiza

é muito menor que o seu valor máximo, isto é, 〈a†a〉 << S. Fisicamente, este limite é

atingido no caso em que T << TO, onde TO é a temperatura de transição da fase de

ordenamento magnético para a fase paramagnética. Neste limite, a função f(S) ≈ 1 em

primeira ordem. Termos de ordens superiores faz com que surjam interações entre os

magnons, que estão além do escopo deste trabalho.

Ondas de spin para sistemas ferromagnéticos

O Hamiltoniano de interesse é o Hamiltoniano (2.42) descrito na subseção anterior.

Acrescentando a possibilidade de aplicação de um campo magnético externo, o Hamilto-

niano utilizado é:

H = −J
∑

<i,j>

~Si · ~Sj − gµBH
∑

i

Ŝz
i

(2.125)

onde o sinal de menos é utilizado para explicitar o caráter ferromagnético do sistema (isto

é, J > 0).

Usando a transformação de Holstein-Primakoff em (2.122), (2.123) e (2.124), é posśıvel

reescrever a equação acima na forma:
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H = −J
∑

<i,j>

(SizS
j
z +

1

2
(Si+S

j
− + Si−S

j
+))− gµBH

∑

i

Siz

= −J
∑

<i,j>

(S − a†iai)(S − a†iai)

+
1

2
(2Sfi(S)aia

†
jfj(S) + 2Sa†ifi(S)fj(S)aj)

−gµBH
∑

i

(S − a†iai)

≈ −JNZS
2

2
+ 2JZS

∑

i

a†iai − JS
∑

<i,j>

(aia
†
j + a†iaj)

−gµBHNS + gµBH
∑

i

a†iai (2.126)

onde Z é o número de primeiros vizinhos (conhecido como número de coordenação). O

resultado final é obtido na aproximação de magnons livres (onde fi,j(S) ≈ 1), em que

aparecem somente termos quadráticos. Para facilitar o estudo deste Hamiltoniano, é

interessante trocar a representação de posição e ir para a representação de momentos,

realizando uma transformação de Fourier, tal que:

a†i =
1√
N

∑

~k

e−i
~k·~Ria†~k (2.127)

e a soma em ~k é restrita na zona de Brillouin. É fácil ver que isto irá desacoplar os

diferentes śıtios do sistema. Veja que:

∑

i

a†iai =
∑

i,~k,~k′

1

N
ei(

~k′−~k)·~Ria†~ka~k′

=
∑

~k,~k′

δ~k,~k′a
†
~k
a~k′

=
∑

~k

a†~ka~k (2.128)
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E também que:

∑

<i,j>

aia
†
j =

∑

i,~δ,~k,~k′

1

N
ei
~k·~Rie−i

~k′·(~Ri+~δ)a~ka
†
~k′

=
∑

~δ,~k,~k′

(
∑

i

1

N
ei(

~k−~k′)·~Ri)e−i
~k′·~δa~ka

†
~k′

=
∑

~δ,~k,~k′

δ~k,~k′e
−i~k′·~δa~ka

†
~k′

=
∑

~δ,~k

e−i
~k·~δa~ka

†
~k

≡ Z
∑

~k

γ~ka~ka
†
~k

(2.129)

onde ~δ é o vetor que conecta um śıtio da rede aos seus primeiros vizinhos.

Usando a última equação em (2.126), chega-se que:

H = −JNZS
2

2
− gµBHNS +

∑

~k

(2JZS + gµBH − 2JSZγ~k)a
†
~k
a~k

≡ E0 +
∑

~k

ǫ(~k)a†~ka~k (2.130)

onde E0 = −JNZS2

2
− gµBHNS é a energia do estado fundamental (sem a presença de

magnons) e ǫ(~k) = 2JZS(1− γ~k) + gµBH é a energia de um único magnon de momento
~k.

É posśıvel, usando os resultados acima, calcular 2 grandezas importantes de sistemas

magnéticos: a magnetização em função da temperatura (que diminui conforme aumenta-

se a excitação de magnons) e o calor espećıfico. Obviamente, o comportamento obtido

usando este formalismo vale somente no regime de baixas temperaturas. Lembrando que

magnons devem respeitar a distribuição de Bose-Einstein, a magnetização do sistema em

função da temperatura é:
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M(T ) = M(0)− gµB
V

∑

i

〈a†iai〉

=
gµBNS

V
− gµB

V

∑

~k

〈a†~ka~k〉

=
gµBNS

V
− gµB

8π3

∫

d3k
1

eβǫ(~k) − 1
(2.131)

Para facilitar o cálculo acima, serão feitas algumas aproximações para campo externo

nulo. Verificando atentamente a equação acima, no limite de baixas temperaturas (onde

β → ∞) a maior contribuição virá de termos onde ǫ(~k) → 0. Para isto acontecer, é

necessário que k ∼ 0. Em sistemas em que para um dado śıtio existem 2 vizinhos opostos

(sistemas cúbicos, tetragonais e ortorrômbicos, por exemplo), vê-se que:

γ~k =
1

Z

∑

~δ

cos(~k · ~δ) = 1 +
1

Z

∑

~δ

(i~k · ~δ)2
2

+ o(k4) (2.132)

Com isto:

ǫ(~k) = Gk2 (2.133)

onde G é conhecido como rigidez de spin. Usando este resultado de energia na equação

(2.131) chega-se que:

M(T ) =
gµBNS

V
− gµB

2π2

∫

k2dk
1

eβGk2 − 1

=
gµBNS

V
− gµB

2π2
(

∫

dx
x1/2

ex − 1
)
(βG)−3/2

2

(2.134)

usando x = βGk2. Isto mostra que:

∆M(T ) =M(0)−M(T ) ∼ T 3/2 (2.135)

O comportamento do desvio de magnetização dado acima é conhecido como Lei de

Bloch.
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O calor espećıfico pode ser calculado de maneira análoga, já que:

E =
∑

~k

ǫ(~k)〈a†~ka~k〉 (2.136)

onde é desprezada a energia do estado fundamental.

Usando o mesmo procedimento acima, mostra-se que:

cV =
1

V

(

∂E

∂T

)

V

∼ T 3/2 (2.137)

Ondas de spin para sistemas antiferromagnéticos

Para o caso antiferromagnético, o Hamiltoniano do sistema pode ser escrito como:

H = J
∑

<i,j>

~Si,A · ~Sj,B − gµBHa

(

∑

i

Si,Az −
∑

j

Sj,Bz

)

−gµBH
(

∑

i

Si,Az +
∑

j

Sj,Bz

)

(2.138)

Na equação acima, o sistema antiferromagnético é separado em duas subredes magnéticas

A e B, onde os momentos estão alinhados em um mesmo sentido dentro de uma mesma

subrede mas em sentidos opostos se forem diferentes (isto ocorre no estado fundamen-

tal onde não existem excitações térmicas). Além do campo externo ~H, acrescenta-se

um campo local de anisotropia ~Ha de modo que este seja sempre paralelo com qualquer

momento magnético da rede.

A principal diferença do caso antiferromagnético para o caso anterior é o fato de se

ter 2 diferentes subredes magnéticas: são necessários dois conjuntos de operadores de spin

para cada subrede, pois, por exemplo, a ação do operador S+ na subrede de spin up é

de destruir uma excitação de “spin-flip”mas na subrede de spin down este operador cria

uma excitação de “spin-flip”. De fato, os dois conjuntos de operadores podem ser escritos

como:
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ŜA+ =
√
2SfA(S)a (2.139)

ŜA− =
√
2Sa†fA(S) (2.140)

ŜAz = (S − a†a) (2.141)

ŜB+ =
√
2Sb†fB(S) (2.142)

ŜB− =
√
2SfB(S)b (2.143)

ŜBz = (−S + b†b) (2.144)

Ao realizar a troca dos operadores acima no Hamiltoniano da equação (2.138) e pas-

sando para o espaço de momentos via transformação de Fourier, tem-se que:

H = −NJZS2 − 2gµBNSHa + (JZS + gµB(Ha +H))
∑

~k

a†~ka~k

+(JZS + gµB(Ha −H))
∑

~k

b†~kb~k + JZS
∑

~k

(γ~ka~kb−~k + γ∗~ka
†
~k
b†
−~k
) (2.145)

onde γ~k é o mesmo definido no caso ferromagnético. A soma nos vetores ~k é restrita a zona

de Brillouin da subrede magnética e não da rede completa (aqui foi suposto que a rede

completa apresenta 2N momentos magnéticos, N momentos para cada). Assim, como a

subrede magnética tem um parâmetro de rede duas vezes maior que a rede completa, a

zona de Brillouin da subrede é metade da zona da rede completa.

É interessante notar que a equação acima apresenta somente termos quadráticos mas

não é diagonal - o último termo acopla os magnons das diferentes subredes magnéticas.

Neste ponto, Holstein e Primakoff introduziram uma transformação canônica nos opera-

dores de maneira a tentar diagonalizar o Hamiltoniano acima, em clara conexão com a

transformação usada por Bogoliubov no problema de superfluidez e supercondutividade

[23]. A idéia é supor uma transformação da forma:

α~k = u~ka~k − v~kb
†
~k

(2.146)

β†
~k
= u~kb

†
~k
− v~ka~k (2.147)

onde aqui supõe-se que o material tem simetria de inversão tal que γ~k = γ−~k. Para a

transformação ser canônica, os novos operadores devem respeitar as regras de comutação

dos operadores bosônicos. Dessa forma, a condição necessária é:
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u2~k − v2~k = 1 (2.148)

Assim, é posśıvel parametrizar u~k e v~k usando um parâmetro θ~k tal que:

u~k = coshθ~k (2.149)

v~k = senhθ~k (2.150)

que respeita sempre a condição anterior. Fazendo a troca no Hamiltoniano da equação

(2.145):

H = −JNZS2 − 2gµBNSHa + 2(JSZ + gµBHa)
∑

~k

senh2θ~k + JSZ
∑

~k

γ~ksenh2θ~k

+
∑

~k

((JSZ + gµBHa)cosh2θ~k + JSZγ~ksenh2θ~k + gµBH)α†
~k
α~k

+
∑

~k

((JSZ + gµBHa)cosh2θ~k + JSZγ~ksenh2θ~k − gµBH)β†
~k
β~k

+
∑

~k

((JSZ + gµBHa)senh2θ~k + JSZγ~kcosh2θ~k)(α
†
~k
β†
~k
+ β~kα~k) (2.151)

Assim, para tornar o Hamiltoniano acima diagonal a última linha deve ser nula. Isto

leva a condição de que:

tanh2θ~k =
−γ~k

1 + gµBHa

JSZ

(2.152)

Usando esta condição no Hamiltoniano (2.151) chega-se que:

H = −JNZS(S + 1)− gµBNHa(2S + 1) + JSZ
∑

~k

((1 +
gµBHa

JSZ
)2 − γ2~k)

1/2

+JSZ
∑

~k

(((1 +
gµBHa

JSZ
)2 − γ2~k)

1/2 − gµBH)α†
~k
α~k

+JSZ
∑

~k

(((1 +
gµBHa

JSZ
)2 − γ2~k)

1/2 + gµBH)β†
~k
β~k

≡ E0 +
∑

~k

(ǫ↑(~k)α
†
~k
α~k + ǫ↓(~k)β

†
~k
β~k) (2.153)
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onde

ǫ↑(~k) = ((1 +
gµBHa

JSZ
)2 − γ2~k)

1/2 − gµBH (2.154)

é a energia dos magnons gerados com spin paralelo ao campo externo e

ǫ↓(~k) = ((1 +
gµBHa

JSZ
)2 − γ2~k)

1/2 + gµBH (2.155)

é a energia dos magnons com spin antiparalelo. Veja que isto não quer dizer que são

magnons das duas diferentes subredes, pois a transformação de Bogoliubov das equações

(2.146) e (2.147) combina linearmente os magnons das diferentes subredes.

Também é posśıvel buscar o comportamento da magnetização (de uma subrede) e do

calor espećıfico em função da temperatura, analogamente ao caso ferromagnético. Com

isto, para campo externo nulo, deve-se ter:

∆M(T ) ∼ T 2 (2.156)

cV ∼ T 3 (2.157)

observando que para k ∼ 0 → ǫ↑(~k) = ǫ↓(~k) = G′k.

2.2.6 Domı́nios magnéticos

Veja que a temperatura cŕıtica de uma barra de ferro (a temperatura acima da qual o

sistema passa da fase ferromagnética para paramagnética) é superior a 1000 K. Porém, as

amostras de ferro do cotidiano parecem estar não magnetizadas, mas este mesmo pedaço é

atráıdo quando há aplicação de um campo magnético mais fortemente que uma substância

paramagnética. Para explicar este fenômeno é necessário considerar a chamada interação

dipolar magnética entre os spins. Embora seja mais fraca que a interação de troca (em

torno de 10−4 meV contra os usuais 1 meV do acoplamento de troca [24]), o seu alcance é

maior (enquanto a interação de troca cai exponencialmente, o acoplamento dipolar cai com

o inverso do cubo da distância [24]). Por isso, a configuração magnética de uma amostra

macroscópica pode ser mais complicada pois a interação dipolar passa a ser considerável.

Em particular, uma configuração uniformemente magnetizada (como um sistema fer-

romagnético) é extremamente dispendioso quanto a energia dipolar magnética. Para esta

energia ser diminúıda, pode-se dividir a amostra em domı́nios uniformes de tamanho

macroscópico, em que os vetores de magnetização total podem apontar para qualquer
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Figura 2.7: Material magnético macroscópico onde a energia dipolar é diminúıda pela
quebra em diferentes domı́nios de ordenamento magnético.

direção como na figura (2.7). Claramente, esta subdivisão aumenta a energia de troca

para os spins próximos a fronteira do domı́nio. Contanto que os domı́nios não sejam muito

pequenos, a formação deles é favorecida do que um sistema uniforme de spins.

Figura 2.8: Detalhe de uma parede de domı́nio.

A estrutura da fronteira entre dois domı́nios (conhecido como parede de domı́nio ou

parede de Bloch) não deve ser abrupta. Para uma barreira abrupta entre dois domı́nios,

o custo de energia de troca é extremamente alto. A energia pode ser diminúıda caso a

reversão aconteça gradualmente em uma parede da espessura de vários spins, conforme

figura (2.8). Veja que para uma inversão abrupta, o custo por spin da troca é JS2; para

uma parede com a espessura de n spins, o custo de energia passa a ser JS2 cos(π/n) ≈
JS2(1 − 1/2(π/n)2). Assim, a parede não abrupta diminui a energia da parede abrupta

em um fator proporcional a π2/2n2.

O fato de existir domı́nios magnéticos em materiais abaixo da temperatura de transição

gera o fenômeno conhecido como histerese, mostrado na figura (). O fenômeno da histe-

rese é extremamente interessante para aplicação em armazenamento de dados, pois gera

um sistema com 2 estados de magnetização de saturação (+MS e −MS) que podem ser

interpretados como os binários 0 e 1.
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2.3 Materiais Ferroelétricos

2.3.1 Definições e conceitos básicos

Dependendo da sua simetria, os cristais são classificados em 7 sistemas: tricĺınico,

monocĺınico, ortorrômbico, tetragonal, trigonal, hexagonal e cúbico. Esses sistemas são

subdivididos também em grupos pontuais de simetria de acordo com a simetria de um

ponto do sistema (ver apêndice (A)). Dos 32 grupos pontuais cristalinos, 11 deles possuem

um centro de simetria. Assim, se uma pressão é aplicada num destes cristais, o pequeno

movimento das cargas será simetricamente distribúıdo em torno do centro de simetria de

modo a compensar todos os movimentos. A aplicação de um campo elétrico irá produzir

uma deformação, mas esta deformação não é alterada com a orientação reversa do campo,

isto é, o efeito é quadrático. Esta propriedade do cristal é chamada de eletrostrição

e ocorre naturalmente em todas as substâncias e não somente nos 11 grupos pontuais

citados acima.

Das 21 classes restantes, exceto uma não exibe polarização elétrica quando submetida

a uma pressão. Neste caso, para as 20 classes restantes, além da eletrostrição, existe uma

dependência linear com o campo elétrico na deformação, causando uma resposta reversa

com a inversão do campo. Este fenômeno é chamado de piezoeletricidade. Destas 20, 10

são caracterizadas pelo fato apresentarem um único eixo polar (ver apêndice (A)). Tais

cristais irão apresentar uma polarização espontânea (ou momento elétrico).

Para um cristal ser chamado de ferroelétrico, o mesmo deve apresentar dois ou mais

estados orientados na ausência de campo elétrico e pode ser alterado de um estado para

o outro com a aplicação de campo. Os dois estados de orientação são idênticos (ou

enantiomorfos) diferindo somente no vetor polarização na ausência de campo. É posśıvel

caracterizar o material ferroelétrico por uma fase de simetria mais alta (compat́ıvel com

a estrutura ferroelétrica) e acrescentar pequenas perturbações na estrutura. A esta fase

de maior simetria dá-se o nome de fase protótipo. Para a grande maioria dos cristais

ferroelétricos, a fase protótipo é o limite de altas temperaturas do sistema, onde se torna

paraelétrico (em analogia com um sistema paramagnético). É importante destacar que os

materiais ferroelétricos são um subgrupo dos materiais ferrodistorcivos (aqueles em que

há uma distorção de elementos com ou sem carga resultante).

Nas subseções seguintes, será estudado um Hamiltoniano simplificado de um sistema

ferroelétrico para entender o fenômeno de maneira qualitativa. Será utilizada também a

teoria estat́ıstica de campo médio, seguindo a referência [25]
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2.3.2 Hamiltoniano do problema

O modelo básico de um Hamiltoniano que descreve a transição de fase estrutural (e

ferroelétricos em particular) usa o fato de que essa transição acontece devido ao rearranjo

de alguns átomos da célula unitária, enquanto outros permanecem não perturbados. As-

sim, um modelo básico irá utilizar as coordenadas destes átomos perturbados e usar os

outros como um banho térmico.

Um Hamiltoniano básico que descreve um sólido é escrito na forma

H = Hion +Helectron +Helectron−ion (2.158)

O primeiro termo do lado direito descreve os ı́ons do sistema que interagem através

de um potencial que depende somente das posições iônicas ~Ri, ~Rj,... . O segundo termo

representa o movimento dos elétrons da valência e o último termo representa a interação

dos elétrons da valência com os núcleos dos ı́ons. É bem estabelecido que o movimento

eletrônico e iônico podem ser separados (aproximação Born-Oppenheimer, ver [24]). Nesta

aproximação, entende-se que os elétrons se movem muito mais rápido que os núcleos e,

por isso, os estados eletrônicos são dependentes somente das posições iônicas. Isto permite

reescrever o termo Helectron−ion como uma contribuição de energia potencial E(~R1, ~R2, ...)

no Hamiltoniano do movimento iônico Hion. Dessa forma:

Heff
ion =

∑

i

p2i
2mi

+ U(~R1, ~R2, ...) + E(~R1, ~R2, ...) (2.159)

onde o primeiro e o segundo termo são a energia cinética e potencial exclusivamente dos

ı́ons, e o terceiro termo é acréscimo da energia de interação com os elétrons. A segunda

aproximação utilizada é assumir que o termo E independe da configuração eletrônica.

Desta maneira, os dois potenciais U e E podem ser somados em um único potencial

efetivo V e chega-se que o Hamiltoniano do problema é da forma:

Heff
ion =

∑

i

p2i
2mi

+ V (~R1, ~R2, ...) (2.160)

É importante ressaltar que, embora o potencial V seja um potencial iônico efetivo que

depende somente das posições iônicas, este é a soma de duas contribuições onde uma delas

tem origem eletrônica. Assim, o Hamiltoniano acima não descreve o movimento de ı́ons
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ŕıgidos mas inclui o movimento relativo do núcleo ŕıgido mais os elétrons da valência.

A parte não cinética do Hamiltoniano da equação (2.160) é melhor descrito se for

utilizado vetores de deslocamento ~qlb do ı́on b na célula unitária l em uma referencial

fixo. O referencial fixo utilizado é a fase protótipo do ferroelétrico. Dessa forma, podem

ser definidos momentos de modo local generalizados πl e deslocamentos de modo local

generalizados ǫl a partir dos momentos e deslocamentos de ı́on local ~plb e ~qlb através das

equações:

~plb = mb~ulbπl ⇒ πl =
∑

b

~ulb · ~plb (2.161)

~qlb = ~ulbǫl ⇒ ǫl =
∑

b

mb~ulb · ~qlb (2.162)

onde a soma em b indica a soma em todos os ı́ons da célula unitária l, mb é a massa do

ı́on b e o vetor m
1/2
b ~ulb é a componente b do autovalores locais normalizado tais que:

∑

b

mb~ulb · ~ulb = 1 (2.163)

Assim, ǫl é uma grandeza escalar que caracteriza a transição de fase. Portanto, o

Hamiltoniano da equação (2.160) pode ser escrito como:

Heff
ion =

1

2

∑

l

π2
l + V (ǫ1, ǫ2, ..., ǫN) (2.164)

onde N é o número de células unitárias

O potencial V (ǫ1, ǫ2, ..., ǫN) pode ser decomposta em uma soma de contribuições de

uma única célula unitária V (ǫl) e uma parte de interações entre as células. Será suposto

que a interação é bilinear entre 2 células na forma vll′ǫlǫl′ . Embora uma generalização

mais complexa seja também interessante, muitas informações importantes dos materiais

ferroelétricos podem ser retiradas nesse formalismo bilinear. Finalmente, o Hamiltoniano

simplificado de um sistema ferroelétrico é escrito na forma:

Heff
ion =

∑

l

[

1

2
π2
l + V (ǫl)

]

− 1

2

∑

l,l′

vll′ǫlǫl
′ (2.165)
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2.3.3 Teoria de Campo Médio

Teoria Estática

De maneira a obter uma descrição do fenômeno da transição de fase ferroelétrica, a

teoria de campo médio é suficiente e informativa. Nesta aproximação, será considerada

uma célula unitária representativa l, com coordenadas de modo local πl e ǫl que irão

descrever a transição de fase de interesse, e as demais células unitárias serão substitúıdas

por médias térmicas. Ou seja, para todo l′ 6= l, os operadores ǫl′ serão substitúıdos por

〈ǫl′〉 (que é determinado de maneira autoconsistente). Assim, o Hamiltoniano da equação

(2.165) para a célula unitária l é:

Hl =
1

2
π2
l + V (ǫl)− Eǫl −

∑

l′

vll′ǫl〈ǫl′〉 (2.166)

onde foi acrescentada a possibilidade da aplicação de um campo elétrico estático E an

direção da deformação.

O Hamiltoniano acima é conhecido como aproximação de campo médio estática. Isto

torna o problema de muitos corpos anterior em um ensemble de osciladores isolados cer-

cados por um banho térmico. Assim, resultados conhecidos da F́ısica Estat́ıstica (como

podem ser vistos em [16]) para médias térmicas podem ser utilizados. Uma grandeza de

particular interesse é a média do deslocamento estático 〈ǫl〉 que representa o parâmetro

de ordem do sistema. Na teoria quântica, mesmo a aproximação de campo médio estática

é muito dif́ıcil de ser obtida quantitativamente para um potencial V (ǫl) já que requere

uma solução quântica em um potencial arbitrário. Dessa maneira, as aproximações são

sempre feitas de maneira clássica, de modo que:

〈ǫ〉E =

∫ +∞

−∞
ǫl Exp(−Wl/kT )dǫl

∫ +∞

−∞
Exp(−Wl/kT )dǫl

(2.167)

onde 〈ǫ〉E é a média de deslocamento para um dado campo aplicado E (o subindice l pode

ser removido pois a média independe da célula utilizada) e

Wl = V (ǫl)− Eǫl − v(0)ǫl〈ǫ〉E (2.168)

v(0) ≡
∑

l′

vll′ (2.169)
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As integrais acima podem ser calculadas numericamente para diferentes formas de

potenciais locais. Porém, expandindo as exponenciais em primeira ordem no parâmetro

〈ǫ〉E com E = 0 é posśıvel estudar o limite de 〈ǫ〉0 → 0 na transição de fase T = TC . É

posśıvel ver que:

kTC = v(0)〈ǫ2〉 (2.170)

Isto mostra que, se não existir interações entre as células vizinhas, não deve haver

transição de fase ferrodistorciva, o que é intuitivo.

De maneira análoga ao caso ferromagnético, a susceptibilidade estática χ(0) é da forma

de Curie-Weiss tal que:

1

χ(0)
= β(T − TC) T > TC (2.171)

1

χ(0)
= 2β(T − TC) T < TC (2.172)

(2.173)

O fator 2 entre a fase paraelétrica e ferroelétrica é familiar da teoria termodinâmica dos

ferroelétricos [25].

Teoria Dinâmica

É interessante discutir também a dinâmica da transição de fase usando também a

teoria de campo médio através da aplicação de um campo externo dependente do tempo.

Para iniciar o estudo, as interações entre as células unitárias serão desligadas (isto é,

vll′ = 0). Seja então um campo aplicado da forma:

El(t) = E + δEl e
iωt (2.174)

Tratando o resto do cristal como um banho térmico para a coordenada ǫl, deve-se ter:

ǫl(t) = 〈ǫl(t)〉+∆ǫl(t) (2.175)

〈ǫl(t)〉 = 〈ǫ〉E + δ〈ǫl〉 e−iωt (2.176)
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A média do ensemble 〈ǫl(t)〉 é formada pela média estática 〈ǫ〉E e uma parte de resposta

linear δ〈ǫl〉 (ordens superiores foram desprezadas). Além disso, para a resposta ǫl(t) total

foi considerado uma parte de flutuações em torno do estado de equiĺıbrio ∆ǫl(t).

A parte estática é obtida a partir do cálculo de equiĺıbrio e, em geral, é uma função

não linear do campo E. No limite de E → 0, a solução estática pode ser escrita na forma:

〈ǫ〉E = 〈ǫ〉0 + EχS(0) (2.177)

onde χS(0) é a susceptibilidade estática (o subindice S denota a resposta de uma única

célula).

Para obter a resposta linear δ〈ǫl〉 devido ao termo oscilatório, seja um poço de potencial

quadrático (oscilador harmônico) acrescido de um termo de damping Γ. Com isto, a

equação diferencial para ǫl(t) deve ser da forma:

d2ǫl
dt2

+ Γ
dǫl
dt

+ Ω2
Sǫl = Ω2

SχS(0)El(t) + 〈ǫ〉0 (2.178)

Substituindo as equações (2.174) e (2.176), desprezando a parte de flutuações, na

equação diferencial acima chega-se que:

−ω2δ〈ǫl〉+ iωΓδ〈ǫl〉+ Ω2
Sδ〈ǫl〉 = Ω2

SχS(0)δEl (2.179)

para a parte dinâmica. A parte estática leva a solução já obtida (2.177). Seja a suscep-

tibilidade generalizada χS(ω) tal que seja igual a razão δ〈ǫl〉/δEl. Pela equação acima,

mostra-se que:

χS(ω) = χS(0)
Ω2
S

Ω2
S + iΓω − ω2

(2.180)

Com os resultados acima, as interações entre as células podem ser “ligadas”. A maneira

de se acrescentar a interação entre as células também é utilizando um campo médio

dinâmico tal que o campo aplicado (2.174) se torne um campo efetivo da forma:

Eeff
l (t) = E + δEl e

iωt +
∑

l′

vll′〈ǫl′(t)〉 (2.181)
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Utilizando a equação (2.176), é posśıvel escrever o campo efetivo acima na forma:

Eeff
l (t) = Eeff + δEeff

l eiωt ⇒
{

Eeff = v(0)〈ǫ〉E + E

δEeff
l =

∑

l′ vll′δ〈ǫl′〉+ δEl
(2.182)

Dessa forma, usando teoria de resposta linear, é fácil mostrar que:

δ〈ǫl〉 = χS(ω)

(

δEl +
∑

l′

vll′δ〈ǫl′〉
)

(2.183)

Para desacoplar os diferentes śıtios da rede, utiliza-se a transformação de Fourier de

modo que:

δ〈ǫl〉 =
1√
N

∑

~q

δ〈ǫ(~q)〉e−i~q·~l (2.184)

δEl =
1√
N

∑

~q

δE(~q)e−i~q·
~l (2.185)

v(~q) =
∑

l′

vll′e
i~q·(~l−~l′) (2.186)

Com isso, a equação (2.183) fica:

δ〈ǫ(~q)〉 = χS(ω) (δE(~q) + v(~q)δ〈ǫ(~q)〉)

χSδE(~q) = δ〈ǫ(~q)〉 (1− v(~q)χS(ω))

δ〈ǫ(~q)〉
δE(~q)

≡ χ(~q, ω) =
χS(ω)

1− v(~q)χS(ω)
(2.187)

Percebe-se, portanto, a possibilidade de uma instabilidade elétrica. Para sistemas em

equiĺıbrio termodinâmico a instabilidade ocorre (caso ela ocorra) em ω = 0 e a divergência

da resposta coletiva deve ser tal que:

v(~q)χS(0) = 1 (2.188)
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A instabilidade ocorre, então, no modo ~q = ~q0 tal que v(~q) é máximo. Caso ~q0 = 0, o

sistema é ferrodistorcivo. Caso ~q0 =
1
2
~K, onde ~K é um vetor da rede rećıproca, o sistema

tem ordenamento antiferrodistorcivo. Para um ~q0 geral, a estrutura pode apresentar um

modo de ordenamento mais complicado.

Já as frequências dos modos normais são os pólos da susceptibilidade dinâmica (2.187),

como pode ser visto em qualquer livro de teoria de muitos corpos [26]. Com isso, os modos

normais devem respeitar a equação v(~q)χS(ω) = 1.

Outra maneira de obter os modos normais é utilizar o resultado obtido em (2.180) em

(2.187) de modo que:

χ(~q, ω) =
χ(~q, 0)Ω2(~q)

Ω2(~q) + iΓω − ω2
(2.189)

onde

Ω2(~q) = Ω2
S(1− v(~q)χS(0)) (2.190)

Veja que a forma da equação (2.189) é análoga a (2.180), onde há somente a substi-

tuição da frequência natural de oscilação ΩS por uma frequência Ω(~q), que é chamada de

frequência renormalizada. Com isso, os pólos da susceptibilidade generalizada são:

ω±(~q) = ±
(

Ω2(~q)− 1

4
Γ2

)1/2

+
1

2
iΓ (2.191)

A equação acima são referentes as quasipart́ıculas geradas no sistema devido ao sur-

gimento de interações (análogo ao caso do ĺıquido de Fermi). Neste caso, estas quasi-

part́ıculas são interpretadas como os fônons que são gerados no sistema. Veja que no caso

da instabilidade, a frequência renormalizada vai a zero, o que implica que ω → 0. Este

fônon de energia nula faz com que a distorção seja favorável energeticamente e aconteça

espontaneamente. A este fônon de energia nula dá-se o nome de soft mode.
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2.4 Multiferróicos

2.4.1 A incompatibilidade entre magnetismo e ferroeletricidade

convencional

Conforme definido no ińıcio deste caṕıtulo, um material multiferróico é aquele que

deve apresentar a ferroeletricidade e algum tipo de ordenamento magnético. Porém, é

notável a existência de poucos materiais que exibem este fenômeno e o assunto já foi

abordado em diversos artigos da literatura [1, 2, 3, 4, 27].

Inicialmente, pensava-se que a principal razão para a existência de poucos materi-

ais multiferróicos era uma questão de simetria. Existem somente 13 grupos pontuais

magnéticos que permitem a existência de magnetização e polarização espontâneas (ver

apêndice A). Isto significa somente uma pequena fração dos grupos pontuais magnéticos

existentes. Porém, se o espaço de estudo for restrito a todos materiais que tem como

simetria somente estes 13 grupos pontuais, a existência de materiais multiferróicos entre

eles ainda é baixa. Assim, a simetria não deve ser o principal fator.

Outro motivo apontado pela literatura seria a necessidade de que o material mul-

tiferróico, para exibir polarização espontânea, deve ser isolante. Embora não seja um

requisito, a maioria dos materiais ferromagnéticos são metais. Portanto, a falta de multi-

ferróicos poderia ser justificada devido a baixa ocorrência de materiais ferromagnéticos iso-

lantes. Entretanto, os materiais multiferróicos não são necessariamente ferromagnéticos,

mas podem exibir outros tipos de ordenamento, como antiferromagnético. Neste caso,

o argumento anterior não é mais válido pois a grande maioria dos materiais antiferro-

magnéticos são isolantes e, ainda assim, nestes materiais, a ocorrência dos multiferróicos

é baixa. De fato, este motivo serve somente para explicar a maior ocorrência de multi-

ferróicos antiferromagnéticos do que ferromagnéticos.

Porém, o grande responsável pela existência de poucos materiais multiferróicos está

nas condições de existência da ferroeletricidade convencional. A ferroeletricidade conven-

cional é aquela que ocorre nas perovskites comuns, que está representada na figura (2.9).

Nesta estrutura, o cátion B deslocado (responsável pelo surgimento da polarização) apre-

senta uma configuração eletrônica d0. Como não existem elétrons na camada d gerando

momentos magnéticos localizados, não é posśıvel observar qualquer forma de ordenamento

magnético. A primeira idéia, portanto, seria substituir este cátion B por outro magnetica-

mente ativo (isto é, com elétrons na camada d). Mas, resultados experimentais e teóricos

mostram que a distorção, responsável por remover o centro de simetria, desaparece quando

a camada d do cátion B está parcialmente preenchida [3]. Portanto, a ferroeletricidade e

a ordem magnética parecem ser fenômenos excludentes.
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Figura 2.11: Ilustração esquemática de alguns tipos de ordenamento unidimensional de
momentos magnéticos. Extráıdo de [29].

a polarização macroscópica deve ser dada então por:

~P = a
∑

<i,j>

êij × (~Si × ~Sj) (2.192)

onde êij é o versor que une os dois śıtios i e j e a uma constante determinada pelo

acoplamento spin-órbita e pelas interações de troca. O sinal da polarização irá depender

se a rotação do spin é horária ou antihorária (chamada de helicidade). Exemplos de

polarizações geradas estão na figura (2.11). É interessante notar que a polarização gerada

irá ser fortemente dependente do campo, já que a direção da modulação e a modulação

em si podem ser facilmente alteradas com a aplicação de um campo magnético (ver [29]).

Para mais detalhes teóricos de como a polarização surge em sistemas magnéticos, o leitor

deve ir em [31, 30].



Caṕıtulo 3

O efeito magnetoelétrico

Embora um fenômeno diferente da multiferroicidade, o acoplamento magnetoelétrico

é o principal efeito que justifica o crescimento de materiais multiferróicos. As principais

aplicações dos multiferróicos (citadas no caṕıtulo anterior) somente serão alcançadas com

altos valores de acoplamento entre o campo elétrico e magnético no interior do material.

Por isso, o estudo deste fenômeno é extremamente importante e será realizado ao longo

deste caṕıtulo.

3.1 Definição de efeito magnetoelétrico

O efeito magnetoelétrico é definido como o acoplamento entre os campos magnético

e elétrico na matéria, gerando a possibilidade de se magnetizar (polarizar) um sistema

através da aplicação de um campo elétrico (magnético). Embora seja desejável que isto

ocorra em materiais multiferróicos, este fenômeno é mais geral e pode ocorrer em materiais

onde não existe nenhum tipo de ordenamento (magnético ou elétrico).

A conexão entre eletricidade e magnetismo é conhecida desde o século XIX. Em 1820,

Christian Oersted observou a deflexão da agulha de uma bússola quando ligava ou des-

ligava um circuito elétrico próximo da mesma. Mais de 40 anos após a observação de

Oersted, com as contribuições de Ampère e Faraday, a teoria clássica do eletromagne-

tismo foi finalmente estabelecida com a unificação de Maxwell. As quatro equações de

Maxwell que governam o eletromagnetismo mostram que as interações magnéticas e o

movimento de cargas elétricas são fenômenos acoplados. Em 1888, Röntgen observou que

um material dielétrico em movimento numa região de campo elétrico torna-se magneti-

zado, seguida da observação do efeito reverso (geração de polarização por um dielétrico

em movimento numa região de campo magnético). Porém, as duas observações não são

efeitos intŕınsecos de materiais. Em 1894, devido a questões de simetria, Curie propõe que

57
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o efeito magnetoelétrico intŕınseco deve ocorrer em alguns cristais em seu famoso artigo

“On the symmetry in physical phenomena”. É importante lembrar que o termo “magne-

toelétrico”foi utilizado pela primeira vez por Debye em 1926 [32] e passou a ser adotado

por Van Vleck em 1932 [15]. O termo foi finalmente estabelecido por Dzyaloshinskii em

1959, ao propor teoricamente que o efeito magnetoelétrico devesse ocorrer no composto

Cr2O3 [33] e verificado experimentalmente neste mesmo composto por Astrov em 1960

[34].

O efeito magnetoelétrico pode ser entendido termodinamicamente através de uma

expansão da energia livre em função dos campos elétrico e magnético. Em unidades

do SI, a energia livre pode ser escrita como (a convenção de Einstein é adotada neste

caṕıtulo):

F ( ~E, ~H) = F0 − P S
i Ei −MS

i Hi −
1

2
ǫ0ǫijEiEj −

1

2
µ0µijHiHj − αijEiHj

−1

2
βijkEiHjHk −−1

2
γijkHiEjEk − ... (3.1)

onde F0 é a energia do estado fundamental, ~P S e ~MS são os vetores polarização e magne-

tização espontâneas, respectivamente. Os tensores ǫ e µ são as susceptibilidades elétrica

e magnética, respectivamente. O tensor α é responsável pelo efeito magnetoelétrico li-

near e os tensores β e γ são responsáveis pelo efeito não linear. Veja que os tensores ǫ,

µ são tensores simétricos e que β e γ são simétricos na troca dos dois últimos ı́ndices,

por isto são precedidos da fração 1/2. Neste trabalho, não será vista a parte do efeito

magnetoelétrico não linear e a partir daqui este será ignorado.

O efeito magnetoelétrico pode ser subdividido em 2 fenômenos segundo [35]: a geração

de polarização devido a aplicação de campo magnético (denominado de efeito MEH) e a

geração de magnetização devido a aplicação de campo elétrico (denominado de efeito

MEE). Para obter-se os valores das componentes de polarização, por exemplo, basta

derivar a energia livre em relação ao campo elétrico:

Pi = − ∂F

∂Ei
= P S

i + ǫ0ǫijEj + αijHj + ... (3.2)

Analogamente, a magnetização obtida é:

Mi = − ∂F

∂Hi

=MS
i + µ0µijHj + αjiEj + ... (3.3)
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3.2 Limitante superior do tensor de susceptibilidade

magnetoelétrica

O primeiro ponto interessante de se notar é que a susceptibilidade magnetoelétrica

α tem um limite superior [36], derivado da teoria de perturbação termodinâmica [16].

Desta teoria, calcula-se a correção da energia livre para um sistema perturbado por um

Hamiltoniano de interação V . A energia livre de um sistema segundo esta teoria é:

F = F0 + 〈V〉 − 1

2

∑

n,m 6=n

|Vnm|2(wm − wn)

E0
n − E0

m

− 1

2kT
〈(Vnm − 〈V 〉)2〉 (3.4)

onde F0 é a energia livre do sistema não perturbado, E0
n as autoenergias (conhecidas) do

Hamiltoniano sem a perturbação V . O śımbolo 〈 〉 denota:

〈O〉 =
∑

n

Onnwn (3.5)

onde

wn = e(F0−E0
n)/kT (3.6)

é a probabilidade de Boltzman (veja que eF0/kT é a função de partição do sistema não

perturbado).

É posśıvel utilizar a equação (3.4) acima no contexto dos materiais que apresentam

o efeito magnetoelétrico. Para isto, é necessário conhecer qual é a interação V entre

o sistema magnetoelétrico e os campos magnético e elétrico. Na presença de campos

eletromagnéticos, o Hamiltoniano do sistema em unidades do SI é dado por [13]:

H =
∑

[

1

2m

(

~p+ e ~A
)2

− eφ− ~ys · ∇ × ~A

]

(3.7)

onde e, m, ~p e ~ys são, respectivamente, a magnitude da carga elétrica, a massa do elétron,

o momento do elétron e o momento magnético devido ao spin do elétron. A soma é

efetuada para todos os elétrons do sistema. É posśıvel verificar que o Hamiltoniano de

interação V é dado por:
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V =
∑

[

e

m
~p · ~A+

e2

2m
A2 − eφ− ~ys · ∇ × ~A

]

(3.8)

Usando o gauge de Lorentz, onde ∇ · ~A = 0, os potenciais escalar φ e vetorial ~A para

campos ~E e ~H uniformes podem ser escritos como:

φ = − ~E · ~r (3.9)

~A =
1

2
~H × ~r (3.10)

Dessa forma, a interação fica:

V =
∑

[

−(~yL + ~ys) · ~H + e~r · ~E +
e2

8m
r2⊥H

2

]

(3.11)

onde r⊥ é a projeção do vetor ~r no plano perpendicular ao vetor campo magnético e

~yL = − e

2m
~r × ~p (3.12)

é o momento magnético devido ao momento angular orbital do elétron.

O material magnetoelétrico em questão deve ter a forma de um elipsóide oblato e é

posicionado na região de campo de maneira que os campos sejam perpendicular ao eixo

de revolução do elipsóide, isto é feito de maneira a ignorar correções devido ao efeito

demagnetizante na susceptibilidade (para mais detalhes, ver [36]). Será suposto também

que os campos são posicionados ao longo dos eixos cristalinos do material em particular.

Assim, deve se ter uma componente de campo elétrico Eξ e uma de campo magnético Hη.

Assim, reescreve-se a equação (3.11) na forma:

V = aηHη + bξEξ +
1

2
dηH2

η (3.13)

Veja que a convenção de Einstein não deve ser usada aqui, pois as componentes η e

ξ são direções espećıficas do cristal. Denotando por F2 a parte da energia livre que é

quadrática com os campos e usando a interação da equação anterior em (3.4) chega-se

que:
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F2 = −1

2

∑

n,m 6=n

|aηnmHη + bξnmEξ|2(wm − wn)

E0
n − E0

m

− 1

2kT
〈[(aηnn − 〈aη〉)Hη + (bξnn − 〈bξ〉)Eξ]2〉+

1

2
〈dη〉H2

η (3.14)

É interessante notar que o primeiro e o segundo termos da equação acima são sempre

negativos independente do valor dos campos magnético e elétrico (para o primeiro termo,

basta notar que se En > Em ⇒ wm > wn). Para estudar o último termo, é fácil verificar

que:

〈dη〉 =
∑ e2

4m
〈r2⊥〉 ≡ −µ0µ

d
ηη (3.15)

A primeira igualdade acima sai da comparação da equação (3.11) com a equação (3.13).

O último termo é a definição da susceptibilidade diamagnética de Larmor [24]. Assim, a

partir da equação (3.14), é fácil verificar que:

F2 +
1

2
µ0µ

d
ηηH

2
η ≤ 0 (3.16)

onde a igualdade ocorre para campos nulos.

Verificando a equação (3.1), verifica-se que:

F2 = −1

2
µ0µηηH

2
η − αηξHηEξ −

1

2
ǫ0ǫξξEξ (3.17)

Desta forma, usando a equação anterior e (3.16) mostra-se que:

1

2
µ0µ

p
ηηH

2
η + αηξHηEξ +

1

2
ǫ0ǫξξEξ ≥ 0 (3.18)

onde µpηη é a contribuição paramagnética da susceptibilidade magnética.

Para a equação acima ser sempre verdade para qualquer valor de campo, é necessário

que (ver apêndice B):
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µpηη > 0 (3.19)

ǫξξ > 0 (3.20)

α2
ηξ < ǫ0µ0ǫξξµ

p
ηη (3.21)

A primeira inequação acima expressa a conhecida limitação da susceptibilidade para-

magnética, assim como a segunda expressa a limitação da susceptibilidade elétrica. Entre-

tanto, a última inequação expressa um limitante superior para o tensor de susceptibilidade

magnetoelétrica. Por último, para materiais com momentos magnéticos localizados, a con-

tribuição diamagnética é em geral desprezada perto da contribuição paramagnética. Para

motivações prática, a última inequação anterior pode ser escrita como:

α2
ηξ < ǫ0µ0ǫξξµηη (3.22)

Assim, para um dado material exibir um alto valor de susceptibilidade magnetoelétrica,

é necessário que o material apresente também valores elevados de susceptibilidade magnética

(o que ocorre, em geral, para materiais com ordenamento magnético) e de susceptibilidade

elétrica (que ocorre, em geral, para materiais ferroelétricos). Por isso, é esperado que os

multiferróicos sejam os materiais que devem exibir um acoplamento magnetoelétrico mais

intenso que outros, explicando a necessidade de estudo destes materiais. É importante

ressaltar, entretanto, que a conta acima indica somente um limitante superior dos ele-

mentos do tensor α, mas não qual será esse valor ou se ainda o material irá exibir tal

acoplamento.

3.3 Sistemas de unidades

No eletromagnetismo, a conversão de um sistema de unidades para outro são dados

em numerosas tabelas e livros-texto (ver, por exemplo [37, 38]). Porém, pelo fato que o

estudo do efeito magnetoelétrico ser mais recente, estas tabelas não incluem conversões

para este tipo de acoplamento. É importante notar que o sistema de unidades SI é um

sistema racionalizado enquanto o sistema Gaussiano não; isto introduz um fator de 4π em

várias das equações que muitas vezes não é levado em consideração, gerando um série de

erros ao comparar os diferentes coeficientes obtidos nos diferentes sistemas de unidades.

Nesta pequena subseção, será discutido como realizar a conversão de unidades do
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tensor α do sistema de unidades SI e Gaussiano, conforme discutido em [35]. Para isto,

será definido que grandezas sem “linha”estão no sistema de unidades do SI e aquelas com

“linha”(E ′, H ′, etc) estão no sistema de unidades Gaussiano. A convenção de Einstein

passará novamente a ser utilizada.

É necessário, para realizar a conversão, ver a forma da energia livre quanto ao efeito

magnetoelétrico para os dois sistemas de unidades:

FME = −αijEiHj (SI) (3.23)

F ′
ME = −

α′
ij

4π
E ′
iH

′
j (G) (3.24)

As energias livres acima só dizem respeito a parte do efeito magnetoelétrico. Para o

SI, as unidades são:

[F ] = VAs/m3 = J/m3 = kg/s2m (3.25)

[E] = V/m (3.26)

[H] = A/m (3.27)

Isto leva que a unidade do tensor α no SI é s/m.

O mesmo pode ser feito para o sistema Gaussiano:

[F ′] = erg/cm3 = g/s2cm (3.28)

[E ′] = statvolt/cm (3.29)

[H ′] = Oe (3.30)

É importante lembrar que as unidades statvolt/cm e Oe são as mesmas no sistema

Gaussiano [39]. Dessa forma, vê-se que no sistema Gaussiano o tensor magnetoelétrico é

adimensional.

Para realizar a conversão, seja suposto que, no sistema SI, E = x [V/m], H = y [A/m].

Para simplificar as contas, será suposto também que o tensor magnetoelétrico é um tensor

de ordem 0, isto é, somente um coeficiente. Por último, seja α = z [s/m]. Desta forma:

F = −αEH = −zxy[kg/s2m] (3.31)
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Esta energia corresponde a F ′ = −10zxy [g/s2m]. Realizando a conversão de unidades

dos campos elétrico e magnético para o sistema Gaussiano segundo [39], mostra-se que

E ′ = (104/{c})x [statvolt/cm] ({c} equivale ao valor numérico da velocidade da luz no

vácuo em unidades do SI) e H ′ = (4π/1000)y [Oe]. Desta maneira, é posśıvel ver que:

α′ = 4π
−F ′

E ′H ′
= 4π

10zxy

1044πxy
1000{c} = {c}z (3.32)

Portanto, como regra geral, para obter o valor o tensor α′ no sistema Gaussiano, uma

vez medido no SI, basta usar:

α′ = αc (3.33)

onde c é a velocidade da luz no vácuo. Veja que a equação acima faz com que α′ seja

adimensional.

3.4 O uso da simetria para a obtenção do tensor de

susceptibilidade magnetoelétrica

Nesta última subseção, serão estudadas as condições de simetria para a ocorrência do

efeito magnetoelétrico e qual a forma do tensor de acordo com as operações de simetria

do grupo pontual que caracteriza o sistema. De forma a facilitar o estudo das condições

de simetria do efeito magnetoelétrico, é necessário estudar este efeito no espaço quadridi-

mensional, pois a operação de inversão temporal deve ser levada em consideração. Assim,

nesta subseção será visto o tensor de susceptibilidade generalizado para o espaço quadri-

dimensional que irá facilitar o estudo da proposta acima. Ao longo desta subseção, os

ı́ndices gregos α, β, ... serão utilizados para coordenadas espaciais e os ı́ndices i, j, ...

serão utilizados para as coordenadas no espaço-tempo. A convenção de Einstein também

deve ser levada em consideração. Os resultados demonstrados aqui foram obtidos por

O’Dell [40].

Para resolver um problema em eletromagnetismo em meios materiais, é necessário

conhecer as relações constitutivas do meio em que estão sendo gerados os campos ~E, ~B,
~D e ~H. No vácuo, as relações constitutivas são simplesmente dadas por [37]:
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~D = ǫ0 ~E (3.34)

~B = µ0
~H (3.35)

Em geral, as relações constitutivas acima são utilizadas de forma a substituir os cam-

pos ~D e ~B, pois os campos ~E e ~H apresentam as mesmas condições de contorno: suas

componentes tangenciais em qualquer fronteira devem ser cont́ınuas [37].

Para um meio magnetoelétrico, as relações constitutivas que poderiam ser utilizadas

são originadas das equações (3.2) e (3.3). Na notação que será utilizada nesta seção

tem-se:

P µ = P µ
S + ǫ0ǫ

µνEν + αµνHν (3.36)

Sabe-se que [37]:

~D = ǫ0 ~E + ~P (3.37)

Combinando as duas relações acima, a primeira relação constitutiva obtida é da forma:

Dµ = P µ
S + ǫ0(δ

µν + ǫµν)Eν + αµνHν (3.38)

A equação acima é uma das equações constitutivas de um meio magnetoelétrico usando
~E e ~H como variáveis independentes. Da mesma maneira, mostra-se que:

Bµ =Mµ
S + µ0(δ

µν + µ0µ
µν)Hν − ανµEν (3.39)

usando a relação (3.3) e a relação:

~H =
1

µ0

~B − ~M (3.40)

As relações constitutivas das equações (3.38) e (3.39) são conhecidas como relações

constitutivas de Dzyaloshinskii. Na prática, usa-se as relações constitutivas para escrever
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as relações de Maxwell

∇× ~E = −∂
~B

∂t
(3.41)

∇× ~H =
∂ ~D

∂t
(3.42)

em termos dos campos independentes ~E e ~H. Veja que as relações constitutivas de meios

onde o efeito magnetoelétrico não existe (ou seja, o tensor magnetoelétrico é um tensor

nulo), isto é realizado facilmente. Porém, usando as relações constitutivas de de Dzya-

loshinskii, as duas equações de Maxwell acima não ficam somente em termos dos campos

independentes ~E e ~H. Esta dificuldade vem da escolha destes campos como variáveis

independentes devido a uma convenção histórica. Em [40], é proposto que as variáveis

independentes passem a ser os campos vetoriais ~E e ~B e as variáveis dependentes os cam-

pos ~D e ~H. Assim, ainda segundo [40], as relações constitutivas devem ser originadas a

partir de (excetuando-se a polarização e magnetização espontânea):

P µ = χµν(e)Eν + χµν(em)Bν (3.43)

Mµ = χµν(me)Eν + χµν(m)Bν (3.44)

Dessa forma, as novas relações constitutivas passam a ser da forma:

Dµ = (ǫ0δ
µν + χµν(e))Eν + χµν(em)Bν (3.45)

Hµ = (
1

µ0

δµν − χµν(m))Bν − χνµ(me)Eν (3.46)

Veja que com as novas relações constitutivas acima é posśıvel escrever as duas equações

rotacionais de Maxwell acima somente em termos dessa nova escolha de variáveis indepen-

dentes. Assim, as propriedades de um meio qualquer podem ser descritas pelos 4 tensores

χ acima. Porém, o método de trabalhar com estes 4 tensores não é mais trivial, pois

com o acréscimo dos tensores magnetoelétrico (não simétricos) nem sempre será posśıvel

diagonalizá-los [40]. Uma alternativa de se trabalhar com estes novos tensores é utilizar

o espaço-tempo na teoria eletromagnética de Maxwell, fazendo com que os campos ~E e
~B percam sua individualidade e tornem-se um único tensor de campo eletromagnético

E (equação (C.15)). Uma revisão das equações de Maxwell nas coordenadas de espaço-



3.4 O uso da simetria para a obtenção do tensor de susceptibilidade magnetoelétrica 67

tempo está feita no apêndice (C).

Dessa maneira, uma vez que os campos perdem sua individualidade e tornam-se um

tensor único de campo eletromagnético, o mesmo irá ocorrer para a polarização e mag-

netização que irão tornar um único tensor de polarização eletromagnética M (equação

(C.21)). Com isso, uma forma posśıvel de escrever a relação constitutiva no espaço qua-

dridimensional é:

µ0cMij =
1

2
ξrsij Ers (3.47)

onde χrsij é o tensor de susceptibilidade eletromagnética, que deve ser adimensional

devido a constante multiplicativa µ0c. Conforme verificado no apêndice C, os tensores E

e M são antissimétricos. Com isto, mostra-se que:

ξrsij = −ξsrij = ξsrji = −ξrsji (3.48)

Usando a relação acima e a relação constitutiva da equação (3.47), mostra-se, por

exemplo para (ij) = (12):

Mz =
1

µ0

(ξ1212Bz + ξ3112By + ξ2312Bx) +
i

µ0c
(ξ4112Ex + ξ4212Ey + ξ4312Ez) (3.49)

Fazendo todas as escolhas posśıveis para o par (ij), e utilizando as relações (3.43) e

(3.44), chega-se que:
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[χαβ(e)] = − 1

µ0c2







ξ4141 ξ4241 ξ4341

ξ4142 ξ4242 ξ4342

ξ4143 ξ4243 ξ4343






(3.50)

[χαβ(m)] =
1

µ0







ξ2323 ξ3123 ξ1223

ξ2331 ξ3131 ξ1231

ξ2312 ξ3112 ξ1212






(3.51)

[χαβ(em)] =
i

µ0c







ξ2341 ξ3141 ξ1241

ξ2342 ξ3142 ξ1242

ξ2343 ξ3143 ξ1243






(3.52)

[χαβ(me)] =
i

µ0c







ξ4123 ξ4223 ξ4323

ξ4131 ξ4231 ξ4331

ξ4112 ξ4212 ξ4312






(3.53)

Antes de estudar o uso das operações de simetria no tensor de susceptibilidade eletro-

magnética, é posśıvel mostrar que o tensor apresenta uma simetria intŕınseca independente

do grupo pontual magnético de simetria da estrutura cristalina do material. Para tanto,

seja um meio material homogêneo, independente do tempo, linear e não dissipativo de

forma que os elementos ξrsij sejam constantes. Dessa forma, a diferencial de energia livre

deve ser dada por uma diferencial perfeita da forma [40]:

dF = − 1

2c
EijdMij (3.54)

Utilizando a relação (3.47), chega-se que:

∂F

∂Ers
= − 1

4µ0c2
Eijξrsij (3.55)

∂F

∂Ers
= − 1

4µ0c2
gikgjlEklξ

rs
ij (3.56)

Portanto, é fácil verificar que:
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∂2F

∂Emn∂Ers
= − 1

4µ0c2
gimgjnξrsij (3.57)

∂2F

∂Ers∂Emn
= − 1

4µ0c2
girgjsξmnij (3.58)

Como dF é uma diferencial exata, conclui-se que:

gimgjnξrsij = girgjsξmnij (3.59)

grhgskg
imgjnξrsij = ξmnhk (3.60)

Usando coordenadas cartesianas, sabe-se que o tensor g é um tensor diagonal com

todos os autovalores igual a 1. Dessa maneira:

ξhkmn = ξmnhk (3.61)

Portanto, no espaço cartesiano, o tensor de susceptibilidade eletromagnética é inva-

riante sob troca dos ı́ndices superiores com os inferiores. Com isso, é posśıvel verificar

que os tensores de susceptibilidade elétrica χαβ(e) e magnética χαβ(m) são simétricos, como

esperado pela teoria clássica eletromagnética [37]. Para os tensores de susceptibilidade

magnetoelétrica, verifica-se que um tensor é o transposto do outro, isto é:

χαβ(em) = χβα(me) (3.62)

Isto faz com que existam somente 21 elementos do tensor de susceptibilidade eletro-

magnética para serem encontrados: 6 elementos do tensor de susceptibilidade elétrica, 6

elementos do tensor de susceptibilidade magnética e 9 elementos do tensor de suscepti-

bilidade magnetoelétrica. Este número, porém, pode ser reduzido ainda mais se o grupo

pontual magnético de simetria do cristal estudado for conhecido. Para isto, basta utilizar

o prinćıpio de Newmann que sugere que a simetria do cristal irá definir as simetrias de

suas propriedades [41]. Para uma revisão dos grupos pontuais magnéticos, ver o apêndice

A.

No espaço-tempo quadridimensional, pode ser útil utilizar a lei de transformações de

tensores acrescentando a coordenada temporal. Desta forma, a lei de transformação do

tensor de susceptibilidade eletromagnética é:
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′ξijrs =
∂yi

∂xk
∂yj

∂xl
∂xm

∂yr
∂xn

∂ys
ξklmn (3.63)

Na equação acima ′ξijrs é o tensor de susceptibilidade geral no novo sistema de coor-

denadas yi que está conectado ao antigo sistema de coordenadas xi por algum tipo de

transformação. Assim, pode ser dito que os tensores ′ξijrs e ξijrs são idênticos se a trans-

formação de coordenadas for uma operação de simetria do grupo pontual magnético do

cristal. Desta forma, o número de elementos do tensor de susceptibilidade pode ser redu-

zido.

Por exemplo, para a operação de inversão espacial 1, sabe-se que yi = −xi para i = 1, 2

e 3, e que y4 = x4. Verificando a equação (3.50), pode ser visto que qualquer elemento

do tensor de susceptibilidade elétrica apresenta dois ı́ndices iguais a 4 e, portanto, os

outros dois indices são sempre referentes às coordenadas espaciais. Assim, para todos os

elementos do tensor de susceptibilidade elétrica:

′ξijrs = (+1)(+1)(−1)(−1)ξijrs (3.64)

′ξijrs = ξijrs (3.65)

Mas, segundo o prinćıpio de Newmann, a relação acima já é verdade caso a trans-

formação de inversão espacial seja uma operação de simetria do material. Dessa maneira,

a transformação espacial não altera em nada o tensor de susceptibilidade elétrica. O

mesmo pode ser realizado com o tensor de susceptibilidade magnética e também mostra-

se que não há alteração segundo a operação de inversão espacial. Isto já não ocorre para

os tensores de susceptibilidade magnetoelétrica, onde todos os elementos dos tensores

apresentam um único ı́ndice referente à coordenada temporal. Logo,

′ξijrs = (+1)(−1)(−1)(−1)ξijrs (3.66)

′ξijrs = −ξijrs (3.67)

Mas, se o sistema apresenta como operação de simetria a inversão espacial, pelo

prinćıpio de Newmann ′ξijrs = ξijrs. Para que as duas relações sejam respeitadas simul-

taneamente, é necessário que todos os elementos do tensor magnetoelétrico sejam nulos.

Em resumo, embora os tensores de susceptibilidade magnética e elétrica não sejam afe-

tados caso o sistema tenha a operação de simetria de inversão espacial, os tensores de
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susceptibilidade magnetoelétrica são nulos. O procedimento pode ser repetido para a in-

versão temporal, com um resultado idêntico. Conclui-se, portanto, que para sistemas que

possuam simetria de inversão temporal e/ou inversão espacial, o efeito magnetoelétrico

não pode estar presente. Porém, caso o sistema apresente como simetria o produto das

duas operações, o sistema poderá apresentar o efeito.

Veja que a simplificação realizada acima pode ser feita para todos os operadores de

simetria posśıveis de cada grupo pontual magnético. Assim, em [40], O’Dell obteve todas

as matrizes de transformação de coordenadas necessárias e utilizou-se do prinćıpio de

Newmann para obter a forma deseja dos tensores segundo cada operação. O’Dell resumiu

seu resultado em duas tabelas muito práticas, reproduzidas aqui nas figuras (3.1) e (3.2).

Figura 3.1: Forma geral dos tensores magnético, elétrico e magnetoelétrico segundo as
operações de simetria de ordem 1 ou 2. Elementos • indicam que estes elementos são
permitidos e elementos . são elementos nulos. Extráıdo de [40].

Figura 3.2: Forma geral dos tensores magnético, elétrico e magnetoelétrico segundo as
operações de simetria de ordem 3 ou 4. Elementos • indicam que estes elementos são
permitidos (• − • são elementos forçados a serem iguais e • − ◦ são elementos forçados a
terem o mesmo módulo, mas sinais opostos) e elementos . são elementos nulos. Extráıdo
de [40].
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Para obter a forma de um dado tensor segundo um grupo pontual magnético, deve ser

feitas combinações entre as figuras da tabela para cada operação de simetria do grupo.

Por exemplo, seja um cristal magnético com grupo pontual magnético mm2 (ver apêndice

A). Para este grupo, as operações de simetria são 2x, 2y e 2z. Pela figura (3.1), pode ser

visto que o tensor elétrico e magnético devem respeitar simultaneamente as formas:







• . .

. • •

. • •






,







• . •
. • .

• . •






e







• • .

• • .

. . •







Para isto, o tensor deve ser da forma







• . .

. • .

. . •







Usando o mesmo procedimento para o tensor magnetoelétrico, este deve ser da forma:







. • .

• . .

. . .







Para concluir o assunto do uso das simetrias no estudo do efeito magnetoelétrico,

é importante verificar quais os grupos pontuais magnéticos que permitem a existência

do mesmo. Conforme pode ser verificado no apêndice A, existem 90 grupos pontuais

magnéticos dos quais 32 não apresentam a inversão temporal como operador de sime-

tria e 58 grupos pontuais onde a inversão temporal está combinada com alguma outra

transformação espacial. Destes últimos, 21 apresentam a simetria de inversão espacial.

Além disso, existem 8 grupos pontuais magnéticos hexagonais (6, 6, 6/m, 622, 6mm,

6m2, 6m2 e 6/mmm) que apresentam as transformações de simetria 2z ou 2z conjunta-

mente com as operações 3z ou 3z. Utilizando as figuras (3.1) e (3.2), é posśıvel ver que os

elementos do tensor magnetoelétrico devem ser todos nulos. Também existem 3 grupos

cúbicos (432, 43m e m3m) que apresentam 3 eixos 4 ou 4 perpendiculares entre si. Isto

também gera elementos magnetoelétricos nulos. Portanto, existem 32 (21+8+3) grupos

pontuais magnéticos que não permitem a existência do efeito magnetoelétrico implicando

que existem 58 grupos pontuais que permitem a existência do mesmo.



Caṕıtulo 4

Estudo do composto multiferróico

LiMnPO4

Este caṕıtulo tem como foco estudar a amostra monocristalina do composto LiMnPO4.

Inicialmente, será realizado um resumo de resultados experimentais obtidos na literatura e,

em seguida, estudado 2 experimentos realizados na amostra: o experimento de ressonância

paramagnética eletrônica (EPR) e o de dispersão inelástica de nêutrons (INS).

4.1 Resumo da literatura

Os compostos multiferróicos de ortofosfatos de ĺıtio LiMPO4 (com M = Mn, Fe, Co,

Ni) são sistemas ortorrômbicos isoestruturais (grupo espacial Pnma). Estes materiais

são magnetoelétricos porém não apresentam polarização elétrica espontânea significante.

Como seu ordenamento é antiferromagnético, a magnetização espontânea também não é

significante. A temperatura de transição varia de 21 K (Ni) até 50 K (Fe). A forma do

tensor magnetoelétrico para cada estrutura é:

αCo,Fe =







. • .

• . .

. . .






, αNi =







. . •

. . .

• . .






, αMn =







• . .

. • .

. . •







Essa diferença é originada devido as diferentes orientações do spin de cada material.

A tabela abaixo mostra as caracteŕısticas principais dos ı́ons magnéticos.

Medidas de calor espećıfico foram realizadas para os 4 compostos no grupo de pesquisa

(GPOMS-IFGW-UNICAMP) e podem ser vistas na figura (4.1). A estrutura magnética

do composto pode ser vista na figura (4.2).
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Tabela 4.1: Caracteŕısticas dos ı́ons magnéticos para os 4 compostos de ĺıtio. As re-
ferências estão localizadas na última linha da tabela.

LiMnPO4 LiFePO4 LiCoPO4 LiNiPO4

Íon magnético Mn2+ Fe2+ Co2+ Ni2+

Configuração eletrônica [Ar] 3d5 [Ar] 3d6 [Ar] 3d7 [Ar] 3d8

L 0 2 3 3
S 5/2 2 3/2 1

Orientação do spin a b b c

Parâmetros de rede a = 10, 524 Å a = 10, 337 Å a = 10, 093 Å a = 10, 0317 Å
b = 6, 095 Å b = 6, 011 Å b = 5, 89 Å b = 5, 8539 Å
c = 4, 75 Å c = 4, 695 Å c = 4, 705 Å c = 4, 6768 Å

Grupo pontual mmm mmm mmm mmm

TN 33,75 K 50 K 21,8 K TN1 = 20,8 K
TN2 = 21,8 K

|αmax|(ps/m) 1 3 30,6 2
Referências [9, 42] [8, 42] [7, 10] [6]

Com os resultados acima, é posśıvel ver que o composto de LiMnPO4 difere dos outros

em 2 maneiras. Primeiramente, o tensor magnetoelétrico que o caracteriza é diagonal.

Outro fato é que o ı́on magnético do composto apresenta momento angular orbital nulo.

Isto faz com que o acoplamento spin-órbita do material seja baixo, implicando em uma

baixa anisotropia para o ı́on magnético. Os parâmetros de troca do material, juntamente

com as anisotropias, são conhecidas mas serão detalhadas na próxima seção.

Um resultado interessante é o fato de que baixos valores de anisotropia do ı́on magnético

irá permitir que o material apresente uma transição spin-flop. Este fenômeno acontece

ao aplicar um campo magnético intenso o suficiente ao longo do eixo de orientação dos

momentos magnéticos de spin para que estes sofram uma rotação de noventa graus e fi-

quem perpendicular ao campo magnético aplicado. Na verdade, este fenômeno só ocorre

se o alinhamento dos spins não é perfeito, fazendo com que a aplicação de campo gere

um custo energético por efeito Zeeman. Ao rotacionar os spins, este custo é reduzido.

Isto é, de fato, verificado no composto de LiMnPO4 ao aplicar um campo entre 4 a 4,7 T

(dependente da temperatura), fazendo com que os momentos magnéticos rotacionem do

eixo a para o eixo c do material [43].

4.2 Experimento de EPR

O funcionamento básico do EPR consiste em aplicar um campo magnético não osci-

lante na amostra (gerando um “splitting”nos ńıveis de energia devido ao efeito Zeeman)
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Figura 4.1: Medidas de capacidade térmica para os 4 compostos da famı́lia LiMPO4. No
painel superior localiza-se a capacidade térmica do composto com Ni, verificando as duas
temperaturas de transição.

e um outro campo magnético oscilante de frequência bem definida perpendicular ao an-

terior. Quando o fóton do campo magnético oscilante tem a mesma energia que alguma

separação de ńıveis do sistema, o fóton é absorvido. Se o módulo do campo magnético não

oscilante é varrido em um intervalo de valores, é posśıvel observar em quais valores deste

mesmo campo ocorre a absorção e, assim, caracterizar os ńıveis de energia do sistema.

A maneira mais comum de caracterizar o sistema é através do valor g, que é a razão da

energia do fóton absorvido e a energia magnética do efeito Zeeman na ressonância, dado

por

g =
hν

µBHr

= 714, 49213
ν

Hr

(4.1)

onde ν é a freqüência do campo oscilante que deve ser dada em GHz e Hr o campo em

que ocorre a absorção (chamado de campo ressonante) em Oe.

Um sistema é caracterizado através do tensor G que fisicamente significa a decom-

posição do valor g nas diferentes direções cristalográficas. Podemos relacionar o tensor G
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Figura 4.2: Estrutura (a) cristalina e (b) magnética do composto LiMnPO4. Em (b), o
acoplamento de troca é tomado até os quintos vizinhos.

com o valor g através de:

g2 = ĥT .A.ĥ (4.2)

onde h é o versor do campo magnético ressonante aplicado (o śımbolo T indica transposto)

e A = GG é o quadrado do tensor G. O tensor G mostra que a resposta ao campo

ressonante aplicado pode ser diferente para cada direção cristalográfica, como se o campo

ressonante criasse uma resposta vetorial e o EPR só conseguisse medir o módulo deste

vetor que é o valor g. Um caso simples é imaginar um campo aplicado na direção x̂.
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Assim:

g2 = g2xx + g2xy + g2xz (4.3)

como se estivéssemos decompondo o valor g nas três direções devido a um campo aplicado

na direção x̂ (é interessante notar que o tensor g deve ser simétrico pois ao aplicar o

campo em um sentido oposto, a resposta não deve ser alterada já que o sistema está na

fase paramagnética). Veja que se o tensor G é isotrópico (isto é, o tensor G é diagonal

com elementos idênticos) o elemento da diagonal do tensor G é igual ao valor g.

Para caracterizar um sistema por meio de parâmetros do EPR, é interessante encontrar

qual é o tensor G (experimental) do sistema e comparar com um tensor G (teórico) obtido

através de modelos feitos para explicar o mesmo sistema. O experimento de EPR pode

ser feito de maneira a se obter o valor g em função do ângulo de rotação do campo para

uma dada face, e repetir o experimento para diferentes faces. Com isto, é posśıvel obter o

tensor G do material. Se estas faces são as faces perpendiculares aos eixos cristalinos, a

obtenção do tensor G é praticamente trivial. Entretanto, não existe nenhuma literatura

a respeito de como se obter o tensor G para 3 faces que não sejam perpendiculares

entre si. Schonland descreve um método para obtenção do tensor G de uma amostra

monocristalina, mas utilizando um conjunto de 3 planos em condições especiais: dois deles

são ortogonais entre si e um outro plano não ortogonal, mas tal que a intersecção desse

plano com um deles é paralela a normal do outro plano [44]. Muitas vezes, a realização

de um experimento de EPR deste tipo não é posśıvel pela dificuldade de orientação da

amostra. Dessa forma, a necessidade de um método que utilize 3 planos gerais de uma

amostra torna-se extremamente necessário, além de muito conveniente. A subseção a

seguir demonstra o resultado obtido nesta tese que generaliza o método desenvolvido por

Scholand.

4.2.1 Generalização do Método de Scholand

Seja M(n̂, ψ) a matriz de rotação de um dado vetor em torno do versor n̂ por um

ângulo ψ no sentido antihorário (utilizando a regra da mão direita). Essa matriz de

rotação é escrita na forma:

M(n̂, ψ) =

(

cosψ + (1− cosψ)n2

1
(1− cosψ)n1n2 − n3 sinψ (1− cosψ)n1n3 + n2 sinψ

(1− cosψ)n1n2 + n3 sinψ cosψ + (1− cosψ)n2

2
(1− cosψ)n2n3 − n1 sinψ

(1− cosψ)n1n3 − n2 sinψ (1− cosψ)n2n3 + n1 sinψ cosψ + (1− cosψ)n2

3

)

(4.4)

Através da matriz acima, é posśıvel obter a rotação do campo magnético em um dado
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plano do cristal, conhecendo-se a orientação inicial e a normal do plano. Supondo n̂ a

normal unitária e ĥi o versor do campo magnético na posição inicial, é posśıvel obter o

versor do campo magnético para um dado ângulo de rotação:

ĥ = M(n̂, ψ).ĥi = ĥi cosψ + (n̂× ĥi) sinψ (4.5)

A equação acima é obtida levando em consideração que os versores normal e campo

magnético são ortogonais. Com isto, é posśıvel mostrar que o valor g em função do ângulo

de rotação do campo sempre pode ser escrito da forma:

g2 = α + β cos 2ψ + γ sin 2ψ (4.6)

Antes de demonstrar o caso geral acima, vejamos alguns exemplos do cálculo do valor

de g2, usando os casos especiais de Schonland.

O primeiro exemplo pode ser verificado usando o plano xy, que apresenta como normal

unitária o versor ẑ. Usando o campo inicial alinhado com o eixo x, ĥi = x̂. Portanto,

usando a equação (4.5):

ĥ = x̂ cosψ + (ẑ × x̂) sinψ

= x̂ cosψ + ŷ sinψ

Dessa forma, o valor de g2 pode ser obtido usando a equação (4.2):

g2 =
(

cosψ sinψ 0
)







A11 A12 A13

A12 A22 A23

A13 A23 A33













cosψ

sinψ

0







= A11 cos
2 ψ + A22 sin

2 ψ + 2A12 sinψ cosψ

=
1

2
(A11 + A22) +

1

2
(A11 − A22) cos 2ψ + A12 sin 2ψ

Comparando a equação acima com (4.6), obtém-se que:

α =
1

2
(A11 + A22) (4.7)

β =
1

2
(A11 − A22) (4.8)

γ = A12 (4.9)

Outro exemplo pode ser obtido usando o plano xz, onde a normal é o versor ŷ. Se o
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campo está inicialmente orientado na direção ẑ, teremos:

ĥ = ẑ cosψ + (ŷ × ẑ) sinψ

= ẑ cosψ + x̂ sinψ

Novamente, usando a equação (4.2), chega-se em:

g2 =
(

sinψ 0 cosψ
)







A11 A12 A13

A12 A22 A23

A13 A23 A33













sinψ

0

cosψ







= A33 cos
2 ψ + A11 sin

2 ψ + 2A13 sinψ cosψ

=
1

2
(A33 + A11) +

1

2
(A33 − A11) cos 2ψ + A13 sin 2ψ

Portando, neste caso, os dados obtidos implicariam em:

α =
1

2
(A33 + A11) (4.10)

β =
1

2
(A33 − A11) (4.11)

γ = A13 (4.12)

Por último, façamos o estudo para um plano que contém o eixo y e que encontra o

plano xz numa reta que faz um ângulo ǫ com o eixo z, medido no sentido positivo (de z

para x). Neste caso, a normal deve ser dada por x̂ cos ǫ − ẑ sin ǫ. Coloquemos o campo

inicialmente na posição ŷ. Dessa forma:

ĥ = ŷ cosψ + ((x̂ cos ǫ− ẑ sin ǫ)× ŷ) sinψ

= x̂ sinψ sin ǫ+ ŷ cosψ + ẑ sinψ cos ǫ
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Dessa forma:

g2 =
(

sinψ sin ǫ cosψ sinψ cos ǫ
)







A11 A12 A13

A12 A22 A23

A13 A23 A33













sinψ sin ǫ

cosψ

sinψ cos ǫ







= A11 sin
2 ψ sin2 ǫ+ A22 cos

2 ψ + A33sin
2ψ cos2 ǫ+ 2A12 sinψ cosψ sin ǫ+

2A13 sin
2 ψ sin ǫ cos ǫ+ 2A23 cosψ sinψ cos ǫ

=
1

2
(A11 sin

2 ǫ+ A13 sin ǫ cos ǫ+ A22 + A13 sin ǫ cos ǫ+ A33 cos
2 ǫ) +

1

2
(−A11 sin

2 ǫ− A13 sin ǫ cos ǫ+ A22 − A13 sin ǫ cos ǫ− A33 cos
2 ǫ) cos 2ψ +

(A12 sin ǫ+ A23 cos ǫ) sin 2ψ

Com isto, pode ser verificado que:

α + β = A22 (4.13)

α− β = A11 sin
2 ǫ+ 2A13 sin ǫ cos ǫ+ A33 cos

2 ǫ (4.14)

γ = A12 sin ǫ+ A23ǫ (4.15)

Para o caso geral, iremos denotar k̂ = n̂× ĥi. Denotando j e m como componentes x,

y ou z, é visto que, através da equação (4.5):

h2j = h2i,j cos
2 ψ + k2j sin

2 ψ + 2hi,jkj sinψ cosψ

=
1

2
(h2i,j + k2j ) +

1

2
(h2i,j − k2j ) cos 2ψ + hi,jkj sin 2ψ (4.16)

hjhm = hi,jhi,m cos2 ψ + (hi,jkm + hi,mkj) cosψ sinψ + kjkm sin2 ψ

=
1

2
(hi,jhi,m + kjkm) +

1

2
(hi,jhi,m − kjkm) cos 2ψ

+
1

2
(hi,jkm + hi,mkj) sin 2ψ (4.17)
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Desse modo, o caso geral de g2 é obtido de (4.16) e (4.17) (ver eq. (4.2)):

g2 = A11h
2
1 + A22h

2
2 + A33h

2
3 + 2A12h1h2 + 2A13h1h3 + 2A23h2h3

=
1

2
[A11(h

2
i,1 + k21) + A22(h

2
i,2 + k22) + A33(h

2
i,3 + k23) + 2A12(hi,1hi,2 + k1k2)

+2A13(hi,1hi,3 + k1k3) + 2A23(hi,2hi,3 + k2k3)] +
1

2
[A11(h

2
i,1 − k21) + A22(h

2
i,2 − k22)

+A33(h
2
i,3 − k23) + 2A12(hi,1hi,2 − k1k2) + 2A13(hi,1hi,3 + k1k3)

+2A23(hi,2hi,3 + k2k3)] cos 2ψ +
1

2
[A11hi,1k1 + A22hi,2k2

+A33hi,3k3 + 2A12(hi,1k2 + hi,2k1) + 2A13(hi,1k3 + hi,3k1)

+2A23(hi,2k3 + hi,3k2)] sin 2ψ (4.18)

Comparando com (4.6), é posśıvel obter um sistema linear:

α + β = A11h
2
i,1 + A22h

2
i,2 + A33h

2
i,3 + 2A12hi,1hi,2 + 2A13hi,1hi,3 + 2A23hi,2hi,3 (4.19)

α− β = A11k
2
1 + A22k

2
2 + A33k

2
3 + 2A12k1k2 + 2A13k1k3 + 2A23k2k3 (4.20)

2γ = A11hi,1k1 + A22hi,2k2 + A33hi,3k3 + 2A12(hi,1k2 + hi,2k1) + 2A13(hi,1k3 + hi,3k1)

+2A23(hi,2k3 + hi,3k2) (4.21)

Ao invés de trabalhar com um sistema de matrizes 6x6 para encontrar os coeficiente

do tensor A, é posśıvel escolher um referencial onde um dos planos está ao longo do plano

xy e o campo inicial estudado neste plano está apontado inicialmente ao longo do eixo

x, e assim, neste referencial, os coeficiente A11, A22 e A12 serão conhecidos através das

equações 4.7, 4.8 e 4.9. Restará somente encontrar os outros três coeficientes neste sistema

de referência. Uma vez encontrado o tensor A, é necessário rotacioná-lo para o sistema de

referência dos eixos cristalinos. Para levar um plano ao plano xy, com um versor normal n̂

dado por (cosφN sin θN , sinφN sin θN , cos θN) em relação aos eixos cristalinos necessita-se

rotacionar o versor n̂ em torno do eixo z um ângulo de φN no sentido horário e depois

rotacioná-lo em torno do eixo y um ângulo θN também no sentido horário. Restará

somente uma rotação em torno do eixo z para colocar o campo inicialmente no eixo x.

Esse ângulo de rotação deve ser o ângulo entre o campo magnético já rodado pelas duas

operações anteriores e o eixo x. Assim, a matriz de rotação que leva a normal n̂ para o
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eixo z e o campo magnético inicial ao longo do eixo x é:

RT = RT
z (ĥ2)R

T
y (θN)R

T
z (φN) =







ĥ2.x̂ ĥ2.ŷ 0

−ĥ2.ŷ ĥ2.x̂ 0

0 0 1













cos θN 0 − sin θN

0 1 0

sin θN 0 cos θN













cosφN sinφN 0

− sinφN cosφN 0

0 0 1






(4.22)

onde ĥ2 = RT
y (θN)R

T
z (φN)ĥi é o campo inicial rotacionado pelas duas operações an-

teriores. Veja que estas duas rotações levam o versor normal do plano já ao eixo z, e

portanto o campo está no plano xy (já que é perpendicular a normal). Resta somente

uma rotação para colocar o campo inicialmente no eixo x, dado pela matriz RT
z (ĥ2). É

fácil conferir que o resultado acima rotaciona o sistema em um novo referencial que é o

desejado. Feito isto, os coeficientes A11, A22 e A12 deste referencial são obtidos através

dos valores de α, β e γ deste plano rotacionado. Resta somente encontrar os outros 3

coeficientes, realizando o experimento em outro plano e obtendo novos valores de α, β e

γ. Mas devemos lembrar que no equacionamento de g2 devemos usar versores normal e

de campo magnético inicial em relação ao novo sistema de referência. Diferenciando α,

β e γ deste último plano por um sub́ındice 2 e os do primeiro plano por um sub́ındice 1,

para encontrar os outros 3 coeficientes A13, A23 e A33 neste novo referencial basta resolver

o sistema linear da forma Q.a = I, onde:

Q =







2hi,1hi,3 2hi,2hi,3 h2i,3

2k1k3 2k2k3 k23

2(hi,1k3 + hi,3k1) 2(hi,2k3 + hi,3k2) hi,3k3






(4.23)

a =







A13

A23

A33






(4.24)

I =







α2 + β2 − ((α1 + β1)h
2
i,1 + (α1 − β1)h

2
i,2 + 2γ1hi,1hi,2)

α2 − β2 − ((α1 + β1)k
2
1 + (α1 − β1)k

2
2 + 2γ1k1k2)

2γ2 − ((α1 + β1)hi,1k1 + (α1 − β1)hi,2k2 + 2γ1(hi,1k2 + hi,2k1))






(4.25)

Para resolver este problema, basta simplesmente inverter a matrizQ, e assim a = Q−1.I.
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Mas pode ser facilmente verificado que a matriz Q é singular (se a matriz Q é calculada

numericamente através de uma rotina, ela pode ser do tipo má condicionada devido a

arredondamentos dos números, mas ela é exatamente singular, como pode ser verificado

acima). Portanto, para remover esta singularidade, é necessário um estudo em um ter-

ceiro plano, encontrar um novo sistema Q′.a = I′. Para tornar o sistema não singular,

fazemos (Q+Q′).a = I+ I′. Desse modo os coeficientes restantes são facilmente obtidos.

Resta somente encontrar o tensor A em relação aos eixos cristalinos. Para isso, devemos

rotacionar usando a matriz de rotação RT encontrada acima. Chamando de A o tensor

em relação aos eixos cristalinos e A′ o tensor rotacionado (que foi obtido acima) a relação

entre eles é dada por:

A = R.A′.RT (4.26)

4.2.2 Resultados obtidos no experimento de EPR

Obtenção do tensor A em um experimento

Para um dado experimento, precisamos saber como encontrar a direção do campo

magnético inicial e a direção da normal do plano que será estudado. Para isto, é necessário

o uso de amostras orientadas, por qualquer método, de modo que os ı́ndices de Miller sejam

conhecidos. Assim, o método mais conveniente é alinhar o campo magnético paralelo a

dois planos conhecidos, onde um deles é o plano que será estudado. O outro plano é

utilizado somente como uma referência inicial da posição do campo., conforme a figura

abaixo.

Figura 4.3: Orientação da normal e do campo magnético inicial. Escolhemos a posição
inicial do campo para estar paralelo a dois planos conhecidos (em geral, planos da face do
nosso cristal). Na figura são indicados os ı́ndices de Miller.

Seja suposto então que o campo magnético é inicialmente paralelo aos planos com
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indices (h1, k1, l1) e (h2, k2, l2), sendo (h1, k1, l1) o plano estudado. Devemos lembrar que

os indices de Miller são as componentes do versor normal a este plano no espaço rećıproco.

Em nosso estudo, vamos utilizar cristais ortorrômbicos, embora isto seja facilmente ge-

neralizado para cristais com menor grau de simetria. Sendo assim, se o nosso cristal

tem parâmetros de rede a, b e c, o vetor normal do plano estudado deve ser propor-

cional ao vetor (h1/a, k1/b, l1/c). Para encontrar o versor normal, basta normalizar o

vetor anterior. O campo magnético, em seu momento inicial, por ser paralelo a dois pla-

nos simultaneamente, deve ser perpendicular aos vetores normais dos dois planos. Assim,

ĥi α (h1/a, k1/b, l1/c)×(h2/a, k2/b, l2/c). Desta forma, ĥi α (k1l2−k2l1
bc

, l1h2−l2h1
ac

, h1k2−h2k1
ab

).

Resta somente normalizar para encontrar o versor campo magnético inicial. Isso deve ser

feito para todos os planos estudados, que são em geral 3. O único problema é que o

versor normal do plano estudado pode ser a normal obtida anteriormente, ou a normal

inversa. Veja que isto é indiferente para o campo magnético, já que aplicar o campo em

uma direção ou na direção oposta tem o mesmo resultado. O uso do sinal de menos ou

não na normal obtida depende da posição da origem dos eixos cristalinos, que varia para

cada amostra.

Obtidos os versores normal e de campo inicial para os três planos, e os parâmetros

α, β e γ também dos três planos, os métodos acima podem ser facilmente empregados.

Assim, iremos exemplificar com o estudo abaixo.

Resultados obtidos para o LiMnPO4

O resultado obtido acima pelo aluno é importante para o estudo da famı́lia de com-

postos citada. Na realidade, somente a amostra de Mn apresenta sinal em EPR, mas este

sinal apresenta uma variação angular, e as faces conhecidas desta amostra não estão nas

condições especiais de Scholand. De fato, os planos utilizados da amostra são (-1 -9 -1),

(3 2 -6) e (-12 -3 -1), não sendo, portanto, ortogonais entre si. A orientação inicial do

campo magnético para cada face é paralelo também a face (3 -2 6), (-12 -3 -1) e (3 -2

6), respectivamente. Para obtenção da orientação dos planos, também é importante o

conhecimento dos parâmetros de rede, que podem ser verificados na tabela (4.1). Abaixo

segue a caracterização angular das três faces estudadas, utilizando os dados experimentais

obtidos pelo atual prof. Dr. Leandro Felix Bufaiçal (na época, aluno de doutorado no

GPOMS-IFGW-UNICAMP).

As informações da tabela (4.2) levam a um tensor A igual a (já no sistema dos eixos

cristalinos):
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Figura 4.4: As medidas realizadas para o valor g em três diferentes faces. Para a face (-1
-9 -1) o campo estava inicialmente paralelo também a face (3 -2 6). Para a face (3 -2 6),
o campo estava inicialmente paralelo também a face (-12 -3 -1). Por último, para a face
(-12 -3 -1), o campo estava inicialmente paralelo também a face (3 -2 6).

Tabela 4.2: Parâmetros obtidos no ajuste das curvas da figura (4.4) utilizando a equação
(4.6).

Parâmetros Face (-1 -9 -1) Face (3 -2 6) Face (-12 -3 -1)
α 3,9915 3,9979 4,0007
β -0,0032 0,0100 0,0057
γ -0,0023 -0,0028 -0,0017

A =







3, 9864 −0, 0086 −0, 0023

−0, 0086 4, 0076 −0, 0040

−0, 0023 −0, 0040 3, 9940






(4.27)



86 4.3 Ondas de spin

É posśıvel verificar que:

G =







1, 9966 −0, 0022 −0, 0006

−0, 0022 2, 0019 −0, 0010

−0, 0006 −0, 0010 1, 9985






≈







2, 00 0, 00 0, 00

0, 00 2, 00 0, 00

0, 00 0, 00 2, 00






(4.28)

Portanto, é posśıvel considerar que o ı́on de Manganês está imerso em um meio

isotrópico com um valor de g igual ao do elétron livre. Isto concorda com o fato do

Mn2+ apresentar L = 0, além de concordar com as observações realizadas na seção a

seguir e do próximo caṕıtulo.

4.3 Ondas de spin

Nesta seção, será estudada a curva de dispersão de magnons para a amostra de

LiMnPO4, usando as mesmas idéias de ondas de spin desenvolvidas na subseção (2.2.5).

A parte crucial será a adição de mais interações de troca (até quintos vizinhos), que tor-

nará o problema atraente para utilização de matrizes. O método descrito aqui é o mesmo

utilizado por [45] para o caso do LiNiPO4, e que já foi realizado para o LiMnPO4 em [9]

O Hamiltoniano em que será baseado o modelo assume um termo de interações entre

os spins (Hamiltoniano de Heisenberg) e um termo de anisotropia, em que irá favorecer

uma direção de alinhamento do spin na amostra (neste caso, o eixo cristalino a, que será

o eixo de quantização z, enquanto os eixos x e y são respectivamente os eixos cristalinos

c e b). Aqui será considerado que a anisotropia ao longo do eixo de quantização será nula

(Dz = 0) e os demais termos de anisotropia Dx e Dy são diferentes de zero e positivos.

Com isto, o Hamiltoniano é:

H =
∑

η,<i,j>η

Jη ~S
i · ~Sj +Dx

∑

i

(Six)
2 +Dy

∑

i

(Siy)
2 (4.29)

Nesta seção, para J > 0 a interação é antiferromagnética e para J < 0 a interação

é ferromagnética. Isto não implica qual será o alinhamento entre os spins - isso deve

depender de todas as interações que um dado spin sofre.

Assumindo um dado spin up posicionado em (0, 0, 0), os vizinhos do mesmo são (sem

repetir os vizinhos na direção oposta):

• Interação Jbc - vizinhos com spin down: ~r1 = (0, b/2, c/2) e ~r2 = (0, b/2,−c/2)

• Interação Jab - vizinhos com spin down: ~r3 = (a/2, b/2, 0) e ~r4 = (a/2,−b/2, 0)
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• Interação Jb - vizinhos com spin up: ~r5 = (0, b, 0)

• Interação Jc - vizinhos com spin up: ~r6 = (0, 0, c)

• Interação Jac - vizinhos com spin up: ~r7 = (a/2, 0, c/2) e ~r8 = (a/2, 0,−c/2)

Abrindo o Hamiltoniano na forma:

H = Hbc +Hb +Hc +Hac +Hab +Ac +Ab (4.30)

é posśıvel escrever, usando os operadores das equações (2.139) a (2.144) com fA,B(S) ≈ 1

(aproximação linear das ondas de spin) e passando para o espaço de momentos:

Hbc = JbcS
∑

~k

[4(a†~ka~k + b†~kb~k) + 2(cos(~k · ~r1) + cos(~k · ~r2))(a~kb−~k + a†~kb
†

−~k
)](4.31)

Hb = −2JbS
∑

~k

(1− cos(~k · ~r5))(a†~ka~k + b†~kb~k) (4.32)

Hc = −2JcS
∑

~k

(1− cos(~k · ~r6))(a†~ka~k + b†~kb~k) (4.33)

Hac = −2JacS
∑

~k

(2− cos(~k · ~r7)− cos(~k · ~r8))(a†~ka~k + b†~kb~k) (4.34)

Hab = JabS
∑

~k

[4(a†~ka~k + b†~kb~k) + 2(cos(~k · ~r3) + cos(~k · ~r4))(a~kb−~k + a†~kb
†

−~k
)](4.35)

Ac = Dc(S − 1/2)
∑

~k

(a†~ka~k + b†~kb~k)

+
Dc(S − 1/2)

2

∑

~k

(a†~ka
†

−~k
+ a~ka−~k + b†~kb

†

−~k
+ b~kb−~k) (4.36)

Ab = Db(S − 1/2)
∑

~k

(a†~ka~k + b†~kb~k)

−Db(S − 1/2)

2

∑

~k

(a†~ka
†

−~k
+ a~ka−~k + b†~kb

†

−~k
+ b~kb−~k) (4.37)

Colecionando todos os termos acima, é posśıvel escrever o Hamiltoniano completo na

forma:

H =
1

2

∑

~k

(

a†~k a−~k b†~k b~k

)













A B 0 D

B A D 0

0 D A B

D 0 B A

























a~k
a†
−~k

b~k
b†~k













≡ 1

2

∑

~k

a
†
~k
H~ka~k (4.38)
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onde

A = 4S(Jbc + Jab)− 2S[Jb(1− cos(~k · ~r5)) + Jc(1− cos(~k · ~r6))
+Jac(2− cos(~k · ~r7)− cos(~k · ~r8))] + (Dc +Db)(S − 1/2) (4.39)

B = (Dc −Db)(S − 1/2) (4.40)

D = 2JbcS(cos(~k · ~r1) + cos(~k · ~r2)) + 2JabS(cos(~k · ~r3) + cos(~k · ~r4)) (4.41)

A idéia é, como no caso antiferromagnético, obter uma transformação canônica T que

diagonalize o Hamiltoniano acima. Matricialmente, a transformação T é tal que:

a~k = Tα~k (4.42)

e que:

a
†
~k
H~ka~k = α

†
~k
T †H~kTα~k = α

†
~k
ω~kα~k (4.43)

tal que:

ω~k =













ω1 0 0 0

0 ω2 0 0

0 0 ω3 0

0 0 0 ω4













(4.44)

Se tal transformação canônica existe, os elementos da diagonal de ω são as autoenergias

do sistema de magnons e, portanto, não negativos.

4.3.1 Propriedades da transformação canônica T

A primeira observação que pode ser feita é de que a transformação T não é unitária,

ao contrário da grande maioria dos casos. Veja, por exemplo, que:

a~k = T11α~k + T12α
†

−~k
+ T13β~k + T14β

†

−~k
(4.45)

a†~k = T11α
†
~k
+ T12α−~k + T13β

†
~k
+ T14β−~k (4.46)

(4.47)
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Assim, como é conhecido [a~k, a
†
~k
] = 1:

[a~k, a
†
~k
] = T 2

11[α~k, α
†
~k
] + T 2

12[α
†

−~k
, α−~k] + T 2

13[β~k, β
†
~k
] + T 2

14[β
†

−~k
, β−~k]

1 = T 2
11 − T 2

12 + T 2
13 − T 2

14 (4.48)

Usando todas as relações de comutação dos operadores antigos e relacioná-los com os

novos, é posśıvel mostrar que:













T11 −T12 T13 −T14
−T21 T22 −T23 T24

T31 −T32 T33 −T34
−T41 T42 −T43 T44

























T11 T21 T31 T41

T12 T22 T32 T42

T13 T23 T33 T43

T14 T24 T34 T44













=













1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1













(4.49)

ou seja:

(T †)−1T † = I (4.50)

Segue, portanto, que:

(T †)−1 =













T11 −T12 T13 −T14
−T21 T22 −T23 T24

T31 −T32 T33 −T34
−T41 T42 −T43 T44













(4.51)

Usando a equação (4.51) em (4.43), chega-se que:

H~kT = (T †)−1ω~k =













T11 −T12 T13 −T14
−T21 T22 −T23 T24

T31 −T32 T33 −T34
−T41 T42 −T43 T44

























ω1 0 0 0

0 ω2 0 0

0 0 ω3 0

0 0 0 ω4













=













ω1













T11

−T21
T31

−T41













, ω2













−T12
T22

−T32
T42













, ω3













T13

−T23
T33

−T43













, ω4













−T14
T24

−T34
T44

























(4.52)
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Definido as seguintes matrizes:

I1 =













1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1













(4.53)

I2 =













−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1













(4.54)

T n =













T1n

T2n

T3n

T4n













(4.55)

é posśıvel reescrever a equação (4.52) no conjunto de equações abaixo:

H~k













T11

T21

T31

T41













= ω1













T11

−T21
T31

−T41













=













1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1













ω1













T11

T21

T31

T41













= I1ω1T 1

⇒ I1H~kT 1 = ω1T 1 (4.56)

I2H~kT 2 = ω2T 2 (4.57)

I1H~kT 3 = ω3T 3 (4.58)

I2H~kT 4 = ω4T 4 (4.59)

É evidente que as equações (4.56) e (4.58) são equivalente, assim como (4.57) e (4.59).

Também é fácil mostrar que (4.56) e (4.57) são equivalentes pois:

I1H~kT n = ωT n ⇒ H~kT n = I1ωT n = I2(−ω)T n ⇒ I2H~kT n = (−ω)T n (4.60)

Isso faz com que se ω for um autovalor de I1H~k, então −ω será autovalor de I2H~k

com o mesmo autovetor.
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Veja também que, no caso de uma matriz na forma (4.38):

(I1H~k − ωI)













T1

T2

T3

T4













=













A− ω B 0 D

−B −A− ω −D 0

0 D A− ω B

−D 0 −B −A− ω

























T1

T2

T3

T4













= 0 ⇒













−A+ ω −B 0 −D
B A+ ω D 0

0 −D −A+ ω −B
D 0 B A+ ω

























T1

T2

T3

T4













= 0 ⇒













A+ ω B 0 D

−B −A+ ω −D 0

0 D A+ ω B

−D 0 −B −A+ ω

























T2

T1

T4

T3













= 0 ⇒













A B 0 D

−B −A −D 0

0 D A B

−D 0 −B −A

























T2

T1

T4

T3













= (−ω)













T2

T1

T4

T3













(4.61)

Isto mostra que se ω é um autovalor de I1H~k com autovetor (T1, T2, T3, T4), (-ω)

também será com autovetor (T2, T1, T4, T3).

O problema de se encontrar as energias dos magnons neste sistema se resume a en-

contrar os autovalores da matriz I1H~k. Com isto, serão encontrados 4 autovalores: ±ω1

e ±ω3. Os autovalores de I2H~k são iguais aos de I1H~k como demonstrado acima. Como

as energias devem ser todas positivas, deve-se ter obrigatoriamente que ω1 = ω2 > 0 e

ω3 = ω4 > 0. Com isto, se os autovetores respectivos de ω1 e ω3 forem (T11, T21, T31, T41)

e (T13, T23, T33, T43) então, a transformação T deve ser:

T =













T11 T21 T13 T23

T21 T11 T23 T13

T31 T41 T33 T43

T41 T31 T43 T33













(4.62)

Por último, ao encontrar os autovetores T n, a norma do autovetor deve ser correta-
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mente escolhida de modo a respeitar a álgebra de Bose na transformação, ou seja:

I1 = [a~k,a
†
~k
] = [Tα~k,α

†
~k
T †] = T [α~k,α

†
~k
]T † = TI1T

† (4.63)

Seja suposto que os autovetores encontrados não são os corretos e a transformação

denotada como T̃ . A relação de T̃ e a transformação correta T pode ser escrita como:

T = [T 1,T 2,T 3,T 4] = [sT̃ 1, tT̃ 2, uT̃ 3, vT̃ 4] = T̃













s 0 0 0

0 t 0 0

0 0 u 0

0 0 0 v













≡ T̃N (4.64)

Usando o fato bem conhecido de que duas matrizes diagonais sempre comutam, é

posśıvel mostrar que:

I1 = TI1T
† = T̃NI1N

†T̃
†
= T̃ I1N

2T̃
† ⇒ N 2 = I1T̃

−1
I1(T̃

†
)−1 (4.65)

Portanto, ao encontrar os autovetores do operador I1H~k, a normalização correta pode

ser encontrada facilmente usando a equação acima. No caso do sistema em estudo, usando

o operador H~k dado em (4.38), pode ser demonstrado que as energias do sistema de

magnons são:

~ω1 =
√

A2 − (B +D)2 (4.66)

~ω3 =
√

A2 − (B −D)2 (4.67)

e a transformação T correta é dada por:

T =













−B−D
2[ω1(A−ω1)]1/2

A−ω1

2[ω1(A−ω1)]1/2
B−D

2[ω3(A−ω3)]1/2
−A+ω3

2[ω3(A−ω3)]1/2

A−ω1

2[ω1(A−ω1)]1/2
−B−D

2[ω1(A−ω1)]1/2
−A+ω3

2[ω3(A−ω3)]1/2
B−D

2[ω3(A−ω3)]1/2

−B−D
2[ω1(A−ω1)]1/2

A−ω1

2[ω1(A−ω1)]1/2
−B+D

2[ω3(A−ω3)]1/2
A−ω3

2[ω3(A−ω3)]1/2

A−ω1

2[ω1(A−ω1)]1/2
−B−D

2[ω1(A−ω1)]1/2
A−ω3

2[ω3(A−ω3)]1/2
−B+D

2[ω3(A−ω3)]1/2













(4.68)

4.3.2 Experimento de espalhamento inelástico de nêutrons

Com o advento dos reatores nucleares, nêutrons tem se tornado uma ferramenta po-

derosa na investigação de propriedades de diversos sistemas de estado sólido; isto devido

a inúmeras propriedades apresentadas pelos nêutrons:

1. O valor da massa de um nêutron resulta em um comprimento de onda de de Broglie



4.3 Ondas de spin 93

da ordem de distâncias interatômicas de materiais sólidos e ĺıquidos - os efeitos de

interferência que ocorrem podem dar informações sobre a estrutura do sistema;

2. O fato do nêutron não apresentar carga elétrica faz com que ele possa se aproxi-

mar mais dos núcleos do sistema do que outras técnicas por não sofrer repulsão

Coulombiana - nêutrons são espalhados por interações nucleares;

3. A energia do nêutron térmico é da mesma ordem de grandeza de muitas excitações

em matéria condensada. Assim, quando um nêutron é espalhado inelasticamente

por criação ou destruição de uma excitação, a mudança de energia do nêutron é

uma fração considerável da energia inicial do nêutron.

4. O nêutron apresenta momento magnético, o que significa que este interage com

elétrons desemparelhados em átomos magnéticos - o espalhamento elástico dá in-

formação sobre o arranjo do spin eletrônico e o espalhamento inelástico informa as

energias das excitações magnéticas, isto é, os magnons do sistema.

Assim, conforme apontado pelo item 4 acima, o experimento de espalhamento inelástico

de nêutrons pode devolver informação quanto ao valor das excitações magnéticas do sis-

tema em questão. O momento do magnon gerado também é conhecido pois mede-se os

momentos inicial e final do nêutron. Atualmente, o experimento de difração de nêutrons

é o principal método de obtenção dos parâmetros de troca de um sistema magnético,

usando as energias obtidas dos magnons em função do momento. Uma outra técnica de

obtenção dos parâmetros de troca é o espalhamento Raman, que usa o espalhamento de

fótons ao invés de nêutrons. Na teoria, as duas técnicas são semelhantes exceto pelo Ha-

miltoniano de interação entre o sistema e a part́ıcula espalhada. Porém, no espalhamento

Raman, muitas vezes a seção de choque de excitação dos magnons é extremamente baixa

e sua obtenção experimental fica inviável. O espalhamento Raman excitando magnons do

sistema será detalhado no próximo caṕıtulo.

O experimento de espalhamento de nêutrons foi feito para o composto de LiMnPO4

e os parâmetros de troca obtidos em [9]. O Prof. David Vaknin (um dos autores de [9])

forneceu os dados das energias dos magnons em função do momento para as três direções

da Zona de Brillouin. Para a direção a∗ = (q, 1, 0) u.r.r. (unidades da rede rećıproca, tal

que 1 u.r.r. = 2π
e

onde e é o parâmetro de rede na direção estudada), foram obtidos os

dois ramos das equações (4.66) e (4.67), denotadas como ramo “+”e “-”, respectivamente.

Para as outras duas direções, somente o ramo “-” foi adquirido. Foi realizando um ajuste

usando a teoria do Simulated Annealing (ver Apêndice D) e comparado os valores obtidos

com os obtidos em [9] (ver figura (4.5) e tabela (4.3)).
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Figura 4.5: Curvas de dispersão de magnons ao longo das três direções a∗ (vetor (q, 1, 0)),
b∗ (vetor (0, 1+ q, 0)) e c∗ (vetor (0, 1, q)) da Zona de Brillouin medidos em 5K utilizando
os parâmetros da (a) segunda e (b) terceira coluna da tabela 4.3. As linhas sólidas são
ajustes teóricos usando as equações (4.66) ou (4.67) e a teoria de SA.

Tabela 4.3: Resultados obtidos para os parâmetros de troca

Parâmetro Valores Ref. [9] (meV) Valores SA (meV)
Jbc 0,48 ± 0,05 0,48 ± 0,02
Jb 0,20 ± 0,04 0,17 ± 0,01
Jc 0,076 ± 0,004 0,08 ± 0,01
Jac 0,036 ± 0,002 0,009 ± 0,007
Jab 0,062 ± 0,003 0,034 ± 0,008
Dc 0,007 ± 0,001 0,0091 ± 0,0008
Db 0,009 ± 0,001 0,0074 ± 0,0006

Veja que os dados obtidos pelos diferentes métodos numéricos concordam bastante

bem. Inicialmente, nota-se que a interação entre os planos de spin (paralelos ao plano

bc) é fraca quando comparada com a interação mais intensa (Jac/Jbc e Jab/Jbc abaixo

dos 15% para qualquer coluna da tabela). Isso faz com que o sistema seja considerado

praticamente bidimensional. Outro fato importante é que a interação Jc também é fraca

quando comparada com as interações Jbc e Jb. Portanto, o sistema é bidimensional com

interações de primeiro e segundo vizinhos relevantes. Por último, nota-se que a anisotropia

é extremamente baixa nas outras direções, caracteŕıstico de sistemas de momento angular

nulo, como é o caso do Mn2+.
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É fácil demonstrar que para estruturas bidimensionais (ou em estruturas onde a in-

teração entre os diferentes planos é irrelevante) e que tem somente interações de pri-

meiros e segundos vizinhos, o sistema tem uma estrutura magnética incomensurável se

Jb/Jbc > 0.5. Este não é o caso aqui (a razão fica em torno de 0,35), e não é verificada

nenhuma transição incomensurável. Um , composto análogo a este, LiNiPO4 apresenta

constantes de troca Jbc = 1, 04 meV e Jb = 0, 670 meV [46]. Isto favorece uma estrutura

incomensurável e, de fato, é observado [6].
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Caṕıtulo 5

Estudo do composto multiferróico

LiMnPO4 - Espalhamento Raman

A premissa principal de qualquer mecanismo de espalhamento (seja espalhamento da

luz, nêutrons ou de qualquer outro tipo) é encontrar qual é o mecanismo de interação

entre a part́ıcula espalhada e o sistema de interesse. Para isto é importante conhecer bem

a part́ıcula espalhada para ser posśıvel inferir as principais caracteŕısticas do sistema.

No caso do espalhamento da luz (Raman ou Brillouin) através da criação/destruição de

magnons do sistema, o mecanismo relevante é a interação entre fóton e magnon (isto é,

fóton e o sistema de elétrons). Inicialmente, mecanismos de espalhamento da luz cri-

ando/destruindo um único magnon do sistema eletrônico foram estudados e bem estabe-

lecidos: embora o acoplamento dipolar magnético fosse o mecanismo mais intuitivo [47],

a consideração do acoplamento dipolar elétrico levou a uma melhor descrição dos resul-

tados experimentais [48] (para ser posśıvel o campo elétrico interagir com os magnons do

sistema, é necessário que também exista um acoplamento spin-órbita). Geração de mais

do que um magnon provenientes deste mesmo mecanismo deve ter uma probabilidade

menor (portanto, uma seção de choque mais baixa). Fleury e Loudon [49] propuseram

um outro mecanismo para excitações de dois magnons que deve existir somente em siste-

mas antiferromagnéticos. Como este segundo mecanismo não tem nenhuma relação com

o primeiro, as suas forças relativas também não, podendo este segundo ter uma seção de

choque mais eficiente que o primeiro. Este caṕıtulo irá tratar somente do mecanismo de

Fleury-Loudon de excitação de 2 magnons e comparar com os resultados de espalhamento

Raman obtido para o composto de LiMnPO4.

97



98 5.1 Teoria geral do espalhamento Raman

5.1 Teoria geral do espalhamento Raman

Antes de iniciar o estudo do mecanismo de Fleury-Loudon, algumas definições básicas

de espalhamento da luz devem ser feitas. O ponto principal do estudo teórico e experi-

mental do espalhamento da luz é a obtenção da seção de choque. Para isto, será descrito

um experimento simples de espalhamento e que tipos de seções de choque podem ser

medidos.

Figura 5.1: Esquema básico de um experimento de espalhamento Raman, onde o feixe
paralelo incide na amostra (vermelho) e espalhado em todas as direções (azul). Alguns
feixes espalhados são medidos por um detector.

Considere o experimento idealizado pela figura (5.1). Um feixe de luz paralela incide

em uma amostra de volume V do material em estudo e é espalhado para todas as direções.

Um detector é colocado para medir o feixe de luz espalhada a um ângulo φ do feixe

incidente. O intervalo de “aproveitamento”do detector é limitado por um ângulo sólido

dΩ. A extensão de frequências do feixe incidente proveniente do laser é normalmente

muito pequena e pode ser tratado como monocromático. O mesmo não ocorre com o feixe

espalhado e um resultado t́ıpico pode ser visto na figura (5.2). O pico central do espectro

é a contribuição do feixe incidente que foi espalhado elasticamente. Os demais picos

correspondem ao espalhamento inelástico e o desvio em relação a frequência de incidência

ocorre em duas diferentes regiões - os denominados espalhamentos Brillouin e Raman.

O espalhamento Brillouin, resultado do espalhamento dos fótons por ondas acústicas,

ocorre próximo a frequência do feixe incidente (desvios t́ıpicos da ordem de 1 cm−1 ou

menor). Já o espalhamento Raman, resultado do espalhamento devido as vibrações mo-

leculares ou vibrações ópticas de um cristal, apresentam desvios significativamente mais

altos. Os mecanismos básicos do espalhamento Raman e Brillouin são essencialmente os
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Figura 5.2: Espectro esquemático da luz espalhada em unidades arbitrárias de intensidade.

mesmos, embora as técnicas de obtenção experimental sejam diferentes. Isto não será

tratado neste trabalho.

As contribuições inelásticas podem ser subdivididas ainda de outra maneira: aquelas

com frequências maiores que a do feixe incidente e aquelas menores. As primeiras são

chamadas de componentes anti-Stokes e as últimas de componentes Stokes. Denotando as

frequências dos fótons incidente, Stokes e anti-Stokes por ωI , ωS e ωAS, respectivamente, o

espalhamento Stokes é associado com um ganho de energia da amostra de ~ω = ~(ωI−ωS)
e o espalhamento anti-Stokes com uma perda de energia de ~ω = ~(ωAS−ωI). A ocorrência

de fótons espalhados em determinadas frequências ωS e ωAS vem da capacidade da amostra

de absorver ou emitir quanta de energia ~ω determinado anteriormente. A aplicação mais

importante do espalhamento inelástico da luz é a determinação das energias de excitações

através dos desvios da frequência ωI (no caso do Raman, chamado de Raman shifts).

Medidas do espalhamento Stokes para um ângulo de espalhamento fixo determina a

função:
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d2σ

dΩdωS

que é denominada seção de choque diferencial. A seção de choque diferencial é proporci-

onal a intensidade medida pelo detector e as duas podem ser usadas para determinar o

espectro de espalhamento em função da energia do fóton ou do Raman shift.

Uma definição análoga pode ser feita para a o espalhamento anti-Stokes. Entretanto,

é posśıvel mostrar [50] que as duas seções de choque são relacionadas por :

n(ω)
d2σ

dΩdωS
= (n(ω) + 1)

d2σ

dΩdωAS
(5.1)

onde n(ω) é a distribuição de Bose-Einstein. Assim, na maioria dos tratamentos teóricos,

somente o espalhamento Stokes é considerado e usando a equação acima é posśıvel obter

os resultados correspondentes para a componente anti-Stokes.

A seção de choque é obtida por integração direta da seção de choque diferencial, isto

é:

dσ

dΩ
=

∫

dωS
d2σ

dΩdωS
(5.2)

Assim como a seção de choque diferencial tem relação com a intensidade obtida de

espalhamento, a seção de choque está relacionada com a intensidade integrada (isto é, a

área abaixo do pico) do espectro.

Por último, a seção de choque total é obtida por integração da seção de choque:

σ =

∫

dΩ
dσ

dΩ
(5.3)

A seção de choque total determina o espalhamento total em todas as direções. Na

prática, é pouco utilizada pois sua obtenção experimental é extremamente complicada.

Na teoria, é o ponto de partida para obtenção das outras duas seções de choque.
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5.2 Teoria de Fleury-Loudon

5.2.1 O Operador de Fleury-Loudon

A teoria de Fleury-Loudon envolve a criação ou a destruição de um par de magnons.

Para a componente Stokes, a diferença ωI − ωS deve ser igual a soma das frequências

ω~k + ω~k′ dos dois magnons criados devido a conservação de energia. Como os vetores de

onda da luz são muito pequenos quando comparados com as bordas da Zona de Brillouin,

deve-se ter:

~k ≈ −~k′ (5.4)

devido a conservação de momento.

Para um cristal antiferromagnético com simetria de inversão espacial (como é o caso

do composto LiMnPO4), deve-se ter que ω~k = ω−~k. Com isto, a conservação de energia

fica:

ωS = ωI − 2ω~k (5.5)

Portanto, como ω~k varia em um intervalo de valores, o espalhamento Raman é dado

em um intervalo de frequências (isto não vale se um único magnon for criado, onde o

magnon obrigatoriamente deve ser do centro da zona de Brillouin devido a conservação

de momento).

Ao gerar 2 magnons em um material antiferromagnético, os estados posśıveis são:

|2,+〉 = | ↑ ~k, ↑ −~k〉 (5.6)

|0,+〉 = | ↑ ~k, ↓ −~k〉+ | ↓ ~k, ↑ −~k〉 (5.7)

|0,−〉 = | ↑ ~k, ↓ −~k〉 − | ↓ ~k, ↑ −~k〉 (5.8)

| − 2,+〉 = | ↓ ~k, ↓ −~k〉 (5.9)

Note que os três primeiros estados não existem para um sistema ferromagnético.

Também é posśıvel verificar que o terceiro estado tem paridade ı́mpar por simetria de

inversão espacial (denotado por “-”). É bem conhecido que somente estados de paridade

par são ativos em espalhamento Raman em sistemas com simetria de inversão espacial

[49]. Com isto, o estado |0,−〉 pode ser desconsiderado para o espalhamento Raman.
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Os outros três estados podem ser diferenciados pela aplicação de um campo magnético:

como os três apresentam diferentes componentes Sz de spin, o Raman shift de cada um

sofrerá um deslocamento devido ao efeito Zeeman. A teoria de Fleury-Loudon (e o obser-

vado experimentalmente pelos dados de espalhamento Raman coletados para a amostra

de LiMnPO4) trata especificamente sobre a excitação do estado |0,+〉, ou seja, aquele que

não há deslocamento do pico gerado pela aplicação de campo. Conforme discutido em

[49] e no caso do composto de estudo deste trabalho, o estado |0,+〉 envolve excitações

simultâneas de um magnon de cada subrede. O tipo de operador responsável por excitar

um estado |0,+〉 deve ser da forma:

Si+S
j
− + Si−S

j
+ (5.10)

A idéia de Fleury-Loudon foi a de supor um sistema representativo de dois ı́ons i e j

(cada um de uma subrede); o ı́on i apresenta um estado fundamental com um elétron na

posição ~r1 com sz = 1/2 acomodado em um orbital ϕi e o ı́on j um elétron em ~r2 com

sz = −1/2 e acomodado no orbital ϕj. A interação dos dois elétrons com a luz incidente

no sistema pode ser aproximada pela interação dipolar elétrica, acrescida da repulsão de

Coulomb:

Hint = −e( ~E1 + ~E2) · (~r1 + ~r2) +
e2

r12
(5.11)

A idéia é transformar o Hamiltoniano acima em um Hamiltoniano efetivo em que a

excitação do estado |0,+〉 seja expĺıcita. Ou seja:

Hef =MijS
i
−S

j
+ (5.12)

Os dois Hamiltonianos não são idênticos, mas é posśıvel, através de uma expansão

usando teoria de perturbações, igualá-los na ordem mais baixa não nula (de modo que

os estados de mais baixa energia sejam iguais). Veja que o processo de espalhamento

Raman gerando magnons envolve teoria de perturbação de pelo menos terceira ordem:

um processo para absorção do fóton, outro para a emissão do fóton e um para a interação

Coulombiana entre os estados. Matematicamente, o que se quer é:
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〈ϕi↓ϕj↑|Hef |ϕj↓ϕi↑〉 = 〈ϕi↓ϕj↑|Hint|ϕj↓ϕi↑〉 (5.13)

Em terceira ordem de teoria de perturbação, mostra-se que:

〈ϕi↓ϕj↑|Hint|ϕj↓ϕi↑〉 =

∑

µ,ν

〈ϕi↓ϕj↑|e ~E2 · ~r1|ϕi↓ϕν↑〉〈ϕi↓ϕν↑|e2/r12|ϕj↓ϕµ↑〉〈ϕj↓ϕµ↑|e ~E1 · ~r1|ϕj↓ϕi↑〉
(Eν + 2~ω~k − ~ωI)(Eµ − ~ωI)

(5.14)

Existem, porém, mais termos do que o escrito acima. Estes termos similares ao obtido

envolvem diferentes ordens dos operadores do Hamiltoniano original, trocando ~r1 por ~r2.

A expressão geral, supondo que existe somente um orbital excitado de interesse ϕ0 com

energia E0 e que E0 é muito maior que ~ωI , é:

Hef = 8e2
〈ϕj| ~E2 · ~r1|ϕ0〉Jij〈ϕ0| ~E1 · ~r1|ϕi〉

E2
0

Si−S
j
+ (5.15)

onde Jij é a interação de troca entre as diferentes subredes.

Em uma “roupagem” mais moderna, o operador acima pode ser escrito como [51] (a

menos de constantes):

OFL =
∑

<i,j>

Jij(êin · d̂ij)(êout · d̂ij)~Si · ~Sj (5.16)

onde o somatório é feito somente em pares de vizinhos de diferentes subredes, êin e êout

são as polarizações de incidência e emergente da luz e d̂ij é o versor que liga os pares de

vizinhos < i, j >. Esta forma acrescenta termos de espalhamento elástico (Sz) mas que

devem ser descartados adiante.

5.2.2 A seção de choque diferencial

Para relacionar o experimento com a teoria, é necessário relacionar o operador de

Fleury-Loudon da equação (5.16) com a seção de choque diferencial do sistema. Seja

então o Hamiltoniano de um sistema de interesse da forma:
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H = H0 +Hint (5.17)

onde H0 é o Hamiltoniano do sistema sem interagir com o fóton e Hint o Hamiltoniano

de interação entre o sistema e os fótons. Desconsidera-se aqui o Hamiltoniano dos fótons

não interagentes. As energias de H0 são bem conhecidas.

A seção de choque diferencial mede a taxa de remoção de energia de um feixe de

luz incidente com frequência ωI em um dado ângulo sólido dΩ com frequência do feixe

espalhado igual a ωS, no caso da componente Stokes. Essa taxa de remoção de energia é

proporcional a taxa de absorção dos fótons incidentes. Lembrando que a probabilidade

de transição de um estado inicial |i〉 em tempo t0 para o estado final |f〉 em um tempo t

é:

Pi→f = |〈f |e−iH~ (t−t0)|i〉|2 (5.18)

Obviamente, a taxa de absorção dos fótons incidentes deve ser igual a taxa de transição

1/τ , que é dada por:

1

τ
=

d

dt

∑

f

|〈f |e−iH~ (t−t0)|i〉|2 (5.19)

Para assumir que condições estacionárias foram atingidas no instante em que interação

surge, assume-se um tempo t0 muito remoto (t0 → −∞). Além disso, supõe-se também

que a interação foi aumentada gradualmente desde t0 (ligação adiabática da interação).

Essa ligação adiabática evita os efeitos de transientes devido a uma ligação abrupta da

interação. Matematicamente, substitui-se a interação pelo termo eǫtHint. Usando teoria

de perturbação dependente do tempo de primeira ordem [12] mostra-se que:

e−i
H

~
t = e−i

H0

~
t

[

1− i

~

∫ t

−∞

ei
H0

~
t′Hinte

ǫt′e−i
H0

~
t′dt′

]

(5.20)

Com isto, é posśıvel mostrar que:
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〈f |e−iH~ t|i〉 = −〈f | i
~
e−i

H0

~
t

∫ t

−∞

ei
H0

~
t′Hinte

ǫt′e−i
H0

~
t′dt′|i〉

= − i

~
e−iωf t〈f |Hint|i〉

∫ t

−∞

ei(ωf−iǫ−ωi)t
′

dt′

= − i

~
e−iωf t〈f |Hint|i〉

(

ei(ωf−iǫ−ωi)t
′

i(ωf − iǫ− ωi)

)t

−∞

= − i

~
e−iωf t〈f |Hint|i〉

1

i(ωf − iǫ− ωi)
(ei(ωf−iǫ−ωi)t − 0)

=
1

~
〈f |Hint|i〉

eǫt−iωit

ωi − ωf + iǫ
(5.21)

Portanto,

1

τ
=

d

dt

∑

f

|〈f |Hint|i〉|2
~2

e2ǫt

(ωi − ωf )2 + ǫ2
(5.22)

Agora, no limite que ǫ→ 0, é fácil ver que:

lim
ǫ→0

e2ǫt

(ωi − ωf )2 + ǫ2
= πδ(ωi − ωf ) (5.23)

Portanto, chega-se que:

1

τ
=

2π

~2

∑

f

|〈f |Hint|i〉|2δ(ωi − ωf ) (5.24)

que é conhecida como Regra de Ouro de Fermi.

Neste trabalho, será suposto que o estado inicial do sistema é o estado fundamental

mais n fótons incidentes e que o estado final é um dado estado excitado µ, n − 1 fótons

incidentes e 1 fóton espalhado. Portanto,

ωi − ωf = (ω0 + nωI)− (ωµ + (n− 1)ωI + ωS)

= ωI − ωS − (ωµ − ω0)

= ω − ω∗
µ (5.25)
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onde ~ω é o Raman shift e ~ω∗
µ é a energia necessária para excitar o sistema do estado

fundamental para o estado µ (é o mesmo que supor que ω0 = 0).

Dado que a intensidade do espectro Raman é proporcinal a seção de choque diferencial,

tem-se que:

I(ω) = const×
∑

µ

|〈µ|Hint|0〉|2δ(ω − ω∗
µ) (5.26)

5.3 Espalhamento Raman para o composto LiMnPO4

5.3.1 Operador de Fleury-Loudon para o composto LiMnPO4

A idéia, para usar a relação da equação (5.26) acima, é escrever o operador (5.16)

na base que torna o Hamiltoniano (4.29) diagonal. Dessa forma, será posśıvel utilizar as

energias calculadas nas equações (4.66) e (4.67). Para isto, deve-se usar a teoria linear

de spin na base original através dos operadores a, a†, b e b† e aplicar a transformação da

equação (4.68). O operador irá ser diferente para diferentes polarizações da luz. Pode-se

separar o estudo em 2 tipos de polarizações (mais utilizadas): a polarização paralela e

cruzada. Para a polarização cruzada, foi utilizado êin = b̂ e êout = ĉ. Para a polarização

paralela, foi utilizada a orientação êin = êout = b̂.

Para a polarização cruzada, o termo de seleção (êin · d̂ij)(êout · d̂ij) só é diferente de

zero se o versor d̂ij tem componentes tanto na direção do eixo b̂ quanto na direção do eixo

ĉ. Lembrando que somente as interações Jbc e Jab são interações entre as duas subredes

magnéticas e que Jab é uma interação com versores paralelos ao plano ab da amostra

enquanto que a interação Jbc apresenta versores paralelos ao plano bc. Assim, a única

interação que sobrevive para o termo de polarização cruzada é Jbc. Dessa forma:

Ocross
FL =

bcJbc
b2 + c2





∑

<i,j>,±~r1

~Si · ~Sj −
∑

<i,j>,±~r2

~Si · ~Sj


 (5.27)

onde < i, j >,±~r1 e < i, j >,±~r2 denotam que a soma dos pares < i, j > devem ser

realizadas ao longo dessas direções (definidas no caṕıtulo anterior) e b e c são os parâmetros

de rede do material (que valem b = 6.095 Å e c = 4.75 Å). Usando a transformação de

Holstein-Primakoff das equações (2.139) a (2.144) com fA,B(S) ≈ 1 mostra-se que:



5.3 Espalhamento Raman para o composto LiMnPO4 107

Ocross
FL =

bcJbc
b2 + c2

∑

~k

a
†
~k













0 0 0 F

0 0 F 0

0 F 0 0

F 0 0 0













a~k (5.28)

onde

F = 2S(cos(~k · ~r1)− cos(~k · ~r2)) (5.29)

Usando a transformação (4.68), chega-se finalmente que:

Ocross
FL =

bcJbc
b2 + c2

∑

~k

α
†
~k













T U 0 0

U T 0 0

0 0 X Y

0 0 Y X













α~k (5.30)

onde

T = −(B +D)F

ω1

(5.31)

U =
AF

ω1

(5.32)

X =
(B −D)F

ω3

(5.33)

Y = −AF
ω3

(5.34)

Os valores de A, B e D estão definidos em (4.39), (4.40) e (4.41), respectivamente, e

~ω1 e ~ω3 são as energias em (4.66) e (4.67), respectivamente.

Desprezando a parte diagonal, que é responsável pelo espalhamento elástico, mostra-se

que a intensidade Raman da equação (5.26) fica, retirando o termo constante:

Icross(ω) =

[

Jbcbc

b2 + c2

]2




∑

~k

U2δ(ω − 2ω1(~k)) + Y 2δ(ω − 2ω3(~k))



 (5.35)

Para a polarização paralela tal que êin = êout = b̂, as duas interações Jbc e Jab sobre-
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vivem. Mostra-se, então, que:

Opar
FL =

b2

b2 + c2

∑

~k

a
†
~k













L 0 0 D

0 L D 0

0 D L 0

D 0 0 L













a~k (5.36)

onde

L = 4S(Jbc + Jab) (5.37)

Na base que diagonaliza o Hamiltoniano:

Opar
FL =

b2

b2 + c2

∑

~k

α
†
~k













T ′ U ′ 0 0

U ′ T ′ 0 0

0 0 X ′ Y ′

0 0 Y ′ X ′













α~k (5.38)

tal que:

T ′ =
−BD −D2 + AL

ω1

(5.39)

U ′ =
AD − (B +D)L

ω1

(5.40)

X ′ =
BD −D2 + AL

ω3

(5.41)

Y ′ = −AD + (B −D)L

ω3

(5.42)

A intensidade de Raman é:

Ipar(ω) =

[

b2

b2 + c2

]2




∑

~k

U ′′2δ(ω − 2ω1(~k)) + Y ′′2δ(ω − 2ω3(~k))



 (5.43)

Como a intensidade de background não é conhecida, para os ajustes abaixo, será uti-

lizada uma função intensidade na forma:

I ′(ω) =
1

I0
(I(ω) + Ib) (5.44)
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onde Ib é uma intensidade de background (que é utilizada como parâmetro de ajuste) e I0 é

uma intensidade de normalização para que o espectro fique normalizado com a intensidade

máxima do pico igual a 1 (também utilizado como parâmetro de ajuste). O valor I(ω) é

o valor da intensidade calculada pelas equações (5.35) e (5.43).

5.3.2 Experimento de espalhamento Raman no composto LiMnPO4

O experimento de espalhamento Raman no composto LiMnPO4 foi realizado pelo

grupo de pesquisa do aluno (GPOMS-IFGW-UNICAMP), pelos ex-alunos Paulo Freitas

Gomes e Ali Francisco Garcia Flores. Intensidade de espalhamento em função do Raman

shift foram obtidos em diferentes temperaturas e polarizações, conforme as figuras (5.3),

(5.4) e (5.5).

Figura 5.3: Espectro de espalhamento Raman em função do Raman shift para as tempe-
raturas de 6 K e 40 K e campos de 0 T e 6 T.

O gráfico (5.3) mostra a existência de um pico centrado em 58 cm−1, que desaparece

acima da temperatura de transição antiferromagnética (que é TN = 33.75 K [9]), evidenci-

ando uma excitação de origem magnética. Veja que, pela curva de dispersão de magnons

da figura (4.5), a energia do magnon no centro da zona de Brillouin vale 0.5 meV, que

equivale a aproximadamente 4 cm−1. Portanto, o pico de espalhamento Raman centrado

em 58 cm−1 deve ser de geração de dois magnons. Outro fato que pode ser percebido é

que a aplicação de um campo magnético de 6 T para um sistema g = 2 e Sz = ±2 geraria

um efeito Zeeman em torno de ± 11 cm−1, o que não é verificado. Isto implica que o

estado excitado no espalhamento Raman é o estado |0,+〉.
O gráfico da figura (5.4) evidencia o caráter magnético do pico de espalhamento Raman



110 5.3 Espalhamento Raman para o composto LiMnPO4

Figura 5.4: Espectro de espalhamento Raman do pico de origem magnética em função da
temperatura.

e é posśıvel fazer uma descrição qualitativa do que ocorre no espalhamento Raman: para

baixas temperaturas, o sistema de elétrons popula somente o estado fundamental e o

intervalo de energia do fóton emitido é bem restrito (devido a largura das bandas de

energia dos magnons); para temperaturas mais elevadas, os elétrons populam ńıveis mais

excitados devido a agitação térmica e, portanto, o intervalo de energia do fóton emitido

não depende somente da largura das bandas de energia dos magnons mas também do

máximo valor do ńıvel de energia ocupado por elétrons devido a agitação térmica, quanto

maior este segundo (já que a curva de magnons não é alterada significativamente com o

aumento da temperatura) maior é o intervalo de energia do fóton emitido e a largura do

pico aumenta. Para temperaturas acima da transição, o pico desaparece. O deslocamento

do pico é explicado pois a energia média do sistema de elétrons é mais elevada devido a

agitação térmica e menos energia é necessária para excitar dois magnons do sistema.

Por último, o gráfico da figura (5.5) mostra que o pico de 2 magnons existe somente

para a polarização cruzada. Para as outras duas polarizações paralelas, o pico não é

viśıvel.

5.3.3 Ajustes simultâneos do espectro Raman e de nêutrons

para obtenção dos parâmetros de troca

A primeira tentativa de comparação dos resultados experimentais com o resultado

teórico é de utilizar as constantes de troca obtidas pelo espalhamento de nêutrons e com-

parar o pico obtido teoricamente com o pico experimental. Como a teoria foi desenvolvida

para o estado fundamental, usa-se como comparação o pico na temperatura de 6 K, que
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Figura 5.5: Medidas do espectro Raman para as três diferentes polarizações: HH e VV
são polarizações paralelas aos eixos b̂ e ĉ do cristal e HV é a polarização cruzada.

é um pico bem definido e, portanto, bem próximo do esperado a temperatura nula. Os

gráficos obtidos usando os parâmetros de troca da segunda e terceira coluna da tabela

(4.3) estão localizados nas figuras (5.7 - (A) a (D)), usando as funções das equações (5.35)

e (5.43). Para realizar as simulações, aproximou-se a função delta em uma lorentziana:

δ(ω − 2ωn) ≈
1

π

η

η2 + (ω − 2ωn)2
(5.45)

e, no caso destas simulações, η = 0, 09 (o valor de η pouco altera a posição do pico; de

fato, torna o pico mais ou menos ruidoso).

Os gráficos da figura (5.7) do item (A) a (D) mostram claramente que os dados teóricos

e experimentais não são condizentes. Isto pode ocorrer devido a ambiguidades que pos-

sam ocorrer no ajuste das curvas de magnons: qualquer alteração em algum parâmetro

de troca pode ser corrigido por outro, sem que a função “custo”do ajuste se altere signi-

ficativamente.

A idéia seguinte foi de realizar um ajuste simultâneo das curvas de dispersão de mag-

nons conjuntamente com o espectro Raman da polarização cruzada usando a técnica do

Simulated Annealing do apêndice D. O valor da largura da lorentziana usada como apro-

ximação da função delta (equação (5.45)) η também foi usado como parâmetro de ajuste

e o valor obtido foi de 0, 09± 0, 02. Os resultados obtidos estão na figura (5.7) itens (E)

e (F). A tabela (5.1) resume os resultados obtidos, com os valores obtidos via Simulated

Annealing sem utilizar a curva obtida de Raman e a utilizando.
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Tabela 5.1: Comparação dos parâmetros de troca encontrados usando o ajuste com e sem
a curva de espalhamento Raman. A segunda e terceira coluna são as mesmas da tabela
(4.3).

Parâmetro Valores Ref. [9](meV) SA sem Raman (meV) SA com Raman (meV)
Jbc 0,48 ± 0,05 0,48 ± 0,02 0,366 ± 0,002
Jb 0,20 ± 0,04 0,17 ± 0,01 0,059 ± 0,001
Jc 0,076 ± 0,004 0,08 ± 0,01 -0,019 ± 0,002
Jac 0,036 ± 0,002 0,009 ± 0,007 -0,012 ± 0,002
Jab 0,062 ± 0,003 0,034 ± 0,008 0,020 ± 0,002
Dc 0,007 ± 0,001 0,0091 ± 0,0008 0,0125 ± 0,0009
Db 0,009 ± 0,001 0,0074 ± 0,0006 0,0086 ± 0,0007
η 0,09 ± 0,02 0,09 ± 0,02 0,09 ± 0,02
Ib 31000 ± 3000 31000 ± 3000 31000 ± 3000
I0 49000 ± 4000 49000 ± 4000 49000 ± 4000

Nota-se que as curvas ajustada nos itens (E) e (F) da figura (5.7) representam melhor

a realidade experimental que as curvas dos itens (A) a (D). É posśıvel notar também que

os valores dos parâmetros de troca tem uma mudança significativa de valores (trocando de

sinal, no caso de Jc e Jac). Com isto, é posśıvel ver que realmente há uma ambiguidade na

escolha dos parâmetros no ajuste das curvas de nêutrons pois a mudança dos parâmetros

alterou muito pouco a curva de dispersão de magnons, como pode ser visto na figura (5.6).

Essa ambiguidade pode vir do número “elevado”de parâmetros utilizados. O espectro

Raman serve para remover essa ambiguidade.

Figura 5.6: Curva de dispersão de magnons utilizando os parâmetros da (a) segunda e
(b) quarta coluna da tabela 5.1.

A interpretação f́ısica do modelo também é alterada: o resultado mostra que o sistema é
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predominantemente bidimensional onde somente a primeira interação de troca é relevante.

As demais conclusões são mantidas: as constantes de anisotropia ainda são baixas, de

acordo com o que se espera de um ı́ons magnético com L = 0, e a razão Jb/Jbc ainda é

menor que 0,5 (em torno de 0,16 contra 0,35 do caṕıtulo anterior), reforçando a idéia de

não promover o surgimento de nenhuma estrutura magnética incomensurável.
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Figura 5.7: Diferentes ajustes teóricos comparados com os dados experimentais da curva
de 6K para as polarizações YX (cruzada) e YY (paralela). (A) Curva teórica ajustada
utilizando a segunda coluna da tabela 5.1 para a polarização YX, (B) Curva teórica utili-
zando a segunda coluna da tabela 5.1 para a polarização YY, (C) Curva teórica utilizando
a terceira coluna da tabela 5.1 para a polarização YX, (D) Curva teórica utilizando a ter-
ceira coluna da tabela 5.1 para a polarização YY, (E) Curva teórica utilizando a quarta
coluna da tabela 5.1 para a polarização YX e (F) Curva teórica utilizando a quarta coluna
da tabela 5.1 para a polarização YY.



Caṕıtulo 6

Conclusão

O principal interesse desta tese foi no estudo dos multiferróicos, isto é, nos materi-

ais que apresentam mais de uma fase ferróica. O interesse no estudo destes compostos

está na possibilidade dos mesmos apresentarem um alto coeficiente magnetoelétrico, tor-

nando posśıvel a polarização elétrica por meio de um campo magnético, como também

a magnetização com a aplicação de um campo elétrico. Conforme discutido no caṕıtulo

2, o valor deste coeficiente está limitado superiormente pelo produto da permissividade

elétrica e permeabilidade magnética; altos valores deste limite superior serão encontrados

em materiais ferroelétricos e ferromagnéticos, respectivamente. Porém, como este valor

é somente um limitante superior, não é obrigatório que os multiferróicos apresentem o

efeito magnetoelétrico.

Uma questão sempre levantada é a existência de tão poucos multiferróicos na natureza.

Estudos iniciais justificavam a sua ausência por questões de simetria, já que somente

alguns grupos pontuais de simetria permitem a ocorrência de magnetização e polarização

simultaneamente em um material. Porém, mesmo em materiais onde as condições de

simetria são satisfeitas, raramente o material é multiferróico. Outra justificativa é de que

o material multiferróico deve ser isolante (condição necessária para que o material possa se

polarizar espontaneamente). Em geral, materiais ferromagnéticos são metais, embora isto

não seja um fato obrigatório. Entretanto, materiais antiferromagnéticos e ferrimagnéticos

são isolantes em sua grande maioria, e pouqúıssimos destes (com as condições de simetria

favorável) são multiferróicos. A justificativa aceita até hoje é proveniente das distorções

promovidas pelo ı́on magnético que não removem o centro de inversão do composto. Desta

forma, não é posśıvel ao material se polarizar. Existem, porém, outras formas de se induzir

a multiferroicidade como o ordenamento helicoidal de spin.

Inúmeras aplicações do efeito magnetoelétrico são conhecidas: transdutores, arma-

zenamento de dados, entre outros já citados ao longo desta tese. Assim, o estudo da
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magnetoeletricidade deve levar ao estudo dos multiferróicos, e o contrário. Vale lembrar

que o efeito magnetoelétrico é um fenômeno mais geral que a multiferroicidade e pode

surgir em materiais que não são multiferróicos, bastando somente existir algum tipo de

acoplamento entre o campo elétrico e magnético em sua energia livre. Ao se utilizar o

espaço quadridimensional, o efeito magnetoelétrico surge naturalmente pelo fato de que

os campos magnético e elétrico são diferentes naturezas de um mesmo campo eletro-

magnético. Assim, com a aplicação de um campo eletromagnético, o material polariza-se

em um sentido mais geral (isto é, a magnetização e a polarização são também diferentes

aspectos de um tensor de polarização eletromagnética). Com isto, é verificado que existem

58 grupos pontuais magnéticos que permitem a ocorrência do fenômeno.

Neste trabalho, estudou-se um composto multiferróico em particular, LiMnPO4. Este

composto tem como estado fundamental um ordenamento antiferromagnético de spin

com um grupo de simetria espacial Pnma onde o spin é orientado ao longo do eixo a e

apresenta a transição de fase numa temperatura TN = 33.75 K [9], além de apresentar

um efeito magnetoelétrico relativamente forte [4]. Medidas de dispersão de neutrons

foram realizadas para este composto, e as constantes de acoplamento de troca até quintos

vizinhos foram obtidas conjuntamente com as anisotropias dos eixos perpendiculares ao

ordenamento dos spins [9]. Porém, o elevado número de potenciais termos relevantes no

Hamiltoniano de spin do sistema leva a posśıveis ambiguidades na determinação destes

parâmetros. Este assunto não é exclusivo deste composto ou da famı́lia dos ortofosfatos de

ĺıtio, sendo mais um assunto geral onde parâmetros de troca além dos primeiros vizinhos

devem ser determinados com precisão, como todos os multiferróicos em geral e alguns

materiais com magnetismo frustrado. Claramente, um método mais robusto é necessário e

isto foi desenvolvido ao longo do caṕıtulo anterior: a combinação da dispersão de neutrons

com a técnica de espalhamento Raman excitando ondas de spin soluciona a ambiguidade

obtida de somente uma técnica. É interessante notar que a obtenção das constantes de

troca utilizando somente o espalhamento Raman já foi feito como no caso dos cupratos

[52]; porém, a utilização das duas técnicas combinadas através de uma teoria de magnons

não interagentes, tal que a intensidade Raman é obtida através da base que diagonaliza

o sistema de ondas de spin é única e utilizada somente nesta tese.

A mesma técnica pode ser ainda implementada para os demais compostos da famı́lia

LiXPO4. É interessante notar que a mudança entre os compostos se resume a orientação

de alinhamento dos spins, conservando a orientação entre si. Isto faz com que o produto

interno entre os spins permaneça inalterado e as mesmas equações deduzidas acima possam

ser utilizadas para os demais compostos (bastando somente reorientar os eixos xyz com

respeito aos eixos do cristal). De fato, estudos de dispersão de magnons foram realizados
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Figura 6.1: (A) Espalhamento Raman na polarização YZ para diferentes temperaturas
para o composto LiCoPO4 (os números indicam as temperaturas: 1-300K, 2-250K, 3-
200K, 4-150K, 5-82K, 6-40K, 7-10K): veja que surge um pico em baixas energias para
a temperatura T =10K; (B) Espalhamento Raman na polarização YZ para diferentes
temperaturas para o composto LiNiPO4 (os números indicam as temperaturas: 1-300K,
2-250K, 3-200K, 4-150K, 5-90K, 6-25K, 7-5K. Extráıdo de [53] e [54], respectivamente.

nestes compostos [6, 7, 8], embora, no caso do ferro, a equação de ajuste é diferente da

equação utilizada nesta tese. Ainda mais, estudos de Raman nestes compostos foram

feitos, como mostram as figuras (6.1) e (6.2). Porém, no caso do Ni e Co, o estudo

de espalhamento Raman tinha como objetivo o estudo de dispersão dos fônons dos dois

materiais [53, 54]. Isso fez com que a visualização gráfica dos picos devido à excitação de

magnons fosse prejudicada. Seria necessário, portanto, um novo estudo de espalhamento

Raman para estes materiais. No caso do Fe, a curva de espalhamento Raman também foi

obtida em nosso grupo de pesquisa (como no caso do LiMnPO4), mas como mostra a figura

(6.2), este caso é mais complexo. Foi verificado a existência de 3 picos que desaparecem

acima da temperatura TN = 50K do material. Um dos picos reage ao campo magnético

(em torno de 125 cm−1) e, portanto, não equivale ao estado S=0 de dois magnons e não

pode ser estudado usando a teoria de Fleury-Loudon. Outro pico tem uma energia baixa

(próxima de 75 cm−1), tal que qualquer estado de dois magnons excitados apresente um

valor de energia superior. Isto nos leva a crer que um estado de energia de um único

magnon seria suficiente para explicar a baixa energia obtida. Seria interessante como um

trabalho futuro ver qual a contribuição das constantes de troca na excitação de um único

magnon, levando também em consideração de que o único estado posśıvel a ser excitado

é aquele com k = 0 devido a conservação de momento. O outro pico não é deslocado

com a presença de campo magnético e apresenta um valor de energia tal que possa ser
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explicado pela teoria de Fleury-Loudon. Seria interessante, e fica como perspectiva futura

deste trabalho, que todas estas contribuições fossem levadas em conta para encontrar as

constantes de troca do composto de Fe. Esta teoria ainda poderia ser utilizada para

outros compostos mais complexos, como os pnictides, ou qualquer outro material onde

uma obtenção precisa das constantes de troca é necessária para se estudar as propriedades

f́ısicas dos sistemas.

Figura 6.2: Espalhamento Raman para o composto de LiFePO4 para diferentes tempera-
turas e campos magnéticos. Os picos de interesse são os centrados próximos a 70, 95 e
125 cm−1. O pico em torno de 110 cm−1 é de origem fonônica.



Apêndice A

Cristais Magnéticos e Grupos de

Simetria Pontual

A.1 Tensores

Sejam dois sistemas de coordenadas retangulares com eixos Ox1, Ox2, Ox3 e Ox′1,

Ox′2, Ox
′
3, respectivamente, que apresentam uma origem em comum, mas diferentes ori-

entações. Seja também cos−1lip o ângulo entre Ox′i e Oxp. Portanto, os nove coeficientes

lip especificam a orientação de um sistema, dado o outro sistema como referência. Vale

também ressaltar que os coeficientes não são independentes entre si, já que a orientação de

um sistema em relação ao outro apresenta 3 graus de liberdade (por exemplo, os ângulos

de Euler). Utilizando a convenção de Einstein, deve ser verificado que [55]:

liklpk = δip (A.1)

Assim, defini-se tensor como a quantidade que transforma de acordo com:

T ′
ijk...n = lipljqlkr...lnuTpqr...u (A.2)

onde o número de indices de T determina a ordem do tensor.

Sabe-se que o vetor posição é um tensor de ordem 1. Ou seja, sabe-se que x′i = lipxp.

Usando a relação (A.1), é obtido que:

xi = lpix
′
p (A.3)

119
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Portanto, na definição de tensor pode ser feita a seguinte substituição:

T ′
ij...n =

∂x′i
∂xp

∂x′j
∂xq

...
∂x′n
∂xu

Tpq...u (A.4)

T ′
ij...n =

∂xp
∂x′i

∂xq
∂x′j

...
∂xu
∂x′n

Tpq...u (A.5)

A primeira equação se refere a tensores contravariantes e o segundo se refere a ten-

sores covariantes (essa distinção entre os tensores somente é importante em sistemas de

coordenadas curviĺıneos; para sistemas cartesianos, as duas definições são idênticas). Um

exemplo de um vetor contravariante é o deslocamento infinitesimal d~x, pois, pela regra

da cadeia:

dx′i =
∂x′i
∂xp

dxp (A.6)

Já um exemplo de um vetor covariante é o gradiente ∇φ, pois novamente pela regra

da cadeia:

∂φ

∂x′i
=
∂xp
∂x′i

∂φ

∂xp
(A.7)

Embora um tensor “verdadeiro”se transforme segundo a relação (A.2), existem várias

grandezas f́ısicas que se transformam segundo a relação:

T ′
ijk...n = |l|lipljqlkr...lnuTpqr...u (A.8)

onde |l| é o determinante da matriz 3x3 formada pelos cossenos diretores lip. Estes tensores

são chamados de tensores axiais, enquanto os tensores da relação (A.2) são denominados

tensores polares.

A.2 Simetria Espacial

As operações de simetria podem ser classificadas em termo de rotações de ordem n e

eixos de rotação-inversão de ordem n (onde n é obrigatoriamente um inteiro não nulo).

Um eixo de rotação de ordem n é aquele em que um objeto ao rotacionar um ângulo θ = 2π
n

permanece inalterado. Para um eixo de rotação-inversão de ordem n, o objeto permanece

inalterado se após a rotação do ângulo θ for aplicado uma inversão de coordenadas; para

diferenciá-lo de eixos de rotação, este eixo é denotado como n.

Assim, todas as operações de simetria de um sistema podem ser descritas por estes
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Figura A.1: Simetria através de um plano de reflexão. A simetria de um plano de reflexão é
equivalente a operação 2, isto é, uma rotação de π seguida de uma inversão de coordenadas.

dois tipos de eixo. Também existem operações de simetria usuais que são definidas por

planos de reflexão, em que o sistema permanece inalterado caso sofra uma reflexão em

relação a este plano. Caso um sistema que possui um eixo de rotação ou rotação-inversão

(ou ambos) de ordem n (a ordem dos dois tipos de eixos podem ser diferentes), define-se

como direção vertical a direção deste eixo. Desta forma, podem existir dois tipos de planos

de simetria para um sistema: planos que contém o eixo, chamados de planos verticais,

e um plano perpendicular a este mesmo eixo, denominado plano horizontal. Veja que se

for encontrado o vetor normal de qualquer um destes planos, a operação de reflexão pelo

plano é dada simplesmente por uma operação 2 na direção do vetor normal, conforme

a figura A.1. Para diferenciar os dois tipos de plano, denota-se 2⊥ o plano vertical (o

śımbolo ⊥ serve para mostrar que o eixo da operação de reflexão é perpendicular ao eixo

vertical) e a operação de simetria para o plano horizontal é denotada 2z (onde z indica

que o eixo da operação é o próprio eixo vertical). Às vezes o śımbolo m (do inglês mirror)

é utilizado no lugar da operação 2⊥.

Para obter a rede cristalina que caracteriza o cristal que está sendo estudado é ne-

cessário conhecer não somente a rede geométrica de simetria como também as posições

dos átomos, ı́ons ou moléculas constituintes do mesmo. Assim, a simetria de uma rede

cristalina é descrita considerando que o cristal é formado por um conjunto infinito de

repetições do mesmo arranjo e encontrando assim as operações de simetria permitidas,

isto é, operações que transformam a rede infinita nela mesma. Porém, existem certas
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restrições devido a repetição infinita da rede: isto permite somente eixos de rotação e

rotação-inversão de ordem 1, 2, 3, 4 e 6. Para redes finitas, a aplicação de operações

de simetria deixam ao menos um ponto na sua posição original e, desta forma, todos os

eixos e planos de simetria devem apresentar pelo menos um único ponto de intersecção.

Caso isto não aconteça, ou seja, sejam aplicados operação de simetria com eixos ou planos

não coincidentes, a rede finita irá ser translacionada, e não permanece mais inalterada.

Por isso, os grupos de operações de simetria de redes finitas são denominados de grupos

pontuais.

Para redes estendidas, além da simetria da rede finita, obtida verificando a simetria de

uma única célula unitária, as operações de simetria devem ser completadas acrescentando

a possibilidade de translações. Com isto, tem-se todo o conjunto de operações de simetria

espacial do cristal. Portanto, o conjunto de operações da rede estendida é denominado de

grupo espacial.

A cristalografia clássica, porém, se preocupa com o grupo pontual espećıfico de cada

cristal. Este grupo pontual obviamente é um sub-grupo do grupo espacial de simetria

do mesmo, ou seja, é o sub-grupo onde estão ausentes todas as simetrias de translação.

Isto ocorre devido ao fato de que as simetrias em cristais apresentam um peŕıodo muito

pequeno que não pode ser detectado com técnicas simples, e os elementos de simetria

aparente são os do grupo pontual. Em resumo, a simetria macroscópica de um cristal

depende do seu grupo pontual e não de seu grupo espacial.

A.2.1 Os 32 Grupos Pontuais e matrizes geradoras

Um cristal monoaxial é aquele em que existe um único eixo de ordem n de simetria.

Assim, para cada ordem n de simetria, existem três possibilidades: n, n e n
n
(isto é,

apresenta no mesmo eixo rotação de ordem n e rotação-inversão de ordem n). Porém,

é facilmente verificado que 1
1
= 1 e também que 3

3
= 3. Desta forma, existem 13 possi-

bilidades de grupos pontuais monoaxiais: 1, 2, 3, 4, 6, 1, 2, 3, 4, 6, 2
2
, 4

4
e 6

6
. Os três

últimos ainda podem ser denotados por 2
m
, 4
m

e 6
m
, onde

m
indica a presença de um plano

de reflexão perpendicular ao eixo de simetria. Acrescentando a possibilidade de cristais

poliaxiais, o número total de grupos pontuais existentes são de 32 grupos [41].

Pode ser visto que embora existam grupos pontuais com um grande número de operações

de simetria, não é necessário empregar todos os operadores de simetria para obter o grupo

completo. Como todas as operações de simetria são obtidas a partir da multiplicação de

outros dois elementos, o grupo pontual pode ser obtido pela multiplicação de alguns ele-

mentos do grupo. A estes elementos dá-se o nome de elementos geradores.

Em qualquer tipo de grupo, os elementos podem ser relacionados com operadores
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lineares. Por exemplo, uma operação de simetria 3 pode ser relacionada com a matriz de

rotação de 120o. Isto é chamado de representação do grupo. Assim, as matrizes geradoras

se referem as matrizes correspondentes aos elementos geradores do grupo pontual. Para

os 32 grupos pontuais, existem um conjunto total de 9 matrizes geradoras posśıveis [41].

Para finalizar, a tabela dos 32 grupos pontuais clássicos, com a nomenclatura interna-

cional e as operações de simetria de cada grupo está localizada na tabela A.1.

A.3 Grupos Pontuais Magnéticos e Simetria de In-

versão Temporal

A.3.1 Inversão Temporal

Será acrescentado agora a possibilidade de ocorrer nos materiais a inversão temporal.

Esta descrição é necessária para se trabalhar com cristais magnéticos que apresentam

magnetização espontânea, pois, como o spin está associado com o momento angular, ao

ser aplicado a operação de inversão temporal, o spin inverte de sentido.

A teoria mais completa sobre o spin é devido ao tratamento relativ́ıstico de Dirac.

Entretanto, quando a velocidade do elétron é baixa comparada com a velocidade da luz,

o spin deve ser acrescentado “a mão”, segundo o desenvolvimento de Pauli. Como três

coordenadas espaciais e uma coordenada temporal não são suficientes para especificar

completamente o estado do elétron, acrescenta-se uma componente de spin s. Segundo a

teoria de Pauli, a variável s só poderia apresentar dois valores posśıveis para o elétron:

s = +1 ou s = −1. Portanto, o estado do elétron pode ser tratado como o par de funções:

ψ1 = f1(x1, x2, x3, 1, t) (A.9)

ψ2 = f2(x1, x2, x3,−1, t) (A.10)

Pela relação (A.2), um tensor de ordem 0, chamado de escalar, é invariante sob todas as

rotações do sistema de coordenadas. Mesmo ψ1 e ψ2 sendo números (em geral, complexos),

estes não são funções escalares no sentido de serem independentes da escolha do sistema

de coordenadas. Sob uma transformação de coordenadas, ψ1 e ψ2 se transformam de

uma maneira bem complicada. Esta transformação é mais fácil de ser visualizada se for

utilizado um espaço bidimensional de spin em que ψ1 e ψ2 são componentes ortogonais
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Sistema Grupo Operadores de Simetria

Triclinico 1 1
1 1, 1

Monoclinico 2 1, 2z
m 1, 2z

2/m 1, 1, 2z, 2z
Ortorrombico 222 1, 2x, 2y, 2z

mm2 1, 2z, 2x, 2y
mmm 1, 1, 2x, 2y, 2z, 2x, 2y, 2z

Tetragonal 4 1, 2z, ±4z
4 1, 2z, ±4z

4/m 1, 1, 2z, 2z, ±4z, ±4z
422 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z
4mm 1, 2z, 2x, 2y, 2xy, 2−xy, ±4z
42m 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z

4/mmm 1, 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z, ±4z
Trigonal 3 1, ±3z

3 1, 1, ±3z, ±3z
32 1, 3(2⊥), ±3z
3m 1, 3(2⊥), ±3z
3m 1, 1, 3(2⊥), 3(2⊥), ±3z, ±3z

Hexagonal 6 1, 2z, ±3z, ±6z
6 1, 2z, ±3z, ±6z

6/m 1, 1, 2z, 2z, ±3z, ±3z, ±6z, ±6z
622 1, 6(2⊥), 2z, ±3z, ±6z
6mm 1, 2z, 6(2⊥), ±3z, ±6z
6m2 1, 3(2⊥), 3(2⊥), 2z, ±3z, ±6z

6/mmm 1, 1, 6(2⊥), 2z, 6(2⊥), 2z, ±3z, ±3z, ±6z, ±6z
Cubico 23 1, 3(2), 4(±3)

m3 1, 1, 3(2), 3(2), 4(±3), 4(±3)
432 1, 9(2), 4(±3), 3(±4)
43m 1, 3(2), 6(2), 4(±3), 3(±4)
m3m 1, 1, 9(2), 9(2), 4(±3), 4(±3), 3(±4), 3(±4)

Tabela A.1: Tabela com os 32 grupos pontuais clássicos.
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de um spinor de primeira ordem representado por [12]:

ψ =

[

ψ1

ψ2

]

(A.11)

Dizer que a função acima é um spinor é dizer que este obedece a lei de transformação

de spinores. Por exemplo, para uma rotação própria do sistema de coordenadas em um

ângulo θ em torno de um eixo com cossenos diretores iguais a m1, m2 e m3, o spinor

transforma segundo [11]:

ψ′
α = λαβψβ (A.12)

onde

λ =

(

cos1
2
θ − im3sen

1
2
θ (m2 − im1)sen

1
2
θ

(−m2 − im1)sen
1
2
θ cos1

2
θ − im3sen

1
2
θ

)

(A.13)

De maneira análoga, o operador de inversão temporal R deve ser também representado

por uma matriz 2x2. Porém, já que a inversão temporal é uma operação discreta (não é

uma operação cont́ınua como λ), cada termo da matriz R deve ser um número ao invés

de uma função. A primeira escolha óbvia seria:

Rψ =

(

0 1

1 0

)[

ψ1

ψ2

]

(A.14)

já que troca ψ1 e ψ2 da mesma maneira que é invertido o spin. Porém, esta representação

de R não comuta com o operador λ, que atua em um subespaço diferente. Portanto, para

R comutar com λ, é necessário tomar R tal que [41]:

Rψ =

(

0 1

−1 0

)[

ψ∗
1

ψ∗
2

]

(A.15)

Consequentemente, o operador R inverte |ψ1|2 com |ψ2|2.

A.3.2 Operadores de simetria no espaço-tempo

Para estudar a simetria de cristais segundo a inversão temporal, além dos operadores de

simetria espacial, é necessário saber que tanto o spin como a corrente elétrica são invertidos

quando aplicado a inversão temporal, porém a carga elétrica permanece invariante.

Cristais não magnéticos são simétricos sob inversão temporal, portanto, o operador
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R é um operador de simetria. Para cristais magnéticos que apresentam magnetização

espontânea, R não é um operador de simetria, mas isto não impede de existir um operador

de simetria que seja o produto de R com algum outro operador de transformação espacial.

Assim, será definido o operador n como sendo o operador Rn. Obviamente, o operador n

corresponde a Rn.

Por último, resta verificar como são gerados os grupos pontuais magnéticos a partir

dos 32 grupos pontuais clássicos obtidos anteriormente. Seja portanto um destes grupos

pontuais anteriores com os operadores de simetria S0 ≡ 1, S1, S2, ..., Sn. Assim, o grupo

de simetria no espaço-tempo pode conter operadores somente do grupo S0 ≡ 1, S1, S2,

..., Sn, do grupo RS0 ≡ R, RS1, RS2, ..., RSn ou de ambos os grupos. Diretamente,

pode ser observado o seguinte fato: se R é um operador de simetria do sistema, então o

grupo de simetria do sistema no espaço-tempo deve conter todos os 2n+ 1 elementos; se

R não for operador de simetria do sistema (válido para todos os sistemas que apresentam

magnetização espontânea), então o grupo pontual deve incluir o operador identidade

S0 ≡ 1, e pelo menos outros n elementos entre os elementos S1, S2, ..., Sn e RS1, RS2,

..., RSn. Os grupos da primeira categoria são idênticos como grupos não magnéticos e

já obtidos exceto pelo acréscimo da operação R. Portanto, existem 32 grupos pontuais

não magnético, mais outros 32 grupos pontuais que não apresentam a operação R como

operação de simetria, nem combinado com outra operação (estes podem ser considerados

magnéticos). Resta descobrir como são formados os grupos magnéticos que levam R

combinado com outras operações.

Sejam os operadores de simetria clássicos de um grupo particular G denotados por

Sg, onde o sufixo g indica todos os valores permitidos do grupo pontual estudado. Sejam

também os operadores de simetria do grupo pontual magnético M gerado a partir de

G (aqui serão estudados os grupos que não contém o operador R como operador de

simetria) denotados por Sh e Si = RSi, onde todos os operadores Sh são do tipo Sg e

todos os operadores Si são do tipo RSg. Desta forma, pode ser escrito que:

G ∋ Sg, Sh, Si (A.16)

M ∋ Sh, Si (A.17)

Será demonstrado agora que os ı́ndices i e h do grupo pontual magnético devem ser

excludentes, isto é, não podem ser iguais dentro do mesmo grupo M . Seja suposto que h

e i não são mutualmente excludentes para pelo menos um único valor de i. Portanto,

Si = RSh (A.18)
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Figura A.2: Tabela de Multiplicação do Grupo Magnético M .

e se a ordem de Sh for µ, tem-se que:

SiS
µ−1
h = RShS

µ−1
h = R (A.19)

Porém, como M é um grupo que não deve conter R, o resultado é falso. Portanto, os

ı́ndices h e i devem ser sempre diferentes. Dessa maneira, para formarM , deve ser tomado

os elementos Sh e Si de G de modo que Sh e RSi formem um grupo. Veja que o produto

entre dois operadores Sh deve ser um operador Sg, e portanto nunca pode ser da forma

RSg. Portanto, os elementos Sh em M formam um subgrupo, que será denotado por H,

assim como deve ser um subgrupo de G. O último passo é ver que tipo de subgrupo os

elementos Sh deve formar de modo que M seja realmente um grupo. Será visto adiante

que uma condição necessária e suficiente para que M seja um grupo é ter que o subgrupo

H seja de ordem 2 (a ordem de um subgrupo é dada dividindo o número de elementos

totais do grupo pelo número de elementos do subgrupo, este resultado sempre será um

número inteiro).

Seja a tabela de multiplicação do grupo magnético M dada na figura A.2. Como

os indices i e h são mutualmente excludentes, é posśıvel separar os elementos Sh dos

elementos Si, como mostra a figura A.2. O produto formado pela multiplicação de um

elemento particular Si do conjunto R(G−H) com qualquer outro elemento do grupo M

deverá estar nos retângulos P e Q. ComoM é um grupo, a correspondência dos elemenso

deM com estes produtos deve ser de um-para-um, sem faltar nenhum. Pode ser denotado
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então que:

M = P +Q (A.20)

P +Q = H +R(G−H) (A.21)

onde o śımbolo = denota a correspondência um-para-um sem repetir.

Mas deve ser observado que os elementos de P não devem ser elementos de H, já que

estes são da forma RSg. Como também R comuta com todos Sg, tem-se que:

SkSi = SkRRSi = SkSi (A.22)

e portanto, os elementos de Q não podem ser elementos de R(G−H). Disso decorre que:

P = R(G−H) (A.23)

Q = H (A.24)

Assim, conclui-se que o número de elementos de H deve ser o mesmo número de

elementos de R(G−H). Portanto, H deve ser um subgrupo de G de ordem 2. De maneira

similar pode ser verificado queH ser de ordem 2 implica queM é um grupo [41]. Portanto,

não é somente necessário que H seja um subgrupo de ordem 2 de G como também todos

os subgrupos de ordem 2 de G satisfazem a condição deM ser um grupo. Existem, porém,

alguns casos em que o grupo M formado é inadmı́ssivel, devido a presença do operador

R. Isto ocorre se o operador Si for de ordem ı́mpar, pois Sµi = RµSµi = RSµi = R também

fará parte de M (sendo µ a ordem de Si). Somente três operadores de simetria clássicos

tem ordem ı́mpar: 1, +3 e −3. Desta forma, somente grupos contendo R(+3) ou R(−3)

devem ser descartados (o operador 1 deve sempre fazer parte de H). Isto irá gerar mais

58 grupos magnéticos [41]. Portanto, tem-se um total de 90 grupos magnéticos (58 + 32

grupos clássicos) e 32 grupos não magnéticos (que apresentam a operação de simetria R).

Em resumo, os grupos pontuais magnéticos podem ser gerados dos grupos pontuais

clássicos da seguinte maneira: para cristais magnéticos deve ser tomado o grupo clássico

do cristal gerando então 32 grupos magnéticos ou a partir dos grupos pontuais clássicos,

obter todos os posśıveis subgrupos H de ordem 2; para cada um destes subgrupos é

posśıvel formar um grupo pontual magnético da forma M = H +R(G−H), exceto se no

conjunto de elementos G−H estiver contido a operação +3 ou −3 (estes grupos devem ser

descartados). Portanto, serão gerados mais 58 grupos magnéticos. No total, são obtidos

90 grupos magnéticos.

Segue abaixo a tabela A.2 que apresenta os 90 grupos pontuais magnéticos com suas
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operações de simetria e nomenclatura internacional.
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Sistema Grupo Operadores de Simetria

Triclinico 1 1
1 1, 1
1 1, 1

Monoclinico 2 1, 2z
2 1, 2z
m 1, 2z
m 1, 2z

2/m 1, 1, 2z, 2z
2/m 1, 1, 2z, 2z
2/m 1, 2z, 1, 2z
2/m 1, 2z, 1, 2z

Ortorrombico 222 1, 2x, 2y, 2z
222 1, 2z, 2x, 2y
mm2 1, 2z, 2x, 2y
mm2 1, 2z, 2x, 2y
2mm 1, 2z, 2x, 2y
mmm 1, 1, 2x, 2y, 2z, 2x, 2y, 2z
mmm 1, 1, 2z, 2z, 2x, 2y, 2x, 2y
mmm 1, 2x, 2y, 2z, 1, 2x, 2y, 2z
mmm 1, 2z, 2x, 2y, 1, 2x, 2y, 2z

Tetragonal 4 1, 2z, ±4z
4 1, 2z, ±4z
4 1, 2z, ±4z
4 1, 2z, ±4z

4/m 1, 1, 2z, 2z, ±4z, ±4z
4/m 1, 1, 2z, 2z, ±4z, ±4z
4/m 1, 2z, ±4z, 1, 2z, ±4z
4/m 1, 2z, ±4z, 1, 2z, ±4z
422 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z
422 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z
422 1, 2z, ±4z, 2x, 2y, 2xy, 2−xy
4mm 1, 2z, 2x, 2y, 2xy, 2−xy, ±4z
4mm 1, 2z, 2x, 2y, 2xy, 2−xy, ±4z
4mm 1, 2z, 2x, 2y, 2xy, 2−xy, ±4z
42m 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z
42m 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z
4m2 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z
42m 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z

4/mmm 1, 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z, ±4z
4/mmm 1, 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z, ±4z
4/mmm 1, 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z, ±4z
4/mmm 1, 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z, ±4z
4/mmm 1, 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z, ±4z
4/mmm 1, 1, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, 2x, 2y, 2z, 2xy, 2−xy, ±4z, ±4z
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Trigonal 3 1, ±3z
3 1, 1, ±3z, ±3z
3 1, 1, ±3z, ±3z
32 1, 3(2⊥), ±3z
32 1, 3(2⊥), ±3z
3m 1, 3(2⊥), ±3z
3m 1, 3(2⊥), ±3z
3m 1, 1, 3(2⊥), 3(2⊥), ±3z, ±3z
3m 1, 1, 3(2⊥), 3(2⊥), ±3z, ±3z
3m 1, 1, 3(2⊥), 3(2⊥), ±3z, ±3z
3m 1, 1, 3(2⊥), 3(2⊥), ±3z, ±3z

Hexagonal 6 1, 2z, ±3z, ±6z
6 1, 2z, ±3z, ±6z
6 1, 2z, ±3z, ±6z
6 1, 2z, ±3z, ±6z

6/m 1, 1, 2z, 2z, ±3z, ±3z, ±6z, ±6z
6/m 1, 1, 2z, 2z, ±3z, ±3z, ±6z, ±6z
6/m 1, 1, 2z, 2z, ±3z, ±3z, ±6z, ±6z
6/m 1, 1, 2z, 2z, ±3z, ±3z, ±6z, ±6z
622 1, 6(2⊥), 2z, ±3z, ±6z
622 1, 3(2⊥), 3(2⊥), 2z, ±3z, ±6z
622 1, 6(2⊥), 2z, ±3z, ±6z
6mm 1, 2z, 6(2⊥), ±3z, ±6z
6mm 1, 2z, 3(2⊥), 3(2⊥), ±3z, ±6z
6mm 1, 2z, 6(2⊥), ±3z, ±6z
6m2 1, 3(2⊥), 3(2⊥), 2z, ±3z, ±6z
62m 1, 3(2⊥), 3(2⊥), 2z, ±3z, ±6z
6m2 1, 3(2⊥), 3(2⊥), 2z, ±3z, ±6z
6m2 1, 3(2⊥), 3(2⊥), 2z, ±3z, ±6z

6/mmm 1, 1, 6(2⊥), 2z, 6(2⊥), 2z, ±3z, ±3z, ±6z, ±6z
6/mmm 1, 1, 3(2⊥), 3(2⊥), 2z, 3(2⊥), 3(2⊥), 2z, ±3z, ±3z, ±6z, ±6z
6/mmm 1, 1, 6(2⊥), 2z, 6(2⊥), 2z, ±3z, ±3z, ±6z, ±6z
6/mmm 1, 1, 6(2⊥), 2z, 6(2⊥), 2z, ±3z, ±3z, ±6z, ±6z
6/mmm 1, 1, 6(2⊥), 2z, 6(2⊥), 2z, ±3z, ±3z, ±6z, ±6z
6/mmm 1, 1, 3(2⊥), 3(2⊥), 2z, 3(2⊥), 3(2⊥), 2z, ±3z, ±3z, ±6z, ±6z

Cubico 23 1, 3(2), 4(±3)
m3 1, 1, 3(2), 3(2), 4(±3), 4(±3)
m3 1, 1, 3(2), 3(2), 4(±3), 4(±3)
432 1, 9(2), 4(±3), 3(±4)
432 1, 3(2), 6(2), 4(±3), 3(±4)
43m 1, 3(2), 6(2), 4(±3), 3(±4)
43m 1, 3(2), 6(2), 4(±3), 3(±4)
m3m 1, 1, 9(2), 9(2), 4(±3), 4(±3), 3(±4), 3(±4)
m3m 1, 1, 3(2), 6(2), 3(2), 6(2), 4(±3), 4(±3), 3(±4), 3(±4)
m3m 1, 1, 9(2), 9(2), 4(±3), 4(±3), 3(±4), 3(±4)
m3m 1, 1, 3(2), 6(2), 6(2), 3(2), 4(±3), 4(±3), 3(±4), 3(±4)

Tabela A.2: Tabela com os 90 grupos pontuais magnéticos.
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Apêndice B

Formas Quadráticas

Em critérios matemáticos, uma forma quadrática é um polinômio homogêneo de grau

dois. Por exemplo, o polinômio

p = ax2 + 2bxy + cy2

é uma forma quadrática nas variáveis x e y.

De fato, uma forma quadrática pode ter qualquer número de variáveis. Neste apêndice,

serão abordadas somente as formas quadráticas binárias, isto é, aquelas com somente duas

variáveis.

Veja que a forma quadrática p acima pode ser escrita em termos matriciais:

p = ax2 + 2bxy + cy2 =
(

x y
)

(

a b

b c

)(

x

y

)

=
(

y x
)

(

c b

b a

)(

y

x

)

(B.1)

O uso de matrizes para as formas quadráticas facilita, em geral, o estudo do intervalo

de valores que a forma quadrática pode assumir. Suponha que se deve ter p > 0 para

qualquer valores das variáveis x e y. Quais os critérios que os coeficientes a, b e c devem

satisfazer?

Analisando a forma quadrática binária acima, para que esta seja positiva definida para

qualquer valor de x e y, claramente p deve ser positiva definida para y = 0. Neste caso,

p fica na forma:
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p = ax2 (B.2)

Ou seja, a primeira condição para que p > 0 é de que a > 0. Da mesma maneira,

outra condição necessária é c > 0 (basta satisfazer a condição de p > 0 para x = 0). A

última condição sai de um estudo mais criterioso da matriz da forma quadrática. Suponha

que seja feita uma transformação no sistema de coordenadas x e y (por exemplo, uma

rotação); essa transformação pode ser representada por matriz T unitária de tal forma

que:

p =
(

x y
)

(

a b

b c

)(

x

y

)

≡ xTPx

= xTT TTPT TTx = x′TDx′ (B.3)

onde x′ = Tx e TPT T = D.

Agora, a transformação T pode ser escolhida de forma que a matriz D seja diagonal.

Caso isto aconteça, a forma quadrática será escrita como:

p = λ1x
′2 + λ2y

′2 (B.4)

onde λ1 e λ2 são os autovalores da matriz P (e, portanto, os elementos da diagonal da

matriz D).

Da forma quadrática acima, é fácil verificar que para p > 0, é necessário que os dois

autovalores de P sejam positivos. Da equação (B.1), mostra-se que os autovalores de P

são:

λ1 =
a+ c+

√

(a+ c)2 − 4(ac− b2)

2
(B.5)

λ2 =
a+ c−

√

(a+ c)2 − 4(ac− b2)

2
(B.6)

Usando as condições já assumidas que a > 0 e c > 0, o autovalor λ1 sempre é positivo.

Para que o segundo autovalor seja sempre positivo, deve-se ter que:
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a+ c >
√

(a+ c)2 − 4(ac− b2)

⇒ (a+ c)2 > (a+ c)2 − 4(ac− b2)

⇒ (ac− b2) > 0 ⇒ det(P ) > 0 (B.7)

Ou seja, para que a forma quadrática seja sempre positiva, devem ser satisfeitas si-

multaneamente as condições:

a > 0 (B.8)

c > 0 (B.9)

b2 < ac (B.10)
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Apêndice C

Eletromagnetismo no espaço

quadridimensional

Neste apêndice será feita uma breve revisão das equações de Maxwell no espaço qua-

dridimensional onde serão obtidos alguns importantes resultados que foram utilizados

nos caṕıtulos desta tese (estes resultados podem também ser verificados em [37]). Este

apêndice também serve para especificar a notação que foi utilizada no caṕıtulo 3. Ao

longo deste apêndice, a convenção de Einstein é utilizada.

C.1 Notação

A primeira notação que deve ser citada é a utilização de ı́ndices gregos α, β, ... para

coordenadas espaciais, e de i, j, k, ... para coordenadas no espaço-tempo. Será utilizado

também xi para denotar as coordenadas de um dado ponto no espaço-tempo de forma

que:

x1 ≡ x (C.1)

x2 ≡ y (C.2)

x3 ≡ z (C.3)

x4 ≡ ict (C.4)

Outra notação importante é o śımbolo da derivada em relação a coordenada xk. Esta

notação é dada por:

Ai,k ≡
∂Ai
∂xk

(C.5)
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Por último, deve ser lembrado que um espaço quadridimensional deve ser caracterizado

pela sua métrica gij do espaço-tempo. Desta forma, o elemento de linha d~s é tal que:

ds2 = gijdx
idxj (C.6)

Portanto, para o caso cartesiano, onde gij é diagonal com um único autovalor igual a

+1, tem-se que:

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2 (C.7)

como é esperado [37].

C.2 Potenciais eletrodinâmicos e equações de Maxwell

As equações de Maxwell utilizando os potenciais ~A e φ, no calibre de Lorentz, podem

ser reescritas da seguinte forma:

∇2 ~A− 1

c2
∂2 ~A

∂t2
= −µ0

~J (C.8)

∇2φ− 1

c2
∂2φ

∂t2
= − ρ

ǫ0
(C.9)

Essas equações mostram que os potenciais eletrodinâmicos respeitam equações muito

similares. Veja que se forem definidas as grandezas ~Ω (potencial vetor generalizado) e ~Γ

(corrente generalizada), tal que:

Ω1 = Ax,Ω2 = Ay,Ω3 = Az,Ω4 =
iφ

c
(C.10)

Γ1 = Jx,Γ2 = Jy,Γ3 = Jz,Γ4 = icρ (C.11)

as duas equações (C.8) e (C.9) podem ser reescritas em uma única equação da forma:

gmnΩi,mn = −µ0Γi (C.12)

onde a métrica foi utilizada para supor espaço-tempo curvo. A condição do calibre de

Lorentz pode ser escrita na forma:

gmnΩm,n = 0 (C.13)
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C.3 O tensor de campo e o tensor de polarização

A teoria eletromagnética descrita acima não é de muito interesse pois os potenciais não

são quantidades observáveis, diferentes dos campos eletromagnéticos ~E e ~B. Estes, no

espaço quadridimensional, são unificados num único tensor E, que é dado pelo rotacional

de ~Ω. Isto, no espaço-tempo, é dado da forma:

Eij = cδklijΩl,k (C.14)

Na equação acima, δklij é o delta de Kronecker generalizado, onde assume +1 ou−1 se os

ı́ndices de cima forem permutações pares ou ı́mpares dos ı́ndices abaixo, respectivamente;

caso contrário, o delta vale zero. Desta forma, é obtido que:

[Eij] =













0 cBz −cBy −iEx
−cBz 0 cBx −iEy
cBy −cBx 0 −iEz
iEx iEy iEz 0













(C.15)

A equação (C.15) mostra claramente que os campos elétrico e magnético tornam-se

unificados no espaço-tempo no tensor de campo. Estes são somente diferentes aspectos

de um campo geral eletromagnético.

As equações de Maxwell podem ser obtidas usando este tensor de campo acima, tro-

cando o potencial generalizado pela corrente generalizada usando a equação de Maxwell

obtida acima (C.12). As equações de Maxwell para o tensor de campo pode ser verificado

em [37].

Resta somente obter um tensor de polarização no espaço-tempo, que equivale a ge-

neralização da magnetização e da polarização em um material. Seja então e o tensor de

excitação definido por:

[eij] =













0 Hz −Hy −icDx

−Hz 0 Hx −icDy

Hy −Hx 0 −icDz

icDx icDy icDz 0













(C.16)

onde, no vácuo:

µ0ceij = Eij (C.17)
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Veja que [37]:

~B = µ0( ~H + ~M) (C.18)

~E = µ0c
2( ~D − ~P ) (C.19)

Desta forma, uma forma de generalizar para o espaço quadridimensional é escrever:

Eij = µ0c(eij +Mij) (C.20)

onde M é o tensor de polarização. Este tensor pode ser escrito como (no caso de coorde-

nadas cartesianas):

[Mij] =













0 Mz −My icPx

−Mz 0 Mx icPy

My −Mx 0 icPz

−icPx −icPy −icPz 0













(C.21)

Com isto, pode ser compreendido que o efeito magnetoelétrico é um fenômeno que

surge na eletrodinâmica quadridimensional sem nenhuma necessidade de acréscimo teórico.

O tensor de polarização depende da aplicação de um campo eletromagnético, representado

pelo tensor de campo. Assim como o campo magnético e elétrico são diferentes aspectos

de um único campo, a magnetização e polarização são diferentes aspectos de uma mesma

polarização. Com isto, nada impede de um campo elétrico induzir magnetização ou a

indução de polarização pela ação de um campo magnético.



Apêndice D

Simulated Annealing

D.1 Introdução

Para todo modelo f́ısico proposto, a comparação com a realidade experimental deve ser

sempre realizada, quando posśıvel. Em geral, a comparação é feita por meio de ajustes dos

pontos experimentais coletados com uma (ou mais) função do modelo estudado, obtendo-

se parâmetros que expliquem os prinćıpios f́ısicos em que o experimento é embasado.

Métodos de ajustes de funções foram e ainda são exaustivamente estudados pela literatura,

não somente no campo da f́ısica (atualmente, o mercado financeiro é uma importante área

de aplicação dos métodos de ajustes).

Os métodos de ajustes de funções se baseiam em um critério comum: todos os métodos

minimizam uma dada função auxiliar definida como função “custo”. Em geral, essa função

custo é definida como a soma dos desvios ao quadrado da variável dependente teórica com

os pontos experimentais obtidos, pesados (ou não) com o inverso do erro experimental e

denotada χ2. Matematicamente:

χ2 =
∑

i

(yi − f(xi))
2

σ2
i

(D.1)

Os métodos de minimização da função custo se separam em dois grandes grupos:

exatos e numéricos. Os métodos exatos são obtidos caso a função f que se deseja ajustar

seja linear nos parâmetros - neste caso, é posśıvel formar um sistema linear com solução

única onde cada equação do sistema é obtida igualando a zero a derivada primeira da

função custo em relação a algum parâmetro. Para os casos não lineares, usam-se os

métodos numéricos de minimização de funções.

Um exemplo de método numérico é o método do gradiente [56]: defini-se um dado
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ponto inicial no espaço gerado pelos parâmetros e a função custo e novos parâmetros são

escolhidos movimentando-se no espaço na direção oposta ao gradiente da função custo (ou

seja, a direção de minimização). O problema deste método é de que o gradiente começa

a ser próximo de zero nas vizinhanças do ponto de mı́nimo, além do trabalhoso processo

de cálculo de derivadas da função custo. Existem algumas correções que podem ser feitas

neste método (chamado método de Marquardt [56]), mas o custo operacional é elevado.

Além disso, nenhum destes métodos garantem a obtenção de um mı́nimo global.

Um método numérico mais robusto e ao mesmo tempo de um custo operacional mais

baixo é o chamado Simulated Annealing. Inicialmente, este método foi criado para mini-

mizar funções de variáveis discretas em que é necessário uma otimização combinatorial na

minimização da função custo [57], porém, o algoritmo foi rapidamente generalizado para

variáveis cont́ınuas. Conforme a seção seguinte, o método realiza somente cálculos diretos

da função custo e não das derivadas, além de garantir a obtenção do mı́nimo global. O

algoritmo utilizado é baseado em [58].

D.2 O método do Simulated Annealing

Em linhas gerais, o algoritmo de Simulated Annealing (SA) gera uma sucessão de

parâmetros ~p0, ~p1, ~p2,... (cada parâmetro é uma componente do vetor ~p) que são acei-

tos segundo o critério de Metropolis, usando como “energia”a função custo. Para isto,

também é necessário usar um parâmetro T que funciona como uma temperatura em que

o sistema gera a sucessão de parâmetros. O algoritmo é iniciado em alguma temperatura

T0 elevada (fornecido pelo usuário) e a seqüencia de parâmetros é gerada até se aproxi-

mar do equiĺıbrio térmico (quando a função custo atinge um valor estável, dependente

da temperatura). Nesse intante, a temperatura é diminúıda e uma nova seqüencia de

parâmetros é gerada. O processo é finalizado quando nenhuma melhora significativa é

obtida, de acordo com algum critério de parada.

O algoritmo acima é análogo ao processo em que um dado material altera seu estado

conforme a temperatura diminui. Se a temperatura cai rapidamente, o material pode

ficar preso em algum ponto de mı́nimo local (gerando o que chamamos de vidro). Em

um processo onde a temperatura cai lentamente, o material atinge um estado cristalino

altamente ordenado no mı́nimo global de energia. O fato de acrescentarmos um parâmetro

análogo a temperatura em um algoritmo de otimização faz com que mesmo gerando

parâmetros próximos a um ponto de mı́nimo local, o sistema possa sair por excitações

térmicas.
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D.2.1 Passos

Nesta subseção, será discutido com detalhes o algoritmo de Simulated Annealing uti-

lizado neste trabalho, baseado em [58]. Seja C(~p) a função custo com n parâmetros (ou

seja, n é a dimensão do vetor ~p).

Passo 0

No ińıcio do algoritmo escolher:

• um vetor de parâmetros inicial ~p0;

• um vetor de passos inicial ~s0;

• uma temperatura inicial T0;

• um critério de parada ǫ e um número de testes para parada Nǫ;

• um número NS de mudanças de passo;

• um número NT de mudanças de temperatura e um coeficiente de redução de tem-

peratura rT ;

Igualar os parâmetros i, j, m, k em zero (i é o ı́ndice que denota pontos sucessivos,

j denota ciclos sucessivos em todas as direções do espaço de parâmetros, m descreve

sucessivos ajustes de passo e k denota sucessivas reduções de temperaturas).

Igualar h igual a 1 (o ı́ndice h denota uma direção do vetor ~p, ou seja, seleciona um

dos parâmetros).

Calcular C0 = C(~p0).

Igualar ~popt = ~p0, Copt = C0.

Igualar nu = 0 (onde u = 1, ..., n).

Igualar C∗
u = C0 (onde u = 1, ..., Nǫ).

Passo 1

Neste passo, dado um ponto ~pi, gera-se um número aleatório r no intervalo [−1, 1] tal

que:

~p′ = ~pi + rsm,hêh (D.2)

onde sm,h é o valor de ~sm na direção h e êh é um versor unitário na direção h.
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Passo 2

Caso exista um limite para os parâmetros, verificar se o ponto obtido no Passo 1 está

na região delimitada. Caso não esteja, realizar o Passo 1 novamente, até que se encontre

um que satisfaça as condições necessárias.

Passo 3

Calcula-se C ′ = C(~p′).

Caso C ′ < Ci, o novo ponto é aceito:

• ~pi+1 = ~p′ e Ci+1 = C ′

• adiciona-se 1 em i e também em nh

• Caso ainda C ′ < Copt ⇒ Copt = C ′ e ~popt = ~p′

Caso C ′ > Ci, o ponto é aceito com uma probabilidade e
Ci−C′

Tk (no caso de aceitar o ponto,

os 2 primeiros itens anteriores também são feitos).

Passo 4

Adicione 1 em h.

Caso h ≤ n, voltar ao Passo 1, caso contrário fazer h = 1, adicionar 1 em j e ir ao

Passo 5.

Passo 5

Se j < NS ir ao Passo 1, caso contrário deve-se atualizar o valor do vetor passo ~s. O

novo valor do passo é escolhido de forma a manter o número de passos aceitos em torno

de metade dos número total de movimento. A fórmula utilizada para este caso [58, 59] é:

s′u = sm,u

(

1 +
nu/NS − 0, 6

0, 2

)

se nu > 0, 6NS

s′u =
sm,u

1 + 0,4−nu/NS

0,2

se nu < 0, 4NS

s′u = sm,u para qualquer outro caso (D.3)

O vetor passo ~sm+1 = ~s′.

Igualar j = 0.

Igualar nu = 0, para u = 1, ..., n.
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Adicionar 1 em m.

Passo 6

Caso m < NT , ir para o Passo 1; caso contrário, a temperatura deve ser reduzida:

• Ajustar Tk+1 = rTTk

• Igualar C∗
1 = Ci

• Igualar m = 0

Passo 7 - critério de parada

Caso C∗
1 − Copt ≤ ǫ e |C∗

1 − C∗
u| < ǫ (u = 2, ..., Nǫ) então para-se o processo.

Caso contrário:

• C∗
u := C∗

u−1 para u = Nǫ, ..., 2

• Adicionar 1 em k e em i

• Usar ~pi = ~popt e Ci = Copt

• Voltar ao Passo 1

D.2.2 Valores utilizados nas simulações

Valores razoáveis dos parâmetros de ajustes utilizados foram:

NS = 20 (D.4)

NT = 100 (D.5)

Neps = 4 (D.6)

rT = 0, 9 (D.7)

ǫ = 0, 1 (D.8)

(D.9)

Estes valores foram utilizados em todos os ajustes realizados ao longo deste trabalho.



146 D.3 Ajustes simultâneos para diversos conjuntos de dados

D.3 Ajustes simultâneos para diversos conjuntos de

dados

Muitas vezes adquire-se diversos conjuntos de dados experimentais em diferentes técnicas

e as curvas teóricas que tentam predizer os diferentes fenômenos utilizam (em alguns ca-

sos) parâmetros f́ısicos comuns. Ora, é natural, então, que se ajuste simultaneamente os

dados experimentais com as respectivas curvas teóricas para predizer um único parâmetro

f́ısico de interesse. Um exemplo seria a realização de um experimento de calor espećıfico e

susceptibilidade magnética em um metal com comportamento ĺıquido de Fermi, onde as

duas grandezas dependem da massa efetiva da quasipart́ıcula do sistema.

Conforme dito anteriormente, a escolha natural para a função custo para um conjunto

de dados é a função χ2. Para mais de um conjunto de dados, defini-se uma função χ2

para cada um deles e a função custo passa a ser a soma de todas estas funções. Ou seja,

para NC conjuntos de dados:

C(~p) =

NC
∑

i=1

χ2
i

=

NC
∑

i=1

N i
D
∑

j=1

(yij − yi(~p, xij))
2

(σij)
2

(D.10)

onde os diferentes conjuntos de dados experimentais são diferenciados pelo sub́ındice i, os

diferentes dados dentro de um mesmo conjunto por j, as funções teóricas são denotadas

por yi(~p, xij).

Porém, é claro que se um conjunto de dados experimentais conter mais pontos que os

demais, este irá contribuir mais na função custo. Para fazer com que todos os conjuntos de

dados tenham a mesma contribuição, é necessário normalizar pelo número de pontos. No

caso deste trabalho, o número de pontos experimentais para cada conjunto não era igual

mas muito próximos, portanto, a normalização pelo número de pontos não foi feita (será

visto adiante que não utilizar esta normalização facilita no cálculo do erro dos parâmetros).

A partir daqui, a função custo da equação (D.10) acima será denotada χ2
T .

D.3.1 Incerteza dos parâmetros e matriz de covariância

Quando a função χ2
T está em seu ponto de mı́nimo, esta pode ser aproximado por uma

superf́ıcie parabólica. Realizar uma expansão parabólica envolve derivadas de segunda

ordem, que são menos precisas de se calcular do que as de primeira ordem. Porém, é
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provado que realizar uma expansão em segunda ordem da função χ2
T é o mesmo que realizar

uma expansão linear nas funções teóricas yi(~p, xij) [56]. Seja suposto que a expansão linear

é feita, de modo que:

χ2
T ≈

NC
∑

i=1

N i
D
∑

j=1

1

(σij)
2
(yij − yi(~p0, x

i
j)−

NP
∑

k=1

(
∂yi

∂pk
)~p0,xijδpk)

2 (D.11)

O método de expansão linear acima é interessante para o cálculo do erro dos parâmetros

f́ısicos obtidos, já que o algoritmo SA não fornece o erro para tais. Obviamente, esta ex-

pansão pode ser realizada após o algoritmo de SA encontrar o ponto de mı́nimo global da

função χ2
T . Sabe-se que no ponto de mı́nimo:

∂χ2
T

∂(δpk)
= 0 ⇒ ~β = ~δp ˜̃α (D.12)

βq =

NC
∑

i=1

N i
D
∑

j=1

1

(σij)
2
(yij − yi(~p0, x

i
j))(

∂yi

∂pq
)~p0,xij (D.13)

αkq =

NC
∑

i=1

N i
D
∑

j=1

1

(σij)
2
(
∂yi

∂pk
)~p0,xij(

∂yi

∂pq
)~p0,xij (D.14)

Assim, pela expressão matricial acima, define-se a matriz de covariância ˜̃ǫ:

~δp = ~β ˜̃α−1 ≡ ~β ˜̃ǫ (D.15)

A matriz de covariância é muito importante para encontrar o erro dos parâmetros.

Isto pode ser visto lembrando da definição de erro [56]:

σ2
pq =

NC
∑

i=1

N i
D
∑

j=1

(
∂pq
∂yij

)2~p0,xij
(σij)

2 (D.16)

Portanto, é fácil ver que:

∂pq
∂yij

=
∂(δpq)

∂yij
=

NP
∑

k=1

∂βk
∂yij

ǫkq (D.17)

Usando a equação (D.13), chega-se que:
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∂βk
∂yij

=
1

(σij)
2

∂yi

∂pk
(D.18)

Assim, usando a equação anterior e (D.14) em (D.17) e (D.16):

σ2
pq =

NC
∑

i=1

N i
D
∑

j=1

(σij)
2
∑

k,k′

1

(σij)
4
(
∂yi

∂pk
)~p0,xij(

∂yi

∂pk′
)~p0,xijǫkqǫk′q

=
∑

k,k′

ǫkqǫk′q

NC
∑

i=1

N i
D
∑

j=1

1

(σij)
2
(
∂yi

∂pk
)~p0,xij(

∂yi

∂pk′
)~p0,xij

=
∑

k,k′

ǫkqǫk′qαkk′

=
∑

k

ǫkqδkq = ǫqq (D.19)

Ou seja, o quadrado dos erros dos parâmetros estão medidos na diagonal da matriz

de covariância, dáı a importância de se medir tal matriz.
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Wiley and Sons, 1st edition, 1977.

[12] Cohen-Tannoudji C. and Diu, B. and Laloë, F. Quantum Mechanics, volume 2. John
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