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Resumo

Estudamos e utilizamos dois procedimentos com o objetivo de dimi-
nuir o tempo gasto na simulagdo de cascatas eletromagnéticas a altas ener-
gias para grandes profundidades na atmosfera. O primeiro procedimento é
baseado no transporte longitudinal das particulas, ou seja, sem considerar
as deflexdes devidas ao espalhamento multiplo coulombiano e a influéncia
do campo magnético terrestre. As subcascatas que ndo contribuirem com
particulas de energia acima do limiar na profundidade de detecc¢ao sao elimi-
nadas. Aquelas particulas que contribuirem sao entido transportadas, agora
considerando o espalhamento e a influéncia do campo magnético. O segundo
procedimento é baseado no corte de subcascatas, sem nem mesmo transporta-
las longitudinalmente. Para isto foi estudada uma fung¢ao corte dependente
da profundidade que a particula ainda deve atravessar até o nivel de detecgao.
Com o uso conjunto destes procedimentos conseguimos um consideravel ga-

nho no tempo de simulagao, sem comprometer os resultados.



Abstract

We have studied and applied two procedures with the aim of redu-
cing the time for simulation of high energy electromagnetic cascades for high
depths in the atmosphere. The first procedure is based on the longitudinal
transport of particles, i.e., without considering the deflections due to the
multiple Coulomb scattering and the influence of the magnetic field of the
Earth; in this way we remove subcascades that do not contribute with parti-
cles above threshold energy at the detection level. Those that contribute are
then transported, now considering scattering and the influence of the magne-
tic field. The second procedure is based on the cut of subcascades avoiding
even the longitudinal transport. For this we have studied a cut function that
depends only on the depth the particle has to move till the detection level.
With the use of both procedures we get a considerable profit in the time of

simulation without jeopardizing the results.
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Introducao

O fenomeno denominado cascata eletromagnética é o processo de su-
cessiva produgao (ou multiplicagio) de elétrons (pésitrons) e fétons de alta
energia na matéria, através de interagdes eletromagnéticas. Outras particulas
podem estar presentes no fendmeno, como, por exemplo, os prétons, muons,
kaons e pions, mas nos preocuparemos apenas com as citadas anteriormente.
Neste fendmeno ocorrem processos como Bremsstrahlung, producao de pares,
perda de energia por ionizagao, espalhamento inelistico do elétron (pdsitron),
efeito Compton, espalhamento miltiplo coulombiano, efeito fotoelétrico, ani-

quilacao do pésitron, etc..

Figura 0.1: Esquema da propagagao de cascatas eletromagnéticas

Cascatas eletromagnéticas estio presentes em fendmenos mais com-



plexos, como, por exemplo, os chuveiros atmosféricos de raios césmicos.

Muitos experimentos de raios cosmicos e fisica de particulas sao proje-
tados de forma a detectar as cascatas iniciadas por particulas carregadas, ou
por fétons (7’s) e determinar sua energia e direcdo de voo. A simulacao de
cascatas eletromagnéticas possibilita prever resultados, auxiliar no projeto
de detectores e interpretar resultados experimentais.

Neste trabalho denominaremos de particulas primarias aquelas que
iniciam a cascata e nao as que incidem no topo da atmosfera. Assim as
particulas primarias poderao ser elétrons, pdsitrons ou fétons. No tratamento
de particulas primérias de altas energias, os processos de Bremsstrahlung
e producao de pares sio dominantes quanto a energia transferida para as
particulas-filho, conforme Bhabha e Heitler (1937), além da perda de energia
por ionizacao das particulas carregadas. Quanto as deflexdes sofridas em
relagao a diregao de propagacio da particula-pai, o processo de espalhamento
multiplo coulombiano é dominante em relagao aos outros processos.

O meio material considerado para a simulagio é a atmosfera, cuja

composic¢ao considerada em porcentagem de nimero é :

N, = 78,11%
02 = 20, 95%
Ar = 0,94%

Aproxima-se essa composicao para “Z” e “A” efetivos pela porcenta-

gem em numero de atomos presentes no ar. Calculando temos :

Zefeti'uo = 7,37
Aefetivo = 14,56 uma

ou seja, considera-se a atmosfera formada por apenas um tipo de atomo com
nimero atomico efetivo e nimero de massa efetivo dados acima.

O estudo de cascatas eletromagnéticas pode ter dois enfoques, um
tratando da propagacdo unidimensional, ou seja, longitudinal das particulas,
e outro tratando da propaga¢ao tridimensional das particulas, onde se leva

em conta a abertura lateral da cascata.



Quanto aos processos considerados, temos duas aproximacées para
efetuar o tratamento : “A” e “B”. Na aproximacio “A” sio considerados
apenas os processos de Bremsstrahlung, produgio de pares e espalhamento
multiplo coulombiano, enquanto na aproximagio “B” é acrescentada a perda
de energia por ionizagao a uma razio constante. Estamos, portanto, em
nosso tratamento, adotando a aproximacao “B”.

A simulagéo utiliza o método de Monte Carlo, que consiste em amos-
trar quantidades fisicas a partir de varidveis aleatérias, conhecendo o com-
portamento dessas quantidades fisicas.

Os resultados obtidos com o método de simulagio evidenciam as flu-
tuagbes inerentes ao fendmeno, ao contrario da solugio analitica das equagoes
de difusdo correspondentes, que levam a resultados médios. Estes resulta-
dos médios também podem ser conseguidos na simulagio, mas o nimero de
eventos necessarios para se diminuir os erros relativos nas grandezas médias
exigiria um tempo de simulagdo e quantidade de memdria consideraveis.
Mas isto ndo diminui a importancia da simula¢do porque em experimen-
tos em Fisica de Particulas pode-se estar analisando um reduzido niimero de
eventos. Outra vantagem da simulagio é a nao-necessidade de se recorrer a
aproximagoes nas expressoes das secoes de choque como sao necessarias para
solugao analitica.

Certamente um marco de referéncia importante na simulacio de cas-
catas eletromagnéticas foi colocado em 1.985, com o cédigo EGS4([1]), es-
crito por pesquisadores do SLAC (Stanford Linear Acelerator). O EGS4 (
Electron-Gamma Shower) é a versio mais recente de um sistema de subro-
tinas para efetuar o transporte acoplado de elétrons (positrons) e fétons em
uma dada geometria, aplicavel para energias das particulas no intervalo de
alguns KeV até varios TeV .

O grande inconveniente ao se utilizar um modelo computacional para
descrever fendmenos complexos da natureza é o tempo gasto para se efetuar
os calculos. Mesmo nao sendo objetivo principal dos trabalhos, a econo-
mia de tempo é uma preocupacio para pesquisadores que utilizam modelos

computacionalis.



Especificamente em Raios Cdsmicos necessita-se de um modelo com-
putacional que efetue o transporte e as interagdes das particulas pela at-
mosfera e outros meios materiais como chumbo e dgua. As informacoes de
interesse sao o espectro de energia, a distribuigao radial de elétrons e f6tons,
o niimero de particulas em fung¢ao da altitude (ou da profundidade em relacao
ao topo da atmosfera).

Quanto maior a energia da particula primaria, maior serd o ntimero
de particulas envolvidas e com isso maior tempo sera necessario para o trans-
porte das particulas. O tempo gasto pode ser tao elevado que torna proibitivo
o uso do modelo computacional para a simulacio do fendmeno.

Com o intuito de economizar tempo muitos trabalhos foram desenvol-
vidos nos tltimos anos, motivados também pela grande evolucio dos compu-
tadores neste periodo.

Em 1.985 Longo e Luminari([2]) desenvolveram um método para oti-
mizagao no tempo de simulagdo baseado na recombinacio de chuveiros ele-
tromagnéticos previamente gerados. Este método foi aplicado para cascatas
em cristais de BGO(Bi4Ge30;;) de dimensdes préximas as do calorimetro
eletromagnético do detector do experimento L3 no CERN (Organisation Eu-
ropéenne pour la Recherche Nucléaire).

A informagao obtida dos chuveiros previamente gerados e armazena-
dos é a densidade de particulas em células de tamanho apropriado do detec-
tor. O transporte efetivo das particulas é realizado para todas as particulas
do chuveiro cuja energia est4 acima de um valor de corte dado por uma fracao
considerdvel da energia da particula priméria. Particulas com energia abaixo
deste valor de corte nao sao transportadas. Usa-se, entdo , a informacao
obtida com os chuveiros previamente gerados. Desta maneira, é possivel re-
produzir flutuagoes e correlagdes, porque cada chuveiro simulado por Monte
Carlo é constituido por outros chuveiros também simulados, de energia mais
baixa.

Com objetivo principal de aumentar a precisio nos calculos de trans-
porte de elétrons, mas economizando tempo de CPU, existe um trabalho

de 1.986 de Bielajew e Rogers([3]). Eles desenvolveram um algoritmo com-
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posto por trés procedimentos interligados. O primeiro procedimento é um
algoritmo que diminui as diferengas entre o caminho total percorrido (curvo)
pelo elétron ao sofrer espalhamento miltiplo coulombiano e o caminho de
transporte (reto). Desta maneira, permite-se transportar os elétrons por
passos maiores que os usuais sem perda na precisido dos calculos. O segundo
procedimento leva em consideragio a translagio perpendicular & direcao de
movimento durante o passo de transporte do elétron. Esta correcao se torna
importante quando é aumentado o passo de transporte do elétron no pri-
meiro procedimento, pois com passos maiores esses deslocamentos no plano
perpendicular sao mais significativos. O tltimo procedimento permite um
transporte dos elétrons mais seguro e confidvel préximo as fronteiras entre
dois meios materiais. Isto é feito com a diminuigdo automéatica do passo de
transporte.

A. Ferrari e colaboradores ([4]) trabalharam na mesma linha do tra-
balho de Bielajew e Rogers. Eles aplicaram procedimentos semelhantes em
algoritmos para os Cédigos FLUKA([5])(usado basicamente no transporte de
hadrons e léptons de altas energias) e MCNPE-BO([6]) (usado no transporte
de neutrons, fétons e elétrons).

Linn ([7]) em 1.989 desenvolveu um algoritmo para ser implantado
no Programa GEANT ([8]), também com a intencio de reduzir o tempo
de simulagdo de cascatas eletromagnéticas. Usando técnicas paramétricas,
ele conseguiu preservar as caracteristicas mensuraveis das cascatas eletro-
magnéticas aproximando um calorimetro de amostragem, construido de ca-
madas alternadas de absorvedor e meio material sensivel, por um meio ho-
mogeneo e parametrizando as distribuigdes que caracterizam os chuveiros
iniciados por particulas de baixa energia. Seu algoritmo foi desenvolvido
e implementado tendo em vista a aplicacdo para o experimento D@, no
Fermilab, no que se refere a resposta do detector, e resultou numa versio
parametrizada que é 20 vezes mais rapida que a versio completa.

Também em 1.989 Grindhammer e colaboradores ([9]) desenvolve-
ram um algoritmo para economizar tempo na simulacido de chuveiros ele-

tromagnéticos e hadronicos em uma geometria definida pelo usudrio com o



GEANT3([8]). A distribuigao longitudinal e a lateral, bem como suas flu-
tuacoes e correlacoes sao modeladas de maneira consistente. Os dados da
simulagao por Monte Carlo foram gerados e testados para as estruturas de
amostragem tipicas do calorimetro H1, do experimento de mesmo nome no
HERA(Hadron-Electron Ring Accelerator).

Todor Stanev e H.P. Vankov ({10]) em 1.994 desenvolveram um algo-
ritmo hibrido para simulacdo de cascatas eletromagnéticas. Este algoritmo
utiliza resultados previamente gerados de chuveiros iniciados por elétrons com
energia entre 25 MeV e 100 GeV, divididos em 19 intervalos iguais em escala
logaritmica (portanto, com cinco valores de energia por década). Todas as
particulas do chuveiro com energia acima de 1,5 MeV so gravadas em inter-
valos de 1/2 comprimento de radiagdo. Para cada particula sio registrados
seu tipo, sua energia, seus cossenos diretores e as duas projecoes da distancia
da particula ao eixo do chuveiro no plano perpendicular a ele. Considera-se
que os elétrons com energia abaixo de 25 MeV nio contribuem significati-
vamente depois de 1/2 comprimento de radiacio. A biblioteca contém dez
chuveiros de cada energia previamente gerados. Todos os subchuveiros de
eléirons com energia abaixo de 100 GeV sio construidos randomicamente a
partir dos dados colocados na biblioteca. Elétrons com energia acima de 100
GeV e fotons sio seguidos num modelo tradicional de Simulagao por Monte
Carlo. Com a utilizagio deste método conseguiu-se diminuir o tempo de
CPU de um fator de 5000.

Outra maneira de se conseguir resultados do fénomeno de cascatas é
com a utilizagio de parametrizagoes, que sio calculadas a partir de resultados
de simulagdo. Existem alguns trabalhos ([11], [12], [13], [14], [15] e [16]) que
seguiram esta metodologia, mas nao serdo abordados aqui devido ao enfoque
diferente adotado neste trabalho de tese.

A pesquisa nesta tese abrangeu os estudos do Método de Monte Carlo
e as técnicas de amostragem de variaveis aleatérias de diversas distribuigoes
envolvidas no processo de cascatas eletromagnéticas. Igualmente foi estudada
a geragao de numeros aleatérios e foram testados algoritmos existentes na

literatura.



Também foram estudados os processos fisicos de criagao de pares,
Bremsstrahlung e espalhamento miltiplo coulombiano e foi feita a imple-
mentacao das subrotinas de simulagido desses processos. As subrotinas de
simulacao dos processos de Bremsstrahlung e criagdo de pares nos dao a
fracdao de energia da particula-filho em relagao a particula-pai, utilizando o
método misto (com técnicas de rejeigdo e composiciao) nas expressoes das
secdes de choque dos referidos processos, e o livre caminho antes do respec-
tivo processo ocorrer. A subrotina de simulagio do processo de espalhamento
multiplo coulombiano nos da o angulo de deflexdo das particulas carregadas
(elétron / pésitron) devido a presenca no ar de outras particulas carregadas.

Também necesséarias para a simulagiao sao uma subrotina que efetua o
transporte da particula através da atmosfera, considerando as deflexdes devi-
das a0 campo magnético terrestre e ao espalhamento miltiplo coulombiano,
e as subrotinas que relacionam a profundidade (dada em g/cm?) e a altura
a partir do nivel do mar (dada em mm) com a parametrizacio da densidade
atmosférica. '

E de fundamental importancia a subrotina que gerencia os dados das
particulas chamando as demais subrotinas e, basicamente fazendo a multi-
plicacdo das particulas e eventual registro (que aqui corresponde a detecgio).
O gerenciamento dos dados é de grande relevancia na simulacao de qualquer
fenémeno fisico, principalmente na economia de tempo utilizado de méaquina.

Como a simulagdo de cascatas eletromagnéticas consome um consi-
deravel tempo, principalmente para primarios de altas energias (acima de 1
TeV), foram utilizados dois procedimentos! com a intencao de melhorar o
desempenho da simulagao sem o comprometimento dos resultados.

O primeiro procedimento baseia-se no transporte longitudinal virtual
das particulas, sem considerar a influéncia do campo magnético terrestre,
nem do espalhamento sofrido no meio material.

O segundo procedimento baseia-se no corte de particulas sem trans-

porta-las nem mesmo virtualmente. Para tal, foi calculada uma fungéo corte

1A idéia inicial da utilizagio destes procedimentos veio de um trabalho nio publicado
de Josef Spitzer(1989), quando no Instituto Max Planck, Heidelberg/Alemanha.



a partir de um estudo de subchuveiros com sobreviventes (pelo menos uma,
particula com energia acima do limiar de detecgao, que é considerada regis-
trada).

Estes procedimentos foram adotados pois o grande gasto de tempo de

simulagao (até cerca de 80%) est4 no transporte de particulas pela atmosfera.



Capitulo 1

Processos fisicos envolvidos

AN A\

NUCLEO NUCLEO

BREMSSTRAHLUNG PRODUCAO DE PARES

Figura 1.1: Diagramas de Feynman para os processos de Bremsstrahlung e
produgdo de pares.

Os processos fisicos estudados foram: producio de pares, Bremsstrahlung e
espalhamento multiplo coulombiano. Apresentamos os diagramas de Feyn-
man elementares para os processos de Bremsstrahlung e produgdo de pares

na figura (1.1).

1.1 Produgao de pares

A secao de choque diferencial (microscépica, ou seja, por atomo) com

correcao coulombiana de Bethe-Heitler para um féton com energia K produzir



um par elétron-pésitron (onde a particula de menor energia do par tem eF)

¢ dada em ([1]) pela expressao:

‘fl_: = r3aZ(Z + E){[€ + (1 — €)2)[1(8) — F(Z)]

HEe(l = )[s(8) ~ F(2)]) (11)
onde ®;(6) sdo as funcdes blindagem dependentes da varidvel blindagem §
dadas por :

®1(6) = 20,867 — 3,2426 10,6256 se §< 1
®1(6) =21,120 — 4,184 In(6+0,952) se 6> 1 (1.2)
®:(6) = 20,209 — 1,9308 — 0,0868% se 6 <1

(

®2(8) = 21,120 — 4,184 In(640,952) se 6> 1

136m, 1
Z1BE e(1 — <)

Na aproximagéo de particulas primdrias com altas energias temos :

(6 =0) = 20,867 (1.3)
(6 =0) = 20,209

Temos ainda, :

F(Z) = 4 In(Z7'3) para E <0,05GeV

(L.4)
= 4 In(Z7'3) 1 4f.(Z) para E >0,05GeV

onde f.(Z) é a constante de corre¢io coulombiana para um material de

numero atomico Z e é dada pela expressao :
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f(Z2) = a1+ 3 (1.5)
a = (aZ)
1
BT

€(Z) é a funcéo usada para considerar a interacdo com os elétrons

atomicos. Esta funcéio é dada pela expressao :

In(11942-2/3
€(2) = Uiz )
In(184,152-1/3) — [(Z)
A atmosfera (Zefetivo = 7,37) é o meio material em nossa simulacao
€, para este, f.(Z) é desprezivel (0, 5%) nas expressoes de F(Z)e &(2).

(1.6)

1.2 Bremsstrahlung

A secio de choque diferencial microscépica com correcao coulombiana
de Bethe-Heitler para um elétron (pdsitron) com energia E produzir um féton

com energia €& ¢ dada em ([1]) pela expressao:

do _ r5aZ(Z + &(Z))

& _ : {1+ (1 - 2[0:(6) — F(2)
~[201 - f@a(6) - F(2))) (1.7)

Aplicam-se aqui as mesmas consideragoes feitas sobre as diversas funcoes
e variaveis para o processo de produgao de pares, exceto a varidvel blindagem,

que é dada pela expressio :

136m,. €

6 =
ZVBE (1 —¢)

(1.8)

1.3 Espalhamento miltiplo coulombiano
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Figura 1.2: Diagrama de espalhamento miiltiplo coulombiano

O processo de espalhamento multiplo coulombiano é descrito pela Te-
oria de Moliére com a formulagio dada por Bethe [17]. Com ela pode-se
estimar as pequenas deflexdes que o elétron (pésitron) sofre ao passar por
um meio material qualquer. Além de considerar as colisdes elasticas com
o nucleo atdmico, existe um termo £(Z) (idéntico aos termos nas secoes de
choque dos processos de Bremsstrahlung e producéo de pares) que leva em
conta a influéncia dos elétrons atomicos.

Consideremos que o elétron incide normalmente sobre um fatia de
espessura s(cm) como mostrado na figura 1.2.

Ao alcangar a outra extremidade da fatia, o elétron tera percorrido
uma distancia total t (cm), terd deslocamentos laterais da direcio inicial de
Az e Ay, e propagar-se-4 em uma direcéo especificada pelos angulos O e
®. E feita uma corre¢ao para minimizar as diferengas entre s e t, mas os
deslocamentos Az e Ay serdo aqui desprezados. Obviamente, isto s6 sera
possivel impondo certos limites para passos de transporte do elétron.

A distribuicao no dngulo azimutal (®) é uniforme no intervalo (0, 2r).

A Teoria de Moliere relaciona a fungéo distribuicio de probabilidade

12



em © com uma fung¢io distribuigio de probabilidade em 6, denominado
angulo reduzido. Esta fungao distribui¢ao de probabilidade no angulo re-
duzido nao depende explicitamente da energia da particula.

A fungao distribuicao de probabilidade em © é dada pela expressao :

sen 6)1/2

7(0) = Ju(@)(—5— (19)

O angulo reduzido relaciona-se com © pela expresséo :

C]

onde X, e B sao parametros que dependem da energia, do material (no caso
o ar), e do livre caminho a percorrer.
A fungado distribui¢ao de probabilidade no angulo reduzido é dada

pelos trés primeiros termos da equagio de Bethe [eq. 25 de [17]]

)
R0

- —[fO
740) = fu(0) = 1100 + T 4 L0, (111)
sendo a formula geral para os f(™ .
190) = ) [ pdwomyexo( =)L (112)
0 47°4 4 ’
Para n = 0 esta expressao se reduz a :
FO(8) = 2exp(—6?) (1.13)
O parametro B é obtido da equacio transcendente:
B—- ImB=b (1.14)
Onde : )
ot
b= ln(ﬁ) (1.15)
E:
- 4T N,h2*pZs exp(Zg/Zs) 116
T m2cMexp(Zx/Zs) (1.16)
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O parametro x. é dado pela expressio :

_ (4N, pZst) ?rom,

(1.17)

com :

Zs = Y piZiZi + &us)
Ze = Y. piZiZi+Eus) In(Z7YP) (1.18)
Ix = ZpiZi(Zi + st) ln(l + 3, 34(O!Zz2))

N, : constante nimero de Avogadro

p : densidade do material (g/cm?)

o : constante de estrutura fina

ro : raio classico do elétron

pi : proporgao em numero do ¢*™° elemento no material

Z; : nimero atémico do 7¢*"™° elemento no material

fe(Z;) : constante de corregiio coulombiana para o elemento Z; para producio
de pares e Bremsstrahlung

{i : constante de correcio dos elétrons atémicos do elemento Z; para produgao
de pares e Bremsstrahlung.

Eys: energia da particula em MeV.

m.: massa do elétron.

c: velocidade da luz no véacuo.

Os parametros apresentados acima sio dados em [1].
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Capitulo 2

Simulacao de cascatas
eletromagnéticas na atmosfera

A simulagao de cascatas eletromagnéticas envolve o desenvolvimento de um
modelo computacional que realize operagoes que representem a propagacio
e as interagbes das particulas envolvidas.

A base do modelo é que as secdes de choque fisicas sio diretamente
representadas por distribuicées de probabilidade, e assim podemos amostrar
a transferéncia de energia para a particula-filho utilizando o método de Monte
Carlo nas expressoes da secio de choque diferencial dos processos de producao
de pares e Bremsstrahlung.

A propagacio de cada particula carregada produzida no fendémeno
envolve o processo de espalhamento muiltiplo coulombiano, a influéncia do
campo magnético terrestre e, consequentemente, a atualizacdo dos cossenos
diretores e das coordenadas da particulas com a parametrizacio da densidade
atmosférica, além da perda de energia por ionizagao a uma razio constante
(6,678 x 1072 GeV/X,). J4 a propagacao dos fétons envolve apenas a atua-
lizagdo das coordenadas com a parametrizagao da densidade atmosférica.

A simulagéo inicia-se com a entrada na atmosfera de uma particula
primaria que pode ser um 7Y, ou elétron, ou pésitron com energia entre 4
MeV e 1.000 TeV. Esse é o intervalo de energia na atmosfera no qual ape-

nas esses processos fisicos sao relevantes e as expressoes de secao de choque
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anteriormente apresentadas sao validas.

2.1 Gerenciamento computacional dos da-
dos das particulas

Nesta secao é apresentado o algoritmo simulador usual de cascatas eletro-
magnéticas, na maneira conveniente para implementacdo do método pro-
posto . O gerenciamento é similar ao utilizado pelo EGS4 ([1]) que privilegia
o acompanhamento das particulas de menor energia.

Os varios parametros das particulas ja produzidas, mas cujos sub-
chuveiros ainda néo foram simulados, sao guardados na sequencia de “gave-
tas” chamada “pilha”. A gaveta contém os dados referentes a uma particula.
O algoritmo é organizado de maneira que a pilha contenha os dados das
particulas continuamente do indice 1 até o de mais alto valor da pilha. A
variavel contendo o mais alto valor atual do indice é chamada “ponteiro” da
pilha. A qualquer momento, a particula no ponteiro da pilha é transpor-
tada, e a particula anterior ao ponteiro est4 esperando pelo processamento.
A particula é removida da pilha quando sua energia fica menor que a energia
de limiar de detecgao, que é a minima para registro, ou quando ela interage e
seus secundarios sao produzidos. Os pardmetros dos secundirios sio devida-
mente colocados nas gavetas da pilha, de maneira que os referentes ao filho
de maior energia sejam colocados na gaveta até entdo destinada ao pai e os
parametros do filho de menor energia sejam colocados na proxima gaveta.

O processo continua com a particula no novo ponteiro, a menos que
o ponteiro da pilha indique zero, mostrando que nio ha mais particula a ser
transportada e que a simulacio do chuveiro total terminou.

Os dados da particula colocados na gaveta sio :
e tipo da particula : 7, et ou e
® sua energia (GeV)

® seus cossenos diretores : cosa, cosf e cosy
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Figura 2.1: Esquema simplificado do gerenciamento de dados




suas coordenadas no plano perpendicular ao eixo do chuveiro(mm): x,

y € a altura a partir do nivel do mar(mm): z

seu indice da regiao da particula; o programa permite até 4 niveis de

detecgao ou registro

seu caminho total percorrido (mm) ou tempo de véo

sua profundidade (vertical) na atmosfera (g/cm?)

A particula produzida com menor energia seré sempre posta no pon-
teiro da pilha para evitar colocar um grande nimero de particulas na pi-
lha, e desta maneira acarretando a necessidade de uma grande memodria,
de armazenamento. ' Dessa maneira, o tamanho da pitha nio deve exce-
der logy( Eprimario/ E: gistro) [1], um ndmero geralmente menor que 100, onde
E,egistro € a energia de limiar.

A organizagao do algoritmo é dada na sequeéncia abaixo :

(

1) colocam-se os dados da particula na primeira posicio da pilha.
(2) verifica-se o tipo da particula: v ou etov—,

(3) verifica-se a energia é menor que a minima para registro. Se sim,
volta-se a (2) e busca-se (caso exista) a particula anterior na pilha.

(4) chama-se um dos processos: se ¥ - Produgéo de pares, se etou- .
Bremsstrahlung; amostra-se a fracdo de energia dos filhos e o livre caminho
do pai.

(5) transporta-se a particula-pai, que retorna com um indice chamado

bandeira indicando se a particula:

e (a) foi rejeitada, porque ou sua energia diminuiu para um valor menor
que o da energia minima de registro, ou a particula est4 se movendo na

diregao contraria a da Terra. Diminui-se a pilha de 1 e volta-se para

2).

e (b) atingiu uma profundidade de registro. Retorna-se para (2), man-

tendo o ponteiro na mesma posi¢ao da pilha, a menos que esta seja a
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ltima profundidade de registro, quando entéo se diminui a pilha de 1

e volta-se a (2).

(6) colocam-se os filhos na pilha priorizando o de menor energia para
o ponteiro da pilha. Volta-se para (2).

(7) os 7 passos anteriores seriao repetidos até niao haver mais particula
na pilha.

Os passos acima s&o esquematizados na figura (2.1) de maneira sim-

plificada para melhor visualizagio do gerenciamento de dados.

2.2 Transporte das particulas

O transporte de particulas pela atmosfera envolve:

Fétons

¢ atualizagdo das coordenadas espaciais com a parametrizacao da at-
mosfera de Shibata/Gaisser/Chinellato (ver Apéndice A) que permite
transformar profundidades (dadas em g/cm?) em alturas (dadas em

mm) e vice-versa;

o registro das particulas.
Elétrons

* amostragem do angulo © de espalhamento miltiplo coulombiano;

* amostragem do angulo azimutal ® de uma distribui¢do uniforme (0,27);

o deflexdo devida ao campo magnético terrestre (calculado para o Equa-

dor);

e atualizagéo da diregao de vdo (cossenos diretores);

e atualizagao das coordenadas espaciais com a parametrizacao da atmos-

fera,
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e registro das particulas.

Para realizar estes itens foi desenvolvida uma subrotina para trans-
portar a particula, que pode ser movida com ou sem espalhamento miltiplo
e deflexdo no campo magnético: se for um elétron (ou pésitron), ela move a
particula considerando as influéncias do espalhamento e do campo, se for 7,
nao ha tal necessidade.

A particula sera transportada de um passo que é o menor dentre :
e distancia até o proximo nivel de registro;
e livre caminho até a préxima interacao;

® 0,2 Xy (7,4 g/cm?), que é o passo maximo para espalhamento miiltiplo

coulombiano [1].

Como ha perda de energia por ionizagao, antes de transportar, veri-
ficamos se a energia ndo estard abaixo do limiar ao final do passo. Sendo
assim, ndo ha transporte.

Calcula-se entdo a deflexao sofrida devida a0 campo magnético terres-
tre. Este angulo nao sera maior que 0,05 (para um passo de 0,2 X;) radianos
para a aproximagcao utilizada ser valida (ver pagina 128 do EGS4 [1]). Se
ultrapassar este limite, devemos reduzir o passo do transporte. Calculam-se
entao os novos cossenos diretores.

Feito isto, precisa-se quantificar a deflexao devida ao espalhamento
miltiplo coulombiano amostrando os dngulos © e ®, e atualizar a direcio da
particula (os novos cossenos diretores).

Estes limites impoem a necessidade de um grande gasto de tempo em
propagar as particulas carregadas em vérios passos, pois estes sdo funda-
mentais para a simulagao do fénomeno. Aumentando o tamanho dos passos

pode-se perder a precisao necessaria para efetuar os calculos.
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Capitulo 3

Otimizacao de tempo na
simulacao

Como j4 foi citado, o transporte de particulas pela atmosfera é a etapa
que mais consome tempo na simulagio do fenémeno. Para exemplificar : na
simulagdo de uma cascata iniciada por um féton primario de 10 TeV, com
uma energia de limiar (ou registro) de 4 MeV e com a profundidade de registro
de 25 X, (cerca de 400m acima do nivel do mar) gasta-se 75% do tempo de
simulagdo no transporte de elétrons e 3% para o transporte de fétons. Sem
a menor divida, a maneira mais eficiente de economizar tempo ¢é buscar
opgoes para realizar esta etapa sem desperdigar tempo com particulas que
nao contribuirdo para os resultados da simulagio do fenémeno, ou seja, nao
contribuirdo com particulas com energia acima do limiar na profundidade de
deteccao.

Pensando nisto, foram estudados dois procedimentos, os quais deno-

minamos:
o A) Algoritmo catalisador

e B) Funcéo corte
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3.1 Procedimento A: Algoritmo catalisador

Um esquema simplificado do gerenciamento de dados no algoritmo
catalisador é apresentado na figura (3.1).

O algoritmo catalisador foi construido para efetuar virtualmente o
transporte longitudinal das particulas. O transporte é virtual pois os da-
dos das particulas que interagem no sio eliminados da pilha. O transporte
longitudinal consiste em mover a particula de uma distancia dada pelo li-
vre caminho amostrado nas subrotinas dos processos de producao de pares
e Bremsstrahlung, sem considerar as deflexdes de espalhamento e no campo
magnético terrestre e sem converter esses valores segundo a parametrizagao
atmosférica. Um esquema ilustrativo é apresentado na figura 3.2. A entrada
no algoritmo catalisador é feita para particulas com energia menor que um
valor que pode ser escolhido pelo usuario no fnicio da simulagao, e nao ha obri-
gatoriedade desta energia ser a mesma da particula primaria. Discutiremos
a energia de entrada no algoritmo catalisador ilustrado esquematicamente na
figura 3.3 no Capitulo 4. Caso a particula-pai desse subchuveiro que entrou
no algoritmo catalisador, ou pelo menos um de seus descendentes chegue a
profundidade de registro com energia acima do limiar, todo o subchuveiro
sera transportado, agora efetivamente, como mostrado no capitulo anterior.

Sendo, todo o subchuveiro sera descartado.

3.2 Procedimento B: Funcao corte

Neste procedimento descartam-se particulas, sem nem mesmo trans-
porta-las virtualmente, desde que suas energias sejam menores que valo-
res calculados a partir de uma funcéo dependente da profundidade que a
particula ainda tem que percorrer até o nivel de registro.

Esta funcao foi calculada a partir de um estudo na propagacio lon-

gitudinal de particulas e possivel registro destas, ou de pelo menos um de
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Figura 3.1: Esquema simplificado do gerenciamento de dados no algoritmo
catalisador. A particula-pai no algoritmo catalisador nio necessariamente é
a particula primaria que inicia a cascata.
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TOPO DA ATMOSFERA

ALGORITMO CATALISADOR
PARA UM SUBCHUVEIRO

Figura 3.2: Esquema do acompanhamento de particulas na atmosfera com
entrada no algoritmo catalisador.
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TOPO DA ATMOSFERA

TRANSPORTE COM DEFLEXOES

-,

REGISTRO

Figura 3.3: Esquema do acompanhamento de particulas na atmosfera, agora
fazendo o transporte real considerando as deflexdes das particulas do sub-
chuveiro que, neste exemplo, contribui com pelo menos um descendente na
profundidade de registro.
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seus descendentes. Para isto construiram-se graficos com as energias dos
pais (fétons ou elétrons) dos subchuveiros com sobreviventes e as respectivas
profundidades até o registro. Os graficos com os subchuveiros sobreviventes
e respectivas profundidades até o registro sao dados, respectivamente, nas
figuras (3.5 e 3.6) para elétrons e fétons.

Do estudo destes graficos foi construida uma fung¢éo corte. Esta funcao
nos da o valor de energia para o qual, abaixo deste, os subchuveiros muito
provavelmente nao terdo pelo menos um sobrevivente na profundidade de
registro, exceto quando ocorrerem grandes flutuagoes, que, como ja dito, sao

inerentes ao processo. A funcao corte é dada pela expressao:

Fooree (A1) = Ec(g;(vAt) — (-30+0,12243At Hajuste (3.1)

sendo At a profundidade que a particula tem que percorrer até o registro,

expressa em unidades de Xj.

Yo TOPO DA ATMOSFERA

Figura 3.4: Esquema mostrando a profundidade At que a particula tem que
percorrer até a profundidade de registro. Aquit, é a profundidade de criacio
da particula, ¢, é a profundidade de registro e At é a diferenca entre estas
profundidades.
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Figura 3.5: Gréfico da energia versus a profundidade até o registro de elétrons
(pais de subchuveiros com sobreviventes) de um 4 primério de 10 TeV, com
transporte longitudinal desses subchuveiros abaixo de 6 GeV e energia de
limiar de 4 MeV. Gréfico da fungio corte construida e funcio corte com
ajuste 40,7 (reta tracejada). Foram simulados 10 eventos.
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Figura 3.6: Gréfico da energia versus a profundidade até o registro de 4’s
(pais de subchuveiros com sobreviventes) de um + primario de 10 TeV, com
transporte longitudinal desses subchuveiros abaixo de 6 GeV e energia de
limiar de 4 MeV. Gréfico da funcdo corte construida e funcado corte com
ajuste 40,7 (reta tracejada). Foram simulados 10 eventos.
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Pode-se notar pelos graficos apresentados nas figuras (3.5 e 3.6) que
tanto para elétrons, quanto para fétons, utilizamos a mesma funcio corte.
Isto é feito para simplificar o corte, minimizando a necessidade de comandos
condicionais na simulagdo. Um parametro de ajuste pode ser colocado para,
de acordo com as necessidades do usuario, poder cortar maior ou menor
numero de subchuveiros dentro de uma margem de seguranca relacionada
com a probabilidade do subchuveiro ndo contribuir com pelo menos um so-
brevivente na profundidade de registro.

E importante notar (ver figuras 3.5 e 3.6) que existem profundidades
minimas para corte, que sao: 10,0X, para fotons e 5,0X, para elétrons. Estas

sao colocadas para permitir possiveis flutuacdes no livre caminho amostrado.
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Capitulo 4

Resultados

O programa que executa a simulacio utiliza algumas subrotinas des-
critas neste trabalho e foi desenvolvido em linguagem Fortran [18]. As si-
mulagdes foram realizadas em estacio de trabalho modelo Alpha.

Como ja foi citado anteriormente, n&o ha a necessidade de se utilizar
o algoritmo catalisador no inicio do fenémeno, ou seja, Ja com a particula
primaria entrando neste algoritmo. Podem entrar no algoritmo particulas
cujas energias sejam menores que determinado valor (aqui denominado ener-
gia de entrada no catalisador). Uma sensata maneira de avaliar a energia de
entrada ¢ estudar o ganho de tempo em funcio da razio entre esta energia
de entrada e a energia de limiar. Assim apresentaremos o resultado de um
estudo feito sobre a razao entre a energia de entrada no algoritmo catalisa-
dor (e, consequentemente, a realizacio dos procedimentos A e B) e a energia
de limiar. As simulagoes mostradas na tabela 4.1 foram feitas para um -y
primario de Ey = 10 TeV, Ejmier = 10 MeV e profundidade de registro: 25
Xo.

Na tabela 4.1 vemos que, se a energia de entrada no algoritmo catali-
sador (Ecetalisador) for de 100 MeV (10 vezes a energia de limiar), realizamos
a simulagao 2,3 vezes mais rapidamente do que quando nio utilizamos os
procedimentos. O ganho méaximo é para uma energia de entrada de 10 GeV

(1.000 vezes a energia de limiar). Acima desta razio ha uma saturagao no
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Ecatatisador | Ganho de tempo
100 MeV 2,3

1 GeV 4,7

10 GeV 5,6

100 GeV 5,6

1 TeV 5,6

Tabela 4.1: Relagio entre ganho de tempo e entrada no algoritmo catalisador

ganho de tempo, ou seja, a energia de entrada nao precisa ser muito maior
que 1.000 vezes a energia de limiar. Uma boa escolha da razio entre as ener-
gias de entrada no algoritmo e energia de limiar esta entre 1.000 e 2.000.
Esta razao foi obtida para outras profundidades e pode ser estendida para
outros valores de energia da particula primaéria.

O estudo acima é 1til para justificar e guiar a escolha dos valores de
energia de entrada no catalisador. _

Foram realizadas, também, simulagbes para quantificar o ganho de
tempo, sempre utilizando conjuntamente os dois procedimentos. Resulta-
dos que mostram estes ganhos séo apresentados na tabela 4.2 para algumas
profundidades para cascatas iniciadas por um 5 primario de 10 TeV com en-
trada no catalisador abaixo de 6 GeV e energia de limiar de 4 MeV. O valor 6
GeV (para energia de entrada no algoritmo e realizacao dos procedimentos)
foi escolhido por dois motivos: o primeiro vem do estudo da razio entre as
energias de entrada e energia de limiar, e o segundo vem da energia maxima
de corte calculada pela fungio de corte dada pela equagao 3.1. A energia
maxima de corte estimada é 3,6 GeV , que corresponde ao valor de energia
de corte para uma particula que atravessa a atmosfera desde seu topo até o
nivel do mar (cerca de 28 X). Isto significa que nunca sera cortada, sem ser
transportada virtual ou realmente, uma particula com energia maior que 3,6
GeV, utilizando a fungdo corte sem ajuste.

Na tabela (4.2) podemos ver que o ganho maximo foi conseguido com

a utilizagao dos procedimentos para o caso simulado com a profundidade de
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registro em 25 Xy (cerca de 400m acima do nivel do mar) e com o parametro
de ajuste da fungéo de corte igual a +0,7. Este valor de ajuste aumenta em
cerca de 5 vezes as energias de corte calculadas. Apresentamos resultados
para os seguintes valores de ajuste: +0,7, +0,3, -0,3 e -0,7, e, é claro, sem

ajuste (ou este igual a 0).

ajuste | ajuste ajuste | ajuste
Profundidades | 40,7 | 40,3 | sem ajuste { -0,3 -0,7
10,0 X, 2,2 1,9 1,9 1,7 1,6
14,6 X, 2,5 2,3 2,2 2,2 2,2
25,0 Xo 15,9 8,5 7,0 4.8 4,0

Tabela 4.2: Ganho de tempo coin os procedimentos (algoritmo catalisador
e fungao corte): valores para v primario de 10 TeV, E.yiatisador = 6 GeV,
Elimiar = 4 MeV

Para justificar a utilizagdo dos procedimentos temos que, além de
quantificar o ganho de tempo, mostrar que os resultados da simulacao sao
mantidos com a utilizagio dos procedimentos. Podemos comparar bem os
resultados analisando os comportamentos médios do ndmero de particulas
registradas e as distribuicdes destes niimeros registrados em cada cascata
simulada. Isto é feito nas tabelas e graficos seguintes.

A tabela (4.3) mostra os comportamentos do nimero médio! de fétons
e elétrons registrados e a tabela (4.4) mostra os comportamentos médios da
soma de energia de fétons e elétrons registrados. Foram simulados 1.000
eventos.

Nas tabelas (4.3 e 4.4) podemos ver que as maiores diferencas sao:
cerca de 9% para numero de elétrons registrados e 7% para numero de
fotons registrados utilizando conjuntamente os procedimentos e considerando
o parametro de ajuste igual a 40,7 para uma profundidade de registro de 25

Xo; cerca de 13% para soma de energia de elétrons registrados e 10% para

T Apresentamos os valores médios e respectivos desvios padrao. O desvio padrao indica
a flutuagao em torno da média e no o erro no calculo.
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I [ | AeB | AeB | SEMAcB |

Tipo || Profundidades | ajuste= -+0,7 [ sem ajuste médias
e” 10,0 X, -1,7% -1,1% (10,1 + 2,6)10°
e~ 14,6 X, +1,7% +1,2% (8,6 £ 1,7)103
e 20,0 X, T41% 12,0% | (2,0 £ 1,5)10°
e~ 25,0 Xo +8,7% +5,0% (3,0 £ 4,2)10?
0% 10,0 Xo -2,1% -1,5% (28,3 £ 7,9)10°
0% 14,6 X, +1,3% +0,9% (28,6 + 4,1)10°
Y 20,0 X, ¥3,5% 112% | (84 £ 4,8)10°
7 25,0 X, ¥7,2% T42% | (1,4 £ 1,6)10°

Tabela 4.3: Comportamentos médios em nimero de particulas sem os pro-
cedimentos e diferencas com os procedimentos para ajustes 0 e +0,7

soma de energia de fétons registrados. Estas diferencas sao completamente
aceitaveis considerando a grande flutuagdo nesta profundidade. A flutuagao
€ avaliada pelo desvio padrio, o qual, nos casos citados, chega a um valor
maximo duas vezes maior que a média calculada (no caso da soma de energia
de fétons). Estas flutuacoes, como ja dissemos, sio inerentes ao fendmeno.
Estas diferencas sao totalmente aceitaveis , também, para os outros valores
usados para o parametro de ajuste.

As diferengas obtidas néo sio exclusivamente ocasionadas pelo uso
dos procedimentos, mas sim, pelo baixo nimero de eventos aqui simulados.
Este fato é bem ilustrado pelos histogramas apresentados nas figuras 4.1, 4.2,
4.3 e 4.4. Como exemplo analisemos os dados apresentados nos histogramas
da figura 4.1. Neste caso o nimero médio de elétrons registrados é igual a
300 e pelo histograma vemos que em cerca de 90% dos eventos simulados
(em ambos os casos apresentados: com procedimentos e ajuste 40,7 e sem
procedimentos) sao registrados até 600 elétrons (até o terceiro intervalo dos
histogramas). Os outros 10% estdo distribuidos entre 600 e 6.000 elétrons
registrados. As flutuagdes extremas desses eventos sio grandes contribuintes

para as diferencas nos valores médios e acabam prejudicando a analise e
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L1 [ AeB | AeB |[SEMAcB |

Tipo | Profundidades | ajuste= 40,7 | sem ajuste | ZE (GeV)
e~ 10,0 Xq +0,5% +0,4% (3,7£0,7)103
e 14,6 X, +3,8% +2,1% (1,440,7)103
e 20,0 X, +6,5% +3,9% (2,1+£2,3)102
e~ 25,0 Xo +13,0% +13,0% | (2,2+4,3)10!
0% 10,0 X, +1,8% +1,4% (3,8+0,5)103
5 14,6 X, ¥2,5% +138% | (1,7£0,6)10°
” 20,0 X, ¥5,3% +33% | (3,312,8)10°
0% 25,0 X, +9,8% +8,2% (4,3£6,4)10!

Tabela 4.4: Comportamentos médios em soma de energia das particulas sem
os procedimentos e diferengas com os procedimentos para ajustes 0 e +0,7

comparagao dos comportamentos médios. Uma maneira alternativa para
comparagao seria analisar as médias para os eventos com até 600 elétrons
registrados. Esta faixa englobaria cerca de 90% dos eventos simulados. Como
podemos ver pela tabela (4.5) a diferenca entre as médias calculadas diminui
de 8,7% para 2,4% no caso mais extremo (com procedimentos e ajuste +0,7).

Analogamente podemos reavaliar os comportamentos médios para a
soma de energia dos elétrons bem como para o niimero e soma de energia
dos fétons registrados. Esta reavaliacio é mostrada nas tabelas (4.5) e (4.6)
e delas podemos reforgar o que j4 foi discutido sobre o acordo dos resultados
e a influéncia do baixo nimero de eventos simulados.

Pelos histogramas apresentados nas figuras (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4)
podemos nos convencer da coeréncia dos resultados obtidos utilizando 0s
procedimentos, visto que as distribuicdes dos niimeros de particulas e da soma
de energia nos 1.000 eventos deste caso sio bem préximas as das distribuicées
correspondentes sem procedimentos. Conseguimos, entiao, mostrar que os
resultados se mantém com a utilizacio dos procedimentos. Isto pode ser
visto, também, para as outras profundidades simuladas e para os outros

valores do parametro de ajuste da funcio de corte construindo os respectivos
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histogramas.

| I | AeB | AeB | SEM AeB |
Tipo Eventos | ajuste= +0,7 | sem ajuste médias

e Todos +8,7% +5,0% (3,0 + 4,2)10°
(100%) (100%) (100% dos eventos)

e | N. <600 12,4% 20,6% 2,0 £ 1,3)107
(87,5%) (88,6%) | (89,3% dos eventos)

v Todos +7.2% +4,2% (1,4 + 1,6)103
(100%) (100%) (100% dos eventos)

v N, <3.000] -0,02% 0,07% (95 £ 5,6)10°
(87%) (88%) (89% dos eventos)

Tabela 4.5: Comportamentos médios em niimero de particulas sem os pro-
cedimentos e diferencas com os procedimentos para ajustes 0 e 40,7 para a
profundidade de 25 X,. Apresentamos também as diferencas minimizadas

ap6s estudo dos histogramas da distribuicio dos 1.000 eventos

| | I AeB | AeB ] SEM AeB

Tipo Eventos ajuste= 40,7 | sem ajuste LE (GeV)

e~ Todos +13,0% +13,0% (2,2+4,3)10?
(100%) (100%) (100% dos eventos)

e | TE. <60 GeV | -0,06% 1,7% (T,4£1,3)101
(90,9%) (92,4%) | (93,7% dos eventos)

v Todos +9,8% +8,2% (4,3+6,4)10!
(100%) (100%) (100% dos eventos)

v | SE, <80 GeV | +0.01% 10,01% (2,9£2,1)10°
(89,6%) (91,5%) | (91,9% dos eventos)

Tabela 4.6: Comportamentos médios em soma de energia das particulas sem
procedimentos e diferencas com os procedimentos para ajustes 0 e 40,7 para
a profundidade de registro de 25 X,. Apresentamos também as diferencas
minimizadas apés estudo dos histogramas da, distribuigiao dos 1.000 eventos.
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Figura 4.1: Histogramas com a distribui¢ao do numero de elétrons registrados
em 1.000 eventos
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Figura 4.2: Histogramas com a distribui¢ao da soma das energias dos elétrons
registrados em 1.000 eventos
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Figura 4.3: Histogramas com a distribuigéo do nimero de fétons registrados
em 1.000 eventos
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Figura 4.4: Histogramas com a distribui¢do da soma das energias dos fétons
registrados em 1.000 eventos
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Capitulo 5

Conclusao

Com a utilizado dos procedimentos estudados conseguimos um consi-
deravel ganho de tempo. A simulagéo foi executada até 16 vezes mais rapida
(para a profundidade de 25,0 Xo). Podemos alcangar maior economia para
energias maiores que 10 TeV e para profundidades majores que 25,0 Xg.

Desta maneira, conseguimos minimizar o grande inconveniente da si-
mulagao, que é o tempo dispendido.

Os resultados da simulagio com a utilizagio dos procedimentos sao os
mesmos, comparando-os aos da simulagdo sem os procedimentos e conside-
rando a influéncia da flutuagio, que é inerente ao fendémeno.

Esses procedimentos podem ser implementados no Programa EGS4
([1]), pois o gerenciamento de dados utilizado neste trabalho é similar ao
utilizado no programa citado.

Os procedimentos podem ser utilizados em outros meios materiais,
pois a fungao corte foi desenvolvida em unidades de comprimento de radiacao.
Apenas deve-se ter um certo cuidado ao estender os procedimentos para
materiais mais densos que o ar, pois nestes as deflexdes sio mais relevantes,
ou seja, as diferencas entre as propagacoes longitudinal e tridimensional sio
maiores.

Na simulagdo completa de chuveiros atmosféricos os procedimentos

utilizados devem melhorar bastante o desempenho da simulagio, visto que
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0 maior tempo é gasto na simulagio da parte eletromagnética dos chuveiros
atmosféricos.

Uma eficiéncia ainda maior pode ser obtida com a utilizacao de dife-
rentes fungoes corte para elétrons e fétons, pois para os elétrons (maiores con-
sumidores de tempo de simulagio) podemos utilizar um valor de parametro
de ajuste maior do que para fétons sem corrermos o risco de prejudicarmos a

simulagdo. Este argumento foi conseguido dos graficos mostrados nas figuras

(3.5 e 3.6).
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Apeéendice A

Parametrizacao da densidade
atmosférica

As subrotinas que convertem profundidade atmosférica (g/cm?) em
altitude (mm), e vice-versa, foram desenvolvidas por Chinellato ([19]) a partir

de uma parametrizacao da densidade atmosférica :

hy(km) = 47.05 4 6.9InX, + 0.299In%(1/10X,), X, < 25¢/cm>
h,(km) = 455 —6.64InX,, 25g/em® < X, < 230g/cm?  (A.1)
h,(km) = 44.34 —11.861(X,)*'°, X, > 230g/cm?;

feita por Shibata e Gaisser (pag. 34 do [20]). Foram feitas corregdes nas fron-
teiras 25g/cm? e 230g/cm? da equagéo (A.1) a fim de tornar as fungoes e suas
derivadas continuas, evitando assim possiveis diferencas nas reciprocidades

das conversoes.
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Apeéendice B

Comprimento de Radiacao

Dentro das aproximagoes “A” e “B” da Teoria de Cascatas Eletro-
magnéticas o desenvolvimento de uma cascata é independente do meio mate-
rial quando distancias sao medidas em comprimento de radiacao; assim, em
nossa simulagao, teremos resultados para livre caminho expressos em com-

primento de radiagdo. O comprimento de radiagio (Xp) é definido como

Xo = Nyptari(Zapg — Zp)/M (B.1)
Zap = Y.piZi(Z:+ &) In(184,15271/%)

Za = Y. pZi(Zi+£&) In(184,15)
Zp = S piZdZi+ &) In(Z7V?)
Zr = Y.piZ{Zi+ &) f(Z),

sendo :

N, : constante nimero de Avogadro

p : densidade do material (g/cm?)

o : constante de estrutura fina

ro : raio classico do elétron

p; : proporgao em niimero do 7™ elemento no material

Z; : nimero atomico do ;%" elemento no material

Je(Z;) : constante de corregdo coulombiana para o elemento Z; para produgao

de pares e Bremsstrahlung
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§i = constante de correcéo dos elétrons atdémicos do elemento Z; para producio

de pares e Bremsstrahlung.
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Apéndice C

Método de simulacao de
Monte Carlo

Este método consiste, basicamente, na utilizacio de ndmeros aleatérios
para estimar quantidades numeéricas ou comportamentos estatisticos . O
nome Monte Carlo surgiu na década de 40 no desenvolvimento de armas
nucleares por cientistas em Los Alamos.

A simplicidade conceitual do método e o nivel de evolugio da capaci-
dade de calculo dos computadores atuais favorecem o seu uso, em detrimento
a um método “ deterministico ” convencional. Qutro fator importante é o de
o método, apesar de nao ter sido exclusivamente criado para tal, conduzir a
resultados satisfatérios na descrigio de processos fisicos.

Geralmente o método de Monte Carlo utiliza geradores de nimeros
aleatorios distribuidos uniformemente de (0,1), mas na descricao de siste-
mas fisicos frequentemente necessitamos de outras distribui¢oes. Assim,
desenvolveram-se varias técnicas que permitem a obtencio de distribuigoes

quaisquer a partir da distribui¢ao uniforme.

C.1 Geracao de niimeros aleatdrios

O desenvolvimento de cascatas eletromagnéticas apresenta flutuacdes
intrinsecas, e por isso, a simulacio por Monte Carlo é muito adequada para

estudar o fenomeno. Os resultados podem ser caracterizados pPOr um ou mais
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nuameros z;, onde:

— 00 < z; < o0 (C.1)

Esses nimeros podem ser distribuidos continua ou discretamente.

Como obter numeros aleatérios para utiliza-los em simulagao compu-
tacional, visto que estes nimeros sao imprevisiveis de antemao? Para isto
temos os geradores de nimeros aleatérios, que sdo algoritmos numéricos que
produzem uma sequéncia de nimeros uniformementes distribuidos no inter-
valo (0,1) (e aparentemente aleatérios) a partir de um nidmero inteiro inicial

(semente). Primeiramente aparecem dois problemas a serem enfrentados:

e os geradores devem satisfazer as leis estatisticas.

e a utilizagao de um mesmo valor inicial (semente) ird sempre produzir

a mesma sequéncia .

[4

Obviamente, nenhum gerador é “ perfeito estatisticamente ”. Po-

demos classifica-lo pelo nivel de correspondéncia com o comportamento es-

tatistico esperado. Para isto, testes sdo realizados analisando :

e o comportamento do valor médio da sequéncia gerada.
e o comportamento da variancia da sequéncia gerada.
e o periodo ( quantidade de nimeros gerados sem repeticao ) da sequéncia.

e o histograma da sequéncia gerada.

Esses geradores sao quase sempre baseados na congruéncia linear, ge-
rando uma sequéncia de inteiros Iy, Iy, I3,..., entre 0 e “m-1" pela relacao de

recorréncial;

!Seja um inteiro nao nulo. Para quaisquer inteiros a, b diz-se que a é congruente com
b médulo m, denotado por a = b(mod m), se e somente se (a — b) for divisivel por m, ou
seja, os restos das divisdes de a/m e b/m forem iguais.
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Iizi = alj + ¢(mod m) (C.2)

onde “m” é um nimero inteiro ndo nulo, e “a” e “c” sio inteiros positivos

chamados de multiplicador e incremento, respectivamente. A equacio C.2
repetira eventualmente um mesmo nimero inteiro com um periodo que é

obviamente menor que “m”. Se “m”, “a” e “c”

forem adequadamente esco-
lhidos, entéo o periodo terd o tamanho maximo, isto é, o tamanho de “m”.
Neste caso todos os possiveis inteiros entre 0 e “m-1” ocorrem em algum
ponto e qualquer semente escolhida para Iy é tao boa quanto qualquer outra.
O nimero real entre 0 e 1 que é retornado ¢ geralmente I;,;/m, de modo
que ele é estritamente menor que 1, mas ocasionalmente ( uma vez em “m”
chamadas ) igual a zero. ”

O método de congruéncia linear tem a vantagem de ser nuito rapido,
requerendo poucas operagdes por chamada, daf ele ser de uso universal.

Park e Miller [21] propuseram um gerador denominado “Minimal Stan-

dard Generator” baseado nos dados :

a="7°=16.807
m = 2% — 1 =2.147.483.647 (C.3)
c=0

Este gerador tem passado em todos novos testes teéricos ao longo dos
anos, e ( talvez mais importante ) acumulado uma grande quantidade de uso
bem sucedido.

Nao é possivel implementar as equacées C.2 e C.3 diretamente em uma,
linguagem de alto nivel, pois o produto de “a” e “m-1” excede 0 maximo valor
de um inteiro para 32-bits.

Um truque feito por Schrage [21] baseado na fatoracido aproximada
de “m” permite usar o Minimal Standard Generator em qualquer maquina e

implementa-lo em qualquer linguagem.
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Figura C.1: Esquema sobre ranl. Algoritmo embaralhador para tirar cor-
relagoes sequenciais de baixa ordem. Ndmeros circulados indicam a ordem
dos eventos : em cada chamada, o ntimero aleatério em y é usado para esco-
lher um elemento na sequéncia embaralhadora v (com 40 inteiros, onde 8 sio
descartados). Desta sequéncia saird o nlimero aleatério gerado, e também
a semente para o y seguinte. A sequéncia embaralhadora é devidamente
renovada, a cada 32 ntimeros amostrados.
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A rotina escolhida para ser utilizada, ranl [21], usa o Minimal Stan-
dard Generator para gerar seus valores aleatérios, mas embaralha a saida para
remover correlagdes em série de baixa ordem. O desvio aleatério derivado do
7é"™° valor na sequéncia, I;, ndo sai na jé"™* chamada, mas preferivelmente
numa randomizagdo apds a chamada “j+32”, em média. O algoritmo emba-
ralhador foi feito por Bays e Durham como descrito no Numerical Recipes
[21], e esta ilustrado na figura (C.1).

De fato, nao se sabe de qualquer teste estatistico em que ranl falhe,
exceto quando o nimero de chamadas comeca a ficar da ordem do periodo
“m”, ou seja > 108 = m/20. _

Esta rotina é recomendada por [21] devido ao seu alto grau de confi-

abilidade aliado ao rédpido tempo de execucao.

C.2 Amostragem de variiveis aleatérias de
uma dada distribuicao a partir da dis-
tribuicao uniforme

O método que utilizaremos na simulagao de cascatas eletromagnéticas para
amostragem de variaveis aleatérias é o método misto. Este método permite
amostrar valores da variavel aleatéria de uma dada funcao distribuicio de
probabilidade a partir de valores de uma variavel uniformemente distribuida
no intervalo (0,1) com técnicas de COomposigao e rejeigao.

Primeiramente introduziremos alguns conceitos de vari4veis aleatdrias
e probabilidade. Nés iremos representar variaveis colocando um “* ” sobre
elas. Se E é uma expressio légica envolvendo variaveis aleatdrias, entao nés
escreveremos Pr{FE} para a probabilidade de que E seja verdade. Chamare-

mos F a fun¢ao distribuicio acumulativa de & se :

F(z) = Pr{z < z} (C4)

onde F(x) é diferencidvel; assim :
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flz) = pr (C.5)

¢ a funcao densidade de probabilidade (fdp) de Z e

Pria<&<b)= /baf(:z:)d:c (C.6)

Neste caso & é chamada uma variivel aleatéria continua. No caso

discreto temos :

Fz)=Y p (C.7)

z; <z

Sendo P a fdp de 7 se :

P(z) = p; se T =z,
P(z) = 0 se T # z; (C.8)

Quando temos varias varisveis aleatorias zi(¢ = 1,...,n), nés definimos

uma funcao distribui¢do unificada dada por :
F(ziy...,xy) = Pr{&; < z;, iy T < Ty} (C.9)

O conjunto de variaveis aleatérias é chamado independente se :

Priz;, <z ..z, < Tn} = H Pr{z; < z;} (C.10)

1=1
Sendo F diferencidvel em cada variavel, entdo nés temos uma fdp
unificada dada por :
0" F(xy,...,x,)
yeeny L) = L2 C.11
f (a1 Zn) 0xy...0z, ( )

Assim, se A é algum subconjunto de R™ (espago euclidiano n-dimensional):

Pr{i € A} = /Af(x)d"x (C.12)
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Apbds esta introdugao passaremos ao método de amostragem. Iremos
representar as variaveis aleatérias uniformemente distribuidas por i; , e va-
lores amostrados pela distribuicao uniforme por u;. Claramente, se F e f sio
distribui¢do cumulativa e fdp, respectivamente, de ;, entdo elas sio dadas

por :

F(u;) = se 0<uy; <1
= 0 caso contrario
' (C.13)
flu;) = 1 se u; € (0,1)

= 0 caso contrario

e assumimos ter um nimero ilimitado de valores disponiveis para a
variavel uniformemente distribuida. Agora supondo que # e § estio relaci-
onadas por § = h(%) (com h monotonicamente crescente), e que Z e § tém

distribuicoes F e G, entao :

F(z) = Pr{i <z}=Pr{h71(j) < z}
= Pr{g < h(z)} = G(k(z)) (C.14)

Assim, podemos encontrar F, dados G e h(x). No nosso caso (distri-

bui¢éo uniforme no intervalo (0,1)), temos :

i = F\(4a) (C.15)
Gly)=y (C.16)
h(z) = F(x) (C.17)



entao temos :

Pr{z <z} = G(h(z)) = F(z) (C.18)

Esta ¢ a base para o chamado método da inversio, que faz a amostra-

gem de Z, em que temos :

F(z) = u, (C.19)

onde os valores x sao calculados, dada a fdp, pela relagao :

F(z)= /z flz)dz = u (C.20)

Para aplicarmos as técnicas de composigao e rejeicao conjuntamente,

escrevemos a fdp da variavel & na forma :

f(z) = i:aifi(m)gi(x) (C.21)

Se todo ¢; = 1, nés temos a composi¢ao pura; e se n = 1, nds temos
a rejeicao pura.

A técnica de composicio é baseada na defini¢ao elementar da proba-
bilidade condicional. Essa soma de termos (ou integral, no caso continuo)
€ obtida pela selegio aleatéria de um tinico termo (através dos coeficientes
@;) seguida pela amostragem da distribuicdo (f;) daquele termo. Ou seja,
estamos utilizando o fato de escrevermos f(z) como uma soma e, portanto
ser ou fi(z), ou f(z), ou..., com pesos probabilisticos a; (que obviamente,
devem somar 1).

A técnica de rejeicao consiste no sorteio de um nidmero aleatorio e
submissdo deste a um teste, podendo ser aceito ou nio. Uma importante
caracteristica é a ndo necessidade do conhecimento da normalizacdo da fdp a
ser amostrada. A sua grande desvantagem esta na possivel baixa eficiéncia,
ou seja, a rejeicdo de muitos nimeros sorteados até a aceitacao de um, o que

provoca um gasto de tempo de processamento.
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Apéndice D

Simulacao dos Processos
Fisicos envolvidos

As subrotinas que simulam os processos de Bremsstrahlung e producao
de pares foram desenvolvidas por Gaisser e Stanev [22] e basicamente foram
conseguidas com aproximagdes nas expressdes usadas pelo GEANT [23] para
altas energias (4 MeV a 1.000 TeV) na atmosfera. Estas subrotinas amos-
tram a fracao de energia do féton secundario (Bremsstrahlung) e do elétron
(positron) filho menos energético (producao de pares) segundo as respecti-
vas expressoes da se¢do de choque diferencial com correcio coulombiana de
Bethe e Heitler.

O livre caminho da particula antes do processo ocorrer é amostrado
de uma funcao densidade de probabilidade de interacdo exponencial.

A subrotina de simulagdo do processo de espalhamento multiplo cou-
lombiano foi desenvolvida [1] usando a teoria de Moliere com a formulacao
dada por Bethe. Esta amostra o angulo © (entre as direcgoes final e ini-
cial) usando a funcao densidade de probabilidade f+(0) no angulo reduzido
§. Conforme ja foi dito, o angulo reduzido § é utilizado por ser independente

da energia da particula e das caracteristicas do meio atravessado.
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D.1 Amostragem da fracio de energia do
féton secunddrio no processo de Brems-

strahlung
A expressdao 1.7 é fatorada na forma da equagao C.21 da seguinte
maneira : ,
>_aifi(e)gi(e) (D.1)
i=1
sendo:
4 2
o = In2(3+ [81n(184.152-173)
I 1—¢
fle) = e
gie) = 1 (D.2)
-1
Qp = 2
fo(e) = 2e
g2(e) = 1

Assim a simulagao é efetuada da seguinte maneira,
sorteia-se um nimero aleatério em distribui¢do uniforme para saber qual das
2 subdistribuigdes sers utilizada para a amostragem da fracdo de energia.
Isto é feito comparando o nimero aleatério sorteado com as razoes :

se
(&3]

ar + ay

u <

(D.3)

entao sera amostrado a f(e).

Caso contrario, sera amostrado a fa(e).

Quando for escothida a primeira subdistribuicao fatora-se novamente

esta subdistribui¢ao na forma :
N
fi(e) = 3 e fij(€)grjle) (D.4)
j=1
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onde :

xy; = 1
| S —
hy = m?’ se €<2
— 911 A )
= () e ce 2 (D.5)
n €
915(€) = 1

O inteiro j é calculado pelo sorteio de um nimero aleatério u pela relagao :
J= INTEIRO. (Nu)+1 (D.6)

Na simulagdo N foi considerado igual a 9. E feita uma mudanca de

variaveis da forma :

'

€
€ =. - D.7
- (D.7)
p = 27
desta maneira f;; é escrita como :
frsde = g(€)de (D.8)
onde :
gk(él) = a;hk(el) (Dg)
sendo:
o - 1
T 2n2
h](él) = 2
G = (D.10)
h2(61) _ 1— €

€(In2-1/2)

Assim, ao ser escolhida a primeira subdistribuicao fi, repete-se o pro-

cedimento para a escolha de uma das subdistribui¢ées de f;(¢). Escolhida
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dN/d ¢

1000 P1*0,111496*(x + 1,357559*(1-x)/x) -
P1(te6rico)= 99,86 -
Chir2(reduzido) = 1,090 ]
P1 109.31533 +/- 0.73945

e (0.01,1) - intervalo = 0.01

100

—
1
=

Figura D.1: Histograma exemplo da amostragem da fragdo de energia do
foton-filho em Bremsstrahlung com as curvas teérica e de ajuste (tracejada)
com iguais pesos.
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qual subdistribui¢éo, a amostragem desta se d4 utilizando a equacao C.20.
Como as fungdes rejeicdo g e g, sao iguais a 1, todo valor de fragio de energia
amostrado sera aceito.

Apresentamos, para exemplificar a amostragem, um histograma da
fragdo de energia para 8.366 valores amostrados. Este histograma é compa-
rado a respectiva curva tedrica e de ajuste, e é apresentado na figura (D.1).
Isto é feito para mostrar que as subrotinas estio efetuando corretamente a

amostragem.

D.2 Amostragem da fragcao de energia do
elétron (pésitron)-filho menos energético
no processo de producao de pares

A expressdo 1.1 da se¢do de choque diferencial para o processo de

produgao de pares deve ser fatorada como a equagio C.21 tendo a forma :

;aifi(f)gi(f) (D.11)

Onde os termos sao :

2 1
T 37 36In(184, 152 159)
f](E) = 2
g =1
(D.12)
1 4 1
ay = ——=—

123 9In(184,15Z-1/3)
fa = 24(e —1/2)?

92 = 1

Da mesma forma que no processo de Bremsstrahlung, apresentamos,

para exemplificar a amostragem, um histograma de fracio de energia para
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dN/d ¢

1500 T 1500

10.000 pontos / 10 intervalos
ajuste :
Chir2 =706,1188

i P1 1002,82791 +/- 8,33517 )

N
N
1000 o ' - 1000
\‘
500 - 500
0 0
0.0 0.5

Figura D.2: Histograma exemplo da amostragem da fragdo de energia do
elétron(positron)-filho menos energético na producio de pares e curvas teérica
e de ajuste com iguais pesos. Obs: as curvas sio coincidentes.

98



10.000 valores amostrados. Novamente é feita a verificagiao dos calculos com-
parando a curva tedrica com o respectivo histograma. Este grafico é apre-

sentado na figura (D.2).

D.3 Amostragem do angulo © para o pro-
cesso de espalhamento multiplo coulom-
biano

25}

15

10 |-

00 |-

-05 -

-1.0

Figura D.3: Gréficos de f(©, f( ¢ f(2)

Para amostrar © precisamos fatorar a fungao densidade de probabilidade do

angulo reduzido, dada pela equacio 1.11, na forma :

1-(8) = 3~ i fi(0)g:(9) (D.13)
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Seria de se esperar que pudéssemos usar as ™ como subdistribuigoes,
mas como f(1) e f(2) n3o szo sempre positivas, isto nao é possivel. Para evitar
este problema é feita uma mistura de f(® com fW e f@  de maneira a
trabalharmos com funcdes positivas em cada regiao. Graficos destas funcoes
sao dados na figura (D.3).

Assim os termos da equacio D.13 sio dados por :

o = — E
fi(0) = 2exp(—6?) para 0 € (0,00)
91(0) =1

HG2 Norm

B
f2(0) = % para 6 € (0,u) (D.14)
0(0) = (A1O8) + s (g) 1 L2
92,Norm B
s = g;;i\;ol'rgm

f2(8) = 24207 para 0 € (4,00)

g3(0) =

(70) + 100) + L210))

93, Norm

Quando é selecionada a terceira subdistribui¢ao, amostramos n (onde
n =1/6) usando :

fais(n) = 24y para € (0,1/p)

(D.15)
_ (0) (1) @)
mo(n) = (a7 0) + f0(0) + L2

Desta maneira estas subdistribui¢oes necessitam de 4 parametros A, u,

92,Norm € g3,Norm ; 08 dois tltimos sdao dados para que g>(0) e gs,(n) tenham
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valores maximos préximos de 1. A primeira subdistribui¢ao é a gaussiana
que domina para grandes B. A terceira subdistribuicao representa a cauda do
espalhamento tnico. A segunda subdistribuicio pode ser considerada como
um termo de corregio para valores centrais de . O parametro [l separa a
regidao central da cauda. O parametro A determina a mistura de f© com
fWe f@ de modo que g2(0) e gs,(0) sejam sempre positivas.

Os valores utilizados sdo os mesmos adotados pelo EGS4 [1] e sao :

A= 27 H = 1, 92, Norm = 138 € g3 Norm = 4a05

& ~~— b=inB
-2 —,." ~=== b=2-In2
L b=(2 - In2) B/2
aft
1 | 1 1
0 1 2 3 4 5
B

Figura D.4: Graficos da equagio transcendente (1.14)

Também pode-se notar que o, fica negativo se B < A. Neste caso,
para amostragem é desconsiderada a f;() (ou seja, a gaussiana) e faz-se
1/X = 1/B para o sorteio. Mas, ao se calcular © pela equacio 1.10, usa-se o
B calculado.

E preciso resolver a equagio transcendente 1.14. Esta equagao esta
representada na figura (D.4). Assim para valores de b < (2 — In2) é feita

uma extrapolagdo da curva para baixo como uma reta. Para valores de
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b> (2 — In2) é feito um ajuste quadratico em 7 intervalos de b no intervalo
(2 — In2,30).
Para completar a discussio, é feito um ajuste das fungdes de rejeicio,

92(0) e g3,(8) que sio divididas em B partes independentes da forma :

92(0) = 921(9)+922T@ para 0 € (0,1)
(D.16)

g0 = g0+ e e o)

Estas fungées foram ajustadas pelo EGS4 [1] usando o método de ajuste
quadratico por partes (“piecewise quadrafic fit”).

E apresentado o grifico da amostragem realizada do angulo O para
livte caminho de 0,1 X,, variando a energia. O resultado est4 apresentado
na figura (D.5).

D.4 Amostragem do livre caminho

O livre caminho t de uma particula é amostrado segundo a funcao

densidade de probabilidade de interagio exponencial :

/Otexp(—x//\)% —u (D.17)

O livre caminho médio A para os processos de produgao de pares e

Bremsstrahlung ¢ calculado pela relagdo:

A= Eit (D.18)

onde )7, é a secdo de choque total macroscopica calculada em unidades do

inverso do comprimento de radiacdo pela expressio :

Nup [V do
= —d D.19
Zt: M /% de ™ (D-19)
A energia de corte E, suprime o efeito da catastrofe do infravermelho

no processo de Bremsstrahlung. As expressoes da se¢ao de choque diferencial
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Profundidade : 0,1 X,

1 ' ' ' 1
10 = ) 3
] o :
i 9 i
1072 3 % 3
] ]
10° 3 E
1073 3
10° 3 E
107 T y ] y T
0.0 5.0x10* 1.0x10°
Energia (MeV)
Figura D.5: Gréfico exemplo da amostragem de © variando a energia.
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sao dadas pelas equacdes 1.1 e 1.7, respectivamente, para producao de pares e

Bremsstrahlung. A razao % para Bremsstrahlung é calculada pela expressao:

e (ﬂfj"i’;_‘”%)lﬂ (D.20)
Para o ar essa razao é igual a 1,3903 1076. Para o processo de producio de
pares pode ser considerada igual a 0. Mais detalhes podem ser conseguidos
em [1].

O livre caminho médio foi calculado para os dois processos e sio dados

pelos valores :

Apares = 1,29260 X,
(D.21)
ABremss = 0,111496 X,

Também apresentamos, para exemplificar, os histogramas de 10.000
valores para a amostragem em ambos processos. Esses graficos estio apre-

sentados na figura (D.6) para Bremsstrahlung (a) e produgio de pares (b).
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T 1 L] 1 T
3000 __x t1.(teonco)= 0,111496 (a) 3000
ajuste:
o 1 Chir2 = 73,35332
< 2000+ A1 4479,70175 +ou- 12,18284 2000
= - t1 0,11253  +ou- 0,00043
~
< 1000+ | 1000
0 1 i i 0
0.0 0.5 1.0
t(X,)
' I ' I o ! I b I ' i
1500 ~ 1 1500
\ t1(tedrico) = 1,29260 (b)
’ X ajuste:
"o 1000 - kk Chin2 = 130.06045 H 1000
oS e A1 1545.9876 +ou- 9.00455
B t1 1.30033  +ou- 0.0107
= 500- 1 500
©
0 t } } i +H 0
0 2 4 6 8 10 12
t (Xp)

Figura D.6: Histogramas exemplos da amostragem do livre caminho em
Bremsstrahlung e produgio de pares; e respectivas curvas teérica e de ajuste.
Obs: curvas coincidentes em ambos os casos.
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