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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo tedrico da interagdo da radiagdo com a matéria. In-
vestigamos a dindmica do modelo de Jaynes-Cummings com um meio nao-linear tipo Kerr, com-
parando a situagdo de grande dessintonia 4&tomo-campo com a evolugdo correspondente obtida de
um Hamiltoniano efetivo (aproximagédo dispersiva). Para isto, obtemos o operador evolugdo para o
sistema dtomo-campo, que facilita considerar diferentes situa¢des iniciais para o 4tomo e o campo.
Iniciamos nossa anélise calculando os colapsos e revivals da inversdo atomica, em conexdo com a
evolucdo da pureza do campo (dada pela entropia de von Neumann), que representa uma medida
do emaranhamento dtomo-campo. Em seguida calculamos os valores esperados de grandezas re-
lativas ao operador energia (niimero de fétons) e os valores esperados de grandezas relativas a
fase do campo, segundo o formalismo de Pegg-Barnett. Finalmente, como uma extensdo natural
de nosso trabalho, consideramos a evolugdo da fungdo-Q, fungdo de Wigner e fidelidade, o que

nos proporcionou uma melhor compreensao do estado do campo da cavidade.






Abstract

In this work, we present a theoretical study of the radiation and matter interaction. We investi-
gate the dynamics of the Jaynes-Cummings model with a nonlinear Kerr-like medium, comparing
the situation at large atom-field detuning with the corresponding evolution arising from an effec-
tive Hamiltonian (dispersive approximation). For this, we obtain the evolution operator for the
atom-field system, which makes easy to consider different initial situations for the atom and field.
We start our analysis by calculating the collapses and revivals of the atomic inversion, in connec-
tion to the evolution of the field purity (given by the von Neumann entropy), which represents a
measure of the atom-field entanglement. Afterwards, we calculate the expectation values of quan-
tities relatives to the energy operator (photon number) and the expectation values relatives to the
phase field, according to the Pegg-Barnett formalism. Finally, as a natural extension of our work,
we consider the evolution of the Q-function, Wigner function and fidelity, which provided us a

better understanding of the cavity field state.
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Introducao

O estudo da interacdo entre um atomo de dois niveis e um modo do campo de radiagdo tem
se mostrado um dos mais importantes em mecanica quantica, residindo no coragdo de muitos
problemas encontrados na fisica de lasers e 6ptica quantica [1,2].

Um modelo para o tratamento deste problema, o modelo de Jaynes-Cummings (JCM), foi for-
mulado anos depois [3] e, desde entdo, tem sido extensivamente estudado [4]. Os recentes expe-
rimentos com dtomos de Rydberg em cavidades de microondas de alto fator () de qualidade [5],
tém fornecido um tremendo avanco no estudo de novos estados do campo eletromagnético.

Uma vantagem deste modelo reside no fato de ser analiticamente soltvel sob a aproximagao
de onda girante (RWA). Devido a riqueza de diferentes e interessantes fendmenos, tais como, es-
tatistica sub-Poissoniana, anti-agrupamento, fendmeno de colapsos e revivals [6,7], compressdo
[8,9,10], estados aprisionados [11], etc, pode ser também considerado como um dos modelos néo-
triviais mais basicos.

Zaheer e Zubairy [11] mostraram que no modelo de Jaynes-Cummings, sob uma certa relagao
de fase entre o momento de dipolo atdmico e o campo, a amplitude das oscilagdes na inversao
atomica torna-se pequena quando o campo inicial é considerado no estado coerente, fato este,
explicado em [12].

Neste trabalho, investigamos teoricamente a evolugdo temporal da inversdo atdomica, assim

como diversas quantidades relacionadas ao campo, no modelo de Jaynes-Cummings com um meio



ndo-linear tipo Kerr numa cavidade sem perdas. Consideramos o campo inicialmente no estado
coerente e o 4tomo em dois estados iniciais: excitado e superposi¢do igualmente ponderada de
seus niveis, considerada inicialmente em [11].

Procuramos analisar os efeitos provocados pela presenca da dessintonia dtomo-campo e da
anarmonicidade do meio ndo-linear na dindmica do sistema comparando os diferentes limites da
interagdo (ressonante, pequena e grande dessintonia &tomo-campo) e a evolugdo segundo os dois
estados iniciais considerados para o 4tomo. Analisamos também os efeitos da combinacdo desses
dois pardmetros na dindmica da inversao atomica e de todas as quantidades consideradas para o
campo da cavidade.

A idéia de gerar superposi¢des de estados macroscopicamente distinguiveis através de meios
ndo-lineares tem atraido muita aten¢do nos anos recentes [13]. Foi mostrado, por exemplo, que os
efeitos de anarmonicidade no meio tipo Kerr [14,15,16,17] podem produzir estados tipo “gato”de
Schrédinger.

Enfatizamos a possibilidade de gerar estados tipo “gato”de Schrédinger, no modelo aqui con-
siderado, mediante o ajuste da dessintonia 4tomo-campo e da anarmonicidade do meio Kerr.

Este trabalho é organizado como segue: No Capitulo 2, apresentamos conceitos fundamentais,
como o formalismo de operador densidade, o procedimento padrdo para a quantizagdo do campo
eletromagnético, assim como algumas de suas propriedades. No Capitulo 3, apresentamos um es-
tudo da fase do campo do ponto de vista classico e quantico. No Capitulo 4, apresentamos nosso
estudo da interagdo da radiagdo com a matéria, descrevendo o procedimento para a obtengdo do
Hamiltoniano livre de cada subsistema (atomo, campo e meio Kerr) e respectivos Hamiltonianos
de interagdo (dtomo-campo e campo-meio Kerr). No Capitulo 5, apresentamos os resultados obti-

dos. As conclusdes deste trabalho sao discutidas no Capitulo 6.



Conceitos Fundamentais

A luz tem representado um papel especial nas tentativas de entender a natureza, tanto classica-
mente como quanticamente, derrubando fronteiras da fisica durante o século XX, como a catastrofe
do ultra-violeta e o efeito foto-elétrico. De fato, o nascimento da mecanica quantica se deve a
introducdo de Planck do conceito de quantum, necessario para explicar o espectro da radiagdo do
corpo-negro. A extensdo dessas idéias levaram Einstein a entender o efeito foto-elétrico e introdu-

zir o conceito de féton.

Estas concepgdes levaram Dirac a combinar a natureza corpuscular-ondulatéria da luz, com
o conceito de campo de radiagdo, e explicar todos os fendmenos decorrentes dessa caracteristica

dual, assim como a absor¢do de um féton do campo devido a excitagdo de um &tomo.

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos fundamentais da teoria quantica para os estu-
dos propostos adiante. Procuramos fazer uma revisdo focalizada nas principais defini¢des ne-
cessdrias para o estudo proposto. Comecamos com uma abordagem aos principais postulados
de mecanica quantica, apresentando o conceito de estado de um sistema em mecénica quéntica e
sua representagdo mais geral, obtida do formalismo de operador densidade. Dedicamos boa parte
deste capitulo ao campo eletromagnético, destacando o procedimento usual para a sua quantizagdo,
associando cada um de seus modos a um oscilador harmonico simples quantizado. Esta é a
esséncia da teoria quantica da radiacdo. Conseqiiéncias interessantes desta quantizagdo sdo as

flutuagdes associadas ao ponto “zero” de energia, denominadas flutua¢des de vacuo. Estas flutua-
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¢des ndo possuem andlogo cldssico e sdo responsaveis por muitos fendmenos interessantes em

Optica quantica [18].

2.1 Formalismo Quantico

2.1.1 Postulados da Mecanica Quantica

Abordamos o conceito de estado de um sistema (com um ntiimero de graus de liberdade finito).
Na teoria cldssica, a evolugdo de um sistema é dada pela solucdo de equagdes de movimento e é
completamente determinada pela condigdo inicial (um ponto do espago de fase do sistema), assim
como qualquer outra “observével cldssica” (fungdo no espago de fase). Uma situagdo semelhante
é encontrada na mecanica estatistica cldssica, onde podemos considerar uma nogdo mais geral
de estado. Neste caso, o estado de um sistema é completamente descrito pela distribuicdo de
probabilidade no espaco de fase. Se esta distribui¢do estiver confinada num tnico ponto deste
espago, o estado é denominado estado puro. Do ponto de vista de uma medida fisica de uma
“observéavel”, o estado é considerado como um resultado da preparagdo do sistema.

Uma notagdo conveniente para os estados em mecanica quantica foi primeiramente introduzida
por Dirac [19]. Na notagdo de Dirac, um estado é representado por um vetor de estado no espago
de Hilbert H, denominado ket e denotado por [¢). O (vetor de) estado correspondente, no espaco
dual, é denominado bra e denotado por (¢|. As observaveis de um sistema fisico, por exemplo, g
(posicao) e p (momento), sdo representadas, no formalismo qudntico, por operadores lineares do
espago de Hilbert, distinguidos aqui por caracteres em “negrito-itdlico”. Esses operadores atuam
sobre kets (bras) pertencentes ao mesmo subespaco de Hilbert, e, geralmente, originam outros kets
(bras):

Oly) = 19),
(Y10 = (4]

2.1)

Dentre os casos especiais, citamos aquele em que o operador altera apenas o “tamanho” do ket
(bra):

Olvi) = Oili) , (2.2)



2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS 5

em que os O;’s sdo os autovalores do operador O e |i);), seus auto-estados (autovetores). O con-
junto de auto-estados {|t;) } constitui o espectro (discreto) do operador O.
Como estamos tratando de vetores, podemos expressar o produto escalar entre dois vetores do

espago de Hilbert H, de acordo com a definig¢do

(vlg) =c, (2.3)

no qual ¢ é um c-number (ntimero complexo). Considerando uma base ortonormal no espago vetor

H temos a relagdo de ortonormalidade
(Yils) = bij - (24)

Uma vez que o conjunto de vetores {|1;) } constitui uma base (espectro) no espago H, qualquer

ket deste espaco em particular pode ser expandido como
) = Z Cilti) - (2.5)

Tal expansao é tida como tnica.

2.1.2 Operador Densidade

Sabemos que um sistema quantico ndo é, necessariamente, preparado num estado puro. Ou
ainda, mesmo a descri¢do mais completa possivel de um sistema nao permite, em geral, prever
com exatiddo o resultado das medidas que podem ser realizadas sobre ele. Nesses casos, apenas 0s
possiveis resultados e a probabilidade de cada um deles ocorrerem sdo bem determinados. Desta
propriedade resulta a esséncia probabilistica da mecanica quantica.

Tipicamente, tratamos com sistemas que sdo preparados numa mistura estatistica de estados
puros. Um exemplo de tal sistema é dado por um reservatério em equilibrio térmico a temperatura
T. Assim, sabemos apenas que o sistema deve estar em um de seus auto-estados de energia |E;),

com probabilidade dada pela distribuigdo de Boltzmann

1

fB= B 1 (2.6)

sendo § = @%
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Assim, podemos dizer que se trata de uma situagdo andloga a encontrada na mecanica es-
tatistica classica, onde temos total ignordncia sobre o sistema, sendo que esta caracteristica €, ainda,
no caso quantico, acompanhada de incerteza na medida. Tais sistemas sdo descritos, em mecanica
quantica, por um operador analogo a densidade de probabilidade usada na descrigdo dos ensembles

estatisticos, denominado operador densidade [20,21] e dado por
p=>_ Bili) (il 2.7)

em que P; é a probabilidade de encontrar o sistema num estado (puro) |¢). Claramente, as proba-

bilidades P; satisfazem as condi¢des

P>0 e > P=1. (2.8)

Considerando os kets |1);), com a relagdo de ortonormalidade (2.4), temos também a denomi-

nada relacdo de completeza

Z i) (] = 1. 2.9)

Assim, o operador densidade, como um operador no espago de Hilbert, pode ser escrito na forma

p =" (Wilplty) i) (], (2.10)

1,J
nos quais P; ; = (¢;|p|1;) sao os denominados elementos da matriz densidade. Esta notagao pode
ser usada para se expressar o valor esperado de um operador O,
(0) = (Wil pliys)(w;|01¢s) = Tr(pO) . (2.11)
1,

Em particular, para o préprio operador densidade temos as relagdes
Tr(p) =1 e Tr(p®) <1. (2.12)

Ainda, mais duas propriedades de p sdo pertinentes: é positivo-definido, isto é, dado qualquer ket
|1), temos

(¢lply) =0, (2.13)

e é Hermitiano, ou seja

p=ph. (2.14)
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O sentido fisico deste operador é, entdo, dado de maneira precisa pela definigdo de valor espe-
rado (2.11).

E facil perceber que este formalismo inclui como caso particular a situagdo na qual o estado do
sistema é bem determinado. Vemos que neste caso a expansdo em (2.7) se reduz a um tnico termo

e p é dado simplesmente pelo operador projegao

p =)l (2.15)

equivalente ao ket |1)), ou seja, o estado puro. O estado oposto ao puro é denominado estado misto,

de mistura, ou ainda estado de mistura estatistica.

2.2 Campo Eletromagnético

A teoria classica do eletromagnetismo é notével pela sua capacidade de se preservar diante dos
mais diversos problemas, cada um com suas dimensdes e peculiaridades. Contudo, na transigao
desta teoria para o formalismo quantico, denominada eletrodindmica quantica (QED), devemos
ser cautelosos pois as varidveis dindmicas (observéveis) de um dado sistema fisico, na mecanica
qudntica, sdo representadas por operadores e a teoria do eletromagnetismo de Maxwell é funda-
mentada nos ja citados c-numbers. Apresentamos agora a denominada quantiza¢do canonica, que
consiste em escrever as grandezas cldssicas numa forma conveniente para, entdo, usar o principio

da correspondéncia, escrevendo o andlogo quantico das grandezas consideradas.

2.2.1 Eletrodinamica Classica

Considerando inicialmente a teoria cldssica do campo eletromagnético numa cavidade sem
perdas e com possiveis interagdes do campo com fontes (por exemplo, distribui¢des de cargas e de

correntes), as equagdes de Maxwell sdo dadas por [22,23]:

0
E(r,t) = ——B
VAE(r,?) 5 (r,t),
10 1,
VAB(r,t) = C*QEE(TJ) + GO?J(I‘J),

1
V-E(r,t) = —p(r,t),
€0
V- -B(r,t) =0,
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nos quais E(r,t) e B(r,t) sdo, respectivamente, os vetores campo elétrico e magnético usuais
no ponto (r,t). Aqui, p(r,?) e j(r,t) sdo, respectivamente, as densidades de corrente e de carga
também definidas no mesmo ponto.

E conveniente representar o campo eletromagnético, na auséncia de fontes, pelo potencial

transverso A(r,t), que satisfaz a relagdo de divergéncia
V-A(r,t)=0, (2.16)

conhecida como a condicdo de transversalidade. Os campos elétricos e magnéticos derivaveis
dos potenciais vetores que satisfazem (2.16) sio denominados campos transversos ou campos de
radiacdo [24].

Como o divergente de B(r, t) é nulo, podemos expressar o campo magnético através da relacao

com o potencial vetor A(r,t) dada por:
B(r,t) =V AA(r,t). (2.17)

Observamos também que o rotacional do gradiente de um potencial escalar é nulo

VAVo(r,t) =0, (2.18)
entdo podemos escrever
E(r,t) = gtA(r,t) — Vo(r,t). (2.19)

Substituindo as equagdes para os campos elétrico (2.19) e magnético (2.17) nas equacdes de

Maxwell e, usando a identidade
V-VA(r,t) — V?A(r,t) = VAV A A(r, 1),

obtemos as seguintes equagdes

10 1 9? .
VV - A(r,t) — VA(r,t) + Cﬁavﬁb(ra t) + g@A(r,t) = poj(r, ),
i 1 (2.20)
VQQZS(I', t) +V- 7A(r7 t) = _7p(rv t) :

ot €0
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Por questdo de simplicidade, sem perda de generalidade, serdo impostas as seguintes condi¢oes

sobre os potenciais A(r,t) e ¢(r,t), denominadas transformagdes de calibre (ou gauge) de Lorentz:

10

V- A(I‘,t) + Cﬁad)(rvt) = Oa
2 19 .
V*A(r,t) — g—atQA(r,t) = —poj(r,t),
1 02 1
2 9 _ =
V0(r.0) 5 p0(rt) = —ple.0).

Segundo o teorema de Helmholtz, qualquer campo vetorial C pode ser escrito como

C= CT + CL )
em que Crp(r) é a componente transversal (longitudinal) do campo vetorial tal que

V-Cr=0,
VACL=0.

Assim, podemos escrever a densidade de corrente como
j(r7t) = jT(rat) +jL(I',t) ) (221)

e, usando a relacao de continuidade, temos

(r,t) =V -jp(r,t) = —gp(r,t) . (2.22)

~ 5"

Uma vez que V A j(r, t) = 0, podemos escrever Vo(r,t) = j(r,t). Da equagdo de Poisson, temos

s 10 . _ 0
5 VRO 0) = - Zple,t) — J(r.8) = 0V g 0(r. ).
10 . ~
e, sabendo que ?&V(ﬁ(r’ t) = pojr(r,t), temos as solugdes
2 19 :
\Y A(I‘,t) - C?@A(nt) = _,UO.](rat)a
) (2.23)

V2(x, 1) = ——p(r, 1) .
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Quando consideramos o campo eletromagnético no espago vazio sem fontes, ou seja, j(r,t) = 0

e p(r,t) =0, temos

vAr ) - -2 A =0
Cocor ’ (2.24)
V2p(r,t) =0,

onde, por praticidade, escolhemos as condi¢des de contorno tal que ¢(r,t) = 0. Usando o método

de separacdo de varidveis
A(r,t) = a(t)Ao(r) + o (t) Ag(r), (2.25)
temos a equacdo de Helmholtz

V2Ao(r) + k*Ag(r) = 0, (2.26)

comk = “ e

a(t) + wia(t) = 0 = a(t) = a(0)e ™“x (2.27)

A fim de obter as equagdes de movimento, é conveniente fazer uma decomposicdo de Ay(r)
com relacdo a varidvel espacial r. Tal procedimento pode ser feito tanto na forma de integral
de Fourier como na forma de série de Fourier. Inicialmente, trataremos o problema em termos
da decomposicdo discreta de Ay(r). Considerando o campo eletromagnético contido numa cavi-
dade cubica de largura L e volume V = L3, as solugdes fisicamente vélidas sdo decorrentes das

condig¢des de contorno peridédicas impostas ao problema do campo de radiagdo na cavidade
Ay (I‘ + L) =A (I‘) . (228)

De fato, a solugdo da equagdo de onda (2.26) tem um conjunto discreto e infinito de solugdes
ortogonais que descrevem os modos de amplitude e vibragdo na cavidade. Com isso, as amplitudes
de cada modo podem ser utilizadas para descrever o campo eletromagnético no lugar do potencial
vetor A(r,t). Estas condigdes de contorno periddicas asseguram que as paredes da cavidade sao
perfeitamente refletoras, ou seja, as componentes normais do vetor de Pointing S(r,t) = E(r,t) A

B(r, t) sdo nulas nas paredes da cavidade e, portanto, ndo ocorre emissao de radiagao [25].
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Escrevendo a expansado de Fourier tridimensional de A (r) como sendo os modos de uma onda

plana onde para cada modo temos
AO(I‘) _ ekei(k~r+<p) 7

uma possivel funcdo normalizada é dada por

A(r,t) = <€Ov> ZakAg (2.29)

em que o vetor k tem componentes k; = 27an1 n; =0,+1,£2,..., i = z,y, 2, formando um conjunto

discreto, e a soma ) , implica

e} o0 o

2= 2 2. 2

k  ke=—00ky=—00kz=—00
englobando todos os valores possiveis de k.
Da condigédo de transversalidade (2.16) ey - k = 0, nos quais ey e k = % sdo, respectivamente,
o vetor unitdrio de polarizagdo e dire¢do de propagacdo da onda plana. Ainda, a natureza real de
A(r,t) leva a condigdo oy (t) = i (t).

Uma vez que A(r,t) satisfaz a equacdo de onda (2.23), imediatamente temos que

1
1 \2 10 )
- Kk 2 - v i(kr+p) _
<60V> §k (‘ | + 2 8t2) ]k(t)eke Oa

Oé]k(t) — akefiwkt + o elwkt

para todo r (solugdo geral).

E vantajoso escrever oy em termos de duas componentes ortogonais escolhidas de maneira
que a condigdo de transversalidade (2.16) seja valida automaticamente. Podemos fazer isso mais
facilmente, selecionando um par de vetores ortonormais de base real ey, e ex, que satisfazem as

condicoes

ﬂ&.ek)\zo (A:1,2),
exx-ery =0y (AN =1,2), (2.30)

ey, Neg, = — =Kk,
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as quais representam, respectivamente, transversalidade, ortonormalidade e destricidade. Assim
2
Qi = E Qg A€k N - (231)
A=1
E, as vezes, til identificar um conjunto de vetores de base associados a um vetor de onda
particular k cujos angulos polar e azimutal sdo § e ¢, ou seja,

e, = cosfcos ¢pxy + cosfsin gy, — sin bz,
€k, = sin¢xy + cos Py1,

os quais satisfazem as condi¢des (2.30) e, portanto, representam duas polarizacdes lineares ortogo-

nais associadas ao vetor de onda k. Por outro lado, os vetores de base complexos

ey, = [(cos 0 cos ¢ — isin ¢)x1 + (cos @ sin @ + i cos p)y1 — sin 021] ,

— S‘»—A
[}

€k, = —= [(2 cos 6 cos ¢ — sin @)Xy + (i cos O sin ¢ + cos ¢)y1 — isin 921] ,

S

representam, respectivamente, uma polarizagdo circular a direita e a esquerda associados com o
vetor de onda k, e também satisfazem (2.30).

Estes vetores unitarios (ey, , ey,, k) formam uma base cartesiana ortonormal e destra. As com-
ponentes (e, )i, (ex,)i € k; sdo os trés cossenos diretores do eixo x nesta base. Usando as propri-
edades dos cossenos diretores, podemos escrever as relacdes para o cosseno do angulo entre os
eixos r e y:

> (ern)i(exn); = 0y — kik; .
A

Assim, obtemos o potencial vetor A(r,t) em termos dos modos do campo de radiagdo

1
1 \2 )
A(r,t) = [ — erte) el .
(I‘, t) <€0V> % [ak)\(t)ek,)\e 4+ c.c } (2 32)
Logo, podemos escrever as expansoes dos modos para os campos E(r, t) e B(r,¢) como segue:
1
0 i 2 i(k-r+
E(r,t) = —— A1) = <€OV> kz;wk [ x (t)ex ne™E ) — e, (2.33)
B(r,t) = VAA(r,t) = <Z> S [ana(t) (kA e )T —ce] | (2.34)
V) i3
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Energia do Campo Cléssico

A energia associada ao campo eletromagnético é dada por

H=1 / dv [GOEQ(r,t) -+ iBQ(r,t) . (2.35)
\% Ko

Usando as relagdes

/Vdv R

(knepy) (kAexy) = [klPef , - exn = [kI*d v,

(2.36)

obtemos uma forma compacta de H
H =2 wilaga(t)?, (2.37)
k,\

que relaciona a energia como sendo uma soma sobre todos os modos do campo eletromagnético.
Para o propésito da quantizagdo do campo eletromagnético, é conveniente escrever H em sua
forma Hamiltoniana introduzindo um par de varidveis candnicas reais g (t) e px \(t), definidas

como

@A (t) = [axa(t) + af \(B)]

(2.38)
PeA(t) = —iwg [ A(t) — af 5 (1)] -

Tanto g »(t) como py x(t) oscilam senoidalmente no tempo com freqiiéncia wy. Temos entdo as

equagdes de movimento

qua(t) = pra(t),

) 9 (2.39)
Pea(t) = —wiqea(t) -
Reescrevendo (2.37) em termos de g \(t) e pk A(t), temos
H= %Z [puz,,\(t) + WnﬁQuz,,\(t)] ; (2.40)
k,\

conhecida como a energia de um sistema de osciladores harmonicos independentes, para cada

modo (k, \).
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Momento do Campo Classico

O momento linear total P(r,¢) do campo eletromagnético é proporcional a integral de volume

do vetor de Pointing,
P(r,t) = eo/VdV E(r,t) AB(r,1). (2.41)
Usando as rela¢des em (2.36), obtemos uma forma compacta de P(r, ), isto é,
t) = 2Zwk|ak,x<t)\2k. (2.42)
Reescrevendo em termos de gy x(t) e p (%), temos

22 pﬂu +kak NGILS (2.43)
kA

=

E interessante notar que P(r, ) é uma constante de movimento
P(r,t) = P(r,t) + {P(r,t),H} = {P(r,t),H} =0,
o que implica que as varidveis g \(t) e px x(t) sdo c-numbers, obedecendo a relagao

{au (), o (t)} =65 ban - (2.44)

2.2.2 Eletrodinidmica Quéntica

Para descrever o campo eletromagnético no formalismo da mecanica quéntica, temos que asso-

ciar operadores do espago de Hilbert com as varidveis dindmicas, os quais, em geral, ndo comutam.

Quantiza¢ao Candnica

De acordo com os postulados da mecénica quantica, cada par de operadores canonicamente
conjugados tem o comutador igual a ih. Podemos, portanto, escrever o seguinte conjunto de

relagdes de comutagao*:
(@i (8), Py (1)] = ihéﬂi,k’csx\,k’v
(@ (t), @\ (E)] =0, (2.45)

[P (), P ()] =0,

*Adotamos o procedimento primeiramente descrito por Dirac [19].
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em que o estado do campo eletromagnético é agora descrito pelo vetor de estado (ket) |1/) no espago
de Hilbert.

Como observéveis fisicos estdo sempre associados a operadores Hermitianos, os autovalores
correspondentes sdo todos reais!. Assim, o Hamiltoniano do campo de radiagdo quantizado é

dado por:

H:

N[ —

D [pEA) + wigr (1)) - (2.46)
k,A

Para muitos propdsitos é conveniente trabalhar com um conjunto de operadores ndo Hermiti-

anos definido por

(Wi \(t) +ip ()]

Q
?T—’
>
—~
~
S—
I
N
[\
e
N—
N

g (2.47)
anL,A(t) = (M) [wiqy ) (1) — iP5 (1)]

sendo o segundo o conjugado Hermitiano do primeiro. Essas equagdes podem ser invertidas ime-

diatamente. Assim:

Qi \(t) = (ﬁ) ’ lag () + ant,,\@ﬂ )

2wy

heow

1 (2.48)
per(® =1 ("5) faea(®) - al, (0]

e, de (2.45), obtemos as relagdes de comutacao para ay »(t) e auz NOGE

lax(t), al, (1)) = 00 oan
[aa(t), aw x(t)] =0, (2.49)

[a’ﬂz,/\(t% a’]]t/)\/ (tﬂ =0.

A menos do fator ﬁ, os operadores ay x(t) e aJL ,(t), evidentemente, correspondem as ampli-

tudes complexas ax \(t) e o 5 ().

TA associagdo de operadores do espago de Hilbert com varidveis dindmicas cldssicas pode ser ambigua quando os
~ : ~ z : 14 £ b “ 7’ 3 ‘" 7
operadores ndo comutam. Assim, pode ndo ser 6bvio que a varidvel cldssica “gp” possa ser associada com “gp”, ou

“pq”,ou “(gp + pq)/2”, ou alguma outra forma. Contudo, tais ambigiiidades ndo ocorrem aqui.
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Podemos entao escrever as expansdes dos modos do campo quantizado como segue:

1
[ 2 (or
Ar,t) =) <2€0ka> [as ) (t)ex ne' ™) £ he], (2.50)
k,\
1
E(r,t) =Y < 260“;) [iam\(t)ex ne' ™)+ hiel], (2.51)
k,A
1
h 2 i(kr
B(rat) = Z <26()ka> [zak,\(t)(k VAN ek7,\)e (krte) + h.C.} . (2.52)
k,\

Energia do Campo Quantizado

Substituindo as equagdes (2.48) em (2.46), obtém-se

H=1> hwg [ak)\(t)aﬂz ROE: aﬂg ROINGIE (2.53)
k,A

Das relagdes de comutacédo (2.49) podemos expressar H como

H = hwlal \(t)ara(t) + 3], (2.54)
k,\

no qual a contribuicdo de energia 3 /iwy de cada modo (k, ) do oscilador é a denominada contribui-
cdo de energia de ponto zero (tal energia reflete o fato de que um oscilador harmonico no forma-
lismo da mecénica quantica nunca se encontra em repouso, mesmo estando em seu estado funda-
mental). Embora tenha sido prevista, a energia de ponto zero é uma conseqiiéncia desafortunada
para um ilimitado ntiimero de modos (k, A), fornecendo uma contribuicdo infinita para a energia.
Esta é uma dificuldade da QED que nunca foi resolvida satisfatoriamente [26].

Contudo, para o estudo proposto neste trabalho, consideramos o campo com um tnico modo
encerrado numa cavidade 6ptica (ou de microondas). Assim, a energia de ponto zero, outrora
infinita (para infinitos modos do campo), possui agora um valor finito e constante podendo ser
subtraido sem perda de generalidade da equacgdo acima. Desta maneira, podemos escrever o Ha-

miltoniano (2.54) como
H =) hweal(t)ax(t). (2.55)
k

De agora em diante usaremos essa expressdo mais simples, livre dos problemas citados.
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Momento do Campo Quantizado

Seguindo o mesmo procedimento usado para a obten¢do do Hamiltoniano do campo quan-
tizado e devido ao fato dos operadores E(r,t) e B(r,t) ndo serem Hermitianos, consideramos a

seguinte expressdo para o operador momento:
P(r,t) = ;eo/vdv [E(r,t) A B(r,t) — B(r,t) A E(r,t)] . (2.56)
Substituindo as expansdes (2.51) e (2.52), temos
P(r,t) = 1> hk[a] \ (a(t) + axa(t)al ,(1)] . (2.57)
kA

Usando a relacdo de comutagdo (2.49), obtemos a forma normalmente ordenada (operador criagdo
sempre a esquerda do operador aniquilagdo, conforme abordamos na préxima subsecdo) para o

operador momento
P(r,t) =Y hk[al,(t)axa(t) + 3] (2.58)
k,A

Vemos que a contribuigdo da energia de ponto zero para o momento se anula, pois existe um

termo — 17k para cada 37k quando somamos sobre todos os modos tal que
P(r,t) =) hkny(t). (2.59)
kA

Assim, tanto P(r,t) como H podem ser escritos como fungdo de ny »(t). Logo, P(r,t) e H comu-
tam. Ainda, os auto-estados de H, |ny ), sdo também auto-estados do operador P(r,t) tal que os
autovalores de H sdo degenerados. A relagdo [P(r,t), H] = 0 implica que o momento do campo
eletromagnético é uma constante do movimento.

A menos que nosso estudo concernisse a dependéncia temporal de aﬂ((T)A(t) (resolvidos aqui para

um mesmo tempo), iremos suprimir esta dependéncia daqui em diante.

Fotons

Considere o operador Hermitiano definido como

N\ = aﬂ];)\ak)\ , (2.60)
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com as seguintes relagdes de comutagéo:

[ag \, e ]| = au(,,\5u§,k/5,\,x,
[al .m0 x] = —al 08 o (2.61)

(M x, e ] = 0.

Juntos, todos os operadores ny ) formam um C.C.O0.C*. Uma vez que os operadores correspon-
dentes a diferentes modos (k, \) operam sobre diferentes espagos de Hilbert, podemos construir
um estado produto caracterizando totalmente o campo de radiagdo,

[e.e]

{n}) = ) Inxa) (2.62)

kA
conhecido como o estado de Fock (ntimero) do campo de radiacdo e caracterizado pelo conjunto
(infinito) de ntiimeros de ocupacao.
A Hermiticidade de ny ) permite considerar um vetor de estado normalizado denotado por

|nk ) tal que
Tk ATk \) = Tk AT A ) S (2.63)

no qual ny ) é o autovalor de ny ). A atuacdo de aﬂt’)\ e ay ) em |ny ) produz

GL,A\nk,A> = 1+ 1ngy + 1) (2.64)
e
ag e ) = x| — 1) (2.65)
Portanto
N = (MM nE) = <nk,>\‘aﬂi7,\ak,>\‘nk,)\> >0, (2.66)

uma vez que a norma ay ) deve ser positiva e ny ) deve ser inteiro. Este requerimento ¢ satisfeito

quando

ag x|nk ) =0, (2.67)

*Conjunto Completo de Observaveis Compativeis.
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sendo o espectro de ny , um conjunto de nlimeros inteiros positivos.
Representagdes matriciais de ay », aﬂz ) € T ) consistentes com as relagdes de comutagao (2.49)

e (2.61), podem ser escritas como

01 0 O

00 \/§ 0o ... ;
g ay \ =
00 0 \/§

0
0
V2

, (2.68)

0
1
ag \ =
0

o O O
o O O

000O0

0100 --
nk)\: N (269)
0020

que atuam no vetor coluna

\nlk,,\> =10

Todos esses operadores estabelecem uma completa analogia com o formalismo para o oscilador

harmonico.

2.2.3 Algebra dos Operadores Bosdnicos

Como vimos, a quantizagdo do campo de radiagdo pode ser realizada substituindo os coe-
ticientes (complexos) da expansdo dos modos pelos operadores criacdo e aniquilacdo de fétons
bosoénicos. Antes de considerar expressdes matematicas envolvendo esses operadores, revisamos

algumas regras bésicas da dlgebra de operadores bosonicos [27].
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Das relagdes de comutagdo (2.49), vemos que operadores pertencentes a modos diferentes (\ #
') comutam. Podemos, portanto, restringir nossa aten¢do a fun¢des de operadores mono-modos

F(a,a') onde, por simplicidade, omitiremos o indice do modo (k, \).

Relag¢des de Comutagdo

Apresentamos as relagdes de comutacdo entre os operadores a e a' com uma fungio desses

operadores dada por F(a,a'):

[a,F(a,aT)] = %F(a,aﬁ),
(2.70)
[F(a,a’),al] = 8—F(a,aT).

Operador Ordenamento Normal e Anti-normal

O ordenamento de operadores representa um importante papel em 6ptica quantica. Neste con-
texto é atil, em certos casos, construir fun¢des de operadores com um ordenamento pré-determina-
do. Denotamos o operador ordenamento normal pelo simbolo N ou pela notagdo : : que indica,

por exemplo, que o ordenamento dos operadores a e a' deve ser tal que a esteja a esquerda de a,
NF(a,a’) = F™(a,a") =: F(a,a’) :, (2.71)

ou seja, o operador N é ciclico.

Fungdes de operadores ordenados normalmente satisfazem as seguintes relagdes:

: [F(a,aT) + G(a,a*)] . =:F(a,a"): +:G(a,a’) :,
:cF(a,a'): = c: F(a,a') :, (2.72)
: F(a,a")G(a,a’) : = : G(a,a")F(a,a) :,

“

no qual “c”, como ja dissemos, é um c-number. Podemos escrever uma relagdo entre F® (a, aT) e

F(a,a') dada por
0
(n) H —. Y af) .
F (a,a)—.F(a—&—aaT,a).. (2.73)

Note que para o caso de operadores de ordenamento anti-normal, as relagdes sdo bastante

semelhantes. Indicamos este tipo de ordenamento pelo simbolo A ou pela notagdo Ii que indica,
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por exemplo, que o ordenamento dos operadores a e a' deve ser tal que a' esteja a direita de a,
AF(a,a’) = F9(a,a") = 1 F(a,a") 1. (2.74)

Assim como N, o operador A também é ciclico e satisfaz propriedades semelhantes a (2.72). Ana-

logamente a (2.73), também teremos a relagdo
(a) Ty — i_ 0
F'“a,a'")=1F (a,a" — " I. (2.75)

Relacao de Baker-Campbell-Hausdorff

Apresentamos agora uma relacdo bastante til na dlgebra de operadores bosonicos. Conside-

rando dois operadores A e B tal que
[A.[A,B]] = [B.[A,B]] =0, (2.76)
obtemos as expressdes

e“ABe A = B + (A, B],

oc(A+B) _ (cAqcBy~%SAB| _ cBycAy%AB] 2.77)
No caso geral quando
[A,B] #£0,
[A,[A,B]] = [B,[A,B]| #£0, (2.78)
[4.[4,[A.B]]] = [B,[B, [A, B]]] #0,

e assim por diante, podemos escrever a relagdo de Baker-Campbell-Hausdorff generalizada

c —c 1 n cA,
e“4Be A:ZOM[CA, 1"B =el41B, (2.79)

em que usamos a notagdo de super-operadores
[4,]B = (4, B],
[4.]'B=[4.]([A.]B) = [A.][A.B] = [4.[A.B]]. (2.:80)
[A4,]°B=B.
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2.24 Propriedades do Campo Quantizado

Apresentamos algumas das intimeras propriedades do campo de radiagdo que serdo impor-
tantes para o desenvolvimento deste trabalho. Comegamos com uma defini¢do da distribuigao de
namero de fétons, a qual pode ser usada para definir quaisquer estados do campo quantizado,
assim como o numero médio de fétons e respectiva varidncia. Em seguida fazemos uma breve
discussdo sobre correlacdo quéntica, com o intuito de melhor caracterizar os estados do campo a
serem apresentados em seguida. Selecionamos aqueles estados que representam um papel espe-
cial em 6ptica quantica: estado de Fock (ntimero), estado coerente, estado coerente comprimido,
estado de nimero deslocado, estado binomial, estado térmico, mistura estatistica de dois estados

coerentes e estado “gato” de Schrédinger.

Distribui¢iao de Ntumero de Fotons

Uma maneira de caracterizar um estado arbitrario do campo eletromagnético (a partir de seu
operador densidade p;), é obtida através da projecdo do estado do campo na base de estado de

numero (Fock), ja definida anteriormente:
Po = {nlpyIn). 281)

Observamos que esta equacdo denota a probabilidade de se encontrar n fétons no campo (des-
crito por py), e € denominada de distribuicdo de nimero de fétons. Esta claro, de (2.81), que P,
retém apenas certas informagdes a respeito do operador densidade do campo, visto que possui
apenas elementos diagonais na base de estado de niimero. Contudo, é uma relagdo bastante usada

para a representagdo do estado do campo de radiagdo.

Parametro () de Mandel

A teoria quantica da coeréncia 6ptica, basicamente introduzida por Glauber [28], foi construida
de modo a manter a semelhanga ao seu analogo classico. Uma maneira conveniente de descrever

a coeréncia quantica (de segunda ordem) é dada pelo parametro () de Mandel

(An?) — (n)

0=

(2.82)
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Vemos que, para Q = 0, (An?) = (n), caracteristico de uma distribuicio Poissoniana. Para
um estado cujo pardmetro de Mandel é maior que 0,} sua distribuicio é denominada super-
Poissoniana. Se —1 < @ < 0, a estatistica de fétons do estado do campo é denominada sub-
Poissoniana. O dominio no qual o estado do campo é sub-Poissoniano, é um dominio exclusivo
de estados quanticos. Assim, um paradmetro () negativo é um forte indicativo acerca da natureza

quantica do estado do campo.

Estado de Numero |n)

Como ja definido, o estado de ntimero, denotado por |n), é um auto-estado do Hamiltoniano

do campo de radiagdo obtido do estado de vacuo |0),

= o 2.83)
n) — — . .
V!
L2¢ ‘ ‘ ‘ ‘ fi Os estados de numero constituem uma
1.0+ 1 base ortonormal no espaco de Hilbert, obe-
0.8} ] decendo as relagdes de ortogonalidade e com-
Zﬁf 0.6 ] pleteza:
04
| S n)(nl = 1. |
0.0 & n

0 10 20 30 40 50
n O operador densidade para este estado é

Figura 2.1: Distribui¢cdo de ndmero de f6tons para o )
escrito como
estado de nimero com n = 25.

pn = |m)(m|. (2.85)

Usando a relagdo (2.81), o estado de nimero pode ser também representado pela distribuicao de

namero de fétons

PY = |(n|m)> = 6nm , (2.86)

n

$Variancia no nimero de f6tons maior que o nimero médio de fétons.
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isto é, a distribuicdo é uma delta de Kronecker centrada em n. Portanto, o nimero médio de f6tons
nio se altera e a varidncia é nula:

(n)n =n,

(An?)y = (n*)y — ()}, =0,

Apesar do estado de nimero ser obtido naturalmente do formalismo quéantico, ndo se pode

(2.87)

relaciond-lo diretamente com a “luz cldssica”. Isto faz com que o estado de ntimero seja tnico,
sendo fundamental na teoria quantica e, talvez, sem um andlogo classico (estado altamente nao-
classico). O parametro () de Mandel para o estado de ntiimero é () = —1, ou seja, este é o estado

mais sub-Poissoniano que se pode construir.

Estado Coerente |)

Estados quénticos cujos valores esperados sdo quase idénticos aos obtidos no eletromagne-
tismo cléssico existem. Tais estados sdo superposi¢des lineares coerentes dos estados |n), deno-
minados estados quasi-classicos, primeiramente introduzidos por Schrédinger [29] no caso do os-
cilador harmonico. Apo6s o trabalho de Glauber [28], o denominado estado coerente do campo
eletromagnético passou a ser extensivamente utilizado em 6ptica quantica.

Os estados coerentes (com amplitude complexa) |a) = ||a|e’?), sdo auto-estados do operador
aniquilacdo de fétons a com autovalor ¢, isto é,

ala) = ala). (2.88)

Esta defini¢do permite expandir o estado coerente na base de estado de ntimero [20]:

IR TACE o A '
o) = e gm”' (2.89)

Desta relagdo e de (2.83), podemos gerar o estado coerente através da aplicagdo do operador

deslocamento de Glauber [28],
@) = D(@)[0), (2.90)
D(a) = elea'—a"a) (2.91)
Usando a expressao acima, podemos obter, por exemplo

(a)8) = o z(alP+B)+ar s _ —5la—p*~ap* , (2.92)
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0.10f s ~
que significa que os estados coerentes sdo nor-
0.08; malizados, (a|a) = 1, mas ndo ortogonais.
0.06 Contudo, se os valores de a e [ sdo
Q e
R 0.04 tais que | — | > 1, podemos considera-
' los como sendo aproximadamente ortogo-
0.02¢ nais. Portanto, o operador identidade pode
0.00 ‘ ‘ ‘ ‘ : ser expresso em termos dos estados coerentes
0 10 20 30 40 50 ) N
n através da relagdo de completeza
Figura 2.2: Distribui¢cdo de ndmero de f6tons para o 1
8 ¢ P - / dala)lal = I, (2.93)
estado coerente com |a|? = 25.

onde d%a = dR(a)dS(a).

O operador densidade para o estado coerente é escrito como
pc = ladal. (2.94)

Da relagdo (2.81), obtém-se a distribui¢do de ntiimero de fétons para o estado coerente

2n
P = [(nla)? = e P 121

n

SR (2.95)

que é exatamente uma distribuigdo de Poisson. Para o estado coerente, tanto o niimero médio de
fétons como a sua varidncia sdo iguais a |«|?, ou seja,
2
{njc = laf®, (2.96)
(An®)c = (n*)c — (n)2 = |of?,
o que significa que o estado coerente é o estado quéantico com caracteristicas mais proximas das
encontradas para um estado cldssico, com pardmetro de Mandel nulo (Q = 0).
Este estado quantico do campo eletromagnético é muito importante em 6ptica quantica e, de

fato, um laser mono-modo operando acima do limiar, aproximadamente, produz um estado coe-

rente [18].

Estado de Numero Deslocado |a, m)

A idéia de estado de ntimero deslocado foi inicialmente lancada nos trabalhos de Cahill e
Glauber [30,31] em 1969. Contudo, ndo foi associado por eles a um estado de interesse intrinseco.

Somente em 1990, as propriedades desse estado foram analisadas fisicamente [32].
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O estado de ntimero deslocado é obtido aplicando-se o operador deslocamento de Glauber no

estado de ntiimero,
la, m) = D(a)|m) = el =a"a) ) (2.97)

que, para m = 0, se reduz ao estado coerente e para o = 0, se reduz ao estado de ntimero, como es-

perado. Desta defini¢do, podemos expandir o estado de nimero deslocado em termos dos estados

de ntimero,
L2 - m! n—m p(n—m
o, m) =290y T [ =L LR (o) ) (2.98)
n=0
0.06 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ' ] sendo L5 (Ja|?) os polindmios de Laguerre
0.05} associados de ordem m. Estes estados cons-
. 004 tituem uma base ortonormal no espago de
%f 0.03 Hilbert e obedecem as seguintes rela¢des de
002! ortogonalidade e completeza:
0.01¢ (a, nla,m) = 0,
(2.99)
0.00k ‘ ‘ ‘ ‘ . 2 a,n){a,n|=1.
0 10 20 30 40 50 60 70 ;‘ A
n
Figura 2.3: Distribui¢do de ndmero de f6étons para o O operador densidade para este estado ¢
estado de ntimero deslocado com |a|> = 25en = 5. dado por
PDN = |Ol, m> <aa m’ . (2100)

Usando a relagdo (2.81), temos a distribui¢do de namero de fétons do estado de nimero deslocado,

PPV = f{nja,m)? = e=1oF o= T £ (o)),
no qual utilizamos a relagdo [33]
(nID(a)|m) = e—%a'g\/fa"—mcﬁs—m(a\?) @.101)
para n > m. Ao considerarmos o caso n < m, temos que
(nID(@)m) = e~ Ha [ 22 (arrymn glm=n) (o 2 (2102)

m!:
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e a distribuicdo PPV adquire o seguinte aspecto:
a2 ! _ 2
PPN = e7lofg2m=m) [ pfmem) ja)2))?.

Para o estado de ntimero deslocado temos que o niimero médio de fétons e a respectiva varian-

cia sdo dados por

(n)pn =n+laf?,

(2.103)
(An®)py = (n®)pn — (n)hy = (2n+1)|af?,

sendo sempre maiores que os correspondentes para os estados de ntimero e coerente. Analisando
o parametro ) de Mandel, podemos observar que o estado de ntimero deslocado apresenta es-
tatistica de fétons sub-Poissoniana se |a|? < %, ou seja, se a contribui¢do do estado coerente adici-
ona mais que a metade de um féton ao nimero médio de fétons; o estado de ntimero deslocado é

super-Poissoniano () > 0), independente do ntimero inicial de fétons.

Estado Coerente Comprimido |, &)

Este estado foi introduzido primeiramente por Takahashi [34] e denominado de estado com-
primido no trabalho de Hollenhorst [35] sendo, desde entdo, de grande importancia em Optica
quantica.

O estado coerente comprimido é obtido através da aplicagdo do operador compressdo S(¢)

seguida da aplicagdo do operador deslocamento de Glauber [36] D(«) no estado de vécuo |0),
|, §) = D()5(£)[0) (2.104)
em que
S(£) = ea(al*~¢ra?) (2.105)

Uma definigdo equivalente a esta foi introduzida por Yuen [37] e denominado de estado co-

erente de dois fétons |3; p, V), o qual é auto-estado do operador b = pa + va' com auto-valor

G-

(na +val)|8; p,v) = BIB; p,v) (2.106)
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sendo |u|? — [v|? = 1.
O estado coerente de dois fétons difere do estado coerente comprimido na ordem de aplicagdo

de D(/3) (primeiro) e S(&) no estado de vacuo

|6; s v) = S(§)D(6)]0) - (2.107)
O ntimero complexo arbitrario ¢ = re? ¢ o denominado pardmetro de compressdo. Os pardmetros
nas duas notagdes acima estao relacionados por
B = potva®,
p = coshr, (2.108)
v = esinhr ,

e 0 uso de uma ou de outra defini¢do depende da conveniéncia para cada problema.

A expansdo do estado coerente comprimido em termos dos estados de ntimero é dada por

e 1 U\ 3 e ve? B
_ | v 55 (Hlal?+va?) 21
|, €) nz:;)(n.u) 2 <2M> e 2 Mo <W> In), (2.109)
0.12r ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ g sendo H,, (\/%) os polindmios de Hermite
0.10¢} de ordem n [38]. Estes estados constituem
0.08 uma base ortonormal no espago de Hilbert e
Udf 0.06" obedecem as seguintes relagdes de ortogona-
0.04 lidade e completeza:
0.02} (o, €|, &) =1,
(2.110)
0.00 & ' y Ahiliie . : ’a7§> <O[,§’ =1I.
0 25 50 75 100 125 150 ;
n

. o O operador densidade para este estado é
Figura 2.4: Distribui¢do de nimero de fétons para o

dado por:

estado coerente comprimido com |a|? = 25e £ = 2.
ps = |, &) (& (2111)

Usando a relagédo (2.81), a distribui¢do de ntimero de fétons do estado coerente comprimido pode

ser escrita como

Pﬁg = |(n|a, §)|* = (n!u)fl <|2V|> ool =g (rraP+var?) y
i

(2.112)

()
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Um estado particularmente interessante é o estado de vacuo comprimido |0, &), ou seja, um
estado comprimido com amplitude coerente nula. A distribui¢do de ntiimero de fé6tons em (2.112),

entao, torna-se

(2n)! (|”’>2n (n = 2m),

PV = { (n!)2p \ 2 (2.113)

[an)}

(n=2m+1).

Observamos entdo que o estado de vacuo comprimido apresenta apenas ntimero de fétons pares.
Usando algumas das propriedades dos operadores deslocamento e compressdo, podemos cal-

cular o nimero médio de f6tons e a varidncia no nimero médio de f6tons para este estado, obtendo

(n)s = lo|* + v[?,

(2.114)
(An?)s = (n?)s — (n)§ = B + 2vu®.

Pode se observar que mesmo para a am- 0.5¢
plitude coerente nula, tanto o niimero médio 041l
de fétons (|v|?) como a varidncia no nimero
médio de fétons (2|v|?u?) sdo diferentes de %f 03
Zero. 02}

O estado coerente comprimido apresenta 01!
complicadas correlagdes de segunda ordem, 0.0 | ‘ | ‘ | ]
sendo super-Poissoniano () > 0), Poissoni- 0 5 10 15 20 25 30

n
ano ( = 0) e sub-Poissoniano (1 < @ < . )
Figura 2.5: Distribui¢do de ndmero de fétons para o
0), dependendo dos valores de r e a. Além

estado de vacuo comprimido com £ = 1.5.
disso, possui ruido associado abaixo do li-
mite de vacuo, sendo este 0 motivo de ser um estado particularmente atraente a aplicacdes em

comunicagdes Opticas.

Estado Binomial |p, M)

O estado binomial (mono-modo) do campo eletromagnético consiste numa combinagéo linear

(finita) de estados de ntimero |n) ponderados por uma distribui¢do binomial [39]. Este estado pode
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ser expandido na base de Fock como segue [40,41]:

< M >
lp, M) = Z {M(M_nﬂp”(l —p)™"| n). (2.115)
n=0
O estado binomial do campo quantizado 0.107
é tal que existe um mdéximo de M fétons, 008!
sendo que cada um tem uma probabilidade
de ocorréncia caracteristica p. Variando conti- %f 0.06¢
nuamente p e também M, é possivel interpo- 0.04
lar entre o estado coerente |a) (« real), obtido 0.02!
no limite de p — 0 e M — oo (mantendo o 0,00 | | | | ]
produto pM = o? constante), e o estado de 0 10 20 30 40 50
ntmero | M), obtido quando p = 1. Figura 2.6: Distribui¢do de nl?fmero de fétons para o
Podemos construir as relagdes de ortogo- estado binomial com p = 0.25 e M = 100.

nalidade e completeza para este estado da seguinte forma [40]:

M

(p, Mg, M) ="

n=0

M(pqw[p(l—p)]wz") — {\/pqur\/p(l—_p)}M |

o (2.116)
> b M)(p, M| =1.
n=0

Se p = ¢, temos que (q, M|q, M) = 1, ou seja, os estados sdo normalizados. Para outros valores, p e
g nao serdo normalizados.

O operador densidade para este estado é dado por
Assim, podemos escrever a sua distribui¢do de nimero de fétons, usando (2.81), como

PP = |(nlp, M)|*> = mp"(l —p)M", (2.118)

que é a probabilidade de ocorréncia de n fétons, cada um com probabilidade p, havendo M ma-

neiras independentes de fazer isso. E interessante notar que existe um ntimero maximo permitido

para o nimero de fétons (M), ou seja, PZ = 0 paran > M. De (2.118), para um dado M (finito) e



2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS 31

p = 0, temos o estado de vacuo |0); por outro lado, se p = 1, recuperamos o estado de ntimero |M).

Ainda, no limite p — 0 e M — 0o, mas com pM = o?

constante (como ja mencionado), teremos o
estado coerente (real) |«) [40].
Podemos imediatamente observar que o nimero médio de fétons e a varidncia para o estado

binomial sdo dados por:

=M ,
<">B2 P (2.119)
(An®)p = (n*)p — (n); =pM(1—p).
Analisando o pardmetro (Q de Mandel para este estado, temos ) = —p. Assim, o estado binomial,

é intrinsecamente sub-Poissoniano para qualquer valor de p, exceto no limite do estado coerente
(inclusive o estado de vacuo, p = 0), sendo independente de M. O caso extremo de carédter sub-

Poissoniano deste estado é o estado de ntimero, para o qual p = 1 [40].

Estado Térmico p

Até agora, apresentamos estados quanticos puros do campo eletromagnético. Contudo temos
bastante familiaridade com uma classe de campo de radiagdo proveniente de fontes como o Sol,
lampadas, etc., denominado estado térmico ou caético.

De fato, a teoria quantica foi funda-

0.04 ¢

mentada em problemas concernentes a luz
térmica, sendo parcialmente resolvidos por 0.03}
Planck em 1900. A luz térmica foi o pri- e

- - R70.02¢
meiro estado do campo de radiagdo eletro-
magnético a ser quantizado, originando a teo- 0.011
ria quantica.

O estado térmico consiste de um estado de 0'006 20 40 60 80 100 120

mistura estatistica e, portanto, ndo pode ser n

descrito por um vetor de estado normalizado Figura 2.7: Distribui¢do de namero de fétons para o

. . . estado térmico com (n) = 25.
|1) requerindo, assim, o uso do formalismo
do operador densidade pr para sua representagdo. Para um campo mono-modo, o operador den-

sidade para um campo térmico de uma cavidade mantida a uma temperatura 7" pode ser expresso
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em termos dos estados de nimero como segue [42]:
pr =Y Pln)nl, (2.120)
n=0

sendo

r___ (mp
P = A g (2.121)

a distribuicdo de ntiimero de fétons para o estado térmico do campo, com

1
(mir = SR 2.122)
{An?)r = (n®)r — (n)7 = (n)7((n)r +1).
A distribuicdo de niimero de fétons acima tem a mesma forma (a menos dos zeros) da distribui-
¢do obtida para o estado de vacuo comprimido (Figura 2.5). O pardmetro () de Mandel para o
estado térmico é sempre maior que zero, ou seja, este estado tem uma estatistica de fétons super-

Poissoniana [42].

Estado “Gato” de Schridinger |o; V)

Do principio da superposicdo da mecdnica quantica [20], é de se esperar efeitos interessantes
devido a interferéncia caracteristica de superposi¢des de estados quanticos quando comparadas ao
correspondente classico.

Particularmente interessantes sdo as superposi¢des de estados coerentes [42], devido ao pro-
blema do “gato” de Schrédinger, isto é, a possibilidade de produzir superposi¢des quanticas ma-
croscopicamente distinguiveis, uma vez que tais estados sdo quasi-classicos.

Podemos descrever uma classe de estados do tipo “gato” de Schrddinger (superposicao de

apenas dois estados coerentes), usando a notagdo compacta abaixo:
;) = C2 () + ¢ |—a)) , (2.123)
no qual

C = %(1 + e 2lal? cog 19)_1 . (2.124)
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A expansdo deste estado na base de estado de ntimero é dada por
L 12 e 9

a;¥) = C2e 2l 1+ (-1)"e"] —=|n). 2.125

o 0) > [+ (yre) o= i) (2.125)

Se ¥ = 0, temos o denominado estado “gato” de Schrédinger “par”. Para 9 = m, temos o deno-

n=0

£z

minado estado “gato” de Schrédinger “impar”. Quando ¥ = 7, teremos o denominado estado
coerente de Yurke-Stoler [14].
Podemos notar que o estado na equagado (2.123) é um auto-estado do quadrado do operador

aniquilacado de fétons,
a’|a; ) = o?la; ). (2.126)

O estado |a; ¥) é uma superposicdo de dois estados coerentes com a mesma intensidade |«|?, mas
com uma diferenca de fase igual a 7 (a = |a|e’® e —a = |a|e!(9+m),

Em contraste com a superposicdo quantica de estados coerentes, é possivel obter misturas
estatisticas (classicas) de estados quanticos. Considerando que existe uma probabilidade p, de
numa medida encontrar o estado |«) e uma probabilidade p_ de encontrar o estado |—a), tal que

p+ + p— = 1, podemos descrever o estado do sistema pelo seguinte operador densidade [42]:

Pmiz = P+l)(a] +p-|—a)(=al, (2.127)

O formalismo do operador densidade permite uma representacdo unificada dos estados de
superposi¢gdo quantica e de mistura estatistica. O operador densidade para o estado “gato” de

Schrédinger em (2.123) é dado por
psc = las9){a; 9] = C(la)(al + |-a){~al + e"|-a){al + e|a){~al), (2.128)

no qual C é a constante de normaliza¢do na equagdo (2.123).
Analisando o operador densidade da mistura estatistica de estados coerentes (2.127), pode-

mos facilmente observar que a distribui¢do de ntimero de fétons é exatamente uma distribuicao de

2 2

a2’ conforme obtido para o estado coerente (Figura 2.2), mostrando a grande

Poisson PIM* = e~
similaridade entre esses dois estados. Para o estado de superposicdo, entretanto, a situagao é bas-
tante diferente. A distribui¢cdo de ntimero de f6tons é facilmente calculada do operador densidade
(2.128) e (2.81),

|a|2ne—|a\2

n!(1 + e2lo cos )’

PyC = |(nfe; 9)* = (2.129)



34 2.2. CAMPO ELETROMAGNETICO

com o respectivo nimero médio de fétons

2
2 1 —e 2ol cosv

(niso = la 14 e2laP costy (2.130)

Fazendo ¥ = 0, o estado “gato” de 0.20F
Schrédinger “par” apresenta uma probabili-
dade ndo nula de ter niimero par de fétons 0.15¢
e nula de ter nimero impar de fétons; o %

2010
contrério é observado quando ¢ = 7 (“gato”
de Schrodinger “impar”). No entanto, para o 0.05}
estado coerente de Yurke-Stoler, que é um es-
0.00 . ‘ ‘ ‘ ‘

tado coerente transformado unitariamente, a 0 10 20 30 40 50

distribui¢do de ntimero de fétons permanece n

Poissoniana, sem qualquer oscilacdo [42]. Figura 2.8: Distribuigdo de ntimero de fétons para o

estado de superposigdo coerente “par” com |a|? =

O parametro () de Mandel para a mistura o5

estatistica de estados coerentes é nulo, isto é,
este estado exibe estatistica Poissoniana. Para os estados “gato” de Schrédinger par e impar temos

4|a|2e—2|a\2

m>(<)0, (2131)

Qpar(impar) = (*)

ou seja, o estado de superposicdo par (impar) exibe estatistica de f6tons super(sub)-Poissoniana e
o estado de Yurke-Stoler, estatistica de f6tons Poissoniana ) = 0.

A descricao estatistica de um sistema microscopico é usualmente feita em termos do forma-
lismo de operador densidade p. Contudo, a dificuldade de se ter uma descri¢do tinica da mecanica
qudntica no espago de fase similar & mecdnica cldssica reside nas rela¢gdes de comutagao (2.45), ou
seja, devido a estas grandezas serem operadores que ndo comutam.

Para um sistema fisico, existe uma familia de fun¢des associadas aos c-numbers, devido a dife-
rentes possibilidades de ordenamento de operadores na teoria quantica. Além disso, a interpreta-
¢do de alguns estados quénticos através de uma distribuicdo de probabilidade positivo-definida
ndo é possivel, sendo necessario recorrer as denominadas fung¢des de quasi-probabilidades, que
sdo representagdes dos estados quanticos na base de estados coerentes |«), conforme abordado no

Apéndice A.



Operador Fase do Campo

A fase representa um importante papel em 6ptica classica sendo crucial na explicagdo de fend-
menos bdsicos, tais como interferéncia e difragdo. A fase é experimentalmente significante em
técnicas de formacdo de imagens, tais como ressondncia magnética, holografia 6ptica e combinagao
de fase, além de interferometria laser. Portanto, métodos de medida e reconstrucdo da fase sdo
dire¢des importantes na éptica classica. Os métodos mais eficientes de medida de fase sdo os de
deteccao homoédina e heterédina [43].

A representagdo classica da fase estd baseada na consideragdo de fortes campos 6pticos repro-
duzidos através de lasers, sendo drasticamente alterada quando se considera feixes 6pticos de baixa
intensidade. Neste caso, as propriedades estatisticas quanticas dos campos sdo essenciais para a
sua completa descrigdo. Tal descri¢do pode ser representada convenientemente no espago de fase.

A dificuldade com a defini¢do da fase quantica de campos Opticos extremamente fracos estd na
multiplicidade de conceitos de fase quéntica existentes. A fase quantica candnica consiste numa
definicdo de distribuicdo de fase, porém persiste a ndo existéncia de um operador fase Hermitiano.
Apenas o ordenamento anti-normal dos operadores do campo a e a' produz a distribuicio de fase
(conveniente) esperada.

Pode-se dizer que qualquer conceito de fase quantica estd associado a um operador fase Her-
mitiano. Pegg e Barnett [44] demonstraram que um pardmetro pode ser introduzido a fim de se

obter uma seqiiéncia de operadores fase Hermitianos, recuperando a distribuigdo de fase canonica

35
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ap0s tender o pardmetro ao infinito. Cada um dos conceitos de fase quantica surgiu de uma analise
de esquemas experimentais tteis para a medida da fase quantica.

Todos esses conceitos sdo tteis na interpretagdo de medidas dependentes da fase em mecanica
quantica. Em particular, sdo apropriados para interferometria quantica, proporcionando novas
informacgdes experimentais e tedricas sobre as trajetérias de fotons e visibilidade de franjas de in-
terferéncia, possibilidade de restauracdo (apagador 6ptico), fendmenos de interferéncia de dois
fétons, comportamento dual de um tinico f6ton, ndo-localidade de sistemas quanticos e correlagdes
Einstein-Podolsky-Rosen e suas aplicagdes em criptografia quantica, comunicagdes quanticas e
com-putacdo quantica.

Aplicacdes importantes sdo obtidas em medidas de ndo-demoligdo quantica (QND), uma vez
que o ruido quantico que surge na medida estéd relacionado a observavel conjugada. Assim, um
tipo de engenharia de ruido quantico pode ser capaz de manipulé-lo. Diferentes maneiras interes-
santes de se medir a fase quantica sdo obtidas usando processos 6pticos nao-lineares.

Mas a fase quantica é, de fato, uma quantidade observavel? Podemos medir a fase? Certa-
mente, todas as medidas de interferéncia e padrdes de interferéncia dependem da fase do sinal
(em relagdo a uma certa referéncia). Na 6ptica classica, a fase ¢ é apenas o argumento da ampli-
tude de onda complexa a, tal que a = |a|e’®. Contudo, na 6ptica quantica, tanto a fase “¢” como a
amplitude “||” flutuam, e, desafortunadamente, ndo podemos separar claramente a fase e o ruido
da intensidade. Apenas uma grande amplitude faz com que o ruido na intensidade torne-se des-
prezivel comparado com a prépria intensidade e, entdo, poderemos medir a fase precisamente. De
nossa intuicdo a respeito da natureza qudntica da fase, podemos esperar que seja complementar
ao numero de fétons. Conseqiientemente, medidas de fase ndo podem ser realizadas com perfeita
exatiddo.

Muitos desses resultados tém sido abordados em livros recentes [21,26,45,46,47] e em artigos
de revisio [43,44,48,49].

3.1 Fase Cléassica

Em suas engenhosas investiga¢des, Planck e Einstein consideraram a hipétese de niveis discre-

tos de energia de acordo com a condi¢do de quantiza¢do de Bohr-Sommerfeld. Como essa “antiga”
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teoria se apoiou no conceito cldssico do espago de fase, abordaremos os pontos que se relacionam
com o problema da fase na mecanica quantica.

Um sistema mecanico de um tnico grau de liberdade é completamente especificado em qual-
quer tempo t pelas coordenadas generalizadas ¢ e p. Assim, o estado do sistema é dado por um
ponto (g, p) no espago de fase. A mecanica cldssica responde como este ponto se move no espago
de fase. As equagdes de Hamilton candnicas descrevem este movimento e as duas varidveis g e p

sdo denominadas varidveis candnicas,

=
N _8]577% 3.1)
p - aq 9

em que H = H(q,p,t) é uma dada Hamiltoniana. Uma expressdo importante é o parénteses de
Poisson {A, B} das varidveis dindmicas A(q, p) e B(q, p) dado por

0A0B 0AOB

{A’B}:aiq(?ip_ﬁip@iq' (3.2)

De acordo com o principio da correspondéncia de Bohr podemos introduzir o comutador

classico
[A, B] = ih{A, B} (3.3)

no qual # ndo pertence propriamente a mecanica classica. Como um caso particular, mencionamos
o parénteses {¢,p} = 1. Nesta notagdo, as equagdes candnicas de Hamilton podem ser reescritas

como

q= {qu}
p= {va}

(3.4)

e de uma forma mais geral, V' = {V, H}, ou seja, a varidvel VV ndo tem dependéncia explicita de t.
Ilustraremos o conceito particularmente til das denominadas varidvel agdo e variavel angulo.

A variavel agdo J é definida sobre cada contorno de nivel de energia

J = %dqp, (3.5)

calculada sobre um ciclo completo de variacdo de ¢. Para facilitar o entendimento, definimos a

varidvel &ngulo como ¢ = 5-wt, em que w é a freqiiéncia do movimento sobre o contorno de nivel
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de energia no espaco de fase, tal que ¢ e J estdo relacionadas a ¢ e p pela transformagdo canodnica

{p,J} =1.
A Hamiltoniana de um oscilador harménico simples unidimensional de massa unitéria, pode

ser obtida da relacdo (2.40) para um tinico modo do campo,
H=130p*+uw?). (3.6)

Como a Hamiltoniana é uma constante do movimento, escolhemos seu valor de acordo com as

condigdes ¢(t)|,_, > 0 e a particula em repouso, ou seja,

Q(t)’t:() = @ € p(t)‘t:O =0. (3.7)

w

Da relacgéo (3.5) obtemos, entdo, a agdo do oscilador harmonico:

_V2H VoH
J = / ; dqp+/ ? dgp
q=@,p<0 q=—@,p>0
VoH
= 2/ dg v 2H — w?q? (3.8)
_V2H
= 27rﬂ .
w

O movimento, inicialmente obedecendo a (3.7), agora é descrito por
q = q(t) = V2H coswt. (3.9)

Usando a relagdo da varidvel 4ngulo ¢ = s-wt, podemos eliminar a dependéncia temporal

explicita, obtendo ¢ = V2H cos ¢ = 4/ % cos ¢. Reescrevendo a variavel acdo em termos de ¢ e p,

J = g (P? + %¢%) | (3.10)
e também a variavel angulo [50]
B p
(p = arctan — , (3.11)
wq

0 que permite obter a varidvel canonica p dada por:

p:—wﬂsingo. (3.12)
T
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Notamos que, para H = 0, é impossivel definir a varidvel &ngulo ¢.
Estas sdo transformagdes tteis que levam a uma expressdo bastante simples para as varidveis
agdo e angulo. Com o propésito de obter uma normalizagdo mais conveniente que a obtida em
(2.37), introduzimos a amplitude complexa
1 ,
Torg wat ),

no qual observamos, de (3.3), que [a, a*] = 1. Considerando a relagdo inversa para (3.13), obtemos

o=

(3.13)

a Hamiltoniana

H = hwl|af? (3.14)
e
J = 2rh|al?. (3.15)
Usando as relagdes (3.9) e (3.12), reescrevemos a amplitude complexa do oscilador
a= ﬁjﬁe_w = |ale®. (3.16)
sendo p = —¢.

Temos entdo que, classicamente, a decomposicdo polar é simples e ndo apresenta problemas.
Para descrever o comportamento de um ensemble de osciladores de diferentes fases usamos a
fungdo de probabilidade de fase P(y), onde P(y) dy é a probabilidade de encontrar a fase de um
oscilador particular no dominio de g até ¢ +dy. A distribui¢do é normalizada num determinado
intervalo 27 (arbitrario), isto €,

po+2m
/ deP(p)=1. (3.17)
%)

0

Casos Extremos

Consideramos os dois casos extremos de distribui¢do de probabilidade. Primeiramente, uma

distribuicdo de fase bem definida dada por P(¢) = d(¢ — ¢0), temos o valor médio da fase dado

por

po+2m
() = / dp 0P () = o0, (3.18)
®

0
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o que nos leva a obter uma varidncia igual a

(Ap?) = (¢%) — (p)* =0. (3.19)

O caso extremo a este possui uma distribui¢do de fase uniforme dada por P(y) = %, tal que

{¢) = o +27T : 5.20)
(A% = % |

3.2 Fase Quantica

No comego da “antiga” teoria quantica, cujos principios foram apresentados por Planck e
Einstein, a discretizagdo dos niveis de energia foi de fundamental importancia para a explicacdo
dos novos fendmenos (ndo-classicos) observados e que levaram Heisenberg e seus contemporaneos
as suas representacdes da mecanica cldssica e da “moderna” teoria quantica.

O principio, um tanto filoséfico, da complementaridade de Bohr [51] foi formalizado em ter-
mos das varidveis canonicamente conjugadas. Logo tornou-se evidente que algumas propriedades
fisicas existentes ndo podiam ser derivadas através da quantizacdo da mecdnica cléssica, por exem-
plo, o spin semi-inteiro. Contudo a quantiza¢do candnica tem sido o procedimento mais relevante,
embora existam procedimentos de quantizacdo alternativos disponiveis.

Considerando que os operadores posi¢cdo g e momento p sdo canonicamente conjugados e re-
sultam do procedimento de quantizacdo candnica, podemos esperar que o mesmo procedimento
produza os operadores acdo e angulo. Contudo, London [52,53] mostrou que isto ndo poderia ser
obtido completamente e providenciou uma solugdo condescendente. Com a dptica quantica em

mente, reescrevemos agora o parénteses de Poisson {¢, J} = 1 na forma do comutador classico
[|ef?, 0] =i (3.21)

Faremos agora uma prova indireta de que a validade de (3.21) esta relacionada a natureza
de “multiplo-valor” da fase. A varidvel fase dependente do tempo apresenta esta propriedade
quando fica tdo continua quanto possivel, ao contrdrio do tratamento estatistico e probabilistico,
que requer que a fase tenha um tnico valor. Considerando que ¢ ostenta um tnico valor e fazendo
f = arg o, (3.21) torna-se

09

[lal*, 6] =iy (3.22)
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Restringindo ¢ ao intervalo-2m 0y < ¢ < 6y + 27, integramos a equagao (3.21) encontrando
0 = £27i, o que representa uma contradicdo. De fato, os varios valores permitidos para a fase
aumentam ou diminuem de 27, dependendo do sentido horario ou anti-horario da integracao.

Uma escolha comum de 6y pode ser 0 ou —m, porém preservamos aqui o caso geral arbitrario
6p. Denotamos essa escolha de dominio adicionando o subscrito § a ¢. Assim ¢y assume apenas
um tnico valor desde 8+ 27 até 6y no sentido anti-horario e desde 6 até 6y + 27 no sentido horario.

Quando a fase é restringida desta maneira, passa a ter o seguinte comutador cldssico
[|af?, ¢g] = i[1 —2m6(¢ — 6p)] - (3.23)

A complexidade que o comutador apresenta indica que as propriedades dinamicas da fase
também serdo complicadas. A fase ¢y é uma fungdo “dente-de-serra” periddica e descreve o mo-
vimento do oscilador harmoénico. Considerando a Hamiltoniana da forma H = Fhe, temos as

equagdes de movimento dadas por
d, o
=F1l. 3.24
gl =7F (3.24)

Apesar da escolha do sinal “mais” em (3.24) ndo levar nenhuma dificuldade, a escolha do sinal
“ 77 N . ~ o~ 2 . ~ , A .

menos” leva a violagdo da condicdo |«|* > 0. Esta situagdo encontra um andlogo quantico, em
que usualmente estd relacionado ao limite inferior do espectro. A “dindmica” apropriada é discreta
no tempo e ndo-unitdria e, no &mbito cldssico, temos um exemplo de transformagdo ndo-candnica.
Usualmente, no ambito quantico, estd enfatizado que o comutador (3.23) pode ser evitado usando
fungdes de fase 2m-periddicas, especialmente sin ¢ e cos ¢, etc.

Podemos obter de (2.46) o Hamiltoniano do oscilador harménico quantizado
H = % (p2 + w2q2) , (3.25)
nos quais q e p sdo os operadores posi¢do e momento canonicamente conjugados, obedecendo
[q, p] = ih.
Considerando os auto-estados de q e p,
alg) = d4la) e plp)=plp), (3.26)

vemos que estes satisfazem as relacdes de ortogonalidade e produto escalar

(qld) = 55(1 —4q), (plp) =d(p -1,
27h

(3.27)

endp

(qlp) =
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O fato do oscilador harménico unidimensional exibir niveis de energia igualmente espagados,
motivou a definicdo dos operadores de aniquilagdo e criagdo no despertar da teoria quantica. Da

relacdo (2.47), temos o operador de aniquilagdo de fétons

a= (wqg +ip) , (3.28)

QH

o qual satisfaz a relagdo de comutagdo [a, aT] = 1. Podemos entdo reescrever o Hamiltoniano em

termos de a e a', o que resulta em
H =fw(ala+1), (3.29)

e considerar o operador ntimero de fétons para o oscilador n = a'a.

3.2.1 Formalismo de Dirac

O famoso problema da fase persiste desde Dirac [54], que definiu o operador fase implicita-

mente através da relagdo*

a = ePn3 (3.30)
Ao definir o operador fase explicitamente como

¢=—-ilnR, (3.31)

tal que

N

a=Rn2, (3.32)
teremos a decomposi¢do do operador a desejada. Porém, encontramos sérios problemas. Estes
problemas foram considerados nas primeiras criticas a esta defini¢do [52,27,55].

Fontes dos Problemas

Abordamos agora alguns dos principais problemas que aparecem nas tentativas de se obter um

operador fase Hermitiano. Primeiramente, o operador R = ¢'® nao é unitério visto que

RnR =n+1. (3.33)

*Em seu trabalho original, Dirac considera e 1P em (3.30). Contudo, devido a maioria dos trabalhos posteriores,

escolhemos ¢'®.
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Logo, ndo é definido unicamente por (3.32), pois ndo pode ser divido em ambos os lados por ns
em (3.32). Uma andlise mostra que esta ambigiiidade afeta apenas os elementos de matriz (n|R|n).

Usualmente considera-se que (n|R|n) = 0, para n inteiro positivo, entdo
R = i|n)<n+1|. (3.34)
n=0
Desprezando esta dificuldade, de fato, derivamos uma relagdo de comutagao correta [56]
[e'?,n] =¢'?, (3.35)

que pode ser obedecida por uma grande classe de operadores. Expandindo e?, usando (2.79) em
ambos os lados de (3.35) e igualando os termos de mesma ordem, deduzimos, particularmente

para os termos de ordens menores, que n e ¢ sdo varidveis canonicamente conjugadas [43]:

[n, @] =i. (3.36)

Esta equagdo, na melhor das hip6teses, imprecisa, leva a relacdo de incerteza

(An?) (A7) > | (3.37)

O operador fase teria, entdo, um dominio de —oo até oco. Concentrando nossa atengdo apenas
sobre a validade da equacgéo (3.36), consideramos os elementos de matriz de ambos os lados dessa

equacao na base de Fock |n) [27],
(n|[n, @]|n') = i(n|n)
(n—n')(n|@|n') =iy .
!/

Os elementos de matriz diagonais tém propriedades contraditérias, isto ¢, 0 = i para n = n’,

(3.38)

devido a |[(n|[n, ¢]|n)| ser uma variavel angulo e, portanto, limitada. Isto implica que [n, ¢| # i.
Logo, apenas operadores sem limite no dominio poderiam satisfazer as relacdes de comutagdo
candnicas.

Podemos apreciar melhor esta dificuldade comparando o tratamento dos operadores n e ¢ a
um outro bastante similar: a componente L. do momento angular e seu operador dngulo conju-
gado [57,58,59]. Nesta analogia, L, corresponde ao operador n. Considerando L, e o operador

angulo associado 8 canonicamente conjugados, tal que satisfagam o comutador

[L..6] =i, (3.39)
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e escolhendo, arbitrariamente, o intervalo periédico —m a 7, a relagdo entre 6 e ¢ apresentara

descontinuidades produzindo uma func¢do-é na relacdo de comutagdo para L. e ¢,

(L., ] =i[l—2m6(p — )] (3.40)

O mesmo argumento também vale para [n, ¢], visto que é isomorfico a [L., @], porém, o espectro
de n deve ser artificialmente estendido a —oc.

O fato do espectro de n (ao contrdrio do espectro de L) ser limitado inferiormente é outro
impedimento na constru¢do de um operador fase Hermitiano. Portanto, uma relacdo como (3.40)
ndo se aplica paran e ¢.

Por exemplo, ao considerarmos a base de estado de fase |¢), tal que ¢|¢) = ¢|¢), os elementos

de matriz de uma relagdo como (3.40) para [n, ¢] (considerando —7 < ¢ < 7), seriam

(81[n, 8]16) = (&' — ) (gInld) = id(¢ — &), (341)
0 que implica em
So-¢) . d
(i) = —i= "= =iq50(6 = ¢). (342)

Definindo um estado |¢)) = f d ¢1p(¢)|¢) na base de estado de fase e 1/(¢) sendo uma funcdo

complexa, encontramos

d
do

Assim, para o estado ¢(¢) = %e_i”‘f’, temos que (¢|n|y)) = n, mas para (¢) = 5=, temos

(lnfp) = / aé dw( )08 (olnld') = / A (@i (6) . (3.43)

(¢|n|yp) = —n, de onde vemos que uma relacdo como (3.40) ndo pode ser valida para o comutador
[n, @], pois n é limitado inferiormente.
Voltando a andlise da relacdo de comutagao [J 2 gb} , usando a base de estado de ntiimero, tere-

mos a relagdo para os elementos de matriz de [n, ¢] ,
(n|[n, @] In'y = i[1 — 2n(n|d(¢p — m)|n")] . (3.44)

Analogamente a (3.27), podemos obter uma relacdo de ortogonalidade para n e ¢ tal que

(¢|n) o €. Logo,

(n —n')(n|g|n’) = i[1 — )] | (3.45)
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que, ao contrario de (3.36), é uma relacdo de comutagdo matematicamente consistente.
Todas as dificuldades na defini¢do de um operador Hermitiano para a fase estdo relacionadas

ao fato do operador R ndo ser unitario [52], isto é, R'R # I, embora

RR =1T. (3.46)

3.2.2 Formalismo de Susskind-Glogower

Para evitar problemas com o dominio do operador ¢, Louisell [27] sugeriu trabalhar com
fungdes periddicas desse operador. Susskind e Glogower [55] seguiram esta idéia e a implemen-
taram examinando fungdes tais como cos ¢, sin ¢ e ¢’®. Uma boa definicdo do operador R, é dada

pela relagdo modificada de (3.32) abaixo,
a=(m+1):R, (3.47)
de onde obtemos o ansatz de Susskind-Glogower:
R= (n+1)_%a e R EaT(n+1)_%. (3.48)

Observamos que R e R' sdo os analogos de ¢*?, definidos em (3.34). Similarmente, os opera-

dores
1 + 1 t
ng(R+R) e SE%(R—R), (3.49)
sdo os andlogos de cos ¢ e sin ¢, respectivamente.
Da expansédo de n%, a e a' na base de Fock,
n: = Z\/ﬁ]m(n\:Z\/n—i—l]n—i—l)(n—i—ﬂ, (3.50)
n=0 n=0
a=>Y vVn+lin)n+1], (3.51)
n=0
oo
al =) Vn+1n+1)(n|, (3.52)
n=0

obtemos a expansdo de R nesta mesma base |n):

R=> In){n+1]. (3.53)
n=0



46 3.2. FASE QUANTICA

E facil mostrar que R continua com a isometria em relagdo a unitaridade, isto €, embora RR' =

I, temos
R'R=1-0)(0|, (3.54)
assim como a relagdo de comutagdo
[R, R'] = [0)(0]. (3.55)

Logo, R ndo pode ser considerado como um operador fase exponencial de um operador fase
Hermitiano. O projetor do estado de vacuo |0)(0| nas equagdes acima, “arruina” a unitaridade
e a comutatividade de R e R' . Contudo, pode se observar que a ndo-unitaridade e a nao-
comutatividade do operador R é relevante apenas para estados do campo |)) que tenham uma
sobreposicdo significativa com o estado de vacuo, ou seja, para estados do campo com grande

nimero médio de fétons ((n) > 1):

W|[R, R][v) = |(0)]?. (3.56)

Assim, podemos desprezar a componente do estado de vacuo em (3.54) e considerar R aproxima-
damente unitério.

Agora, utilizando as defini¢des (3.48) e (3.49), obtemos as rela¢des

[C,n} =18,

[S,n] = —iC,

[C,S] =%|0>(0|,
C?+ 5% =1-3}|0)(0].

(3.57)

Nas duas dltimas equagdes, novamente, encontramos o projetor do estado de vacuo “arruinando”

a comutatividade de C e S e a identidade trigonométrica desses operadores.

Auto-Estados do Operador R

Consideramos agora o problema de autovalores para R. Postulando a equagdo de autovalores

R|¢) = e|¢) (3.58)
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e expandindo |¢) na base de Fock,

_ Z cnln) (3.59)
n=0
facilmente obtemos a relacdo de recorréncia
Cnp1 = €%c,, (3.60)

que pode ser satisfeita fazendo c,, = coe’™®. Assim, os auto-estados de R expandidos na base |n)

sao
¢) =co Y _e™|n). (3.61)

Se o campo de radia¢do é um campo livre, com operador evolugdo temporal unitdrio U (t) =

e~ nt facilmente deduzimos que

[¢(1)) =U(b)|9) = |¢ — wit). (3.62)

Além disso, os estados de fase satisfazem as condi¢des de periodicidade |¢) = |¢+27) e identidade

1 2w 27 Hn—m) oo
W/O dolo)ol = Z ) {ml52 /0 dpe = Y Im(mlam=1. (3.63)

n,m=0 n,m=0
Tendo em mente uma representagéo classica da fase, os estados

R L o

podem ser considerados como estados de fase quanticos [52]. Em particular, a equacao (3.62)
implica que um estado de fase deve permanecer um estado de fase para qualquer tempo. Desafor-
tunadamente, os estados |¢) ndo sdo ortogonais e, portanto, ndo podem ser normalizados de uma
maneira adequada. De fato, deduzimos de (3.64) queT

(610') = Ze—mw’ =t 06— ) — 1= cot [b(o— )], (3.65)

TAs relagdes 23°°7 | sin (n¢) = cot (2) e 3.0°  cos(ng) — 3 = 7520 5(¢ — 2nn) sdo validas, sendo a tltima
resultante da identidade >-°° __e™? =273 §(¢ — 2nm).
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para 0 < |¢ — ¢/| < 27. Claramente, os estados |¢) ndo sao auto-estados de R/, o que é significante
para a andlise de estados do campo que substancialmente se sobrepdem com o estado de vacuo.

Combinando as equagdes (3.53) e (3.64), obtemos
. 1
R'|¢) = e (|¢) — —|0)) . 3.66
¢) =7 (1) - —=I0)) (3.66)

Nao obstante, os estados |¢) podem ser tteis, pois determinam a identidade (3.63). Logo, qual-

quer estado fisico |¢) pode ser expresso em termos desses estados de fase:

27
vy = /0 Ao |6) (6] ) (3.67)

Similarmente, os operadores sdo também expressos em termos de |¢). Deste ponto de vista mais
geral, pode ser de menor importancia que os estados de fase ndo permitam uma interpretagdo de
P(¢) = |{(¢|¥)|?> como uma distribuicdo de probabilidade de fase caracteristica.

O formalismo de Susskind e Glogower fornece uma teoria completa e razoavelmente consis-
tente para o operador fase. Devido a isso, se tornou, por algum tempo, o formalismo padrao para
a discussdo de problemas relativos a fase, bem como um ponto de referéncia para a asser¢do do

sucesso de novas teorias [43].

3.2.3 Formalismo de Pegg-Barnett

Para preservar o conceito de operador fase exponencial e evitar as dificuldades pertinentes da
ndo unitaridade de R, a partir de 1986, Pegg e Barnett [44,50,60,61] lancaram uma série de artigos
com o intuito de retomar o problema da fase na mecanica quantica, introduzindo um operador
fase exponencial R, iniciando do operador R e formalmente estendendo o espago de Hilbert a
estados de nimero negativos. Claramente, este conceito estd em desacordo com os fundamentos
da mecanica quantica. Adotando tal extensdo do espaco H, os operadores SR e 91! podem ser

definidos como

R= > [n)n+1],
n=o%e (3.68)
Ri= D" In+1)(n.

n=—oo
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No espago de Hilbert estendido, a relacdo de completeza toma a forma

> In)n| =1 (3.69)
e, portanto
RRI =RIR=1T. (3.70)
Além disso, ao invés de (3.64), teremos
= 3 e (371)
\/ﬂ n=—oo 7
tal que
(¢lg') = d(¢p — ¢). (3.72)

Lembramos que as dificuldades de interpretar fisicamente o operador fase exponencial R e o
estado de fase |¢), resultam do fato dos estados de ntimero |n) estarem restritos apenas a valores
positivos de n.

A extensdo do espaco de Hilbert e a introducdo do operador R ndo produz efeitos nao fisicos,
pois o conjunto de estados de nimero positivos e negativos estdo desacoplados. Claramente, isso
é verdade apenas se a sobreposi¢ao do estado do campo |¥) com o estado de vacuo |0) puder ser

desconsiderada.

Espaco de Hilbert Restrito

Nao é tdo simples contestar a existéncia de um operador fase apropriado. A suspeita de que os

estados de fase de Susskind-Glogower

[6) = lim |@,5) (3.73)

tenham os vetores ndo-normalizados

6,5) = ¢127 ;em% , (3.74)
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se deve ao fato de que o limite ndo existe no espaco de Hilbert infinito, devendo ser definido em
um espaco mais geral [62]. Desafortunadamente, nenhuma solugdo pode ser obtida simplesmente
normalizando os vetores |, s).

Uma outra proposicdo considerada por Pegg e Barnett para “remover” a ndo-ortogonalidade

dos estados |¢, s) consiste em restringir a dimensao do espago de Hilbert. O limite [63]

|0) = lim |0, s), (3.75)
admite um estado de fase
1 ° .
0,8) = —— infd 3.76
0.5) = = eI, (376)

onde |n) sdo os primeiros (s + 1) estados de niimero expandidos num espaco (s + 1)-dimensional
Hj, que coincide com o espago de Hilbert usual quando s — co. Neste espago Hj, Pegg e Barnett

consideraram o operador criagdo de fétons truncado al definido pela propriedade

+1n+1 <s,
aljn) = vVn+1ln+1) paran<s 3.77)

0 paran > s,

no qual s é o nimero méximo de fé6tons. Analogamente, o operador aniquilagdo de fé6tons truncado
obedece a relacdo a; = (ai)T.

A versdo “truncada” da decomposicdo de Dirac (3.32) é dada por
as = Ryn? (3.78)

em que R, é um operador unitdrio a ser determinado. O operador R, estd caracterizado pela

propriedade

In—1) paran=1,...,s,

Rg|n) = (3.79)

R paran =0,
sendo R,p uma unidade complexa. Da propriedade ciclica acima, estd claro que a inversa do
operador R existe e obedece a

In+1) paran=0,...,s—1,

R ln) = (3.80)

50 paran =s.
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Desta propriedade e de acordo com a relagio R;R]| = I, obtemos a unitaridade do operador fase

exponencial
Rl =R'. (3.81)

Pegg e Barnett introduziram os estados de fase no espaco H, como sendo a transformada de

Fourier inversa dos estados de Fock [50],

1 &
0,,) = infm ) 3.82
Om) = g 2 (3.82)
emque
b = b0+ 2 (m=0 ) (3.83)
m — Y0 S—I—]_’ m=4u,...,Ss. .

sdo o0s (s + 1)-valores possiveis de ¢ igualmente espagados no intervalo 6y < 6,,, < 6y + 27, sendo
6y uma fase arbitraria de referéncia. Com esta defini¢do do estado de fase, podemos obter de

imediato [25] as relagdes de ortogonalidade

1
<0m|9m/> m(@ = 0,”)

41 P 1265“2" " = G (384

e completeza

mzs::o|9m><9m‘ = n;OeWO(n n’) 8+1Zei7f~_?zn " ] |n>< |

=Y O = Y ) ol =
n=0

n,n/=0

(3.85)

sendo a relacdo acima obtida mediante a consideragdo de que a soma sobre os (s + 1) projetores
dos estados de Fock converge para o operador identidade, necessitando de uma demonstracao
matemadtica rigorosa.

Outra relagdo importante obtida da defini¢do dos estados |6,,,) é a sua relagdo com o estado |0y),

cujo efeito é deslocar a fase arbitraria 6y de uma quantidade igual a %T"f, isto &,
1 2em o0 ei:—ql 0
0m) = ZGSH &%) = Zem ) = &1 ™|6y) . (3.86)

vs+1 V'S
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Como os estados |0,,,) e |n) estdo relacionados por uma transformada de Fourier num espaco di-
mensionalmente finito, restri¢des na base de estado de fase {|6,,)} implicam necessariamente em

restri¢des na base complementar {|n)}. Ambas as bases apresentam um cardcter ciclico, ou seja,
{9m+(8+1)>}:{‘9m>} (m:(),l,...,s),
{In+(s+ 1))} =% {n)}  (n=01,....5),

no qual constatamos que no caso dos estados de Fock temos uma fase adicional que representa um

(3.87)

importante papel na teoria de Pegg e Barnett [25].

O operador fase Hermitiano é definido por [61]

s

t 27
0= D OnlOm) Ol = b0+~ > mlo) (O, (3.88)
m=0

m=0

de forma que obedeca a relagdo de autovalores
bol0m) = 0m|0m) - (3.89)

Da defini¢do de estado de fase (3.82), podemos expressar o projetor |6,,)(0.,| na base de estados de
Fock

On) O] = =5 D T )| (3.90)

n,n’=0

Substituindo a expressao acima em (3.88) e realizando uma soma em m, temos

S i(n—n)’ 6o

TS 21w el
=0
@ O+8+1+8+17#Zn/652+ﬁli(”_”/)_

In){n']. (3.91)
1

Podemos, analogamente, expressar o operador niimero na base de estados de fase
S

nEZn\n + Z

n=0 m#£Em

1 ‘9m><9m” ) (392)

i(m—m')

1\3\03

,e e+1

em que usamos a expansao do estado de niimero na base {|6,,) }.

Relacao de Comutacao para n e ¢y

Estamos agora aptos para calcular a relacdo de comutagdo para n e ¢,. Para obté-la em termos

dos estados de ntimero, podemos usar as equagdes (3.91) e (3.92), o que nos leva a

i(n—n)0p

T = (n—n)el
. ) = — Z( :

S+1n;én’ eéJrli(n n')

) (n’| . (3.93)
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Enquanto que para obter a mesma relagdo, em termos dos estados de fase, podemos usar as
equagoes (3.88) e (3.92), resultando em

S
s m —m

s+1 2yi(m/—m) _

m7£m, es+1

[n, ) = , 101} (O | - (3.94)

Observamos que, ao contrario das relagdes obtidas por Dirac, ndo sdo observadas inconsisténcias
matematicas para essas relagdes de comutacdo obtidas por Pegg e Barnett,
S /

2 —
Ol 10, B 10m) = —— > e (1 )

s+ 1m¢m/es+lz(m -m) 1

(3.95)

i(n—n')0o

2r o~ (n—n)ell
A
<n’ [n’ ¢9] ’n > - S + 1;/ esﬁrli(n_n/) — 1

(1—="06pm).

Tais elementos de matriz sdo de importancia fundamental, quando calculados numa base de esta-
dos fisicamente acessiveis [50,61].
Distribui¢do de Probabilidade de Fase P(0)

Considerando um estado genérico truncado para o campo eletromagnético

pr= puwln)(n’l, (3.96)

n,n'=0

no qual p,, v = (n|ps|n’) sdo os elementos de matriz de py, tal que para n = n’ — py v = Py.
Podemos usar a relagdo (2.11) para obter o valor esperado de qualquer grandeza relacionada a

fase do campo
(0) =Try [pfO] . (3.97)
Importantes vinculos associados ao operador p; sdo os momentos de energia, definidos por
S
(n*) =Tr[pm"] =Y P, (3.98)
n=0

sendo £ um ntmero inteiro positivo e finito. Portanto, p descreve um estado fisicamente acessivel
(factivel) se a série na equagdo acima convergir no limite s — oo para todo k. De fato, esses es-

tados tém como motivagdo fisica a descrigdo a partir do estado de vacuo através do acoplamento
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do modo do campo a uma fonte de energia finita e tempo de interagdo também finito [50]. Como
exemplos de estados fisicamente acessiveis, citamos todos aqueles considerados no capitulo pre-
cedente. E importante ressaltar que os estados de fase nio sido estados fisicamente acessiveis [25].

A distribui¢do de probabilidade de fase P(6,,) é, entdo, definida por

1
P(Om) = (Om|pyl0m) = Z P 70 (3.99)

n,n/=0
Os valores esperados relativos a fase do campo dependem da escolha de 6y. Consideramos entdao

s

bo=6— (3.100)
de onde
O = ¢+ 2T (3.101)
me s+1 ’

com = m — 5 variando em passos inteiros de —3 até 5 (simétrico em y). Reescrevendo (3.99) em

termos de p, temos

2mp

_ 228 i(n/ —n)
P(6,,) = s+1 Z Z PV TP . (3.102)
M

_7—nn =0

Considerando a condicdo de normalizacdo para P(6,,) e fazendo as substitui¢cdes acima, temos

mzs::op(am) = Z P(Qm) = s+ 1 Z Z P, n,e —n) esi‘fi(n/—n)

=3 p=—35n,n'=0

ST S e

,u——— n#n'

(3.103)

no qual usamos a informagdo de que Y, _, P, = 1. A soma acima é mais facilmente realizada

21
s+17

entdo, P(6) no espago H:

fazendo 6 = transformando-se assim numa integral de —m a 7 no limite s — oco. Obtemos,

1 > o
P(0) = 5 14> ppge’™ @] (3.104)
n#n’
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Valor Médio da Fase (¢;)

Usando a relacdo (3.97), podemos obter a expressdo para o valor médio da fase

(¢9) = Trs[probg] = Ze 140 (3.105)

Substituindo (3.99) na equagdo acima, temos

el n’—n)fy

<¢6> = 6o + s Z Pnn/ oz 5~

) 3.106
5—|—1 e€+lz(n n)_l ( )

Agora, realizando a substitui¢do do passo m pelo passo ji, obtém-se a expressdo no limite s —
oo,

0 i(n'—n)¢ 1 n' —n
. €
D=1 o — E n) . (3.107)
n#n'

Variancia da Fase <Ad)3)

A varidncia da fase do campo é definida como

(Agg) = (¢5) — (dg)* - (3.108)

Procedendo de maneira andloga para a obtencado de (¢,), temos

27 (o)
72 (s + 2 Ax? g, €T
<A¢z>3(< ) TS prei

3+1) (3+1 2717571’ |:es+ll(n n)_1]2
) (3.109)
z n’—n)fp
_ S+1 T;/pnnei:lz(n ”)_1 )

do qual, no limite s — oo e fazendo a substituicdo de varidveis considerada acima, temos a ex-
pressdo da variancia da fase no espaco H infinito,
2

177, —-n

(Adp) = — C o Z pnn - Z pnn - . (3.110)
n#n’ n#n’

O célculo para P(6), (¢y) e (A¢3) no espago restrito é encontrado no Apéndice B.
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S S
& (a) & (b)

Ag;

Ad;

R(c)
Figura 3.1: Representacdo no espago de fase do estado (a) de ntimero e (b) coerente.
Aplicacoes

Estado de Nimero. Em particular, quando consideramos o estado de ntiimero (Figura 3.1-a)

em (3.96), as expressdes para (¢,) e (A¢3) simplificam-se consideravelmente

(d0) = b0+ .
g T g (3.111)
(Ady) = ?(84—1)2'

No limite s — oo, os valores de (¢,) e (A¢7) sdo os mesmos obtidos para a fase classica (3.20).
Em particular, qualquer estado de mistura do campo que possua apenas elementos diagonais na
matriz densidade também apresentara esse comportamento para a fase.

Estado Coerente. O estado coerente (Figura 3.1-b) é um caso intermedidrio entre o estado de
maxima defini¢do na fase (estado de fase) e o estado de fase aleatéria (estado de ntiimero, térmico,

etc). Substituindo (2.95) em (3.107) e (3.110), temos (¢y) = ¢ €

an(a*)n/ (_1)n/—n

Valn/l (n —n)?’

(M) = 7;2 +4e7ll 37 (3.112)

n#n’
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Observa-se que com um aumento na in-
tensidade do campo, as caracteristicas da fase
de um estado coerente ficam cada vez mais
préximas daquelas observadas para um es-

tado de fase (Figura 3.2).

Os operadores ¢, e n, bem como o carater
ciclico de seus respectivos auto-estados |6,,)
e |n), representam os aspectos fundamentais
da teoria desenvolvida por Pegg e Barnett.
Esta teoria é obtida de um formalismo mais
geral para operadores unitarios, proposta por

Schwinger [64, 65, 66].

6 8 10

Figura 3.2: Variancia da fase em fun¢do do namero
de fétons para o estado de ntimero (curva tracejada)

e para o estado coerente (curva sélida).
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Interacao da Radia¢ao com a Matéria

Um dos problemas mais simples e ao mesmo tempo nao-trivial envolvendo a interagdo dtomo-
campo é o acoplamento de um dtomo de dois niveis com um tnico modo do campo eletromagnéti-
co. Com o advento do laser, ocorreram considerdveis progressos no entendimento da interagdo da
luz com a matéria.

A descricdo de um dtomo de dois niveis é valida se os niveis atdmicos envolvidos estdo em
ressondncia ou aproximadamente em ressondncia com o campo eletromagnético, enquanto que
os outros niveis se encontram bastante fora dessa ressonancia. Sabemos que os dtomos tém um
nuimero infinito de estados ligados [20]. Ao contrario do oscilador harmoénico, os niveis de ener-
gia dos dtomos ndo sdo igualmente espagados. Se é possivel emitir uma luz monocromatica de
freqliéncia wy tal que se aproxime da freqiiéncia de transi¢ao atdmica w, esta serd mais importante
que as demais.

O grande trunfo deste modelo de interacdo de um modo do campo eletromagnético com um
atomo de dois niveis dentro de uma cavidade 6ptica (ou de microondas) é que pode ser estudado
sem a necessidade de usar a teoria de perturbagdo, permitindo assim que se considere acoplamen-
tos fortes entre o &tomo e o campo.

A teoria semiclassica considera um dtomo como um sistema quantico de dois niveis interagindo
com um unico modo do campo, este tratado classicamente. Contudo, muitas vezes, tal teoria

falha ao tentar explicar resultados observados experimentalmente, e uma descrigdo completamente

59
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quantica se faz necessdria (por exemplo, na emissao espontanea de um dtomo). Mesmo no modelo
envolvendo a interagdo de um campo de radiagdo mono-modo com um simples dtomo de dois
niveis, as predi¢des para a dindmica do 4&tomo nas duas teorias sdo bastante diferentes.

Discutimos a intera¢do do campo de radia¢do quantizado com um &tomo de dois niveis, des-
crito por um Hamiltoniano nas aproximagdes de dipolo e de onda-girante. Este é um sistema in-
teressante em Optica quantica por varios motivos: pode ser resolvido analiticamente; exibe efeitos
puramente quanticos, tais como os colapsos e revivals, na sua dindmica; permite o entendimento
dos efeitos de vdrios tipos de estatisticas do campo em sistemas mais complicados, tais como o
micromaser e o laser; é possivel de ser realizado experimentalmente devido ao grande avango no
desenvolvimento de cavidades com alto fator () de qualidade [18].

A resolugdo deste modelo foi obtida pela primeira vez, em sua forma mais simples, por Jaynes

e Cummings [3] e é, desde entdo, conhecido como o modelo de Jaynes-Cummings.

41 Atomo de Dois Niveis

Um atomo de dois niveis é formalmente andlogo a um sistema de spin—%, com apenas dois es-
tados acessiveis. Na aproximacdo de dipolo, quando o comprimento de onda do campo é muito
maior que o tamanho do 4tomo, o problema da interagdo 4tomo-campo é matematicamente equi-

L . 1 P .
valente ao de uma particula de spin-5 com um campo magnético dependente do tempo. Assim, se
considerarmos um elétron de carga e e massa m., 0 momento magnético associado ao momento
angular orbital do elétron serd dado por:

eh
2Mme

onde pp = é o magnéton de Bohr [27].

Observagdes experimentais (por exemplo, o experimento de Stern-Gerlach), comprovaram a
existéncia de um momento angular (semi-inteiro), intrinseco ao elétron, que nao podia ser expli-
cado sem hipéteses suplementares, surgindo, entdo, o conceito de spin do elétron. Considerando o
momento magnético associado ao momento angular de spin

M, = 2%38 : (4.2)
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notamos que a razao giro-magnética de spin é duas vezes maior que a razdo giro-magnética orbital.
Pauli [67] estudou mais a fundo essa hipétese criando uma descri¢do quantica para o spin valida
no limite relativistico, partindo da equagdo de Dirac relativistica*. Por conveniéncia, introduzimos

o operador

Szga, (4.3)

tal que M, = upo. A necessidade de M, = My, justifica-se de medidas experimentais da energia
envolvida. Como o momento angular de spin ndo possui analogo cldssico, devemos definir M ; de
acordo com os resultados experimentais. As rela¢gdes de comutagdo para as trés componentes de
spin sdo:
7% 0i] =0 (4.4)
[a’i,a'j] = 2o, (i,j,k=x,9,2),
em que i, 7, k formam uma permuta¢do par de z,y, 2. Estes postulados fazem dos autovalores
de o, multiplos inteiros ou semi-inteiros de f. Restringindo esses autovalores a i%ﬁ, temos as

relagdes de anti-comutacao
{O’i, O'j} = 2(51‘7]' . (45)

No Capitulo 2 analisamos o campo eletromagnético em termos de seus operadores criagdo e
aniquilacdo de fétons a' e a. E conveniente, entdo, introduzir uma notagdo equivalente para o
atomo, uma vez que iremos estudar a interagdo entre eles. Assim, definimos os operadores nao-

Hermitianos
oy =3(0, tio,) e oL= ol | (4.6)

com as relagdes de comutagédo e anti-comutagao

[Ui)o-x] = :l:O'Z, {o-iva-x} = Ia

[ai,ay] = 1i0,, {O':t,O'y} =41, 47)
[Uivo-z] = :F20-i7 {O'i,O'Z} = 07 ‘
[a+,cr_] =0,, {0'+,0'_}:I.

* A teoria de Pauli pode ser obtida como um caso limite da teoria de Dirac, quando a velocidade do elétron é pequena

comparada com a velocidade da luz.
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Como uma notagdo alternativa, por estarmos lidando com um sistema de dois niveis, podemos

usar a representagdo matricial para os operadores de spin

01 0 —2 1 0
o, = ) gy = ) O, = ’
10 i 0 0 —1
4.8)
01 00
o4+ = ) o_ =
00 10

Uma vez que o

= Ui + 0'3 + 0'2 = 3, ndo se faz necessario especificar o?. As matrizes o, oy, e
o sdo as denominadas matrizes de Pauli na representacdo em que o, é diagonal, de acordo com
a algebra de férmions [24].

Consideramos um dos niveis do dtomo no estado fundamental |g) e o outro no estado exci-

tado |e) formando entdo uma base no espago de Hilbert. Esses estados satisfazem a relacao de

ortogonalidade
(ilj) =01 (1,5 =e9) (4.9)
e a relacdo de completeza
e
D lidil = le)el +lg){gl =T (4.10)
i=g

Assim, podemos averiguar a atuagdo dos operadores de spin nesses estados:

ole) =lg),  oulg) =le),

oyle) =ilg), oylg) =—ile),

o:le) =le),  o:lg) =—lg), (4.11)
oyle) =0, oilg) =le),

o_le)=1lg9), o-|g)=0,

no qual verifica-se que

o = le){gl +1g)lel, oy =ilg)e] —ile){gl, o= =le)le|—19){gl,
or=le)gl, o =lg){el.

(4.12)
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Energia do Atomo

Considerando o 4tomo num potencial escalar ¢(r), podemos expressar sua energia como

H, - P +eg(r). (4.13)

2me

Assim como fizemos para o campo eletromagnético, consideramos o gauge de Coulomb tal que
¢(r) =0e
P, = mev + eA(r) . (4.14)
Escrevendo em termos dos operadores de spin, temos
EeOee + Eg0 g5 = Sliweg(0ce — 0gg) + 3(Ee + Ey) , (4.15)

no qual usamos (E. — E;) = fwey € a relagdo de completeza o + 049 = I. O termo de energia

constante pode ser ignorado. Usando as relagdes em (4.12), temos

H, = jhwego . . (4.16)

4.1.1 Aproximacao de Dipolo

A interacdo de um 4tomo de dois niveis com um campo de radiagdo pode ser descrita pelo
Hamiltoniano de minimo acoplamento de um elétron de carga e e massa m. interagindo com um
campo eletromagnético externo,

1
_Qme

H,; [p. — eA(r)]” + ed(r,t) + Hy (4.17)

sendo H ; o Hamiltoniano do campo eletromagnético livre (2.40).
O Hamiltoniano acima pode ser reduzido a uma forma bastante simplificada usando a deno-
minada aproximagdo de dipolo, quando o campo é considerado uniforme mediante as dimensées

atdmicas k - r < 1, ou seja,
H;,, = —er-E(r), (4.18)

no qual E(r) é o operador campo elétrico, resolvido em relagdo a posi¢do do 4tomo (no centro da

cavidade). De (2.51) e através de uma escolha conveniente da fase do campo, temos

E(r) = Z exéxi(ax — aﬂt) (4.19)
k
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parap =0, e
E(r) =" eilax + al) (4.20)
k
1
para ¢ = —7, em que & = (;‘g@) *. Por simplicidade, consideramos a polarizagio linear com

vetores de polarizacao reais.
Assim como fizemos para os Hamiltonianos do atomo e do campo, podemos escrever o Hamil-

toniano de interagio (4.18) em termos dos operadores a, a' e de spin,
Hiw =YY 10 0(ax +al), (4.21)
ij k

com Qﬁg = —;l,l,uij - ex& e pij = e(ilr|j). Considerando s;; real, os termos fice € ji4q Se cancelam
por razdes de paridade [27] e os termos cruzados sdo equivalentes, ou seja, jicg = fige- Assim,
temos também que O = Y = QJ° 0 que nos leva a escrever o Hamiltoniano total da interagdo

atomo-campo como
H.p =) hwgalay + Shwego. + Y mu(oy + o) (ax +a]). (4.22)
k k
Ao considerarmos apenas um modo do campo da cavidade, obtém-se
H ¢ = hwoa'a + hwego, + 1oy + o_)(a+al), (4.23)

o qual é conhecido como o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.

4.2 Modelo de Jaynes-Cummings
Podemos reescrever o Hamiltoniano (4.23) como
Hjc=Hy+ Hip, (4.24)
nos quais

H, = hwoa'a + Lhwego ., (4.25)

H;, = hQ(ao; + alo_ +aoc_ + aTU+) . (4.26)



4. INTERACAO DA RADIACAO COM A MATERIA 65

A energia de interagdo na equagio (4.26) consiste de quatro termos. O termo alo_ descreve o
processo no qual o dtomo decai do estado excitado |e) para o estado fundamental |g) e simultane-
amente um féton é criado (Figura 4.1-a). O termo ao 1 descreve o processo inverso (Figura 4.1-b).
O termo ao_ descreve o processo no qual o dtomo decai do estado excitado |e) para o estado fun-
damental |g) e simultaneamente um féton é aniquilado (Figura 4.1-c). O termo afo, descreve o

processo contrario (Figura 4.1-d).

(@)

lg) ©

Weg A VP Wy lg) (d)

&) |9)
NP Wy A Weg }—’ le} (b
9) Wy

)

Figura 4.1: Processos da interacdo d4tomo-campo no modelo de Jaynes-Cummings: (a) ato_, (b) ac, ()

ao_e(d)alo,.

4.2.1 Aproximacdao de Onda Girante (RWA)

Considerando o modo do campo e a transi¢ao atdmica préximos da ressonancia, ou seja, wy ~
Weg, 08 dois primeiros termos, denominados termos girantes, ligam estados que sdo quasi-degenera-

dos no Hamiltoniano nao-perturbado Hy,

H0’€,TL>
H0’97n>

(Won + %weg) le,n), (4.27)

=h
1

= h(won — Sweg)|g, ) .

O mesmo nédo ocorre com os dois tltimos termos, denominados termos contra-girantes, que ligam

estados no Hamiltoniano H com diferengas de energia h(weg + wo) > h(weg — wo).
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E conveniente trabalhar na representagdo de interagao, a qual é obtida mediante a seguinte

transformacao unitaria:

H;=U}H ;cU,, (4.28)

Hyt

emque Ug = e~#Hot Usando a relacdo (2.79), obtemos

eiwoaTataefiwoaTat — aefiwot’
eiwoaTataTe—iwoaTat — aTeiwot ’
Lwegost —Lwegost iwegl (429)
e2WesT:tg @7 2Wes Tzt = g e'Wed® |
e%wego’zto_ie—%wegazt — U,e_iwegt .
Logo, a relagdo (4.28) torna-se
H;=hQ (ao-+e“5t +alo_e ™+ ao_e7A 4 aTa'+ezAt) , (4.30)

sendo 6 = wey — wp a dessintonia &tomo-campo e A = wey + wp.

Agora, usando a denominada aproximacdo de onda girante (RWA), ou seja, quando temos
fi(weg + wo) > h(weg — wo) podemos desprezar os termos contra-girantes, uma vez que os termos
girantes oscilam lentamente com freqiiéncia w.y, — wp ~ 0, enquanto que os termos contra-girantes
oscilam muito mais rapidamente com freqiiéncia wey + wg # 0. Assim, podemos esperar que
os efeitos dos termos contra-girantes, em média, interfiram destrutivamente, ndo contribuindo
significativamente na evolucdo do sistema. Na auséncia dos termos contra-girantes, o modelo
conserva a energia ndo s6 no Hamiltoniano H ;c-, como também no Hamiltoniano ndo-perturbado

H, ao contrério do que se observa na presenca dos quatro termos da interagéo.

O Hamiltoniano resultante, na representacdo de Schrédinger é descrito por
Hjc = hwoa'a + Jhwego, + iQafo_ +aoy). (4.31)

Esta forma do Hamiltoniano de Jaynes-Cummings é soltavel analiticamente, sendo o ponto de

partida de muitos calculos em 6ptica quantica.
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Na situa¢do mais simplificada do modelo, o d&tomo estd no estado excitado |e) e 0 modo do
campo da cavidade se encontra no estado de vacuo |0). Como observado para o fendmeno da
emissdo espontanea no espaco livre, o féton ndo escapa com a velocidade da luz, permanecendo
aprisionado na cavidade pronto para ser (re)absorvido pelo d&tomo. Apesar do decaimento irre-
versivel da energia atdmica, podemos observar uma oscilagdo entre os dois estados quanticos:

le,0) — atomo excitado numa cavidade vazia e |g,1) — dtomo no estado fundamental com um

féton na cavidade. Esta oscilagdo é a denominada freqiiéncia de Rabi 2 = +ero& sendo € = , / 2’1‘:;}

a amplitude do campo na cavidade e V seu o volume efetivo, de cerca de 0.7 cm?.

Na Figura 4.2-a’ mostramos o esquema da montagem experimental. Os 4tomos (de Rubidio)
sdo emitidos do forno O e selecionados em determinada velocidade, um de cada vez, no estado
excitado |e) (nimero qudntico principal 51) na caixa B. O 4tomo entdo atravessa a cavidade super-
condutora C, que mantém um campo mono-modo, este, injetado pela fonte S, que permite ajustar
o ntimero de fétons do modo do campo. Inicialmente o campo estd no estado coerente (laser) e seu
modo estd em ressonadncia com a transi¢do entre |e) e |g) (nimero quantico principal 50) com uma
freqiiéncia 2 = 51.1kHz. Tal ajuste pode ser feito, por exemplo, mudando a distancia dos entre
os espelhos da cavidade. O estado final do 4tomo €, entdo, analisado pelo detector D. Salientamos
que estes valores somente se aplicam para um dtomo passando pelo centro da cavidade em ry, tal

como requerido na aproximagao de dipolo.

(b)

In+ 1)
. g
o 19)
: g)y—
_— m
. 0)

Figura 4.2: (a) Esquema da montagem experimental da cavidade de microondas. (b) Esquema do modelo de
Jaynes-Cummings com o campo em dessintonia com o 4tomo de dois niveis; o acoplamento dtomo-campo

é caracterizado pela freqtiéncia de Rabi (.

TFigura extraida de [68].
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Representacdo de Estados Vestidos

Uma “interrupcdo” da interacdo num tempo correspondente a um pulso-7 para a emissdo es-

pontanea, resulta na transformagao

70 71 )
€,0) = Ig, 1) )
l9,1) — [e,0).
Enquanto que uma rotagdo 7 corresponde a
e,0) — —=(le,0) + |g, 1)),
.0) = J5(1e.0) + l9.1)) )

l9.1) = 5 (lg. 1) = le,0)) ,
resultando no denominado emaranhamento do sistema dtomo-campo. Este aspecto da dindmica
do sistema faz com que o vetor de estado
1
V2

nao seja fatoravel. Esse emaranhamento “sobrevive” na cavidade num tempo estimado de 100 us,
L

In,£) = —(le,n) + |g,n + 1)) (4.34)

enquanto que o “tempo de vida” do féton na cavidade é aproximadamente 0.2s [68]. Os auto-

estados do modelo sdo bem conhecidos e denominados estadne “voctidne”

Na Figura 4.3, os estados estio esquematiza- 202 I+ 1)
dos em ressonancia exata (§ = 0). A degene- o |= 1)
rescéncia dos estados ndo-acoplados le,n) e[g,n+1) = ——— I - I+, 0)
é dissipada pelo acoplamento. A separagdo entre = 0)
os estados vestidos do n-ésimo nivel (6 = 0) é 0 o)

9

2Qv/n + 1. Bastante fora da ressonancia, os estados
Figura 4.3: Diagrama dos estados vestidos

ndo-acoplados e os estados vestidos praticamente
em ressondncia exata (§ = 0).
coincidem.
Como vimos anteriormente, o0 Hamiltoniano ndo perturbado satisfaz a relagdo de autovalores
(4.27). Uma vez que vale a relagdo de comutagéo [Ho, H jc| = 0, podemos supor que os auto-
estados de H ;¢ sejam uma superposicdo dos auto-estados quasi-degenerados de Hy. A equagdo

de autovalores é entdo dada por:

Hjc|+,n) = ExplE,n), (4.35)
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em que
|:|:,TL> :(Jéi|6,n>+ﬁi|g,n+1>. (436)
Substituindo (4.36) em (4.31), encontramos os auto-estados do modelo

|+,n) = sinb,41le,n) + cosbpi1|g,n + 1),

(4.37)
|—,n) = —cosbOpiile,n) +sinbp41]g,n+ 1),
cujos coeficientes sin 0,11 e cos 0,11 sdo, respectivamente, dados por:
Sin O 1 = Wt : (4.38)
V@nir =62 + 02,
0 _
cos b1 = (@ni1 = wni1) , (4.39)

\/(Qn-i-l —0)* + w2

sendo Q411 = /0% + wa 1 (Wnt+1 = 2Q2v/n + 1) a freqiiéncia de Rabi generalizada. Os autovalores

de H jc sdo agora determinados através de

Eip = hwo(n+3) £ 5701 - (4.40)

4.2.2 Limite Dispersivo

O limite dispersivo é obtido quando podemos considerar o Hamiltoniano de interagdo em (4.31)

como uma pequena perturbacao, tal que
18] > Wt (4.41)

para qualquer n relevante? [69]. Assim, reescrevendo (2,1 como

2

W,
Quy1 = 0]y /1+ g;l (4.42)

e fazendo uma expansdo em séries de Taylor, temos

2 4 2 3
w w 0] wisr | [9] Wit
Quyr = 0] (1+ 280 - =l g ) 6]+ 2 w0 | 2 443
n1 = 19l ( 262 84 01+ 75 =5~ + 5 wntt 53 (443)
{Consideramos relevantes os estados |n) com probabilidade P, = (n|p|n) significativa de estarem populados pelo

campo considerado.
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Considerando os termos até segunda ordem apenas, obtemos a aproximagdo para os autovalores
de energia

e para os auto-estados ficamos com

2
w
cos b1 ~ dias [1 + O n“] — 0,

462 52
(4.45)
. w’%-ﬁ-l
sinfp1~1—-0 52 — 1.

Assim, nesta aproximacao, os auto-estados do modelo tornam-se

|+7n> ~ |e,n> e |-,TL> %_|gvn+1> (446)
sed > 0,ou

|+.,n) = |g,n+1) e |—,n)=len+1) (4.47)

se § < 0, ou seja, tornam-se estados fatoraveis.
Se a condigdo (4.41) for satisfeita para todos os valores de n, 0 que representa um papel signifi-

cativo no problema [69], podemos trabalhar com o Hamiltoniano efetivo

HY = Ho+ HJf | (4.48)
sendo
B2
il = o ). 449

uma vez que satisfaz a relagdo (4.35) com E. ,, dado por (4.44).
Ao contrério do limite ressonante, no limite dispersivo ndo ocorrem, efetivamente, trocas de

energia entre o atomo e o campo.

4.3 Meio Kerr

O indice de refragdo de um meio, em geral, depende do arranjo dos dtomos e da distribuigdo

dos elétrons. O campo eletromagnético (com velocidade v = ¢/n) redireciona as cargas (elétrons),
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gerando um campo proporcional ao campo incidente e resultando num deslocamento de fase no
campo transmitido, que equivale a uma alteracdo na velocidade de propagagdo do campo. Se a
intensidade do campo for muito menor que a intensidade do campo intra-atémico, podemos con-
siderar o deslocamento de fase (ou seja, o indice de refracdo do meio) independente da intensidade
campo. Este é o regime da 6ptica linear.

Quando a intensidade do campo incidente é comparavel ao campo elétrico intra-atomico, a
distribui¢do dos elétrons no meio pode ser alterada, levando a diferentes indices de refragdo e a
propagacdo através do meio dependera da intensidade do campo incidente. Este é o regime da
Optica ndo-linear.

Na teoria eletromagnética, a resposta do meio material a agdo do campo de radiagdo pode ser

obtida expandindo a polarizacdo do meio até terceira ordem na amplitude do campo elétrico:

PB(r) = eoxVE(r) + eoxPEX(r) + coxPVE(x) + - -, (4.50)

D x®@, 46,

sendo ¢y a constante dielétrica do véacuo, E(r) o vetor campo elétrico classico e !
respectivamente, as susceptibilidades de primeira, segunda e terceira ordem do meio nao-linear
[70]. A optica linear é descrita por x e relacionada ao indice de refracdo linear do meio por
nd =1+ . A resposta ndo-linear do meio é caracterizada por x? e x®). Se houver uma
auséncia de combinagdo de fases, podemos desprezar x@ [70].
Classicamente, pode-se modelar o meio ndo-linear como um oscilador anarmonico de freqiién-
cia w. A Hamiltoniana deste sistema é dada por [71]:
(M
Hy =My + = (f—Hf> : (4.51)

w

no qual Hy é a Hamiltoniana do oscilador harmonico classico (2.40) para um modo do campo
apenas e /1 é o parametro (positivo) de anarmonicidade do meio ndo-linear. Tal descri¢do do meio
Kerr é feita no &mbito do eletromagnetismo classico. Contudo, optamos por descrevé-lo segundo a
QED. Entéo, analogamente ao procedimento da quantizacdo do campo eletromagnético, devemos
associar operadores com varidveis cldssicas. Do principio da correspondéncia de Bohr, temos o
operador Hamiltoniano do sistema

n (Hj
H.-—H,+“ - _—H,]|. 4.52
k f"‘w(ﬁw f) (4.52)
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Logo, escrevendo (4.52) em termos dos operadores criagdo e aniquilacdo de excitagdes do meio

nao-linear b e b, obtemos

Hj, = hwb'b + hub?b? . (4.53)

Limite Adiabatico

Consideramos agora a interagdo do meio ndo-linear com o campo eletromagnético livre. Sendo
a' e a os operadores do campo de freqiiéncia @y e b' e b 0s operadores nao-linear de freqiiéncia w,

temos o Hamiltoniano do modelo [72]
H ), = hwoa'a + hwblb + hiub!?b? + hg(b' + b)(a + a'), (4.54)

no qual g é o acoplamento do meio ndo-linear com o campo.
Analogamente ao modelo de Jaynes-Cummings, utilizaremos a RWA quando w( =~ w. Neste

caso, o Hamiltoniano de interacdo (na representacdo de interagdo) torna-se
H;=hyg (abTei‘St + a’be™ + abe At 1 aTbTe’At) , (4.55)

em que 0 = w — wo € a dessintonia entre o campo e 0 meio ndo-linear, com A = w + wj.
Observamos que na RWA, ou seja, quando 2A > hd, podemos desprezar os termos contra-
girantes uma vez que seus efeitos, em média, devem interferir destrutivamente, ndo contribuindo

efetivamente na evolugdo do sistema. Assim, o Hamiltoniano (4.54) torna-se
H ), = hwoa'a + hiwb'b + hiub'?b? + hg(a'd + ab') . (4.56)

Este Hamiltoniano é exatamente soltivel nos casos limitesde g =0, 4 #0e g # 0, u = 0. Em
particular, para ;© = 0 hd uma troca de energia periddica entre os dois osciladores determinada
pelo pardmetro de acoplamento g. Se ambos os pardmetros p e g forem diferentes de zero, uma
solucdo fechada pode ainda ser obtida no limite adiabatico, isto é, quando as freqiiéncias wg e
w estdo em grande dessintonia. Esta aproximagdo é usada largamente em 6ptica ndo-linear, pois
permite a introducdo da susceptibilidade nao-linear de terceira ordem, tornando o sistema soltivel
analiticamente e 0 Hamiltoniano efetivo é escrito em termos dos operadores do campo mono-modo

apenas,

H;{f = hwoa'a + fika™?a?, (4.57)
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nos quais a nova freqiiéncia wp e o novo parametro de anarmonicidade ~ estdo relacionados a e

g por [72]
4
ng
=t (4.58)
92
Wy = wWwo — ? . (459)

O termo de interagdo féton-féton « é real e proporcional a susceptibilidade de terceira ordem ou
ao indice de refragdo nido-linear ny do meio Kerr [73,74]

B 3hwdx®  hwing

2V 2ceV (4.60)

sendo € = ¢n? a constante dielétrica do meio Kerr. Na interagdo com um dtomo de dois niveis,

conforme descrito a seguir, para valores tipicos das grandezas envolvidas, o acoplamento « é da

ordem de 0.1 €2, com uma freqiiéncia de acoplamento dtomo-campo (£2) da ordem de 10* Hz [73].

4.4 Modelo de Jaynes-Cummings com Meio Kerr

O Hamiltoniano de um atomo de dois niveis interagindo com um campo mono-modo de uma

cavidade sob a influéncia de um meio Kerr (ndo-linear) e na RWA, é dado por [75,76,77,78]:
H ok = hiwpa'a + %ﬁwegaz + ﬁQ(aTa_ + aa‘+) + hx(3)a72a2 , (4.61)

no qual indicamos  por x®), ficando subentendida a relacio entre as duas de (4.60).

Usando o método de Stenholm [79], reescrevemos H jox como
Hjcx = Ho+ Hjy, (4.62)
em que

Ho=hw(a'a+10.), (4.63)

Hi, = ix¥[(a'a)? + alac.] — ix® (a'a + 30.)

§ O (ata — 1 t (1.64)
+ﬁ[2 X (aa 2)]az+ﬁ9(aa,+aa+).
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Observamos entdo que [H 0, H int] = 0. Logo, podemos escrever o operador evolugdo do mo-

delo (na representagdo de Schrédinger) como
Us(t) = Ug(t)U e (t) = e i Holg i Hinel (4.65)

E conveniente trabalhar na representagdo de interacdo, uma vez que o operador evolugdo temporal

do sistema é obtido através da relagdo
U;(t) = e wHintt (4.66)
Dividindo este operador em duas partes
U;(t) = Uy ()Us(t) = e~ i Hite i Hot (4.67)
isto é, reescrevendo H ;,; como H;,; = H1 + H-, sendo

H, = 1ix® + ny®[(afa)? + atao.] — ix® (ala + 10.),
Hs = h[g —x® (aTa — %)]az — %ﬁx(?’) + ﬁQ(aTa_ + acr+) ,

tal que [H 1, H 2] = 0, teremos o operador U;(t) na base atbmica

k
) . ) 1 1
RS DL R o (468
o\l) = .
= Qat 8@ (ata - 1) - 1x®
Usando as identidades
1 2 102k
2V n+1 Qa _ §Qn+1 0
o o (4.69)
2k+1 )
2k 2k
Yni1 Qa B Y1 (320i1) ™ Q32041) " a
1 - 1 2k 1 1 2k )
Qal —37, Q(3) el — 57, (30)
nos quais
Yop1 =06 —2x¥n, @70)

Qny1 = \/’Y%H +4Q%(n + 1),
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obtemos
. —ix®) (n—g)t
U (t) = e 2XPte-ix@(n?—n)t , (3)0 !
0 efiX (n—3)t
] sin(lﬂm_lt sin (19t (4.71)
cos (3n41t) — Z’Yn+1f2l+1) —2zQa((22n)
n n
X sin (3Q11t) sin (3,t)

—2iQal cos (3Qt) + i,

n+1 Qn
Uma vez que (4.70) satisfaz a equagdo de autovalores f(n)|n) = f(n)|n), temos
Yoi1 =06 —2xFn, (4.72)

Qpy1 = \/ V2 +402(n+1). (4.73)

4.4.1 Limite Dispersivo com Meio Kerr

Com a inclusdo do meio ndo-linear, as condi¢des para a obten¢do do Hamiltoniano dispersivo

tornam-se
6] > w1 e 0] > ). 4.74)

Assim, reescrevendo 2,11 em (4.73) como

2
wn
Q1= [/ 1+ =5+, (4.75)

no qual @2, = w2, — 4x¥don + 4y(®?n? e fazendo uma expansao em séries de Taylor, temos

6] @nir , 19| T i1
Q=0+ ——F—+ —wn, — . 4.7
R+ T EnO | (4.76)
Agora, considerando os termos até segunda ordem apenas, obtemos os autovalores de energia
1y 4 1 (3) hQ?
Eyipn = hwo(n+ 5) £ 500 +ixn(nF1) £ W(n +1). (4.77)
Dessa forma, se as condi¢des em (4.74) forem satisfeitas para todo n, podemos trabalhar com o

Hamiltoniano efetivo

. 0%
HJfoK = hwpa'a + $hwego > + hix®at?a? + 5 (aTaaz +oi0-), (4.78)
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uma vez que satisfaz a relagdo (4.35) com E. ,, dado por (4.77).
Analogamente aos procedimentos anteriores, passamos para a representagdo de interacdo, ob-
tendo o operador evolugdo do sistema

.Q2
e—zT(n—H)t 0
02
5

U?ff(t) — o~ ixX®(n’—n)t (4.79)

nt

0 o'

Experimentalmente o meio Kerr pode ser produzido considerando duas diferentes espécies
de 4tomos de Rydberg na cavidade. Uma delas se comportando como o 4tomo de dois niveis
submetido a transi¢do de dois fétons e a outra se comportando como um oscilador anarmoénico no
campo [80]. Outra possibilidade seria acoplar a cada um dos espelhos da cavidade, um material
que responda nado-linearmente a acdo do campo eletromagnético da cavidade, como por exemplo,
a fibra 6ptica ou uma fibra 6ptica especial que permite a passagem entre seus sulcos, denominada

“Hole-Fiber” [81].

4.5 Freqiiéncia de Rabi Linear

Apresentamos agora o procedimento usado para se obter a expressdo que torna a freqiiéncia
de Rabi linear em n. As oscilagdes de Rabi apresentam colapsos e revivals apds um tempo que
depende da intensidade do campo inicial [7]. Uma explicagdo para esse comportamento é obtida
fazendo a expansao de (4.73) em torno de 7, isto é,

G laan-&-l

D1 =2 11 ok
k=0

(n—n), (4.80)

2 2

no qual o primeiro termo desta expansdo é responsdvel pelas rdpidas oscilagdes na dindmica
do modelo enquanto que os termos restantes sdo responsaveis pelos envelopes (revivals e super-

revivals) [82]. Em seguida, vamos derivar os dois primeiros termos da expansdo em (4.80) de modo

a obter
041 2A741
_ 4.81
on |—n  Qay1’ .
e
% _ AP0z, - AZL) 7 (4.82)
on? |, _. 0

sendo A1 = Q2 — x®; 1.



4. INTERACAO DA RADIACAO COM A MATERIA 77

4.5.1 Revivals e Super-revivals

O tempo de revival é caracterizado pelo instante em que ocorre a maxima recombinagdo das
oscilagdes da freqiiéncia de Rabi provocadas pelo primeiro termo da expansao (4.80), sendo obtido
considerando® que dois termos vizinhos da freqiiéncia de Rabi diferem por 27. Assim, de (4.81),

temos a expressdo do tempo de revival

ty =

2m - ' st (4.83)

’(aQ’fH‘l/an)n:ﬁ’ -7 AVES]

Analogamente, o tempo de super-revival é caracterizado pelo instante em que ocorre a mdxima

recombinagdo’ das oscilagdes de Rabi provocadas pelo segundo termo da expansdo em (4.80).

Assim, de (4.82), temos a expressao para o tempo de super-revival

2m 03
ts = =7 L (4.84)
H%azﬂnﬂ/anz)n:ﬁ‘ X(g)QQrgLH - A%H

Para A, 11 = x¥Q,11, temos que Q2,11 = 0. Logo, o tempo de super-revival torna-se fisi-
camente divergente. Assim, sempre teremos uma situagdo, denotada por é., que faz t, tender a

infinito para qualquer 7, dada por:

2,6
Substituindo (4.85) em (4.73), temos
1 =8 + 2P (n +2), (4.86)

ou seja, a freqiiéncia de Rabi torna-se linear em n, determinando o cardter periddico dos revivals
na dindmica do modelo, analisada no Capitulo 5.

Comentamos agora sobre os valores de § considerados neste trabalho quanto a sua validade na
RWA. Da anélise experimental [5], temos 2 ~ 102 Hz e a freqiiéncia de microondas wy ~ 10'° Hz.
Consideramos 6§ ~ 102Q2Hz, tal que § ~ 104wy < wy, que é bastante satisfatério para a aplicagdo

da RWA.

$Valido apenas para distribui¢do de ntiimero de f6tons “suave” em torno do niimero médio de fétons [83].
TNo entanto, as oscilagdes para o tempo de super-revival nao sio aparentes nos modelos mais simples como, por

exemplo, o modelo de Jaynes-Cummings padrdo.
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Dindmica do JCM com Meio Kerr

A dinamica do modelo descrito no capitulo precedente pode ser resolvida por véarios métodos
(por exemplo, amplitude de probabilidade, operador de Heisenberg e operador evolugdo). Opta-
mos pelo dltimo, pois permite o uso do formalismo de operador densidade. Assim, para o opera-

dor densidade do sistema inicialmente dado por

p:pa®pf, (51)

podemos obter a evolucdo deste estado para cada operador evolugdo calculado no capitulo prece-

dente, através da relacao

plt) = Us()pU(n) = | P P ) 52)
Peg(t) Pyy(t)
nos quais
Pec(t) = {elp(t)]e),
Peg(t) = (elp(t)]g) (53)

Pyqe(t) = (glp(t)]g) -
O operador densidade reduzido do 4&tomo e do campo podem agora ser obtidos das relagdes
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de trago parcial. Assim

pult) = Tey [p(t)] = i i
12 722 (5.4)
p(t) = Tra[p(t)] = pec(t) + pyy(t)
em que
A = Trg[(elp(t)le)] = (nlp..(t)n),
n=0
Az = Trg[(elp(t)lg)] =D (nlpe,(t)In), (5.5)
n=0
Aar = Tey [(glp(Dlg)] = S (nlpgg(B)1n)
n=0

Desse formalismo geral, podemos considerar qualquer estado inicial para o campo através de
(e 9]
Py = Z Pnmln){m|, (5.6)
n,m

no qual py, ;, = (n|ps|m) séo os elementos da matriz densidade do campo e qualquer estado inicial

para o dtomo através de

Pa = )Y, (5.7)

sendo [1) = ¢ Cele) + C,lg) e C% + C’; = 1 a condi¢do de normalizagéao.

Neste trabalho, consideramos a dindmica deste modelo para o campo inicialmente no estado
coerente |«) (2.89), com o = 5 e ¢ = 0, e 0 estado inicial do 4tomo em duas situagdes particulares:
no estado excitado |e) e no estado de superposi¢ao atomica |¢)) = % (le)+]g)), sendo C. = Cy = %
e ¢ = 0. Destas condi¢des iniciais, analisamos a dindmica do modelo para diferentes combinacoes
da dessintonia ¢ e da susceptibilidade do meio nao-linear X(3). Além da dinamica padrao, isto é,

quando 0 e x®) nulos, escolhemos convenientemente valores para x®) e, usando a relacdo (4.85),

determinamos os valores correspondentes para J, dos quais apresentamos os seguintes:
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e Dessintonia nula: 6 = 0 com X(3) =0
e Pequena dessintonia 4tomo-campo: § = 4.8 2 com ) = 0.1Q;
e Grande dessintonia dtomo-campo: § = 99.99 Q com x3) = 0.005 Q.

Nesta tiltima situagdo, analisamos também a concordéancia dos resultados com a evolugéo no limite

dispersivo do modelo quando, efetivamente, &tomo e campo ndo trocam energia entre si.

Em todos os casos parametrizamos os resultados com o tempo de revival t,. Na Tabela 5.1,

mostramos os valores de § e x(*) com os respectivos tempos de revival.

Em algumas grandezas consideradas adiante, serd possivel perceber uma distingdo na evolugao
entre os dois estados iniciais considerados para o 4tomo: as amplitudes das oscilagdes de Rabi
sdo bastante diferentes nas duas situagdes. Isso se deve ao termo de “interferéncia” presente na
superposicdo atdmica.

Fazendo uma manipulagédo algébrica, facilmente pode-se mostrar que o termo de “interferéncia”
¢ modulado por sin (¢ — ¢). Em outras palavras, a amplitude deste depende de sin (¢ — ¢) (como
mostrado na equacgdo (9) em [11]). No caso do dtomo inicialmente excitado, o termo de “inter-
feréncia” desaparece. Contudo, para o 4&tomo na superposi¢do considerada aqui, temos ¢ — ¢ = 0.
Se considerarmos o extremo oposto, ou seja, ¢ — ¢ = 7, a dindmica é essencialmente a mesma que

a obtida para o 4tomo inicialmente excitado [11].

Uma explicagdo para esta caracteristica ¢ dada pela constatacdo de que a dindmica da populagao
atomica é governada ndo pela distribuicdo inicial de fétons do campo, mas sim por uma distribui-
¢do weighted dressedness, que depende essencialmente do peso relativo de cada auto-estado vestido

do estado atomo-campo inicial [12].

) 0 480 480 480  4.8Q 99990 99.99Q 99.99Q 99.99
x® 0 0 0.005Q  0.1Q 0.5Q 0 0.005Q  0.1Q 0.5Q
QOt, 32.0381 35.4095 35.8990 31.4159 6.40441 315.757 628.319 35.3141 6.51477

Tabela 5.1: Valores da dessintonia ¢ e susceptibilidade x(*) com os respectivos tempos de revival.
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5.1 Inversido Atomica

O modelo de Jaynes-Cummings permite a investigacdo de uma maneira ndo perturbativa da
dindmica atomica. Uma forma conveniente de caracterizar a resposta ao campo é dada pela in-
versdo de populagdo ou inversdo atdmica. Esta quantidade é definida como a probabilidade de
encontrar o &tomo em seu estado excitado menos a probabilidade de encontrd-lo em seu estado

fundamental, ou seja,

W(t) = (02)r = Tra[o2p,(t)] = At = Aoz = Y (nlpec(t)ln) =Y (nlpg,(t)ln).  (5.8)
n=0 n=0

Notamos que a inversdo atomica é altamente sensivel a P,. Se o campo é preparado inicial-
mente num estado de ntimero |n), com distribuicdo de niimero de fétons dada por (2.86), a ex-
pressdo acima exibe um atomo saindo de seu estado inicial (excitado, por exemplo) e retornando
ao mesmo de uma maneira periédica, comportamento este conhecido como oscilagdes de Rabi.
Contudo, se o campo é preparado num estado coerente |a) com a P, dada por (2.95), a inversao
de populagdo exibe caracteristicas ndo-triviais: as oscilacdes de Rabi colapsam e ressurgem ap0s
tempos que dependem da intensidade do campo inicial [7], denominados tempos de colapso e de
revival, como verificamos em (4.83).

Apresentamos a inversdo atomica para o campo da cavidade inicialmente num estado coerente

(a) (b)
1.0f ! ! ‘ 1 1.0F ‘ e : a

0 1 2 3 4 70 1 2 3 4
t/t, t/t,

Figura 5.1: Inversio atdmica em fungao de ¢/t, com § = 0 e x(®) = 0 para o 4tomo inicialmente no estado
@) p, = le){ele (b) p, = 5 375 -y 1) (il
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(@) (b)
1LOf ‘ ‘ ‘ ; 1O ‘ Wi ‘ :

-C.1

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
t/t, t/t,
Figura 5.2: Inversdo atomica em fungao de ¢/, com § = 4.8 Qe x(*) = 0 para o 4tomo inicialmente no estado

@) po = le){el e (b) po = 3 227 ;- 1) (4.

107 - ‘ : @) 107 ‘ ‘ ‘ b)
05 0.5 E”’ “ “ “ ‘
S S 0.1 L + t/zty -
0.0 0.0 4 " b 1 "
= =
05 05
104 . ‘ . ] 104k ‘ ‘ ‘ ]
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
t/t, t/t,

Figura 5.3: Inversdo atdmica em fungio de ¢/t com § = 4.8Q e x(3) = 0.1 para o 4tomo inicialmente no
estado (2) p, = [¢) (e e ©) p, = 3 5,1, i) (]

com a = 5 (¢ = 0). Quando dtomo e campo estdo em ressonancia exata sem a presenca do meio
Kerr, para o atomo inicialmente excitado (Figura 5.1-a), verificamos os resultados bem conhecidos
obtidos em [7]. Para o 4&tomo inicialmente numa superposi¢do coerente de seus niveis, verificamos

o0 aprisionamento na inversdo de populagdo (Figura 5.1-b), como inicialmente observado em [11].

No limite de pequena dessintonia (§ = 4.8(2) e na auséncia do meio ndo-linear, comegamos

a observar um deslocamento na linha da regido de colapso para o dtomo inicialmente excitado
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(Figura 5.2-a). Para o caso no qual a influéncia do meio Kerr é pequena (x*) = 0.005 Q2), a dindmica
do 4tomo pouco muda em relagdo a Figura 5.2-a. Para o d4tomo inicialmente na superposicao
coerente de seus niveis, quase ndo se percebe diferencas entre as dindmicas na ressonancia e no
limite de pequena dessintonia na presenga (ou ndo) do meio ndo-linear (Figuras 5.1-b e 5.2-b).

No limite de pequena dessintonia 4tomo-campo, para e x(*) tais que a freqiiéncia de Rabi é li-
near, observamos claramente a periodicidade provocada no caso em que o dtomo estd inicialmente
excitado (Figura 5.3-a). Para a superposi¢do dos niveis atdmicos, o cardter periédico também é
observado, porém, este ¢ minimizado devido ao aprisionamento das oscila¢des (Figura 5.3-b). Nos
detalhes, evidenciamos estes efeitos minimizados, explicados em [12].

No limite de grande dessintonia 4tomo-campo, observa-se a tendéncia de ndo mais ocorrer
inversdo de populagdo em relacdo ao estado considerado inicialmente tal como previsto no capitulo
anterior. Ainda, observa-se também que uma susceptibilidade do meio ndo-linear cada vez maior
produz o mesmo efeito. Contudo, observamos que uma combinacdo de ambos os pardmetros
pode também produzir um efeito contrério ao observado, por exemplo, ao compararmos a linha

da regido de colapso nas Figuras 5.2-a e 5.3-a.

5.2 Distribui¢ao de Nimero de Fétons

Uma maneira de caracterizar o campo da cavidade durante a interacdo com o dtomo é dada

pela sua distribui¢do de ntiimero de fétons, definida como

Po(t) = (nlps(t)n) (5.9)

no qual p(t) é o operador densidade do campo. Se considerarmos este operador dado por (5.4), a

distribui¢do de niimero de fétons pode ser reescrita como

Pa(t) = (nlpee(t)In) + (nlpgy(t)[n) - (5.10)

Assim, podemos encontrar a evolugdo temporal da estatistica de fé6tons do campo para qualquer

situagdo inicial do modelo.
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5.2.1 Numero Médio de Fétons

Com o uso da relagdo (5.10) obtém-se a expressdo para a evolugdo temporal do nimero médio

de fétons do campo

(n)e = Trg[npg(t)] =D Pu(t)n. (5.11)
n=0

Analisando a relagdo acima, verificamos que o nimero médio de fétons estd relacionado com a

inversdo atobmica através da relagdo
(n), =a*+ 3[1-W)], (5.12)

que é uma conseqiiéncia direta do fato da interagdo atomo-campo conservar o ntimero de excita-
¢do [84]. Desta ultima relacdo, podemos concluir que (n); e W(t) produzem as mesmas curvas,
porém, refletidas e transladadas entre si.

Na Figura 5.4 apresentamos o nimero médio de fétons para o sistema dtomo-campo ressonante
na auséncia de ndo-linearidade. Observamos, para o 4tomo inicialmente excitado, um aumento no
nimero médio de fé6tons do campo, ndo retornando mais para o valor inicial (Figura 5.4-a). Para o
atomo na superposigdo de seus niveis, o nimero médio de fétons quase ndo oscila devido ao apri-
sionamento permanecendo préximo do valor inicial (Figura 5.4-b). Estas caracteristicas do limite

ressonante praticamente ndo se alteram no limite préximo da ressondncia e na presenca (ou nao)

(a) | | . ®

26f ‘ ‘ | 7 26¢
=25 | T 250
24l ‘ ‘ ‘ ] 24. ‘ ‘ ]
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
t/t, t/t,

Figura 5.4: Nimero médio de fétons em funcdo de t/t, com § = 0 e x(*) = 0 para o 4tomo inicialmente no
estado (a) p, = le)(e| e (b) p, = 5 D5, 1) (il.
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Figura 5.5: Ntimero médio de fétons em fungio de /¢, com § = 4.8Q e x®) = 0.1Q para o 4tomo inicial-

mente no estado (a) p, = e){e| e (b) p, = 1 Zfﬂ.:g [4) (-

de uma fraca agdo perturbativa do meio ndo-linear (x® = 0.005€). Para uma susceptibilidade
x® = 0.59, observa-se a tendéncia de nao mais haver troca de energia dtomo-campo. Contudo
para a combinacdo § = 4.8Q e x(® = 0.1, observamos a periodicidade, verificando o retorno
para o nimero médio de fétons inicial (Figura 5.5).

No limite de grande dessintonia, como ja observado para a inversdo atdmica, também nao

ocorrem, efetivamente, trocas de energia &tomo-campo, mesmo na presenca do meio nao-linear.

5.2.2 Variincia do Numero de Fétons

Da relagdo (5.11) e de um célculo anélogo para se obter (n?);, podemos escrever a relacdo para
a evolugdo temporal da varidncia do ntiimero de fé6tons do campo como

2

<m%:iawﬂ-i&@n (5.13)
n=0 n=0

Na Figura 5.6 apresentamos a evolugdo da varidncia do namero de fétons em fungdo de t/t, para
o dtomo inicialmente excitado (a) e inicialmente na superposicao (b).

Para o limite de pequena dessintonia (§ = 4.82) e na auséncia (x® = 0) ou presenga (x®) =
0.005 ) de uma fraca perturbagdo nao-linear temos, de maneira andloga ao observado para (n):,
evolugdes bastante semelhantes a situacdo de ressonancia também para (An?),.

No limite de grande dessintonia, analogamente a inversdo atomica e ao ntiimero médio de
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Figura 5.6: Variancia do nimero de f6tons em fungéo de ¢/t com § = 0 e x(®) = 0 para o 4tomo inicialmente

no estado (@) p, = [¢) (¢l e 0) p, = § 5,1, i) (.
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Figura 5.7: Variancia do ndmero de fétons em fungao de t/t, com § = 4.8Q e x® = 0.1Q para o 4tomo

inicialmente no estado (a) p, = |e)(e| e (b) p, = %Zf,j:g 1) (j]-

fétons, a varidncia no namero médio de fétons do campo praticamente ndo desvia do valor inici-

almente encontrado. O mesmo efeito é obtido considerando o sistema em ressonancia ou préximo

desta com uma forte interacdo do campo com o meio Kerr (x(*) = 0.5Q).

Quando consideramos apenas a combinagdo que lineariza a freqiiéncia de Rabi em n, observa-

mos a caracteristica periodicidade. No limite de pequena dessintonia 4tomo-campo com o atomo

inicialmente excitado temos, além do carater periédico das oscilagdes, a maior varidncia no nimero

de fétons observada a cada tempo de revival (Figura 5.7-a). Ao considerarmos a superposicdo ini-

cial, temos um efeito particularmente interessante: uma variancia de aproximadamente um féton
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no nimero médio de fétons do campo, retornando ao valor inicial a cada tempo de revival (Figura

5.7-b).

5.3 Distribuicao de Probabilidade de Fase

Usando as relagdes obtidas para as propriedades da fase quantica do campo, segundo o forma-
lismo de Pegg e Barnett no Capitulo 3, podemos agora analisar a dindmica dessas propriedades.
A distribuigdo de fase no modelo de Jaynes-Cummings na presenga do meio nao-linear é obtida
de (3.104) e dada por

PO = — [1+ 3 pum(t)elm-m0+0)] (5.14)

2
T n#Em
em que pym(t) = (n|p(t)|m) sdo os elementos de matriz para o operador densidade do campo.
Gréficos da evolucado temporal da distribuicdo de probabilidade de fase P(6,t) (5.14) mostram

(Figuras 5.8 a 5.13) que, quando ¢ = 0, a distribui¢do de fase P(f) apresenta uma estrutura se-
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Figura 5.8: Distribuigdo de probabilidade de fase em funcio de 6 e t/t, com § = 0 e x*) = 0 para o 4tomo

inicialmente no estado p, = |e){e|.
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Figura 5.9: Distribuicao de probabilidade de fase em fungio de # e ¢/t, com § = 0 e x(*) = 0 para o 4tomo

inicialmente no estado p,, = 3 > ;_, [i)(jl.

melhante a uma Gaussiana, correspondente ao estado coerente inicial do campo. A medida que
aumentamos a amplitude coerente do campo, a distribuigdo de probabilidade de fase tende cada
vez mais para a distribuicdo bem definida dos estados de fase coerentes, que sdo auto-estados do
operador fase de Susskind-Glogower (3.58).

Como sabemos do modelo de Jaynes-Cummings padrao [85], isto é, o 4&tomo inicialmente exci-
tado e em ressonancia com o modo do campo na auséncia do meio néo linear, caso o campo da ca-
vidade esteja inicialmente no estado coerente, entdo, durante a evolugdo do sistema, a distribui¢do
de probabilidade de fase P(6,t) divide-se em dois picos que se distanciam gradualmente (Figura
5.8). Os picos sdo simétricos em relagdo ao angulo § = 0, tal que o valor médio da fase permanece
sempre igual a zero (Figura 5.14-a).

Portanto, a evolucdo temporal da distribuicdo de probabilidade de fase guarda alguma informa-
¢do a respeito dos colapsos e revivals das oscilagdes de Rabi [85]. Quando os picos estdo com
maxima separagdo entre si, observamos o primeiro revival nas oscilagdes de Rabi. Quando os pi-
cos se reencontram (esse overlap dos picos ndo estd mostrado na Figura 5.8), ha a incidéncia do

segundo revival e assim por diante até a completa dispersdo, isto é, tendéncia para a distribuigdo
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Figura 5.10: Distribuicio de probabilidade de fase em fungio de 0 e ¢/t, com § = 99.99Q e x*) = 0 para o

dtomo inicialmente no estado p, = |e)(e|.

aleatoria de fase P(0,t) = 5-.

Para a situagdo na qual o &tomo se encontra inicialmente numa superposicdo igualmente pon-
derada entre seus niveis, a dindmica da distribui¢do de probabilidade de fase é bastante diferente.
Em primeira instancia, ndo mais é observada qualquer divisdo do pico inicial em dois picos adja-
centes (Figura 5.9). Essa distribuicao de probabilidade de fase reflete o aparecimento de oscila¢oes
no valor médio da fase (Figura 5.14-b) em contraste com a intera¢do do campo com o atomo inici-

almente excitado, conforme abordaremos na préxima subsecéo.

No limite de pequena dessintonia &tomo-campo e sem o meio Kerr, a evolugao da distribuicdo
de probabilidade de fase ainda é bastante semelhante aos casos ressonantes. Para o dtomo ini-
cialmente excitado, observa-se a distribuicdo de probabilidade de fase simétrica entre dois picos
adjacentes sendo remanejada a medida que se aumenta a dessintonia até que um dos picos de-

saparece (Figura 5.10). Para o 4&tomo inicialmente na superposi¢do observa-se um efeito inverso,
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Figura 5.11: Distribuicdo de probabilidade de fase em fungio de 0 e ¢/t, com § = 99.99Q e x*) = 0 para o

4tomo inicialmente no estado p, = ; 227: MOIVIE

ou seja, a medida que a dessintonia aumenta, o pico (inicialmente tinico) é remanejado entre dois

picos adjacentes (Figura 5.11).

Tal processo converge para a situagdo apresentada no limite de grande dessintonia atomo-
campo, ocorrendo uma “inversdo de papéis”. Neste limite, a interacdo do campo com dtomo
inicialmente excitado passa a responder com a permanéncia do pico centrado num tinico ponto
evoluindo quase periodicamente, isto é, quase sem dispersao (Figura 5.10). Na interagdo do campo
com a superposicdo atdmica, neste limite, observa-se a divisao do pico inicial em dois picos adja-
centes e simétricos (Figura 5.11) também quase sem dispersdo, como verificaremos adiante na

analise do valor médio e da varidncia da fase do campo.

Adicionando o meio Kerr no sistema, a evolugao da distribuigao de probabilidade de fase se al-
tera completamente. Conforme mostrado na Figura 5.12, uma fraca presenga perturbativa do meio

nao-linear (x®) = 0.005 Q) com uma pequena dessintonia (6§ = 4.8€2), provoca ndo s6 um deslo-



92 5.3. DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE DE FASE

-% e
R .v‘%t LT e
.oo TR R s
-.-23-:36:‘3" ,:,;.::“4. 2 o
-.4»:.-.-.,'4.7.

o
%a

sy,

"0
-.- ;
..*.,_“

it
M,ﬁ ?

ﬂ

Figura 5.12: Distribuigdo de probabilidade de fase em fungdo de 6 e ¢/t com § = 4.8 Q e x*) = 0.005 2 para

0 dtomo inicialmente no estado p, = |e)(e|.

camento na distribui¢do de probabilidade fase como também contribui para uma maior dispersao

da fase do campo durante a intera¢cdo do campo com o dtomo.

Para o caso particular de §. em (4.85), quando (2,1 torna-se linear em n, observamos o carater
peridédico na evolugdo da distribuigdo de probabilidade de fase. Mais ainda, independentemente
do estado inicial do 4tomo considerado (excitado ou superposigdo), assim como o limite consi-
derado (ressonante, pequena ou grande dessintonia) a evolugdo da distribui¢do de probabilidade
de fase é a mesma, onde observamos que a cada tempo de revival, a fase do campo retorna a sua

distribuigdo de probabilidade inicial (Figura 5.13).

Para as combinacdes nio nulas de ¢ e x(® consideradas, a evolucio da distribuicdo de fase se
processa de maneira semelhante a observada na Figura 5.13. Contudo, ndo se recupera novamente
a distribuicdo de probabilidade de fase inicial, a0 menos ndo num tempo igual ao tempo de revival.
Quanto maior a ndo-linearidade do meio Kerr maior a taxa de dispersao em relacdo a distribuigao
de probabilidade de fase inicial. A relagdo entre o comportamento dos picos e os colapsos e revivals

das oscilagdes de Rabi aparentemente é quebrada.
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Figura 5.13: Distribuigdo de probabilidade de fase em fung¢ao de § e t/t, com ¢ = 6. = 3@ — 2x* parao
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5.3.1 Valor Médio da Fase

Da relagao (5.14) podemos escrever o valor esperado para a fase do campo, segundo a dindmica

do modelo de Jaynes-Cummings com meio Kerr, como

i(m—n)¢(_1)m—n

(Do)=Y pumlt)

n#m

(5.15)
m—n
Na Figura 5.14-a, pode se observar que o valor médio da fase do campo permanece constante
durante a interagcdo com o 4tomo inicialmente no estado excitado e em ressonancia com o campo na
auséncia do meio ndo-linear. Este efeito pode ser explicado pela simetria existente na distribuigdo
de probabilidade de fase, conforme analisado anteriormente (Figura 5.8). Uma outra maneira de
explicar esse efeito pode ser obtida analisando a evolugdo temporal do estado do campo no espago
de fase usando, por exemplo, a fun¢do-Q), conforme mostraremos adiante.
Da mesma forma, as oscilagdes no valor médio da fase do campo quando este interage com o
dtomo inicialmente no estado de superposigdo (Figura 5.14-b), estdo de acordo com distribui¢do

de probabilidade apresentada, a qual ndo é simétrica (Figura 5.9). Tal efeito também pode ser
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Figura 5.14: Valor médio da fase em fungio de /¢, com § = 0 e x(®) = 0 para o 4tomo inicialmente no estado
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Figura 5.15: Valor médio da fase em fungéo de t/t, com § = 99.99 Q e x(®) = 0 para o 4tomo inicialmente no

estado (a) p, = |e)(e| e (b) p, = 5 325, i) (jl-

observado analisando a evolugdo do estado do campo no espago de fase, conforme andlise da
fungdo-(@) adiante. Neste caso, o valor médio da fase oscila em torno do valor inicial, convergindo

novamente para este apds um tempo suficientemente longo devido a dispersao.

No limite de grande dessintonia, a evolug¢do do valor médio da fase do campo se inverte de
acordo com o estado inicial considerado para o 4tomo: se estiver inicialmente no estado excitado,

sdo observadas oscila¢des, de acordo com a Figura 5.15-a, quase ndo apresentando tendéncia em
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Figura 5.16: Valor médio da fase em fungdo de ¢/t, com § = 4.8 Q e x*) = 0.005 Q para o 4tomo inicialmente

no estado (a) p, = [e} (el e (b) p, = 1 25, [i) (.

voltar para o valor inicial da fase durante a interagdo*; se estiver no estado de superposicao, evolui

de forma semelhante a observada na situacdo de ressonancia com o dtomo excitado (Figura 5.14-a),

ou seja, quase ndo apresenta variagdo em relagdo ao valor inicial, conforme observado na Figura

5.15-b.

Na presenga fracamente perturbativa (x® =
0.005 ) do meio Kerr, temos curvas seme-
lhantes para as oscilagdes da fase do campo
interagindo com o atomo inicialmente no es-
tado excitado (Figura 5.16-a) e inicialmente
no estado de superposi¢do (Figura 5.16-b). A
taxa de dispersdo, como ja verificamos para
P(6,t), deve aumentar com o aumento da sus-
ceptibilidade do meio nado-linear. Pode ocor-
rer retorno para o valor inicial em determina-
dos tempos da interagdo, porém, ndo em tem-

pos iguais aos tempos de revival [86].

2
t/tT
Figura 5.17: Valor médio da fase em fungédo de t/t,

02

™ —2x®) para o dtomo inicialmente

comd =6, =

3)
no estado p, = [¢) (el ou p, = 5 325, 1)l

Para os valores de J e x(®) que linearizam a freqiiéncia de Rabi em 7, temos uma evolugao

para o valor médio da fase que é a mesma para todas as situagdes iniciais (Figura 5.17) indepen-

*A tendéncia ocorre para um tempo bem maior que o considerado neste trabalho.
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dentemente do estado inicial do 4tomo (excitado ou de superposi¢ao) ou do limite considerado
(ressonante, pequena e grande dessintonia), desde que satisfagam a relagdo (4.85). Tais valores tém
uma relagdo direta com o tempo de revival. A cada tempo de revival observamos retorno para o

valor inicial da fase do campo.

5.3.2 Variaincia da Fase

Da relagdo (5.14) e de maneira andloga ao célculo de (¢;):, a evolugdo temporal da varidncia
da fase do campo é dada por

2
-n

n#m n#m
Na Figura 5.18-a, apresentamos a varidncia da fase do campo para a situagdo de ressonancia 4tomo-
campo e auséncia do meio ndo-linear. Observamos que evolugdo da variancia do campo no estado
coerente inicial interagindo com o 4tomo inicialmente no estado excitado se processa oscilando
em torno do valor %2 (fase aleatéria), convergindo para este valor durante a interagdo. De forma
semelhante, temos a dindmica da varidncia do estado coerente inicial do campo interagindo com o

atomo inicialmente no estado de superposicado (Figura 5.18-b).

T

2
4

(Ag,

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
t/t, t/tr

Figura 5.18: Variancia da fase em funcdo de t/t,, com § = 0 e x*) = 0 para o 4tomo inicialmente no estado

(a)pa_‘ >< |e(b pa_QEzj g|><]‘

Quando consideramos uma fraca perturbagao (x® = 0.005 ) do meio nio-linear, observamos

que a variancia do estado do campo oscila mais rapidamente devido a taxa de dispersdo do estado
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Figura 5.20: Variancia da fase em fungéo de t/t, com § = 4.8Q e x®) = 0.005 para o 4&tomo inicialmente

no estado (a) p, = le)(e| e (b) p, = 5 25 ;_, 1) (il

ser cada vez maior com o aumento da susceptibilidade do meio ndo-linear. Os efeitos sdo seme-
lhantes para os dois estados iniciais do d&tomo: inicialmente no estado excitado (Figura 5.20-a) e
inicialmente na superposi¢do (Figura 5.20-b).

No limite de grande dessintonia &tomo-campo temos o carater quase peridédico na variancia da
fase. A varidncia para o estado coerente inicial do campo interagindo com o dtomo inicialmente
excitado (Figura 5.19-a) apresenta rapidas alternagdes entre maximos e minimos. Para o dtomo
inicialmente no estado de superposi¢do ocorre um efeito semelhante, porém, de maneira “suave”

(Figura 5.19-b). Nas duas situagdes, o efeito de dispersdo ndo é observado facilmente, comegando



98 5.4. ENTROPIA DE VON NEUMANN

a ocorrer apds um tempo maior que o consi- 10f
derado neste trabalho. 8
Quanto as combinacdes de 6 e x©® nido 26
oD

apresentadas e que ndo satisfazem (4.85), 3
3ol
a evolugdo se processa de maneira seme- M«MJ‘M WW
lhante & mostrada na Figura 5.21. Porém, a 2
varidncia ndo retorna ao valor inicial encon- ol i
- . . 0 1 2 3 4
trado, ao menos ndo em tempos iguais ao t/t
T

tempo de revival, caracteristica sempre obser- . a
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1,=9g
da freqiiéncia de Rabi (4.85).

2 P o e .
' — 2x®) para o 4tomo inicialmente no

5.4 Entropia de von Neumann

Estamos considerando tanto o &tomo como o campo inicialmente num estado puro, tal que a
entropia total inicial é nula. De acordo com o teorema de Araki-Lieb [87], uma vez que a entropia
total é nula (num sistema fechado), as entropias dos subsistemas serdo iguais. Assim, dtomo e
campo podem ser tratados como subsistemas separados, tal como em (5.4).

Uma quantidade que representa um papel importante em nossa analise é a entropia de von
Neumann [88]. A entropia proporciona a mais completa informacao a respeito da pureza do campo

na cavidade [84] e é definida como

S (t) = =Trp) {P @) OI[p) )]}, (5.17)

de onde, por conveniéncia, calculamos a entropia do &tomo para entdo obter a entropia do campo.

Assim, a entropia do campo pode ser calculada através da expressao [10,41]
S =S¢ = —n4lnny —n_Inn_, (5.18)
no qual

ne = 214 [(M1 = A2)” + 4] (5.19)
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Figura 5.22: Entropia de von Neumann em fungao de ¢/t,, com § = 0 e x(*) = 0 para o 4tomo inicialmente
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Apresentamos inicialmente a situagdo em que tanto a dessintonia &tomo-campo como a sus-
ceptibilidade do meio Kerr sdo nulas. Na interagdo do campo com o d4tomo inicialmente excitado,
observamos que o campo é aproximadamente purificado num tempo aproximadamente igual ao
tempo de colapso (Figura 5.22-a). O mesmo ndo ocorre quando o campo interage com o 4tomo
inicialmente na superposicdo de seus niveis (Figura 5.22-b). Um comportamento semelhante é ob-
servado no limite de pequena dessintonia e sem a agdo do meio ndo-linear (6 = 4.8Q e Y3 = 0)

ou na presenca de uma fraca perturbacdo do meio Kerr (6 = 4.8 e x®) = 0.005 Q). Contudo, na
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Figura 5.23: Entropia de von Neumann em fungéo de t/t, com § = 99.99Q e x(*) = 0 para o 4tomo inicial-

mente no estado (a) p, = |e)(e| e (b) p, = 5 D5 i, i) (.
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Figura 5.24: Entropia de von Neumann em fungéo de t/t, com § = 4.8Q e x® = 0.1Q para o 4tomo

inicialmente no estado (a) p, = |e)(e| e (b) p, = %Z:FQ [2) (4.

interagdo com o dtomo inicialmente excitado, o campo ndo mais retorna a um estado puro para o
tempo de colapso (metade do tempo de revival).

No limite de grande dessintonia 4tomo-campo, ainda sem a presenca perturbativa do meio
Kerr, observamos que a pureza do campo é bastante sensivel ao estado inicial do dtomo: na
interacdo com o dtomo inicialmente excitado, temos que o campo praticamente retorna a um estado
puro durante a interacdo (Figura 5.23-a). Na interacdo com o atomo inicialmente na superposicao,

a entropia apresenta duas caracteristicas bastante diferentes em relagdo a interagdo com o atomo

0.7¢ ‘ ‘ @ 077 ‘r ‘ : (®)
0.6+ : 0.6+
0.5+ : 0.5+
S04 : S04
¥ 03 : “ 03]
0.2+ ] 020
0.1} ] 0.1

o WYYy 0.0 i

0 1 2 3 4 0 i 2 3 4

t/t, t/t,

Figura 5.25: Entropia de von Neumann em fungéo de t/t, com § = 99.99Q e x(3) = 0.005 2 para o 4tomo

inicialmente no estado (a) p, = |e)(e| e (b) p, = %Zf,j:g [4)(j]-
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inicialmente excitado: o campo evolui rapidamente para um estado de mistura retornando para

um estado puro a cada tempo de revival (Figura 5.23-b).

Para § = 4.8Q e x® = 0.50 ndo se observa tendéncia alguma do campo em voltar a um
estado puro (na interagdo com o 4tomo inicialmente excitado). Um comportamento semelhante é
observado na interacdo com o d&tomo na superposicao de seus niveis. Se § = 99.99Q e X3 =0.19Q
ou 0.5 e o a&tomo estiver inicialmente excitado, a entropia tende a ndo se afastar do valor inicial.
Porém, para a superposigao entre os niveis atdmicos inicial, continua a rdpida ascensao do campo

para um estado de mistura, porém, sem retorno para um estado puro.

A combinacéo dos parametros § e x(*) que linearizam a freqiiéncia de Rabi em n apresentam

efeitos observados que sdo ainda mais interessantes.

No limite de grande dessintonia, na interacdo do campo com o &tomo inicialmente excitado,
temos o cardter periédico na evolugdo da entropia (Figura 5.25-a), contudo, sem diferengas apa-
rentes em relagdo aos casos anteriores (Figura 5.23-a). Ja para a interagdo do campo com o atomo
inicialmente na superposicdo, além do carater periédico obtido devido a linearizagdo de 2,41 e
da rapida ascensdo a um estado de mistura, observamos que o retorno do campo para um estado
puro ocorre mais freqiientemente (Figura 5.25-b) em tempos iguais aos tempos de colapso e em

tempos iguais aos tempos de revival.

Para a combinacdo de ¢ e 3 tal que 2,41 torna-se linear em 7, no limite de pequena dessin-
tonia 4tomo-campo, a evolucdo da entropia se processa de maneiras bem distintas para as duas
situagdes iniciais para o &tomo: na interagdo do campo com o dtomo inicialmente excitado (Figura
5.24-a), observamos uma situagdo semelhante a encontrada para o limite de grande dessintonia
com o dtomo numa superposi¢do (Figura 5.25-b), ou seja, o campo retorna para um estado puro
a cada tempo de colapso e a cada tempo de revival das oscilagdes de Rabi; na interacdo do campo
com a superposicdo atdmica inicial (Figura 5.24-b), porém, a evolugdo da entropia é semelhante a
observada para o limite de grande dessintonia na auséncia do meio ndo-linear para este mesmo
estado inicial do atomo (Figura 5.23-b), e o campo evolui aproximadamente para um estado de
mistura estatistica a cada tempo de colapso alternando com uma evolugdo para um estado puro a

cada tempo de revival.
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5.5 Distribui¢ées de Quasi-Probabilidades

Nesta se¢do apresentamos as distribui¢des de quasi-probabilidades mais difundidas em 6ptica
quantica: a fun¢do-@ e a fungdo de Wigner. Consideramos essas fung¢des especiais, visando obter
uma melhor informacao a respeito dos estados do campo que estdo sendo gerados na interagdo

com o atomo de dois niveis.

5.5.1 Funcao-()

A funcao-() é a distribuicdo de quasi-probabilidade associada ao ordenamento anti-normal de
produtos dos operadores criagdo e aniquilagio de fétons do campo a' e a, podendo ser escrita de

uma maneira conveniente dada por

Q(B,t) = %<ﬁ|pf(t)’/3>7 (5.20)

sendo |) um estado coerente com amplitude $ = x + iy e p;(t) o operador densidade reduzido
para o campo, conforme a relagdo (5.4). A evolugdo, de acordo com o modelo de Jaynes-Cummings
na presenca de um meio nado-linear tipo Kerr, é dada por:
1 o0 n Qxm
QA1) = —e 17 3~ o) (5.21)
™

n!m!

n,m=0

A funcdo-Q) é sempre positivo-definida, sendo usada, neste trabalho, para a visualizagdo do
estado do campo através de “curvas de niveis” no espago de fase [89].

Na Figura 5.26-a temos a representacdo do estado do campo interagindo com o dtomo inici-
almente no estado excitado. No tempo em que as oscila¢des de Rabi, por exemplo, da inversdo
atdmica colapsam, o estado do campo divide-se em dois ramos, até que no tempo t = 3¢, atingem
o maximo afastamento entre si, como visto na Figura 5.26-a. De fato, o campo evolui aproximada-
mente para uma superposigdo de estados coerentes [90,91,92]. Este é o tinico momento na evolugdo
do sistema dtomo-campo ressonante e na auséncia do meio Kerr que o campo se aproxima de um
estado puro [84]. Exatamente no tempo de revival t = t,, a fun¢do-() apresenta uma recombinagdo
dos ramos do estado do campo evoluido (Figura 5.26-a); contudo, seu contorno apresenta-se de-
formado em comparac¢do com o contorno do estado coerente inicial. Assim, temos que o campo

evolui para um estado de mistura [84], conforme analise da entropia (Figura 5.22).
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Figura 5.26: Funcdo-() no espaco de faseem (I)t = 0, (II) t = %tr, ()t =t,,comd=0ex® =0 para o
atomo inicialmente no estado (a) p, =
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Figura 5.27: Funcdo-(Q) no espago de faseem (I) t = 0, (II) t = %tr, M) t = t,, com § = 99.99Q e x® =0

para o dtomo inicialmente no estado (a) p, = e){e| e (b) p, = % Zij:g |4 (j]-



104 5.5. DISTRIBUICOES DE QUASI-PROBABILIDADES

-8 L . . ‘ d -8 kb ‘
) 0 )

R(S) R(3)

Figura 5.28: Funcdo-Q no espaco de fase em (I) t = 1t,, (I) t = £t,., (1) t = 2¢,, (IV) t = ¢, com § = 99.99 Q)

e X = 0.5Q para o 4tomo inicialmente no estado p, = |e){e|.

Quando o dtomo estd inicialmente no estado de superposigdo, a separagdo da fun¢do-@) em dois
ramos ndo é observada (Figura 5.26-b), conforme ja comentado anteriormente para a distribui¢ao

de probabilidade de fase (Figura 5.9).

No limite de grande dessintonia, observamos que as dindmicas (no limite ressonante ou de
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Figura 5.29: Fungdo-Q no espago de fase em (I) t = 0, () ¢t = it,, () t = ¢, (V) 3¢, (V) t,, com

§=96.= 22% — 2x¥) para o dtomo inicialmente no estado p,, = [e)(e| ou p, = 3¢ i) (4.

pequena dessintonia 4tomo-campo) das intera¢des do campo com cada uma das duas situacdes
iniciais consideradas para o dtomo (excitado e superposigdo de seus niveis) se invertem, isto é, a
fungao-() para o campo interagindo com o dtomo inicialmente excitado leva a uma ramificagdo do
campo na metade do tempo de revival (Figura 5.26-a) para o limite ressonante (ou pequena des-
sintonia 4&tomo-campo) enquanto que, no limite dispersivo (Figura 5.27-a), esta ramificagdo passa
a ser observada quando o estado inicial do 4tomo é a superposicdo de seus niveis (Figura 5.27-b).
Esta inversdo de papéis ocorre gradativamente conforme aumentamos a dessintonia &tomo-campo.
Lembramos que este mesmo comportamento foi observado também na dinamica da distribuigdo

de probabilidade de fase do campo (Figuras 5.8 a 5.10).

Adicionando o meio Kerr na cavidade e numa situagdo geral em que a combinagdo de § e
x® néo lineariza a freqiiéncia de Rabi em 7, a dinamica da fungdo-@ ndo apresenta relacdes com
os tempos de revival, a0 menos ndo em tempos iguais ao tempo de revival. Nos tempos conside-
rados, 1/4, 1/2, 3/4 do tempo de revival e o tempo de revival, os estados do campo apresentam
caracteristicas que se alternam entre grande deformagdo (em relagdo ao estado coerente inicial) do

contorno (Figura 5.28-IIV) e ramificacdo do estado campo em dois ou mais ramos (Figura 5.28-



106 5.5. DISTRIBUICOES DE QUASI-PROBABILIDADES

LIII). Podemos dizer que neste tempos, o estado do campo é um estado de mistura, mediante uma
andlise, por exemplo, da entropia de von Neumann para estes tempos.

Quando os valores de d e x(®) linearizam a freqiiéncia de Rabi em n, temos um resultado bas-
tante interessante: na interacdo do campo com qualquer dos dois estados iniciais considerados
para o 4tomo e qualquer combinagao dos valores de § e x*), desde que (4.85) seja vélida, temos a
evolucdo da funcdo-() como mostrado na Figura 5.29. Para t = itr, o estado do campo se divide
em quatro ramos (Figura 5.29-1I); em seguida, parat = %tw, esses quatro ramos se agrupam em dois
outros ramos (Figura 5.29-III) e retornam novamente aos quatro ramos em ¢ = %tr (Figura 5.29-
IV); a cada tempo de revival observa-se o retorno para o estado inicialmente considerado (Figura

5.29-V).

5.5.2 Funcao de Wigner

A funcdo de Wigner esta relacionada com o ordenamento simétrico dos operadores criagdo e
aniquilacdo de fétons do campo, sendo definida como
2=, n 2=, \n
W(5.0) = = S (-1 nlpy () = = (-1 0D (@) D)), (522
n=0 n=0
no qual D(«a) é o operador deslocamento de Glauber definido em (2.91) e p(t) é o operador
densidade do campo segundo a dindmica da interagdo atomo-campo na presen¢a do meio nao-
linear tipo Kerr. Assim, podemos escrever (5.22) na forma [33,47]

e}

> (1) "pnm(t)(m|D(28)|n) , (5.23)

n,m=0

Wt =2

sendo p,m(t) = (n|ps(t)|m) a matriz densidade do campo e, param > n,

|
(m|D(28)[n) = e~ 2197 [ 2 (28ym=n £lm=m) (418%) , (5.24)
m!
enquanto que, param < n

(m| D(28)|n) = eQW\/f (=28 LT (B (5.25)

Estamos considerando a fun¢do de Wigner para obter maiores informagdes a respeito do estado

do campo na cavidade, uma vez que a fun¢do-Q, por ser uma distribuicdo de quasi-probabilidade
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Figura 5.30: Fungdo de Wigner em ¢t = it,, com § = 0 e x®
po = |e)(el.
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Figura 5.31: Fungado de Wigner emt = 1¢,, com § = 4.8 e x® = 0.1 para o 4tomo inicialmente no estado
Pa = le)el-
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Figura 5.32: Fungdo de Wigner emt = 3¢,, com § = 4.8 Qe x®) = 0.1 para o 4tomo inicialmente no estado

Pa =521 - 1]

positivo-definida, as vezes ndo fornece uma descri¢do precisa suficiente. Assim, para o tempo ¢t =
1t, (tempo de colapso), conforme j4 estudado na literatura [90,91,92], suspeitamos da ocorréncia
de um estado tipo “gato” de Schrédinger.

Na Figura 5.30 apresentamos o grafico da fun¢do de Wigner para o campo inicialmente coerente
interagindo com o dtomo inicialmente no estado excitado, em ressondncia com o campo e sem a
acdo perturbativa do meio nao-linear. O estado do campo observado para o tempo ¢ = 3t, é
aproximadamente uma superposicdo de dois estados coerentes, como j4 verificado na literatura
[90,91,92]. Tal estado, sob estas condig¢des iniciais de interagdo, jamais sera obtido novamente
[90,91,92]. Ainda, a semelhanca com o estado “gato” de Schrodinger ndo é evidente conforme a
Figura 5.30. A interagdo do campo com o dtomo inicialmente no estado de superposi¢do para § = 0
e x® = 0 ndo é apresentada uma vez que j& observamos, por exemplo, na analise da funcio-Q, a
néo ocorréncia da ramificacdo do estado do campo para o tempo de colapso (3t,).

Um resultado interessante é obtido com os valores de § e x(*) que linearizam a freqiiéncia de
Rabi em n. Na intera¢do do campo coerente com o dtomo inicialmente no estado excitado, com

6 =480ex® =0.1Q, 0 estado do campo no tempo de colapso ¢ = i, se assemelha bem mais a
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Figura 5.33: Fun¢do de Wigner em t = %tr, comd = 99.99Q e x® = 0.005Q para o atomo inicialmente no

estado p, = [¢) (e] ou p, = 1 Y5 [i) (.

um estado tipo “gato” de Schrédinger (Figura 5.31) que aquele observado na ressondncia e sem o

meio ndo-linear (Figura 5.30).

Apesar da fungdo-@) acusar semelhangas na evolugdo dos estados do campo (Figura 5.29) quan-
do d e x sao tais que satisfazem (4.85), independentemente do estado inicial considerado para o
atomo, pudemos observar que a semelhanca é apenas aparente. O estado do campo no tempo de
colapso ¢ = i, interagindo com dtomo inicialmente na superposicao de seus niveis, para § = 4.8
ex® =0.1Q,nao apresenta os mesmos tragos evidentes do caso anterior de um estado tipo “gato”
de Schrodinger (Figura 5.31), aproximando-se assim de uma mistura estatistica de dois estados

coerentes (Figura 5.32) tal como definida em (2.127).

Contudo, no limite dispersivo essa diferenca na fun¢do de Wigner dependente do estado inicial
considerado para o &tomo nao é observada tal como no limite de pequena dessintonia. Tanto na
interacdo do campo com o dtomo inicialmente no estado excitado como inicialmente no estado de
superposi¢do de seus niveis, observamos a semelhanca do estado do campo no tempo de colapso

t = 3t, com um estado tipo “gato” de Schrédinger (Figura 5.33).
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5.6 Fidelidade

A fidelidade do campo é considerada para avaliar a semelhanga dos estados do campo durante
a evolugdo em relacdo ao estado desejado. Neste trabalho, procuramos saber se o campo, de fato,
retorna para seu estado inicial a cada tempo de revival quando § e x(?) linearizam a freqiiéncia de

Rabi em n. A fidelidade é definida como

Fr(t) = Tep[ps(t)ps] = Fee(t) + Foq(t) (5.26)
no qual
fee(t) = Trf [pee(t)pf] = Z pm,n<n|pee(t)|m>7 (527)
n,m=0
fgg(t) = TI‘f [pgg(t)pf] = Z pm7n<n‘pgg(t)‘m> ) (528)
n,m=0

sendo ppm, = (1] pf\m>T a matriz densidade do campo inicial, p;(t) o operador densidade que

descreve o estado do campo em qualquer tempo e p; o operador densidade que descreve um

(a) (b)

LO ‘ - - g 1.01 ‘ ‘ ‘ :
0.8 ] 08!

= 0.6 = 06

W 0.4 W 04/

02| ] 02! /\ ]

0.0L ‘ . : | 00 ‘ ‘ ‘ ]
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t/t, L/

Figura 5.34: Fidelidade em relagdo ao estado p; = |a)(a| em fungdo de t/t,, com § = 0 e x® = 0 para o

4tomo inicialmente no estado (a) p, = |e)(e| e (b) p, = 3 > =g 1D

estado particular do campo num determinado tempo, inclusive o estado inicial. Assim, vemos que

os estados descritos por p(t) e py podem ser considerados iguais se a condigdo abaixo é vélida:

Try [pf(t)pf] =1. (5.29)
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No modelo de Jaynes-Cummings padrao, 107
isto é, em ressonancia e na auséncia do meio
Kerr, o estado do campo coerente inicial ndo 08
mais é recuperado na interacdo com o dtomo = 0.6
(Figura 5.34). N 041

Quando consideramos os valores de § e 021 ]
x® que satisfazem a relacdo (4.85), o campo MMMMMWWMWMMMM
retorna para o estado inicial a cada tempo O'OE) 1 2 3 4
de revival, como mostrado na Figura 5.35. t/ tr
Esse resultado independe do estado inicial do Figura 5.35: Fidelidade em relacdo ao estado p; =
atomo, bem como do limite considerado (res- |} {o| em funcdo de t/t,, com & = & = 22% -2

para o atomo inicialmente no estado p, = |e)(e| ou

sonante, pequena e grande dessintonia). e
Po =73 Zi,j:g 1) (-

Como observado nos resultados da funcao
de Wigner no tempo de colapso t = 1t,, suspeita-se que o estado puro gerado neste tempo é uma

superposi¢do de dois estados coerentes do tipo

ja;9) = C2 (|a) + | -a)) , (5.30)
sendo

C=1(1+ e~2lo cos 19)71 (5.31)

a constante de normalizac¢do, no qual o = ]a\e"‘f’, ou seja, com uma fase ¢, permitindo considerar
este estado geral com qualquer orientagdo no espago de fase. Analisando a Figura 5.29 para o
tempo de colapso ¢ = 3¢, vemos que a fase relativa entre os estados coerentes dessa superposi¢ao
éop=7.

Suspeitando que o estado gerado fosse o “gato” de Schrédinger “par”, fizemos ¥ = 0 e cal-
culamos a fidelidade em funcdo do tempo. Contudo, o resultado foi positivo apenas para o li-
mite de pequena dessintonia (dtomo excitado) com § = 4.8Q e Y3 = 0.1 para o limite de
grande dessintonia (4tomo excitado ou na superposigao) com § = 99.99Q e x® = 0.005, cons-
tatamos ndo se tratar do mesmo estado obtido para o limite anterior (pequena dessintonia). Fi-

zemos, entdo, o célculo da fidelidade em relagdo aos estados “gato” de Schrédinger “impar”

(¥ = m) e “gato” de Schrédinger de Yurke-Stoler (¥ = §) [14]. Porém, o resultado foi negativo
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também para esses estados.

Para determinar o valor de ¥ para o “gato”
de Schrodinger obtido no limite de grande
dessintonia (com § = 99.99Q e x® =
0.005€2), calculamos a fidelidade do campo
em fungdo dessa fase relativa para o tempo
de colapso t = it,. Consideramos o caso
em que o campo coerente inicial estd intera-
gindo com o &tomo inicialmente no estado
de superposicdo, uma vez que foi a situagdo
(que lineariza a freqiiéncia de Rabi) que apre-
sentou maior purificagdo do estado do campo
no tempo de colapso, conforme observado no

célculo da entropia de von Neumann na Fi-

gura 5.25-b. Assim, encontramos F f(ﬁ) ~

0.0 05 10 15 20
I/

Figura 5.36: Fidelidade em relacdo ao estado p; =

la; ¥) (; U] em funcdo de ¥ parat = St e ¢ = I,

com (I) 6 = 99.99Q e x®® = 0.0059 para o dtomo

inicialmente no estado p, = 3 Zf =g )il e ) =

99.990Q e x = 0.005 para o 4tomo inicialmente

no estado p, = |e){el.

1 para ¥ ~ 1.537 (Figura 5.36-I). Repetimos esse

célculo para a interagdo do campo com o dtomo inicialmente excitado, obtendo aproximadamente

a mesma fase 9 do caso anterior.

1.0
08¢
- 06
ey
& 0.4
0.2
0.0 g
0 1 2 3 4
t/t,
Figura 5.37: Fidelidade em relacdo ao estado p; =
|o;; 9)(c; 9] em fungao de t/t, para ¢ = 5 e ¥ ~
1.531, com § = 0 e x©® = 0 para o 4tomo inicial-

mente no estado p, = |e){e|.

Consideramos agora o JCM ressonante
na auséncia do meio ndo-linear. Apesar do
calculo da fidelidade em funcdo da fase re-
lativa ¥ da superposigdo obtida em ¢t = 3t,
apontar o valor ¢ ~ 1.217 (Figura 5.36-1I), nao
é possivel afirmar com certeza se o “gato” de
Schrédinger gerado é exatamente esse, pois
o calculo da fidelidade em fung¢do do tempo
mostrou-se praticamente idéntico! também
(valores préximos de Fy(it,) = 0.8) para,
por exemplo, ¥ = 0 (“gato” de Schrédinger

“par”) e ¥ ~ 1.53m, conforme Figura 5.37.

TEvolugdes semelhantes, porém, com valores diferentes (por exemplo) no tempo ¢t = %tr, conforme Figura 5.36-11.
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% 04 % 04
0.2 0.2

0.0 | | | i 0.0k | | | ]
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t/t, /i,

Figura 5.38: Fidelidade em relagdo ao estado p; = [a;)(a;J| em fungéo de t/t, para ¢ = 5 e = 0 com

§ =4.80e x® = 0.1Q para o 4tomo inicialmente no estado (a) p, = |e)(e| e (b) p, = %Z:Fq |2) (4]

Como ja comentamos antes, a interagdo do campo com o dtomo inicial na superposi¢do nao
apresenta ramificagdo na fun¢do-() (Figura 5.26-b) e, portanto, ndo tem sentido considerar a fideli-

dade para esse caso (Figura 5.38-b).

(a) (b)
1L.OF ‘ ' ' i 1.0y ‘ ‘ ‘ i
0.8} ] 08¢
= 0.6 = 0.6
e S

p\ 0.4 * 04
0.2 0.2

0.0 & ‘ : : : 0.0 ¢ ! i

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

t/t, t/t,

Figura 5.39: Fidelidade em relagdo ao estado py = |a; ¥){a; | em fungdo de t/t, para ¢ = 5 e ¥ ~ 1.537 com
§=99.999 e x® = 0.005Q para o dtomo inicialmente no estado (a) p, = |e){e| e (b) p, = 5 > 5 ,_, 1) (4]

Para as combinagdes de ¢ e x(®) que satisfazem a relacio (4.85), observamos que os ”gatos”
de Schrédinger gerados ocorrem a cada tempo de colapso tanto no limite de pequena dessintonia

(Figura 5.38-a) como no limite de grande dessintonia (Figura 5.39).
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Discussao e Conclusoes

Neste trabalho, estudamos a interagdo da radia¢do com a matéria. Mais especificamente, de um
modo do campo no estado coerente interagindo com um atomo de dois niveis, na presenca de um
meijo perturbativo ndo-linear tipo Kerr, dentro de uma cavidade 6ptica (ou de microondas) sem
perdas.

Para analisar o sistema, empregamos o denominado modelo de Jaynes-Cummings [3] e, usando
o formalismo de operador densidade, obtivemos o operador evolugdo exato (dentro da RWA) para
o sistema, assim como o respectivo operador evolucado para a aproximagdo dispersiva.

Com o operador evolugdo em maos, pudemos analisar comparativamente a dindmica do sis-
tema para dois estados iniciais do 4tomo: excitado e superposigdo entre seus dois niveis igualmente
ponderada com fase relativa (¢ = 0) [11]. Além disso, pudemos também analisar os trés principais
limites da interacdo: ressonante, pequena e grande dessintonia d&tomo-campo, comparando (este
altimo) com a evolugdo segundo a aproximagao dispersiva [69].

Os efeitos produzidos pelo aumento gradativo da dessintonia 4&tomo-campo () ou da suscepti-
bilidade do meio Kerr (x(?)) sdo semelhantes, ou seja, a troca de energia no sistema adtomo-campo
tende a diminuir com o aumento desses parametros. A combinag¢do destes pardmetros introduz
novos e interessantes comportamentos na dindmica do sistema.

Analiticamente deduzimos que determinados valores da dessintonia e susceptibilidade, pre-

cisamente relacionados através de (4.85), determinam a linearidade da freqiiéncia de Rabi em n
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(4.86). Tal resultado ocasiona um caréter periédico em todas as quantidades estudadas. Além
disso, nessa combinacao particular dos pardmetros ¢ e x(?), a periodicidade ocorre sempre a cada
tempo de revival e verificamos, por exemplo, que na dindmica atdomica o d4tomo retorna para o

estado inicial considerado (Figura 5.2).

Os autores de [82] consideram esses efeitos da combinacio de d e x(*), porém, para um campo
inicial no estado comprimido, analisando apenas a inversdo atomica e fazendo uma aproximagéao
de campo forte, isto é, i >> 7i. Em nosso estudo, apresentamos um progresso ao considerar diver-
sas quantidades pertinentes ao modelo sem o uso de tal aproximagdo. Na referéncia [93], o autor
considera 0 mesmo modelo que 0 nosso sem a aproximagao de campo efetivo de [82], porém, es-
tuda apenas o campo térmico inicialmente, também analisando apenas a dindmica atdmica. Nosso
estudo para diferentes quantidades da intera¢do do campo coerente com o 4&tomo na superposi¢do

de seus niveis (ou excitado) representa um estudo pioneiro para esse modelo.

O ntiimero médio de fétons esta relacionado com a inversdo atomica (5.12), produzindo as mes-
mas curvas, porém refletidas e transladadas entre si. Da mesma forma, portanto, a periodicidade é
observada para os valores de ¢ e x(3) que satisfazem (4.85). A variancia do ntimero de f6tons apre-
sentou um aspecto individual interessante na interagdo do campo com a superposi¢do atdmica:
observamos que na regido de colapso, o campo permanece excitado com um féton e a cada tempo

de revival, retorna para o nimero médio de f6tons inicial (Figura 5.7-b).

Com o intuito de obter uma completa descri¢do do campo da cavidade, analisamos as quan-
tidades relativas a fase do campo. O estudo da fase do campo, para o sistema estudado neste
trabalho, tem sido considerado em vdrios artigos [94,95,96,97,98]. Contudo, os efeitos periédicos
provocados na fase do campo, pela combinagio de § e x(3), nunca foram analisados antes do nosso

trabalho.

Concluimos que, para os valores de ¢ e x(3) que linearizam a freqiiéncia de Rabi em n, as
evolugdes da distribui¢do de probabilidade de fase, do valor médio e da varidncia da fase ocor-
rem da mesma maneira para todas as condigdes iniciais consideradas (Figuras 5.13, 5.17 e 5.21).
O caréter periédico na evolugdo evidencia o retorno para o valor inicial considerado para essas

quantidades.

Consideramos a entropia de von Neumann [88] visando obter informagdes da pureza do campo.

Os resultados para § = 6. = 22% — 2x) apresentam dinamicas diferentes, dependendo do estado
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inicial do 4tomo e limites considerados:

. No limite de pequena dessintonia (0 = 4.8Q2 e x®) = 0.1Q), observamos, a cada tempo de
colapso, a evolugdo do estado do campo praticamente para um estado tipo “gato” de Schrédinger
quando interage com o dtomo inicialmente excitado (Figura 5.24-a), e praticamente evolui para
uma mistura estatistica quando interage com a superposigao atdmica inicial (Figura 5.24-b). Essa
primeira andlise da entropia é confirmada através da representagdo pictérica do estado do campo

no primeiro tempo de colapso t = %tr obtida para a fun¢do de Wigner (Figuras 5.31 e 5.32).

. No limite de grande dessintonia (6 = 99.99Q e x®) = 0.0059), concluimos que a fraca
presenca perturbativa do meio ndo-linear é suficiente para provocar a periodicidade na evolucao
de todas a quantidades consideradas. Particularmente para a entropia, obtivemos, a cada tempo
de colapso, a evolugdo do campo para um estado “gato” de Schrédinger independente do estado
inicial do 4tomo considerado (Figura 5.33).

Independentemente do limite (ressonante, pequena e grande dessintonia dtomo-campo) e do
estado inicial do &tomo considerados, o estado do campo evolui exatamente para o estado puro (co-
erente) considerado inicialmente a cada tempo de revival (Figura 5.24). Essa constatagdo é realgada
através, por exemplo, da andlise conjunta da fungao-() (Figura 5.29) e da fidelidade do campo em
relacdo ao estado inicial p; = |a){a| (Figura 5.35).

Uma vez comprovada a evolucdo do estado coerente inicial para um “gato” de Schrédinger a
cada tempo de colapso através, por exemplo, do célculo da fidelidade, para as condigdes iniciais
que linearizam a freqiiéncia de Rabi, observamos que a fase relativa ¥ da superposi¢do coerente
geral (5.30) depende dos valores de 6 e x(*) que satisfazem a relagdo (4.85). Enfatizamos que nao
sdo todas as combinagdes de 6 e x () que geram um “gato” de Schrédinger a cada tempo de colapso
na dindmica do modelo. Como exemplos dessas combinagdes que geram “gatos” de Schrédinger
a cada tempo de colapso, citamos aquelas consideradas neste trabalho.

Obtivemos no limite de pequena dessintonia (§ = 4.8 Qe x®) = 0.1 ) a geracao quase exata do
“gato” de Schrodinger “par” (Figuras 5.31 e 5.38-a), sendo recuperado a cada tempo de colapso.
Ja no limite de grande dessintonia (6 = 99.99Q e x®) = 0.005 Q) obtivemos o estado “gato” de
Schrédinger com uma fase relativa ¥ ~ 1.537, sendo também recuperado a cada tempo de colapso

Figuras 5.33 e 5.39.

Reproduzimos o resultado ja conhecido da geragdo de “gato” de Schrédinger [92] no modelo
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de Jaynes-Cummings ressonante sem meio Kerr. O céalculo da fidelidade para essas condi¢des
iniciais (d&tomo excitado) em relagdo a ¢ (Figura 5.36-11), indica uma fase relativa ¥ ~ 1.217 entre os
estados coerentes da superposi¢do obtida em t = 1¢,. Entretanto, outros valores considerados para
essa fase também mostraram-se igualmente vélidos para representar o estado gerado no tempo de
colapso nesta evolugdo. Portanto, ndo é possivel afirmar com certeza qual estado, de fato, esta
sendo gerado, devido a baixa fidelidade apresentada Figura 5.37.

A combinacdo de § e ¥ resulta em modulages na freqiiéncia de Rabi tornando a evolucio
do estado do campo controlada. Essa assercdo tém sido levantada em alguns trabalhos anteriores
[99,100]; contudo, antes do nosso trabalho, ndo havia sido analisada com tanto detalhe.

A andlise dos diferentes limites da interagdo (ressonante, pequena e grande dessintonia) com
a parametrizacdo do tempo com o tempo de revival representa também um novo estudo do mo-
delo. Concluimos que o modelo de Jaynes-Cummings com meio Kerr para grande dessintonia
apresenta evolugdes semelhantes as obtidas para a aproximagao dispersiva. Contudo, as pequenas
oscilagdes ainda observadas a cada tempo de revival ndo sdo reproduzidas quando se considera a
mesma dindmica na aproximacado dispersiva (efetiva). No entanto, consiste de boa aproximagédo
e, dependendo do propésito, é de grande utilidade, uma vez que suas expressdes sdo bem mais
simples quando comparadas com as obtidas no modelo de Jaynes-Cummings com meio Kerr (veja
Apéndice C) .

Como conclusdo final, a geragdo de estados tipo “gato” de Schrédinger no JCM com meio
Kerr mostrou-se possivel e passivel de controle mediante o ajuste dos parametros J e x®) que
satisfazem (4.85). A fase relativa ¥ dos estados coerentes que compdem essa superposicao de-
pende da combinacio desses valores de & e x(®) resultando em diferentes estados tipo “gato” de
Schrédinger, ou seja, dependendo do limite considerado (ressonante, pequena e grande dessinto-
nia d&tomo-campo). Este resultado, até o presente, ndo foi encontrado na literatura, sendo um dos

principais obtidos nessa pesquisa.
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Distribuicoes de Quasi-Probabilidades

Apresentamos neste apéndice uma nocao geral das distribui¢des de quasi-probabilidades e suas
propriedades. Uma ferramenta bastante conveniente na teoria de probabilidade é a denominada
fungdo caracteristica, que é a transformada de Fourier (no plano complexo) da distribuigdo de

probabilidade P(/3):

Ce(§) = /_oo 2B P(B)es” 0 = (57750 (A1)

no qual f = z + iy. Como exemplo de aplicacdo da fungdo caracteristica, podemos calcular os

momentos das varidveis do espago de fase simplesmente usando a relagdo abaixo:

am—i—n

(6°B) = 7zmar—ern Cel8)

= Gema(—¢) (4.2

=0
A fungdo caracteristica é til também para definir as distribui¢des de gquasi-probabilidades.
Contudo, na mecanica quantica, devido a ndo comutatividade dos operadores g e p, ndo é ime-
diata a defini¢do de uma distribui¢do de probabilidade como na mecanica cldssica simplesmente
usando o principio da correspondéncia.
Uma melhor defini¢do é obtida pela fung¢do caracteristica quantica C,;(£) em analogia a func¢ao

caracteristica classica (A.1):
Cy(&) = Tr[pet® ~€2] = Tr[pD(¢)] . (A3)
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Contudo, a analogia ndo é completa pois os operadores criagdo e aniquilagdo de fétons nao
comutam, [a,a’] = 1, e como conseqiiéncia disso, devemos usar a relagdo de Baker-Campbell-
Hausdorff (2.77) se quisermos manipular a exponencial em (A.3). Podemos escrever a fungdo

caracteristica quantica de uma forma mais geral através da relacdo abaixo:
Cq(f, S) = Tr [pefaT—g*a'f‘%KF] =Tr [pD(f)eg‘ﬂQ]

—Tr |p i 5”(—5*)m{(aT)nam} (A9
o n!m! sl
O parametro s € [0, 1] indica o ordenamento dos operadores a' e @ na exponencial acima. Podemos
observar que temos um ntumero infinito de fungdes caracteristicas para cada valor de s, sendo
que trés deles levam aos ordenamentos conhecidos: ordenamento normal (s = 1), ordenamento
simétrico (s = 0) e ordenamento anti-normal (s = —1).
Assim, as distribui¢des de quasi-probabilidades podem ser definidas como a transformada de
Fourier das fungdes caracteristicas quanticas parametrizadas por s,

PG = o [ PO €8, (A5)

em analogia ao caso cléssico.
As distribuic¢oes de quasi-probabilidades sdo também unicamente definidas pelo operador den-

sidade p e, portanto, podem ser usadas para caracterizar o estado do sistema quantico.

A.1 Distribuicao de Glauber-Sudarshan

A introdugdo da fungdo-P na éptica quantica se deve a Glauber [28] e Sudarshan [101]. Esta é
a distribuicdo de guasi-probabilidade associada ao ordenamento normal (s = 1) dos operadores a'
e a na fungao caracteristica (A.4). Podemos escrevé-la como [102]
LY ¢al —€"a) BE"— 57
PB) == A’ Tr[pe*® e ¢ %e (A.6)
™ —00
para um dado sistema descrito por p, que pode ser expresso facilmente em termos de P(/3) como

uma expansao sobre os projetores |3) (3|, isto €,

p= / @26 P(B)|8)(A). (A7)

— 00
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do qual vemos que, por exemplo, para o estado coerente |a), a fungdo-P é uma fungdo-6, P(3) =
§?(a — B3). Este exemplo deixa claro o cuidado que devemos ter ao interpretar estas distribuigdes
de quasi-probabilidades como distribui¢des de probabilidades no espago de fase, visto que po-
dem apresentar valores negativos e singularidades. Contudo, em principio, esta distribuicdo de
quasi-probabilidade pode ser usada para calcular valores esperados de produtos normalmente or-
denados dos operadores a' e a,

(amam) = [~ s (A8)

sendo {a'™a"}; = a'™a".

A.2 Distribuicao de Wigner

A primeira das distribui¢des de quasi-probabilidades foi introduzida por Wigner [103] e est4
associada ao ordenamento simétrico (s = 0) dos operadores em (A.4), sendo denominada fungdo

de Wigner. Para um sistema representado por p, podemos escrever W (3) como

W (g3) = % / e Ty [petel —€"a]ef" =07 (A.9)

-0

Dentre intimeras propriedades, a fun¢do de Wigner existe para todos os operadores densidade
p, sendo sempre real (W (3) = W*(3)) e normalizada ([ A>3 W (3) = Trp = 1) [102]. Assim como
a fungdo-P, a fungdo de Wigner ndo pode ser, dependendo do sistema p, interpretada como uma
distribui¢do de probabilidade, pois podem existir valores negativos em alguns pontos do espago
de fase. Além disso, esta caracteristica é também um indicativo da natureza quantica do estado
considerado.

A func¢do de Wigner pode ser usada para calcular valores esperados de produtos simetrica-
mente ordenados dos operadores a' e a de uma maneira simples

o0
(ama"y) = [ UG (A10)

em que {a'™a"}, indica, por exemplo, {a'a}y = }(aa’ + a'a).

Podemos também escrever a fungdo de Wigner como

W(B) = (T(8 — a)) = Tt [pT(5 - a)] (A11)
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sendo T'( — a) dado por

T(5—a) = 2D()(-1)* D (), (A12)

ata _

no qual o operador (—1) eimala g ym operador de reflexdo tal que

eiwaTaD(ﬁ)e—maTa = Df(p), (A.13)

0 que nos permite reescrever W (3) como

W) = 2Te[pDEA)™ ] = 2 37 (<1)"pu(m|D(25) ), (A14)
n,m=0

sendo py,,, = (n|p|m) a matriz densidade do sistema considerado. Para m > n, temos que [33]

(mID(2B)ln) = % @ (28)" LA (A.15)

enquanto que, param < n

(m|D(28)|n) = e—Q'ﬂz\/%—w*)”—mc%—m) (418%). (A.16)

A.3 Distribuicao de Husimi

Nas duas se¢des precedentes, consideramos distribui¢des de guasi-probabilidades, os quais
sdo tteis, por exemplo, para o cédlculo de valores esperados dos operadores a' e a ordenados
normalmente (distribuicdo de Glauber-Sudarshan) e simetricamente (distribuicdo de Wigner). A
distribui¢do de Husimi (ou fung¢do-(@)), é associada ao ordenamento anti-normal (s = —1) dos ope-
radores a' e a na fungio caracteristica quantica (A.4).

A func¢ado-() de um dado sistema com um operador densidade p é dada por

& * ot «_ gk
QB = = /_OO dgé‘Tr[pefae_f @ ]eﬁf —pE (A.17)
em que 3 = x +1y. A fungdo-Q, ao contrério das duas fungdes anteriores, ndo apresenta singulari-
dades e existe para qualquer operador densidade sendo positiva em qualquer ponto do espago de

fase.
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Usando a relagdo de completeza para o estado coerente (2.93), facilmente demonstra-se que a

fungdo-(@) pode ser escrita na seguinte forma compacta [102]

QB) = —(Blplf) (A1)

Pode se dizer que, das distribui¢des de quasi-probabilidades, a funcdo-Q) que é a tinica que remete
as reais distribui¢des de probabilidades, correspondendo a operadores densidade fisicos.
A fungdo-@) também pode ser usada para calcular valores esperados de produtos dos operado-

res a' e a ordenados anti-normalmente,

o
(amal") ) = [ s (A19)
—00
Esta fungdo, assim como a fun¢do de Wigner, foi utilizada no estudo da interagdo de um campo
numa cavidade interagindo com um dtomo de dois niveis (JCM) na presenca de um meio néo-
linear tipo Kerr, como visto no Capitulo 5. Esta descri¢do do estado do campo foi introduzida por
Eiselt e Risken [89], fornecendo uma nova visdo para o estudo das propriedades fundamentais da

interacdo da radiacdo com a matéria.
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Distribuicao de Probabilidade de Fase

Neste apéndice apresentamos os passos mais importantes para o cdlculo das grandezas relati-

vas a fase do campo. Considerando o estado genérico para o campo

pr=>_ pown)(n], (B.1)

n,n'=0

detalhamos o calculo obtido em (3.99) como segue:

- 1 - i(n'—n
P(0r) = (Omlpsl0m) = Z P (Om|10) (0 |0n) = s+1 Z pn,n’e( o (B.2)

n,n'=0 n,n'=0

em que p,, v = (n|ps|n’) sdo os elementos de matriz do operador densidade do campo p.
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B.1 Primeiro Momento da Fase

Usando a relagado (B.2), resolvemos o primeiro momento da fase do campo:

S

S S 27_(_
<¢€> = mzzoemp(gm) = mZZOHOP(Qm) + s+1
— ) Z annleoezn —n)0m + 2 Z annlmezn —n)0m

n,n'0 m=0 n,n/=0m=0
(B.3)
1 5 5 5 2mm (07
_ Sﬂzpn(Z eo> LS i o<268+w<n—n>>
n=0 m=0 n;én m=0
S
i”mi(n’—n)
onde fizemos p,, = (n|pf|ln) = P,. Estudando a convergéncia das séries entre parénteses no
desenvolvimento acima, temos que:
S
S0 = (s +1)6. (B4)
S
1
S = ss+ 1) (B.5)
2
m=0
5\ 2nm, 1 paran'=n
Ze st in'=n) (s +1)0pp = (B.6)
0 paran' #n
S
2mm s 1
S medi o oD (B7)
m=0 eart ) g

onde a pendltima relagdo é obtida da relagdo de ortogonalidade dos estados de fase de Pegg-

Barnett (3.84).

Assim, temos o valor médio da fase, no espago de Hilbert restrito, dado por

z n’—n)fy

s
<¢9>—00+ S—l—lzpnneffi” n)_l

: (B.8)
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tal que o valor médio ao quadrado é escrito como

2msby w252 476, ei(n'=n)bo
2 _ (92
<¢0> 0+S+1+(S+1 S+1n§pnnef_:in —n) -1

,  (BY)

—n)6o (n’—n)6p

472 (n’
s+1 ann 2"2(”’ ")—1 s+1 ann =qin’—n)

n;én es sH1

-1

B.2 Segundo Momento da Fase

De maneira andloga, podemos desenvolver o segundo momento da fase como segue:

s s 0 2 s
_ Zoefnp(am) - Zoegp(e 4 Ambo Zm (siﬁnz Zom2p 0

= 3-|—1 Z ann/goez(n —n) Om 84—7;9102 Z ann/mez(n —n)

n,n’0 m=0 n,n’/=0 m=0

s+13 Z ann/m ot(n/=n)0m

=0m=0

(B.10)

T s i 1 zs:P" (Z 93) ann fge <ieii’?i(n/_n)>
n=0 m=0

n;én m=0

471'00 d ® 47‘(‘90 u i(n'—n) : Q”Tz‘(n’—n)
o\ 2| e 2| 2 e
m=0 m=0

472 > > 9 472 > i(n! a 2mm 0
P (n'—n)6 2 2ri(n'—n)
+(5+1)32 ”(Z” +(s+1)3 an»n’e ’ Z ne st ’
n=0 m=0 n#n’ m=0

onde, além das séries obtidas anteriormente para o calculo do primeiro momento da fase, temos

ieg = (s+1)63, (B.11)
Zm )6(23 +1) (B.12)

e _ 2 i(n'—n) 2
ZeriH Un'=n) _ (s* 1)82:2 ) ](z +1) , (n#n). (B.13)
1 n —n _ 1

[e s+1
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Entédo, o segundo momento da fase do campo, no espago restrito, é dado por

o2wsly 272 s(2s+1)  4wh et(n'=n)o
2 2 0 0
<¢9> 0+S+1 3 (8+1 8_|_1Zp ej:rlzn n)_l
B.14
472s ei(n'—n)bo A2 )0 es%%li("l*”) 1 ( )
s+122””” = n>_1‘<s+12§p’”‘”’e R
B.3 Varidncia da Fase
A varidncia da fase do campo ¢é definida como:
(Agj) = (#5) — (@9)” (B.15)

Assim, substituindo (B.9) e (B.14) na equagdo acima, temos a relagdo para a varidncia no espago

restrito de Hilbert

27 (o)
72 s5(s + 2) 472 P KGN |
A¢2 = Pn, n’el(n —n)fo
< 0> 3 ( )2 (S+1 QTL; [eg_‘_lz(n n)_l]Z

(B.16)

(n’—n)6p

S—l—l ann 2”in —n)

TL#’R es+l

-1
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Operador Densidade no JCMK

Apresentamos agora o célculo do operador densidade para o modelo de Jaynes-Cummings

com meio Kerr. Considerando o operador evolucdo do sistema dado por

—iv®) (n—1)
U](t) _ e—%X(3)te*iX(:5)(n2*n)t (e ix¥(n—3) 0 )

0 eix(3) (nf%)t
in (30,1t in(1Q,t (C1)
cos (3, 11t) — i’ynﬂm(;l;l) QiQasm(é)
X . 1 m n 1 5
51t 5t
_9iQqt 2 1Y) SLLI0 cos (3Qt) + i, o ((22 )
n+1 n

podemos, com o intuito de compactar a notagado, fazer as seguintes defini¢des

D, = e XV (n?-n)t (C.2)
E, = e XY n—3)t (C.3)
C, = cos (1Q,1), (C4)
Sy = sm(éilnt) , (C.5)
F,=C,—iv,Sn, (C.6)
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tal que (C.1) seja reescrito da seguinte maneira

i E, 0 F —2iQaS
U(t) = e xPtp, | 7" e " (C.7)
0 E| —2iQatS, .,  F
Assim, para o operador densidade do sistema inicialmente dado por
p:pa®pf7 (CS)

podemos obter a evolucdo deste estado para cada operador evolucdo calculados no Capitulo 5

precedente, através da relagdo

plt) = Us(t)pUf(r) = | Pt Pl ) ©9)
Pge(t) Pgy(t)
nos quais

oo
Pee(l) = Z Pn,mCSDnDrnEnE:nFn+lF;1+l|n><m‘

n,m=0

o0
+ 240 Z pn,mewcechnD:m—lEnE;@—lFn+1Sm\/E|n> (m —1

n,m=0
(C.10)
i .
—2iQ Y pume ¥CyCeDy 1Dy En 1 Ey S Frryv/nln — 1) (m]
n,m=0
o0
+40% 3" pumC2Dn 1D}y B 1By 1 SpSmy/nimln — 1) (m — 1,
n,m=0
o0
Peg(t) = 202 Y " pumC2Dn Dy 1 En Byt Frg1 S V/m + 1) (m + 1]
n,m=0
i .
n Z pnm€?CeCyDy Dy Ey By 1 Fr ) (m
n,m=0
~ (C.11)
+40% > ppme °CyCeDp1D}, 1 By Emi1SnSma1v/n(m + 1)|n — 1) (m + 1
n,m=0

[e.e]
— 20> pumCiDn 1D} By 1 Ep Sy Fry/nln — 1)(m],

n,m=0
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oo
pge(t) = —2i} Z pn,ch?Dn-i-lD;knE:L+1E:nSn+1FVtL+1 V1 + 1|n + 1><m’

n,m=0

00
+ 492 Z pn,mewCngDn-i-lD:nflE:LJrlE:nflSn-i—lSm Vv (n + 1)m‘n + 1><m - 1|

n,m=0
N | (C.12)
+ Y pame ¥CC DDy ESEr Fr Fry ) (m)
n,m=0
o0
+2iQ0 > pomCaDn Dy, BBy, FySpy/mln)(m — 1],
n,m=0
o
Pyg(t) = 492 >~ ppmCEDni1 Dy B B 1S/ (n+ 1) (m + 1) |n + 1) (m + 1
n,m=0
i .
=200 )" prme?CeCyDpi1 D5y By B Sps1 Fnd/n + 1|n + 1) (m)
n,m=0
(C.13)

(e.)
+2iQ > pome CyCe Dy Dy B 1 it SugavVm + 1ln) (m + 1|

n,m=0

o
> pumCED Dl B B Fynln) )
n,m=0
De modo andlogo, podemos reescrever o operador evolugdo para este mesmo modelo no limite

dispersivo (4.79),

.2
—i 2 (1)t
U (1) = oDt [ € e

(C.14)

como abaixo

: (C.15)

n

sendo E,, definido agora como

02

E,=c 5™, (C.16)
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Entdo, usando a relagdo (C.9), podemos encontrar o operador densidade evoluido. Os elementos

de matriz na base atdmica sdo dados por:

Pec(t) = i Pn,mcanD:nEn+1E:n+1‘n><m‘7 (C17)
n,m=0

peg(t) = i pn,mewCngDnD:nEn-‘rlEm‘n><m|7 (C-18)
n,m=0

Pye(t) = i prme” PCyC.D, DY ELEr 1) (m], (C.19)
n,m=0

Pay(t) = f: PrmCa Dy Dy, E By 1) (m] . (C.20)
n,m=0

Constatamos que as expressdes se simplificam consideravelmente para a aproximacéo dispersiva.
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