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RESUMO

No presente trabalho é feito um estudo do fenémeno do colapso e reativagao para
4tomos de trés e quatro niveis. Foi utilizando para esta finalidade, a expansao do modelo
tipo Jaynes-Cummings, que consiste da matematiza¢do da interagdo do campo de radiagao
com um atomo de dois niveis no interior de uma cavidade fechada, na aproximagao de ondas
rotantes a um modo.

Colapso e reativacdo é um fendmeno puramente quantico; sem anélogo classico, descrito
portanto, por um Hamiltoniano de Interagdo puramente quantico.

Sa0 estudados efeitos causados na estrutura do colapso e reativagao focalizando parametros
definidos do sistema para quatro tipos distintos preparagio inicial do sistema (distribuigdo
de estados coerentes, distribuigio de estados binomiais, distribui¢do de estados termocoeren-
tes e distribuicio de estados comprimidos). Os resultados obtidos mostram efeitos que vao
desde a inibicao total do fenémeno do colapso e reativagio (poucos fétons intracavidade) até
a manutencio prolongada & dezenas ou mesmo centenas de tempos de Rabi, conforme os

pardmetros caracteristicos, Ny, € 77, sao aumentados.



ABSTRACT

In this work we present a study of the collapse and revival phenomenon for atoms of
three- and four-energy levels. For this, we use an expansion of Jaynes-Cummings model, wich
consists in a mathematical treatment of the interaction between the radiation field and a two-
level atom inside a closed cavity, in the Rotating Wave Approximation (RWA). Collapse and
revival is a purely quantum phenomenon, with no classical analogue and therefore described
by a purely quantum interaction Hamiltonian.

We study the changes in the collapse and revival structure as function of the parameters
of the system. We use, in this study, four distinct preparation of the initial state system: Co-
herent States distribution, Binomial States distribution, Thermocoherent States distribution
and Squeezed States distribution.

It is observed that the phenomenon of collapse and revival has strong dependence on the
number of levels the atom has. It is also observed that the colapse and revival phenomenon
is very sensitive to the initial number of the photons present in the system, Ny, to the

coupling constants, g;, as well the detunings.
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Capitulo 1

Introducao

A maioria dos experimentos relacionados com geragéo e detec¢do de luz envolvem
a interacio de ondas eletromagnéticas com 4tomos. A partir dai, fica claro a necessidade
de se desenvolverem métodos para tratar este tipo de interacdo. Um modelo largamente
estudado na literatura é o modelo de Jaynes-Cummings [1], no qual um campo de radiagao
quantizado, monomodo, fechado numa cavidade, interage com um atomo de dois niveis, no
quadro da Aproximagio de Ondas Rotantes (RWA — Rotating Wave Aproximation). Embora
‘simples, este modelo confere as propriedades essenciais para a interagdo radiagao-matéria. E
também freqilente encontrar na literatura, principalmente no caso de cavidades fechadas, a
parte interativa do Hamiltoniano contendo um termo fenomenoldgico, descrevendo efeito de

dessintonia como em H; abaixo,
Hi = gaAt Aye™ 4 hoc.,

onde g, é o acoplamento entre os niveis adjacentes (nesse caso dois niveis, |a) e |b}, por exem-
plo), a é o operador de aniquilagdo pata o campo de radiagio (usual em mecénica quantica),
At Ay é um operador que segue a estatistica fermiénica (mas ndo é um operador fermi6nico)

e nesse caso significa aniquilar o 4tomo no estado |b) e cria-lo no estado |a}, isto é, significa a
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transicio propriamente dita. O argumento da exponencial reflete a dessintonia. liste termo,
que surge naturalmente nos calculos na RWA, é da ordem de wp — wqy = 0. A frequéncia
Wap = Wa — wp, onde w, € w, sio respectivamente as freqiiéncias dos estados |a) e [b). A
freqiiéncia de ressonincia é we, € wp € a freqiiéncia do campo de radiagdo na cavidade. A
introdugao de valores nio nulos para a dessintonia, como escrito logo acima, ¢ fenomenolégica
(podendo representar ajustes na cavidade, efeito stark, etc). O termo h.c. significa o her-
mitiano conjugado. A grande qualidade deste modelo é que ele é suficientemente simples
permitindo a obtengio de resultados analiticos, a0 mesmo tempo que retém as caracteristicas
quanticas da interagdo atomo-campo.

No modelo de JC, temos genericamente a contabilizagio das energias do 4tomo e do campo
fechados na cavidade em questao mais a interagdo Atomo-campo, desprezando qualquer outra
forma de energia de interaciio. Isto permite sua apresentagdo em diferentes formas, depen-
dendo do tipo de aplicacio especifica ou do grau de aproximagéo na interagao atomo-campo
que se desejar. O conhecimento da dindmica de populagdes e suas variagdes com parametros
do sistema sdo fundamentais para problemas atuais como ionizagao, dissociagao, separagao
seletiva de isétopos em um estado excitado, estocagem (“population trapping”) ou espec-
troscopia de atomos ou fons isolados. J4 na aproximagio de dipolo (interacio de primeira
ordem) se pode analisar o fenémeno do colapso e reativagao, que é o objetivo central deste
trabalho, no que se refere a atomos de trés e quatro niveis.

Colapsos |2, 3] e reativacdes [4, 5, 6] sao fenémenos puramente quanticos, ndo possuindo
andlogo classico, sendo que este fendmeno vém sendo extensivamente estudado ao longo des-
tes anos, tanto tedrica quanto experimentalmente. O modelo foi extendido e generalizado de
maneira a incluir multimodos [7], 3-niveis [8], amortecimento na cavidade [9], interagdo com
diferentes estatisticas fotdnicas tais como Poissoniana, cadtica [10], “squeezed” (comprimida)
[11}, binomial [12, 13], lorentziana [14] e logaritmica [15], mais de um tomo [9, 16] e movi-
mento atoémico [17]. Uma revisao bastante abrangente do processo para dois e trés niveis se
encontra no artigo de Yoo e Eberly [18]. O fenémeno também tém sido estudado por grupos
experimentais, utilizando um tnico &tomo presente dentro de uma cavidade e campo mono-
modo [19] como utilizado experimentalmente por Rempe et al (1987) {20] na determinagao

da estatistica de poucos fétons em uma cavidade supercondutora. Finalmente, a excitagao de



sistemas multiniveis por lasers tem despertado grande interesse, pois acredita-se que existam
transi¢bes multifotonicas degeneradas (atomos de Rydberg).

No presente trabalho é estudado o fenomeno do colapso e reativagdo para um atomo de
quatro niveis, fazendo-se uma comparagao entre os resultados para atomos de dois e trés
niveis, bem como para diferentes preparacoes do estado inicial. Escolheu-se quatro formas
distintas de apresentar o estado inicial do sistema: superposicao de Estados Coerentes, de
Estados Binomiais, de Estados Termocoerentes e de Estados Comprimidos. Também é ana-
lisada a importancia relativa de parametros do modelo, tais como numero médio de fotons
(m), dessintonias, acoplamentos radiagdo-atomo, numero de fétons térmicos (n;, Estados Ter-
mocoerentes) e parametro de compressao (s, caso de Estados Comprimidos). Os resultados
desta anéilise se encontram no capitulo 4 deste trabalho,

Para facilidade de leitura e melhor sistematizagio dos resultados, o presente trabalho foi
dividido em capitulos. Assim, no segundo capitulo é apresentado o balango energético que
conduz ao Hamiltoniano basico H (Hamiltoniano de acoplamento minimo), completo, para
uma forma mais particular — aproximacio de dipolo + RWA - da interagio atomo-campo.
Obtém-se uma forma analitica para H e descreve-se, de maneira resumida, o caso de um
sistema de dois niveis com campo de radiagdo monomodo.

No capitulo trés é apresentado uma das classes mais importantes de base de estados ou
representacao do campo da radiagao: os Estados Coerentes. O referido capitulo é base das
discussoes que sao apresentadas nos dois capitulos sucessivos. Obtém-se a distribuicao de
probabilidade inicial dos fétons intra-cavidade. A importancia da forma da distribuicdo de
probabilidades esta estreitamente relacionada com a preparagio (distribuigido) dos estados
iniciais dos fotons no interior da cavidade. E esta caracteristica que serd explorada nos
capitulos quatro e cinco. Os estados coerentes, além de serem de ficil manipulacao algébrica,
sao também estados de minima incerteza. Talvez sejam a classe mais importante de esta-
dos utilizados devido a sua proximidade com o caso classico. Pode-se dizer que os estados
cocrentes sao analogos ao caso classico com introducéo de uma flutuagio quantica (devido a
incerteza de Heisenberg). A utilizagio de proximidades com a fisica classica reside no fato de
que a compreensdo do fendmeno envolvido é bem mais ficil, ao passo que um processo pura-

mente quantico muitas vezes atinge niveis de abstra¢io que nos foge ao conhecimento. Sendo



assim, estes estados geralmente sao o ponto de partida para estudos posteriores envolvendo
qualquer tipo de radiagao intracavidade.

O capitulo quatro ¢ deixado aos calculos analiticos de um sistema de quatro niveis na
presenca de campo de radiagdo monomodo. Neste caso, o Hamiltoniano de interagio estudado
é obtido diretamente da generalizagdo do modelo para atomos de dois niveis, e tém a seguinte

forma:
Hy= gaaALAbe_i5°t -} gbaAIAce_is"t -+ gcaAzAde_i‘SCi + h.c,

onde g., g € g. sio as constantes de acoplamento, a é o operador usual de aniquilaciao e Al A;,
AIAC e Al Ay sdo os operadores que criam o 4tomo nos estados |a}, |b) e |c) respectivamente,
h.c é o hermitiano conjugado. O modelo contempla transi¢oes permitidas apenas entre niveis
adjacentes, conforme estabelecido pelos operadores atomicos. As passagens analiticas mais
importantes na determinagao da evolugao temporal do nimero médio de fotons presentes na
cavidade sao apresentadas no Apéndice A. Os resultados para atomos de trés niveis e de dois
niveis sdo obtidos daquele de quatro niveis, fazendo-se, respectivamente g. = 0 e g. = g, = 0.
Ainda neste capitulo sao apresentados resultados numeéricos no estudo dos parametros do
sistema e seus efeitos na evolugio temporal de {n(t)), como serd detalhado mais adiante.
A analise da dinamica populacional em atomos de quatro niveis prende-se basicamente ao
fato de varios tipos de laser’s de estado sdlido terem seu comportamento bem descrito por
sisternas do tipo “atomo de quatro niveis” (COy, Neodymium, etc.). Um sisterna de n-niveis
é estudado no artigo de Li et al [21]. Li trabalha com muitos niveis atdmicos (sé adequado
para atomos de Rydberg) e pouquissimos {6tons intracavidade. Experimentalmente somente
realizavel em condi¢oes extremarmente dificeis: T ~~ 0 K. Do ponto de vista tedrico, embora
simples, numericamente é muito trabalhoso (envolvendo matrizes de 2000 a 3000 x n fétons).
Os niveis energéticos foram considerados igualmente espacados com dessintonias iguais a
zero e diferentes de zero, nao sendo portanto o caso de um laser real. Nossos calculos sao
realizados na condi¢do de uma cavidade sem perdas (isolada), campo da radia¢ao monomodo
e dentre os varios atomos que possam nela existir estamos focalizando aten¢do a apenas
um, como Li, porém agora num tomo de quatro niveis. A expansao do modelo utilizado
para cinco (ou mais de cinco) niveis nao é dificil, porém trabalhosa. A maior qualidade do

modelo desenvolvido nesta tese é permitir utilizar um nimero relativamente elevado de f6tons

7



intracavidade, o que propicia uma liberdade de estudos que vao desde atomos de Rydberg até
laser internos, tal como o de CQ, (alguns milhares de fétons dentro da cavidade). Também
nio estamos restritos & acoplamentos iguais e os calculos computacionais envolvidos nao
sio demorados. No entanto, nesta tese nos retivemos apenas no fenémeno do colapso e
reativacio. Os colapsos e reativacdes estao diretamente ligados a inversdao de populagao
entre os niveis, ponto chave do funcionamento de um laser e informagtes sobre sua evolugio
temporal, transiente, etc., sdo uteis aos experimentais. Apresentamos, nas segdes que se
segue no capitulo quatro, resultados numéricos para a evolugio temporal do numero médio
de fétons presentes na cavidade, {n(t)}, focalizando o efeito dos parametros do modelo: 7,
niimero médio de fétons iniciais presentes na cavidade; V,,.,, niumero maximo de fétons
possiveis dentro da cavidade; g;, intensidade do acoplamento da interagio radiagdo-matéria
(constantes de acoplamento) e &’s, efeito das dessintonias no comportamento do fenémeno do
colapso e reativaciao. Também investigamos a diferenga apresentados na forma de preparagao
do estado inicial: Estados Coerentes, Fstados Binomiais e Estados Termocoerentes. No caso
da distribuicio dos Estados Termocoerentes é estudado o efeito do nimero de fétons térmicos
(n3) nesta distribuicao. Os resultados sio apresentados comparando-se os efeitos para atomos
de dois, trés e quatro niveis.

No quinto capitulo introduz-se a distribuicio de Estados Comprimidos (“Squeezed Sta-
tes”). Estes estados, junto com os Estados Coerentes formam o sustentaculo de toda Optica
Quéntica moderna e foram estudados inicialmente devido ao grande interesse em suas pro-
pricdades de estados generalizados de incerteza minima. Sua importancia ultrapassa as fron-
teiras da Optica Quantica, onde sua obtengio e utilizacio estd relacionada diretamente a
reducdo de ruidos, medidas quanticas nao destrutivas e otimizagao dos elementos e sistemas
de comunicacdes Spticos [22]. Nessa linha sao utilizados para melhorar giroscopios opticos
[23] e também melhorar a sensibilidade de detetores de ondas gravitacionais [24], onde sao
necessarias medicoes da ordem de 107! cm. Neste capitulo fazemos um estudo do efeito
da preparagzo do estado inicial através de sua expansido numa base de Estados Comprimi-
dos, de modo semelhante ao capitulo quatro, sobre (n(t)). Também fazemos um estudo do
parametro de compressao, s, no fenémeno do colapso-reativagio. Sendo estes estados gerados

por processos de dois fétons, nos sistemas de trés e quatro niveis {termos A} A,, AIAC e AlAy)



eles ocorrem naturalmente, enquanto que para sisteras de dois niveis é necessaria a inclusao
de um termo do tipo g,(a')?Al A, segundo Yuen [22], no Hamiltoniano de interagdo. Este
é oriundo do termo %flz, como pode ser visto nas eqs. (4.17), (4.18) e (4.19) do capitulo
quatro.

Finalmente, o capitulo seis é deixado a conclusoes gerais e perspectivas do modelo: in-
troducao de perdas; acoplamento entre niveis nao adjacentes; mais de um atomo; mais niveis;
processos de dois fotons; etc.

Os célculos analiticos de {n(t)) sio deixados para Apéndice A e a obtengao das formas

analiticas de bn41(2), €ny2(t) € dnya(t) sdo apresentadas no Apéndice B.



Capitulo 2

Modelo Hamiltoniano: sistema

atomo-campo

Processos de transigao atomicas podem ocorrer de varias maneiras, por exemplo, através
de colisbes. A radiagao eletromagnética também promove processos de transigao. Tais proces-
sos sao conhecidos como absorc¢ao estimulada e emissdo estimulada ou simplesmente absor¢ao
e emissao. Quando um atomo se encontra no estado excitado, ele pode fazer transicbes para
estados de menor energia através da emissio de radiagao eletromagnética. Entretanto, em
contraste com a absorgio, a emissdao pode ocorrer de duas maneiras distintas:

— ernissao espontanea, na qual o dtomo excitado emite radiacdo mesmo na auséncia de
qualquer radia¢do incidente e

~ emissdo estimulada, na qual um sinal ou radiagao incidente faz com que o 4tomo excitado
emita radiacao.

Neste capitulo vamos estudar um dos processos mais simples envolvendo transicoes esti-
muladas. Tomamos um modelo basico para a interagao da radiagao com o atomo !, levando
em conta apenas a interagao dipolar elétrica (isto é, negligenciou-se os efeitos de acoplamento
spin-orbita, efeito de tamanho do niicleo, efeitos relativisticos, etc.). Esta aproximacio é co-

nhecida como aproximacao de primeira ordem por levar em conta somente o primeiro termo

!0 desenvolvimento utilizado neste capitulo segue basicamente o capitulo 5 de Loudon e Knight [25]
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na expansao da parte referente a interacido. Nosso interesse nesta aproximagio ¢ o estudo
do fendmeno do colapso-reativacio [1] o qual é obtido evoluindo-se os estados do sistema sob
interacdo. Sistemas desta natureza, que mosirem mais detalhadammente as interagoes atomo-
radiacdo estao por iras de toda a fisica quantica microscdpica atual, sendo importante seu

conhecimento.

2.1 Hamiltoniano

0O operador Hamiltoniano Quéantico para interagio da radia¢io-matéria é obtido pelo
procedimento usual de quantizagio da fungdo Hamiltoniana Classica {26]. O Hamiltoniano

completo no calibre de Coulomb (V- /Ai(rj) =0)é

= LS+ eAl)P 4 [olamde 4 (B + ' B (21)

1 ) ) h
HZPJQ onde p; ==V, (2.2)
1

beimn como o termo de interagio entre o alomo e a radiagio que envolvem o operador potencial

velor,

(4 - 2

2
Al ~ € A oy ¢
H Alr;) by + 52 Alr)" (2.3)
3

™ om ;

O calibre de Coulomb é utilizado com a finalidade de separar as equagoes de Maxwell
em duas partes dislintas: E=Er +E;, a parte longitudinal associada ao potencial ¢ e
a parle transversal associada com o vetor polencial A. A forma (2.1) deve ser modificada
pois ela estd expressa emn termos do vetor potencial, niao sendo conveniente para efeitos de
calculo j4 que o vetor potencial assume diferentes valores para diferentes escolhas do calibre.
0 segundo termo da eq. (2.1) é a energia eletrostatica das varias cargas que constituem o

atomo. Podemos escrevé-las de dilerentes maneiras [25),

11



[a(r)qs(r) dr = (U—/qﬁ Vi dr f(vqs) dr = (2.4)

S 2d —- 2
> [ (Bu)ar 260/(PL) dr

com o(r) = =V - P(r). O campo elétrico é escrito como E = Er + Ey,
. 0A
By = —%- 2.
T 57 (2.5)
E, = ~V¢

satisfazendo a identidade V - Er = V x E; = 0. O Hamiltoniano da forma (2.1) é co-
nhecido como Hamiltoniano de acoplamento minimo, ndo sendo levado em conta os efeitos
realtivisticos, acoplamentos spin-orbita, etc.

Como ja escrito anteriormente, esta forma nao é convenjente para calculos pois esta
expressa em termos de A(r;). Uma forma adequada para o tratamento da eq. (2.1) é utilizar

uma transformacao unitaria [25] através do operador unitario,

N 2 u
U =exp (}T /PT(I') - A(r) dr) (2.6)
2
que é uma fungio das coordenadas r; de todos os elétrons e um funcional do vetor potencial.

Escrevendo Pr na forma

r)=—e) T /01 8(r — Ar;) d), (2.7)

e substituindo (2.7) em (2.6), tem-se

/ Pr(r)- A(r)dr_—ez f r; - AQr;) dA, (2.8)

j& (ue, para quaisquer campos vetoriais V(r) e W(r),
/ Vr(r) - W (r) dr = 0. (2.9)

12



Substituindo-se as egs. (2.7), (2.8) ¢ (2.9) na eq. (2.6) obtém-se

N 1€ 1 -
U=expl—= 3 [ r;- A(Ar)) dA}, (2.10)
{ ?\7 F -/U J J

com o qual se obtém o Hamiltoniano transformado H = U~V pela aplicacao termo-a-

termo do Hamiltoniano 7'

Transformacao do Primeiro Termo - A transformacao do primeiro termo é contro-
lada pelas propriedades de comutacdo de I/ com os operadores de momentos eletronicos,

representados por p;,

v (fn’ + 6/1(1"3')) U = U7 b U 4+ U ed(r;) U
1 . .
— pjwevj/ v AQAr) dA 4 eA(rs), (2.11)
0

ondle no ultimo ternio acima nsou-se a propriedade do operador unitario. Esta expressio
pode ser simplificada escrevendo o vetor potencial como uma série de Taylor em torno da

ortgem {27],

Afr;) = Z /01 {l + (Ar; - V,) + 21‘ (Ar; - V)2 + .. } A(Ar;) dA, (2.12)

retendo apenas os dois primeiros termos da expansao (termos de ordem mais alta em r; -V
na expansao das inlegrais emm A diminuem por fatores de ordem dois ou mais da constanie
de estrutura fina (a)),

A(r;) :/0}(1 +r, - V;) A(Ar;) dA. (2.13)

A substituicao de (2.13) no ultimo termo de (2.11) conduz a,

~ LY A ‘.l A -
U= (p; + cAx;)) U = p; ﬁe/O {Vi(r;- AQr)) = (14, - Vi) AQr)} dA (2.14)
Utilizando a velagdo de campo magnético,

13



V; x A(Ar;) = AB()r;) (2.15)

a integral de (2.14) pode ainda ser simplificada para

- - - 1 -
01 (p; + cA(r;)) U = p; - e/ Ar; x B(r;) d), (2.16)
0
removendo-se o vetor potencial em favor do operador campo magnético.

Transformacgao do Segundo Termo - O segundo termo no Hamiltoniano (2.1) repre-
senta a energia de Coulomb das cargas, nio sendo afetado pela transformacio M = U7 1H'TJ.

A mnudanca na contribuicio elétrica é obtida de [25],

07 Er(e) = (14 Pete) - Al + g5 (Pote)- A0) o S (e - Ale)" + ) Bt

I Erte) = (Br(e)+ By Br(e) - Al + g () (Pr(e) - A) 4 [Prie) - A(e), r(n)] +
o ({(Pr(r) - A) [Po(r) - Alx), Br(v)] + [Pr(r) - Ar), Br(e)] (Pr(r) - Ar)) +

+ ;;@T(r) (Prr)- Am))” )

U ' Er(r) = (ET(I‘) + EZI‘J- /01 &{r — )\r)(])\) b (cxp {—z{ Z/l r;- /i()\r) d/\})

" - 1 -
U-'Ep(r) = (ET(I-)~(PT(I')) -1, (2.17)
-0
assim
N . . !
U'Ep(n) U = l;‘T(r)—-(--PT(r) (2.18)
-t}
N 1 ? .. 1. 1 . P}
(Fae)= 2 Po(n)) = B3() = () Pre) = L Po(e) - By + T,
€n &) €n &
(2.19)

onde substituimos o operador campo eléirico do tiltimo termo do [lamiltoniano (2.1) pelo

termo (2.19). A encrgia potencial do Atomo no campo elétrico transverso, fop(r), ¢
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Vi = AfP( - Ep(r) dr = eZ/ r; - Er(ir;) d), (2.20)

ontle foi utilizada também a relagao (2.6). Portanto, o tltimoe termo do Hamiltoniano (2.1)

é,

. ) ) 1 )
0 (5 [ (o4 B2) de) 0 = 2 [ (eallir = —Pp) 4 45" B?) dr =
2 2 €0

1 . . 1 R 1
= —2/ (CUJE% + ,ualB?) dr + erO r; - BEr{Ar;) d) + 520 / Pfﬁ(r) dr. (2.21)

Segne que das cqs. (2.11), (2.15) ¢ (2.19) o operador para H pode ser escrito na forma

S 1

He= oo g{p, - e/ ar; x B(r,) dA} +5 / r) dr+

2/ co3 + 15" B?) dr + eZ/ ;- Br(Ar;) dA+ o /1)2 r, (2.22)
fu

removendo-se o vetor potencial da forma anterior (2.1). A eq. (2.22) € a forma transformada
da eq. (2.1). Nosso estudo tem cm vista a interagao da radiagao com o atomo, sendo con-
veniente o desenvolvimento na forma multipolar de (2.22). Qutras formas de transformacocs

sao encontradas em [28, 27].

2.2 Aproximagao de Dipolo Elétrico

O Hamiltoniano multipolar, eq. (2.22) esta dividido em trés termos, um referente a
patle atomica, um a radiagdo e o ultimo devido a interaciao. Desenvolvendo o quadrado do

pritneivo termo de (2.22) tém-se

1 . 1 . | a
— Z {ﬁ; — € / f\ﬁj -y X B(/\I‘j) d\ —¢ /\I‘j X B(/\I‘j) . f)j dA
; S0

;2}” ] 0
1 n
#¢ [ (e % BOww) d/\}. (2.23)
JA)
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A energia referente ao primeiro termo deste desenvolvimento somada com a do segundo

de (2.22) representa a energia do atomo, o Hamiltoniano do atomo,

Ha=Y i +]/a(r)q5(r) dr (2.24)
A= ; 2m 2 ’ )

A energia do campo eletromagnético é a parte referente a radiagao, o terceiro termo de

(2.22),

- ] N N
Hn = /(COE% + 5 B?) dr. (2.25)
Observamos que o tltimo termo de (2.22),

5‘2—(—} f P(r) dr, (2.26)
é uma funcao das variaveis atomicas somente [25]; produz pequenas mudancas na energia
atoémica dos niveis imas nao contribui para as interacoes do atomo-campo. Sua introducao
na eq. (2.24) nao altera ou altera muito pouco a energia atémica. Os quatro termos restantes

330

5 H ~ a ~
! (_L/ My s % BOw) [, < B, -y d/\) .
0 2m : '

2 2m
L fe? 1, . 2 1 . o
+, %’fo X2 (x; x BOwr,)) d/\+c§/0 r; - Er(ir;) dA ], (2.27)

sendo que o ilbimo termo desta equacgio pode ser expandido, como no caso do vetor potencial:

. R 1 1 .
e%‘/o {rj-ET(,\rj)}dAﬁegfo {1+)\rj-V+55()\1'3--V)2+...}rj-E7-(D)d)\, (2.28)

relendo-se somente os dois primeiros termos.
Assim, na eq. (2.27), retém-se quatlro lermos: os dois primeiros somados fornecem um
termo (interagao dipolar magnélica); o terceiro termo, relerente a energia de processos de

dois [6tons (Lermo diamagnético, nao lincar) e os termos restantes sio oriundos da retencao
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dos dois primeiros termos da expansao da eq. (2.28), como citado anteriormente. Esta
aproximacio é procedente devido ao fato de que irj| ~ ag e |k| ~ V,i. ¢, os ftermos
sucessivos na expansao diminuem por fatores de a™!', 7%, .., tanto para B quanto para 7,

resultando no seguinte Hamltoniano de interagao:

4 7

e . 62 ~ .
_%;rj < B(0) - ps + — 3 (rs x BO)) +
1+ éle,- - Ep(0) + %eZ(rJ-V) (r; - E(0)), (2.29)

este sendo, portanto, o Hamiltoniano de interacdo ‘H;. Fste Hamiltoniano contém quatro

contribuicoes, descritas anteriormente, que sao:

H; = Hpr + Hor + Hpa + My, (2.30)
onde:
Hpr = e3> r; E72(0) = cD - F7(0) (2.31)
3
- e N a ARG
HQE = 2 Z(I‘j . V)(I'j . 137(0)) =V QE}(U) (2,32)
b
Hom = —;i%, PNV RE T B(0) +r; x B(0)- ;) = —2—;” > e x B0) - p; =
i C
= — SN Bo) (2.33)
2
~ € A ‘
Hyr = A Z(rj % B(0))? (2.34)

O termo (2.31) é a interagao de dipolo elétrico, onde D é definido como sendo a soma
dos raios vetores de todos os elétrons. e (2.32) a interagao de quadrupolo elétrico e o termo
(2.33) é a interagao de dipolo magnético. Na obtencao das eqs. (2.31),...(2.34} utilizou-se a
seguinte relacao [25]: ‘

Bt x B(0) =1, x B(0)-p; = = M- B(0) (2.35)

: 2m
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szj:erxﬁj.
3 i

O termo (2.34} é chamado termo diamagnético, revela propriedades diamagnéticas da
interacdo que aparecem sob forma quadratica (n&o linear). Iste termo é originado do termo
‘;sz, que por sua vez esta relacionado com processos de dois fétons, como veremos mais
tarde. Ele é desprezivel para processos radiativos ndo lineares, onde sua contribuigio nao é
nula, (a menos que estejam envolvidas transi¢des cujos processos envolvam dois fétons - caso
de um atomo de dois niveis, estados comprimidos). Isto porque as energias atdomicas para
fotons de luz espalhada sdo da ordem de 107'® joules enquanto que para o termo de dipolo
elétrico é de 107'3 joules aproximadammente [25, 28). Podemos ainda estabelecer a scguinte

relagio entre estes termos:

. - 3ch
1:““7' E* N!’L"O 23
Hor Q L (0) ~ Eq(0) - - (2.36)
~ e - ~ - t'ih 2 (’h
= ——M-B(0)~ Bp(0)- ~ FEpri0)=—— 2.
How 2711ju B{0) r( )2m 12¢(0) 2me (2.37)
enquanto que
AreQh
Hpp = D« Ep(0) ~ Ep(0)- ”?(]C’ (2.38)
n

ou seja,

7% E 'HDM ¢? I
QE ~ e ———— = ¢le. de estrutura fina.

7:(])}5' 7:(DE 4776[)1:1-(_-' ~ 137

significando que em ordem mais baixa, quando estiver presente a interagao de dipolo, as
oufras aproximagoes sao negligenciaveis. Outros termos de ordem mais alta na expansao das

intcgrais em A sao menores ainda que estes (por um fator de ordem dois ou maior na constante

1[)):

de cstrutura fina). As interagdes ’HQL e ’HUM tornam-se signilicantes quando <1/)1 |7—(Dp

0. Portanto, simplificamos o Hamiltoniano acima para ’H; = Hpr, resultando em

o= [}A + HR + f{]
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52 1 } iy ad
= () 4y fotnete) deot g [ (o4 it i) e+
: .
+ DIy (2.3

Este Hamiltoniano também é chamado de aprozimacdo de dipolo elétrico (aproximagao
de primeira ordem [28]). Esta aproximagao é valida para fungoes ¢’s de elétrons localizados

préximos ao niicleo, onde r= ay, caso contrario a expansao dipolar deve incluir mais termos.

2.3 H no quadro da Segunda Quantizacao

A forma (2.39) ¢ o Hamiltoniano transformado dipolar, podendo ser convenientemente
trabalhada para facilitar estudos mais detalhados de sistemas interagentes atomo-radiacao.
Isto é [eito através da segunda quantizacio da forma (2.39). Consideremos a parte atomica

do Hamiltoniano (2.39), e seja |¢) um autoestado da energia com autovalor hw;,

14 |8) = huw; i), (2.40)

onde utilizou-se a relagao de completeza 3; [2) (7| =11, tommando-se todos os antoestados de

f]A. De forma analoga,
Ha= 3010 Gl 3 1) Gt (2.41)
t j
" mas
(i) Halj) = huwibs, (2.42)
a qual utilizando a retagao de ortonormalidade, (2.41) reduz-se a

Hy=" hwili) {i]. (2.43)

Iista transformacao ¢ conhecida como segunda quantizacao do Hamiltoniano atomico. A

parte do Hamiltoniano referente a radiacio é dada pela eq. (2.25). Assim, a transformagio
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de Hp agora é leita leinbrando que os operadores do modo k dos campos elétrico e magnético

sao dados por:

1
By = i (i)-;%—;)z k x &, (agelnttikn) _ grelist—iler)) (2.45)
COIT1
oy = gﬁ‘k (2.46)
B =S B (2.47)
k

o. 0O

Apenas a componeute transversa do operador campo elétrico participa no proces

|27}

calculo é direto e leva a

. Y hwe /. . it .
]3‘72, = || = By I = Z ;)r(—o—{‘/; (rzk I,L + (Llﬂ,k) (2.18)
~ 2
. L2 s s hk?
B = B =B B =% - - (ua, +ala 2.49
‘ %:QEOVUJ;_. ( A0k k k) ( )

mas, como os operadores de criagio e aniquilacio de fotons tem a propriedade [dy, &L] =1,

tem-se ques

. huwe (4. |
o= (* + 9) (2.50)
p 2
R huwge™? |
R = i:—ki(‘/—— (&;[flk -+ 2) (2.51)
3 0

comn k? = wi/c?, ¢ = 1/ /Hoeo.
Substituindo as egs. (2.51) na eq. (2.25), chega-se entio, para o Hamiltoniano correspon-

dente & radiacio, & expressao:
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Or =" hay (ala +1/2) . (2.52)
k

Finalmente pode-se obter, seguindo metodologia semelhante, a parte de H relacionada
com o termo de interagdo, aqui expressando H; em termos dos operadores de criagao e
aniquilagao eletronicos.

De acordo com a eq. (2.39), tém-se

f}[ =eD- ET, (253)

onde D é uma matriz, definindo a soma dos raios vetores de todos os elétrons, conforme citado
anteriormente. O procedimento utilizado para o tratamento do Hamiltoniano de interagao
é analogo ao utilizado por [25, 28] para o tratamento da parte atomica, onde é feita uma

segunda quantizagao, porém de uma forma mais geral. O uso da completeza para D fornece,

D =300 (DY 1) (il (2.54)

onde D, . = (1| D 7). Esta expressao ¢ mais geral que a oblida para o dtomo, pois ela ocorre
0.7 1 )
quando o operador nao é diagonal nos autoestados da energia. O resto do calculo é direto.
Substituindo (2.54) em (2.53) e utilizando para Fp a forma (2.43), obtem-se para Hpgp a
p 1 Y DE

eX[ ressao:
fpp = ihY ] grj (axe™™st — ale™) 1) (j, (2.55)
k

1
. 2 -
s=e( ) Y a Dy, 2.56
hsis ((Q(OHV) i “* ! (2:56)

sendo que a parte espacial, k - r; foi transferida para ID.
O Ilamiltoniano completo, em primeira ordem para a interacao da radia¢ao com o atomo,

é escrito finalmente na forma:

21



=3 hei i) (6] + 3 heon (@b + 1/2) + 13 higess (age it - gleliont=tcRY) 1) (5]
z ‘ ’ (2.57)

A forma (2.57) também é conhecida como representagdo de Schrédinger ou Hamiltoniano

de um sistema atomo-radiagao escrito na notagio de segunda quantizagio. O aparecimento
do termo ¥R gignifica apenas que niicleo estd em uma posi¢io qualquer R. Isto nao foi citado
anleriormente visto nao ser relevante para o problema ja que para fins praticos supoe-se o

nucleo na origem, R = 0.

2.4 Representacao de Interacgao

Por uma queslao de clareza e sem perda de generalidade, vamos escrever H; na repre-
senlacao de interacao no caso de atomos de 2 niveis. Tomando o Hamiltoniano de (2.57), a
funcao de onda que se refere ao sistema total consistindo de elétrons e luz deve obedecer a

eqiacao de Schrodinger,

m% |®) = 11]®) . (2.58)

Separando H em Hy = Hi + Hp e H;, consideramos o problema ];10|<I)) = ihgz |®)
como resolvido. Desta forma nos ocupamos apenas da parte da interacao. A parte nao
perturbada e dependente do tempo da funcéo |®) é retirada através da seguinte transformacgao

(representacao de interagao) [28):

|0) = U|®;), com U=e "% (2.59)
Obviamente |®;} obedece a equacio de Schrodinger,
L0 -
ihs. |90) = Hy |@)), (2.60)

onde Hy = UtHU.
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No operador H,, a parte referente i radiacdo segue as regras de comutacgio para bésons
enquanto que a parte do alomo segue as regras de comutagio para férmions, embora os ope-
radores nao sejam operadores fermionicos legitimos, como veremos mais tarde. Tomando
f; = UtHU e utilizando as regras de comutacao acima descritas, o Hamiltoniano de in-

teragao (2.55) fica
ff] — ?Z ﬁgk,t’j (ake(—iwkt+ik-R) _ ale(iwkt—ik-R)) Alfeiw;tAje—int’ (261)
k

li) = Ale®t e (j| = Aje™st, (2.62)

Esta é a expressio de H; na representacao de interagio. Como escrito anteriormente,
para maior generalidade, tomou-se o uicleo atémico em uma posigio R. Nada nos impede
de tomar a posi¢ao R como sendo a origem, isto é, R = 0 com fins de simplificacio. Neste

caso, H; se arranja na forma:

Hy =1 hge; (are™ — alew) Aleiwnt 4 et (2.63)
k

4.1 Sistema atomico de dois niveis

Consideremos um sistema atdmico de dois niveis [25], interagindo com campo mono-
odo. O respectivo Hamiltoniano de dipolo elétrico referindo-se a um par particular de

estados atomicos |a) e [b), com cnerglas hw, e hwy (hwy < hw,) é
. .

*

/. Hp=ih (ae““””t - a*e"“"”f) > g (AIAJ-) (2.64)
R 4
onde, para fins de simplificacio define-se A} A, = Afe' et 4e~ivt | ATA, = Alciwet Ape—ivat 1y
é a freqiiéncia do campo amplificada pela cavidade monomodo. Para stmplificar, usamos a
notagao abreviada dos operadores de aniquilagao-criagio:
i=a, a = al.

Abrindo a somaloria em 1, 7,

> 9i (AlA;) = g AL Asc™ert 4 gy, Al A e iest (2.65)
7
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COM W = Wy — Wh, Wq a freqiténcia de |a) e wy a [reqiiéncia de |b), e abrindo o produto da

eq. (2.64), ficamos com
¥ I —iwpt t . iwot t twent t A MWant a9 e
Hy =1h (ae —a'e ) (gabAaAbe + g Ay Ane ) . (2.66)
Este procedimento conduz a um I com quatro termos dados por:

Hy = ik (gabaALAbe_i(“’O_““b)i — gapal Al Apeileotwar)t gbaaAIAae_i(w°+w°b)t
~ graa A] A il memlt) (2.67)

Tomamos o estado |a@) mais energético que o |[b). Até aqui nada falamos sobre os operado-
res de criagao-aniquilagdo para estados atoémicos. Em (2.67) o operador Al A, que significa
“aniquilar” o atomo no estado |b) e cria-lo no estado |a), segue a estatistica fermidnica
(sho operadores pseudo-fermidnicos [18}) enquanto Al A,, que também segue a estatistica
ferinidnica, é justamente o contrario, “aniquila” o atomo no estado |a) e o cria no estado |b).
Os operadores a e a! s30 0s operadores nsuais de criagao e aniquilagao para fétons [18]. Para

os operadores acima, valem as seguintes regras de comutacao:
[A;, Aj-]+ = by, [A:, Aj]+ = [Aj—a A;—]%— =0 (2.68)
[@,a®] =1, (A, a] = 0, etc. (2.69)

Se observarmos o segundo e o terceiro termo do desenvolvimento, veremos que o segundo
terino corresponde a emissao de féton sem desexcitagdo — fig. lc - e o terceiro a absorgao
de de foton sem excitagao do atomo - fig. 1b - ndo correspondendo a processos permitidos
visto nao ser possivel para um estado final absorver ou emitir um féton e permanecer com a
mesma energia do estado inicial. Negligenciando estes termos, o que corresponde a utilizar

RWA 2, o Hamiltontano anterior fica simplesmente,

I;r[ = ihgabﬂAl/le_i(wﬂ_uﬂb)t - ihgbaaTAlAaei(wo—wab)i' (270)

“Nos cocficientes da probabilidade de transi¢io, Cn(1), aparecem termos do tipo

v (.1_:_??‘1_)(_“9_9 +wapt) | 1= explifwn - ‘.‘ff*)’t)) _

Wy + Wep wpn — Wap

2

Vemos que o segundo termo na soma é inuito maior que o primetro, sempre que wp for muito proximo de

wap. Neste caso, negligenciamos o primeiro termo. Esta é a aproximagao de ondas rotantes.
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& lad{b) {b) ‘—;—<v d, b <al
a

{a)

e

I
k
(c) G la><b :b
>T a,lay<b| {d) = éﬁ]b)(a[
b

Figura 2.1: Diagrama dos quatro termos da forma (2.68). A diregio para onde a seta aponta

indica aniquilagdo (criagao) na interacio. |a) (b] = AT Ay, |b) (a] = A} A,

Observemos que o segundo termo de (2.70) nada mais é que o complexo conjugado do

primeiro:

(gaa Al Aye=®)" = g2 AL A ateite (2.71)

e definindo gap = ga, goe = g, h = 1, 6, = wo — (wy — wp) obtém-se (2.71) fazendo utilizacio
das formas (2.68) e (2.69). A expressao (2.70) pode ser escrita numa forma mais compacta,

de um dtomo de dois niveis interagindo com campo de radiagao, como segue:
Hp = gaaAl Aye™%at 4 h.c (2.72)

Esta ¢ a representacdo do Hamiltoniano de interagio de um itomo de dois niveis intera-

gindo com campo de radiagdo monomodo na aproximacio de Ondas Rotantes (RWA).
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Capitulo 3

Estatistica de Fdétons

FEmbora as predicoes classicas e quénticas da teoria da luz apresentem concordancia
para alguns fenémenos, existem diferencas fundamentais entre as duas abordagens.

As razbes para as diferencas entre ambas as teorias pode ser obtida analisando-se o ex-
perimento de I'wiss ¢ Hanbury Brown!, onde os fétons devem fazer uma “escolha” entre
reflexio e transmissao no espelho. A aproximagdo classica nao é capaz de descrever pro-
cessos simples como emissdo expontdnea. Atnalmente, fenomenos tais como contagem de
fotons, flutuacdes do campo, etc., exigem a utilizagao da Veoria Quéntica da luz pois nao
possuemn uma contrapartida classica. Visto que a teoria classica da luz nao ¢ suficiente para
explicar os desenvolvimentos mais recentes da Optica Quantica, tanto a nivel experimental
quanlo tedrico, faz-se necessario a utilizacdo da teoria quantica para a descrigao do campo
de radiacio, que esld presente no modelo em consideragio neste trabalho.

Neste capitulo, pretende-se uma rapida introducao a éptica foténica. Sao utilizados alguns
desenvolvimentos do capitulo anterior. Também serd suposto que o campo seja quantizado.
Sio introduzidos os estados coerentes do ponto de vista dado por Glauber [29]. Na ver-
dade, seria mais interessante e mais didatico [azer-se o desenvolvimento a partir de fontes
de luz coerentes, envolvendo conceitos de coeréncia temporal e coeréncia espacial, calculo

dos graus de coeréncia de primeira e segunda ordem pelo menos, comparar o caso classico

"Twiss, R. Q., Little, A. G., and Hanbury Brown, R., Nature, 180, 324, (1957).
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com o quantico e a partiv dai introduzir os Estados Coerentes [25]. Mas este tratamento,
embora de compreensao mais simples, é bastante prolongado e se encontra com freqiiéncia

nas referéncias [25, 28, 27]. Aqui vamos seguir o enfoque dado pelo artigo de Glauber.

3.1 Tratamento Mecanico Quantico

O comportamento dinamico da amplitude do campo é descrito pelo Hamiltoniano refe-

rente a0 campo eletromagnético, confore a eq. (2.25),

N 1 R N
j2 . 5/(601@% + st B dr, (3.1)

o qual, escrito na segunda quantizacdo, ou seja, em lermos dos operadores a e al toma a

seguinte forma:

. 1
Hp = 5 Z hwk(alak + akai). (3.2)
k

A analogia da cxpressao acima comn a do oscilador harménico (OH) é imediata. Sendo
assim, podemos escrever cada modo do campo associado a um autovetor | },, no espaco
de Hilbert apropriado aquele modo. Obviamente o campo inteiro é definido no espago de
Hilbert para todos os modos. Assim, a discussido dos estados individuais é toda feita com
analogia ao tratamento de um dnico OH. Os autovalores para o Hamiltoniano da eq. (3.2)
sio hwe(ni + 1/2). fx = alay, um inteiro (ng = 0,1,2...). O autovetor para o estado de

vacuo de OH € escrito como |0),. Ele é definido pela condigao

ar| 0 ), =0. (3.3)

Os autovetores para os estados excitados do OH sao obtidos pela sucessiva aplicagao do
opcrador de criagao al ao estado de vacuo. Istes estados, podemos escreveé-los de uma forma

normalizada como

tyng
|nk>k: (ak) ; |D>k7 n, —0,1,2,3, ..., (34)



e ¢ claro, os operadores ay e aL agem sobre estes estados através das relagoes usuais:

aclne)y = () Ine — 1)y, (3.5)
ol ni)y = (ne+1)2 i+ 1), (3.6)
alartng), = ngl|ng). (3.7)

Na préxima secio usaremos os resultados aqui descritos para discutir os Estados Coeren-

tes na Teoria do Campo Eletromagnético e sua importancia na Optica Quéntica.

3.2 Estados Coerentes

No capitulo 2, tinhamos escrito o campo Elétrico em termos dos operadores de criagao
e aniquilacao. Este operador é hermitiano, e portanto podemos separa-lo em termos das

frequéncias positivas e negalivas, E(r,t) = EG)(r,t) + ) (r, 1),

E(r,ty = Ur(r)ale™s, (3.8)
ESNe, ) = U(r)age ™, (3.9)

onde U(r) é a distribuigao espacial do modo do campo?,

- o )2 .
Ur(r) = (2—;0;“—/) e, exp(—ik-r), (3.10)
R 2
U(I‘) = (5:::—;/-) e E)Cp(ik-r), (3,]1)

onde e, é a polarizacio do modo k do campo.

Zpara wma descri¢o mais detalhada de I/ e U* vide o prépio artigo de Glauber [29]
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Existem estados mecanico quanticos que sao autoestados das {requéncias negativa e po-

sitiva do operador campo elelromagnético, os quais obedecern as seguintes relagoes:

EWe,)| ) = Erxt)| ), (3.12)
( |EO(rt) = &(r8)( |, (3.13)

onde, neste caso, a funcdo £(r,t) é interpretada como sendo o autovalor complexo. Entao
é possivel achar autoestados | ) que correspondem a escolhas arbitrarias dos autoestados
£(r,#){29]. Eles devem possuir uma expansio em modos normais similares a eq. (3.9). O
que fazemos entdo € introduzir um conjunto de coeficientes de Fourier, ax, que nos permitam

escrever a funcao dos autovalores como

Erty=1Y_ | — | clpfr) e™", (3.14)
k

Da descri¢ao acima segue que um autocstado |a) do operador de destruicao ay associado

a um modo do campo segue a infinita sucessao de relagoes

ag o) = oy ), (3.15)

para todos os modos k. Para achar os autoestados os quais satisfazemn a estas relagoes,
procura-se cstados | ay), dos modos individuais que obedecam (individualmente) as relagdes

apf ok), = ok | ax),. Estes sfo os estados coerentes do campo, que considerados como um

todo, sdo produtos diretos dos estados individuais | ay),

le) = I;I lovk ) - (3.16)

‘om isto, introduziu-se os estados coerentes. Na secao seguinte apresenta-se algumas

quantidades de interesse referentes a essa classe de estados.

29



3.3 Definicao e Propriedades dos Estados Coerentes

Esta seciio ¢ devotada a descrigdo de algumas propriedades dos estados coerentes. Um
tratamento mais aprofundado pode ser feito através das referéncias, comegando, por exemplo,
por Cohen-Tannoudji, capitulo V, complemento G (enfoque matematico das propriedades do
operador deslocamento, fazendo parte do Grupo do Oscilador Harmonico}[30] ou pelo prépio
artigo de Glauber [29](1963).

As propriedades dos estados cocrentes seguem basicamente do fato de eles serem uma
combinagao linear dos estados de nimero de ocupagao | n},
at

)= R Sln). (3.17)

n

a = || e’®, um nimero complexo. Os estados | o ) sao normalizados,

(a|a)=ell Z (aﬂ' (3.18)

Entretanto, os estados coerenies nio sio ortogonais, pois para dois nimeros complexos

dilcrentes, o ¢ 8 por exemplo, temos

(a|p)=c TP QB ol s, (3.19)

n!

(ol B> =e7lo=oT. (3.20)

As egs. (3.19) e (3.20) representam o produto escalar entre dois estados coerentes |a) e |3)
quaisquer. Vemos que para valores de « e 3 suficientemente diferentes, os estados coerentes
tornam-se aproximadamente ortogonais. Para |a — 3| da ordem da unidade (nao ortogonais)
temos um “ovetlap”, ‘causado pela presenca do deslocamento das flutuagdes de ponto zero’,
conforme Glauber [29] e Schleich [31].

Vimos anteriormente que os estados | e ) podem ser escritos como uma combinagao linear

dos estados | n ). Assim, os estados coeréntes sdo caractlerizados pelo pardmetro « de maneira

que | o ) é un autovetor do operador @ com autovalor a:
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ala)y=a|a). (3.21)

A determinacao do ket | v } como em (3.17) ¢ obtida alravés da expansao dos estados
[n):

ch MR (3.22)

= efe)/n|n—1}), (3.23)

substituindo estas duas em (3.21) temos:

() ()"

)= G eole) = T o) == e

determinando-se dessa maneira todos os coeficientes ¢,(a) em termos de co{@), escolhido de

(3.24)

maneira que 33, |en ()] = 1,

2n
O: 2

o) 5 0 = et e = 1, (3.25)
_la? .
cola) =e 2, (3.26)
resultando que | & } é escrito de acordo com (3.17). A probabilidade associada a n no Estado

Cocrente |a), i. é, a densidade de probabilidade P, = |[(n | a V2, é dada por

2n
(n]a)f?= Iﬂr“‘ e lel, (3.27)
n!

com média (valor médio de 7 no estado |a)):
A t 2 e
1= {o|nje) = <a]a a[a> = |e|”, (3.28)

ou seja, a ocupagao de fotons no Estados Coerente é tal que segue uma distribuigao de
Poisson, eq. (3.27), cuja média esta centrada em 7, eq. {3.28).
Portanto, os estados coerentes sio uma combinagao linear dos estados de nimero de

ocupacao com os coeficientes escolhidos de maneira que a distribuigao de probabilidades da
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Figura 3.1: Distribui¢ao de Poisson, 7 = 60 e N = 120. Arecchi (1965)[32] mostrou experimental-

mente que a distribui¢do dos fétons em um laser era poissoniana.

contagem de fétons seja Poissoniana. Esta é a distribuicdo de um laser ideal [32]. No que
segue, vamos escrever os estados coerentes na notacio de Glauber.

Observemos que

e " |0) = (1 — o*a + @)y ..y [0y =0}, (3.29)

mas, por outro lado,

o 2 tyn al? n
e~ enat |0y = - 'F Z (“:!) 0y = &3 z (\‘% In), (3.30)
de modo que [a) pode ser escrito como
al? -
o) = e~ ¥ et g=o%a gy (3.31)

Utilizando-se a relagdo de Baker-Hausdorff em (3.31), obtem-se

o 2 - -
e_J—zLemzf e—o'e — eoraT—Dt 4 = D(O!), (332)

D(«) ¢ o operador de Glauber ou operador deslocamento. Assim, escrevo os estados la) em

termos de D(a):
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) = D(a) 0). (3.33)

Sendo um operador deslocamento, D(«) possui as seguintes propriedades:

DB)aD(B) = ot B, (3.34)

D1(B)e!D(B) = o' + 5, (3.35)

aD7H(B)|a) = (a—B)D7HB)|a). (3.36)

Se, em particular, em (3.36) 3 = o, entao aD~(e) |a) = 0. A evolugio temporal de um

estado coerente de um oscilador harmonico é dada por (desprezando-se a energia de ponto

zero)

‘Of, t) — e—%t |O’) — e—iuta'a '0> — e—iwm’ael%l-z- eua‘ea‘a |U>
la, t) —_ eJalee—iwtafaeoeMeiwtaTa |0) _ ealeeae_‘-““a’a 'O)
’ - =
1) = Joe ) (3.37)

mostrando que o estado do sistema permanece coerente o tempo todo, dai a denominagao de

estados coerentes.

3.3.1 Representacao de |«) no Plano das Amplitudes Complexas

A amplitude complexa, a(t) = |o|e™*, descreve uma circunferéncia no plano complexo
a. A representacio de um estado cocrente em seu plano complexo é melhor escrita tomando-

se os operadores de criagao e aniquilagdo em termos dos operadores de quadratura, na forma

ol = X, — iXa, (3.38)
a =X, +iXa, (3.39)
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X, e X, hermitianos, parte real e imaginaria da amplitude complexa, representam a amplitude
das duas componentes em quadratura de fase do campo cletromagnético, como escrito no
comego deste capitulo. A relacao de comutagao [, a!] = 1 implica na correspondente relagio

de comutacgao para X; e Xs:

d

[XI,XQ] - X1X2 - XgXl = rj, (3‘10)
fornecendo a seguinte relagao de indeterminagao:
1
2\ _ 2 2 1 2
((AX1)?) = (alXFla) - ((alXila)® = = ((AX2)*), (3.41)

Assim, se o campo estd em um estado coerente, os valores esperados e a variancia de X,

e Xo e de i = ale sdo

(X1 41Xy} = {a) = (a]a|a) = «, (3.43)
AXy = AX; = % @)=l (An) =l (3.44)

Portanto, um estado coerente |a} é convenientemente representado no plano das ampli-
tudes complexas por um circulo cujo centro é colocado em (X; + 1 Xz} = @, e o raio é dado
por AX, = AX; = 1/2, sendo que cste raio descreve a indeterminagao [33].

Analisamos neste capitulo propriedades fundamentais dos estados coerentes. Vimos que
eles sdo estados de minima incerteza® [33], sendo que o produto das snas componentes do
campo em quadratura de fase assume o minimo valor possivel, de acordo com o principio de
incerteza de lleisenberg. Em oulras palavras, a flutuagao quantica presente em um estado
cocrente alinge o limite quantico inferior para a redugéo de ruido em um sinal éptico. Pode-

mos escrevé-lo como uma superposicao dos estados de niimero, nma caracteristica originada

.30 produto da varidncia entre dois observiveis conjugados quaisquer {{AA)) e ((AB)) satisfaz & relagio
de incerteza: ((AA)} {(AB)) > g. Sempre que valer a igualdade, i. é {((AA) {(AB)) = 3, entao dizemos que

0 estado representado por A e B é um estado de minima incerteza,
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Figura 3.2: Representagio de um estado |a) no plano das amplitudes complexas. A circunferéncia

grande descreve a evolugao temporal do estado coerente |a).

diretamente pelo fato dele ser autoestado do operador aniquilagao @ mas o que é mais im-
portante para este trabalho, no caso dos estados coerentes, é o fato de que a distribuicio de
probabilidade da contagem de fétons é uma distribuigao de Poisson, com média dada por
laJ?. No livro de Nussenzveig [34] h4 uma discussdo a respeito da validade da aproximagio
da distribuigao de probabilidade, visto eles ndo serem estados ortogonais. Para a evolucio
temporal de (n(t)), nos interessa basicamente a preparagio da luz dentro da cavidade, em que
estados iniciais a luz se encontrava: estados coerentes, estados binomiais [35, 14], termoco-
erentes [36], comprimidos {“squeezed”) [33], etc., desde que possamos escrevé-los como uma
combinacao linear dos estados de niimero de maneira a poder separar a parte relativa i distri-
buicdo que rege o comportamento dos fotons dentro da cavidade da parte relativa a evolugio
temporal. Este assunto sera explorado no préximo capitulo. Mais adiante utilizaremos este

resultado com muita frequéncia.
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Capitulo 4

Colapso-Reativacao em 3 e 4 Niveis

Neste capitulo o Hamiltoniano da eq. (2.72) é escrito de forma a incluir sistemas

atémicos de 4 niveis. O vetor de estado é escrito entao para um atomo de 4-niveis e todos

os calculos sao realizados na representagao de Schrodinger. Isto posto tém-se H e |¥(r, 1)), e

portanto qualquer quantidade dinamica pode ser obtida para o modelo. Segue entio, cilculos

da evolugao temporal de {n(t)).

4.1 Interagao radiagao-atomo no caso 4 niveis

Da eq. (2.70) obtivemos para o Hamiltoniano total na interagio de dipolo:

H=hY widf A+ b)Y wilalar +1/2) +ih Y geyi (are™™" — afe™s) AF A;.
; k k
Para um sistema de 4 niveis, campo monomodo, a eq. (4.1) simplifica-se para
H = > hwi A Ai + hwo(ala +1/2) + ik (ae‘“‘"’t - a*e"‘”"t) (gaA;"Ab+
1=a,b,c,d .
+9 Af Ac + gAY Ag + hoc)
a qual, na RWA e representagao de interagao se escreve como
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Figura 4.1: Representag¢io esquemitica de um Atomo de 4 niveis mais um campo de radiagao

monomodo em configuragao cascata, segundo Yoo e Eberly [18}

f:[ = Z hwt-A;-"A,- + Tu.uo(a’ra + 1/2) + (gaaAjAbe"i(w""w“b)i+
t=a,b,c,d
+gbaA;_ACe—£(wo—Wbc)t +gcaA:Ade_i(w0_wcd)t + h.C) . (4.3)

O diagrama para atomos de dois, trés e quatro niveis em configuracéo cascata (ou configuragio
=, segundo Yoo and Eberly [18]), é mostrado na fig. (4.1), onde para 2 niveis g, = g. = 0, para
3 niveis apenas g. = 0. Para 4 niveis todos os acoplamentos s&o nio nulos. O correspondente
modelo para este sistema atdmico interagindo com um iinico modo da radiagao de frequéncia
wo na aproximagao de ondas rotantes (RWA) e aproximagao de dipolo foi descrito logo acima.
Para o presente clculo, estamos interessados na parte de interagao radiagdo- matéria. Sendo

assim, escrevemos o Hamiltoniano total como

ff = I}A‘F'flrﬂ‘*“ﬁ], (4.4)
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onde as partes livres, atémica e do campo, sao

Ha= > hwdlA, (4.5)
i—a.b,c.d
para o atomo, e para a radiagao
iy = hwolaTa+1/2), (4.6)

w; é a frequéncia do i-ésimo nivel (i = a,b,¢,d), wy a frequéncia da cavidade, A}' e A; sao
os operadores de criagdo e aniquilagao, respectivamente, para os estados atémicos, enquanto
que a* e a sdo os de criagio e aniquilacdo para os fétons na cavidade. Aj' e A; seguem as
regras de comutacio para férmions {embora nao sejam operadores fermionicos legitimos) ao
passo que at e a seguem as regras de comutagio para bésons ja descritas na segao anterior
e as transicoes permitidas sdo entre dois niveis adjacentes, seguindo a idéia do modelo JC

[, (|a) & |B) « |e) < |d}). A parte do Hamilloniano referente & interacio ¢, na RWA e

interacao de dipolo, dado por

Al = gaaA Avexp(—idat) + gra AL Avexp( 164t} + goaAT Agexp(—ibet) + hoc,  (1.7)

onde h.c. é sdo os hermitianos conjugados, g, gy € g sao as constantes de acoplamento da

radiacdo com o campo e
by =wo — (We —wh)y, O =wo— (wh —we)y O =wy— (We—wa), {4.8)

sio as dessintonias (detuning’s, segundo a literatura). Com relagao aos acoplamentos, se faz
necessirio uma. estimaliva da faixa de valores a serem atribuidos a estes parametros que sao
diretamente proporcionais 3 fregiiéncia da radiagio utilizada. Assim sendo, para efeito de
comparacio vamos supor um campo de radiagao operando na regiao do infra-vermelho ¢/ou

infra-vermelho longinquo (w da ordem de 10" a 10'%11z):

Wi 1/2 -
R ol .D; .. 1.€
Fosg = € (mhv) k" Tk (1-9)

.,
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Utilizando w na regio do infra-vermelho e campo monomodo, os termos da eq. (4.9)

simplificarn-se:

€& -D = re-q, onde r,=agth (4.10)
ao ~ 0.52 x 107" m (4.11)
we ~ 5Hx10" Hz (4.12)
e= 16 x 107°C (4.13)
A= 658 x 1002 MeV-.s = 1.05x107** J-s (4.14)
6 = 884 x 1072 NC; (4.15)

e gp resulta em

_ ( wo )1/2
g = C\oenv/)

5 x 10 Hz - N - m? 1
— -19 —-10
= LOx1077C (2.1 X 8.84 x 10712 x 10-% (% J 5. m3) * 052> 107 m
30 d 1 30 1
= 83x 107 - ) 10% x s
* (8.84 x21) %
go =~ 4.3 st (4.16)

no caso de wp ~ 10" 571, go ~ 8 571, Devido ao fato da interagio radiagao-atomo dentro da
cavidade nio ser perleita (ocorrem perdas no acoplamento), apenas uma fragao dos valores
acima estimados é eficaz na intensidade da interacdo. Assim, valores razoaveis do parametro
g para utilizacdo numérica estao em torno da unidade. Esse fator é pelo menos da ordem de
137 (a1, inverso da constante de estrutura fina) vezes maior que o termo de primeira ordem

N ] - . + L ~
em A2, este Gltimo responsavel por processos de dois fotons, como veremos na subsegao a

seguir. ) -
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' 4,1.1 Processos de dois fétons

Fizemos um r4pido comentario sobre processos de dois fétons. No quadro da segunda
quantizaciio estes processos estdo relacionados, em primeira ordem, ao termo 62/12 /2m e em
segunda ordem ao termo A-p. O termo de segunda ordem é menor que o de primeira ordem
(capitulo 2) e o seu célculo envolve teoria de perturbagdo de segunda ordem (37]. Processos

Y , ~ . A s 2 42 - .
de dois fétons também sao gerados pelos termos de interferéncia entre ezi e A-p, porém eles

envolvem também a interagio de trés fétons com o atomo, dois sendo absorvidos e o terceiro
espalhado, segundo Guccione et al [37]. Estamos interessados somente na primeira ordem:

+2 A
%‘i—. Segue que para o caso monomodo, o termo A é dado por

) BoO\Y? o o
A= (2 7 ) e [ae—zwo+1k-r _l_afe!wo—ik-r ’ (4-17)
€gV Wo

assim, A? torna-se

/1. /i: (2 ?/ ) |el2 [ae—iwo+ik-r +a1’eiwo—~ik-r] . [ae—iwo+l'k-r +a‘feiwu-ik-r]’ (418)
Eg V Wy

A A= ( 260];%) x [2(a’a+1/2) + ((a)?e™" + (af)Ze?et)] . (4.19)

O campo elétrico se relaciona com o vetor potencial através de uma derivada temporal,
sendo assim, o termo a ser acrescentado ao Hamiltoniano de Interacio, excetuando as cons-
tantes multiplicativas, é idéntico ao segundo termo do lado direito da eq. (4.19). No modelo
Hamiltoniano em questio, em momento algum se explicitou termos que envolvam dois fétons.
A propria transi¢ao entre nives adjacentes, num sistema de 3 e 4 niveis envolvem processos
globais (transi¢des entre nives adjacentes como explicado no inicio deste capitulo) de 2 oun
mais fétons. Sendo a cascata de 2 ou trés fétons relacionada a interagdo dipolar, a energia
devido a contribuigao do termo A% ¢ pequena comparada a energia oriunda do termo dipolar
(entre os niveis atomicos [25, 37, 28]). Desta forma estaremos negligenciando o termo A?
no Hamiltoniano, inclusive no caso de estados comprimidos. Nosso objetivo neste capitulo é

obter a evolugio temporal de {n(t}), dada por (lIJﬂR(t)|a*a|\I’ﬂR(t)>. Para isto, é necessario
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la> la>

Figura 4.2: Em 1, processo de transi¢io via dois f6tons; presenca do termo (a)QA;'Aa na interacio.

Em 2, processo usual, um féton, termo aA;'Aa na interacio.

ter ’lI!;QR(t)>, isto €, o vetor estado do sistema dtomo-campo.

4.1.2 Vetor de Estado do sistema Atomo-Campo

O vetor de estado do sisterna atomo-campo pode ser escrito genericamente numa base de

estados como |¢}, a):

[an(t)) = 3 chalt) ey a) (4.20)

Para um atomo de quatro niveis (2 = a, b, ¢, d) e para estados coerentes, esta expansio do

vetor de estado resulta em
[Wha(0)) = [aa(t) [0, @) + baft) b, @) + calt) e, 0) + dalt) [dya)],  (4.21)

onde, para fins de simplificagio, definiu-se: ¢, = a,, quando ¢ = a e assim sucessivamente
para os outros indices.

Conforme ja desenvolvido no capitulo 3, é comum escolher como base de vetores do
sistema uma base de nimero de ocupagao, com o espago total do sistema escrito como uma

combinagéo linear dos estados de niimero de ocupacao, |n). Fazendo assim, tém-se:
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aa(t)la, ) = an an(t) 2, n)) (4.22)

ba(t) b, ) = an (brta(2) 16, + 1)) (4.23)
ca(t) le,) = an (cn+2(t) [e,n + 2)) (4.24)
do(t) |d, ) = an ata(t) |d,n +3)), (4.25)

sendo que o termo em comum, colocado em evidéncia, traz informagio sobre a distribuigo

< (o)

de fétons utilizada. No caso de estados coerentes, p, = v . De acordo com as egs.

(4.25) o vetor de estado atomo-campo pode ser escrito entao na forma

|Whr(®)) = 3 palan(t) |a,m) + basa(£) 15,7 + 1) + cra(t) [esn +2) + duya(t) [d,n + 3)].
" (4.26)
Os kets |a,n), |b,n + 1) ,je,n + 2) e|d, n + 3) sdo autoestados de Hy, com Hy = Hy+ Hp.
Por exemplo [14],
Holbn+1) = [ws+ (n+ 3)w0] 1b,n + 1) (4.27)

e a,(t), but1(t), eny2(t) € dnya(t) sdo as amplitudes de probabilidade de achar o dtomo no
estado |@) com o campo foténico no estado |n}, (escrito como ja,n)), achar o 4tomo no
estado |b) e o campo no estado |n 4 1), achar o dtomo no estado |c) e o campo no estado

In +2) e de achar o dtomo no estado |d) e o campo no estado |n + 3) respectivamente.

4.1.3 Dinamica

O que fizemos até agora foi extender os calculos (o modelo) para cousiderar sistemas
atdmicos de quatro niveis. Na literatura tém-se predominantemente trabalhos considerando
apenas dois niveis, algumas vezes trés. A utilizacao de dtomos de trés niveis se deve ao fato
experimental surgido para a ocorréncia da inverao de populagao, decaimento para um nivel

metaestivel com tempo de vida superior 4 inversao de populacio e entdo decaimento com
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emissio na [reqiténcia da diferenga de energia. Issa emissao é conhecido como luz de laser
[28]. Entretanto, existem laser’s de estado sélido (Y3Al;042 - abreviados como YAG, COg,
Dye lasers, etc.) os quais sdo mais adequadamente descritos através da inclusdo de niveis
adicionais no atomo (quatro niveis para os exemplos citados acima). I2 nesse quadro que o
modelo aqui desenvolvido obtém uma aproximagao con a teoria de laser’s.

A fim de obter o nimero médio de fotons presentes na cavidade em fung&o do tempo para
I(r, 1)), isto é

o sistema atomo-campo, é necessario calcular a quantidade (\¥(r,

(n(t)) = <‘1’im (t) |a “|‘1'AR > (4.28)

De acordo com a eq. (4.26) e as propriedades dos operadores de criagdo e aniquilacao,
termos
N = bl [rlaa(OF + (24 D) b (D] + (24 2) [ensal* + (0 4 3) [dusal’]
N o= 3 lpal® [” (O + 1bapr (D + |earal” + 1dusal®) + bari (D + 2]ensal® +3 |dn+3|2}
D= el et [t (OF + 2]enpal’ + 3 ldusal°]
) o= mA Y Ipal’ [Ibn+1(i)|2 +2|epal” 43 |dn+3|2] ; (4.29)
IZ

Ian(t)l2 + |bn+1 (t)l2 + |Cn+2(t)|2 + |dn+3(t) = 11 (4‘30)

A obtencao de (n(t)) agora fica restrita ao calculo das amplitudes de probabilidades, lan ()2,

|bn+l(i‘)lza (f)l‘2 € |d71+3(t)|2'

Na representacao de interacgao, a equagé.o de Schrbdinger escreve-se Como:

s
Milizando as relagoes de ortonorma.lida‘dc dos estados do sistema atormo-campo, com
h=¢ =1 (unidades geometrizadas), obtem-se da eq. (4.31) as seguintes equagoes para as

amplitudes de probabilidade:

a,(t) = —iViexp(—0,t)b, 1 (t) (4.32)
by (1) = —iV¥exp(i8at)an, (t) + Viexp(—idyl)cuy2(l) (4.33)
Cnia(t) = —iVexp(iépt)buy1(t) + Viexp(—26.t)d, 1 5(t) (1.34)
dusa(t) = —iVZexp(ibat)cnya(t). (1.35)
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onde
Vimgavindi, Vimgw/ni2, Vizg/nti (4.36)

0 sistema ¢ resolvido utilizando-se o método das Transformadas de Laplace (ver Apéndice
A). Apés alguma 4lgebra obtém-se os coeficientes an(t), buy1(t), cnyalt) € dnya(?). Toi as-
sumido que no instante inicial o Alomo estava no estado |a), isto &, a,{0) = 1,b,4,(0) =
tnt2(0) = dr43(0) = 0, obtendo-se dessa forma 7w = ¥, n|p.|* que significa o nimero médio
de fotons inicialmente (f = 0) presentes na cavidade. Tendo as expressdes analiticas dos
coeficientes no caso de quatro niveis, (n(t)) foi obtido numericamente. Detalhes deste calculo
se encontram nos Apéndices A e B. Os tempos envolvidos nestes calculos sao expressos em
unidades de Rabi.

No caso de dessintonias nulas obtem-se, apos alguma algebra, uma expressao simplificada

para (n(1)):

. 2 Ak (A2 — V") (M- Vel
(n(t)) = n+ Xn: |2 ((/\1—_—)‘2)2) { [ - ")‘fw'f—sen(/\_i) — —+)\+ Stsen(Agt)

+2 (|'l/},]2) [cos (A_1) — cos (Mg 1))
2) l"_"“”(’\t) _ SC“()‘+“] } (4.37)

+ 3 (Ve Ve

A Ay

 onde Ay e A_ sido dados por:
|

1/2

/\+ = [,Y + (72 _ ’[_32)1/2] e ' 1/2’

(4.38)

[’Y _ (72 . !32)1/2J

e e [ sdo escritos em fungio de V,, V; e V. através de (mais detalhes ver Apéndice A):

Val? + [W[* + |V _
y= WD v, (1.39)
Se g. = 0, entao |V.| = 0 e a expressao acima se reduz para
sz I ‘2 2 o2 2
(n(t)y =1+ L Py | 5\4'_7 {)\+S(%11 (Ap )+ 2|Vi7 [ — cos(Ayt)] } , (4.10)



que € analoga a expressao obtida por [38] (A = A AL = 0,V, = Vj ¢ V, = V) para o caso
de trés niveis. Claramente se g5 = 0, a expressao logo acima se reduz para o caso usual de

dois niveis

(n(t)) =n+ % 3 pal? (1 = cos(2A41)). {4.41)

A seguir € apresentado o resultado de célculos na situagio onde sio variados os parametros

do modelo, que sio 1, Nyaz, 8's, nimero de niveis, ete.

4.2 Influéncia do nimero de niveis atoOmicos

Sistemas de dois e trés niveis tém sido bastante estudados com diferentes tipos de
distribuigoes de estados iniciais ¢ em situagdes diversas (capitulo 1). Uma excelente revisio
de sistemas de dots e trés niveis em diferentes configuracoes e mutimodos se encontra em Yoo
and Eberly [18). Um Atomo de n-niveis cujos acoplamentos scjam iguais {andlogo ao caso
dois niveis) se encontra em Li el al {21].

Nos trabalhos de Cardimona et af [14], Goggin et al [38] e Li et al [21] observa-se um
nitido aumento do tempo entre sucessivos colapsos e reativacdes, conforme aumenta-se o
nimero de niveis. Para ilustracio, apresentamos na fig. (4.3) um gralico de 7 x (n(t))
(escalado em unidades de Rabi}) explicitando para valores fixados de 71, 8’s e ¢’s a influéncia
do nimero de niveis atdmicos no fenomeno do colapso-reativacao. Observamos nesta figura
que conforme aumentamos o nimero de niveis de 2 para 3 e de 3 para 4, fig. (4.3) (a), (b)
e (¢) respectivamente, ha um aumento do tempo de colapso entre a primeira e a scgunda
realivacao. Podemos notar ainda na fig. (4.3) que a introdugio do quarto nivel tende a
desestabilizar o nimero de colapso, mostrando mais cedo (7 = 150 neste caso) a duplicagao
da reativagio. m outras palavras, embora temos tempos de colapsos maiores em 4-niveis,
a desestabilizagdo se completa com um ndimero menor de colapsos-reativacoes. Podemos
compreender aste comportamento olhando para a eqo (4.37) e comparando-a com a do caso
de trés niveis, eq. (1.40).

A comparagao direta entre estas duas equacdes mostra o aumento de termos ¢m senos
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Figura 4.3: Efeito do niimero de niveis. Estados Coerentes - Distribui¢ao de Poisson. (a) g, = 0.5,
5=9:.=00 (b)go=9=05,9.=00 (c)ga=g¢=gc=0.5 Ny =200,7 = 50, p = 0.25.
by =8y = 6. = 0.

e cossenos (fatores de fase) no caso de quatro niveis, indicando que um tempo de relaxacio
maior é necessario para que este sistema chegue em uma situacio de casamento de fase
semelhante aquele apresentado no caso de trés. Fisicamente o que acontece é que, como sao
permitidas transi¢oes somente entre niveis adjacentes, o sistema de quatro niveis possui uma
quantidade maior de arranjos em relagao & dtomos de trés niveis, para um mesmo intervalo
de tempo.

Como caracteristica diferenciada deste sistema (4-niveis), obtivemos modulagoes adicio-
nais nos primeiros envelopes (reativagdes), fato nio encontrado nos sistemas de dois e trés
niveis, figs. (4.4) e (4.5). Na fig. (4.4) utilizamos o conjunto de parimetros fixados na
legenda para uma evolugao temporal longa (r = 1000) de modo a podermos acompanhar
por um intervalo apreciavel de tempo os colapsos e reativagdes. Notamos nesta figura que as
reativagdes do quatro niveis sio uma combinacio linear de fases do préprio 4 niveis com os
casos 2 e 3 niveis, visto através da forma geométrica das reativacoes sucessivas.

O que se espera entdo com o aumento do nimero de niveis, além do aumento do tempo
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g = ge = 0.0, 2-niveis (b) g, = g» = 0.5, g. = 0, 3-niveis (¢) g. = g» = g = 0.5, 4-niveis.

entre sucessivos colapsos e reativagdes, é um aumento de modulagdes, contribuindo no sentido
de desestabilizar mais rapidamente a estrutura dos colapsos e reativagdes, para este tipo de
sistema. Na fig. (4.5) utilizamos o mesmo conjunto de valores da fig. {4.3): Npor = 200,
fi=250,6, =& = 6. = 0 eem (a) dois niveis, (b) trés niveis e (c) quatro niveis, porém
diminuimos 7 e enquadramos as reativa¢des apos o primeiro colapso. Nota-se a introdugao
da modulacio “extra” no caso quatro niveis.

A adicao de mais um ou dois niveis, embora um pouco trabalhosa, nao requer nenhum
calculo diferente dos desenvolvidos no Apéndice A. Isto torna este sistema um interessante
ponto de partida para estudar itomos de Rydberg!, com a vantagem de podermos utilizar

um numero elevado de fétons dentro da cavidade.

1 Atomos de Rydberg sac atomos que se encontram altamente excitados, quase ionizados, sendo que seu

espacamento energético € muito pequeno
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Figura 4.5: Ffeito do nimero de niveis. Aumento dos termos ressonantes, aumento das modulagoes

para o mesimo conjunto de valores da fig. (4.3).

4.3 Influéncia da distribuigao inicial de fétons

Ja que geralmente é possivel escrever um estado qualquer como uma combinagdo linear
dos estados de nimero de ocupagdo (é que a maioria dos estados utilizados sdo montados
dessa maneira), o que interessa basicamente é conhecer qual a estatistica que rege o compor-
tamento dos fétons dentro da cavidade, isto é, a fungao distribui¢io de probabilidade inicial
que determina o comportamento dos fotons. Para efeito de referéncia de literatura sobre tra-
tamento quantico da radiagdo citamos o livro do Louisell {39]. Estados Binomiais do campo
de radiagao quantizados foram introduzidos por Stoler et af, 1985 [35]. Dattoli, Gallardo
e Torre [40] apresentaram um modelo fisico para para a produgdo dos estado binomiais e
estudos dessa distribuicdo em dois [14, 38] e trés [14] nivels e seus efeitos nos colapsos e rea-
tivagoes foram analisados. Da mesma maneira que os estados coerentes, os estados binomiais
530 urmna combinacdo linear do niimero d(? estados com os coeficientes escolhidos de maneira
que a distribuigio fotonica seja binomial. Estados Comprimidos (“Squeezed”) [11] e termo-

coerente [36] também ja foram estudados em dois e trés niveis sendo que o artigo de Loudon
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Ba=gp=8:=0.5, 8, = 8 = 6. = 0. N,yor = 200 e 7 = 50.

& Knight [33] explora muito bem a “luz comprimida”. Recentemente uma nova classe de
estados do campo quantizado possuindo distribui¢ao de niimero de ocupacao deslocado foram
introduzidos {41].

Na presente se¢ao, para ver efeitos de diferentes distribuicdes de fétons utilizamos: distri-
bui¢do de Poisson (estados coerentes), com a intengio de manter perto o limite classico [29],
distribui¢ao binomial, ela se reduz ao caso coerente em determinados limites [35] e distri-
buigao termocoerente [36], a fim de analisar os efeitos de temperatura na dinarmica. Assim,
k

Pn = |pnl|” assume entdo trés formas:

e (4.42)

para estados preparados em um estado coerente p, = | {n|a) |2, conforme descrito no capitulo

3 sendo 7 € o nimero médio inicial de fétons inicialmente presentes na cavidade,

pal* = UV_L:L)M‘!P”U -pr (4.43)
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Figura 4.7: Efeito dos fétons térmicos. (a)np =1 (b)ny =3 (c) ne = 5. Npar = 200, 7 = 100,

bo=6,=¢6.=0.

na preparagao de estados binomiais, p, = | (n|M, 7} |* [35] com p = ¥, N = Ny, sendo o

numero maximo de fétons presentes na cavidade e
n k
1 (f—ﬁ—g) ( Tig ) > 1 ( 7 )
2 Wing) /| 0 —Cok = 4.44
n e > iy , .
] : ( =B \ (1 + ) (4.44)

onde C* é dado por
v n!
ch= (4.45)

no caso da distribui¢do termocoerente, com a probabilidade associada a n igual a p, =
| (n|B) |? [36]. O parametro n, na equagio (4.44) é o nimero médio de fétons térmicos em um
estado estacionario sem interagdo [36]. O mimero maximo de fétons presentes na cavidade é
n= Nmaz-

Na fig. (4.6) podemos observar que as tres distribuigoes apresentam colapsos-reativagdes,
sendo que nesta combinacao particular de: pardmetros ha semelhanca entre os casos (a) e
(b) (estados iniciais coerentes e estados inicials binomials respectivamente), porém em (b)

as reativagdes sao um pouco mais pronunciadas (distribuicio Binomial) devido a sua forma
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Binomial (c) Distr. Termocoerente, ny = 1. g, = g» = g. = 0.5, quatro niveis. N, ., = 100,7 = 50,
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menos espalhada (“sharp”). O transiente é atingido mais rapidamente na distribuicao Ter-
mocoerente, um efeito relacionado com os fotons térmicos. Na fig. (4.7) é feito um estudo
da influéncia dos fotons térmicos, no caso da distribuicio termocoerente. Tomamos valores
fixos dos parametros indicados na legenda e aumentamos n;, nimero de fétons térmicos,
de acordo com (a), (b) e (c). Nota-se uma diminuigac da amplitude da modulacio, uma
diminuigdo pequena do primeiro colapso sendo que para n, = 5 o transienle é atingido apés
o primeiro colapso. Isto se deve ao alargamento (deslocalizacio) acentuada da distribuicao
conforme aumenta n;. Este resuitado estd em acordo com Filipowicz [36] As figs. (4.8), (4.9)
e (4.10) mostram a evolugio temporal de (n(t)) para as trés distribuigdes iniciais de fétons
em tres regides diferentes. Para N,,, >> 71 (7 pequeno), fig. (4.8), vemos que a evolugio
temporal das trés distribui¢des utilizadas sao bastante parecidas. A grande coincidéncia entre
a distribuigao de Poisson e a Binomial indicam que neste regime nao existe uma diferenca
significativa no tipo de preparacéo do estado inicial, seja ele coerente ou binomial ou mesmo

termocoerente. O Transiente ¢ atingido bem cedo para as trés distribuigoes. Com relacio a
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Figura 4.10: Evolugao temporal de (n(t)} para 7 préximo & Ny,q,. (a) Distr. Poisson, (b) Distr.

Binomial e (c) Distr. Termocoerente para o mesmo conjunto de valores que a fig. (4.8).

distribui¢ao termocoerente, o efeitos dos {6tons térmicos cedidos ao sistema, fig. (4.8)(c), é
no sentido de desestabilizar mais rapidamente ainda o colapso ou de cutra maneira, o fato de
a distribuicao termocoerente ser mais deslocalizada que as outras significa que ela promove
uma contribui¢do maior dos terrnos oscilantes. Para a situacao em que 1 = —ngﬁl, Noar
grande, o comportamento geral das trés é também semelhante. Caso particular interessante
é o aparecimento de modulagbes nos envelopes das distribui¢des binomial e termocoerente,
e seus envelopes também estao bastante simétricos. Nao conhecemos até a presente data
nenhum resultado da literatura com caracteristicas idéntica & apresentada na fig. (4.9).

No caso em que . ~ N,,,, = 100, fig. (4.10), a preparacao binomial destoa fortemente
das outras duas. Na fig. (4.10)(a) e (c) aparecem assimetrias para a distribuicio de Poisson e
a Termocoerente. Iste se deve ao truncamento dos termos préximos a N,,,,. Na distribuicao
Binomial hd uma queda acentuada quando % estd proximo & N,,.., de maneira a manter a

simetria.
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Figura 4.11: Efeito de %. Distribui¢do de Poisson (estados iniciais coerentes). 6, = & = é. = 0.0

9= Op = g = 0.5, d-niveis Npor = 240. (a) n = 30 (b) 2 = 90 (c) 7 = 180

4.4 Numero Médio Inicial de Fétons, (1)

O nimero inicial médio de fétons, 71, ou simplesmente intensidade[l18] é um parimetro
cuja influéncia é determinante, na dinamica do fenémeno do colapso e reativacio.

A sua influéncia é andloga a do niimero de niveis sobre os colapsos e reativacdes: quanto
mailor 7, mais prolongados sao os colapsos. Isto concorda com o obtido por Li e colaboradores
[21) mestmo com os niveis igualmente espagados (OH) e constantes de acoplamento iguais.
A fig. (4.11) mostra, para o caso coerente, que conforme aumentamos 7, mantendo os
outros parametros fixos, ha um aumento pronunciado do tempo de colapso, sendo que este

comportamento é semelhante nas distr. Binomial e distr. Termocoerente, figs. (4.12) e (4.13)

respectivamente.
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Figura 4.12: Distribui¢do Binomial para o mesmo conjunto de valores da fig. (4.11).

4,5 Dessintonia

No calculo do Hamiltoniano de interacao tinhamos obtido dessintonias nulas. Sua in-
trodugdo é fenomenoldgica. Fles se encontram em termos cujos expoentes sao complexos e
portanto sua contribuigao se traduz em fatores de fase, incidindo diretamente nos colapsos e
reativagoes. Nas figs. (4.14), (4.15) vemos que a segunda modulagio é afetada para acom-
binagao de dessintonias de (a) Entre a 4% e 5* modulagiao novamente hé alteracio na forma
da modulagao, distinguindo-se no caso (c). Na fig. (4.15) a quarta modulacio é bastante
afetada pela combinacao dada em (a). Os casos (b) e (¢} mostram a evolugao temporal para
um mesmo conjunto de valores com os sinais dos dessintonias invertidas. Nao ha diferencas
na evolugao temporal, como nio deveria mesmo, pois a alteracao de sinal na fase nao altera o
valor da média de (n(t)). Para os casos Binomial e Termocoerente o efeito é semelhante, como
pode ser observado nas figs. (4.16), (4.17) e (4.18). Dependendo da combinagio utilizada
de dessintonia pode-se até extinguir um envelope (uma reativagiao). Os resultados obtidos
aqui para quatro niveis concordam com os de [18] para trés niveis. Na distribuicio termo-

coerente, cujo transiente ¢ atingido mais rapidamente que as outras duas aqui analisadas, a
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Figura 4.13: Distribuigao Termocoerente para os mesmos parametros da fig. (4.11) com ny = 1.
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Iigura 4.14: Efeito de dessintonia. Distribuigao Poisson. (a) 6, = 0.12,8, = 0.06,6, = —0.06 (b)
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Figura 4.16: Efeito de dessintonia. Distribuicao Binomial. {a) 6, = 8, = 6. = 0.0 (b) é, = 6 =

0.15,6, = 0.0 (c)by = & = —0.15,8, = 0.0. Nppaw = 75,7 = 60,92 = g5 = go = 0.5.
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Figura 4.18: Efeito de dessintonia. Distribui¢ao Termocoerente. (a) &, = 0.12,8, = 0.06,6. =

-0.06 (b) b, =0.1,6p=8.=-0.056 (c)by =68, =-0.05,8.=0.1. Noo = 75,5 = 60,q9, = gp, =

g. = 0.5.



Figura 4.19: Efeito das constantes de acoplamento. Distr. Poisson. (a) g, = g5 = g, = 0.5 (b)
9= 0.5, g5 = 1.0, go = 0.5 (¢)gs = 0.5, g5 = 0.25, g. = 0.5. N = 180,7% = 30, §, = 6, = 6, = 0.5.

Figura 4.20:

Binomial.
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Efeito das constantes de acoplamento. Mesmos valores da fig. (4.19) para a distr.
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Figura 4.21: Efeito das constantes de acoplamento. Mesmos valores da fig. (4.19) para a distr.

Termocoerente com ng = 1.

dessintonia for¢a o aparecimento de colapsos ou modulagées em locais outrora inexistentes,
fig. (4.18), sendo que a combinagio de 71 com os dessintonia pode prolongar por um tempo

longo a estrutura de colapsos e reativagoes.

4.6 Constantes de Acoplamento

As constantes de acoplamento sio os fatores que mais realgam a importéancia ou quanti-
dade de niveis atomicos relevantes. Quando utilizamos acoplamentos iguais (g, = g, = g.), a
evolugao temporal de (n(t)) é similar ao caso dois niveis, onde as probabilidades de transicio
sdo iguals. A alteragio na razdo dos acoplamentos faz com que o sistema se desloque na
dire¢ao do ou dos acoplamentos que aumentaram. As contribui¢des dos niveis cujo acopla-
mento € mais forte é maior pois as probabilidades de transicio para estes niveis aumenta
devido ao fato de os acoplamentos estarem multiplicando termos oscilatérios. lsto altera a

estrutura de colapsos e reativagoes,
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Nas figs. (4.19), (4.20) e (1.21) vemos exatamente o que [oi escrito acima. lomando a
fig (4.19), vemos em (a} o acoplamento padrao (g’s iguais e em torna da unidade). 12m (b),
ateramos a razio ¢y/g. = 1.0, acoplamentos entre os estados [b) e |¢) mais lorte, transigoes
se deslocam nesta direcao, conseqiientemente as contribuigoes destes termos aumentam. Na
situacao oposta, (c}, lomamos a razao g,/g. = 0.5, diminuindo-se a for¢a deste acoplamento.
Outros modos tem tnaior contribuigio. As figs. (4.20) e (4.2]1) apresentam o mesmo compor-
tamento para os casos binomial e termocoerente, respectivainente. Em [18] sdo apresentados
calculos mais detathados das razoes dos acoplamentos para o caso trés niveis. As figuras aqui
obtidas estao em acordo com o obtido por [18] para o caso de trés niveis, isto é, & alteragao
de {n(t)), porém aqui obtido para quatro niveis. Os calculos nao foram feitos dada a com-

plexidade da expressao (4.37).

4.7 Conclusoes

Em resumo podemos dizer:

¢ Expandimos o modelo de 2-nivets {do tipo JC) obtido no capitulo 2 de modo a abranger

3 e 4-niveis.

o Escrevemos o velor de estado do sistema atomo-campo. Nosso interesse era estudar a

parte referente & interagao.
¢ Com estas duas quantidades calculamos o nitmero médio de fotons no tempo.

e Todo o trabalho desenvolvido até aqui fo1 para analisar o efeito do aumento do ndmero
de niveis em modelos do tipo JC, utilizando-se preparagoes distintas da radiagao intra-

cavidade {Estados Coerentes, Fstados Binomiais e Estados Termocoerenties).

Vimos que o aumento do mimero de niveis por um lado aumenta o tempo entre sucessivos
colapsos e reativacoes, notadamente entre a primeira e segunda modulagoes, mas por outro
introduz justamente modulagoes entre as ja existentes. No capitulo que segue vamos ver

como a distribui¢dao de luz comprimida atua no fendmeno.
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Capitulo 5

Compressao de Flutuacoes

No capitulo 3 foram enfocados aspectos principais dos estados coerentes. Neste capitulo
faremos o mesmo para os estados comprimidos da radiagio com a vantagem de associar ao
capitulo 3 alguns calculos ja realizados. Ja escrevemos que se o produto das duas componentes
em quadratura de fase do campo eletromagnético assume o minimo valor possivel (de acordo
com o principio de incerteza), entao esies estados sao estados de minima incerteza. No caso
dos estados coerentes, vimos também que as duas componentes em quadratura de fase do
cammpo sao caracterizadas por ignal indeterminagao.

Existe, entretanto, estados do campo que também sao estados de minima incerteza (seu
produto respeita a indeterminagao de Heisenberg), porém é possivel alterar as componentes
em quadratura de fase do campo, em oulras palavras, variar as componentes da flutuagao do

campo. lstes estados sao conhecidos por estados comprimidos {“squeezed states™) do campo

de radiacao.

5.1 Introducao aos Estados Comprimidos

Ismbora os estados coerentes tenham adquirido umn status impar em optica quantica

desde os trabalhos de Glauber [29], eles sdo um caso particular, isto ¢, ndo sio estados genera-



lizados de minima incerteza. A busca por estados generalizados de minima incerteza conduziu
20 que se convencionou chamar de Estados Comprimidos (Squeezed States)[33], sendo que
na literatura encontramos trabalhos usando diferentes terminologias. Encontram-se deno-
minacdes do tipo: estados de “pacotes de onda pulsante” [12], “novos estados coerentes”
[43, 44], “estados coerentes de dois fétons” [22] e “estados comprimidos ideais” {45]. A pri-
meira realizacio experimental de luz comprimida foi feita por Slusher e colaboradores (1985)
[46] onde reduziu-se a flutuagdo do campo em uma das componentes por cerca de 7 a 10% .
Wi e Colaboradores [47] obtiveram o mais alto fator de compresséo (“squeezing”) até hoje
ja registrado, cerca de 63% de redugio numa das componentes. Sendo assim, estes estados
30 muito importantes e aplicagbes ja se verificam em alguns campos da Fisica, tais como
detetores de ondas gravitacionais ! [24, 45], melhora de sensibilidade em giroscépios opticos
23] e, ¢ claro, redugéo de ruido em sistemas de comunicagdes épticos [22]. Mas as aplicagoes
mais recentes dos estados comprimidos sao com relagao 4 MQD (Medidas Quanticas nao-
Destrutivas) ou QNM (Quantum Nondemolition Measurements).

Neste capitulo nao pretendemos fazer um estudo completo dos estados comprimidos, mas
aplicar as idéias gerais obtidas destes estudos para o caso de win atomo de quatro niveis.
0 ohjetivo deste capitulo ¢ estudar o efeito da distribui¢io de estados comprimides sobre
a evolucao temporal de (n(t)}. Também estudamos o efeito do pardmetro de compressao
[11, 31](em uma diregao, § = 0) e tendo este afetado a distribuigao, analisamos seus efeitos
na evolucao temporal de {n(t)), isto ¢, sobre os colapsos e reativagoes.

Loudon & Knight [33] introduzem de uma maneira simples e eficaz os estados comprimidos

como sendo uma transformacao das coordenadas de quadratura vistas no capitulo 3,

Xy, — X7 (5.1)
Xos —r XKoo, (H.2)

Hm detetor de ondas gravitacionals ¢ um sistema macroscdpico — geralmente um grande cilindro de

Aluminio - sobre o qual o efeito de uma onda gravitacional é muilo pequeno, mas muito pequeno mesino,

-19

visto o espacamento previsto pelo sistema mecanico ser da ordem de 167 !Yeny, e portanto a indelerminagao

quantica deste sistema ¢ dessa ordem de grandeza.



e as variancias sao convenicniemente modificadas de acordo com

{(AX)?) = ic—zf (5.3)
((AXp)?) = ée”, (5.4)

O resto dos calculos, excetuando-se alguns, é direto. O método proposto por Yuen {22] é
bem mais rigoroso e logo de inicio define uma transformacio candnica nos operadores a e al,

em particular define-se o operador b como

b= pa+ val, (5.5)
onde i e v sao tais que
l* = ol =1, (5.6)
seguindo
(6,01 =1, (5.7)

sendo que o teorema de Von Newmann assegura que uma transformagao canonica pode ser

representada como uma transformagio unitaria como

bla,a') = UraU}, (5.8)

1 N . Vs - -
onde 7, = Up(t, to) = e~ wH{~t0) & yin operador unitario. Fstes sho os estados chamados
“Estados Coerentes de Dois Félons” (T'CS — Two Photon Coherent State). Como no caso

cocrente, defino um autovalor 3 de b, de modo que

b13) = B18), (5.9)
e o restante sao calculos, projecées, médias, efe.
Iy usnal na introducao de estados comprimidos usar o operador unitario S(z), definido
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S(z) = 3 =5 (@), (5.10)
onde z = re?, & wn niinero complexo. Verilica-se que o operador de compressao é unitario,
isto é:

SH(z) = el T 3D — g-1(2) = §(—2), (5.11)

resultando naturalmente em $(2)$%(2z) = 1. Como nos outros tratamentos, o operador de

compressao induz uma transformacao candnica nos operadores a e al:

b'(z) = S(2)Ta'S(z) = coshr al + casenhr (5.12)
b(z) = 5(z)aS(z) = coshr a + ¢ “alsenhr, (5.13)

N

L]

e [b,bl] = la,al] = 1. A verificagdo analitica de (5.12) ¢ {5.13) é simples. Tomemos o caso de

(5.12):

A5() = aleliED-F R
- 22— 2@+ G ah - (@)
= A1+ CEP =S @+ G - D@t en) )
da relagao entre operadores
1 1
e'Be = B4+ [A B+ §E[A’ (4, B]| + 3—![/1, (A, [A, B]]] + ... (5.15)
delinindo as seguintes relacoes:
(%(a*)zw%(a)g) = —A (5.16)
(zrr(a)?— (a')?) = A (5.17)
al = D, (5.18)
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e aplicando a igualdade da eq.(5.15), tém-se

$H)aS(2) = al 4 [P~ 5 (@), el (=5 ()

2 2 A 2 "'(“)2)’[(_%(“T)Z‘F*‘z”(ﬂ)?),u'f]]+...

z
2
(5.19)
ste procedimento, embora nao seja dilicil, é trabalhoso. Tomando a eq. (5.19) termo a

termo, tém-se para o primeiro termo:

z s 27 _ 2" 2 z o). a
(Clal) = 5 aphal) = (5 @+ G la)all (5:20)
[(i(af)z — %—(a)z), al] = %(aa(zT —alaa) = 3((1 + aata — aata + a)
[(;(a*)g—%(a)z),a*] = za, (5.21)

e para o segundo lermo,

LG = @G Sl = (G - (@)~
e - %))ﬂ@W—%m%ﬂ1=;&éhauw+fhwﬂn
LG =5 @G = S @il = (=T =2a)

MG = @Gy - @il = peeal (522)

e para o lerceiro terno (que nio aparcce na eq. (5.19), temos

l z g 2" 2 z =" 2 z
3 [(—Q(GT) + 'é’(ﬂ) ),[(Q(GT)Z 3 (a)®), [(é(at)2 5 )?),al]]] =
l z 2 oy 2 z" »
fii[ (Q(fﬁ)2 + *2*(0) ), [(i(af)z — 5'(“)2% —za]| =
| z 2 gy . [ .
gi[*(é(a*)2+ -5(“) ), 2" zal] B (5.23)
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0 quarto terino fornece Zli(z*z)zaT, o quinto gl-,(zz*zz*z)a, e assim sucessivamente, de manctra,

que

1 1 1 1
t(z)alS(z) = aT—i—za—{—éix.z at—l—;'bz*za-}-ﬁu(zz Ya T+5 zz%zz m+6 (zz"Ylat4... . (5.24)

Utilizando o fato de que z = re', scgue que
N . p2 gl 6 ; I ,
- — . . L i B 95
ST(z)a'S(z) =1 + 2' + i +.o. a4 [r+ 3i + i +...]c"a, (5.25)

onde a primeira soma entre parénleses identificamos como sendo a série geradora do coshr,

e a segunda soma, a geradora do senhr. Portanto, chega-se finalmente a:

.5""(2)(:*5(2) = coshr a' + e%senhr a, (5.26)
que ¢ a forma (5.12). No caso coerente este tipo de transformacao fornecia um deslocamento,
de acordo com a eq. (3.36). Aqui, o operador de compressao transforma os operadores de
aniquilagao ¢ criagao de acordo comn a forma (5.26), isto ¢, além de um deslocamento ha
um fator de fase ¢ os eixos sao alterados por termos em senh e cosh. Iste ¢ o resultado da
transformacado candnica nas componentes do campo. A esta altura, ja se pode, com analogia
a0 caso coerente, definir um estado comprimido como sendo um estado deslocado do estado
de vacuo, cujas componentes em quadratura de fase sejam transformadas de acordo comn a

eq. (5.2).

5.2 Estados Comprimidos: notacao de Caves

Foi Caves [45] quem primeiro definiu os estados comprimidos como “Ideal Squeczed

States” {estados comprimidos ideals), alravés da relacao:

lev, ) = D(e)S(2)]0). (5.27)

Um estado comprimido é gerado entao pela agao do operador S(z) ao estado de vacuo

seguido sucessivamente da agao do operador deslocamento, D(ev). Assim, o que precisamos
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saber para calcular quantidades de interesse sio as formas (3.36) e (5.26). Algumas grandezas

sao independentes do parametro de compressao,

(z,a|ale,z) = a, (z,0]al o, 2) = a*, (5.28)

obviamente, (z, a|e, z) = 1, normalizado. O nimero médio de fétons é dado por (7 = a'a)

(R) = (z,a| |, 2) = |a]® + senh?r, (5.29)

2 contribuicao da primeira parte a direita associada com a amplitude coerente a, enquanto
que a segunda contribuicdo é originada da compressao do vacuo. Uma forma semelhante

surge quando calculamos o valor médio de aa, i. &

(aa) = o* — e?senhr coshr, (5.30)

Os dois resultados acimma entram no caleulo das médias e variancias dos operadores de
quadratura. Como em (5.29), a variancia no namero médio de [6tons é obtida diretamente,

por um calculo similar, obtendo-se:

7 0
<(An)2> = la|® |¢™?" cos?(d — 5) + e¥sen®(¢ — 5) + 2senh?r cosh?® r, (5.31)

e sua variavel conjugada, a fase é

) e sen?($ — g) + e¥ cos? (¢ — g)

I'inalmente, o mais importante para este capitulo, a distribui¢io de Probabilidade que rege

o comportamento dos {6tons € obtida do imédulo ao quadrado da projecao (p, = | (n|a, 2) |*):

a+ a*e® tanhr
(2ei? Lanh r)1/2

) 2 .
{n|a, z) = (n! cosh r)~1/2 [{-3‘9 tanh 7'] " e~z (laP+ate tanhr) ry

.

(5.33)

Nota-se aqui que (n|a, z) possui analiticamnente uma feicio bastante diferente da distribuicio

de Poisson obtida no capitulo 3. A diferenga fundamental surge devido & presenca de H,
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(polindmio de Hermit ~ e grau n) que produz um: nscilagao na parte lateral superior (valores
de n > @), da distri' = 0. Fato este que produzi = “~choes” na ro tivagao com« sera visto
nas figuras. O calent  la expressao (5.33) foi primviramente oblic » por Yuen [27]. E bas-
tante exaustivo e o seu desenvolvimento detalhado nao sera apresentado aqui. Obviamente,
fazendo-se r = 0 (z = 0) obtém-se os estados coerentes e todo o conjunto de valores que o
caracteriza, como era de se esperar. Antes de prosseguirnos no tratamento da distribuigao
dos estados comprimidos, vamos ver como eles sio representados no plano das Amplitudes

complexas.

5.2.1 Representacgao de |o, z) no plano das amplitudes complexas

A representagio no plano complexo no caso dos estados comprimidos pode ser melhor
entendida comparando-se com o caso coerente. O deslocamento a, é igual ao caso coerente,

porém rodado de um angulo:

Xy +1Xy = (Xq, + iXo,) €, (5.34)

e para um estado comprimido temos entao

(X1 +iXp) = (Xys + i Xg5) € = @, (5.35)
como ja vimos nas eqs. (5.28) e (5.29).

AXy = %e", AX,, = ;e_’", (5.36)
resultado que Loudon & Knight [33] comnecam a discussao dos estados comprimidos.

No plano das amplitudes complexas, o circulo representativo de um estado coerente se
deforma em uma elipse de mesma area (transformacao canénica) cujos eixos principais sao
paralelos & X, e X3, e sdo dados por AX;; e AXy,. Antes de aostrar o esquema, como no cap
3, vamos escrever a evolucao temporal dos estados comprimidos. O operador de compressao,

§(z), evolui no tempo segundo
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Figura 5.1: Representagao dos estados |, z) no plano das amplitudes complexas. Comparagio com
o0s estados coerentes. Os estados de vacuo na origem sio transladados por a, rodados de g e o circulo
que representava a incerteza ¢ alterado para uma elipse, mantendo a area original (transformagio

canonica no espago de fase de duas dimensoes).

e—(iwt)a’a e;(at)2~—z—;(a)2 e(iwt)a’a — e%e_ﬂ“"(a')zkz—;e?'-“"(a}? - S(Z e—Zth), (537)

seguindo portanto que um estado comprimido evolui no tempo de acordo com

e~liwt)ata |, 2y = D (ae"“”) S(z) (z 6"2““) ) (5.38)

uma evolugdo no plano complexo com uma frequéncia duas vezes maior que a da amplitude
complexa.

Os estados comprimidos sdo importantes ndo somente pelo seu interesse tedrico como
estados de minima incerteza generalizados, mas também pela sua obtengao em experimentos
de geragao paramétrica e “four-wave” mixing (mistura de quatro-ondas) [33].

A aproximagao seguida acima é oriunda da utilizada por Caves [45] em seus estados
comprimidos ideais. Na verdade qualquer aproximagao utilizada para estados comprimidos e

coerentes fazem parte de um grupo de transformagoes chamadas “I'ransformacoes Canonicas
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Lineares em Mecanica (Quantica”, que no fundo sao transformacoes consistindo de produtos
de compressao, rotacoes e translagoes. Devido a este [ato, o mais importante € saber como
os operadores de aniquilacao e criacao se transforman.

Ja tendo visto algumas propriedades dos estados comprimidos, vamos na se¢ao seguinte

estudar o efeito da distribuicao destes estados no fenémeno do colapso-reativagao.

5.3 Estados Comprimidos: efeitos no colapso-reativacgac

Excetuando o efeito do parametro de compressao, o efeito da distribuicio de estados
comprimidos € muito parecido com o das outras distribui¢ées. O nico fato a salientar é que
a distribuicdo dos estados comprimidos oscila, uma caracteristica relacionada ao polindémio
de Hermite. Simplificando a expressdo (5.33), isto é, tomando-se a compressao maxima - eixo

menor da elipse alinhado com Xi;, § = 0, obtém se

| v " 6 2 v

- 2 -3 (1-2) K¢

n = [{nta, 2|y == {=— ] I, |—= -le s 39
g ) I e (5.39)
onde g = coshr, v = senhr e 3 = |a|(yt + v). Obviamente, se 0 = 0, z = -£|r{. Para
estudo do efeito do pardmetro de compressdo na distribuicdo e consequentemente no colapso-

reativagao, tomamos uma parametrizacao alternativa, comum na literatura {31, 11, 48]:

541 s—1
| = o = , A4
J7; NG v oNE (5.40)
vé-se que
p* — v® = cosh®r — senh®r = 1. (5.41}

Asstiin, p,, resulta em

s+12mn! \s+1

¢ — n 9 2]af?s
mzzﬁ_l(sl)ﬂﬂf@ﬂikkﬁ, (5.42)
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que é a expressao utilizada para |p,|* em (n(t)}). No caso limite em que r — 0 (s = 1) a

fora {5.42) recai na distribui¢do de Poisson:

_ 1 tanh 7\ * ole” , . .
lim p, = lim - H? S 1 A PR (1-tanhr) (5.43)
r—0 r—0 n!lcoshr n V2 cosh rsenhr
para as func¢des hiperbélicas, o célculo é simples:
lim senhr = limtanhr = r, (5.44)
liné coshr = 1, (5.45)
T—
a exponencial tambeém é trivial:
l.ir%em = 1. (5.46)

De acordo com a representacao em série de poténcia dos polinémios de Hermite (Arfken
[49]), temos:

n 2?1! « n— * n— ‘ 4 —
M) = Q2" = 1 gy (B g T A (04D

assim, vamos tomar o termo dominante da série, (2¢)". Substituindo em p,,

n
]7 P 2|a|e’" .
limp, = lim — = 21 ) alalfer(i-r)
F—0

r=0 ! \ 2 \fé;

. 1 {r 2alZer\" 2 2r
= finy 3, (5 L) erereruen, (5.48)
resultando finalmente em
it 1 2yn, —|of? 2 = IoAC
limp,, = n—'(|a| el la|® = 7. (5.49)

A fig. (5.2) mostra o aspecto da distribuigio dos estados comprimidos com N, = 100,
|| = 49 e o parametro de compressio s = 51. O fato “novo” introduzido nesta distribuicao
emn relacdo as demais é o comportamento oscilatério, ocorrido devido ao © “overlap” no espago

de [ase entre a elipse comprimida, fig. (5.1), representando o estado comprirnido, ¢ a banda
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Figura 5.2: Distribuigdo de Probabilidade de nimero de ocupagio para um Estado Iniciail

Comprimido.Npqz = 100, |a| = 7, s = 51 (pardmetro de compressao).

circular de n-ésima ordem descrevendo o n-ésimo nimero de estado’, segundo Schleich [31].
Na expressao (5.39) este comportamento se revela na “competicio entre o termo referente
ao polinémio de Hermite versus o termo exponencial, como veremos no estudo do efeito
do parametro s sobre os colapsos- reativacbes. Ainda com relagdo a fig. (5.2), podemos
observar que a distribui¢ao de estados iniciais comprimidos se assemelha com a distribuicao
de estados termocoerentes, porém o alargamento se da apenas em um dos lados (para n > n,
assimétrica) e na forma de picos, enquanto que no caso termocoerente o alargamento é de
ambos os lados (simétrica) e de forma continua.

Nas figs. (5.3) e (5.4) temos a comparacio dos casos Estados Iniciais Coerentes (5.3) com
Iistados Iniciais Comprimidos (5.4), para os mesmos valores de Np.., |@|?, §'s ¢ ¢’s. Em
(b) e (¢) temos 3 e 4 niveis, respectivamente. Nota-se que o efeito do nimero de niveis é de
aumentar o tempo entre sucessivos colapsos reativacoes, como observado anteriormente para
as outras distribui¢oes, s6 que a introducédo de “ecos” (modulagoes) é maior, um efeito da
distribui¢ao comprimida. Para o caso de dois niveis, ilustramos a fig. (5.4) (a), sem levar em

conta o termo A - A no Hamiltoniano [11, 48, 33].
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Figura 5.4: Distribui¢do de Estados Comprimidos. Mesmo conjunto de valores da fig. (5.3) com o

parametro de compressao s = 21.
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5.3.1 Efeito do Parametro de Compressao

O efeito do parametro de compressio, s, pode ser melhor compreendido olhando-se as
figs. (5.5), (5.6), (5.7) e analisando-se a eq. (5.39). Na eq. (5.39) o termo que causa o
decaimento exponencial é diretamente afetado por s. Quando s — oo, L= EW‘;: — le
e~ -v/u) _, 1 resultando no predominio do comportamento ondulatério do polindmio de
Hermite na fungio de distribuigdo. Isto significa informacio exata da componente compri-
mida e perda total na outra componente.

A ilustragao deste fato pode ser observada na fig. (5.5). Tomando um conjunio fixo de
valores de Npap, o (7 = |af? + (s — 1)?/4s), ¢’s e &’s, variamos o parametro de acordo
com (a), (b) e (c). Em (a) s = 8, pouca compressao, a evolucio temporal se assemelha ao
caso coerente. Em (b), o aumento do pardmetro comeca a evidenciar o aparecimento de
modulagbes secundarias (chamadas de “echoes” (ecos) na literatura), sendo que em (c) sua
influéncia é mais notada.

Na fig. (5.6) tomamos Np.r = 200, |of - 8, 9. = @ = g. = 0.5 e dessintonias nulas
(6’s= 0). Os valores de s sao (a) 4, (b) 21 e (c) 51 com 7 (em unidades de Rabi) indo
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até 500. Em (a) nao ha influéncia de s e a distribui¢ao recat no caso cocrente. lin (b)
s = 21, a influéncia é significativa, ocorrendo perda de simetria das modulagoes. Em (c)
temos o mesmo quadro apresentado em (b) porém intensificado, apresentando modulagoes
generalizadas. Os colapsos delimitam as regioes onde ha um cancelamento efetivo de fases
(superposi¢ao em senos e cossenos muilo préximoes de zero).

A fig. (5.7) é o caso de 3 niveis (g, = 0) com o mesmo conjunto de valores da fig (5.5) e
r indo até 500. A informacio relevente nesta figura é o “superamortecimento” do primeiro
colapso, conforme s aumenta. Fsta queda acentuada do primeiro colapso ¢ explicada pelos
picos da distribuigao comprimida. Os picos fazem com que fatores de fase muito préximos

alternem sua contribuicio repentinamente. Dessa forma temos o decaimento da fig (5.7)(c).

5.3.2 Influéncia de |

O nimero médio de fotons, 7 se relaciona com || via

s 1)2
7 = |of* 4 senh?r = jaf® + (94 ), (5.50)
8

isto é, n depende de |a| e de s. A contribuigio da parte referente a compresséo, segundo termo
no lado direito da igualdade (5.50), vai desde uns poucos [6tons (pequena compressio) até
um udmero da ordem do prépio |a|? (alta compressao). Sendo assim, 7 nao € o parametro
indicado para utilizacao no estudo do numero de félons, mesmo porque nao aparece na
expressio para pn, eq. (5.39). Assim, concluimos que o estudo sobre o niumero médio de
fotons é consistente quando realizado sobre a contribui¢do coerente da eq. (5.50), ou seja,
lev].

Em relagio a {n(t)), a fig. (5.8) mosira para os valores dos parametros indicados o efeito
de |o| sobre os colapsos-reativagoes para regimes em que Ny, > |al, |a| pequeno. Este
comportamento é analogo ao das outras distribui¢ées para o mesmo regime, nao havendo
importancia do tipo de preparacao também neste caso.

Conforme aumentamos |a|, os ecos (colapsos-reativagoes) tornam-se evidentes, distintos,

de acordo com as figs. (5.8){(b} e (5.8)(c). Os trés pequenos quadros, (a), (b) e (¢), mos-
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tramn que a intensidade relativa das oscilagbes (pequenos picos) diminui & medida em que

le| aumenta. E que o “peso” do termo referente & compressio na expressao (5.50) diminui

relativamente & |o|?.

5.3.3 Dessintonia

Como vemos na comparagdo das figs. (5.9) e (5.10), a dessointonia afeta o colapso

reativagao, mais distintamente no caso 4-niveis, (5.9)(c) e (5.10)(c).

O cancelamento de fases em 7 ~ 350 a 400 se sobrepoes aos ecos. Um resultado semelhante

as outras distribuic¢des, como era de se esperar.
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Figura 5.10: Efeito de dessintonia. Npa, = 200, s = 21, |a] = 7, (a) 6, = 0.15, 2-niveis (b)
6o = 6y = 0.15, 3-niveis (¢) 6, = & = &, = 0.15, 4-niveis.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

Nesta Tese abordamos o problema do Colapso e Reativagao, focalizando principal-
mente a sua importancia realtiva, no caso do campo de radiacdo intracavidade estar intera-
gindo com um atomo de trés niveis e/ou de quatro niveis. F também estudado o efeito da
preparacao inicial. Neste sentido, utilizamos quatro tipos distintos de preparagoes, a saber:
Distribuicao de Probabilidades de Estados Iniciais Coerentes, Termocoerentes, Binomiais e
Comprimidos. Fizemos um estudo sistemdtico baseado em trés possiveis configuragoes de
estados atomicos: atomos de dois, trés e quatro niveis. Para cada um destes tipos de alomos
foi analisado o efeito do nimero maximo de fétons ( N,,,.) no interior da cavidade; o niimero
médio de fétons iniciais (n) em 7 = 0; a importancia relativa da razao i/ Nz Mesmo para
o caso das distribuicoes Coerentes e Termocoerentes onde nao temos explicitamente a gquan-
tidade N,qr. Foi Também realizado célculos, buscando extrair a importaucia da intensidade
dos acoplamentos, ¢;’s, uma vez que para acoplamentos fortes o processo multifoténico esta
automaticamente colocado no modelo. Neste caso, o modelo difere do caso de atomos de
dois niveis, onde a obtencao de dots fotons somente é possivel levando-se em conta o termo
gnadratico de primeira ordem no Hamiltoniano, obtido através da inclusao de termos de or-
dem quadratica nos operadores do campo, a e al. Nao foi deixado de lado o estudo do efeito
da dessintonia. A comparacdo entre os resultados obtidos para atomos de quatro niveis e
aqueles de trés ¢ dois niveis € feilo em cada wma das figuras apresentadas na secao corres-

pondente. Fsta comparagao somente ndo é efetuada no caso dos estados comprimidos, numa
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vez que a colocagio de g. = gy = 0 resultando no caso de atomnos de dois niveis, elimina

do modelo em questdo os termos responsaveis por um processo de dois ou mais fotons, ne-

cessarios na descricao da dinamica fotdnica em questdo, embora em alguns casos da literatura

[48, 11] seja utilizada a distribuigio de FEstados Comprimidos em atomos de dois niveis para

explicar caracteristicas de uma distribuicdo cadtica de {6tons intracavidade [48] ou mesmo

o fendmeno do casamento de fases das oscilagdes de Rabi [11], sem a presenca do termo

quadratico gerador de dois fétons.

Em relacio aos resultados obtidos, em linhas gerais podemos dizer:

L.

A solu¢io analitica dada ao problema teve a grande vantagem de permitir a re-
alizacio de calculos fora da ressonancia e de utilizar valores arbritrarios para as
intensidades dos acoplamentos radiagao-matéria. Também tivemos a liberdade
de calculo com N,..., numero maximo de fétons no interior da cavidade, livre.
Em outras palavras, em nossos resultados numéricos podemos entrar com Ny
qualquer para as maquinas existentes aqui no nosso Instituto. Tal resultado, para
efeito de comparacio, s6 pode ser obtido no modelo de 1i [21] pata Ny, = 10.
Valores superiores a este tornam os célculos, com nossas matrizes, proibitivos, no

que diz respeito a tempo de CPU bem como em meméria utilizada.

Os resultados analiticos sao realizados de forma simples e de facil utilizagao, con-
forme se pode ver nos capitulos quatro e apéndices A e B. Os resultados sao de

facil extensao para atomos de 5 ou mais niveis.

(0 aumento do nimero de niveis energéticos atomicos participantes do processo
de interacao campo de radiacao-matéria tende a aumentar o tempo do primeiro

colapso, como figura referéncia podemos citar a figura {4.5).

Tanto N,,.z quanto 7/ Ny, tém um papel importante na existéncia e amplitude
dos tempos de colapsos, bem como no niimero de colapsos. O nimero de colapsos
tende a aumentar com n/N,... Para #/N,., << 1 a tendéncia é desaparecer
qualquer indicio do fenémeno do colapso e reativagao; tornando-se cada vez mais
pronunciado a medida que aumentamos a razao 1/ N,,,,. O aumento de 7 tende

a evideuciar cada vez mais a existéncia de colapsos.
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5. As constantes de acoplamentos, ¢;’s, sao fatores multiplicativos de termos envol-
vendo senos e cosscnos dos fatores de fase. Assim sendo afetam diretamente o
“peso” (probabilidade de transicido) destas contribui¢des, ou seja, afetam forte-
mente as quantidades |a, (1)|2, |bari (D)%, |cns2(8)]? € |dnya(t)2. Um fato que néo
podemos deixar de mencionar € que sao os g;’s que estao fornecendo informagaoes
sobre o numero de niveis atdémicos efetivamente participantes do processo. Nos
nossos calculos, por exemplo, fazer g. = 0 implica em estar trabalhando com um

atomo de trés niveis.

6. As dessintonias (“detunings”), que atuam diretamente sobre os fatores de fase,
{ém grande importancia no alinhamento geral de fase, necessario ao fenémeno de
colapso e reativagiao. Sua introdugio embora [enomenoldgica (ajustes na cavidade,
efeito Stark, colisoes, etc.), tém sua importancia aumentada enormemente mesmo
para valores relativamente pequenos. Em outras palavras, dessintonias nulas sig-
nifica ressonancia e dessintonias nao nulas significa fora da ressonancia e tendendo
a um processo multifoténico. Vimos que dessintonias nao nulas alteram signifi-
cativamente a estrutura dos colapsos e reativagoes e principalmente os “ecos”, no
caso de Estados Comprimidos, conforme observamos nas figuras (4.14), a (4.18) do
capitulo quatro e nas figuras (5.9) e (5.10) do capitulo cinco. Pequenas alteracoes
nos valores das dessintonias podem levar ao cancelamento completo de um eco

e/ou modulagio.

Para caracterizar melhor a natureza estritamente quantica do lenomeno do colapso e re-
ativacao, nossos calculos foram ampliados para incluir quatro tipos diferentes de preparacao
do estado inicial do sistema: utilizamos de uma distribuicdo caracteristica de uma base de
estados coerentes (Distribuicdo Poissoniana), uma das primeiras a ser calculada e utilizada
em Optica Quantica, sendo portanto bem conhecida aos tedricos e experimentais que traba-
lham nesta area. Também utilizamos uma outra distribuicido a ela associada, que vem de
uma base de estados termocoerentes (Distribuigao Termocoerente), buscando aqui pesqui-
sar o eletto da radiacio de corpo negro exislente na cavidade devido ao fato de estarmos

trabalhando com temperaturas diferenies de zero Kelvin. A terceira distribuicao utilizada



foi a de estados binomiais (Distribuicio Binomial). Usamos esta base de estados pelo fato

dela interpolar estados que vao do coerente aos estados do nimero de ocupagao. Iim outras

palavras, dependendo da escolha de 7n/N,,.. podemos ir desde uma preparacao coerente até

uma preparacao de estado inicial caético. Finalmente para podermos reduzir a perda de

informacao, i. é, para termos menor flutuagio numa das variaveis conjugadas, por exemplo,

a variacio do niimero médio de fétons ou variagao da fase (varidvel conjugada a {{An)?)),

fizemos uso de uma série e Estados Comprimidos (“Squeezed States”), conforme Yuen [22].

Em realagao aos diferentes tipos de distribui¢bes iniciais, podemos dizer:

62}

Para fi/Nper << 1, as trés primeiras apresentam o mesmo resultado, enquanto
que na quarta, a de estados comprimidos, nada podemos afirmar, ja que seu maior

efeito ¢ a existéncia de ecos, neste caso impossivel de se observar.

Para 7/N., =~ 0.5 todas elas apresentam comportamentos semelhantes, com

excecio dos ecos observados na preparagao inicial com estados comprimidos.

No caso da distribuicdo termocoerente, os resultados concordam com a expecta-
tiva. Isto quer dizer, os fotons térmicos tendem a aumentar as flutuacoes, eli-
minando o casamento de fases e conseqiientemente os colapsos, conlortne a lig.

(4.7).

O parametro de compressao {s) introduz oscilagoes na distribuigao de estados
comprimidos, que amplifica certos coeficientes da fungao de onda do sistema em
detrimento de outros, com o conseqiiente surgimento de ecos depois de cada rea-

tivagao. O numero e a intensidade dos ecos aumentam com o aumento de s.

s = 1 significando compressao nula, facilmente reproduzido, conduzindo aos resul-

tados da distribuicdo de estados coerentes.

Com relacdo as perspectivas, pode-se introduzir win absorvedor saturavel na cavidade,

perdas (representadas por um termo do tipo e ) e para aproximar mais o sistema em

questao de um laser pode-se acoplar outros niveis entre si, nao ficando restrito a interagao n,

n 4+ 1, ficando os nivels intermediarios como metaestaveis..
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Os processos que envolvem mais de um atomo nao sao dificels, mas requerem muita
algebra. Por exemplo: 1 atomo de dois niveis na aproximagao JC fornece um sistema de
2x2 equacoes. A mesma situagao para dois atomos fornece 4 x4 equagoes a seremn resolvidas.
Se tomarmos um atomo de 3 niveis, teremos 3x3 equagdes. Ja para 2 atomos de 3 niveis
(trabalho em andamento) sdo necessarias 9x9 equagdes. Se o atomo envolvido for de 4-
nivesi, como o representado aqui, teremos 4x4 equa¢des. Para dois atomos de 4 niveis
teremos uma matriz de 16x16 em maos a resolver. Seguindo nesta linha, trabalhar com
alguns atomos dentro de uma cavidade, mesmo que de apenas dois niveis resulta em um
sistema de diversas equagoes para ser resolvido, chegando rapidamente a ser analiticamente
inviavel. Os calculos envolvem operactes com matrizes que facilmente ultrapassam as nossas
possibilidades computacionais (por exemplo, 8 atomos de 4 niveis geram uma matriz de
18 %48 = 4.2 x 10% e poucos computadores hoje em dia possuem memoria suficiente para
poder resolver uma matriz desta ordem) atuais, sem levar em conta tempo de CI’U. Podemos
concluir, com relagao ao nimero de atomos, que a inclusao de mais um ou dois atomos, tanto
para o caso de 3 quanto para o de 4 niveis embora factivel, requer traballio excessivo e
resultados preliminares nao estdo dando aparéncia de um ganho apreciavel. Aqui requer
rais investigacao.

Processos envolvendo dois fotons requerem a introducao de uin termo do tipo
2
(@ AL A + he

no Hamiltoniano de interagdo para sistema de dois niveis. [22, 37]. Embora nao scja recente
sua inclusio no Hamiltoniano de inleragao [37], estudos detalhados desta interagio estao
comecgando a se intensificar somente agora. Alteragoes algébricas devido a esta inclusio nao
sao dificeis, porém a nivel computacional é necessario uma sofisticacio maior. Processos de
dois fotons sao responsaveis, por exemplo, pela geragao dos estados comprimidos, ressonancia
e fluorescéncia |33, 9] e experimentos de misturas de quatro modos ( “four wave mixing”) [33].
Sistemas atomicos em configuracio A (lambda) [18] tém sido sugeridos como fontes naturais
de “squeeze” [33]. Talvez a direcao mais interessante de expansio do sistema estudado seja

a inclusao do termo referente a processos de dois [dlons.
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Apéndice A

Modelo Hamiltoniano: Equacoes de

movimento e suas solucoes

No capitulo 4 é apresentado o seguinte modelo Hamiltoniano para interagio de um

alomo de quatro niveis com campo monomodo (A = ¢ = 1}):

H=1,+Hz= Y w AT A+ welata + 1). (A1)

i—a,b,cd

A parte de interacgao era dada por:

Hy = g,aAT Ay exp™' 4 gaAf A, exp™™ 4 gaAl Ag exp ' + hec. (A.2)

com 8, = wy — {wa — W), O = wp — (Wp —we) € 6. = wy — (w, —wy) € c.c. sendo o complexo
conjugado da expressao acima.

O vetor de estado do sistema atomo campo era descrito por:

(1) = Z lanft) |a;n) + bug1 () [hagr, e+ 1) + eaga(t) |ensa, n + 2) + diya(t) [dnga, 7 + 3)].
(A.3)

Na representagao de interacao, a equagao de Schrodinger ¢
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0 Whe () = Hir | Who(t)). (A4)

Tomemos como um exemplo, a aplicacio do elemento g,a A} Ay exp~%e! sobre \‘Dﬂc(l,)>.

Eles atuam apenas sobre os ket’s,

gaa AT Ay exp™ (an(t) |a, ) = 0 (A.5)
gaa AT Ay expTet (b (t) [byn + 1)) = gav/n + 1 exp™t b4 (t) |a,n) (A.6)
gaa AT Ay expTe (cuya(t) le,n +2)) = O (A.T)
gua At Ay exp et (d, +3(t) |d,n+3)) = 0 (A.8)

enquanto que do lado esquerdo s6 temos a derivada temporal,

S [6n(8) s ) + Bt (1) sy + 1) + Cpalt) lemezsm + 2) + dgo(t) [duys, n 4+ 3)] . (A9)

n

Vemos, imediatamente, que o inico elemento que sobra do lado direito é o |a,n). No
lado esquerdo, s6 temos um elemento que forma par com ele: @,(¢)|a,n). Fazemos assim

sucessivamente, e obteremos o seguinte conjunto de equagoes para os coeficientes:

an(t) = —iViexp(—ibal)buyr(l) RS if“"Jff‘)\..iO)
bopi(t) = —1Vexplibyt)un(t) — tViexp{—idpt)enpa(l) (A.11)
bnpa(l) = —iVyexp(iut)bpia(t) — 1Veexp(—i6.t)dy1a(t) (A.12)
dora(t) = —iV7exp(ib.l)eaya(t) (A.13)
ondle,
Vi=goVn+l, Vi=gvnt+2, Vi=gvnt3. (A.14)

Resolvedo-se com o método das Iransformadas de Laplace a equacao (A 10), tem-se
LliaD] = LlVae 5oty (1)
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iL{an(t)] = VaLle™busi(t)]

?:/Owe sd (;t( bat = v, fome-sfe-wai ban (1) d, (A.15)

integrando por partes, ficamos com
7 (8Gn(5) — @n(0)) = Viboyr (s +1764) . (A.16)

O mesmo processo é aplicado em b,11(1), cuy2(t) e duys(t), obtendo dessa maneira 0s
demais coeficientes. Considerando que no instante inicial apenas o estado a, esta populado,

os outros nulos, as equagdes resultam em

i(s@n(s)—1) = Vibayr (84 964)

i (shusi(s)) = Vidan (s —ib.) + Vaasa (s + i)

i (sEnp2(8)) = Vibayr (s — i6s) + Vedugs (5 + 60

i (sduya(s)) = Vienpa(s —ido), (A.17)

a,(0) = 1, boy1(t) = Craa(t) = d.y3(t) = 0. Aqui lrocamos s por s — ¢d, nia terceira equagao,
s por § — 16y, — 16, na segunda e s por 5 — 10, — 16y — 16, na primeira. Isolamos os termos em

n, bati1, Cupz € dnys € apds algumas manipulagoes obtem-se
(s — 18, — 16y — 18 )an(s — 16, — 16y — 18:) + iV05n+1(.9 = 1y — 10.) =1
(5 — 66 — 16 )bog1(s — 165 — 10.) + iV Gn(s — 16, — 16 — 36.) + 1ViCuya(s —18) =0
(S - i&c)571+2(5 - 166) + 7:‘/.;;*‘(;?1+1 (S - “56 - 360) + i‘/c:(in+3('q)
$dpis(8) + 1V Enyals — 16.) =0

Para facilitar os calculos, fez-se as seguintes substituigoes:

A, = 6.+ 6+ 6. (A.18)
O, = & +6, (A.19)
Q0 = 6. (A.20)

Substituimos as formas acima nas equacdes para os coeficientes e reescrevemos tudo na
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forma matricial:

s — 181, iV, 0 0 an(s —182;) 1
iVr o skl “/5.) '0 . boy1(s — z:Qb) _ 0 (A.21)

0 iV s — il W, Enyals —182.) 0

0 0 VEos dnys(s) 0

O sistema acima é resolvido ulilizando-se regra de Cramers. O determinante da primeira

matriz é

det = F(s) = s* — is”(Qa + D + ) — 2l + U0 4+ Q0 — (VL — [ = [V])
+ a0 — Q4 Vi) — Qu [Vo” ~ QWP = Qe Val?) + VL P [V — Q.90 |V A 22)

Para a,(s — 28},) temos:

1 iV, 0
0 s— ?Qb ﬂ/;, 0
0 iVy  s—if iV,

00 Ve s -
[{1(3) - (")

an(s — ) =

Simplifica-se o numerador, obtendo-se
fals) = 8% — 1s2( + Qo) + s(IVL [ + [V? — 02) — % V.2 (A.24)

Assim temos para o primeiro coeficiente,

‘3_.2 . 12 2_‘(56_\(2 712
(s — ) = s9 — 287 (E + §0) + s( ‘/CF(;{; |Vb|_zbh)*7!biwi (A.25)

O processo € repetido para os outros coeficientes, resultando em

V(s s o+ V)

buyr(s — i) = Ts) X (A.26)

_ . _ ‘/;1/* .

Gurals — i) = ‘;(S)b (A.27)
- VAV ‘
dn+3(5) = _F(_i)_ (A28)



Para evoluir {n(#)) no tempo é necessario a.(t), buy1(t), cuga(t) ¢ duys(t), i. é, ne-
cessitamos calcular a inversa das transformadas de Laplace obtidas. Mas antes sao feitos
certos ajustes nos coeficientes. [Faremos o calculo para a,(t). F(s) pode ser escrita como
F(s) = (8 — s1)(s — 52)(5 — s3)(s — s4), 51, 52, 83 € 54 as raizes para F(s) = 0. Desta [orma,

o primeiro coeficiente é

fals)

~n & Qa y ; -
“ (S ) (S—Sl)(S—SQ)(S—Sg)(S—S4)
A B C D
= . i + d ° 2 . AQQ
(s—s1) (s—382) (s—s3) (s—s4) ( )
Fazendo s = s;:
fQ(Sl)
Ay = ————— e A.30
(81 — s2)(s1 — 83)(51 — 54) ( )
Fazendo s = sq:
jﬁ(sﬁ)
B, =- - -, A3l
(82 — s1)(82 — 33)(82 — S4) ( )
Fazendo s = sa:
Al fa(SS)
o L1 1 SO A.32
(87— s1){(s3 — 51)(s3 — s4) ( )
Fazendo s = s4:
D= Mals) (A.33)

(55 — 51)(5 — sa)(o1 52)
Introduzindo ¢ = (s; — s2)(sy — $3){81 — 54)(82 — 83)(52 — $4)(53 — 54}, recscrevemos as

formas acuna,

(s2 — s3)(82 — 84)(83 — 54)

A, = 0 fuls1) (A.34)
Bu = - (Sl — 83)(81 6—284)(83 - 54).[(1(‘("2) (ASS)
o, = Bimsli=sdlsn =), (A.36)

Q)
D, = __(_-_9_'1_"_.'52_)_(151@—)f‘is)(:‘?gv—Sa)fa(&!). (A.37)
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J& de posse dos coeficientes, calculo an(s),

s —iQy = o By Coy Da (A.38)

s — 53 8 — 87 5 — 83 8 — 84

Fago s — s+ 1{2,,

oMy B G D
A8 = T — i) s —(s2— i) | s —(s3—1f%) 5 — (54— i)

(A.39)

Obtenho a,(t) tomando a transformada inversa de Laplace da equagao acima,
L7 {an(s)} = an(t) = A,el17)t 4 B elnmi0adt y O elomiftalt 4 D,elsa=i )t (A 40)

O processo é repetido para os outros coeficientes, chegando-se ao seguinte conjunto de

couagoes:
an(t) — Aae(s]—iﬂﬂ)! ' Bae(s;;—iﬂa)t + Cae(g‘-iﬂa)t + Due(s‘;AiQa)t (A4])
bn-{»—] (t) — Abe(sl—iﬂb)t + Bbe(.‘jg—fﬂb}t _I_ Cbe(53—i§]b)t + I)be(54—i§]p,)t (A.dz)
Cn+2(t_) — Acc(si—iﬂc}t + Bce(sz—iﬂ,:)t 4+ Cce(s;,—iﬂ.c}t + ])Ce(s.i—iﬂc)t (A43)
doya(t) = Agett + Bye®t 4+ Cye®t + Dge™, (A.44)
onde
p =tz (A.45)
B, = _(51 — $3)(51 534)(53 - .?ﬂ-)-fa(sz) (A.16)
DQ . f(SAl — b2)(-51‘ — 53)(82 — 33) fu(Stl)y (A48)

Q

com « =a,b,ed.
As fungoes fo(s), f5(s), fo(3) e fa(s), com f,(s) ja tendo sido calculada anteriormente para

o primeiro coeficiente, sao dada,s por
fuls) = 8% —is? (4 Q) + s([Vi]* + [P — 00) — i |V)? (A.49)
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fls) = —aV7(s® —isQe + VoI (A.50)
fols) = —sV7V (A.51)
Jas) = VTVTV (A.52)

[

A firn de obter o nimero médio de f6tons presentes na cavidade em fungao do tempo sob

interagao atomo—campo, é necessario calcular (n(f)),

(n(t)) = (Whp(t)[a*a] Win(1))

(n()) = S Apal® [rlan(®F + (0 + 1) [bagr (O + (7 + 2) [enpal* + (n 4 3) [dnsal’]

(n(t)) = 3_Ipal” [ |an ) -+ [y (8)]° +|Cn+2|2+|dn+3|2)+|bn+1(t)|2+2|cn+2|2+3|dn+3|2i
(n(t))

(n(1))

0y = 3 Ipal? [n + brgr (D7 4 2]eny2l* +3 {dn+3|2]
(1)) = 74 3 pal® [Jbust (O + 2]earal” + 31dnsal’] (A5

No caso em que as dessintonias sio nulas, obtém-se umna expressao analitica para (n(t)).

O polindomio em F(s) se reduz a

stp s (Vel P V) + Vel V) = 0 (A.54)
cijas raizes sao
o= [+ -y (A.55)
S = — [—’Y +(v* - 52)1/2]1/2 (A.56)
s = ify+ (=g (A.57)
sio= —ify+ (-]t (A58)
onde v e f estao relacionados com V,, V, e V. pelas seguintes relagoes:
y= Wal el L W) AU (A.59)
Para fins de simplilicagdao de notacao e Contas,‘ definimos ainda duas novas relagdes:
T S & L RSP Wl M CL L (A-60)
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Desta forma, as equagoes (A.58) ficam

sio= [+ =i (A61)
s = —iA_ (A.62)
63 = iXp (A.63)
54 = —1Ay. (A.64)

Substituimos estas raizes em a,(t), bny1(t), cns2(t) € dnya(t), resolvemos em (n(t)) e obtivemos

n(t)) = n+Z|pn ( |VI)\2) ) {[()\2_ ; Vel )sen()\_t) (A% A+|V| )Sen(/\ t)]

2

+ 2 (|V3[7) feos (A-t) = cos (A1)}

+ 3 (W) ["e“i/_\ ! Sen/(\’:m] } (A.65)

Se ¢. = 0, entdo |V.| = 0 e as raizes do polindmio (A.54) se reduzem a (0, :t\/|l;a|727;-7|7vjb|j),

com a raiz nula duplamente degenerada. Nesle caso a expressao acima se reduz a:

=7 -|-Z () {)\2 sen?(A1) + 21V5* (1 — cos(A41)] } (A.66)

(ue é andloga A expressao obtida por {38] no caso particular de trés niveis, onde V; é conside-
rado nulo, e (Ay = A\, V., = Vi e V, = V3). No caso de g, = 0, a expressao para {n(t)}, acima

reproduz os resultados usuais de um sistema de dois niveis na forma,

n(t)) =n+ i_]Z S pal® (1 — cos(2A,1)) (A.6T)



Apéndice B
Célculo da forma simplificada de (n(t))

No apéndice A haviamos obtido as expressoes para os coeficientes:

an(t) — Aae(sl—iﬂa)t _'_Bae(sz—iﬂ,l)t + Cae{.m#iﬂa)t“*” Dae(34—1’ﬂa)t (Bl)
bn+l(t) — Abe(sl—iﬂb)t+ Bbe(sT—in)c+Obe(s;;—iﬂb)t+Dbe(34_,'(zb)t (BQ)
nsa(t) = A el 4 olma—ifte)e F CLelm=ife)t 4 ) olss—ifte)t (B.3)
dn+3(t) = Adeslt + Bﬂ_reszt + C’desst + Dde"’*t, (B‘q)
e
4, = Grosals=sdlsszsd, (B.5)
Q
B, = sl sl ms) . (B.6)
¢
¢, = ozl o)) (B.7)
Q -
p. — 81— 82)(s 6—283)(52 - .53)1-0(34)’ (B.8)

aonde a —a,b, ¢, d.

As funcoes fo(s), fu(s), fo(s) e fa(s), com [f,(s) ja tendo sido calculada anteriormente para
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o primeiro coeficiente, sdo dadas por

Juls) = 8* —is?(Q + Qo) + (Ve + [Vi]* — Q) — el Ve[’ (B.9)
fils) = —iVr(s? —isQ + |Vi|%) (B.10)
Je(s) = —sVTV (B.11)
Ja(s) = VIVIV (B.12)

Substituindo estas equagdes acima em (B.4):

an(t) = Ja [(31 — 83)(82 — 84)(53 — 54)€17 ) _ () — s3)(s1 — s4)(s3 — 54)eP2T )Y

Q

+ (31 ~ 83)(81 — 84)(52 — 54)e®3 N — (57— 5) (51 — 53)(52 — 53)9(34_m“)t]
buti(t) = 0 [(31 — 53)(52 — s4)(83 — 84)eT T — (5 — 53)(51 — 54)(55 — sg)elozTHN L

+ (51— s2)(51 — 84) (52 — 84)el2 T 4 (51 — 83)(s1 — 53) (52 — 33)9(34"“2””]
Coaa(l) = g [(31 — 33)(s2 — s4)(83 — ‘s,;_)e(sl_m“)t — (51— s3)(s1 — sq)(sa— s,;)e(""z_iQC)t—J—

+ (51 — s2}(81 — 84) (52 — 54)el= 7 4 (51 — 83) (83 — 84) (82 — 34)6(34-1'9,:”]
dura(t) = f—ﬂ—i [(51 — 83)(s2 — 54)(83 — s4)e™" — (81 — 83)(51 ~ s4)(83 ~ 84)C"" +

Q
+ (31 - 32)(81 — 84)(32 d 34)833t - (81 — 82)(81 — 33)(82 - 83)6541:] . (B13)

Utilizando-se dessintonias nulas, substituindo-se na equacao acima e utilizando as relacoes

do Apéndice A para V,, V;, V. ficamos com:

s Vel + ) L sE sa(IVel + W)

an(l) = sat
(81— s2)(81 — s4)(52 — 33) (51— s2)(s2 — 53)(s2 — 34)
e RN AR AU AC M E 40 30 NP
(51— s3)(s2 — s3)(s3 — s4) (51— s )(32 — sa)(s3 — $4) |
WV (st + [Ve]?) V(53 + [V]?)
b () = - 1 e @S1E + _____._._? %2t
+1( ) (31 - 32)(31 ‘*4)(“2 - 93)6 (‘31 - 32)(32 ‘»3)("2 - 84)€
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Ve (ss + Vel)

V(s + [Vel?)

- S LI S N . - 4 ’.5‘4t

(81—~ s3)(s2 — s3)(s3 — 54) {81 — s4)(82 — s4)(83 — 54)

Vv Vv

Crya(t) — 1% Y et CACRCIPT

(81 — 82)(81 — 384)(52 — 83) (81 — s2)(82 — 33)(52 — 84)
e SSV‘: V;’* et S4V;z* Vb* adat

(81— 83)(s2 — 83)(s3 — 54) (81 — 84)(32 — 54)(83 — 34)

duga(l) = iVEVV l e e
n+4. t 1 a* * c* —
+3 b (S] - Sg)(.’s‘l - 84)(82 - 33) (Sl - 82)(32 - .‘33)(52 — 84)
es:;t es.ﬂ

6343 )

(51— 53)(s2 — sa)(ss — 8a) (51 — s4)(52 ~ 54)(53 — 54)

onde as raizes sao dadas por

o= |-y 42 =)
s = —[-r+ (7=
sso= iy + ("
o= —ify+ (2",

cujo polinomio é o mesmo do Apéndice A,
st SPVAL* + P+ Vel + Vel [Vel* = 0.

e v e 3 estao relacionados com V,, Vj e V. pelas seguintes relacoes:

ROUAEI A
th= 9

Como anieriormente utilizamos

M = [+ (2= 82

Desta forma, as equagdes (B.21) ficam

FEARIA

]1/2 1/2

e A=[v-(-p"

1/2

5= |t =i
S = —iA_

S3 = 1Ay

sS4 = —iA,.

(B.15)

(B.16)

+



Com os coeficientes das equacoes (B.15), (B.16) e (B.17) e seus respectivos complexos

conjugados obtem-se:

bossOF = s |25 e (529
ensa()fF = (—'{ S eon (0t) — con (0,0 (13.30)

2 _ Vil P Vel [sen(At) sen(3,1)]?
0s quais substituindos em (n(t)}, isto é:
(n(t)) =7+ T Ipal’ (Ibusa ()] + 2[cnsa()]* + 3 |dusa (D))
resultam em:
| . VAP [0 = vl (%~ [VeP) 2
(n(f.)) = 71+t Zﬂ: |pn|2 ((/\i_/\z_)2 fﬁ_isen()\,t) — i—-/-\;--------'—sell(/\.}_t)
+2([Va]*) [cos (A_t) — cos (A1)’
2
+ 3 (I |Val) [be“ﬁ—f) _ Seﬂ/(\:\ff)] } (B.32)
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