SOBRE O MECANISMO DE INFLAGAD EM

MODELOS COSMOLGGICOS ANISOTROPICOS

ANTGNIO CARLOS ROQUE DA SILVA FILHO

Urientador: Prof. Dr. JOSE INACIO GOTRIM VASCONCELLOS

TESE DE MESTRADD

Instituto de Fisica "Bleb Wataghin® - UNICAMP
SULHO -~ 1987



#A0s meus pais, Antonio Car-
los e Cléa, € & minha awvd

Alice.



Agradecimentos:

A mew pai, pela paciéncia e dedicagio
com vue datilogratol esta tese.

A mew orientador, pelo constante APOiu,
CONMPreensio @ encorajanento.

Ao wed irmdo, pelas estindlantes discuge
soes e colaboragiies.

Aos meus colegas do Grupo de Espectrosco-
pia, adstrofisica & Sistenas Dispersos, e
a todos 0% meds anigos en geral, COMPa-
nheitros de todas as horas.

AL Amr .



RESUMO

Fas-oe una analise do conportanentoe dos  mode-—
los espacialmente honogéneos & anisotrdpicos en presenca  da
constante cosmoldgica, associade & densidade de energia  do
VALLO, responsdvel pelo processo  infldciondrio. Procuara-se
invest igar se a inclusas da constante cosnoldgica nas  eoua-
¢oes de Binstein para o oodelos anisotrdpicos provoca alygua-
ma allerasdo substancial na evolugio desses modelos darante
06 estdgios primordiais du universo. Sabe-se  que, para 0%
wodelos isotrdpicos € honoyéneos de FRW, a presenca  de  ama
contblante cosmoldgica elevada pProvoca exHpansio exponencial
de tipo de Sitter, denominada inflagio. & constante coswnold-
gica alcanga um valor glevado devido & transicio de fase ag—
sociada & quebra de simetria da grande unificacho, para
tzidas&eg. Ues resultados obtidos permiten @ conclusio de
e, com a provavel excesao dos mnodelos de tipo I de Bianchi
@ de Kantowsk i-Bachs, todos os modelos anisotrdpicos & espa-
cialmente homogéneos eotram num periodo inflaciondrio em  iam
Lempo da meswa orden de grandeza do da auebra Je simetria. &
anisolropia desses modelos decresce tanto durante egssve pe-—
Fiodo gue as suas subseauentes evolugies se btorvam maito se-
melhantes as dos modelos de FRW. A apresentacio destes re-
sultados vem precedida por alguns capitulos  introdutdrios
visando relacionar detalbhadanente todos os fundamentos matb e-

mat 1cos e tedricos & sua Cuompreensio.
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©. INTRODUCAO

A teoria do universd inflacionario, proposta
héd pouco mais de seis anos por Guth (1), teve um  grande
efeito sobre todas as lTinhas de pesquisa em cosmologia, es-
pecialmente sobre aquelas relacionadas aos primgiros esta-
gios de sua gvolugio. Grande parte do que ¢ faz hoje, tanto
em cosmologia como em teorias de unificacBeo das particulaws
elementares, edtd relacionado com o fendmeno de  indlagho e
com suas consedquéncias, de maneira que pode~se dizer que es-—
ta teoria vive seuw periodo de apogeu.

De fato, ela realmente foi proposta visando @
tamanha gldria, pois foi apresentada como solugfo para va-—
rios dos males insoldveis que afligiam o jd cldassico wodelo
padrdo da cosmologia ~ também, por sua vez, um nodelo vito-
vioso (). Tais males 480, em sua waioria, problemas de  @u-—
toconsisténcia interna ¢ a teoria inflaciondria o0s resolve
adicionando as propriedades da mnatédria primordial, uwltra-
condensada & ultra-quente, as novas descobertas ocorridas no
campo da Fisica das altissimas energias durante a década
passada (3).

SBendo assim, a teoria do universo intlaciond-
rio estabelecen uma ponte definitiva entre o estudo do  uni-
verson comd um todo e as investigagies sobre as  interagies
entre as particulas elementares: as propriedades dessas in-—
teragdes teriam sido importantes para o  Wniverso enguanto

ele estava maito comprinido e guente, e as caracteristicas
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da evolugio do universo determinariam as condigies perante
as quais as particulas slementares interayiam.

O modelo resultante, que acopla a inflagio ao
nadelo padefio, &ra, porém, imperfeito ¢ precisod, assim como
tem precisado, de corvegdes, ag GUA TS geraram  varios cena-
rios possiveis! novo universo inflaciongdrio (43, inflagio
cadtica (9, inflagHo primordial (4), inflagRo por lei de
poténcia (7), inflagho por lasrangeanas guadrdt lcas (8),etc.

Unia caracteristica importante do fenfmeno  jn-
ficiondrio é a de que, apds a inflagRo, O aniverso pratica-
mente Tesquece” suas condiches iniciais anteriores ao perio-
do de expansado inflaciondria. Eata rropriedade, gue repre—
senta a grande virtude do wodelo e uma das Principais razoes
de seu sucesso, somente mais recentemente tem recebido aten—~
G por parte dos pesquisadores da darea, @ é'dela gue  trata
esta tese.

0 modelo padrdo, apesar de seu extrems suces—
50, NAQ cegou e dominou completamente os cosmdlogos -  prin-
cipalmente os matewdt icos - gue, desde a década de 59, tém
procurado investigar solugfes cosmoldgicas anisotrdpicas e
tnomogéneas das eguagies de Einstein (9. O estudos sobre
tais modelos se intensificaram consideravelment e no Final da
década de 60 (10), principalmente apds a comjectura de Mis—
ner (117 de gque poderia ter havido algum  mecanismo Fisiico
(algum fendmeno de transporte, por senplo) capaz de isotro-
plear O universo a partir de condigies iniciaig anisotropi-

CA%a
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Estudos sobre isotropizacio do universo per-
sistiram por toda a década de 70 (42), gquando também se in-
tensificaram os trabalhos matemdticos sobre solugdes  inomo-
géneas das eguagdes de Finstein (13).

Fatando o estudo dos wodelos cosmoldgicos ani-
sotrdpicos em um estado maduro, nada wmais natural do  que
tentar incorporar A% $Uas EYUAGHES @6 EqQUAGDES Fesponsaveins
pela inflagdo. Tal tentativa tem a finalidade de veriticar
se, realmente, as condigoes pds~inflacio sXo insensiveis as
condigues pré~intlaciondrias e, mais inportante, se o meca-
nismo de inflag@o pode ocorrer em um universo anisolrdpico.
A relevancia deste estudo estd calecada no fato de  gue,  em
meio a tantas condiedes iniciais possiveis, € wuito pouco
provavel que o universo tenha comecado perfeitamente  iso-
trdpico € homogéneon (14).

O tema mais realista de inflagio em wnodelos
cosmoldgicos anisotrdpicos Jd& possai  certa biblicwratia
(130, sendo gue a maioria dos trabalhos apareceu  durante &
preparagdo desta tese, inclusive com uaw resultado especifi=-
co! a inflagho acontece em praticamente todos 0s casos.

O resultado mencionado parece, na realidade,
ser um fato mais geral do que se supunha, estando relaciona=-
do a0 chamado "teorema da calvicie olsmica” (cosmic no~hair
theorem? (ié), segundo o gual, sob condighes Fisicamente ra-
zodveis, gualquer modelo cosmoldgico em expansio passa, ne-
cessar iamente, por um periodo de expansio exponencial.

A finalidade desta tese ¢ apresentar, de  ma-



AMP

pag.d
neira simples, uma discussio sobre as FOssibilidades de rea—
lizacdo de inflagho ewm modelos cosmoldgicos anisotrdpicos.
Para tal, se faz toda uma descric®o dos fundamentos necessd-
rios: as ferramentas matemdticas sfo apresentadas no capto-
lo 11 & teoria da relatividade geral e algumnas de suas pro-
priedades wsbtd no capitulo 111, no capitulo IV, procura-se
faser um apanhado dos elenentos essenciais dos modelos cog-
moldgicos, tanto do modelo padefo como dos modelos anisobed-
picos: o capitulo V dd uma descrigio gualitativa dos modelos
inflaciondrios, apresentando, pordm, suns PrINCIpRis  equn-
¢ues. No caplitulo VI, por Fim, se concretiza o wohjetivo da

tese.
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IT FERRAMENTAS MATEMATICAS DA
RELATIVIDADE GERAL (473

I1.1 DEFINICGES PRELIMINARES (18&)

Assume-se gue 0 leitor estd Familiarizado com
as nogoes de conjunto de slementos e de aplicaco, assim co-
mo com as notagdes usadas por essas duas teorias.

Beja X um conjunto qualguer & @ uma coleglho de
subconjuntos de X satisfazendo as condigdes:

i? X e o conjunto vazio ¢ pertencem a (2

i) A unido de uma familia qualguer de subcon-

Juntos de X pertencentes a (0 também perten—
ce a O,

i) A intersecedo de uma familia de subconjun—
tos de X pertencentes a O pertence a (9.

Diz-se que a colegfo (0 define uma topologia en
X, & 0% subconjuntos contidos em O sfo chamados de conjuntos
abertos do espago topoldgico (X,0). Os conjuntos fechados de
un espago topoldgico sHo os elementos de uma cole¢fo M, de-
Finida por [1 = ¢ QICAE O 3,(MMH3C denota o complemento.

Una vizinhanga de um ponto Poem un espago to-
poligice é gualquer conjunto aberto contendo p.

Uma base @ para uma toerologia @ é um subsiste-

ma de @ tal gue todo elenento de U possa ser EXPrESS0 COmo
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uma uniao de elementos de P .

Sngﬂ (X,0) um espago topoldgico e A € X um
subconjunto de X. 0 fecho de & & definido como a intersecgio
de todos os conjuntos fechados contendo A. O interior de @
€ definido como a unifo de todos os conjuntos abertos conti-
dos em A. A fronteira de A & detinida pela interseceio do
fecho de A com o fecho d@-CA sendo, portanto, um subconjunto
fechado.

Um espago topoldgico (X,0) ¢ chanado de sspago
de Hausdor£f se quaisquer dois pontos distintos possuiren
vizinhangas disjuntas.

U sistema (U ) de subconjuntos abertos de X &
chamado de cobertura se cada elemento de X pertencer a pelo
meEnws um U, ou seja, se U= X. Uma cobertura (V3 é dita
um refinamento da cobertura (U, ) se, para todo Y2 , existir
ue Uy tal gue Vi Q Ui« Una cobertura {U; 3 é chamada localmen-—
te Finita se, para todo ponto pe X, existir ama vizifihanega
de p que tenha intersecedo ndo-nula com  somente  om  ndmer o
finito dos Ui« Un espago de Hausdordd ¢ dito paracompacto se
toda cobertura tiver um refinamento localmente Finito.

Beja £ uma aplicagio de X com valores reais. 0O
suporte de § ¢ detinido como o fecho do conjunto de pontos
onde § ndo se anula. Uma parti¢io da unidade em X & uma fa-
milia de fungdes continuas g, @ X=00,171 tal que:

i) A colegiio dos suportes dos 9 & localwente

Finita;

iiY ¥ g, (py = &, para todo peg X.
I
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Diz~se aue uma parti¢lo da unidade {g; 3 6 su-
bordinada a uma cobertura CUf} de X se a colegio dos supor-
tes dos g; constituie um refinamento de (Up ). Dados um espa-—
o topoldgico paracompacto (X,0) &  uma cobertura aberta
(ULZ, um teorema da topologia (19) prova gue existe gna pare
tiglo da unidade {g; ) (com o mesmo conjunto de indices) su-
bordinada a (UL Y.

Sa un espago topoldgico nlo puder ser repre-
sentado pela unido de dois conjuntos abertos nSo vazios die—
Juntos, ele serd chamado de conexo. Se cada ponto de X bUiver
uma vizinhanga conexa, X serd dito localmente Conexo.

Una aplicacio ¢ de um espago topoldgico (X, 0)
g um espaco topoldgico (Y U serd dita continua en peEX we,
dada qualquer vizinhanga U de Y(p), existir uma vizinhanga 0
de p tal que () C U, ¥ serd continua en X se for cont inua
para todos os pontos de X.

S a aplicagio @ for bijJetora Cinjetora & so~
brejetora) e bicont inua, i.e., tantoe ¢ como f‘ 30  cont -
nuas, e€la serd chamada de homeoworfismo de X sobre Y, e X e
Y serdo ditos homeonor Fos.

Sejam (X,U) & (X', 0") dois espagos topoldgicos
ep o conjunto de pares C(U,U"):Ue® e U'e © 3, Pode-se de-
Finir uma topologia no produto cartesiang XX dizendo-se e
B Fforma uma base dessa topologia, a qual é chamada de topo-
logia produto.

Un espago métrico & um conjunto X provido de

uma aplicacdo d @ XuX =+ R tal gue:
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b)Y dip,q) ) @,

i) dip,g9) = @ se, e sonente sge P o= q;

itiy dip,q) = d{q,p;

iv) dip,r) § dip,q) + diq,r),
dip,q) & chamada de distlncia entre p e q.

Uma Dola aberta Balpo) de raio a em torno de
PO & O conjunto dos pontos PeE X tais que dip,po) ( a. & Fa—
milia p de bolas Ba(p), para todos o pontos pe X e todos os
rRios a, € uma bhase para uma topologia em X. Egsa topologia,
gevrada por ¢, € chamada de topologia induzida pela métrica
d. Todos os espagos métricos s%o ewpacos de Hausdor £ para-
compactos.

Beja 8 um conjunto arbitrdrio sobre o gual es-—
teja definida uma operagho ., chamada de maltiplicagio, as-
sociando a cada par (a,b) de elementos de 6 o elemento a.bel
(a operacio . constitui uma aplicagio GxBe8). Diz-ge e @
OPEracio -« define em B uma estrutura de grupo se os  seguin-
tes axiomas forem verifticados:

i) se a,b @ c€06, entdo ¢(abdc=al(bc)

i) existe unm elemento unitdrio ee 8 tal qise,

para todo a€ G, eaxae=a
i) para cada elenento 2ae€ 6 exisle um dnico in-
verso aeB tal GLie ai‘wéiameu

B¢, além dos axiomas acima, O grupo  tiver =a
propriedade de comutabilidade para qualquer par de seus ele-—
mentos, ab=ba, ele serd dito abeliano.

Uma aplicagio ¢ entre dois grupos G & H  tal
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que, se a.b=c entlio () ¢b)=q(c), onde a,b,c e G,{(a),$<b),
Y{c)Ee H, ¢ chamada de homowmor fiswo. Um homonor fFismno biunivo-

co € chamado de isonorfismo.

II.2 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Recorda-se-d,primeiro,alguns aspectos do  cdl-
: . . ~” , . .
culo diferencial. Seja R 0 espago eucl ideano n-dimensional,
e, 0 conjunto de todas as Enuplas (K, KXY, caek™) (~00 (K <{o0)
com A topologia induzida pela wétrica euclideana usual, e
. Y mo, P ™ H - - T b i ¥
seja 178 R a wetade inferior de R™ , i.e, & regilo de R
para a qual x*¢ @. Umna aplicagio ¢ de um conjunto aberto
mo ' L Y S S o™
Uc R" em um conjunto aberto U'c R (respect ivamente, 172 R” e
172 R™) & dita diterencidvel em Hoe W se existivr uma  trans-
formagio linear continua DPimo de R™  em R™  que AR OXime
{ numa vizinhanga de xo da seguinte maneira
Y (o + h) = Y(xo) + DYixo.h + RCh) ,
. m . .
onde  lim IR ISR = @ para todo he R suficientemente

e’
Peaueno. A aplicagiio DYIxo, guando existe, & dnica e & cha-

SE

mada de derivada de ¢ em xo. Una aplicaciio ¢ U R™= U'e R™ &
diferencidvel em U se for diterencidvel para cada ponto de
U.

0 teorema da regra da cadeia (20) determina a
diferenciabilidade de uma aplicagio composta: sejam as apli-
cacBes ¢ :UCR™ > R e Y:Ve R R* tais que $(Udc V. Se ¢

for diferenciavel em U e Y for diferencidvel em V, a aplica-
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¢&o composta, definida por 8 = Yo¥, serd diterencidvel em U
&
DOIxo = DYI¢¥i{xo). DYIxo » Koe U.

Uma aplicagio ¢ serd dita de classe C* em U
s for r vezes continuamente diferencidavel em U. Se  uma a-
plicacio for de classe C% para todo r » © ela serd de clasce

g . o . . . . e *
C.Uma aplicagio de classe C° significa uma aplicagao conb @~
nua. Uma aplicag&o de classe C* 9:U0 = U' é chamada de difeo-

: n . : -, ] s~ .
morfisme C7 se possuir inversa $:U0'= U de classe G-  En
particalar, um difeomorfisno ¢ um honeomnor §ismo.

Paode~se, agora, generalizar os conceito dados
acima para aplicagdes dedinidas entre espagos topoldgicos
localmente homeomor fos a R™.

Una variedade n—dimensional diferencidavel de
classe C* ¢ um conjunto X com uma colecko de cartas (Us, 2,
chamada de atlas, onde os Us s8o subconjuntos abertos de X @
os € sBo homeomor fisnos dos correspondentes Uz en conjuntos

m - .

abertos de R tais que:

i) Os Ua cobrem X ,i.e, X = Q Us
i) Be U O Uy é nlo vazio, entiio a aplicagio
.’. I3
composta Foofp: f(Uaf Up) = Y, (UaN Up) &
. . r. R m
um difeomorfismo C° entre abertos de R
(Figa. 1)

Cada Ux & chamnada de vizinhanga coordenada =3

. U Hen 1o 8 0 © ol o s e vt d m e
o6 numeros x(p), definidos por G ipl=(4i(p), ... x™p)), sio

chamados de coordenadas locais de p.  Og difeonorfismos da

condigdo Cii) s8o chamados de mudangas de coordenadas .
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Figura 1. As coordenadas locais da inter-

secgdo  entre duas wvizinhangas
coordenadas W e Up estio re-
lacionadas por um difeonorflsmo

C* Yoo gt

Dois atlas de classe C" sho ditos conpativeis
€ sua unido For um atlas de classe C% . 0 atlas consistindo
de todos os possiveis atlas compat iveis entre si & chamnado
de atlas completo da variedade.

Una variedade € dita orientdvel se egiﬁtir i
atlas (U«, Yu? no atlas completo tal que, em cada intersecgio
nio vazia UgN Up + o Jjacobiano laxt /7 33t | seja  positivo,
onde (x*, ..., x™) @ GO vl ®™ ) sho coordenadas em Us & Up
respect ivamnente.

0 espaco euclideano R™ & uma variedade dife-
rencidavel, com um atlas que se compie de uma dnica carta:
U=R"¢e ¢ é a aplicacho identidade. Outro exemplo fmportan-
te de variedade diferencidvel é a esfera unitdria 82 s dada
por {{(x,9,2) ' x*+yt 428 =10, Um exemplo de atlas € o que consta
de duas cartas (U, % ,i=1,2), definidas pelas projegies eg-

tereograficas da Flgura 2
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Figura 2. Esdera ST com um atlas constituido por
(U, 90 & Ues ). A aplicagio P leva
um ponto p sobre a superficie da esle-
ra ao ponto § (p), localizado na in-
terseceio do plano RY com o prrolonga-
mento da reta que une o polo sul  ao
ponto p. & aplicacio §, é Feita de ma-
neira andaloga, 9 que Agora se consi-
deram o segmentos de reta que unem o
polo norte a p.
Unma variedade diterencidvel com fronteira 6
definida como acima, substituindo-se R™ por /2 R™ . A FE G-
teira de X, denotada por 33X, & detinida como o conjunto de
todos os pontos de X cuja imagemn sob uma aplicagio Yo euteja
sobre a fronteira de 172 R™ em R™ . 23X & uma var iedade
(n-id-dimensional sem fronteira.
Una fungio £ em uma var iedade X é uma aplica-
gao de X em R. Ela Qerﬂ dita de classe C% em pe X se existir

uma carta local (Ua, ) com pée Ul tal que a aplicacio com-
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posta fo?j seja uma funcio C°¥ em %LU Be £ for de classe
C* para todo pe¢ X, entfo f sera dita de classe C* em X.
0 produto cartesiano XuX' de duas variedades X
e X' € unma variedade com a seguinte estrulura: dados pontos
arbitréribé PEX e qe X', existen vizinhangas coordenadas u
e U', contendo p & g respect ivamente, de maneira que o ponto
(P,a) e XuX' esteja contido na vizinhanga coordenada UxU' e
XuX' que o caracteriza com as coordenadas (x*,x't), onde xt
580 as coordenadas de p em U e x'? ¢lo as coordenadas de g
em  U'.
Dacqui por diante, a menos 9ue se mencione algo
em contrdrio, todas as variedades diferencidveis serfo de
Hansdor £7, paracompactas, conexas, sem fronteira e de classe

c™ .

I1.3 VETORES E FORMAS

Beda X uma variedade diferencidvel e ANEDY  Lma
curva em X, definida por ana aplicagio C% de um intervalo da
reta real R em Xo 0 vetor tangente & curva no ponto Ate) &
definido como o aperador ( 373 0 Ise  aue leva cada fungfio ¢
en Ato) no winero (3§73, ki ele nada mais ¢ do que a  de-
rivada direcional de £ ao longo de MNt) no ponto Nto). Este
operador, também chamado de vetor contravariante, tem as se-

guintes propriedades:
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i) VOFrg) = Ypelg 0 V() = c(VF);
1i) Vifg) = (Ygig + §{(Vg) ,
Jonde Vorepresenta um vetor tangente & ¢ un numero real.
Se (xl,  u.,x™) torem as coordenadas locais en

uma vizinhanga de pe X, pode—~se escrever:

m xé‘ |
4/t )y, - ; d "‘“’)/AtL_ oty s S Yoy anin
] a

ande se fex uso da convenelao da somatdria de Finstein, a ser
adotada dagui por diante, segundo & gual um (ndice repetido
tmplica uma somatdria sobre todos os valores daquele (ndice.
A expressio acima indica gue todo vetor tangente no ponto p
pode ser expresso Come uma combinagho linear das derivadas
e relacio as coordenadas locais /70 )l ,uua, (3/7x") 1,

0 espago tangente a X em p, denotado por Tp, &
o congunto de todos os vetores tangentes em p. Ele tem a es—
trutura de um espago vetorial n-dimnensional sobre o corpo
dos reais, gerado pela base das derivadas (3/3x% ) p {ver

Figad).
Figura 3. Espago tangente

a0 ponto P na

variedade X.

Se {Ead) (a=d, ws.,n) for gualguer conjunto de
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n vetores linearmente independentes em  p, qual quer  vetor
VETp pode ser escrito como V=V*E, & 0% rnilneros (V%) sZo  as
componentes de V na base (Ead. Em particular, se {oF esco-
Thida a base coordenada CB/axLl,}, as componentes de V seran
vie (dx*/dt )ty .

Uma i-Forma W, também chamada de vetor Cova—
riante, em p ¢ uma fungiio linear de vetores de Tp em R. Da-
do um vetor V em p 0 ndmero no gual w transforma V - chama-
do de contragiio de V ¢ w ~ & escrito como {w,V>

Dada uma base {Eal de vetores em p, pode-se
definir um dnico conjunto de n A-formas (™ 3 impondo-se A
condigao <:EL,U> w Vi, onde V' é a i-dsima componente de V

na base (Eald. Uma decorréncia imediata dessa inposicio &
, i
&
CEb B4 2 8 3 , (X1.2)

onde Si¢ & 0 delta de Kronecker.

0 conjunto de todas as {~formas em p constitui
um espaco vetorial n-dimensional em p tendo o conjunto (E% 3
como uma base, de wmangira que uma i-Fforma pode ser escrita
como Qo= Wy E;, onde uuxﬂ<uhEu>. 0 espago vetorial das 1~
formas em p € chamado de espago dual T; ap  espagow tangente
Tp, ou de egpago cotangente: as bases {(Ead e (E*Y sRo chama—
das de bases duais.

Dados w & T; e V & Tp, pudeg~se guUpressar
Cw, U> en termos das componentes Wae V' de w e V, respec-

tivamente nas bases (E*) e (Eal), pela relacio:
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W,V) 3 Cwa E% VPELD) » wa VPSS = waV® . (I1.3)

Dada uma fungio £ ewm X pode-se definir uma -
forma df da seguinte maneiraipara cada vetor V, {df, Vs »
A d-forma df € chamada de diterencial de £. Be (xd samn K™D
forem  coordenadas locatrs, o conjunto de diferenciais
(dxs , v nua dum) em p Torma o base de i-Fformas doal & base co-
ordenada (3/793x4 ,...,8/ ") de vetores em p. En teraos dessa

base pode~se escrever:

df = (”/c)x")dx"' (11.4)

0 subespaco de Tp formado por todos os vetores
V tais que (df,U) = @ consiste de todos os vetores tangentes
A CUrVaG na superficie Frconst. através de P. Pode-se, en~

tao, visualizar df como normal & superficie fF=const. emn p.

II.4 TENSURES

Un tensor T de tipo (r,8) em p ¢ um elemnento

do espa¢o dos produtos tensoriais de r vetores e g i~formas,

»
T () = Tr@Tr@...@Tp@ Tr ® Tr 2.,.. Tp ’
— 2 —— -
/L EATORES 3 FRATORES

que mapeia analguer congunto ordenado de r i~-formas ¢ § ve-

tores (uf,...,cu‘,\& ynees V) em p oem um ovdmero  real. Em
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particalar, To ()= Tp @ T;(P) = T p .
A adigieo de dois tensores de tipo (r,s @R

pultiplicacio de um tensor por um escalar 3o definidas por:

(T”‘)(w‘, e, WY VLJ...)VS)"" T(w‘,...)w"') Vi, ...}VS) +

+ THWY ™V L) (I1.%)
(@T) {wh oy wh Ve, o, Ve ) e e Twd o, W, Ve, Vs ) (11.6)

vidlidas para todo weT"p, Ve Tp & 2 & R.

0 sepaco dos tensores de tipo (F,s) em p ¢ un
espagn vetorial de dimens@o n*S gobre R.

O mimero en que o0 tensor Vi ..oV g Wwe...0
leva o elemento (GL,...,Q‘”,W‘,...,Ws) & definido como o pro-
duto das contraghes T8 VL><W2,V;>... <Q':','Vn.)<0J‘,W;)<wj‘ﬂa,>...<w{iws>..

B¢ RE TR & SeT;Lr) ,» denota~se por R @ 8 o
tensor de tipo (r+p,s+q) que leva o elemento (U",...,G'A",Wx,.
s ewsWaeg) no nidmero ROCY, oo., 0%, %, v, 0T TE N L P
A T

Em termos das bases duais {Ea e {E*), uwm ten-—
sor arbitrdario de tipo (r,s) pode ser edpresso como @ soma

dJog produtos tensoriais:

Qg n .
T=7T" babs a1 ®...® Ea.@F "@...0 E™ ,CI1.7)

onde todos os ndices v50 de 4 a n. O coeficientes wmulti-

plicando os produtos tensoriais das bases duais em (T1.7)
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Ha0 as componentes de T nessas bases, dadas por

T.‘L'“Mm_..,b. = T (Eo.a.) .”)EG-A; Ebl.) -'-JEb*) . (I11.8)

He (Ea'd) e {E*') jor outro par de bases duais
] . . . .
de Tp e Tpep elas podem ser escritas em termos de {(Eal} e

{E*3 atravéds dag transformnagies lineares
a a a' a
Ee = 8.7 Ee i E = % o E L(IT.9)
#
Oy .8
onde fd e § e 520 mabty ixes nxdn N30 singulares sat istazendo
a N a
e B . = &%, , (11.10)

) o . .
o seja, sao matrizes inversas. A% componentes de um  tensor
T nas bases {Ea'l e (E*'} estio relacionadas 3¢ suas compo-—
nentes nas bases {Eald & {E*} por

» v V v b bs -
T s 2 ‘ T b, -(11.41)

byl = Qy = ar by *re Xby
A contragio de um ternsor de tipo (r,s) com
ab...d ] . o ) .
componentes 1‘ Cb"? nas bases {Ea) ¢ (ET Y no primeiro
indice contravariante e no primeiro indice covariante & de-
ini : ciln) i
finida conn sendo o tensor W), de tipo (r-1,8-~1), dado por

ab..id

o) =T -y Eve..@Fia tfe .0 EY IT.12)

Esta contragio pode ser extendida para gqualguer par de indi-
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ces contra e covariantes.

A parte simetrica de um tensor de tipo (r,s)
ém um dado corngunto de indices contra ou covariantes serd
denotada escrevendo-se o4 (ndices entre parénteses, e a par-
te anti-simétrica escrevendo-os entre colchetes. Assim, por
exemplo:

Teas a.;o.b)mﬁ = L ? Tty Took o Tt b Tt * T .S
19,23 = AT G;qaa aaaat aja,ay a;a,q.; ﬂ-aa-sac %1441
&
T 1] 1 ‘r‘.l"‘)“b + Tl’,-ﬂ,{' N .rh-‘)‘f _ by, f __-I-i;--;‘f - Ti.,..-).{' 15
Cay, q.‘a_‘] = 37 QUaga, 40,04 Apaqay LICT LY agaidy ' 23a0al

U tensor serd dito simdétrico, ou  anti-~ime-
trico, en um dado conjunto de indices contra ou covariantes
s& for igual A& sua parte siwmdtrica, ou anti-simétrica, nes—
ses tndices.,

O tensores de tipo (@,9) anti-~simétricos em
todas as g posigdes w30 chamados de g-fornas. B¢ A ¢ B fo-
Fea, respectivamente, uma p-forma 8 uma  g-forma, define-se
wna (prad-Torma AAB cowno o tensor de tipo (@,p+q) com compo—

nentes dadas por

(H/\ B)QL---cJ---f = H]'_qb...r. BJ....&]

i

y  (IT.13)

onde todos os indices vEp de 1 a n. Por exemplo, se A Jor
uma I-forma ¢ B uma Z-forma, obtém-se

(HAB a.kc = %‘lgna bh;“’ H;ch. n 6q.k Ha.Bc.b ﬂanc H BBQ,S -
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A operacao A ¢ chamada de produto exterior.
Ela € associativa ¢ distributiva, porém ndo comutat iva: se A

for uma p-forma € B uma g-Forma , tem—se

(ang) = (-1)

g

(B’\H) " (I1.14)

Be CE%) for uma  base de i-formas, as  FOrmas
(Y ap .
EAE‘!\ o WJAET serdo uma base de p~formas & cada p-forma po-

derd ser gscrita cono

Ray E%A...AE

>
M

. (IT.15)

unde Aavt = RkuJ] e cada indice vai de 4 a n.

Seja ¢ uma aplicagio C* entre duas variedades
X & X', de dinens@®es n & m respect ivamente. Uma tal aplica-
GERO nEo €, em geral, biunivoca (se ndm ela claramente nio &)
sendo, portanto, n&o invertivel em geral. Mesmo se ela tiver
inversa esta ndo serd, em geral, de ¢lasse C% 8¢ £ for una
fungio de X' em R a aplicacfio ¥ detine a funclo ¢* F em X

comd a funglo cujo valor em pe X é o valor de T em ((r) :

({?*}ffi') = £(9m) . (TL.16)

4 aplicagio Q* leva fun¢gdes £ definidas em X'
para fungoes q*f detdinidas em X .
Dada uma curva At) passando por p em X a  sua

CUFVAR FAYEm ‘f(k(t)) em X' passa por Q(p). Be rpl, o wvetor
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tangente a essa curva em (f(p Y & detinido por lPl(a/“t)Jl{m s @
pode ser interpretado cowo a imagen do vetor (¥athl, com
relagio a aplicagio ‘f.t{‘ nada mais € do gue uma aplicacio
linear de Tp em Ty « Ela é caracterizada pela seguinte re-
lagao, vdlida para cada fungio C“(r}i) £ em Y e para cada

vetor V em p
V(Q“‘f)lp = V(f)lqm - (IL.17)

Analogamente, pode-se definir ama aplicagfo
. ¥ ; . e o e * ' - f .
linear {7 que leva i-formas de T M em T p atravds da con-
digio de que as contragies entre f-formas e vetores sejan
preservadas sob as aplicagdes, de maneira  oue a  i-forma
- o * » ,
T €T gnseda transtornada na i~forma ¢ e T p sat isfazendo,
- .

para qualquer VE Tp, a relaghio S T,Vol= <1, "f»V>]t¢m . Uma

consequéncia disso &

LP*(J” - d(9*f) . (11.18)

. - ¥ -

Ae aplicacies Y% o ¢ podewn ser generalizadas
para aplicagies que levem tensores contravariantes de X para
X' & tensores covariantes de X' para X de acordo com as  re-

gimay .

% ' Te To (o) Y.Te TS () onde, para qualauer

whe T ) T(q**, ) Cw) = 4, T (oo, ™) lgen

‘{‘.‘ Te T; (({m) -> Kf*T & T: Le) onde, para oualquer
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VieTe | @'T(Viu, V)], = T(WV,, -, % Ve ) lyen .

Quando ryl, a aplicagfo C" ¢ de X em X' é dita

de grau s em p s¢ & dimensio de § Tp for s. Ela serd injeto-

Fa em p se s=n, e sobrejetora  se s=m. Ela serd chamada de

imersdo se for injetora para cada ponto pe Xi neste caso @

Bua inversa também serd ume aplicachio € e, obrigatoriamen—

te, nm. A imagen @ (X) serd chamada de subvariedade n-di-
mensional imersa em X' .

. Uma imersiio ¢ de X em X' serd chamada de mer-
gulbo se X2 ¢(X2C X' for umn homeomor fismo, quando se con-
sidera § (X) com a topolugia induzida pela topologia de X'.
Em particular, se ¢ for um wergulbho ent8o § serd uma imersio

iunivoca, mas a reciproca nio é verdadeira (ver Fig.4).

* Gol) Figura 4. Ewxenplo de uma  imersio qiie
E nido € um mergulho. & iwnersio
2/;’} biunivoca Q:(@,m.)-—p rR* de R
em R° & detinida por:{se
(o) DL 2/, Yit)=(t, sent/t); se

1$t <o, Y(t )= (0, t~2); se AMLECL, Y)Y é uma curva simples
ligando os pontos (2/7,4) e (@,-1) sem tocar nos outros
pontos (t,F(t)) J& detinidost. Os espagos (0,0) e‘f(@,”)
ndo 8o homeonor fos, pois este dltimo nBo ¢ localmente
conegxo segundo a topologia de R (um  ponto na  parte
vertical da curva nfo pode ser ligado por uma  curva
COnex; inteiramente contida em  wma  sun vizinhanga
infinitesimal a um ponto infinltamente praximo dele, na

outra extremidade da curva)d.
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Quando Q For um difeomnor £ismo Cq(r}i), G Teva
N N _ll' o o . | ] L e . ke ot
Tp em Tﬁﬂ g (b leva T p em L « Naturalmente defi-

o - Pl A A
ne-se, entfo, uma aplicagfo Y de Tgce) em To () por

T(w‘,...) w) Vi, ...)Vs)l, 4T ((?.‘J*‘Ut ) ('f'L)‘wa} fu VL, ) ftv’)lt{crj ALTERS S

valida para qualquer Vie& Tp @ w‘d T' P. Essa aplica¢gio de

tensores de tipo (r,8) eén X em tensores de tipo (r,s) em X'

preserva todas as relagdes da dlgebra tensorial.

II.5 DIFERENCIACAO EXTERIOR E DERIVADA DE LIE

Na seqlo I1.3 foi detinida a diferencial df de
uma  fungio § através do operador d, que gera dma L-forma  df
a partiv de uwma O—forma § por d fF—df = (672" 3dxt . Genera-—
lizando essa operacho para gue ela se apligue a  gqualquer
P-forma, define-se o operador de diferenciagio exterior d,
que leva p-formas em (p+ri)-formas e & completamente determi~
nado pelos axiomnas:

i} d(A+B) = dA + dB , A ¢ BeT i

i) d(AMB) = dAAB + (-i) AADB, Ae Trtle Be Taln;

iii) dddA) = @ , para gualguer p—formna A .
A expressiio indicando a derivada exterior de

uma p-forma A = Qap...d Jxa/\clxl'/\...l\clxd é
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JA = dRab s A AdX® AL Adyd . (IT.20)

que € independente das coordenadas (X%} usadas em sua defi-
Nigao.

0 operador d comnuta com aplicagdes entre va-—
riedades. Se ¢:X=>X' for uma aplicagSo C" ¢ & for uma p-{for-

ma em X',
CJ(‘-(’*R) = ‘f* (JH) . (IT.24)

Com o auxilio do operador d pode—se escrever a

forma generalizada do teorema de Stokes. Antes, pordm, deve-

se detinir integragio de p-~formas. Seja X uma var iedade n-—
dimensional orientavel paracompacta com fronteira’ X e

s@ja {Gal uma part i¢lo da unidade subordinada a um  atlas
orientado finito (U ,?¢}. Se A For um campo de n-formas e
X, & integral de A sobre X & detinida como

gﬂ = (ml_)"i L G Pazeom dibda® L di” ,(11.223
X " VW)

onde Rim sfo as componentes de A nas coordenadas da  visi-
nhanga coordenada We € as  integrais do lado direito 3o
integrais meltiplas ordindarias sobre conjunhtos abertos
l&ﬁh)e R™. & integral definida wncima € independente do
atlas & da partigao da unidade escolhidos.

Se ¥ for um difeomorfismo C*(r>1) entre duas

variedades X e X' ten~se, também, a igualdade:
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X' WA= 5 A . (II.23)
X

Dado am canpo de (n-id~-formas A& en X , pode-se

agora escrever a forma geral do teoresna de Stokes como (H1)
R = df
— " l')
be S « (I1.24)

Para se calcular a inteygral da esquerda & preciso definiv
uma orientagdo em IX. A orientagio induzida em 23X ¢ defi-
nida da seguinte maneira: s UL For uma vizinhanga coordena-
da do atlas orientado de X tal que U tenha intersecelo n3o
nula com X, ent8o (UL N1 2X) se encontra no plano x* = @
em R™ e e CUN X) se encontra na metade inferior x' (0. aAs
coordenadas (x*, ..., x™) Ficam, portanto, orientadas na wvizi-
nhanga AKX, 0 aue dd um abtlas orientado em dX.

Para cada ponto pe X um campo vetorial ¥ em X
determina uma dnica curva he(t) passando por p tal gque Ae0) =p
e cujo vebor tangente em ALY seja Vimg . Esta curva ¢ chama-
da de curva integral de V e, em coordenadas locais {xé 3, &

dada por uma solugio do conjunto de equagtes diferenciais
i - LAt S
dx*/dt = V (x(,)‘...) x’"m) LR

A familia dessas curvas € chamada de congrudncia associada
a0 campo vetorial V (fFig.%)
Se U ¢ V forem campos vetoriais em X o 9 seid

comutador CU,VI1 & um campo vetorial em X definido por
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Figura 5. Una congruéncia AGGO-
ciada ao campo  wvetorial
V {(representado por  se-

tag).

Lo,v] f

11}

U(vs) - V(U¥) ) (I11.26)
onde £ € uma fungio C®em X. 0 conutador de U e U tem as se-
guintes propriedades:
i) [uv](fg) = fLuv]e +q[uv]t
tid [uvl= -[wu] 5 [yu]eo
i) [uew, vl s [ugv] ¢ [w,V]
vy Lubvwl]+ [, [w,v] + [w, Lu,v]J =0
Beja Vo oum camnpo vetorial em um conjunto aberto
de Xo 0 operador Lv, chamado de derivada de Lie com relagio
a V, & definido pelas propriedades (as formulas estio EHOK -
tas tanto na linguagem abstrata como na das componentes co-

ordenadas )

D Lo = VE = v 3£/
0 LvU = [vU] = (VEOUY/ axt- U avY/ant) ¥/ 3y
iii) Chvw,u) 3 V{w,U) - Cw, [vu]) =
= Lo = (Vidwg/ont + wpavi/ont)
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i) LV[T'(wL,...)w._’wi,...,ws)]a )(m,,, e, Wh L W)
«T (L\,luL,-—-, wa, W W) w6 T T, W‘....,LV\XIS)::
. l'_v*'(ar"‘:;..../axi)—“ri'.’;;l.. BVt~ T8 3ve/agia
A TH vt e T 3\’;/31('"1-..:] (¥xt)a (a/ax")o---
..aéx @Jx ®-..

A oexpressio (i) estd dada em termos das bases
" &
coordenadas. Para uma base gualquer {(Ea), tem-se U = U Ea &

V o= V“Eb, de maneira ¢ue
[~ %
[uv]= (U Ba V- VEEQUS+ U Ve Case) Be ,(11.27)

onde os coeficientes de estrutura da base {Eal) s3o detinidos

Par

[Ea,Eu) = Cho Ec (11.28)

?
® sd0 nulos e & base for uma base coordenada.
A aplicagho da derivada de Lie wo produto ten-
sorial de tensores arbitrarios R e 8 &

v(iRes)= vReS «Rel,S . (II.29

A derivada de Lie aplicada a Formas comuta com

a derivada exterior:
d (L) = Lv (dR) , (11.30)

para gqualaguer p-Jforma A.
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Existe uma definigio mais geométrica da deri-

vada de Lie, a ser dada a seguir. Seja V um campo vetorial

em X €, para cada p& X seja Ap(t) a curva integral de V pas-—

sando por p com xp{@3up. Existe uma vizinhanga aberta WU de

P, um ndmero real €30 ¢ uma familia de difeonor fisnos ‘Pt:‘u,-b X

senpre que HEICE tais que $¢ (p)= MNlt), ou seja, Y¢ leva cada

ponto p o enY & uwa distlncia definida pelo parimetro t  ao
longo da curva integral de V.

Em termos da aplicacRo Y pode-se definir a de-

vivada de Lie ¢owno

LTl = tim ‘? (Tlp-‘Ft.TI,.> . (11310
tro
onde T e Q.oT sio tensores de tipo (r,s) em p.
Diz-ge gue wm vebtor arbitrario W é Lie-trans—

portado ao longo de uma curva integral de V gse LW= o,

I1.6 CONEXOES E DERIVADA COVARIANTE,

0 TENSOR DE CURVATURA.

Uma conex&o afim em um ponto pe X & uma regra
V aue associa a cada vetor V em p um  operador diferencial
Linear Vv que lava um campo vetorial W no  campo vetorial
ﬁk“/ﬁatis¥azendu as seguintes condigies:

i} KEV+%WIL} = £ VQ'L,+ % invtj
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ii)vv(fw)=V{W+fvv\X/ ’

Para quaisquer fungoes C% F e ge campos vetoriais U, V, U
em X.

0 operador Yy ¢ chamado de derivada covariante
na diregio de ¥V em p o S8 nfo for especifticada uma diregio
Vo, a derivada covariante gera um tensor de tipo (r,e+i) a
partiv de um de tipo (r,s). En particular, para um vebtor W,
YW & o tensor de tipo (4,4 gue, guando contraido &m  sua
componente covariante com V, produs o vetor VVW » Dadas aw

bases duais {Eal & {E%*) pode-se eacrever
a b
VW = W%, Ea @ F , (11.32)

W sz ini N :
onde ob sfo dedinidas como as componentes de YW . Com esta

[

expressao, tem-use

VW = (Wo'jb Vb)Ea ) (II1.33)

A derivada covariante do vetor de base Ea  na

dire¢do do vetor de base Eb é definida como:

Ve Ba = Mas Ec o o= <ES, Ve, Ea) - (1134

Com esta detinigio, e com a d@‘UVY. pode-se esCrever

VW = V(W)= dW gEe + W o Ea@F’ , (11.35)
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de maneira gque as componentes de V\X/ nas  bases coordenadas

"

G a0
Q
W5 = AW ax* + [Ny W© S(11.36)

A derivada covariante de uma base dual € defi-

nida por
Ve BE® = - "%, EC . (II1.37)

. . . PQ.
s coeticientes be € transformam conforme @

seguinte fdormuela

Pt:o‘ = ﬁa‘a (Eb‘(Qe*) « g e % )

que Nnao € uma expressio de transformacio de componentes ten-
SOriais.

A derinicio de derivada covariante pode ser
extendida ﬁara‘qualquer canpo tensorial Ct (ryl pelas re-
e ay .

i) we T dor um campo  tensorial C° de tipo

(q,5), entZ0o YT ¢ un campo tensorial C*' de
tipo (g,s+1)

YN ¢ linear e comuta com contragies

Pii) Ye=d¥, para qualquer funcio ¢
Uma propriedade inmportante da derivada covariante é a de que

ela ndo satisfas a regra de Leibniz (22): J(SeT)#YSeT+8eYT.
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Para umn tensor arbitrario de tipo (r,s) as

“componentes de VT sio:

Reind

. @b d - ab...d bied
(VE».T) c-q = T E%-—-QJH - bT e{...?/axh-l'r’:'-}.Tt ef-gq +

Q foas e e d - g
+ f’:tT é :;‘...%+...-FECT°*' ?‘L}-— ]"&* ™ efng” o L (I11.38)

e T for um canpo tensorial ao  longo de  uams
curva €% Nt) define-se Dl‘/ax » & derivada covariante de T
ao longo de Nt), como Va;u'f onde T é qualguer campo tenso-
rial extendendo o campo T para uma vizinhanga aberta de N .
Dessa forma, DT/IX constitui um campo tensorial ao longo de
Mt) independente da extensio T. Em teranos de componentes,

se V for o vetor tangente a ALY, tem—se

ol d '
DT® e...‘*/at =T 6 b V*h (11,39

Em particular, para uwm campo vetorial V com componentes Yo =

un dk"/dt :

DV*/at = VE/at + M VO dxB/dt L(11.40)

Diz=~se que o tensor T & transportado paralela-
mente ao longo de N se DT /3t =@. Dada uma curva AME) com e
tremos nos pontos P € g & Wi Conexio V , 59 se pode obter
e odnico tensor em 9 bransportado paralelamente a partir de
P a0 longe de M. Isso garante gue o transporte paralelo ao
longo de N & uma aplicagio linear de T.:(") em T8 (%) que pre-

serva todos os produtos ¢ contragoes tensoriais.
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Um caso-iwmportante € o do transporte paralelo

do prdprio vetor tangente a AN ao longe de N. A curva A(Z) se-
Fd dita wma curva geodésica se VoV = D72k (3/31‘:);, For parale-
lo a (3/d)y, i.é, se existir uma fungio § tal que:V?be-:an'.
Newste CAatd, podmwme encontrar um Ot o parﬁmatru Para & Cwur -
va A que faga 8 funcio § se anular. Este parl3metro, chamado

de parametro afim 0(t), deixa a equagho da geoddsica como

D/aﬁ'(a/ao)x = 0 11,410

0 vetor tangente associado U = (3730 ) & paralelo a ¥, mas
tem seu mddulo determinado por UWM=i; ele obedece Aag &g

-
GLre s

x> /4 « e dx®Jdo e/ do = © L(I1.42)

Pado um ponto pe X & um vetor gualguer Vpe Tp,
existe uma dnica geoddsica Wwivdr em X tal gue MWo) = p e
(Nboqdou: =Up. Be o pardmetro O puder assunir todos os valo-
res, Av (0 serd dita uma geodésica completa, € se todas as
geodesicas em X forem completas, X serd dita uma variedade
geodestcanente conpletan

Define-se uma aplicagao emn X, chamada de apli-
cagdn exponencial pela seguinte lei: exp:Ve Tp= M ), ande
Av) ¢ o ponto de X gue estd a uma distincia unitdria, con-
forme o parametro O, de p ao longo de W « Existe uma vizi-

nhanga aberta No da origem em Tp e uma vizinhanga aberta Np
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de p oem X tal que a aplicacdo exp constitui um difeomor £ismno
t? de No em Np. Np & chamada de vizinhanga normal de p. Po-
de-se escolher wma vizinhanga normal de p gue seja  convexa,
onde por convexa se quer dizer gue guaisguer dois  pontos g
e r em Np podem ser ligados por uma dnica geodésica com in -
cio em g & totalwmente contida em Np.

Em ama vizinhanga convexa normal N as  coorde-
nadas (X', ..., x™) sfo definidas tomando-se qualquer ponto
q& N & uma base {(Eald de Tq ¢ atribuindo-se coordenadas ao
ponto r& N pela relacido r=exp(x*Ea), i.£, as coordenadas de
rosd0 as componentes, na base (Ead, do ponto exp*r) em Tq.
Covrdenadas definidas dessa maneira sRo chamadas de coorde-
nadas normais baseadas em q.

0 tensor de torgdo T € um tensor de tipo (i,:)
detinido pela relagio

T(uv) = VoV-YU - [uV]

s (11.408

para guaisguer vebtores U e Vo Enm uma base coordenada, HLLA L

componentes sio
i 4 £
T” = Pgtc ~ Pka- (I 44)

e as componentes coordenadas da cones@o  afim
R i i . .
obedecerem & relagan P§g i ﬂ? » de maneira gque T=@, diz-ge
fodd r . r . . N ”r
quue a conedan € siwebtrica. Quando a torg&o se anula pode-se

escrever as equagoes de delfinigio da derivada exterior e  da
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derivada de Lie em termos da derivada covariante:

ab...d _ ako.d bea At d b
(LVT) efg Tek--vq hV T& Che 1V i T#C& % )&

ab-..d ob...d i (1T.49)
- ..,+ T .“,_,? Vtae + T C&---% Va-'l&- + -

ClR=Hn....c_sdclxaf\clxa'/\.-l\c{xc 3 (cln)a..da('i)pﬂt“-hf-ﬂ] » (IT.46)

onde T & um tensor de tipo (r,s) ¢ A ¢ uma p-forma. Dagui
por diante sd serdo considevadas conexies com tensor de tor-
can nulo.

0 tensor de curvatura de Riemann R € um tensor

de tipo (4,3) detinido por
R{vyVv)w= Y, (VVW)'VV (VU\XI)' VEWVJ W L (LT A7)

para gquaisquer velores U,V e Wo Ele tenm as propriedades

i)y R(uv)Ww = ~-R(VV)W

iy RV, gVIWW = fah R(U,V) W ,
para todas as fungoes £,9 € h.

Ein terwos das componentes coordenadas, R ¢ de-

Finido como
Rd. T T A a \X/Q. )Ucvd
bea U VW 2 {1 WHae - WHed L (IT.48

onde th.a i <EQ3R(E.,E4)E5> - A expressan (I1.48)  dwplica na

equagio
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s - Vicd = Rbea V S(11.49)

Pode~se, portanto, interpretar R como uma me-
dida da vido comutatividade da derivada covariante segunda de
uim campo vebtorial.

Em termos das comnponentes coordenadas da cone-

HEO, POde-8@ eHCrever

Raa'bc.d = ar'js/ax‘ - Br'ts/c)xd*-f':}r'jb- P:}th ATL.E0)
O tensor de curvatura tem, também, as  seguin-
tes propriedades:
v R%cq + A R % = O
Pi) Rq-bcdjg + thcjd + qude3c= o (identidade
de Bianchil
A contragio do tensor de curvatura € um tensor

de tipo 0,23, chamado tensor de Ricoi, com componentes

Rbé = Rabad SAITLEL)

I1.7 A M&ETRICA

Ua tensor metrico % em um ponto pe X € um ten—
sor simétrico de tipo (Q,8) em p. Para cada vetor Ve Tp, a
métrica associa o addulo [g(VVv)] €, para cada par de veto-

res U, Ve Tp, ela associa o cossento do  angulo entre eles
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%(U;V)/Ig(MU).%(VJVN% voos vetores U e V s80 ditos ortogo-
nais se %(U)V) =4,

Na base (Eald as componentes de % sHo %ab i

m%(Ea,Eb) ===%(Eb,Ea.), de maneira yue em uma base coordenada
% = %as dx® @ dxb SCLEL52)

O comprimento da curva ME) entre os pontos p=
= Na) & 9= Mb) com vetor tangente 33 tal que %(3/“’, 23t) -
nha o mesmo sinal en todos os pontos & definido como
L’ 3: l%(alaha/ax)l"& Jt s &8 0 comprimento do arco  infi-
nitesimal determinado pelo deslocamnento xi-) x'+dxt ¢ dado
PO

ds* = it dx* dxt SCIT.53)

Uwa métrica ¢ dita nio degenerada em p s¢  nEo
exislir gualquer vetor VE Tp tal gque %(V:W) wo @ para  Lodo
We Tep. Em termos de compongntes, uma mébrica ¢ nio degenera-—
da se a matriz de suas componentes Yab FOr nao  singular, o
que significa que pode-se definir am dnico tensor simétrico

die btipo (2,0), com conponentes %“'b na base dual, tal que
O.L | T
97" gbc = Sc . (I1.54)
Assume-se, daqui por diante, que o tensor métrico 6 nfo de-

generado.

Com o auxilio dos tensores Gab & %“’b pode—se
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levantar ou abaixar (ndices covariantes ou contravar iantes.
@ .-- re

Se V7 Jorem as componentes de um vetor, entio Va sio as COl—

ponentes da dnica I~forma a ele associada, tais que

a_ ab
Va = qap V* Vo2 9%V, P CLT.55)

da mesma forma, para um tensor de tipo (0,2) T;b pode-se ag-

. , a ac ab
soCciar unicamente os ten%urem'rbm% T;b ,ka m‘?“]hg e T E

f“ﬂbaﬂ% « A generalizagio para tensores de ordem mais alta
€ imediata. Us tensores contra, covariantes e mistos rela-
cionados entre si pov un tensor mélrico podem ser encarados
come representagies diferentes de um mesno abjeto geométri-
COw

A assinatura de % em p & definida como o ndme-
ro de autovalores positivoes da wabteiz %qb @nop omeEnes O ndmes
Fo de autovalores negalivos. Se % for ndo degenerada € Con-
tinua a assinatura serd constante en X, & por uwa escolha
adequada da base (Ea) pode-se diagonalizar 9ab deixando-a na
Forma
Gab = bTAG (*LJ*l;"v*iJ'ir")'i )

k——'_—_\)

———
m+s

Liaad
— TERNMOS -Ti TeRMOS

onde & ¢ a assinabura de %,e n & a dimensio de X o Neste ca-
s0 04 vetores de base (Ea) formam uam conjunto ortonormal e
P.

Una wétrica com assinatura n & chamada de PO~
“itiva definidaos Uma, cuja assinatura seja (n-2) & chamada

de métrica lorentziana, & sua forma candnica ¢
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%a.b = DIAG (*’1:'"3*1)“1)
M~1 TERMDS

Com uma métrica luﬁéﬁtaiana em X, o4 vetores diterentes de
zera em p podem ser divididos em trés classes: um  vetbor
Ve Tp serd dito tipo-tempo, nulo ou tipo-espago se % (Vv .,V
for, respecltivamente, negativo, nulo ou positivo. Us vetores
nalos ficam em umn coneg duplo em Te, que separa o0s  vebtores
tipo-tempo dos {ipo-espaco (Fig.s)

Dada uma méteica % em X existe uma unica Co-
nexdo afim com toreio nula em X , definida pela condiefo de
que a derivada covariante de % sEju hwala, (., %quc =@.  Com
essa Cconexaon, o transporte paralelo de vetores pPreserva o0
produtos escalares definidos por %, de maneira gue os  modu-

los dos vetores permasecem invariantes.

H Em

CoNE

vLo , .
NuL Figura 6. D8 cones nulos defi=-

nidos por wma métrica
VETOR TIpo-TENPO

_;E lorentziana.

vaTeq m-l

TLPe-Esrngo

Ey

-,
- -

A conexiao afin estd associada ao tensor wete |-

co pela relagdo:
%(W,Vu\/) 7 §-W(%cu,v))+ V(‘j&w,u))i- U (%(v,wJ) +
+ 3 (w, Luv]) « 4 (v, LWJU])-%(U,[V,W])E CCI5.56)

e o v s, o
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Escolhendo U,V e W como os vetores de base po-

de—se escrever as component es da conex®o atim Como

T

Pa.bc = % ( EOUVE,, Eo) = ‘&q_d dec,

(I1.57)

Em particular, usando uma base coordenada obtém-se as  rela-

¢hes de Christodfel

Mabe = __:{r_ Ea%o.h/axc + 9Gac/dxb - B‘abo/ax“g (I11.%58)

Com esta dnica conexfo afim com torgho nula
determinada por %-pade“ﬁe definir coordenadas normais em upa
vizinhanga de um ponto q atravas de umna base ortonormal  de
vetores em q. Nesta base, as componentes qab e %.em 4  %a0
p.o St, & as componentes P%cda CONEXAD serao nulas em q.

0 tensor de curvatura associado a essa conexio
tem, além das simetvrias usuais, as segdintes simetrias

i) Rl‘lbe-d = "Rhc\.c.d

) Rabed = Redab
bii) Rat = Riba

A curvatura escalar € definida como a contra-—

R = R% . = R%as %bd CCIT.59)

a( X
Com gatas simetrias, existem tilm m-i) Com
ponentes e Rabcd algebricamente independentes, onde n & a

dimens@o de Xi destas, Y2 m(mil) 50 representadas POr  Come
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ponentes do tensor de Riccie A componentes restantes <30

representadas pelo btensor de Weyl, definido povr
2
Cabed = Rabcd +m—‘:z'-,; z‘&a.td Rc]b*?jbff- RJJ@.S +(~\-s)(m)R3a£=?J]b.(II.&@)

0 tensor de Weyl tem as mesmas simetrias do tensor de Rige

mann &, ainda

C"-qu 2 O . (F1.64)

e Y for uma variedade (n-i1)-dimensional &
(PZYAX for um wmergulho, a inagem YY) sera chamada de  uma
hirersuper ficie em X. 8¢ p€Y, a imavem de Tp en Tqm Hub @
aplicagdo Yy serd uwm plano (n-L)-dimensional através da
or fgem. Pode-se, entfo, definiv uma dnica forma normal nio
nula me T"t{m sat isfazendo {m, ‘qu> =@ para cada vetor V & Tp.
Apenas o sinal & o mddulo de m permnanecen indeterminados.

Her % For uma métrica em X, a aplicagio Y ird
. . . , » ) *
induzir uma metrica % en ¥ tal que se U,We Tp, (P %(U,W),P e
e %(‘P.U, Lrv,s W)lqcp) « be o& for lorentziana, (e*? Bera O

\ b
i) Lorentziana ee ﬁq mamb 79 (neste caso, kf {Y)

=

serd chamada de hipersupertdicie tipo-tewwro)
- ab . .
i) Deuenerada se % Mamb =9 (?(Y) sera dibta wma
hipersuperdicie nula)
i) Positiva definida se % mamp (@ (Y (Y) serd

Chamada de hipersuperficie Lipo-espago) .
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II.8 ISOMETRIAS

Um grupo de Lie G € um grupo que tambdm ¢ uma
variedade diferencidvel, cuja estrutura € tal gque @« malti-
plicacio GxB=06 & a inversso 028 a-al %o anbas aplica-
ghues C%.

Una transformagao gue deixe a métrica inva-
riante & chamada de isometria. Se a familia de difeonor §isg-
1YW :Y Qx gerada por um campo vetorial K For uma familia de
isometrias, o cawpo K serd chamado de campo vetorial de Kil-~
ling & os vetores K serfo os geradores das isometrias. A de-
rivada de Lie da wetrica com r&lacﬁq a um vebtor de Killing

ﬁafiﬁfaz
LK - S O ; (11.62)

de onde se obtém as equagres de Killing, Ggue um canpo Jde

Killing deve necessariamnente salisfazer (23),
Kajo + Kpja = © ;o (I1.68)
o, em bternos das derivadas usuai g

%mb,c kc + %ch kc,a. + ‘a-a,.-_ Kc)}, = QO - (1l.64)

O conjunto days isometrias de uma variedade X
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Lem a estrutura de um grupo de Lie, chamado de grupo de  $i-
meteria de X. Se existirem r campos vetoriais de Killing 1i-
nearment e indapeudwntew Ka (a=i,..r) gerando o grupo de &i-

metvia, pode-se mostrar (24) que
G l “ [ N )
[Ka) ko] = Cab Ke » Cab®~Cha ,(I1.6%)

onde as C:bﬁﬁm as constantes de estrutura  do  grupo. Fossas
relagies definem a chamada algebra de Lie associada ao Yriipo
de Lie das simetrias da variedades Pode-se mostrar gque  wma
tal dlgebra ndo pode ter dimensfo maior gue 1/2.n(n+i), onde
n & a dimensao de variedade (25).

Um grupo de simetria Gr (r denota a dimensio)
€ dito transitivo em ama variedade X se, para quaisquer X e
9 em X, existivr una transtormacio T em Be tal gue Tu=y, Dado
um ponto X, sua drbita € definida como 0 conjunto {(Tu} de
todos os pontos para cada T em Gr, ¢ seu grupn de isotropia
€ definido como o conjunto de todas as transformaches T em
Gr tais dgue Txwx.

A odrbita H de um ponto é am subconjunteo de X
Ewses subconjuntos preenchem X & dois subconjuntos distintos
nao tem pontos em comum. H & Chamado de SUL-ESP GO INVar Fan-
te ou homogéneo. Se a dinensio de H for a mnesma de BF 0 grua-
po € chanado de stmplesmente transitivo em seus Bub-espagos
invariantes, & se gla FOr MENOr O grupo é.chamadu de mualti=-
Plamente transitivo em H.

No caso de um grupo de simetria ©Or ser sim-
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plesmente transitivo em seus sub-espagos invariantes pode-si
definir, para cada sub-espago, uma base invariante {Ba) (a=
Zh,wew, ) com coeficientes de esteutura D%b constantes en
cada sub-espago honogéneon (26). Una base invariante &  um
conjunto de r campos vetoriais {(Bal lingarmente independen—

tes satisfazendo
EKI) BQ.] = O : (Lt.(._,---)fl. ; az l,---)-'l-) {(IY.b6)

b . -
Escrevendo BawV'QKb, obtém—-se de (I1.66) que
e d <
EBa,Bb]'-' Caaf s Ke . (I1.67)

e, s for escolhida a condigio Ba=Ka, tem—se a igualdade

e [
Dquu-Cab. Os campos veboriais Ba geram um  geupd  chamado
de grupo reciproco do grupo Gr. Se as Srbitas forem  sub-va-
riedades de X, pode-se estender as bases invariantes para
bases {(Bc) (c=i,...n) de todos o5 espagos tangentes  em

cada ponto, onde os vetores Be obedecem (I1.66).

IT.Y ELEMENTOS DE VOLUME : O TEOREMA DE GAUSS

Be {Eald for uma base de i~formas em um sistema

de covrdenadas orientado, define-se & Forma
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i Z m e
')Zz ml -9 E*AE A... AE , 3% 0BT Gab . (11,667
gue & independente da base usada ¢ ¢ chamnada de elemento  de

volume. Ela Lem componentes
o st 2 " ,
?ab .a-.d = m ! '% S [:a. g £ Sd ] » (II n{)‘;‘)

e suas derivadas covariantes com relagio & conexio definida

pela mdbtricn se analam
Vab.ndje = © | (11.70)

Usando a n—-forma ? pode-se definivy o volume de
wma sub-var iedade n-dinensional U como
) ) —LI S !’Z _ ;
ml U |
0 gue japlica gue 1 pode ey encarada como uwan medida de voe
Tume positiva~derinida em X, denotada P or d0-. Se F  FOor  ama
Fungio em X, define-se a integral ENﬂWTEQL o respeibto a

ensa nedida de volume Ccomo

Su{&of = -f-'gu'f"l ,

m]
a qual, em coordenadas locais (%), ¢ escrita como
EufFﬁ‘dkldxlu.dxm .
qu&fé invariante por uma wmudanga de coordenadas.
; Be YV oFor um camnpo vebtorial em X, sua nmntraeﬁb
cﬁ% % BEH LW c#ﬁpu de (n-id-formas V.7 tal que

i

(V) ot = NV Tap...d BTSSP 2r

pre s
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A integral dessa (i~ )1-forna  sobre  qualguer sub-variedade
n=-f)—dimensional paracompacta orientdvel T'ﬁeré escrita co-

no

* .
Srv dte = (1)) ST‘ V.17 L (IL.72)

onde 7 dedine a forma dfe como uma medida de volune deT’.
Dada uma sub-variedade n~dimensional B A G
pacta com vrmnteiraQi dee X tem-se, com o andilio do teorema

de Stokes, que

G
S VPdea & L j v oLt g d{v.n) . (I1.73)
ML (m-£)1 13U (m1}} Jqu
Un cdlcoulo do integrando do lado esquerdo dd como resultado
- qQ
(&7 cl(\l."z)=m1\/;,a."z » aue substituido em (I1.73) resulta no

teorema de Gadss

S V*4ta .:,_f_g V“).Q'*Z = g Va‘j@do. . (I1.74)
U Ml Joy Y
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ITI. ELEMENTOS DA TEORIA DA RELATIVIDADE

GERAL E DA COSMOLOGIA.

ITI.1i CONVENGOES E NOTAGAQ

A Tongo deste trabalho, as unidades adotadas
serdo tais que todas as guant idades Filwicas tornan-se adi-
MENSionais. Assume-se, portanto, o sistena em que czh=K=BWG=
= 1, onde ¢ é a velocidade da Tue, A & a constante de
Planck dividida por 2%, K & a constante de Boltzmann e G @
a constante ygravitacional de Newton.

As derivadas parciais comuns  serio denotadas
por uma virgula e as derivadas covariantes por ponto € viee
girla.

Quando se BECrever B expressao  dsando-se @
convengio da somabdria, os indices latinos cobririZo os ngme-
rog de 1 a 4, enguanto gue os gregos irfo de 1 a 3. & compo-
nente temporal dos quadrivetores sera a gquarta, e as tréw

Primeiras serdd 2% CSpPacials.

III.2 SUMARIO DA TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

Além de ser ama teoria de gravitagao, & rela—-
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tividade geral €, também, uma teoria sobre geometria. De
acordo com ela, o canpo gravitacional setd relacionado & es-
trutura geondtrica da colegio de todos os eventos fisicos,
Chamada de gspago-tempo. Essa geometria pode ser conhecida
estudando-se 0 comportamnento dinamico de particulias neutras
e semn estrutura (particalas teste) colocadas liveremente nos
varios pontos do espago-tenpo.

A teoria assume que 0 espago-tenpo pode  ser
representado por uma variedade guadei—dimensional X, C%, co-
nexa & de Hausdor$f, com wma méteica lorentziana % de  asgi-
natura +28. Esdas inposi¢oes implicam que o espago~tempo deve

HEF O PArACompPact .

ferentes de zero em om ponto p oewn trés classes: um vetor oj-
ferante de zero VE Tp serd dito de tipo-tempo, de tipo-espa-—

gir o de tipo-luz se o valor de %(WV) for, respectivanente,

negat ivo, positivo ou nuwlo. Em cada espago tangente Tp o co-
ne de tuw, definido por V@ %(V:V) = @, consiste de duas mebta-
des canicas separadas pelo vértice. Considerar—-se-a gque o
gspago-~tenpo pode ser orientado temporalmente, iué, qug
poss ivel selecionar contindamente, por todos os pontos,
meios-cones de luz futuros. Um vetor gue nfo seja de tipo-
espago sera dito orientado para o faturo (ou para 0 passado)
se ealiver no interior ou na superdicie de um meio-cone fu-
turo (ou passado).

Um sistema de coordenadas {x%) serd dito orto-

norwal em p ose, em p, %QL“= 7¢bim diagdl,1,4,~1). A existén~—
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cia de um tal sistema coordenado para cada ponto p € garan-—
Lida pela assinatura de Cﬁ. "

S um sistena de coordenadas For ortonormal (23
gendésico (1ah,cw®) em um ponto p, ele serd chamado de iner~
cial em p. As hipdteses colocadas iaplicam que cada ponto do
espago-tempo adunite um sistema de coordenadas inercial. Com
iaso, @ relatividade especial passa a valer aprodimadamente
emn uma vizinhanga suficientemente pequena de cada evento p

Podem existir varios campos no espago-tempo, o
eletromagneét ico, o mesdnico, ete., que descrevem o comporta-—
mento do contelddo material do universo. Esses campos devem
obedecer relagoes que possam  ser CHPEESSAS COND  EqUAGDes
tensoriais, com todas as derivadas em relacio & posigho sen-—
do derivadas covariantes com respeito & conex3o singtrica
detinida pela métrica %.

AS @guagDes que governam o @ comportamento  dos
campos materiais Lambém devem satisfarer o principio de caug-
salidade logal: ﬁeﬂL for uma vizinhanga nornal convexa e p &
g forem pontos em M, entfo um sinal pode propagar-se de P
Para q se, € sonente s, P & 9 puderem ser ligados por i
curva diterencidvel inteiramente contida em™ com vetor tan-
gente diferente de zero e, ouw de tipo-tempo ou de tipo-lur.
Be o sinal for material, & curva serd de tipo-tempo e, s
ele for luminoso, &la serd de tipo-luz.

A% @QUACDES QUE governam os  Ccanpos materiais
implicam na existéncia de um tensor simétrico Tab, chamado

de tensor energia-nomento, gue depende dos canpos, de sGitas
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derivadas covariantes e da wmeétrica. Fle tem as seguintes
propriegdades:

i) Tmb s anula em um conjunto aberto U ge, &
somnente s, Lodos os  campos materiais se
anularen em W
i T“‘}b w9, (111.1)
Se a métrica admitivr um canpo vetorial de Kil-
ling K, as eauagdes (JI11.4) podem ser integradas para  dac
aata lei de conservagio. Para mostear isso, seja P* gan wvetor
cujas componentes sio P*=T*® K. Ent&o,
Pq:',CL = M,ja.kb *T“bkbjm x Tq'%a. Kb +T'h'k(ﬂ-jb) =0

T8

’
POis € simeétrico @ K & um vetor de Killing. SaﬂL For uma
regifo paracompacta orientdvel com fronteira O, o© teorena

de Gauss nostra gque

j P ige - Pob do = o . (IiI.2)
oMU U

cuja interpretagdo € a de aue 0 Fluxo total sobre wia super-
floie fechada da components do tensor energia-momento na di-~
Fegao de K € zevo.

As propriedades 2 & (i) de um tensor energia—
momento nio sio sulticientes para que e possa, a partir  de
um dado conjunto de campos, consterudir  uma SHPFESHED pPara
Tab. No caso en que a% equagoes dos canpos podem ser obtidas
de ama Lagrangeana, no entanto, existe uma maneira dnica e
definida de se obter o tensor energia-monento.

Qi
Seja L a Lagrangeana para 0% Canpos M&Fd, onde
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o dice | designa o Lipo do campo. Ela & uma PUNG A0 escalar
dos proprios campos, de saas der ivadas covariantes Primeiras
€ da métrica. A8 equagies de movimento para 0%  campos Sao
obtidas impondo-se que a ACHO

L = JuLdav )

seja estaciondria sob variacies dos campos no  interior de
uma Feglio paraconpacta quade i~dimensional o Como & bem sa-
bedo (28), essa inposigdo condus &s  equaghes de Euler-La-
grange:

aLa--.L - *-—%L——;- = o . CI11.3)
oY,

Dewd thc..d;¢ J )€

SGegundo este Tormaliswmo, o tensor enerygia—mo-
wento pode ser obtido por una variagBo da lagrangeana  con

respeito & métrica (29):

1:Lb 2 a4, S L
SN

« (T1T.4)
Ewm o particular, os f{ensores energia-momento para particulas

de spin @ (campo escalar), /2 (canpo de Dirac) e 4 (Campo

vetorial) sio (50

Tas (sv0) = Yot - L %at (ch Y 99y Y ) (111.%5)

i [’Tra'(o.Vb)Y-(V(a?)h’b)‘r] (11T.6)

1
%

T;$(5‘%)

Top (521) = _;_ (%“ FacFpe~ Y4 Fab F;gFm‘}ik%“) y (II1.7)
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onde Fab é o tensor campo eletromagnético.
A experiencia demonstra que o espago-tempo de-
VE BEE CUEVO, Ol SEJE, que A sSua meébrica 0do pode ser a  mée
trica sewm curvatura da relatividade eopeciales Além disso, o
ponto de vista adotado pela teoria da velatividade geral & o
de que o campo graviacional & representado pela pedpria  me-
trica do espago~tenpo. Logo, devem existir equagies gue re-—
lacionem a métrica a distribuigio de matédria no espago-tempo
gue se reduzam s sguaghes Newtonianas da gravitagfo no  Li-
mite de curvatura peguena com variaclo reduzida.
Fetas equagdes 80 as  eguacoes de Einstein,
onde a curvatura associada & métrica g estd relacionada com

a matdria por (81):

R-q.b = Ta,b - & Tgab + Nagab , (II1.8)
(W17

Rab < = Roas + Ngob = Tap ,  CITI.9)
que constituaen um conjunto de equaghes diferenciais parciais
acuﬁladaﬁ nao-lineares para as dez componentes de %45.0 ter—
mo A\, chamado de constante cosmoldgica, € interpretado como
a densidade de energia do vacun (32), estando relacionado ao

s tensor energia-monento por

T S . A gab . (111.10)
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IIT1.3 MOVIMENTD RELATIVO DE PARTICULAS

Beja uma congruéncia de curvas de tipo-tempo
com vetor tangente unitario, o guadri-velocidade, M tal que
Mo —1. Essas curvas poden representar as linhas de  uni-
verso de un congunto de particulas teste (geodésicas), od as
linhas de fluxo de um ¢luido.

Delrine-ge
" a' b g e oy
s 3 MJBM ) (rTIT.11)
como & aceleracao das linhas de fluxo, & o tensor

hab 2 Gab + aails , (IIT.1i2)

come 0 tensor de projecio num sub-espaco Hq de Tqg ortogonal
a ML (es e o de ve [CEWIN QTS de um obser vad QF &M g9 moven do—ue C O
quadr i~velocidade W) . kab pode ser interpretado como @ mé-
trica de Hgq.

A parbir de uma curva gual quer MNE) pode-se
construir uma familia XNt,s) de curvas mnovendo-se cada ponto
de ANt de uma distfncia s ao longo das curvas integrais de
M. He cada curva NMt,s) tiver vetor tangente W= (3 /3L Snqpey RO~

de-se mostrar que We W comstam, o

DAg We = w5y Wb . (ITT.83)
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Pode-se interpretar W cono @ separagho entre pontos a POMA s
distdncias de pontos iniciais arbitriarios ao longo de duas
curvas viginhas (ver Fig. 7)

Figura 7. 0 filgura nostra oua  con-
graéncia  de  curvas  com
vitor tangente M & ma
jamilia de curvas A{t,s)
peradas por N(t). Ao lon~-
g0 de cada linkha de -

vErso, & distancia entee

CUPF VRS SUCESS i vas &  Sek-

pre s. 0 campo vetorial W

conecla as curvas da Congrugéncia &m  pontos Com fguais
parangtros s.

Em geral am vetor de conexio como W nd0 se en-

contra inteiramente no espaco Ha de vetores ortogonais @

- e ‘ : . . . a b

M en Tg. A projecdo de W oen Hg serd denotada por AW = hp W

e, de acordo com (FLT1.437,
.L.g. (J.\X/“) VAN Lwb (I1T.14)
)

da a taxa de variagho da separacio entre duas curvas infini-
tesimalmnente vizinhas nedida em Hae Operando novamente  con

D/as & projetando sobre Hq, encontra-se (33):

R 2 (W RLwe)s -R5., Lwewdud + 1% Wye LWE +

. . O A
+ L% L\ ™
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Euta gquagas, conhesida como eguacio do desvio, dd a acele-

racgio relativa de duas curvas indinitesimaluente pediinas

I3

S

-
H

medida em Hg. At Curvas Forem geondésicas Ma = ©, € we Ob-

tém & equagiao do desvio geoddsico:
a b ¢ < c b 4
hy D (L\C—D-LJ.\X/) = = R v LW kbu SCITT. 160

Para s analisar as propriedades da equagio de
desvio, introduz-se a derivada de Fermi. Ela € definida, pa-

Fa um campo vetorial W oao longo de uma curva J{8), como:

DeW o D w-g(w,dusas)y + g (w,u) Du SI1T.17)
o5 o5 3%
Ela tem au propriedades:

iy Deros = Dfas s §(5) §For uma geocddsicai

i) DeMAIS = @

Piid se We V forem campos vetoriais ao longo de
Y(s) tais wyue DeW/ds = DeVsas = @, entio
%(WHV) ¢ constante ao longo de V(s) ,

ivy se W oFor um campo vetorial ao loungo de Y(5}

ortogonal aw, entio Dp W/ds =,L(DW/r)S).

Se uma base ovitonormal {(Eak de Tg em  algum
ponto g9 sobre E0(5) com vetor tangente M= Ey  for propaygada
an longo de ¥(5) de maneira aue Defasds = @, a nova base
continua ortonormal com By = M.

Com o awx{lio da derivada de Fermwi pode~se re-~

escrever as equagoes CETT 440 & (LIT.4%) em termos da base
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ortonormal Fermi—-propagada como (3479
.Y
IW /s = W e WP (1II.58)
L yn % N st
SN yd = (‘ R ypu " * M“Mp)\X/"" CLIT.49)

onde as componentes se acham projetadas no espago Hq ortogos
nal a M gerade pela base {Eal.

e componentes de W obedecen equagles diferen—
Ciaiv ordindaria lineares de primeita ordem e, portanto, o

dewm ser escrilas como
ol
Wiy = Repw WP (1I7.20)

onde Rﬂp € wma malriz que se reduz A matriz unitdria enm g
sat s faw

d R« -
i Vo= sy Ryp CLIL.21)

No caso de an Flaido o mateiz H*prwpr&&enta a  Torma € @
o ientagdo de am peaueno elemento de  Fluido esdericanente
simetrico em q. Em geral, se deconpie ﬂq&rw:prudutm de duas
outras matvizes O*p ) Sap . onde O*P representa a rotagio  de
curvas viginhas em relagiio & base {Ex) @ Sxp Fepresenta &
separacao destas curvas em velagho a ¥ $).

Em aq, onde R*P & unitaria, JCMP/JS e anti-si-

meélerica e &&¢/Js ¢ simetrica, fazendo com gque a taxa de ro-
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tagaon de curvas vizinhas seja dada por M-L'*sﬁ-] &  a ftada de
desvio em relagao & §(s) seja dada por M- - Define-se o

it

tensor de vorticidade como
- L‘ < L\ 4
Wab 2 ha he  MEe;d] , (I11.22)
O ftensor de eHpansig Como

d
Oab 2 W hs M ¢e54) , (I11.23)

€ A expansan volumdbtrica comna

- b b
Bz B h*® = Wb L . ,u,"‘jq, . (LI .24

Define-se, ainda, o tensor de cisalhanento como @ parte  sem

trago de Geb ,
Tas 2 Oab -%hage , (ITT.2%)
e o vetor de vorticidade como

abecd
W a nz abed

5 Mo Wed = & 7% Lty g S(ITT.26)

Em termos destas  quant idades, a  derivada covariante de

K opode ser escrita como:

Mash = Wab + Tab +L Ohab — fa K . CIIT.27)
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Na base ortonorwmal Fermi-propagada o8 tensores
de vort icidade # de expansio podemn S eXpressos  em  bermos

- . -
da matyix A&p @ oda suR inversa ﬁup :

-1

Wap = = A3 ég Aeg v » o CITTLEE)
A v 4 A '

Oup = ¥« g np) Y . CIXI.EP

Aopartir da eguacio (IIL.49), tem-se que:

Q-‘ . -
f‘_ Rep = (‘ Ruwyy + Luugr *Al«xlx) Ree . (IIT.58)
)

[

Fuba equacdo permite gque s caloule a propagacho da vorbici-

dade, do cisalbamentd e da expansio ao longo das curvas irm
i Cer e -4

tegrais de u. Multiplicando-a por ﬁup & btomando o parbe an-—

Lisaindterica, obbidmn-se

ji- wep = 2wyl Op]y + L pa5p] S,
Y

-1
e mpltiplicando-a por Agy e tomando & parte siandbrica

éis Oup = ~ Raspy - wuy Wyp~ Ouy Byp + Leasmyt lafhp . 117,50

;

f 0 tirago de (I71.32) &

30 . —Rab 1*i® + 2w - 202 -48%+ e rIn.em
ds
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2 ob -3 ab, e . .
onde s Wap W 30, &8 w Top T 7%« Eebta eoquasio € conhecida como

equagio de Raychauwdhar i (309 . Por ela, vB-se que vorticidade

induy edpansio, enauanto que Cisalhawenlo indus CONntrRERO -

IIT1.4 CONDIQOES DE ENERGIA

Naw condighes reais do universo, em gue  exis-
tem vdriow campos malterials presentes, ¢ prabticamente Linpr s
sivel escrever o tensor energia-nonento exato, mesun qus  se
Lonhega @ Foraa precisa da contribuiedo de cada canpo. Pxig-
tem, entretanto, certas desigualdades que representam condi-
Coes Flsicamente razodaveis para un LENSOr eneryia-momnent o.

Aopeimeira dessas desigualdades & a  condigfio
de energia fracad 0 tensor energia-nomaaio, wm Cada  ponta
pe X, obedece a desigualdade TabU“Ub}ﬁ, para qual quer  vetor
de tipo-tenpo Ue Te. Cong para um observador oujs Linha de
witiverso em p o tenha velor Langente w a densidade de  energia
local ¢ dada por Tabu®u® , enta condigao pode ser interpreta-
da comno estabelecendo gue o densidade de energlia wedida  por
gualauer observador & nfo-nula.

A proxing condivao € a condivio de ensryia do-
minante: Para gqualaguer vetor de tipo-tempo V, Teb Vabb 0, e
T“bVa nao & um velor de tipo-espago. Ela pode ser  encarada
como dizendo Cuey para qual dguer observador, a densidade de

energia local aparece cowmd nao-nula ¢ gue o velbor Flusxo de
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energia local nao & de tipo-temnpo. Pode-se, eqguivalentemen—
te, dizer aue ela deternina gue, para qualaguer base ortonor-
mal, a energia domnina sobre as oubras  componentes de  Tab:
T }ITabI, Pava cada a,b.

A condigao de energia dominante nada mais & do
gque a condie®o de energia Praca adicionada  ao  reqguer inento
de gue & pressao nao exceds a densidade de energia.

fmal isando @ expressio (III.33), percebe—-se
qui & expansan 9 de ama congruéncia geoddsics de tipo-Ltempo
cow vorticidade nula (rd decrescer monctonicamente au  longo
de una geodésica se RabU“Ubaﬁ para qualguer vetor  de  bipo-
tempo V. Esta Jesigualdade ¢ chamada de condicio de conver-
gencia de tivo-~tenpo. Pelas equacaes de Einstein, @la  sera
sat isteita se o tensor snergia-nmonento obedecer & desigual-

dade TabVvVP 3U%Vai/2.T-Ay. Diz-

e gue o btensor  enerdgin-mo
mento sab fviar o condigio de energia forte s ele obedecer a

eota desigualdade para A=0.

I11.5 FLUIDDDINAMICA RELATIVISTA

Cons iderar-se-~d& am observador aovendo-se  con
RN | G . e o e P
quaade ivelocidade W, W Mae ==1, a0 longo do fluide. & densi-
dade do ndmero de particulas en seu referencial  de  repouso
serd denobada por o, de waneira gue @ densidade do fluxo de

part foulas Proa dada por
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P . 6@

o
N™ = mun® . CTLT.34)

A densidade total de energia serd denotada pmr/i # o denst-
dade swpacitica de energian interns par E . Cow fsa, oyl g

GO BV

/A = P (1+€) ) CIIELAG)

+

i e @ ¢ a densidade de massa Je Vﬁpﬁumm,P:mmnn PRSI & ¢ 1 S Y
massa de repouso des partioulas do tluido.
A densidade do $luxo de massa & delinida  por
Nﬁ a - . . R . '
o :PAL o LOBO A massa & umsa guanl idade conservada,  obbdme

B B EUAGRD

(P M )5q = 0 , (111.356)

. . e g Y VL I~ iy T T i T N IR § o
SRLE BMPCERHR B Conselrvacao da maiéria ao longo das Linhas de
F ko

Bar relabt ividade geval, o tensor eneryia-aomaen-

to da watéria pode ser decomposto univoramenle em relacio @

e campo vetorial de tipo~tempo U para dar (56)
o ab (q, b O-b .
ST = (/u P)M“'ub + Pc&“b + 29 P S S Sy

: . e - e - .
aide P d a pressio bsotrdpica, 17 € o fluxo de energia Com

, e o . D e
relagan a W Cgue representa progessos como di fusfo ¢ con-

' e ' S T . ab T N B g gt s g B g gae e e
dugao de calory o 1 ¢ o tensor de tensZo sem trago (pre
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a0 anisoterdpica). Usando esta decaonposigan & a deconposicio
de U-o.jh dada por (F11.27), pode-se rgescrever & equagio  de
v _ ab _
conservacao de energia o nomento T jb =0 Com:

)

07
L

/,'c + (meP)B o« ™" G + e + § a0 ; (IT1.36
. b .
() as he (PJC *Tesp® ‘h)*(‘”wb*%-b" ”/39},;’)9(6:0_ (I11.397

Adot ando-se uma equacihio de estado para o $lui-
du do tipo E=E(P,0) , onde ¥ é o volume &%PEGf¥iCD,L?Ei/P )
pode—-se dedinir a tewperabtora T(ﬂco @ a entropla esspecifica

5(p o) por (37)
df + Pde = TdS (131,40
de onde se obbtén a equagio de conservaelo de energin Lérmica

PTS;a 1’ = - (Web T+ 3% + §™ ko) . (IIT.44)

Unm flaido perfeito € caracterigado por Ving o
sidade & condugan de calor nulas. Sed tensor energia~nomento
Feduseae &

ab o b ab
T . (/wa)uu, +P<a- , (ITI.42)

€ ah equactes de conservagao de energia e wonento torpanese

/Cc, ¥ (/MP)Q = O ; (T1T.4%3)
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(fetP)hia « ha® Pyp = © . (IIT.44)
Ausumindo n wmﬂtrigﬁo/u*P>®, A equacio (IT1.43) mostra qus
uma.ﬂwmprﬁﬁﬁﬁw.du Fluido aumenta & sua densidade de engrgia,
@ a.wqumqﬁu (IXT.44) wosltra aue @ mﬁ&leracﬁu go fluido esta

sempre divigida de unn regiao de alta pressio para uma re-—

gido de baixa pressio.
Para um ¢iIaido perdeito, a eqguagho ($I1.44) se

Lorna
dja MY =0 SRR (I11.45)

o que teplica que a entropia @ constante ao longo das linhas
Cde fiuxo do fluido. Com este resultado, & eguagio .(iII.ﬁﬁb
tmplica que & existe uma varidvel ternodindmica independen—
“te ao longo das 1inhas de Flumo. Eﬁ gﬁ#&l, AGHUME~SE Para o

Fluido perfeito uma equacio de estado do tipo
P = P(/u.) , (IIL.46)

com 08 seguintes casos particulares inportantes:
i} Vacuo PP s g
iiy Powira cP= 9

J iy el gama :PﬂﬂLM , ¥w oconst. Un gds  de
i . Fhtons € um caso especial deg-

ta let com Y= 4i/3

o (%)

iv) Politrdpico :Pu:ka o K= const.: mo=

const. (Indicde politidpico)
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‘ﬁté RGOF @ & Considerou apanag  Fluidos  new-

tros. B cada partioula do $laido tiver uma oargs conservada
€ define~se a densidade de corrente elébvrica comn

T = ¢ N® | | CETT. 473

e 0 tensor anergia-momnento de uwm fluido perfeito carregadeo

Floa:

T*- (/"fP)u"'u,b+Pfa ( PSR ) Lcrrran
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IV. COSMOLOGIA RELATIVISTA

IV.1 GENERALIDADES

0 ponto de vista adotado em todos os modelos
cosmoldgicos, sem o qual nio se poderia Seduer pensar en fa-
zer cosmologia, € o de aue as leis fisicas locais, estabele-
cidas na superficie da terra & em suas vizinhangas imedia-
tas, podem ser aplicadas & totalidade do universo €, £m
Principio, a todos os tempos.

Juntamente a essa hipdtese se coloca o chamado
Principio de Copérnico, segundo o qual nds nio OCUPAMOS Uma
POSi¢cHO privilegiada no'espaco—tempu, O Ggug parece S&r uma
proposicio bastante razodvel.

Estes dois postulados norteiam a construgfo de
todos os modelos cosmoldgicos relativistas. 6 importante
lembrar, porém, gue os modelos cosnoldgicos exercem, por sua
ver, uma influéncia sobre as leis Fi{sicas locais, pois ecsta-
belecem as condigies de contorno 3  que ecotio sujeitos os
campos frsicos.

As observagdes astrondmicas indicam a existsn-
Cia de um vetor velocidade média da mnatédria tomada em larga
escala, ou seja, da matédria do universo distribuida sobre
grandes volumes espago-temporais (38). Assumindo, portanto,

a existéncia de um vetor velocidade média Iocal, o Principio
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de Copdrnico implica que isso deve ocorrer para todos os G-

tros pontos, de maneira que se pode considerar que o univer-—
s0 atual estd, quande visto em larga escala, s zxpandindo

A velocidade média serd representada  por  um
campo vetorial normalizado u®*, tal que u® g =—1. Este canpo

vetorial € determinado da seguints maneira. Para alguma re-

gifo arbitrariamente escolhida do LNiverso, as  particulas

(aglomerados de galdxias) que representam o movimento méaio
recebem coordenadas {®¥ 2, ¥ =41,2,3. Em tempos posteriores, as
mesmas part iculas continuam com os mesnos valores coordena—
dos, de mangira que as suas linhas de universo sio constan-—
tes (M=const.). Medindo o tempo priprio ao longo das btraje-
tarias, determina-se o intervalo s. As coordenadas assim ob-
tidas, (xY,82Y, sHo chamadas de coordenadas co-moventes nor-
malizadas &, em ternos delas, o vetor velocidade é MR eSS0
C oMo u“WS:u

A existéncia dessa quadri-velocidade média  da
matéria no universo implica que as equagies obtidas na secfo
ITIWG passam a ser validas para o0 UNiverso na aproximnagho de
Fluido (vdlida em larga escala).

Dado o tensor energia-momento decomposto  uni-
vocamente em relacgfo a u® (LLY.37), tem-se que TmT“a=3-yM
Substituindo nas equagides de Einstein, (I11.8), pode-se de-

compi-las em:

Rab 12> = % (/'“39) - N\ (IV.1)



et o biés

b = (ruLe
Ra.bu,o"lr\c, = -~ % SV IReR

Rabvh® ha = ngz (fep) e A 2S hed + Mea . (IV.3Y

Bubstituinde (IVLL) pa gulacdo de Ravychaudhuri, obtédin—-se uma

BUuaGan de propayadio para a expansho 0

6 - e « Jg_e’-_,_ z_(q*l-w")+'iz_ (Mt3P)-A=0O _(1y,4)

PDefinindo-se uam comprinento representativo R au  longo das
Tinhas de universs das particulas por

Hié//R, = 0/3

: VIVLED

onide H ¢ chamado de pavahetro de Hubble, pode-se recscrever

{TVL4 oo

IR/R = (= 02) + a0~ Yo (pi3P)+ A . (TV.E)

R(LY & determin adga diretansnte em cada ponto do espago-tenpo
pela densidade de matdris no pooto, Com o Lerno /\ (A 29
aldandy Comn wma forga consbanlte repulsiva.

Guandow =@, @  equagan  (IIT.24%  mostra gue
Ually;c =G Teto itmplica uie de deve wer  proporcional & g
gradiente, ou seja, deven existir funeoes 0%, £(x*) laiw

aue, lucalmente, ugs-fta « Cowo ta ¢ wi vetor normal s su-
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Perficies CEsgonst o), @958 2QUapdo expres @ condicas  dw

wue g Beja ortogonal o essas super PICies. Logo, OB SEPALOS
de Fepouso defintdos en cada ponto por hab s Junbam, nest e
Casd, para formaren hipersuper Ploiess de Lipo—eapaoo, parane-
trizadas por U, ortogonais a da. 7 fungho t pode ser encara-
da comd um Laemnpo cdemico definido palo fluxo do fluido. Se,
além divsso, fSe=0, & Fungio t wedird o Leinpo prdprio wo longso

de Lodas as Tinbhas de universe @ de=-te .

iv.2 05 MODELOS COSMOLGGICOS DE

FRIEDMANN-ROBERTSON-WALKER (FRW) (4@)

& hipdtese basica sobre a gual os modelos FRUY
s sustentam € a de que o espago-tempo & esfericamente oimé-
trico em torno de cada ponto. Esta hipdtese inplica (41) que
0 espaco-tempo € espacialmente honogéneo e admite um  grupo
de isometria Gy coujas superficies de transitividade sHo
hipersuperficies tri~dimensionais de tipo~espago de curvatu-
ra constante.

Parra taiy gspagos-tenpos, @ “Qa=@, 0 tue implj-

Ca na existéncia de uma funtmo t o tal gue Uas=t e o o coorde-

Frad dt COMOVENT &S, @ Wl i Ca pode ser @scriba na forna

ds* = Ry dv* - 4t , CIV.7)
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tura constante e independe Jdo tempo.

pagos depende do sinal
O Nidio.
ser normalizada para ber

Feesor (LR CoR

da

curvabura sew
Por ama mudanga de var idaveis,

valores 24 ou @

brimdimensipnal

Ay

g

@

2}

geometria

Ptivo,

o vatuaea

mEbrica

dr¥= % + £1(x)(d6% + senode®)

ande
.E‘{ x T
Guando k=@
Tos a R3 e
fos 2 superficie de uma
compactos {(ou finttos).
Mosimebeia

S0 @hergia-nomento deve

com dens idade de engrgia /M @

san K

&

sty W

hiperesfersa

il

Ler a forma

PEessan

da ceordenada btemporal, © cujas Finh

vas. (R,9,0: constantes.

:
!

H

resdltan NRe @quagoes

3R = (wRP)/R + AR?

; A equagoes de

Einsthe

s ksl

tridimensional

ghes

o —1, o8 espacos btri-dinensionais sio

de

deases

Py« &8
LS § VS S

€

negat i vio

kK pode

4> ¢

(Iv.e)

difeomor -

w80 intinitos, mas gquando k=+1 gles sio divfzonor-

& sHo

Fluido

modelos FRE inplica gue o ben-

prae ol Lo

P sendo fungdes sonente

<

ir, g

~ 3K

e Flumn

RAEW)

i

o
Sl i}

LRSS i
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resolvidas,
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. _,3(/”?),‘2”2 | ;o (IV.ie)

onde (IVL10) &, essenclalments, a equagio de conservagio de
energia (IL1.43XN.0Derivando-se (IVL9)  em relagfio a £ @ uy-

sando-se (IV.10), obbtém-se a eguaghio de Rayohaadhue i o
 3R/R %.(/M&P)- N=0 o (IV.i

Assumindo gue M3 0 ¢ que A w3, & egquegio

de Rmychaudhuri mnstra g R{E) ﬂﬁu_pmdw se@v  constante; o

cespagortenso deve estar ou en contragio ou ew  espansfo, o
e é uundiHente com as interpretacdes male aceilas d&m Ob -

:gﬁryacﬁﬁﬁf A eqUagao (IU,iiﬁ_mmﬂtva'ainda_qua, g8 N = o, R
.d&va bar ﬁiﬁm.nuim emn alagun tenpo ?inifg'tn no passado, dado

P
to = H°* . (IV. 423

e (IVLA0Y vE-se gue a densidade decresce se o
gspago-tenpo se expande, oo seja, ela deve bter sido infini-
tamente arande no passado, guande RS9. Fstae singularidade &
a;caraater{ﬁtina mais inpressionante dos modelos  FRE.  Ela
éﬂmrrw aen todos os wodelos sw quefxng“é posttivo 8 A 40 ou
 %£& Mt to maior gque 2ero.
| Rando-ge &ma EoauRGaED de estado P o= F (M,
CIVLL9Y pode mer'iﬁﬂwgraﬂafpara darj& cond funcio de R.  Se

g espago-taemnpo For vaaim,/ﬁm?mﬂ,.am equaghes de Einstein  ge
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FEiLEEh R

ﬁfﬁ“ AR/3 352_2 ’ NEUIES

Gudas solugdes sio:

. A= 38 (IV.44)

SAs woluetes acivna s8o conheoidas cono modelos de de Sitter.
No caso em gue N=0 & 0 universo estd peeenchi-~

Do

i 5 G
Farnam , '

. L g 2 - .
pa= MIRY . 3R = M/R -3k L CIV.E5)

) 2 - e u TR - P - .
onde M & uwa constants. Introduzinde @ varidvel uysR, pode-

S8 EHUFEVEr @ @4uacio para B como

%z/q = M/BQQ -k

‘ " (EV.14)

=

sothendo a constante de integrache de maneira gue ${tor=¢,
ohtém-se: o
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K=0: RQ:ZW—;&%O)

_kmi_:_ R’ -1..(‘3-7‘7&'0)1*2,@;‘.(*‘%0)‘ | | | (IV.47) -

K=el: Rz =(t) + 2 |8 (bko)

Supondo gue 0 universo tem uma squacfo de EE

Lado de pwwira;F =g, enconlra-se:

/u = M/ \ _3!'%2-M/R%~:_3__K | P IV 487

conde MEconst .. Introduzindo o parfnetro adinensional &  pov

dB=dt /R,  rewscreve-se & segunda equacio como

. (JR/JG)Zz MR/3 - kR® o vy

cugas solugdes 830 (ver Fig.8)

k=zo0: ”‘- R,;HGZ}_' , % =M /36

L Keef: R=ﬂ(cosh5“i)j t=_{‘_’l__(se~h3-é)’f ' V. Re)
6 : & .

_;._K-'-f,ifi:‘ R:_)‘i(i-cos%)) t;ﬂ(éﬁ-sg_&.@);_'
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Figura 8. O fator de eg-

R(t) 4
cala do univer—
%0 R ocomno  fan-
K=0

cho  do Lempo

wix

Para o4 trés

e Kei modelos de  FRW

{ ! Para poEira.

0 MH, ™%
& 6

Nas viginhangas da singularidade (=303, todos
o trés tipos apresentan o fesno conportanento temporal, da-

do por
A, .
R(¥) » (3M/Li) PR | ) (1V.217

Em geral, assube-s@ que a expansio do univeroso
pcorve atravéds de uma sucessio de estados de equilibrioc. fs-

50 implica gue a entropia se conserva durante a EHPANSAG. Be

a densidade de entropia for denotada por T, tem-se L

C%(K]'Rf’)zo = %-; = SR Cov.ay

Admitindo gque a matéria no universo pode ser representada
por um gAas de radiaglo em eaquilibrio, as funcgfes termodini—

micas sio dadas por (42):

N

3]

e

=3P = ¥ T (rveas
{



. Yy
el w /0

2
T= 4t T2 L Iv.RA)

: IV .25

onde B e ye@ad@de e & oa fungio sela de Riemani.

Ao evolugao térmica do  universoe pode, entio,
ser encontrada reesorevendo-se (IVLL59)Y en funciEo da benpera-
e apenas !

. 2

i
T = v Tv-eMmT . {TVLRG)
T 4s ‘

OFid e

,
7

€(7) -

i

k | T _t , Iv.e

RAT* ST3 &S

K=

e B ¢ a entropia total.

o ponta de visla observacionsl, & principal
evidéncia en favor da expansio do UNiverso vemn do desvio e
vectral para 0 veraelho {red-shift) observado na lux emitida
por galdwias distantes. Se um fAton For emitido com uma fre-
quEncia M em uw tewpo t e recebido em um tempo wlibo poske-
rior to, pode-se wostrar (43) gue ele serd observado com uma

Fragudngia

et

Vo = Y R/ Re) . (Tv.ps

desde que, tanto o emissor quanto o veceplbor, ey D% &l @)



Pag.s 4
tongo de linhas de universo determinadas pela metrica de
FRiv.

RDedine—-se o red-shkift 2 cono
\
ya (ko-)\)/k , o Iv.e9)

wide A @ 0 comprinento de onda. A ecauagio  (IV.RE)D implica,

entao, gue!
1+72 = RG)/R(t) . CIV.EG)

S, ora Terra @ no temnpo presente L0, S@ esamiliar @ Luw i
bida por uma galdx<ia no tempo b, ent3o, se ROYY  nio  variar
meda b rapidamente & e o tempo to-t nflo for thHo grande, po-

de-swe expandir RIE) emn sdvie de Taylor em torno de oo
g 2 )
R = R{te) | L4 Ho(t-to) = ¥ %o He (t-te) +... NS TS

orale Ho & o valur atual do parametro de Hubble e a0 & gdedio-

nido come o valor presente do pardmetro de desaceleragio

% = - R(E)R(te) /R (1) LIV

SBubstituindo-se a séria (IV.E4) em (IV.30), obtémmse a rela—

GRO

Z = Holtet) + (t+%n)Hs (xt) 4.
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Ui fdbton emitido pela galdia descreve, Nha doa

s@neia de

¢ﬂc0nmtn,'X:X(t). Logo, como para uam Toton ds=o, o

Forgas, um wavimento piuaranente radial {9 =

Const e Fl

elemento

de linha de FRW da R(t)dXﬁwdt (o sinal nenos oCoree porous O

faton se propaga em diregio &

sequentenente, & linha de universo do

X = (™ 4

t D ()

d distdncia, para o tempo presente to,

Terra ¢ Jdada, no sistema de coordenadas

(%,8,9,tu), por

racterisada [ZEST

D= Rt) X

Usando a expreressdo (IV.349, encontra—-se:

to
dt

et

% (t)

D~ Rto)

Cowm a expansiio (IVLELY para REY  a

BrEYE ...-.H.\H

Terva, colocada em Ke#0). Oon-

r . LR, -
Foton saltisfazn:

o LIVLEAS

entire a galdgia € @

em oque @ Terra & oo

b.,
g

o« (TVLE

W IV ES)

acima fica,

. . ” 2 .
apaa A integragan, Deto-t+i/2.H00(to~t) +uw. 0w, caunivalentoo

menk e,

Lot

u

i AL
D_EHOCt i’)

Comb inandy (IVLEY) com a :qunadu de =

(IV.a5), obtéw—se

" IRVENCY A

termns de  (to-t),
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2 o T
Z= HOD + ,_1.__ (Li’ ﬁ'o) (“o D) a ... (VL 388
oL

red-shifi-distancia para 0% nodelos cosno-

Idgicos de FRWL. & partir dela pode-se determinar o valor  de

Ho dgue, presentemnente, & dado com uma incertess de it Faboy

it

1001 Ko see™ Mrc'i . CTVLE9)

Ho

com L/72<4h41.

e acordo com (IVGP), se k=0 eN=9, a densida—

d [t \':i B BNy | i ('.l £ LN | VENF S G (’l .
=3
Jer = 3H . (TU.48)

> - 4 1 3 .
que & chawmada de densidade celtica. Obviasente, k  pode ser
diferente de zero e a verdadeiva densidade de  energia ser

diferente de JAer. - FtoE R ERD

Q. :/C(.//(/ch, (EVLAI

¢ chamada de paridmetro de densidade. En geral, 2@ PUNnERO
de € mas,  se k=A=0, L serd sewpre igual @ um. Existe i
relacao direta entve e o parfaetro de desaceleragfo o, da-

Oa por



H

PHY WSS

9 = AL (1+3r) (A=o> , o IV
el
ongde  § =P z"/M- o Na dpoga atual, P A gl WEne ) Fa G
Yo = fLos2 (V.43

O intervailo observacional para o pardnebro de dessceleracio
qo estd antre 9,84 & 2,3 4%), o qus inplica aque ¢,02¢ L o<
¢4, 0.

Ccriba Domno

finalisando a eglacan (IV.%), e

O R (IV.44)
R H?

8
e wmuponds que, para on EFrineiros tenpos do universo, RE) ot

(0nd1) {0 gue condiz Com as S0

hes para radiacio & 2 poeira

estudadas, com k=%, ten-se qgue

Ceta eguardo indica aue, $e 0o iniclo do wiiversno Su diferia
g unildade pov un pouco, sle dove diferir grandements da
anidade nos tempos abtuais. leseo esta sa desacordo com o 0 va-
Tor medido de dle, wue se encontra razoavelonents pedding de
W, 8 consb it o chanado  problema  ds  densidade eriticosn

(flatne

problemy ! a densidade de ensroia 0o upiverss  prie
moratal deve ter sido enorasesente pedsina da densidade  orf—

tica para estar condizente con os valores ataaln
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Fara w8 farer uma estiamadiva de gullo proaxima a

dansidade de energia devia estar da  densidade oritica por

T . ' .t . ' : %
voita do teampo de Planchk, definido cono tp = taG/ef 2

e Yy , . . :
wf  A39T w19 COBed, Val-se BHHRF O seqguints procedimento:

o

maﬂﬁﬁ“5ﬂlj&{$}@m_, atualiments, tem-se que N=g)

3
}:"g'i& < ‘1/*4cn. = 42 H*® o . (IV.44)

canos. Admitindo que o universeo ¢ composto, entre oulvas coin

ss, por oua guas de radisglo cuda atual tesperabura & da or-

-y

dem de 2,7K, & que a entropia se conservow desde A gra  de

Flanck atdé os diss atuais:

. . & : ' )
o> Sran, = TRS = L To?’ Rc% = 3L x iog ' po LIV, AT
945 o

lel < Y« Lo %% e IV 4B}

Loge, usando (IVLERY, (TVLEE) e (TV.49),

. ~56
ys Zu‘(zﬂ < M NS TR

T+ [ T2

Desinindo a massa de Planck como:



PO Ty
PO s T

(',’ -
Me o (he/6)"s 24%% x 10 i k%’ . LIV

pode-se reescrever (IVL4%7, no sistena de unidades adotado,

CLng s

Fara o tempo de Planck, T = Mp, de  maneirn gue, G U

e & a 5 : : o =5
CIULELY, 0L -1 /704716 3 "

Foda eesa analise pode gatar ereada B Jersrie LSRR

g varur die N tenha sido Cconsideravelnente grande no possado.

Ow Timites obssrvacionais para o atual valor de A, obiidos

. , =29 - )
a partie de medidas de go, VI ANRGC TR 0w m 3 (446, Para 0%

estagios atuais de evolugho do uiniverss pode-ge, vortanto,

saumir gue Aae O,

O rringipal agente pelo qual se pode obbter jn-
FOFBAGCED SODFE O WNiVEreo ¢ @ luao. Emno ELPRAGCO PIann  pode-
S@, el principio, ver todo sinal tuminosg - por mais oistan-—
be que estoja & sua origem - desde que s espere o tenpo
suficientemaente longo, por causa da  velogidade finita da

Tuz. Num ¢ Aaco curve, entretanto, a gituacio & mals compli-

Catfaa

Chama-se de horizonte ao raio da regdilo do eg-

PmEnte Tonexn @ (AR}

Pago-tewen que, 2w um tempo L, eabtd causs
dado ponto p. Existen dols Cipos de horizonte! 1) poce @wle-
Eir oum voluwe maxing de cudos pontos sinais poden abtingir o

ponto p o (horizonte de parbiculiads 1) pode @xistiv um volume
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miine cujos pontos poderiio ser alingidos, em o alguwm  benpo,

RO um sinal emitido por p (horizonte de eventosi. Us dois

conteitos se encontran (Tastrados, qualitativamente, na  §i-

gura Y.

Figura Y. Morizaonbes

Fen bpo
VHIVBRgo

| pagTIULA
S veeVEL

Parn Q-
S gm T

Heglzonrte by
PRRYT I cuLa BE
O sy p

i3 0 horizonts de part (o

Ta de un  observador D
., GoNB DE LU o .
P passnce og O wEoP
g IMESED PO
o —— UMIVERSS
Lindf pe UNTVERSD .
ST ur oPIERVARKER O

“Ta Do

BVENTDY GYVE RUNCH VMEVE pso

o FTaR we vESTU
\ Poem O
.

A"
\{
~

i i O horizonte de svenbos
HRURLIoNTE oy

Fﬁﬁm@ﬁbao- para ap obsevvador §.

gvenyo aug O
Hunes ey Twrtvgpneiae

Twmr'cng oo
UnIvEage

Dus dois bYipos, o que sais intersses & o kari-

el

czanbe de part{oulas Un pulso

Tuminoso enitido en-b=9 alings,

i
ne teneo €, w o disté&noia

i
M

i

t 3 .
D. R@) | 2= . (IV.EDy
D - | ) o R |

que dd o horizonte de particuld em fehebo de B. Supordn, np-
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%S .
vamente, gue B(L) s ¢ oblémese

D - £ /i-m (m<i.) L (IV.ER

A

BOBMPEES i

O acima dndicow aue, num tempo b O URiversn Bea
causalimente separada en regides de raio D,

Ao observagdes revelam 8 existéneia e yma Fa-
diaghko cdsmica de Fuado aa regiso de microondas oujn tﬁmpef

vabura, & torno  de 2B, 7€, & baatante i+

shrdpica (A TATLLG

v o - . ol ot g Dy - ot e
sobre distancias angulares da ordem de @ w®y (47) . EBEged ra-

diagia de fundo & interpretada come resanescente o

B L e
elodo en e o Potons, abd ento em equilibrioc térmico € O

seoplaram PRSSATAN B B [ERERNIERART 323 Tiveg

mente. Devido & isotvopie observada nessi Fadiagio inFere-se

a do desscoplanento, devia

HEE O univEragn, anbs

praticanents lasotrdp ico. Begundo o mnodels de SR mai 5o RO
b, o sguilibrio tdrwico entre mabdria o radiagHEo  Comecol
Sy pe S B R . e 4y . R o io 7 o

por o volta de ©8 2 seg quando 2T K (Al .

Gt d L Tndo aue, durante o per (odo de  idteragio

-
.

birmica entve maldria e radiacio, = Euuay o de eetandd  para

O i ve

w0 wra do tipoe P= A28, o fabor noes (IV.53) passa  a

valer 478 & o ralo do bhorizonte Fica sendo dode por
; .

!

i

D= 2% IV .54

geon

“Rebe horizonte de purticoula deve ser comparads cow o raig da

regiEo do universe i época do eauilibrio satee valdrln & ra-
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Py .o

diagho que irad evoluilr pars 8 Lransformsr Do univVErss  pre-
sentemsnte observade. Usando conssrvagio da entropia, temn-se

4

L?> () T@F) = Lo?> @’o:

"g" indica wvalor

onde L denota o raio emn guestio & o indice
~i3

) . 8 ., . .
abtual. Assumindo gue Lo 4xid™” fevie gque To® Zxid Gew, a

raxlo entre os voluness comn raios D e Lty &

oy
st
<

ity

13 3 -2
D - 8/iT ~ 2,5x 10 .

IE';J% Lo Te

o i s

0 resuaitado acima twplios gue O MNIVEr&rSO, e
bew dan dpoca do dmmaampimmmﬁtm,.amﬁﬁiﬁtia de pelo  menos 1@
Fegibdes separadas que nEo iveram tewnpo suficiente Para. G
tmmgniﬁmf umag com as outras. Leso forpa didicil a explica-
¢Ho da isobtvopia do universo squele periodo, i ﬂmnﬁtituf ]

chamado problems do horizonte.

1¥.3 MODELOS COSMOLIGICOS
ESPACIALMENTE HOMOBENEOS

5
1 concelto matendtico de homegeneidade de  um

gupaes ¥ 0 de aue bodos os seus  pontos  w8o sguivalentes.
Dlaramente, sete conceits & valido pars sspagos de gualguer

dimensio, podendo ser aplicavel tanto parsa o espago-tLeupo



P W B3
cong al todo guanto para subconduntos de trés, duas  ou Lma
dimensio.

O tipo mais importants de espago-tempo oo
BLD-EEPACO% honmogdénens ocorre quando todo ponto se enconbra
gooanR segao tri-dinensional bhovog8nes e Lipo-gapags, Eakt,
a0 gque o velor tangente a gualauer curva na secko  howmoufoen

& de tipo-e

paco em Lodos ow pontos. Un espaco-tenpo com go-
sa propriedade ¢ chamado de  espacialmente  honowdneo. Mg @
impede um wniverso espacialmente honogéneo de estar em  evo-
lugio temporal.

Além do conceito de homogeneidade, oubtro  con-
cetto impurtante para se Classificar espagos-tewmpos o um
ponto de vista geowétrico & o de isotropia, ol seja, o de
eanivaléncia e GireqieEs.

Be existivr uma direcio de bipo-tempo  em um
ponto tal gue todas as diregors espacials rerpendiculares @
ela sdo eauivalentes, o espago-tempo serd dito esfericamente
simdtrico enm tornoe do ponto. S, para una dada direcio  Lem-
poral o em o um ponto, existir ueas diregio espacial tal  aue

guatsquer diregoes na superfloie bi-diwensional verpendiocg-

lar A% cduas direg GRS BE Jad eiivalentes, (W] @apaga-enpo

i

sErd dito rotagionalmnente sindtrico. Ghviamente, ESEanOs
tenpos esfericanente simdtricos slo rotacionaluwente simeber |-
cooewm torng ge gqualauer dircepHo espacial. Un espago gue o

et esfericanente ou rotacionaluwente sindtrico em todo ponto

e docaimente rotacionalimente sindgtrico (LRS).

Glguns dos meis importantes tipos de  simoeteia

ra



.

Pay.gd
GO espago-tenpo 90 08 seguintes: Se  existir um  velor de
Killing de btipo-tenco em todes os ponktos, © 2 espago-tenpo
exiba una tndependéncia temporal, e & dito ectaciandri 0 HeE,

]

alen disso, o vebtor de Killing for ortogonal a hipgrosaper §i-

cres {en Lodow os pontos), o espago-temnpn serd chamado de
eatat ico. Be existir un grupo Br de movimentos deixando  Um
panto p o Fixo, Gr serd chamado de grupo de isolropia. O maior
grupo de isobvopia gus um espago-tenpo pode ter em um ponto
€ um Bg (0 grupo das transformagfes de Lorentz)  (49) . U

grupo de isobropia em pooindes um grupo do Lrans For mag o T

neares o espago dous vebtores tangentes a p, Te, «ug &
grupo de isoltvopia lingar. Se g£sse grupo de isoltropia inear
deiwar ua vetor de tipo-tempo Fixo, o grupe de isobtropia te-
ra Grbitas de ti#mmwmpagu, AEB IO COMO Wi grapo  de  rotagdes
no @spagn. Un G de isotropia em um ponto p deixando Fixo
vetor de Uipo-tewpo imelica ew sineltria rotacional emn pe U
65, por suan ver, implica tm sinelria 2edidrica.

Aokomogene Hdade se carscteriza  por um Yrupo

atuando transitivamente sobre todo o sspaco~tenpo. A honoge-

ne idade espacial ocorre guando uwm grupo atua transitivamente

sobre segoes espaciats (as drbitas 3o sub-variedades by |-
dimensionais de tipo-espagold. Para que se tenha homogene ida—
die espacial, portunto, € preciso gue se benha  ww grupo GF
Crp3) atusndo sobre aquelas segies. Sabe-—use e, Para n=3d,
rydsZ.nlnel)=b. Logo, os  wodelos  espacialmente  honowdneos

deven e v=3, 4, 5 od b

"1

e ored, existe um grupo siaplesnente transit |-



Payg.od
vo. Be rad, pode~se mostrar que existe um subygeupo  de  Lrés
dimensdes (5¢0), 0 qual pode atusr transitivamente em drbitas
de 3 ou 2 dimenstes, Se ele albuar sobre Srbitas de 3 dimen—
snes, Lten-se de volta o caso r=3. Na realidade, existe ape-
nas una posstbilidade de gue um grupo By ndo possun um  sub-
grurd G simplesmente bransitivo: nesse caso, cada ponto das
drbitas tewm um GL de isotropia € 0 espago ¢ LRS. Un Gs & im~
possivel  (S1). Todos o8 casos em gue red adonitem un Ga @im-
plismente transitivo em gue cada ponto da drbita bem wm G
de isotropia e ¢ localmente estericaments sindtrico (modelos
de FRWY .

Tem—se, portanto, Que um critério sabisratdrio
de nonogengidade gspacial, gue exclul apenas 0 caso Oy Ay —
cionado acima, € o de gue deve existir um B de mwovinentos
atuando de maneira siunplesnente transitiva ewm debitas de &
Po~espago. TOodos o8 casos de honogeneidade espacial possi-
veis poden, portanto, ser encontrados por ama  classificagio
de todos os Gy pousivels. fwso foi feito pela prineiva  ves
par Bilanchit (52 .

Como visto na segio 1.5, os vetores de Kile-
Timg de wam ogrupo de simetria satisfazen unma algebira de Lie

dada por
[[<*) Kﬁ] C p K CIV.GTS

Para classificar 0% B3 vai-se usar o seguinte procedimento

53y, gue difere do originalmnente proposto por  Bilanchi. U=
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sando £ » O pseunso-tensor completanente anti-siaébrico nor--

walizado (& =i, pode-se escrever

'.é.' CIP g<pé NCE L gV (1V.583

’

. ¥ . . . . )
onde N @ i Lensor tri-dimensional de segunda ordem ¢ A

& um vietor tri-dimensional. As propriedades do comutador im-

plican e

L
-

N*F Rp =0 (IV.59

. L .
Forooama mddanga de base, pode-se reduzic N P & A A% Tornas
Nipmdiag(NA,Nz,Ns), G Ch,0,8), onde cada Ney vale 2 4 ou 0

isto wmplica que
N.R = © . (IV.6)

Dessa maneira, pode-se reduziv a  dlgehra  de
Lie tei-dimsensional dos espagos-tenpos espacialmente homogd-—
neos a wm oog nove tipos tistados na tabela 1.

fv dluyebras de Lie tri~dimensionais & os mode—
Tow cosroldyicos associados a0 vatwalwente divididos em
guas classes, correspondendo hs duas  partes da  tabela L
Clavse A (A=0) & classe B (A9, Ng=8). s modelos pertencen-
bes a cada ama destas classes possuen importantes proprieda-—
des #m OOt

Para todos os modelos espacialmente homogéneos

e e P o o
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& normai unitéria as arlbritas do gwuwﬁ ¢ oum  vebor  geodésigo
tnvar fante sob O grupo. Pode-se sscolhé&~la de maneira gue
ﬁ“mmt,m, com as drbitas sendo superdicies com tmﬁmn&t,, 23

meEbrica se torna (54)

ds* - %ﬂﬁw‘wﬁ-éf' - . IV

L) ’

L - .
onde as W osio trés  d-formas nas Arbitas.

Tabela 4. Classiticacio das dlgebras de Lieg bri~dimen-
wionais para os modelos cosnoldgicos espacial-
mente honogdneos. O parfimetro h, dedinido por
h=d&" /Ng Ny, @ constante em  todos 08 @Spagos-
Lenpos.
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No caso dos Cipos de Bilanchi, onde o grupo  de
simetria & um B simpleswente transitivo a0l v hipersuper-
Fioies de honogeneidade, pode-se enconbrar  uma  base inva~_
riante {Bud sabt istazendo ([l.66) em.c&da Grbita. & wmétrica

(IVL61) ltica, entio

Js"?“:-.. %APB*B@ - d5t | L RIV.6R)

ﬁﬁda cu (8% sZo duaiﬁ $uﬁ (Bt @ Yap & uma  Pungao  somente
de €

Erinben variags escolhas possivels para a  buse
(Ba o Unualmente se inpde gue as coordenadas sejam co-moven-
bas com respeito a um conjunto particular de curvas de bipo-
tempo. Esbtas podem ser as curvas integrals da normal no ouw,

]

S8 POUVER mmﬁéria presente oom guadr ivelocidade ufEn {mode-
1os com "télt"),'dw e Para a base {Bx;n}, todas  as  conpo-
nenbes t:@f.) tensor de Riewann podewn ser expr EHHDH  EW Lermos
das o i}tni?tll)xuili es da meEteica Yup 2 de suas derivadas primeiva e
ﬁmgundm, & odas constantes de sstrutura G‘P“ fe componentes

da Lensor de Ricel 8m ow seguinte forma (55)

&% -k s%sh

Y

= 5

1

3
5 ¥ . § § > '

Rd- "‘"I"}ZSS (Ci\‘aﬁ-- B*C%F)n %(5‘;55“5‘;}4) CLIML A

Rjﬁt. F“E ;1}“‘ 3% (th1815)
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onde SF;‘ e UL Poqs ¢ o tensor de Ricci tridimensional,

dado por

v

F
Pap = 4 Cls [ g +qpncie 19 -

¥ & §Y ~ M ] o> M 5Y YT
-_{-Cs.a [Cm*?n?r C?’rb]*q‘cfscvac&w?fwﬂ% % . (IV.44)

A resolucio das eguactes de Einstein para o
modelos de Bianchi (ria aumentar em demasia esta segio.  Una
vier gue elay sio bastante conhecidas (56), limitar-se-4 a-
penas a apresentda-las, supondo gue a matéria pode ser deg-
crita por o um bensor énergia~nonento de Fluido perfsito com
constante cosmoldgica nio nula. Elas sRo mais facilmente ob-
tidas para os modelos de classe A, para os auais tem a  see

guinte formna

r3"(/)( + XV/xy+ XTfxp + ;‘;;(N*x//z)a-é—("‘y/xz‘ N3Z/x‘r)2= -;:(/u-e)#\
JIY « TRIvx « V2fys + _.("z/x L (Mo/yy - mX/yZ) 1 (ueP)en
42/2_4-25‘/&)( + 27y +4 (Na2fy,y )i (“1%3-“1%2_)1%(/4-?)1# A (1Y.65)
XYy + Y2/y2 4 Zifpy + 3 (N:.Na/xz ¥ Nalafya Nsz/Zl) ~

NG (%) (N‘x/sz (%72x) ] = puv A |

onde ws  funeg gen X LY © Z opodem ser encaradas Ccomno fatores g
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estcala nas Lrés diregies espaciais. Us modelos de classe 8

introduszen algunas couplicagoes adicionais. No entanto, para

gow Lipos Ve VYih ainda tew-se
ﬁ. . . - 2.2 2
KA+ 3y X5y =204 Sa g 28450 s (uer) s A

Yoy s VRzgx + Y245 -2(a§+acm)/x4_.zk’“//qzz=%(/*-p%/\

3 3% >0, = 2(a% -ac o) )
/2 + ox ¥ LNy /%3 "},LC/"P)*'/\ (IV.66)
%3/xy + X2 /x2 4 20 2y + 28127 - (3a5+98) /x> =

L=/Cc+/\

onde ag, 9 & b 8i0 constantes. Se qu=b=¢, temn-se o tipo V,
@ & 90 ¢ b jorem ndo nulas, tea-se o Lipo Vih. Para os o
delos restantes, de tipo IV ¢ VIlh, as eguaghes nHo  serio
dadas aqui, recomendando-se a leitura das referéncias  (57)
g (58), respectivamnente.

0 dnico modelo de Bianchi répre%entanda aum
universo fechado com gurvatura positiva (PX®) & o de tipo
IX, generalizando os wodelos de  FRW  fechados. Os  modelos
abertos com curvatura negat iva (P<KO) szo os de btipo Y &
ViThe & o modelos senm curvatura (P=@) sio os de tipo [ e
Vilo.

Resta, apenas, estudar o caso dos wmodelos  en

ane reds Jd fol o visto que todo Gy contém um subgrupo Gy s
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' ' ) 1 ' . . .
Cven seEr proporclonals a d@ +%8) de* oonde FO¥sgend (k07

pay.?i

s este For simplesments transilivo, os casos  con r=d  oio

N L LT U . N NPT s 3 s g S IFTRRE 4 N S .'“! 4 7 o g R R [ QOO A
Casos especiais dow tipos de Bianchi jd discutidos. Sobram,

CApenas o8 casos en que 0 Gy ¢ muwltiplanente transitive e,

'purtanﬁm,.agﬁ sobre superficies bi-dimensionais de cuwrvatura
constante k (positiva, vegabiva, ou hula}u Os modelos  deste
fipm 80 conhecidos na Iltermtuva_aumm modelos de Kantowski-
Sachs (593 |

L As medbrivas dos modelos de Kaﬁtmwﬁkfmgamhﬁ i
. }
§ (k=03 ou ﬁ@ﬁhe (k<@)o s métrica%_(Iv.éi):_tranﬁ¥mrmmm“ﬁe,.

neste CorBo, @

| ._c;I_s‘L:. XQIO':) d + ?’lft)(deﬂ 'fl(ﬁ)clséj_')"clfl_' S Ev.e7y

@ as edquagiies de Einstein, para  um  tensor . enecdia-momnento

tipo fluido perfeito, podem ser escritas como (60):

By Sy Kt na P

%« Py w RISKY - A m =P |
| (IV.45)
2%X¥ ey * Ty K/yz=A= M

Conde K=+4, &, -1i.
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V.05 MODELOS COSMOLOGICOS INFLACIONARIOS (64)

Como visto na secio IV.2, os modelos FRW, ape-
sar de fornecerem uma descricdo razoavel do universo obser-—
viavel, apresentam alguns problemas, como o da densidade ori—
tica & o do horizonte.

Todos esses problemas estio relacionados, de
uma Forwa ou de outra, as condigdesy iniciais do aniverso.s
Acredita~se que, durante os primeivos estdgios da evolugHo
do universo, ele gra consiturdo basicamente por particulas
glementares, de maneira gue una descrigdo completa do  wuni-
versn primordial sd pode ser feita com o audilio da teoria
da fisica das particulas elementares.

Um dos grandes avangos nesta teoria, ocorvido
na metade da década de 70, §0i a proposiclo das teorias de

grande unificag@o (TOU) (42) . & idédia bédsica das TGU & a de

que as interagdes forte, fraca e eletromagnética estio rela-
cionadas por uma sinetria gque se encontra quebrada (ou €%
condidal no universo atual. Esesa quebra de sinebtria teria
ocorrido espontaneanente, a medida gue o temperatura do uni-
verso dimindia (63) . A& Filguwra 10 dd as teamperaburas aprodi=-
madas en que teriam ocorvido as guebras de simebteia.

A incorporacao das idéias das TOU & cosmologian
Pode trazer am pouco de Tuz sobre 0% problemas cosmolidgicos
istentes. Ew particular, uma teoria gue se revelouw bastan-

te satisfatdria para & resoleio destes problemas ¢ a  tearia

P ST T S
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do unitverso inflaciondrio.

K?(Gev) e L {meg)
L i T .
16 R T N Bra de Planck
l .
L -3§5 ‘ Lo ;
R d. 10 Grande uniticagio :

i - ortetglietro-fracal

- o . _ e e ) - ' :
Y] b 2@ Transigio eletro-fraca

i - {$urtﬁ+$raam+ﬁ1ﬁtrmmagnétjaa)

[ aa o
e L. 1@ Hode

Figura io. Esguemna ﬁimpli%icadw_daﬁ transigoes  de

Fase que o universo teria sofrido.

i
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O modelos do universo iaflaciondrio assumem
QUE O UNTVEFSD passou por uma transicio de fase de prineira
ordem ¢m sewn estdagio primordial, associada i quebra de sime-
tria da grande unificacio. O comportamento da sinetria nes-
tes modelos ¢ descrito por um campo escalar &, chamado de
campo de Higas (464, gue desempenha o papel de uwm  parametro
de ordem para a transicao de Tase: um valor e%p@fado nilo,
C#) =0, corresponde a uma fase simetrica e <E) #0 corresponde-
a uma fase com guebra de simeteria.

A oalttas temperaturas (universo primordial), o
estado stmétrico { falwo vdcuo) & energéticamente favoreci—
do. A medida em gug a tenperatura decresce para zero  (vaguo
verdade iral), ama Jase de sineteria suebrads se Lorna o setadao
mais Ffavordvel, mas uma barreirva de energia (ver Fig.li) se—
para ags duas fases.

A medida que a temperatura do universo decrescia
e diregido a T2, a barreira de energia want inha o universo
aptigionado no estado simetrico, wmesmo com o estado com si-
metr fa auebrada sendo mais favordvel  energeticamente. Euste
fendmenn € chamado de  supev-resfriamento, e & tipico de
qualauer transiean de fase de la. ordem. No estado simétrico
metagstavel a densidade de energia‘}{ nao ¢ constituida ape—
nas por termos devidos & matéria, mas Lanbémn por uma densi~-
dade constante de energia de wvdcuo, A '~==/b(o“~‘Tcl' « Para T=» %, a
densidade de energia do vacuwo passa a dominar sobre as de-
mais, de mangira GUEUT Lo =eonst. & o tensor energia-momnen—

Lo do universo pode ser escrito como
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Figura 1i. Conportamento vendrico de Ul 9
OYT¥:)

tipica

em

para varias  temperaturas
Fase de dfa.ordem. Um  estado

transigido de

com @ =0 corresponde a uma fase sindtrica, e

¢ corresponde a uma fase com quebra de
(T>>Tcs,

tenperabaras
U,(P Yo Fa-

transi~

¢ =
gimetria. Para altas
¢ =0 corresponde a um miaimo de
ra T=Tc, a tenperatura critica da
as duas Fases possuem valores igusils

com  simebyin

QE{(JJ
de Ylod. Para T<Tec, o estado
(v inimo

Favorecido

de enerygin

quebrada © =T ge torna
V. Entretanto, ama
simétrica metaestdvel.

atualmente,

barreira
Vo(T

de

mant ém @ Fase
[ OF GILe,

yuebhrada
da

A FEero
simeteia

igal
de
medido

é feito
vivenos em uma fase
com T prddima de zero e o valor

E QUABE TEero.

constante cosmoldgicn
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Todas as propriedades descritas por um  {ensor
energia-momento do tipo acima sfo Lorentz—invariantes (65) .
Como as propriedades dos sistemas mnateriais € da radiacio
nao sdo Lorentz-invariantes, ssta propriedade confirma gue o
tensor em (Vo) descreve o vacuo.
fdel'dovich (66) mostrou, por argumentos f$isi-
cos quantitativos, gue a polarizagido do vdcug (criagfo de
pares de particulas virtuais) produz energia e tensio deg—
Cciritas por um tensor enevgia-nomento da forma (Void). Se este
ads de particulas virtuals tiver a forma de un  fluido per-—
teito (II1.42), & equagio (Vul) implica na seyuinte equaglo

de estado:

P = -/qo - WL

A pressac do vaouo &, portanto, neygativa.
Ui universo preenchido por um tal wvdcuo tem

aua evolugio, de acordo com (IV.i1), dada por
0 «/)
R(t) & B (B“ (Fn)* , (V.3

gui & do tipo da solucio de Sitter para k=0. Eeste crescimen—
to exponencial de R(t) representa uma verdadeira “intlagio”,
se comparado a0 crescimento usual dos modelos de  FRW, que
vai com t , nld.

Una época de expansio inflaciondria pode re-—

solver alyguns dos problewas coswmoldgicos, mas, antes, ¢ pre-—
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Ciso encontrar algum mecanismo para por  Fim & indlagio e
completar a transigio para a fase com guebra de simeteiae. O
nodelo originalmnente proposto n&o possuia wn mecanismno  ade-
guado para Finalizar a inflaclo (&47), € F0i  precisse  Ccons-
Lieir uma A ‘.5‘:':{('.) me 1 oy ad @, COn hecida ¢ QNGO POVO BN IEVERSO Tn-
flaciondario (585 .

Segundo o modelo original, o finm da transicio
onorverita porgue flotuagies quint icas levariam pequenas ¢e-
gides do estado metasstdvel de falso vdouo a tunelar ateravés
da barreiva de energia, produzindo peqguenas bolhas da  fase
energet icamente favorecida. 0 mecanismo é semelhante ao que
ocarre en transigdes de fase de ta. ordem em fisica da mabé-
ria condensadal mais @ mais bolhas seriam nucleadas com O
tewpa, cresceriam e iviam coalescendo para preencher o cspa-—
GO No caso da inflagio, no entanto, o necanismo & problemd-
tico pois a expansiio exponencial do estado netaestdvel GER -
ra as bolhas, proivindo-as de coalescerem. O universo resyl-
tante seria altamente inomogéneo, incompativel com o obser-—
vaio.

A proposta do novo universo intPlaciondrio para
resolver este problema & gue a transicio de fase deve ser de
wn tipo nuito especial, conhecido como rolamento lentoe “"slow
rollover . Em uma transiclo de rolamento lento, o comnporta-—
mento de UT(¢) contyra @ tem a Forma da Fig.i2 guando T 0.

A barreira de energia essencialmente desaparece quando T = 0
¢ o estado simétrico, anteriormente metaestdvel, torna-se

instdvel.
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Figura 12. Comportamento de U @) contra ¢ B
umia Cransicio de rolamento Tento. A bharvei-
raode energia separando a fase siwmetrica da
com simebtria guebrada desaparece com T - ©,

propiciandoe um lento rolamento para =0,

Uma btransicio de fase desse tipo &  conhecida
como guebra de simetria tipo Coleman~Weinbery (&%), pois ©
modelo proposto por eles foi dos Pringires a usar @ nogio de
Fofamento lento.

O universo ¢ levado do estado instavel con ¢$®
para o estdvel com @ =€ por Plutuaches quint icas. Em geral,
dirante essa transigio a densidade de energia do universo &

(7¢)

2

M= % + Vo (9) + Moues . (VLA

LI . .
onde o terang ®/2 representa @ energia cingtica dow wraaltl a
do canpo e Mau-g descreve a densidade de gnerygia de todas  as

gopdciecs de natéria e radiagio presentes. As PrEseOEs oo
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respondendo aos trés termos em (V.4) s8o (71) 1 Py = ¢ /2, Py=

=-Vole) e B % Mug/3 (9as de radiagio). A equacio de con=-

servagdo de energia~monento (IV.19) dd, entio
R » [o- . 3
/"(u-a + LlH/uh-n = - @ ¢ +3HO + \o(9) . (VL)

-
onde HsR/R. Esta eguagio pode ser separada em

3
fMowr ¥ Ypue = 0 AV

e . ' )}
O+3He + 10+ No (9) = O R

onde 0 Lermo P&l representa um decréscing TFriccional”  da
energia de O, devido & criaclo de aatédr ia-energia. Da mesna
maneira, o termg BHé tem o efeito de um termo de atrito, re-
lacionado ao decrédscimo da densidade de energia de € .

Se Volé) ror ﬁu¥icienteménte plano prodimg de
P20, o rolamento de # & muito vagaroso, de maneira que Yo(é)
permanece boa parte do tenpo prdsime ac  seu  valor inicial
para @ =@ (Vol{$lrs o ) Logo, até gque Vol(g) pagae_além da par-—
te plana do potencial, as condigdes se manteém  pedrinas  da-
grelas reinantes durante a  fase  simdtrica metasstivel, o
terno de energia do falso vacuo domina sobre os dewais, e o
Riverso sofre indlagio.

S o periodo de rolamento lento durar  por  um
tewpo tr o universo, ao Final deste tewpo, terd inflacionado

Btn

por um fator R{ti= e w Quanto maior tr, maior a inTlacio.
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Apds este tempo, 05 Lernos 5 & P& e (V.72 passam a ter
grande lwmportdancia. O potencial Vol) oscila rapidamaente em
torno do winieo $=0, o gue propicia a transformnagio da

energia do campo de Migys @ para energia de mnatdria e radia-

cﬁu/Amg. Teto implica em um reaquecimento do  universo  at

7.

wia temperatura TraTo, apds 0 qual a  evolugio do  universo
volta a ser dada por um nodelo de FRW.

Ao térming do perifodo inflaciondrioc, o hoei-
zonte de particula do universo deve crescer, de acordo  ©on
(TVLS2)Y & (Va33, abté um valor

A [ Hta ]«. «i Hia
Dix = H [8 ~{]x® H e (V.8

Para que o novo universo inflaciondrio expligue o problema
do horizonte, Din deve ser maior que LEr), gue € 0 raio  da
regido gue, comegando em tstr, evolui para o universo obser-
vado atualmente. Usando um argumento similar a0 da segio
IV.E tem-se, portanto, que @ inflacio serda "bhoa” se:

Hdth& > (TO/TJI) l.D

- (VLE)

Frasuam s ndy guae o= f«/d:Tc*/JWUW/d.1cH/M§', e adobtando-se  og

valores Jjd wsados para Lo ¢ To, obltém-se

Hin > da [V8X Tolo Tc | = 56 . (V. 19)
3 Mp

Una ver gue & condiceido (Vuid) seja satisteita,
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O problema do borizonte Fica resolvido pelo ROV universo
inflaciondrio. & inflagio ¢ capay de fazer com aue o pe-
GRENE FEGIRO, COm raio bem menor que O do horizonte antes da
transigido, venha & evoluir e se transformar em todo o uni=-
VEF S0 LhHervave .

Com relagio ao problena da densidade coritica,
gle € resolvido porque, durante a intlagio, REut= & u ¢ o
pegundo termo do lado direito em (IV.44) pode ser despresa-
doo Sendo assin, independentemente de L0 ser waito maior ou
muito menor gue um antes da transivdEo, ele tende exponen-—
cialmente & unidade no periodo de inflagfo ¢ a expansio tipo
FRW posterior nao ¢ sudiciente para afastda-lo consideravel-
mente de dm.

0 mecanisno de inflagio, portanto, ¢ bastante
eficiente na resolugio destes e de outros problemas cosmnold-
gicos nao discut idos agui (72). Cowo a inflagio termina  bem
antes do pringivro segundo do universo, dando lugar a uma ex-—
pansau de acordo com os wodelos de FRW, Lodos 0s sucessos do
modelo padri&o da cosmologia o, tanbéwm, obtidos.

Apasar dog SUCEsH0%, O NOVo universo inflacio-
nario tanbém poswui alguns problemas, o gue tem  levado G
proposicio de cendrios alternativos, como a inflagBo primor—
dial, a inflag@o cadtica, ele. (73) . Qualguer consideragio
sobre estes cendrios estd, no entanto, além do escopo deste

trabalho.
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VI. INFLACAO EM MODELDS COSMOLOGICOS

ESPACIALMENTE HOMOGENEODS

VI.i INFLACAD EM MODELOS DE TIPO I DE BIANCHI

Como visto na secao V.3, os wodelos de Cipo I
de Bianchi sao espacialmente homogéneons mas anisotrdpicos,
com as hipersuperdicies tri-dimensionais de tipo-espago sen
curvatura: eles poden ser copsiderados como extensoes dos
modelos de FRW com k=¢.

A wua meleica pode ser escrita como
2 2 -9 2 2
cls = X ) dut + (ﬂJg“Z Ci.-)d{‘ - dt . VI.LD)

& as equagoes de Einstein com constante cosmoldgica PR i

Fluido perfeito sao:

rz
« 2 - '_é‘_' (m-P) + A (Vi.2

Define—se, vsualmente, os seguintes elementos
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(7470 0 fator de escala wmédio
Yy
R=(xrz) VL)

o parametros de Mubble direcionais

Hx?—X/XJ Hz.=y/7‘} Hs.-.Z/Z.

s (VT .4
0 pardmnetro de Habble wédio
, VTLES

Hn _ﬂ% (Hx + H?‘l‘ HB,)

e oaoanisobropia wddia da expansio

AT ‘
H = ,;Zgl ( LH ) | . (VEL&)

A definigio de R inplica que

L
3

~|2
n
x |

+ 2 +2 - 3H . (UIL7)
> 2 _
B bermos do pay3netvo R, pode-se  resscrever
as trés ;p i iras equagbes de (VIL2) como

3R
R

i
3

N ‘<'AI‘< x|

.).S.
X
Y (VI.8)

A

u

4--- + 3R
5 ,

-2 4 38

R - =
2 R

‘\)IN'o \(I“: xlx



onde & =A/Z2 A -PYFA L Bomando-se as Lrés equaches adiua,

newandgw (VIL7)Y, Lten-se

+61'2..=o<(_>5_+_.>_’_+
R X

NN

)

Usando novamente (VI8 obtéw-se,

gue ten como so0luclo possivel as igualdades

+

1]

NN e >
1
;ﬂa: Hﬂﬁh KﬂaJ

u

-+

R

onde a, b e ¢ sin trés constantes,

Substituindo (VI.i1)

2

L

————

2LRE

. 2l
R\ = A
(R /“T M

2

onde Z e

R T N
(a +b + 2/3.
A anisobropia nédlia da expansio

2
nada & Z B Or

L= AH*RS

Fivealmente:

sat isfazendo

na guartsa equasao de (Vi)

pad. o4

€

o (VELTD

y VIL1G)

(VE.i11)

B.HJ‘*‘C"*@ "

Chega-se a

’ (Vi.1a)

eatd relacio-

«  (VILLE)
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A equacido de conservagio de energia-monento,

Tabib=9, para um fluido perfeito pode ser estribta comno
Jo = -(/-L*f’)e = -3(/u+’°)H . (YT.14)

Derivando-se (VI.42) é¢n relagao a t & usando (VI.13), obidm-

e a equagio de Rayohaudhari:

3%=—_(E_3£_)+ A 31°

2 X - (VIL1E)

Comparando @ equagi@o acina com (IVLE), para O Caso e e e
=a@, Lten—se que
3 2
=3 L~ . (VI.i64)
3 6

Ol BEJa, A anisotropia € proporcional ao cisalhamento.
Dada uma equagio de estado P=P(MX), pode-se re-
sRlver o sistema de gquagies (VI.00) e (V1i.14). Beja, 2 ok

exenplo, umna equagio do tipo Pu YM o Neste caso, (VI.i4) dé

M= M/Ra(“” . (VILE7)

ande M € uma conslante. A squacio (VI.48) fica, entfo

. 2 ,
R M A 72

'S 7z —— + + . (VI.oig)
R B)R,Mh“ 2 RG

Como se estd interessado na indlagho, que te-



VP
[T S I LY
i DLurF i do U Ve B dial, um bom valuor para ¥ oo
correspundenie a un Juas de radiacda: 179, Assumindo twl  va-—

Tee , & waumaeie (VI.i8) wse v adivg Fourma s

i <
: A b3
(%.) = 3Hl'3" + EY + 2R . VL)

Falri as Contieues iniciais oo wiliverso (R=> Gy,

O prikgiro terme do lade direito de evquagio acims pode  sew

despresade ew eelagio au terceiru. o termog com & constante
cosmeldgiva ndo & desprezivel, puie A pode bapr sidy sl

Ciantemente grands para equilibrar o lerao  Je anisob R i a.

Die Fabto, para que haja inflacio, deve havier oam mowmeanlo  no

. . ~ F 2.
Ghiwer o Pramaed ial en yae A STY .[ /OR®

A oequasso resultante,

. 2 2
4
(E) = ‘ﬂ"*“z'“ﬁ . (VIL20)
3 2w

Possel solugau analilica (7%, dada por:

i

1 (4

Ra=2 13
2A

- (3)

de: wnde s obleémn oue

SEnhﬁ(mt) . AVI.EE)

%

coTeh (IBRE) . YT e

X = AVE coteh (BRL) « a3 IR cosseck (3R 4) =
3

X 3 T
- ay7 J“rjf"ﬁi

= X =Xo SENh (VEre), Ecvsl*\(rﬁﬂ*i y  VIL23)
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o Formulas similares para Y & &,
A orazdo gnbkre o terno de anisobtropin e o de

tnflagan (densidads de coergia do vicua) -

(35 312 N { . (VIR
MRS seNh™ (3Rt

Wuando P # 1, o universo s Lorna dominada pelag  waouo. Iszn

CUWEPE PaFe o benpo
Avae, = o,s1 /A R A VE 1o

. - by &£ e .
Como ARSI Te SMp—, EOlae A0 acma formess um tempo o or e

e

-38
fvae. = 8 x Lo 586 . VL. 26)

et da mewha orden de grandezia que o tenpo previsto  pelas
TGU para & auebra de sinmelvia sssociads & grande MO FllagEn.,
Pava t{tvac., o aniverso & domlnado Free Lo durn i

sobvopia e sua evolugiiu € determinada por
¥ .
R v‘-i 2 AT Py
' {
H= /3;1: (VI.o8)

Fara $¥tvac., o universo e dominady Pelo Yadguo e sui expan—

5A0 ¢ inflaciondria,



o
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R & Exe (Hvt) . V.29

Hely= (A )2

o (VIL39)

A anisotropia nddia da grpansio, de acordoe con

(VIL13), (VI.21) e (VI.22) ¢ dada por

A . 2
' cos i (I3A%)

s (VI3

de onde se percebe, claramente, 0 sed decréscimo com o tew--
P

A eauagdo (VIL20), portanto, descreve um -
verso gue evolui de um estado com anisotropia arbitrdria pa-
ra un estado inflacionario tipo de Sitter com anisotropia
reduzida. Durante o periodo de tempo gque vai de tvac. até te

CHvtrgh8), a anisotropia nédia decresce por am Fator de

Ay - o t"®
A (tva)

« VT3

Resta, agora, analisar a evolugio do potencial
de Higas com anisotropia. A inclusio da anisotropia  wimenba
0 valor de H, o gue faz com que aumente a escala  de tenpo
de evolugdo do uwniverso ém comparacio com a escala de tewpo
de evolugdo de ¢ gue, como serd visto, permanece prat tcamen—
te a mesma. Isso propicia uma expansio maior durante o pe-—
riodo de rolamento lento, ou Seja, @ anisotropia acaba aju-

dando a inflaglo.



P

pau. 10y
Quando @<<(T Cinicio do platd), o potencial
Vo(#) pode ser aproximado por

\&(¢>.@ N - 3R¢i/q

« CVIL33)
Como, nessa regian, a variagfo de ¢ € pequena, o termo ¢ po-
de ser desprezado em (Vu7); tambéw o terwo N¢ pode ser igno-
vado, pois & criagdo de matéria-~enerygia ¢ praticamente pula.

A evolugdn de ¢ & dada, entio, por:
3 H¢ A g3 =
$ - A¢” = o . VI, 347
aue Lem como solugio

-2 -2 % _
¢ @)= @ (i) -.-?-.é.g dt . (VI.LEH)

Duvante wia inflacio com aniseotropia nula,
descrita por uma soluglo de de Sitter com k=¢, HsHy= [A73 e

& eguaciu acima @ resolvida dando

¢ = 07 ~ 2X Hy (t-£:) . (VIL36)
3HY

0 tewpo necessdrio para que @ evolua até (M

e oubtido por:

. ¢"J'Cti)-§ia Hy AL . (VI.37)
Hy
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Supondu que T« ¢‘2(ti),
X a '
HvAt = 3Hv/-2.)~¢(t;,)' ;o (VI3

O que implica yue =@ inflagdao werd tanto mais favorecida

quanto maior for a desigualdade abaino:
N He << @7 (k1) . (VIL39)

Introduzindoe & anisotropia, sibstitui-se en

(V1.33) o valor de H dade por (VE.22); obtém—~se:

3% = 97) - 20 lnc:::.h(l'?fit)]x . W)
3HY £

Hupondo gue a evolugio de ﬁ COMEGA quando o
uititverso ainda @ dominado por anitsolropia, pode-se aprodinar

H em (VI.3%) por 473, o wyue implica que
-2 -2 2 .
Dy~ ¢ ) - Nt . (V1,447

A evolugio de @ ird proceder conforme a @HRPressa0 acima  até

que t=tvac., quando cosh((BA tvde)={2 , e

d>’1u..¢_) a qb_;(m - .La I 2 . (VIL4R)
3IHy

" 2 -1 - . , g
Como A/Hy (< ¢ (), a equagdo aciwma  implica  dque, giango o

utiverso se torna dominado pelo vaouwo,
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-2 -2 )
(twe) 2 @D (81) | o (UT.42)

0 que imﬁiica que 0 valor de ¢ nHo varia sensivelmente du-
'-rahte o perfode dominado Pela aniﬁﬁtrupia.. Gomog,  dal  por
_dimntw, a evolugio de ¢ ¢ dada por (VI.36), o tenpo total de
evolugdo de ¢ continua dado por (VI.38). .

Recorre da andlise feita que, para  am wodelo
de tipo I.dw Bianchi, a anisobtropia &m nada ﬁtrapalha Goproe-
.Cﬁﬁﬁﬁ de in%lmmﬁmle, pelo contrdrio, até a torna  mais efi-
cam. O fato de existier una maiqr DU menor anisotropia antes
do infeio da inflaglo altera wuito pouco o desenvolvinento
do potencial de Higgs ¢ tudo se passa como no qwnériw or iy -

nal tipo FRUW.

VI.2 INFLACAD EM MODELOS DE KANTOWSKI-SACHS

A evyuacoes de Einstein com constante cosmodd-
gica para o modelos de Kantowski-Sachs s8o obtidas fazendo-
se K=l nas equagies (IV.68). Vali-ge cmnﬁidarar, por sitmplie-
e idade, @ Caso particular em gue o universo tem squagho de

estado para poeira, Ps0. As equacies de Einstein Fleam:

i

21 IR ~i, -~ A=
Y 7 7z - Q

X .Y . x¥ _A= . o
L. LI - = O
x t ¥ _ | . (VL. 44)

2._*_}.’_-#.2 ,_f__‘.../\a "
x‘r Y&*.Yl /“(’.r
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Para se resolver a pringira das equagnes  acj-

Ma, vai-se usar uma fungdo de Y cuja  derivada temporal se
tguale au lado esauerdo da equagBo, & nenos de um fator mial=

tiplicativo. Tal fungio

52 3 ¢ e
Ma VU7 A YL Y ;o (V.45
€, vomn sua derivada pringira € zero, ela deve ser Pgalada
a uma constante 8. Nada inpede que B=0 e, assumnindo este ca-
s0 particular, tem-se 0 regsulitado:

L2

2
1 -%. "+1 =0 (UT.44)

Integrando~se essa eguacio, obtdm-se a solugo
T: '—3-~ C.OSh -é-x ) .
A V5 . (VI.47)

Sabe-se que, para poeira, a eguagho de conser—

-r . - rr 3 ¥
vagaoe de energia~noment o conduz & eguag¢io /4xM/R , Onde M @
una constante positiva. Definindo o fator de escala medd o

PO

R3 XY* (VI.48)

4

I"@EHLK BVE—SE /& Come !

AM o (VILay)
M=
3Xeosh &'t




Substituindo (V1.47) & (VI.49) nas duas

mas equagoes de (V1.44), obtédm-se:

X _ 24X 4+ A senh¥®t ¢
) 3 +V‘~;C05h@k ©

2R senh BF _2A X W AM .
vrg—‘ COsh @'t X “_5— 3c.osb:‘\[§71 “

Subtraindo a segunda da primneira das SUUACDES Acima

tra=se a seguinte equagio diferencial inomoglnea de

o dem

V—'Seukr't { = - _AM
cosh {7 Bcosk' |t

A equagio homogeénea tem, cono solugio,

X1 = C senn \E‘t

pag..ils

alti-

(V1.39)

ENnCan-

segunda

(VI.51)

(V1.5

de maneiva que o método de variacho dos parimetros Fornece a

solugfo geral

X = Csenh Vg“x t %H_ SEN"\,?!: Ek --g- [ﬂkcre(seuhﬂ"t) +cossschv?~;¢] UI.5n

As gquant idades de interesse na analise

lugdo desses modelos 8o a expansio volunétrica @ e o

Thamento T. Elas &0 definidas como (76&)

6. X +2aV/y = 3R/R

da evoe

Coisa-

(VI.54)
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e Y (%/x - 28

«  CUTLBED

En Lermos destas quantidades, as equagrdes de Finstein poden
S reescritas Comg:

6+-i 82+ 2¢l+

3 -A=o

S

6'4 (fe__.i.hiﬂ = O
1
W Y (VI.58)

16 72, 4 .
?9-“_*’?“/\_/‘

onde a primeira equacaw ¢ A equacio de Raychaudhury, @ qual,
em terwos de R, @

3R/R +20%+ M/2R3 = A = 0O L VILEY)

Para simplificar as contas, lar—se~R0 as conge-
tantes € & K§em (VL.0E) dguais a xero. Sendo  assin, ten—se

LLES S

cosh {3 K

cosh Tt (L + arcresenn I§'t) (VI.58)

5. @[&E&E’E +_chTosenh@'1' ]

T = _Vg—_' o ARC T6 SENK @I AUTLEDD

cosh [B'x (L+RARcTosENA @"-’)

VE-we que, para tempos grandes, a eMPanssio volumétrica tende
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a um valor constante 3m==3Hv, e 0 cisalhamento decai ewpo-
nencialmente em direc3o a 2ero. Fssas 530 as Propriedades
reguer idas para que haja inflagfo, conduzindo a um  universo
tsptrdpico apds o periodo de reaquec imento.

Para verificar se o tempo para o qual as  con-
digies s80 propicias para a realizacio da inflagio € da  or-
dem de 10-“ se@, deve-se calcular a razio entre (20%+M/2R® )
eA. Usando (VILEY) e (VI.48) obtén-se:

{ (.url__ﬂ_ - A (Ruc?oseuhmi)z
A 2R? 3 [3cost PRt (L+ArcTosenh (A7 £ )

+ 1 S (VI.60)
Senh 7% cosit A9 ¥ (AkcTosenh 535 + cossech 137 %

Adotando o mesmo valor de A utilizade anteriormnente tepn-se
e A/S.tcz=i®"z, Bubstituindo este valor em (V1.607, Che-
ga-se au resultado:

2R - (VI.E1)

F\L(zﬂ“‘-ﬁ?) = 03§

O resulitado acima implica que, @ €poca  da

transicio de fase da grande uoidicaeho, @ constante cosmgld-
gica ja dominava subre o8 termos de anisolropia e de mat e~
ria-energia, possibilitando todas as  condi¢lfes necessdrias
40 procvesso inflaciondrio. De fato, para o caso em yuestio,
mesuo para tempos Lo peauenos que [A73.t2 10°'% , a razio en
WI.61) continua sendo da ordem de 173, de maneira e 0%
termos de anisotropia e de densidade de energia de POena

$30 despresiveis por todea a histdria do LAFE I VEF G0 .
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Tal efeito talver decorra do fato de se tepr

feito a constante € igual a zero em (VILS33. Para s isolar
0 efeitto da solugdo homogénea (VI.52), considerar—-ge—d Qe o
espago-tenpo ¢ vazio e, portanto, M aPud. fs solugles para Y

e X si0 dadas, respect ivamente, por (VI.47) & (VI B2 e

9 - HZ; (co'rc.lq @1‘ + 2 Teh I@t) . (VUT.6D)

2R o 218
q‘__@_ Ecsssch( a)

" (UI-E’:})

Lom o nove valor de T, dado por (VI.63), a
razdo entre o bterno de anisotropia € o de VERCILG &

20/h = 8/9 . cossecht (1@*) , o (VI.44)

a qual @ juual & 1 para tmi,ﬁxieﬁy'aeg, uma ordem de grande~
Za acima de tec. Isso mostrita que o termo advindo da e YUAG A0
homogénea (M =0) & bastante importante enm X, e nko pode ser
desprezado.

Embora n&o se tenha estudado o caso em que a
equacio de esstado do universo & do tipo de radiagaon, pode-se
Hiayg tnar que o seu comportamento gualitativo é semnelhante ao
de um universo dominado por pogira. Sendo assim, wmostrou-se
que 0s wodelos de Kantowsk i~Sachs permiten a  ocorréneia  de
intlagiao, descrevendo universos anisotirdpicos que  evolueom

tapidamente para universo isotrdpicos do tipo de de Biter.
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VI.3 INFLACAO EM MODELOS DE BIANCHI VAZIOS

Dos modelos anisotrdpicos de Bianchi se estn—
dou, ate agora, apenas 0 de tipo I, qaue é 0 mais siuples.
Quando se passa aons outros modelos, a diticuldade na  obten-
¢do de solugies exatas aumenta consideravelmente, Jazendo
com que suas respectivas anidlises se tornem maito complexas.

0 estado detalhado do comportamento da  infla-
cao em tais modelos iria veguerer, portanto, um tipo de tra-
tamento que foge ao espirito desta tese. No entanto, udma
anéliae simplificada pode ser feita, & gual é suficiente pa~-
ra gue se possa ter una idéia a respeito da possibilidade de
ocorréncia de inflagio num universo prinordial  anisotedpi-
COa

Pe acordo com esse espirito simplificador,
vai~se desprezar todos os termos relacionados H 0 wmaléria—-e-
nergia nas eguagoes de Einstein, o que equivale a dizer que,
para o universo primnordial, @ matéria era dinamicamente deg-
prezivel. Com esta hipdtese, poder-se-%o setudar, comnparati-
vamente, os termos relacionados A anisotropia e 4 densidade
de enegrgia do vacuo nos primeivos estagios da evoluglo do
LN VEF S0

Dat equagdes (IV.é68) e (IV.66), vé-se que to-
dos os modelos de Bianchi, a excecio dos de tipo [V e VIih,

tem as equagies de Einstein para o vdcuo escritas na  forma
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geral
Fx (XJTJZ-) + A

* -.t-& + ..._i.. = Fr(x;r.;z-)*/\

(VI.&4)

onde, para os modelos i:lﬁ-t classe A&,

R, oL (ﬁ..x_&. MRy fsre
2| \RyRe Rifx  RiRy

LAVIL 65

NaNs  NeNa . N Tinez € fiax \* ¥ -
Gloria)- -5 [l o (V]

- onde os Ri-rvepresentam X, Y , Z @, para 0% modelos de olage

F;(>§,T.,2):-- ]t_(_)__‘: ;lq"’) +

(AR STE

o NTLE7)

_(__E_’;q'g*‘%t)

25

60,2 o
e ]

rtraveés do fator de sscala nddio, rR? w=XYZ,

. VI.68)
Yi2* |

po-

de-s& reestrever as trés prineira equaciies de (VI.64) como
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Hi + 3HH = Fi+ A , AULL69)
and@_oﬁ Hi ¢ H sio dados, respect ivanente, por  (VI.4)Y @
(VI.00. Bowando as tr8s primeivas equagnes de (V1.64) e
unando o fator de escala volumébtrico, definido como UmR3 ’

chega-se & eguagio:
V/Va Fk+freFy «3A ' . VI.70)

A gquarta equagfo de (V1.64) n¥o terd utilidade na andlise =
e feita néﬁta GECRD, ® FOI incluida apenas para  tornar
complieto o conjunto das equaeies de Finstein.

| fs fungdes Fio para os aodelos de classe & po-

dem ser postas na forma

b= L ‘[(R;‘R:)&' (Rf)a] o V.71
2R

de onde se percebe gue o modo mais vagaroso pelo  qual  elas
P it e " ™ v e e s e o e s e
decrescen val com R (v 3o ) pigswmo ocorre para as  Fi dos
modelos de classe B, de wmaneira gyue, dagll o diante, apeg-

: o ) v . ) -2 - o ) ) -
Himar-se-a0 todas as Fi por o0 R™ . Bendd assin, as  equagoies

(VI.69) e (VI.7¢) slo recscritas como

Hi + 3HiH = A L2+ A , VIR

/Y = Z/ZV% + 3N - | , AVTL7E)
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onde E:wﬁx+ﬁ5+hz, e 0% Al %R0 constantes.

For estas equagies percebe~se ¢laramente a
compet i¢lo existente entre dois ternos: um, que  pode  ger
Chamado de densidade de energia efetiva de anisobropia, e
uutro gue & a densidade de energia de vidcuo. No CABU &€ gue
a densidades de energia de anisotropia domina, ©0 universo

evolul segundo as leis

4
R = (z/i-’-);i' , (VI.74)

H= Vi (VE.75)
(,'_.\

Hi = 3Ac/1¢ (VI,76)

J& no caso em que @ densidade de energia de vicuoe preponde-—

ra, ocorre a expansdo inflaciondria:

R o EXP(M’«') . VL7

M= ('\/3)% = Hv (VI.78)
e

318t
H,;:UT/;-P e , o AVILT9)
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onde, & medida em yug O universo expande, todus os trée P an
rametros de Hubble tendem exponencialmente PAFE O eSO va-
lor, lﬁ/ﬁ s Fesultando ewm isotropizacio.

Fara resolver exatamente a equagiio (V1.73),
ut il izar-se—& um método sewmelhante ao usado na  se¢ko ante-
rior para solucionar a pringiva equacio de (VI.44). & equa-

GHO (V1.73) pude ser reescrita Como

d (V.35 v _ 3py® 20

;E; m PR VR 21D

de maneira que o termno entre parénteses deve ser igual a uma
constante. Fazendo essa constante itgual a zero, obtdm-se uma
equacdo diferencial homogénea de prineira grdem, cuja  soluy-

Cao &

' 5
V=2 (Z/HA) SENh {5 ¢ . (VI.81)

O que itmplica no seguinte pardmetro de Hubble médio:
H=3V% CoOT h -%t . (YI.82)

Para avaliar guantitativamente & relagfo entre
a anisotropia e a inflaglo, vai-se tomar 3 razlo entre og

respett ivos termos da equagio (VI.793):

X 2 {

Al r—

AV | T 3 geni2{PAt , o (VT.B3)
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a implicar que 0 universo passa a ser dominado pela densida-—

de de enerygia do vacuo emn um tempo

- li . .
tuk = 251073 se . WLew

gue & una ordem de grandeza posterior ao tenpo inpousto pelas
TGU.

0 fato do universo se tornar dominado pelo vd-
cuo oum poucs tardiamente nio afeta, pordn, o mecanismo de
indlagio. Conforme a eguagio (V1.3%), a diferenca entre o
potencial de Higgs ew tvac. & no infcio do rolamento & dada

[22¢] &

vile,

1
£ «(VIL85)

6 (i) - 6700) < -2 [t (cosh 131) ]
Ths

. . -3 - . . .
SBupondo gue €i=id HEY, A Equacad acima da o resultado:

¢ (bvw) -~ $7°8) = - 008N ,
HA

(VI 863

¢, cond AMHv << $HEI), pode-se considerar gue  ©  rolanento
comega & partir de tvac. Desse ponto em diante a anisotrapia
decal expongncialmente, n&o afetando o processo de intlagRo.
Como j& dito, a anisolropia torna a inflacio até mais efi-
ciente, pois aumenta 0 coeficiente de Fricglo ~ proporcional
a H o~ na equacio gue dd & evolugio de ¢ .

Conclui-se, da andlise feita nesta se¢io e nas

outras duas precedentes, que todos os wmodelos cosmoldgicos
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anisolrdp icos e espacialmente howogéneos permitem a ocore&n-
cia de inflaglo nos estdgios primordiais do universo. A ilni-
Ca exeegao que deve ser levantada diz respeito  aos mnodelows
de tipo IX & de Kantowski~Sachs. Como eles possuem curvatura
espacial positiva e 8o, portanto, fechados, existe a POSS |-
bilidade de¢ yue eles re-colapsem antes do periado  inflacio-
Nario. Isso, no entanto, iria requerer Lna enovme curvatura
espacial, vapaz de fazer com que a escala de tempo para o
re~colapso seja nenor gue a escala de tempo para intlagio.
Como o cdloulo da escala de tewpo para o re-colapso depende—
Fia fortemente das condigdes intciais do universo, as  quais
0 praticamente inacessiveis, nko seria adequado tratar

deste problena agui.

VIi.4 CONCLUSAD

Mostrou-se, com este trabalho, que o processo
inflaciondrio pode ser desencadeado em praticamente todos os
modelos cosnoldgicos espacialmente honogdneos e anisotripi-
Cos, com A possivel excecio dos modelos de tipo IX de Bian—
chi e de Kantowski-Bachs. U efeito da anisotropia acaba aju-
dando a inflag®o, pois torna mais demorada  a evolugio do
campo escalar, em COnparagio com a expansio Jdo universo.

Nio se procuron investigar a evolugBo da  @ni-

sotropia apds o periodo inflaciondrio. Foi mostrado, P OF &
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(77), que, embora alguns modelos possam se tornar novanente
bastante anisotrdpicos, a inflagHo adia este fato para  um
tempo exponencialmente distante no future, & os modelos qLLe
sofrem inflagl8o suficiente para resolver os problemas do ho-
rizonte e da densidade critica mantém elevado grau de iso-
tropia até o tempo presente.

0 gque foi mostrado, provavelmente, .pode ser
englobado &m um principio muito mais geral, formulado hd al-
gunNs anos, € que, grosseiramente, estabelece que todos oo
modelos cosmoldgicos em expansfo com constante cosmoldgica
se aproximam assintoticamente no tempo da solugio de de Sit-
ter. Este principio foi denominado de principio da calvicie
casmica ("cosmic no-hair principle™). Vdrias tentativas de
se provar tal principio foram feitas (78), e uma prova geral
para os modelos de Bianchi foi obtida (79). Esta  prova, no
entanto, aplica~se apenas a modelos en gue o tensor energin-
momento satisfaz as condi¢fies de energia dominante e forte ,
o que, segundo alguns (80, & uma condigio muito restritiva
€ n&0 realistica, impossibilitando até a ocorréncia de in-
flacEo. A questBo ainda permanece controversa e merece mais
entudos.,

Mais estudos, também, merscem o0s problemas 'da
anisotropia em outros cendrios inflaciondrios (os citadwslna
introdugio) e da relaglo entre a anisotropia € o potencial
Vr(#) associado ao campo de Higgs (81). Tais gquesties levam,
“porem, ao real problema colocado pela cosmologia & Fisica: o

da formulacio de uma teoria quintica da gravitacio (82), ca-
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