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RESUMO

E feita uma introdug%o elementar a Teoria de
Bifurcac3o de Poincaré e aos Modelos Cosmoldgicos Homogéneos. SA0
apresentados resultados que mostram que ocorrem pontos de
bifurcagdc na origem, nos modelos isotrépicos, quando estes
obedecem uma equac3ioc de estado caracteristica dos model os

inflacionarioes.
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ABSTRACT

An eslementary introduction to the Poincaré’s Theory

of Bifurcation and toe the Homogeneous Cosmological Models is
presented here., The results show that the origin is a bifurcation
peint in the isotropic models, when the models follow the

characteristic state equation of inflationary cosmos.
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CAPITULO ZERO - INTRODU(;KO

A Mecanica como a conhecemos - das equagdes
diferenclals, da analise e dos resultados guantitativos - & uma
aquisigao recente da humanidade, devida principalmente Ywl-

trabalhos de Newton, Euler, Lagrange., laplace, Hamilton e Jacobi,

entre outros. Antes disto, potr<m, houve wuma longa tradig3o de
investigagadao qQualitativa, comegando com o0s gregos classicpos e
culminando com os trabalhos de Kepler e Galileo. Em ambgos 0s
periodos o problema da Mecanica Celestial teve um papel

preponderante. Chamado durante 0 periodo guantitativo de problema
dos N corpos, quase todas as figuras centrals da Fisica trabalharam
nele. A questdo da estabilidade do sistema solar foli um dos
principals aspectos estudados, e a falha do metodo quantitativo em
explica-la determinou o aparecimento de um novo periodo
qualitativo ‘*! . Esta nova analise qualitativa, gerada guase toda
pelo génio de Henri Poincare, resultou, entre outras coisas, na
t2)

moderna geometrisa diferencial e na topologia . As eqgquagdes da

mecanica celeste podem ser escritas numa forma cansnicas:

dx. aH dp. oM

_.l" — - — ......_....."' [
dt apL ' dt 6xt ’

i:-'l,---,n'

onde H & o hamiltoniano, & x e p, s30 variaveis conjugadas.
L L
O determinismo da ciéncia garante gue dadas as
posigdes e velocidades inlclals, existe, € & unica, uma solugio das

eguacdes do movimento, 0O que permite descrever a evolugi3o do



sistema. Quando n=2 estas equagSes podem ser integradas atravées de
quadraturas, que fornecem todas as informag®es necessarias scbre o
sistema., Forem, guando nz3, se sabia desde o comeg¢o do século
passado gue as solugdes do problema nZo poderiam ser descritas em
termos de integrais de fun¢®es elementares, a N30 ser em Casos
muito particulares. Foi demonstrado nioc ser possivel nem mesmo a
obtencio de uma s&rie absolutamente convergente para resolver o
sistema, 0 gue garantiria o determinismo do problema, pelo menos
uma gue convergisse rapido o suficiente para ter aplicagdes
praticas, a N0 ser a computagido de solugdes particulares sobre
intervalos fimnitos de tempo. Mas mesmo gque este tipo de solugdo
seja adequado para alguns objetivos, quest@es como da estabilidade
do sistema exigem o conhecimento das solug®es completas, ou seja, a
determinagio das propriedades da solugdo como um todo, sobre um
intervalo de tempo arbitrario.

Um dos elementos do novo periodo qualitativo, a
analise de bifurcag¢3o, surgiu da tentativa de explicar o surgimento
da Lua a partir da fissZo do corpo que compreendia o gue hoje e a
Terra @ a Lua. A& ideia de Poincaré era responder as seguintes
questdes &
(a) Encontrar as possivels formas de equilibrio de uma massa fluida
homoge&nea, sujeita a gravidade, guando girando em torno de um e1l1X0
fixo com momentum angular constante w;
(b)) Determinar a estabilidade ou instabilidade de cada forma,

Era sabido que:
(i) s w = 0, & unica forma estavel possivel € a de uma esferas
ii) se w for pegueno, uma familia de elipsdides de revolugdo M

(elipséides de MaclLaurin) existe e & estavel;



(iii) para um certo valor de w, digamos o _, esta familia se torna
instavel e uma nova familia de formas de equilibrio Jw se torna
ectavel (elipsdides de Jacobi, com trés eixos desiguals).

Poincaré encontrou gqQue esta familia se tornava
instavel para um numero critico mails alto W . Qriginando uma
familila de figuras em forma de pera Pw' Como esta nova familia se

mostrasse instavel, apdés muita disputa este argumento de Foincare,

para a origem e estabilidade do sistema Terra—-Lua, foil
abandonado.“l
FPoincard disse que Jw se bifurcava de Mw em w @
que Pm e bifurcava de Jm em w . As familias {Mm}’ {Jw}’ e {Pw}
foram chamadas de séries lineares ou ramos, e os pontos (Mm ,mo) e
o

(J ,w Yforam chamados de pontos de bifurcegdo. A estabilidade foi
AT
1
determinada mostrando gue a energla potemncial da figura tinha um

minimo relativo. Poincare denominou a transiqdo da estabilidade de

(Mm ,mo) para (Jw ,wl) de troca de estabilidade. Estes termos se
o 1

tormnaram tradicionais, e mais aléem daremos definligdes mals gQerais,
Embora Poincaré seja considerado, com multa
jJusti¢a, o pai da Teoris de Bifurcagdo, o fendmeno da ramificagio
das solug®es das eguag®es diferencials JA era conhecido ha matis
tempo. Euler o encontrou ao estudar a flambagem de uma coluna [5},

segundo um trabalho de 1774, "De curvis elasticis'. Euler fol o

primeiro a descrever o fendmeno, e qQualquer crianga gque J4&4 brincou

com uma vareta de madeira € capaz de reconhecé-lo. Este problema,
que a itradigiEo denominou de '"elastica'", ¢ aquele da compressao
axial de um cilindro (uma coluna ou uma vareta). Conforme a forga

aplicada val de zero a um certo valor Fo’ a posi¢ido de equilibrio

do objeto permanece sobre uma linha reta passando pelo eixo da

(A



figura. Quando o valoaor Fo ¢ alcangado o objeto salta para uma
posigdo de equlilibrio curvada (fendmeno chamado de flambagem, ver
figura 0.1). E facil ver que o que exlste de comum entre o problema
de Euler e o de Poincaré & o efeito da variag3io de um parametro

sobre o comportamento qualitativo do sistema dinamico.

Figura ©0,1: Esquema do comportamento das solu¢des do
problema de kEuler conforme o valor F  da
forga wvaria. X indica a posigdo de
equllibrioc do sistema.

A teoria qualitativa de Poincare estid baseada nas
propriedades geométricas do diagrama de fase do sistema. Polncare
vigsualizou um sistema dinamico como um campo vetorial no espago de
fase, N0 gual uma solugdo fosse uma curva suave tangente em cada um
de seus pontos ao vetor localizado nestes pontos. Como, dependendo
do problema, o espago de fase podila ser muito mals complicado que o
espago euclideano normalmente usado até entdo, toda a geometria
asspClada a este espaso se tormnou inadequada, levando Poincarége a
nogso de variedade diferenciavel como o espago par exceléncia dos
problemas da din&mica., Tal substitui¢iEo determinou o abandono dos
mé&étodos analiticos tradicionails por metodaos topolegicos-—
-diferenclials t2] no estudo dos diagramas de fase. A partir de tais
metodos de atague emergiu o aspecto da estabilidade estrutural,
pela primeira vez colocado por Andronov, em 1937. Podemos resumi-lo

da seguinte forma: se um sistema dinamico X, com wum diagrama de



fase conhecido P, for levemente perturbado para um sistema X', COMO
se manifestara seu movo diagrama de fase? Como os problemas da
Fisica sempre dependem de alguns parametros, esta questiap < de
fundamental importancia, porgque uma peguena variag®Fo no valor de um
parAmetro pode mudar radicalmente todo o sistema fisico
(instabilidade estrutural).

Nos préximos capltulos sera dada uma introdugdo
elementar a4 Topologia, as Variedades Diferencilals, aos Campos
Vetoriais, além da definig3o de Ponto de Bifurcag3o. Como acontece
frequentemente ao se passar da teoria a pratica, definir um ponto
de bifurcagZo 4 muito mais facil que localiza-1lo ou classifica-lo.
A classificagao fol feita, de modo geral, para uma e duas

dimensses td], além de uma extens3o para solugdes periddicas em

trés dimensS®es "' '. A raz@o desta restrig3o ¢ gque um sistema em
duas dimens®es possul algumas caracteristicas especials (ver [2],
por exemplo), gue simplificam 0 estudoc do seu diagrama de fase.
Quanto aAs solugoes periddicas, basta ver que a adig¢io de um termo

de forga periddico f(t)=f(t+r) a um sistema nao linear com um grau

de liberdade:

fornece o sistema tridimemnsional ( x'= =7 )¢

on



e pode introduzir fendmenos Nnao encontrados nos cCasos unl-— e
) , ) ) (ZHGIT]
bi—-dimensionals.
0 estudo de sistemas dinamicos Nao lineares & a
chave para a compreens3o dos mecanismos de ordenagioc da matéeria, em

situag®des gque estdo longe do equilibrio. O tratamento gquantitativo

usual de solugfo de sistemas de equacdes diferenciais parciais

costuma desprezalr Seus termos N3O lineares, desprezando assim
efeitos de realimentagZo. E claro que tais termos s30 de
fundamental importancia quando necessarilio estabelecer as

condigc®es para gque o sistema dinamico evolua em diregdo ao
equilibrio. estando numa situagio de nao equilibrio,. For outro
lado, os sistemas nHo linearizados costumam ser arredios a0
tratamento gquantitative, fornecendo solug®es numeérlicas apenas em
alguns casos. Normalmente os termos n3o lineares saog escritos com
coceficientes constantes, de modo que despreza-los significa dar o
valor zero para estes coeficientes. O tratamento alternativo,
proposto por FPoincaré no século passado, privilegia o aspecto

qualitativo da solugZo do sistema ndo linear, fazendo variar estes

coeficientes (parametros), descrevendo as mudangas qQualitativas que
ecstas solugBSes sofrem no decorrer da evolugXZo dos parametros. Tal
analise se da no espago de fase do sistema dinamico, € as

propriedades topolégicas das solugSes sofrem uma modificagdo sempre
gue um determinado valor do parametro € cruzado.

A Teoria da Relatividade Geral ¢ o pano de fundo
necessario para o estudo do Universo, J& que para 0O limite de
grandes distincias a Mecanica (Classica falha. A teoria prevée a
equivaléncia entre as propriedades gravitacionais e geoméetricas do

espago, de modo que o efeito da geometria sobre as massas (e



vice-versa, peloc Principio de Equivaléncia) & adequadamente
descrito pelas EqQuagdes de Einstein. Estas equagdes s3o nao
Lineares, o gue encerra o fato que a geometria altera a
distribuig3o de massas e & alterada por esta. Um modelo de Universo
& um conjunto de pressupostos sobre as SUas propriedades
geométricas, mais a teoria que lhe da& sustentag¢lfo, e mals o0s
pressupostos sobre seu conteudo. Dentro do limite imposto pelas
imensas dificuldades de se tomar medidas de um objeto de estudo t3o
vasto, o estado atual do Universo ¢ bem conhecido. Assim, o estudo
de sua evolugdo temporal fica balizado pelo modelo que melhor o
descreve agora. Por#£4m, n3o & necessario gue o estadao presente do
Universo tenha se estendido no tempo, desde sua criagZo ate os dias
atuals. Qualguer modelo gque permita qgque o estado atual seja
alcangado ¢ tedricamente valido, e entre os varios modelos, agueles
que sHo homogéneos, lsotrdpicos ou anisotrdpicos, s30 0s mails
estudados.

O estudo do Universo em instantes multo proximos do
instante inicial deve levar em conta a predominancia de efeitos
quanticos na interag3o da matéria com ela mesma e com a radiagXo.
Tais efeitos aparecem devido as altas energias envolvidas, e podem
ser descritos fenomenologicamente por um termo de viscosidade no
tensor energia-momento do Universo. Este tratamento evita o uso da
Mecanica Quantica e simplifica enormemente a Matematica utilizada.

0 objetivo do presente trabalho & estabelecer,
atraves da Teoria de BifurcagZ®o de Poincaré, as condig¢®es e a faixa
de valores apropriada dos parametros, para os Quais esta gcorre,
nos modelos homogéneos de Universo. Ocorrendo bifurcac3o para

determinado valor do parametro, as condi¢®es dinAdmicas do Universo



$30 alteradas, e a presente situagio pode ser alcangada a partir de
condig®es 1nicials mulito diferentes,

O primeiro capitulo apresenta algumas nogdes
basicas da topologia, 8 tem o objetivo de fixar defini¢Ses e
introduzir alguns conceitos, entre eles ul de variedades,
homeomorfismo, sistemas dinamicos e campos vetoriais, largamente
utilizados nma Fisica.

U segundo capitulo apresenta a definig¢Xo de ponto
de bifurcagdo, e alguns métodos praticos para sua determinagio.

A cosmologia ¢ apresentada mo terceiro capitulo, de

um ponto de vista geométrico, e $3d0 deduzidas as meétricas de
Bianchi, que serdoc submetidas ao tratamento da teoria de
bifurcag¢io. Este & o assunto do quarto capiltulo, onde 530

apresentados os calculos e as conclusBes.



CAPITULO UM - FUNDAMENTOS

10~ INTRODUCAO:

S3o trés oS objetivos fundamentais deste

capitulo;

10 © primeiro é o de introduzir o© conceito de homeomorfismo., Este
conceito ¢ importante porque vai permitir colocar em termos
matemdticos a idéia de estabilidade estrutural citada no capitulo
introdutdério,

Os homeomorfismos ostabel ecem rel aces entre
espagos tlopoldgicos, que traduzem para a linguagem matematica a
sensagdo gue temos quando dizemos que determinadas alterac®es no
problema fisico produzem diagramas de fase ’parecidos’. Os espagos
topoldgicos s3o mais gerais que os espagos métricos, no sentido em
que estes s3c um caso particular dagqueles. A topologia aparece da
oportunidade de se poder definir a continuidade de um mapeamento
apenas observando os efeitos deste mapesamento sobre os subconjuntos

em que est8o divididos os seus espagos de dominio e contradominio,
sem necessidade de se definir uma métrica sobre os aspagcs.m’

Em outras palavras, se dado um mapeamento f entre
dois espagos, M e N, para todo subconjunto aberto A de N tivermos

que a imagem de A pelo mapeamento inverso f ' for um aberto em M, f

sera continuo.

€2 © segundo objetivo, também importante, é generalizar o conceito



de espago a partir de suas propriedades, classificar 0s espagos

de

acordo com suas propriedsdes, e obter o espago euclidiano como Caso

particular de espagous mais gerals.

3) o terceiro obletivo & definir os termos que ser3o relevantes

para o estudo dos slstemas dinamicos.

11- ToroLoOGIA;

Nesta secgio introduziremos oS concelitos

fundamentals da topologia partindo dos conceitos gerals, supostos

conhecidos, de conjunto, pertinéncia, mapeamento, etc. Para nZ¥o nos

alongarmos muito nos aspectos introdutdérios a teoria de bifurcag3o,

ndo nos precocuparemos com demonstra¢des de teoremas e proposigdes,

neste capitulo, porgque s3io gerals e por 1iss0 mesmo podem
; ) [(1XZAINSUSILZ ]
facilmente encontrados na literatura. Usaremos

seguintes simbolos:

A...Z, ou {u,v,...} denotam conjuntos;

< significa "pertence”;

< "contido em":

Lt ! "unizo'";

M " "intersecg3lo":

2 " "conjunto vazio";
= ! "se e somente se';
f:A -+ B

arf(a), onde aeh e fl(a)eB,

& um mapeamento.

10
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Def.: Um espaco topologico € um conjunto 8 junto com uma cole¢ciao @
de subconjuntos abertos de 8§, chamados conjuntos abertos (ou

simplesmente abertos), tal que:

(T1) O e & e 5§ € &;
(T2) Se U‘. Uz € &, entao U1 M Uz c 9,

(T3) A uniao de qualquer colecao de abertos € aberta.

Para tal espaco topoldgico os conjuntos fechados s3o os elementos

de

' = (Al €A & 9,

onde € denota o complemento;

A = S\A = (s&S | s&A).

Uma vizinhang¢a aberta de um ponto u num espaco
topologico S € um aberto U tal que ue U. Similarmente, para um
subconjunto A de S, U e uma vizinhanga aberta de A se U for aberto
e Ac U.

Uma vez que basta definir um sistema conveniente de
subconjuntos de um espago, para que este espa¢o seja topologico,
podemos construir este sistema de wvarias formas. Uma delas,
bastante conveniente, @ dada abaixo.

Seja 8 um espago topologico. Uma base para a
topologia @ uma colecdo B de abertos tal que todo subconjunto
aberto de S @ uma reuni3o de elementos de B (é facil ver que a base
& determina uma topologia sobre S, porque os elementos de o s30

subconjuntos abertos de S). A topologia e chamada primeiro contavel

i1



e — .

se para cada elemento u de S exdstir uma coleg3o contavel {U“} de
vizinhangas de u tal que para qualquer vizinhanga U de u, exista
um N tal que UN < U onde N & um ndmero natural. A topologia &
chamada segundo contavel se possuir uma base contavel, sendo assim
primeiro contavel também. Por exemplo, uma base contAvel para o
espago euclideano R" consiste de todos os conjuntos Ixt—atl‘(bt onde
a ® l:a,L 830 racionais e bt>0.m

Podemos construir um espago topolégico a partir de
dois (ou mais, pelo mesmo mecanismo) outros espagos topolégicos,
definindo algumas relagBes entre os abertos destes espacos.

>ejam S e T espagos topolégicos., Definimos o

produte dos espagos come SxT C Cu,vd) | uelU @ veV >, A topologia
produto sobre SxT consiste de todos subconjuntos da forma UxV, onde
U é aberto em S o V é aberto em T. Contruidos desta maneira, os

retangulos abertos UxV formam uma base para a topologia de SxT. faol

Podemos definir uma sequéncia convergente em um
PEPAaGOo topoldégico, sem necessidade de definir previamente
distancia.

Seja S um espago topoldgico e {uh} uma sequéncia de
pontos em 5, Esta sequéncia converge se houver um ponto ueS tal que
para toda vizinhanga U de u, ha um N tal que n2N implica que unEU.
Dizemos cque {un} converge para U ou que u ¢ um ponto limite de

{u >,

™

Podemos definir conjuntos fechados, abertos e uma
fronteira para um espago topoldégico,

Seja um espago topoldgiceo S, @ um subconjunto A de
5. O fecho de A, representado por c¢&A), é a intersec¢3o de todos

os fechados que contenham A. O interior de A, KA, ¢ a uniSo de

12



todos os abertos comtidos em A. A fronteira de A, 4d(A) , = definida
como:

. dd(A) = cf(A) M cf(€A).

Portanto 44(A) & fechado e 4#4(R) = Bd(BAR)., Aleéem
disto A & fechado se e somente se for igual ao seu fecho e A é
aberto se e somente se for igual ao seu 1nterior.

Num espag® topoldgico, um ponto u ¢ chamado isolado
se 2 somente se {uy for aberto. A unica topologia na qual todos os
pontos s3o isolados € a topologia discreta. A topologia na qual
temos & = {©®, S} & chamada de topologia trivial ou cadtica.

Um subconjunto A de S5 & chamado denso em S se e
somente se o seu fecho for igual ao espago todo, e & chamado de
magro se o complementar de seu fecho for denso em S,

Suponha um espago topolégico X munido da topologia
cadtica & = {O,X}. Dados qualsquer dols pontos de X nunca poderemos
obter uma vizinhanga de um dos pontos gue nio contenha o outro. Mas
para espagos melricos isto sempre & possivel. Portanto, definimos:

Um espago topoldglico $ &€ chamado de Hausdorff se e
somente se cada dols pontos distintos de S possulrem vizinhangas
disjuntas (isto ¢, com intersecg¢ido vazia)., Similarmente, & &
chamado de normal se & somente se cada dois subconjuntos fechados
distintos tiverem vizinhangas disjuntas. Em particular, todo espago
metrico < de Hausdorff, ou, em oQutras palavras, um espago
topoldgico serad metrizavel se e somente se for de Hausdorff.

Uma métrica sobre o conjuntao M & um mapeamento d
que leva do produto MxM na semireta positiva real com o ponto {+m}

(aqui chamada R’ ):

13
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de MxM +» R

{m ,m )} r>d(m ,m } |,
1 2 i 4

com as seguintes propriedades:

(M1) d(m ,m ) = O se e somente sem = m_;
172 1 2
(M2) d(m ,m_ ) = d{m_,m )i
1 2 2 1

(M3) d(m ,m ) = d(m ,m ) + d(m_,m _);
17 9 1’ 2 2’ a3

para todo m , m , m_ em M.
1 2 3

A topologisa sobre R" & gerada pelos intervalos
abertos da forma (a.b) ou (a,+0]. 0 disco aberto £ em torno de meM

& definido por:

i

Ds(m) { mem | d(m” ,m)<e }.

A colegfo de subconjuntos de M gque =30 unides
destes discos & a topologia métrica, representada pelo par (M,d), e
0o egpago M & chamado de espago metrico. Todo espago metrico & de
Hausdorff e primeiro contavel, e portanto & normal, e todo espago
métrico segundo contavel & separavel. Duas métricas sobre um
conjunto M s3Xo chamadas equivalentes se elas 1nduzem & mesma

topologia métrica.

Uma pseudo-métrica sobre um conjunto M ¢ uma fungi3o

d:MxM-R" gue satisfaz M2 e M3, e também:

(PM1l) d{m,m) = Q Qualguer que seja m,

14



Da mesma maneira que para a meétrica, podemos
definir uma topologia pseudo-metrica.

Seja um espa¢co métrico M, com métrica d, e (u) uma
sequéncia em M, Entao Cun} € uma sequéncia de Cauchy se e somente
se para todo £)¢, £eR’, houver um NeN tal que n, m 2N implica
d(uh.um)ﬂs, isto é, se para n e m suficientemente grande a
distdncia entre u e u for suficientemente pequena. Portanto uma
sequéncia convergente & de Cauchy. 0O espagco M & chamado de completo
se toda sequéncia de Cauchy converge, o que significa que se uma
sequéncia de Cauchy num determinado espaco ndo convergir, isto e
culpa do espago e nio da sequéncia. 0 R” ¢é completo, por exemplo.
Um subespraco fechado de um espa¢o metrico completo e completo, um
subespaco completo de qualquer espaco metrico e Fechado.u”(Basta
pensar nhum ponto da fronteira.)

Sejam S e T espacos topoldgicos e @:S5-T um
mapeamento. Dizemos que ¢ e continua em ueS se para toda vizinhancga
V de ¢(u) houver uma vizinhanga U de u tal que @(U)cV. Se, para
tode aberto V de T, ¢71(U) = { uesS | @(u)eV 3} for abertoem S, ¢ e
continua. Se ¢:8+7 for wuma bijec8o (isto €&, sobrejetora e
injetora), e ¢ e ¢71 forem continuas, ¢ e chamado homeomorfismo e §
e T s3o0 ditos homeomorfos. Se § for primeiro contdvel, ent3o ¢ e
continua se e somente se para toda sequéncia Cun) convergindo para

Cul, C¢(un)) converge para ¢(u), qualquer que seja ueS.

D conceito de homeomorfismo, termo introduzido por

. . £a) . ) ) .
Poincare em 1895 , € 0 mais importante na topologia, do ponto de
vista da Teoria de Bifurcagao. A razio e que subespagos homeomor fos

sao indistinguiveis pela topologia, ou seja, sao topologicamente

equivalentes, desde que vistos com respeito aos espacos onde estao
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inseridos (esta restrigcao se deve ao fato que pode haver subespagcos

homeomorfos e ndo topologicamente equivalentes , por n3o estarem

dispostos da mesma maneira no espago onde se. inserem. 0 exemplo
. R Le) {L12) N . B

classico e 0 homeomorfismo entre o conjunto formado pPoOr

ponto, segmento, ponto, na reta real, € conjunto ponto, panto,

segmento, também na reta real, que n3o s3o equivalentes, mas que

tomados noc plano real sao equivalentes). A relacio de
homeomorfismo, ent3o, e uma relagdo de equivaléncia, reflexiva,
simétrica e transitiva, e €& impossivel, através da topologia,

distinguir entre espagos homeomorfos dispostos da mesma maneira nos

seus ambientes .

0O conjunto dos mapeamentos continuos também forma

um espago metrico.
Sejam M e N espa¢cos métricos com N completo. Ent3o
a colecdo C(M,N) de todos os mapeamentos continuos ¢:M+N forma um

espa¢co meétrico completo com a métrica:

a% (@, ¥) = supl d(@d(u),w(u)) | ueM I,

onde sup significa o menor dos numeros para 0% quais esta afirmacSio
e verdadeira.

Um suconjunto X de um espago metrico M & chamado
limitado se existir ce&lR, ¢)@ tal que d(x,9)Sc quaisquer que sejam
X, ¥4y &€ X,

Seja S5 um espaco topoldgico. S € chamado de
ctompacto se e somente se para toda cobertura de S por abertos UGl

(isto @, H U,=5), houver uma subcobertura finita. Um subconjunto

ACS e compacto se e somente se ele for compacto na topologia

16



..
relativa. Um espaco & localmente compacto se cada ponto tiver uma
vizinhanga cujo fecho e compacto. Segue que um subconjunto fechado
de um espa¢co compacto & compacto, e que a imagem continua de um
espago compacto € compacta. Por exemplo, os subconjuntos fechados
limitados do R", O préprio R", assim como intervalos abertos da
reta real ni3o sdo compactos, mas s3o localmente cumpactos.um

Seja S um espa¢o de Hausdorff. Todo subconjunto
compacto de § é fechado. Tambeém todo espagco de Hausdorff compacto e
normal. Se S € localmente homeamorfo a um espago de Hausdorff
localmente compacto (isto e, para cada ue€S, existe uma vizinhanca
de & homeomorfa, na topologia do subespagco, a um subconjunto aberto
de um espa¢o de Hausdorff localmente compacto), ent3ao 8 e
localmente compacto. Em particular, espagos de Hausdorff localmente
homeamor fos ao R" 3o localmente compactos.

Seja S um espa¢o topologico. Uma cobertura CUQJ de
S & chamada um refinamento de um cobertura CUt), se e somente se
para todo Ua houver um Vt tal que Uqcvt. Uma cobertura CU“3 de § ¢
dita localmente finita se e saomente se cada ponto u de S possuilr um
vizinhan¢a U tal que U intersecciona somente um numero finito dos
Ua' Um espago € paracompacto se e somente se toda cobertura aberta

de S possuir um refinamento localmente finito de abertos, e se S

for de Hausdorff.

. (12 ] .
Dois teoremas dizem:

1)Espa¢cos de Hausdorff localmente compactos, segundo contaveis, sio
paracompactos.

2)Todo espa¢co paracompacto € normal.
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Um espa¢o pode se constituir de uma dJdnica ‘parte’
ou de varias ‘partes’ separadas. € claro que algumas propriedades
dependem deste fato. Se tiver uma so ‘parte’ é chamado de conexo, e

neste caso:

Um espag¢o topologico S e conexo se @ e S forem os
dnicos subconjuntos de 8 que 530 abertos e fechados
concomitantemente. Um subconjunto de S é conexo se e somente se ele
for conexo na topologia relativa. Uma componente A de & € um
subconjunto <conexo n3oc wvazio de S de maneira que o unico
subconjunto conexo de 5 que contem A € o prdprio A; S € chamado
localmente conexo se e somente se cada um de seus pontos possuir
uma vizinhanga conexa. Assim, um espa¢o S € conexo se ele n3o puder
ser representado pela uniao disjunta de dois conjuntos ndo vazios
abertos (ou fechados), ou se nao possuir um subconjunto proprio nio
vazio que seja aberto e fechado concomitantemente. Se f:S5a+R for
continua, ent3o f assume todos os valores entre quaisquer dois
valores f(u) e f(v), com u, v <5,

As componentes de um €espPaco topoldgico 530
fechadas. Além disto, S é a unifio disjunta de suas componentes. Se
S for localmente conexo, as suas componentes ser3o abertas e
fechadas concomitantemente.

Seja S um espa¢o de Hausdorff compacto primeiro
contavel e CAn} uma sequéncia de subconjuntos fechados conexos de §

@
com ACA . Ent3o A = N A, € conexo.
Seja umtespaco topologico S e I = [0,1] <« [R. Unm
arco ¢ em S € um mapeamento continuo ¢:I+S. Se ¢(@) =u e P(1) = v,
dizemos que ¢ une u e v. S & chamado conexo por caminhos se e

somente se quaisquer dois pontos de S puderem se unidos por um arco
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em S. Um espago € chamado localmente conexo por caminhos se e
somente se qualsquer dois pontos possulrem vizinhangas conexas por
caminhos (na topologia relativa).

Todo espago conexo por caminhos ¢ conexo. Se o
espag¢o for conexo e localmente comnexo por caminhos, €le sera conexo
por caminhos. Em particular, um espago localmente homeomorfo ao rR"
& conexo se e somente se ele for conexo por caminhos. Por exemplo,
discos do R sZo0 conexos por caminhos e, portanto, conexos.

Seja S um conjunto. Uma relag¢do de equivaléncia =

sobre S & uma relag¢3o binaria tal gque para todo u, v, wWw € 5, temos:

A classe de equivaléncia contendo u, denotada [ul,
¢ definida por:

ful = { ve5 | u = v 1}.

C conjunto das classes de equivaléncia &

representado por S5/, 8 o mapeamento

TS +5/%
U+ U

é chamado de proiec¢io candnica. Segue que S & a uniido disjunta de
suas Classes de equivaléncia.
Seja X um espago topoldgico e AcX. Entio A é

chamado residual se e somente se & for a intersecgio de uma familia
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contdvel de subconjuntos abertos densos em X. Um espaco X & chamado
de espa¢o de Baire se e somente se todo conjunto residual for
denso.

. Toda subconjunto aberto de um espago de Baire X @
~um espa¢o de Baire. Todo espaco métrico completo € um espaco de
Baire (Teorema de Baire). Este teorema implica em que todo espago
topoldgico homeomorfo a um espago meétrico & um espaco de Baire.

Um espag¢o vetorial E e um conjunto onde est3o
definidas duas opera¢cbes. A primeira & a adigido:

AExE -+ E
(X,9) F+ x+y '

com as seguintes propriedades:

(M1) x+9 = y+x;

(ME2) (x+9)+z = x+(y+z2);
(M3) 3 0 € E | 0+x = x;
(M4) 3 - € E | x+(~x) = @;

qualisquer que sejJam x, 4, =z em E.

A segunda opera¢2oc € a multiplicagao:

M:ExE + E
(A, X)) =t x

com as seguintes propriedades:

(MI) a. (x+9) = o . + &.Yy;

co



(M&) (x+3) . x

a.x + 3K,
(M7) (af3) x = . {3 %x);
(MB) 1 .x = x;

quaisgquer que sejam x, vy em E, e a, ? em R,

Seja E um espago vetorial sobre o campo dos numeros

reais R, Sejam:

A:EXE*E
W
(X,9) ex+y

H:RNE*E
Tla, q) Pect K

as operacdes adigao e multiplicag¢d3o em E. Uma topologia 7 em E @
dita ser compativel com a estrutura linear de E, se Av e Mu se
mantiverem continuas quando provemos E da topologia 7, EXE da
topologia JIx7 e RXE da topologia RX7, onde R € a topologia usual na

reta real. Quando o provemos com uma topologia compativel com sua

estrutura, E se torna um espago vetorial topologico, representado

pelo par (E,7T).

Un espaco de Fréchet e um €SpPaco vetorial

topologico com as seguintes propriedades:

(F1) & métrico (em particular, é um espaco de Hausdorff);
(F2) e completo {(portanto, € um espago de Baire);

(F3) e localmente conexo.

Seja F um espago de Frechet. Entao qual quer

subespaco fechado de F e um espaco de Frechet. Qualquer produto de
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dois espagns de Fréchet & um espago de Frechet .“1) Ainda, segundo

um teorema na reft. [11], todo espago métrico separavel & homeomorfo
a algum subconjunto de um espago de Fréchet. Por exemplo, 0o espago
dos mapeamentos de classe Ck, com O=k=%<+cw, sobre um subconjunto
aberto do E“, assim ¢como O espago das séries de potencia com
coeficientes complexos, Ssdio espagos de Fréchet.

Uma norma sobre um espago vetorial E o um

mapeamento NOS NUMEros reais:

I-:E » R
x e fxqs

tal que:

(N1) ||x]|z0, com ||x}||=0 & x=0;
(NZ) o= - x|l s
(NS ey = q QI+ Yy 1l s

gualsguer gue sejam x, ¥ « B, A « [R.

Se ||.}] ¢ uma norma em E, E se torna um espago
m&etrico. Chamamos tal espago de espago de Banach,

Se E for wum espago vetorial real de dimensao
finita, entdo existe uma norma em E, todas as normas em E s3o
equivalentes, e todas as normas em E s3o completas.

o R" ¢ um espago de Banach, por exemplo, para
qualguer n<w. Todo espa¢o de Banach é um espago de Fréchet, porem a
inversa n3o & verdadeira.

Um espago vetorial munido de um produto interno <.»2

& um espago de Hilbert. Todo espago de Hilbert ¢ um espago de
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Banach, com a norma definida pelo produto interno. O ®" munido do

produto interno usual:

& um espago de Hilbert.

12— VARIEDADES:

A vantagem de se trabalhar com variedades & gue
elas s3o objetos locais gque suportam processos de diferenciacio.
Antes de definir variedades vamos rever alguns concelitos de calculo
diferencial local gue nos seri3io uUteis. Estes conceitos serz3o
necessarlios porque a abordagem usual do calculo elementar Nn3Io & a
indicada para uma generalizacio para variedades. No Calculo
elementar a derivada em quU de uma fun¢do diferenciavel fiUcR+R &
normalmente interpretada como a inclinagio da tangente a0 grafico
da fungXio naguele ponto. Para generalizar esta idéia interpretamos
Dfiu ) = f'(uﬂ) como o mapeamento limear atuando sobre o vetor
(u-uD). Podemos ent3do dizer que Df(uo) & 0O Un1co mapeamento linear

de E em B tal que o mapeamento:

g:lJ +» [

uh+g(u)=f(u0)+Df{u0).(u-um)
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figura 1.1

€ tangente a f em U (ver faigura 1.1). Isto motiva a seguinte
definigio:

Sejam E, F dois espagos vetoriails reais de
dimens®es finitas, com mapeamentos f, g :UcE+F, onde U & aberto em

E. Dizemos que f e g s3o tangentes em uﬂeu se e somente se:

I f(u) - g(u) ||
lim = 0 .

TR TR |

Esta definig3io leva ao seguinte teoremas: 2

Para f:i:llcE+F e UGEU h4a no maximo um L=L(E,F), onde L(E,F) denota o
conjunto de todos os mapeamentos lineares de E em F  jumnto com a
estrutura natural do espago vetorial real (da mesma maneira Lk(E,F)
denota O espago dos mapeamentos multilineares de ExXExXEx...xE (k
cépias) em F), tal que ) mapeamento gL:UcE+F dado por

g (wW)=f(u )+L.(u~u_ ) & tangente a f em u .
L o o o

Se houver tal LeL(E,F), diremos que f &
diferenciavel em ua, e definimos como a derivada de f em u, @ao
mapeamento Df(u0)=L. Se f for diferenciavel para todo uel, dizemos

que
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D ————
Df:U=sE~+L(E,F)
ur+Dfcu)

€ a derivada de f. Se Df for um mapeamento continuo dizemos que e
i R , . ,
de classe C (continuamente diferenciavel). Dizemos qQue um

. T .
mapeamento e de classe C S8 a SsSua derivada de ordem r for

continua. Um mapeamento f:UcE+VUcF (U, V abertos) € um difeomorfismo
se e somente se f for de classe C, for uma bijecSo, e F . for
tambem de classe C .

. 1 .
Suponha que f:U+E seja de classe C . Definimos como

a tangente de ¥ ao mapeamento:

TF:UxE-FxF
(u, @)+ (Ff{u),DFf(u) . e);

onde Df(u).e e Df(u) aplicado a ecE como um mapeamento linear .

Uma variedade € um conjunto de pontos. De modo a
poder estabelecer uma relagdo entre os pontos deste conjunto e os
pontos de um outro conjunto € necessdrio determinar referéncias,
assim como criamos paralelos e meridianos num mapa. A‘ analogia €
tdo0 grande com a geografia que muitos dos termos s80 os mesmos.

Seja S um conjunto. Uma carta local (ou vizinhanga

coordenada) sobre S €& uma bije¢3o ¢ de um subconjunto U de S para

um subconjunto aberto de algum espa¢co wvetorial real de dimens3o
finita F, representada aqui pelo par (U,¢). A motivag3o € definir
um sistema de coordenadas sobre uma parte do conjunto, € deve ser
uma bije¢do para que ctada ponto seja representado univocamente
(um mapa geografico que determina as mesmas coordenadas para dois
pontos distintos da Terra pode criar sérios embaracos). Um atlas

sobre § e uma familia & de cartas {(Utﬁﬂ)) com i€]l, tal que:
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(MA1) S € coberto pela Ffamilia (S=U U,

(MA2) Se o dominio de duas cartas se sobrepuserem ((UJ“%)#O)
existira um difeomorfismo de classe C ¢ﬁ=¢f¢iil¢i(utnuj) (onde
A{B significa a restricio de A ao subconjunto BcA) que levara da

imagem de ¢5 a0 dominio de ¢t' e ¢Lj aberto em Ft‘

Dois atlas s3o equivalentes se e somente se ﬂauﬂ;
for um atlas também. Uma estrutura diferenciavel ¥ (gerada por )
sobre S é uma classe de equivaléncia de atlas sobre S. A unilo dos
atlas em J°, M;=U ( & | #&F ), ¢ o atlas midximo de ¥, e a carta
(U,¢)aﬂ; ¢ chamada de carta local admissivel. Uma variedade
diferenciavel M e um par (S5,/), onde S & um conjunto e ¢ & uma
estrutura diferenciavel sobre S. A construgao garante que M g

completamente coberta por S,

Como para espacos em geral, podemos construlr uma
topologia sobre M usando as propriedades da estrutura diferenciavel
sobre M.

Seja M uma variedade diferencidavel. Um subconjunto
AcM e aberto se para cada a€A houver uma carta local admissivel
(U,¢) tal que aell e UcA, tornando desta maneira M um espago
topoldgico. Uma variedade diferenciavel e uma variedade
hn-dimensional se e somente se para todo ponto aeM existir uma carta
local admissivel (U,¢) com a€U e ¢(U)AR". Uma variedade serd sempre
de Hausdorff, segundo contavel e diferenciavel. Uma wvariedade
n-dimensional e localmente homeomorfa a um subconjunto aberto do
R". Toda variedade topoldgica n-dimensional é localmente compacta e

localmente conexa por caminhos. Podemos tambem definir
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difeomorfismos em variedades, da mesma forma como para espagos.

Com esta definig3io podemos eleger definitivamente
as variedades como 0O espa¢0o por exeléncia da DinAmica. Devemos
agora explicitar o espago dos mapeamentos sobre uma variedade M. O
objetivo & que, pela sua estrutura de espago vetorial topologico,
possamos descrever este espago de uma maneira geral,

FPara definir campos vetorials sobre uma variedade M
devemos estender a 1déia de gue um vetor tangente a uma superficie
representa 0 vetor velocidade de uma curva nesta superficie. Seja
meM, M uma variedade. Uma curva em m & um mapeamento Cl, c:l+M, de
um intervalo I<cR em M, com QO€l e c(O)=m. Seja c, @ €, curvas em m
e (U,¢) uma carta admissivel, com meUd. Dizemos que C1 e <, 530
tangentes em m com respelito a ¢ se e somente se ¢.c1 e ¢.cz forem
tangentes em 0. Pode—-se provar gque a tangéncia destas curvas &
independente da carta escolhida, de maneira que dizemos que cisa C
s3o tangentes em meM se forem tangentes em m com respeito a
gualguer carta local Que cubra m. Esta tangéncia & uma relagZo de
equivaléncia entre curvas em m. Uma classe de equivaléncia de tais

curvas € representada por f[cl] , onde ¢ €& um representante da
m

classe. 0 espaso tangente de M em m ¢ o conjunto das classes de

equivaléncia das curvas em m:

Tm(M) = { [c]m | € & uma curva em m }.
Chamamos o conjunto TM = UmEMTm(MJ de pacote tangente de M.
Um campo vetorial X{(M) sobre uma variedade M & wum
elemento do pacote tangente sobre & variedade, Jjunto com sua
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estrutura de espa¢o vetorial real de dimens3oc infinita. Isto e, um
campo vetorial sobre uma variedade ¢ um mapeamento C° de M no
espaco tangente TM, que assinala a cada ponto m em M um vetor em
Tm(M). Podemos, alternativamente, e isso motiva a prdxima secclo,
defini-lo como o lado direito de um sistema de equagoes

diferenciais ordinadarias de primeira ordem no sistema dini3mico.

13~ SiIsTEMAS DiINAMICOS:

Considere um sistema fisico que € capaz de assumir
varios estados descritos por pontos de um conjunto §S. Conforme o

tempo passa 0 estado do sistema muda. Se o estado & 5l em t1 e

passa para sz em tz, fazemos

e chamamos Ft ¢ de operador de evolu¢io. Ele mapeia um estado no

!

z2 ' 1
instante t1 naquele estado no qual o0 sistema estaria quando tivesse

transcorrido o intervalo de tempo tz-ti. 0 determinismo da teoria é

. (2)
expresso pela lel:

F ¢F = F , F =identidade
ta.tz tz,t1 b, t, t,t
Chamamos Ft um fluxo, e Ft , um fluxo dependente
2’y
do tempo, ou um operador de evolugio. Se o sistema for
irreversivel, isto e, definido apenas para tz>t1, dizemos que Ft e
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um semi-fluxo.

Em Fisica, normalmente, s3o dadas as leis de
movimento e ndo os operadores de evolucio, isto €, s3o0 dadas
equacBes diferenciais, que devem ser resolvidas para encontrarmos o

fluxo. Estas equacdes sao da forma:

a
0]

|

= X{s), $(0)=50

i
s

onde X €& um campo vetorial sobre 8§ (possivelmente dependente da
tempo). Tendo em vista a udltima afirmac30 da secc¢lo anterior,
podemos definir:

Seja M uma variedade e X € X(M). Uma curva integral
de X em meM € uma curva c tal que c (A)=X(c(A)) para cada AeI (I &
um intervalo aberto em R, c'(A) & o vetor tangente a curva c(A), e
c(@)=m) .

Existem varios teoremas que garantem a existéncia e
unicidade das solugdes do sistema de equacoes diferenciais
ordindrias, todos disponiveis na literatura (ver, por exemplo,
L21), de maneira que vamos aqui simplesmente enunciar o que mais se
adapta ao nosso estudo.

Seja x:UR 4R de classe C°. Para cada K€U, hda uma
curva c:I-U em e tal que c'(A) = X{(c(A)) para todo A€I. Quaisquer

duas curvas sao 1iguais na intersec¢3o de seus dominios. Alem disto,

existem: uma vizinhanga U, de xgU, um ndmero real a)d, e um
mapeamento C°. definido por F:onI+R", onde I=(-a,a); tal que
c, M) :IsR, cujo efeito @ c,Ar = F(u,XA), é uma curva em u=R"
satisfazendo as equagles diferenciais c, (A) = X{c (X)) para todo
Ael .
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Seja X um campo vetorial sobre uma variedade M. Uma
solucio completa de X & uma tripla (V,b,¥), onde VM & um aberto,
belR, b>0 ou b=+w, Ib = (=-b,b), m = dim(M), e ¥ : Vxlb = m”. tal que

se Y (uD,O) = ¢, entio o conjunto

{ ueV | ¥(u,t)=c 3}

& uma curva integral de X em X As Tung¢des componentes de uma
solugEo completa W(u,t)=(w1(u,t),...,wh(u,t)) sZc conhecidas como
sistema completo de integrais de X no dominio V.

Note que as curvas integrals de X 30 definidas por

n equagdes

V';L(u’t)zch‘ i:l’..-,n

e se M for uma variedade local, Ma@n, podemos escrever:

gue &€ a forma classica das solugdes.

Dada uma variedade M e um campo vetorial X sobre ﬁ,
seja meMxm o conjunto dos (m,x)eMxR tal que existe uma curva
integral c:l+M de X em m com »el, 0 campo X & chamado de completo
se $x=MxR. Também, um ponto meM ¢ chamado o—-completo, onde <o = +
-, COu %, se‘ﬂxﬁ({m}xm) contiver todos (m,t) para t>0, t<0, ou te<k,
respectivamente. Portanto, X & completo se e somente se cada curva

integral puder ser estendida de modo & seu dominio se tornar
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(—w, +m) .

Seja X um campo vetorial C' sobre uma variedade M.
Um ponto mD ¢ chamadg um ponto critico (ou singular, ou de
equilibrio) de X se X(m0)=0. A linearizagio de X num ponto critico

rn0 e 0o mapeamento linear

Q m m
o 'a)
definido por
X ) = g—(TF (m ) .v)|
Mo’ Y T gant'"at e’ "V n=0
onde F & o fluxo de X,
Seia m, um ponto critico de X e seja (U,¢) uma
carta sobre M, com ¢(m0)=xaemh. Sejam x=(x1,...,xn) as coordenadas
@]

do [ e Xi(xi,...,xn),...,Xz(xl,...,xh) as componentes do
representante local de X, EntE3o a matriz de X'(mo) nestas
coordenadas =3

ax.

"

O )

j Jx=x
o

Os autovalores de X'(mo) 530 chamados os expoentes
caracteristicos de X em m, - Nesta defimig3o, FK delxa m. fixo, ja
gue C(K)=m0 & a unica curva 1ntegral sobre IS Inversamente, =
Sbvio gque se F;\‘(mo):mD para todo A, entdo mD & um ponto critico.

Seja m_ um ponto critico de X. Ent3xo:

(1) m & estavel (ou estavel segundo Liapunov) se para toda

vizinhanga U de mo, houver uma vizinhanga V de mD, tal que se meV,
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entio m & Ftrompleto e Fk(m)eu para todo Az0;
(11) ™o & assintoticamente estavel se houver uma vizinhanga V de m .

tal que se meV, entdo m ¢ xzcompleto, FL(V)ch(V) se trs e

iim Ft(V)={mo}
L=+ 00

(isto &, para gualguer vizinhanga U de m_ s existe wum T tal que

Ft(V)CV se t2T).E ébvio que estabilidade assimptédtica i1mplica em

estabilidade. 0 seguinte teorema, devido a Liapunov, & basico para
. #.3]

0 estudo da estabilidade:

Suponha que X & ct e que m0 seja um ponto critico

de X. Assuma gue o0z expoentes caracteristicos de mﬂ téem parte real

estritamente nmegativa. Entao m & assintoticamente estavel (de uma

manelira similar, se tiverem parte real maior que zero, m e
assintoticamente instavel, isto &, assintoticamente estavel com
t-—w).,

£ facil entender a Fazao do critério de

ectabilidade de Liapunov: uma solugdo com a parte real do expoente
) ) =t
caracteristico negativa decresce com O tempo na forma de e ,

enguanto gue se a parte real do expoente caracteristico for

positiva a solugdao crescera indefinidamente com et, para t20,



CAPITULO DOIS - TEORIA DE BIFURCAC}KO

21~ PONTO DE BIFURCACAQ:

Estivemos até€ agora construindo a ferramenta que
vamos utilizar. Com este tipo de construgdo estamos garantindo que
certos aspectos apreendidos a partir do diagrama de fase do sistema
dimamico nd3o s30 apenas acidentes causados pelo tipo de atague ao
problema (em suma, apenas numerologia), mas sim que s30
extremamente gerais, profundamente vinculados &0 préprio sistema
dinamico. O ponto de partida da Topologia s%o o0os conceitos de

teoria de conjunto e as relag@es que estes conceitos criam a0 se

passar de um espagh a outro atraves de mapeamentos, AD
estabelecermos cartas sobre um conjunto (espago) estamos apenas
determinando uma descrigdo da conforma¢io deste conmjunto (espa¢o).

A unica exigéncia gque fizemos sobre elas ¢ que no seu atlas
descrevam todo o conjunto (espagq) ineguivocamente. Um ponto
critico, desta maneira, ¢ um ponto critico do sistema dinamico,
descrito pelas cartas que forem defipidas sobre a vizinhanga que o
contém. Este arrazoado busca garantir uma efetiva independéncia
para o diagrama de fase do sistema diniamico, por wum motivo pelo
menos: o problema fisico € independente do tipo de tratamento que
damos a0 modelo matematico gque o descreve.

Suponha gQue X & um campo vetorial completo sobre
uma variedade M, e gue F & um fluxo. Uma &rbita de X & a imagem em
M de uma curva integral maxima de X. (Q diagrama de fase de X & a

realizagido da 1déia de decompor M em &rbitas (talvez orientadas).



Um subconjunto S de M & chamado de positivamente invariante se @
somente se FL(S)CS para todo tz0, e de negativamente 1nvariliante se
& somente se Ft(S)CS para todo t<0 (de invariante se for
simul taneamente positiva e negativamente i1nvariante}). Um ponto de
equilibrio (ou critico ou singular) de X & um ponto meM tal que
Fl(m)=m par todo telR. Um ponto periddico de X & um ponto meM tal

que para algum T>0, FUT(m)=FL(m) para todo telk, e o periodo de m &

o menor T gue satisfaz esta condigdo. Uma orbita fechada © a 4rbita

de um ponto peridédico (um ponto periddico n3o & um ponto de
equilibrio), e como todos os pontos tém o mesmo periodo, falamos do
periodo da &orbita fechada, no lugar de periodo do ponto. Um

elemento critico de X €& ou um conjunto (m}; onde m ¢ um ponto de
equilibrio, ou uma 4rbita fechada. Chamamos ['x ao conjunto de todaos
os elementos criticos de X.

Se UckE for um subespago aberto de um espago
vetorial e F for um espago vetorial, o conjuntoc dos mapeamentiogs de
classe C' que levam de U para F (r<w) & um espago vetorial Er(U,F)
com a métrica J4a definida anteriormente. Como o campo vetorial
sgbre M £ um espago vetorial podemos definir sobre ele uma
topologia. Para construir esta topologia devemos escolher conjuntos
abertos em X(M) usando a estrutura diferenciavel de M. Seja X (M) o
conjunto dos campos vetorlals de classe C’ em M. Seja (U, @) uma
carta sobre M, tal que @{U)=U"<cE limitado. Existe um teorema €z’
que garante que (TU,T¢) & uma carta em TM (chamada carta natural).

Para XeX(M), teremos um representante local X ieﬂr(U'.E). Portanto

&

existe um atlas ﬂﬁf(utﬂﬁ)} sobre M tal que teﬁruﬂ',EJ para

X

@
todo i, 2 existe uma topologia.ﬁr, chamada topologia unifaorme, que
& a menor topologia sobre X{M) que mantém os mapeamentos X +X

P
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continuos para todo i. Se M for compacta, a topologia obtida =
independente de # & & chamada de topologisa c’. Se M for n3o
compacta, tomamos a unifo de todas as topologias rd para todos o0s
atlas admissiveis & sobre M, tendo a propriedade de que U’ &
limitado, gue chamamos de topologia C" de Whitney sobre x (M),

Dizemos que X & C" estruturalmente estavel se
houver uma vizinhanga © de X<X(M) na topologia C’ de wWhitney, tal
que Ye® implica em gque X e Y s3o topologicamente conjugados. isto
&, tém diagramas de fase equivalentes: existe um mapeamento, que £
um homeomorfismo, hi:Ma+M levando érbitas orientadas de X em ©rbitas
orientadas de Y.

A andlise de bifurcagfo trata com instabilidades
dentro de familias parametrizadas de campos vetoriais. Suponha gue
M seja paracompacta, que X(M) seja um espago de Fréchet, e que C
seja uma variedade de dimensdo finita. Um campo vetorial c’
controlado & um mapeamento de classe Cr, prC+Xx(M). 0 espago de
controle de u # C e M ¢ chamado de espago de fase. No caso em que C
& um disco aberto em torno de oem“, 4 & chamado de familia
m-dimemnsional de campos vetoriais, ou uma perturbagdo n-paraméetrica
de XD=H(O), chamado de o foco de ., Um ponto ceC € um ponto robusto
de u se houver um vizinhanga aberta U de ceC tal gue para todo uel,

piu) @ m(c) s3o topologicamente conjugados. Um ponto ceC £ um ponto

de bifurcagio de u se n3o for um ponto robusto.

D O— DETERMINACAO DOS PONTOS DE BIFURCACAO:

Depois de estabelecida por Poincare em 1885 [3], a

teoria de bifurcag3o passou por um meio século de esquecimento, SO
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quebrado por Liapunov, que publicou em 1892 tzjseu trabalho sobre a

estabilidade das solu¢8es criticas do sistema de equagoes
diferenciais, tema relacionado e voltado também para o aspecto
qualitativo. Em 1937 Andronov e Puntriagin:z) publicaram seu artigo
cobre o que chamavam de sistemas grosseiros, onde €& elaborado o
conceito de estabilidade (ou instabilidade) estrutural de Poincare.

A substituig8o do termo proposto por Andronov e Pontriagin para

{2

)

cistemas estruturalmente estaveis foi proposta por Lefschetz
que traduziu o trabalho do russo para o inglés. Em 1942, Hop¥ t2)
publicou um trabalho sobre a bifurca¢do de circulos limite a partir
de pontos singulares, o que ficou conhecido como a bifurcacldo de
Hopf. Estes trés trabalhos, retomando e desenvolvendo os trabalhos
originais de Poincaré e de Liapunov, foram os responsaveis pelo
presente interesse nesta teoria, que assumiu sua moderna forma a
partir dos trabalhos de J. Sotomaﬂor.um

Podemos abordar a Teoria de Bifurca¢io de duas
maneiras diferentestzj. Pelo lado da teoria (ver por exemplo, (147,
[457]), procuramos as condi¢des gerais que determinam e descrevem Os
virios tipos de bifurcagBes 4que ocorrem nos varios tipos de
cistemas dindmicos, ou, em outvas palavras, dado um campo vetorial
(M) sobre uma variedade M, quais as propriedades do conjunto dos
pontos de bifurcagdo que sdo gerais, levando em consideragao as
cimetrias e dimens3o do problema. Este objetivo foi alcangado para
arcos (dimens3o de M igual a 1) e para sistemas no plano (dimM=2).
0 fato de nio existir uma teoria completa ni3o impede que esta seja
usada para casos onde dimMZ3, porém os diagramas de bifurcacdo se

tornam extremamente complicados. € claro gue, dependendo do numero

de wvaridaveis do problema, este n3o poderda ser representado
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integralmente em um uUnico diagrama de fase, residindg  al a
prifncipal dificuldade de se tratar com sistemas com dimMz3, uma vez
que o conJunto de pontos de bifurcagio pode formar espagos
desconexos nops varlios pares conjugados.

Pelo lado da dinamica aplicada, e claro que os
sistemas, via de regra, envolvem mals gque duas dimensdes e VArios
parametros, gue podem ou N3O ser significativos do ponto de vista
da teoria de bifurcagizo. A solugd3o neste caso = resolver
numericamente as &rbitas do sistema dinAmico para um dado valor de
um dos parametros, e entido resolver de novo para um  pequenog
incremento neste wvalor, e assim por diante para todos oS
parametros. Desta maneira, podem ser i1dentificados 0s atratores do
sistema, e a partir dai podem ser i1inferidas mudangas nas
propriedades topoldégicas dos diagQramas de fase.

A determinagio dos pontos de bifurcagdo faz uso do
teorema da fungio implicita. Este teorema diz que se determinadas
circustancias forem obedecidas ¢ sempre possivel considerar as
variaveis dog sistema dinaAmico coOmo fungao dos parametros
envolvidos. Os pontos que nZo cbedecem a estas circunstancies sao
aqueles em que n3o & possivel determinar univocamente o
comportamento das solugdes como fungfo dos parametros, ou seja, s30
sempre pontos de instabilidade estrutural e podem ser pontos de
bifurcagcio. Existem vAarias versdes do teorema da fungdo 1mplicita,
a escolha dependendo do tipo e dimensdo do problema a ser estudado.
A versio apresentada aqui busca ser geral o suficiente para o0s
propésitos em vista, quando o problema  tiver dimens3o finita.,

Suponha um sistema de equagdies da forma:
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L T L ] . & & = = O 1 = l * @ [ ] r
f_txl_ ,xn,ai, s ) y 1 ’ y N

dependente de k parametros o. Escrevendo na forma vetorial,
J

supondo x<R', aeﬁk, e feR:

fiR"xRY 4 R
(% ,x) b+f(x,a)

af.
Seja E;F(M.a) a matriz jacobiana

] 1.]=1, R

Axn numa vizinhanga (x,a) de (x _,a ), denotada (df) .
0" O LS|

TEOREMA DA FUNCAODO IMPLICITA : Suponhamos gue (df)x o definido
acima £ tal gue:

det(df) ® 01

X g O

entio existe vizinhangas U de X, NO R" e V de o, no Rk 2 uma fung#Eo
X:V+U tal que, para todo asV, O sistema tem uma dnica solugdo

w=X{(o) em U. Além disto, se f for de classe C°, X também o sera.

Simbolicamente:

det(df) 2 0 w» X | fiX(at),a) = Q & X(ax ) = x
Xy o

’ O

FProva: Ver, por exemplo, [1c].

Temos entdo que se (df) for m3Eo simngular (x ,o )
Xy O o' o

ndo serd um ponto de bifurcagdo. Se (df)x & for singular, ent3o
»

(xo,aa) pode ou nEo ser um ponto de bifurcagdo, mas O sistema sera

sempre estruturalmente instavel, sequndo [s].

A importancia fundamental do Teorema da Fungd3o
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Implicita decorre da impossibilidade de determinar uma unica
solug3o do sistema de egquagdes, se 0 determinante da matriz
jacobiana for nulo. Esta 1impossibilidade significa Que, em
determinadas situag¢@es, pode haver mails de uma solugd3o para o
sistema, para aqueles valores especificos dos parametros. E claro
que nem sempre as duas (ou mailis') solugdes serdo estavels
(geralmente nio =3c0), de modo que pode acontecer de uma Ssolugao
estavel se tormpar instavel quando o ponto de bifurcagido €& cruzado.
A este fato fol dado o nome de “~troca de estabilidade’ .

Como um exemplo, consideremaos U(x,a) analitica

real, com xR e oK, e as solugdes de F=YU(x,a)=0 prdximo de

(xo,mn). Se det{dF)=0 entao haveria sempre uma segunda curva
passando por (xo,uo), possivelmente complexa, satisfazendo
VU(x.2)=0. Entretanto, como as solugdes complexas n3o possuem
significado fisico, © problema de dizer se o ponto (xo,ao) & um

ponto de bifurcag3do val requerer malor conbecimento sobre o sistema.

Vamos considerar ©O 2 caso em gue sd existe um
parametro de bifurcagdo, isto &€, 0s outros parametros, nao sendo
significativos do ponto de vista da bifurcagio, podem ser

ignorados. Sela F:R"xR+R" tal que

du

Jt - Flu,X),
com F(O,hﬂ) = 0. Pelo teorema da fung¢3iZo implicita, se detFu(O,KO) -
0, entBo (O,lo) nao &€ um ponto de bifurcag3o. Vamos expressar

F(O,X)] por uma série de Tavior em torno de (O,Ko) € Vamos supor que

detF (O,x ) = O, entdo:
i O
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FCu,A) = Lo.u + (R-KO)Ll.u + plu,A),

onde L0 = Fu(O,ln). L, = ﬁhk(o,lo) s80 matrizes nxn, e

2, N n . = -
plu,A)eC (R »dR,R ') satisfaz p(@,Ko) = PU(G.KD) = QMK(U.KQ) Q,
isto €, e a parte da série de Taylor de segunda ordem ou de ordem

superior na variavel u. Temos ent3o que:

detFu(O,Ko) = det(Lo+(K-kn)L‘) = Q.

JEOREMA 1: o teorema 1.3 de (5] afirma que: se o det(Lo+(X—KD)L‘)
muda de sinal conforme o valor ko for cruzado, de Ao-s a A°+s, &£)0
pequeno, entdo (@.A ) e um ponto de bifurcacido.

Este teorema se baseia na invari&ncia do grau
topoldgico de Brower, onde o grau & um inteiro (positivo, negativo
ou nulo) que mede o numero de solugOes de um mapeamento
continuamente diferenciavel f(x)=p num dominio limitado DdR", desde
que F(x)Zp em @D (Ffronteira de D), contando solucles nao
degeneradas com um + ou um -, dependendo se a orientac3c de f @&
preservada ou revertida na solugao (ndn degenerada significa que
dEt(df)p ¢ n3o singular).

Na verdade, este teorema nao nos da muitas
informagOes sobre o ramo de solugbes que se bifurcam, e €& provado
por absurdo. Resultados mais uteis serdoc dados nas proximas
secgoes.

Seguindo a discussao da singularidade  do

determinante do jacobiano, Poincare, no seu trabalho de 1885 t8)

!

171

) ) .. T .
introduz o conceito de coeficiente de estabilidade Estes sao as

derivadas segunda da fun¢do das forgas, e na nossa nomenclatura sio
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indicadas por Fxt(G,Ko). Supondo a matriz Fu(e,lo) diagonal, para
que sed determinante se anule € necessdrio que um ou mais destes
coeficientes se anule. Se o determinante mudar de sinal conforme o
valor Ku for cruzado, ent30 um nidmero impar destes coeficientes

] . b {&)
tambem mudou de sinal. Um teorema, entao, estabelece : uma

condi¢8o suficiente para que ocorra bifurcacio é que pelo menos um
destes coeficientes mude de sinal, indicando que ocorreu uma troca

de estabilidade.

2.3- BIFURCACAO A UM SIMPLES AUTOVALOR:

Quando o autovalor Ao for de multiplicidade um, a

situagao se simplifica enormemente. Este caso, chamado de
bifurcagd3o a um simples autovalor, @ tratado em muitos livros de
analise. Um teorema (teorema 1.4 de (s3], ver tambem f18]),
estabelece a estrutura 1local do ramo que se bifurca. Sera
necessdrio, no entanto, rever primeiro alguns conceitos de algebra
linear: Seja L uma transformagc3o linear, L:U+V, que associa a todo
x€lU um L.xeV. 0 ndcleo da transformac3o, ker(lL), ¢ o conjunto dos

vetores X de U cuja imagem € o vwvetor @eV. 0 ndcleo contém o

elemento (@) e ¢ um subespaco de U. A imagem de L, R(L), & o
conjunto dos weV | L .x=y, xeU, e € um subespaco de V. O complemento
ortogonal de um subespaco NcM € o conjunto dos meM | (n.m>=® (onde
{.) denota o produto interno), e € um subespagco de M. Por uma
quest3o de notag3o chamamos o complemento ortogonal de R(L) de o
coker(L). Podemos estender estes conceitos para transformacdes nio
lineares T desde que T(®)=0. Vejamos agora o teorema com a mesma

notacdao do teorema 1 (ver [s5]).
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TEOREMA 2: Assuma que u, € uma base para o ker(L,) e que L ,.u, €
R(L,). Esta condig3o implica que a intersec¢3o da imagem e do
nicleo de L contém apenas (@), de modo que Ao € um autovalor de

multiplicidade um. Seja Z tal que R“=Cuo}+2. Existe ent3o uma curva
de classe C1 (M,¥) definida num intervalo (-6,0)
(A, w) (=5 ,8)+RxZ,

tal que A(0)=KD, w(0)=0 g

F(h(s),s.(uo+w(s))) = @, Vse(-4,56)

Além disto, numa vizinhanca de (kﬂ,e), qualquer =zero de F esta
sobre esta curva ou € a solugio trivial.
Esquema da prova (prova completa em [183) .

Definimos a funciao §:

r 5_1+F(k,5.(u0+2)) = Lo.(uo+z)+(k-k°)_L1_(uo+z)+
+5_1.p(l.s.(uo+z)), se s*Q

fls,N, zZ)=-
i F (hg 10 Cu_+2) se =0

f e continua, 0 que pode ser visto tomando seu limite para 5-+0.

Suas derivadas parciais Fh e ¥= também s8o continuas em (s,A,2).

Alem disto, F(@,lo,ﬂ) = Fu(10,0).u0 = 0.

A derivada de f € 0 mapeamento (A,z) — Lﬂ,z +

" , . . n .,
l.Ll.uo, @ ¢ um isomorfismo de RxZ -+ R, por hipotese. Podemos

ent3o resolver F(s,A,z)=0 para A=(s), z=yw(s) proxime a (@,A_,0)

o’
pelo teorema da fun¢do implicita (ver [183] para mais detalhes).

Podemos estender este teorema para o caso de um

numero arbitririo de parametros de bifurcacio:
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TEQOREMA 4: Sejam A, U, V espagos de Banach. Consideremos um

mapeamento F:Cz(AxU,V) tal qgue:

F{x,u) = L.,u + B(K-Ko.u) + p(A,u),
com L=X&(U,V) (espago dos operadores lineares limitados), B(A,u)
bilinear e limitado, p(A,0)=0, pu(KD,O)=O, e pku(ho’0)=o'

Suponhamos gue existe uD#Oeker(L) g um subespago fechado Z<UJ tal

que o mapeamento AxZI-+V, dado por:
(5,2) .--fl_"i‘+B(fC,uu) ,

seja um isomorfismo. Entio os zeros de F numa vizinhanga de (hD,O)

em AxE{uD}HZ consistem exatamente da soluglo trivial e de uma curva

5h+(h(5),5.(u0+w(s))), onde :
(M)t (5, 8)2AKI e (h(O),w(O))=(k0.OJ.
A praova ¢ basicamente a mesma do teorema 2, porem

KO NiEo ¢ mals necessariamente um autovalor de L geometricamente
simples. A condigio essencial & gque o0 mapeamento que leve de AxRaV
seja um isomorfismo, portanto dim{ZxA)=dimV, de modo que quanto
maior for a dimensZo de A menor ser4a a dimens3o de Z, ou sela, a
dimensdoc de ker(L) deve crescer proporcionalmente A& dimens3o de

[5)
A.
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24— METODO DE REDUCAQ DE LIAPUNOV-SCHMIDT:

0O complicado tratamento da teoria de bifurcag3io com
Varlias variavels e varios parametros pode ser muito simplificado
via 0 méetodo de redugdo de Liapunov-5Schmidt. Este método foi usado
por Liapunov para tratar o problema levantado por Poincare £
sobre as posi¢des de equilibrio de uma massa fluida em rotag3c. E.
Schmidt usou tambem este método em 1908 para tratar de equagdes
integrais. 0 procedimento, basicamente, parte de consideracdes
saobre o teorema da fun¢3o i1implicita. A idéia & qgue mesmo que O
determinante do jacobianoc seija nulo, det(Fu(AD.uD))=O. & possivel
dividir o espag0 de dominio do mapeamento em nucleo e complemento
do nucleo, de maneira que & ac3o do sistema sobre o complemento do
nucleo & nNn3o singular e pode ser resclvida pelo teorema da funcio
implicita, engquanto gque a outra parte, de dimens3o finita (ou
menor, s 0 problema ja& tiver dimensifpo finita), pode se+r atacada
por outros métodos, tals como os descritos no capitulo anterior.
Fara o caso em que a dimens3Zo do problema & finita
e a multiplicidade do autovalor & um, existe uma vers3o do método

muito simples, que n3¥o envolve outrps conceitos além dagueles ja

vistos anteriormente, © qQue serd vista na préxima secgio.
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25- CASO DE DIMENSAO FINITA £ DIMKERCL)=1:

0 metodo de redugd3o de Liapunov-Schmidt busca reduzir o

sistema de n equagdes:

™ k n
$:R xR +[R _ (2.5.1)
(v ,2) =P (y,a)=0,
quando H(d@)oo=n+l, para uma Unica equagilo:
:RxR" 4R
oF bk (2.5.2)

(x,x) F+Q(x,a0)=0,

0 primeiro passo ¢ dividir os espagos de ambiente
em duas componentes, relacionadas & transformagido (2.5.1). Chamamos

{(cd®) =t @ fazemos:
0,0

r

(a)R "=ker(L) + M,
(2.5.3)
(B)R"=N + R(L).

Unde, da maneira como fol feita a separac3o, temos que dimM=n-1 e
dimN=1, N sendo o coker(L). Seja E a projeg&io do R” sobre o R(L),
com ker(E)=N. A projegdo complementar I[I-E possuli R(I-E)=N e

ker(I-E)=R(L). Seja ueR”, entZo:

U=0Q & Eu=0 e (I-E)u=0,

porque O & o unico elemento comum ao R(L) e ao coker(L). Portanto,
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0 sistema de equagdes (2.9.1) pode ser dividido em:

(a) E2(y,ax) = 0,

(b) (I-E)®(y,a) = O. (2.5.4)
For conta da separagio (2.5.3a), podemos escrever

Y=Ev+w, onde veker(L) e w=M. A egquacgio (Z2.5.4a) pode ser reescrita

como:

E®(v+w,a)=0.

Esta equagdo nada mais 4 gque a definig¢fo de um mapeamento

F 1 ker(L)xMxR* » R(L)
(vrtw,ao) F (v, w,a)=Ed (v+w,a) =0,

A derivada de F em relagdfo a w, na origem, ¢ dada por:

(dF) =E(d®) =EL=L.
a,0 0,0

r

Como agul o mapeamento linear L:M+R(L) & nZIo singular, e portanto
inversivel., podemos aplicar o teorema da funcXo 1mplicita para
obter uma fungifo w=W(v,a), definida camo:
k
Wiker (L) xE +M,
que satisfaz:

Ee(v+W(iv,m),a)=0, W(0,0)=0.

Substituimos agora W em (2.5.4b) para obter o
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mapeamento reduzido

¢:ker(L)xEk+N,

onde @¢(v,a)=(I-E)@(v+W(v,a),a).

Esta equagdo ¢ frequentemente chamada de equagio de
bifurcagdo, ou egquag¢io reduzida, porgue os zeros de P(v,a) est3o
relacionados um & um com oS zeros de $(y,an), porém tem a
desvantagem de ser um mapeamento entre subespacos unidimensionais

do R". & recomendavel, portanto, que sejam escolhidas bases para o

ker{L) e para N, de modo a se obter um equagio reduzida
g(x.a):ExEk+E. E claro que 1isto introduz uma arbitrariedade
adicional no meéetodo, alem daquela relacionada a escolha dos

compiementos M e N, porém, um teorema em [14] estabelece gue as
equagdes reduzidas oriundas de escolhas diversas para vetores da
base de ker(lL) e N, e/0u de complemenrntos espaciais de ker(L) e R(L)
s30 equivalentes, a menos de um sinal gue deve ser inserido
explicitamente. Para se obter g deve-se projetar ¢ sobre V:EN;
gqualguer vetor veker (L) pode ser escrito como XV onde xek .

Definimos entio g como:
L 2
g(x,a)={v0,¢(xvo,a)>.

Como ¢(xvo,a)EN, este produto interno serid nulo se e somente se
¢(xv0,a)=0, e entdo 0s zeros de g(x,a) estFo relacionados um a um
com 0s zeros de g¢(v,o).

0 processo todo pode ser sumarizado no seguinte

esquema composto por cilinco passos:
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(1) Decompor os espagos de dominio e contra-dominmio em subespagos
relacionados a L, conforme (2.5.3);

{(2) Transferir esta decomposig3o para o sistema de equag®es,
conforme (2.5.4);

(3) Mostrar gque (2.5.4a) pode ser resolvida para n-1 variaveis via
0 teorema da fungio implicita;

(4) Substituir a solugdo obtida no passo 3 em (2.5.4b), de modo a
conseguir ¢;

(9) Escolher coordenadas para o ker(L) e para o coker(L), de modo a

s obter g,

0 passo fundamental & o terceiro, por mostrar gue o
teorema da fungio implicita pode ser aplicado em situag®es que a
primeira vista n3o permitiriam a sua aplicagldo. Os passos 1 e 5
envolvem uma escolha de modo gque devemos nos garantir gue escolhas
diferentes levem a resultados equivalentes.

Um teorema em [14] garante esta equivaléncia:

Escolhemos complementos M1 e M2 para o ker(L) e N1
e Nz para o R(L). Sejam v, 8 v, no ker(l.) e v: = v: no coker(L).

Sejam gl{x,a) e gZ(x,a) as equagdes reduzidas obtidas usando as
escolhas com indice 1 e com indice 2, respectivamente, Sejam
. , , . . * 3 ‘ .

5251na1av1,v2> e ¢=51na1ﬁv1,v2;. Entao gz(x,a) < equivalente a
égl(ax,a).

A provae deste teorema estia em [14].

Aqui, por eguivaléncia, queremos dizer que existe S
NZo nula 2 positiva e (X,A) um difeomorfismo local que preserva  a

orientagdo de x e o, tal gue a seguinte relac3o vale para duas
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equagdes de bifurcagio gi(x,a) e gz(x,a):

S(H,QJQL(X(K,Q),A(Q)) = gzcx.a).
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CAPITULO TRES - MODELOS COSMOLOGICOS HOMOGENEOS

3.1- COSMOLOGIA RELATIVISTA:

Das quatro i1nteragdes basicas da Natureza, a
gravitacional & a mais fraca. Para o estudo do Universo, porem,
devido ao alcance curto das interagdes nucleares, e a neutralidade
eletrica dos aglomerados de galaxias, & a unica relevante. Devido
as imensas distancias envolvidas e magnitudes das massas codsmicas,
a descrigdo do efeito gravitacional se faz com © uso da Teoria da
Relatividade Geral. A Teoria estabelece & equivaléncia entre
efeitos gravitacionais e inerclals como principio fundamental, o]
Principio de EqQuivaléncia, e tem a caracteristica de ser descrita
em termos da geometria da variedade espago-temporal. Estudando o
comportamento de particulas teste, a geometria da variledade pode
ser determinada. Esta variedade & guadri—-dimensional e
paracompacta [191, com assinatura +2.

Suponha um ponto material sob a ag3o de um  campo
gravitacional arbvitrario. 0O Principio de Equivaléncia garante que £
possivel encontrar uma classe de referenclals em relagioc aos quals
este ponto estarda em repouse oW movimento retilineo uniforme.
Nestes referenciails, localmente 1nerciails, valem as leis da
Teoria da Relatividade Restrita. Em qualguer outro conjunto de
referenciais, 0 movimento do ponto material pode ser i1nterpretado

como sujelito a um campo gravitacional externo, de modo gue o efeito

deste campo externo sera descrito pelos coeficientes da métrica,
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que fazem, entao, o papel de "potenciais gravitacionais'.

Obtemos as equacOes de campo da teoria obrigando os
coeficientes da metrica a obedecerem um principio de minima a¢do, e
fazendo com que na aproximagdao de campo fraco, a Teoria da
Relatividade Geral seja reduzida & teoria de gravita¢ao newtoniana.

e ) ) . . - (20X21)
As equacoes de Einstein, assim obtidas, sao:

le g +A.g = (81G/c*)T (3.1.1)
MY e M M Ny

onde R“p e o tensor de Ricci, obtido do tensor de

Riemann-Cristoffel (R#P = R LA
HYe oy,

pﬂ—’
Einstein com o objetivo de evitar o efeito de expans3o do Universo,

), R & o escalar de curvatura (R =

g A @ a constante cosmologica, introduzida inicialmente por

[

e que atualmente serve para destrever a energia do vacuo, e Tpu e o
tensor energia-momentum dos campos materiais presentes no modelo.

0 papel do tensor energia-momentum € agir como
fonte para a curvatura da variedade, e ordinariamente € assumido
representar um fluido isentrdpico perfeito. Tal fluido e composto
por aglomervados de aglomerados de galaxias, supostos estarem
distribuidos uniformemente no espago, de modo a tornarem homogénea
a densidade de fluido cosmico. Para a descrigao das propriedades
deste rfluido relevamos as irrvregularidades locais (planetas,
estrelas, galiaxias, etc.) e nos PpPreocupamns apenas com as
Propriedades macroscdpicas do fluido, tais como pressid3o, densidade,
etc. 0 Universo deve, ent3o, obedecer a uma equacao de estado, do

tipo p(p), que relacione estas grandezas, onde p € a pressao

isotrdpica e p € a densidade de materia.

ol



O tensor energia-momentum, simétrico em seus dois

indices, deve também, por razdes fisicas, obedecer a uma lei de
conservacao (ponto e virgula significa derivada covariante):

™ =0 . (3.1.2)

A equa¢do de Einstein (3.1.1) e a equagio (3.1.2)
podem ser resolvidas para seis coeficientes da métrica, ficando os
outros quatro coeficientes livres para transforma¢des arbitrarias
de coordenadas.

No estudo da Cosmologia assumimos que as leis da
Fisica s3o0 validas para todo o Universo, em qualquer instante de
sua evolu¢l3o, com a possivel excegSo dos instantes muito préximos
da singularidade, nos modelos em que esta ocorre. Associado a esta
hipotese, assumimos também o chamado Principio de Copernico, que
estabelece que a Terra ndo ocupa um lugar privilegiado no espagco. A
consequéncia deste principio € que o Universo € homogéneo, porque é

, , [Z11 . .
visto assim da Terra. Para alguns autores ,este principio

também determina sua isotropia, pelo mesmo motivo, mas aqui
assumimos que embora parega isotrdpico agora, nada impede que o
Universo tenha sido anisotrdpico no passado, tendo alcangcado o
presente estado durante sua evolu¢80. E claro que neste ctaso
poderia ter sido inomogéneo no passado tambeém, poarem n3o trataremos
com este tipo de modelo neste trabalho.

Notem que a adoc3o do Principio de Copérnico,
arbitrdrio e muito simplificador, € feita para o aqui e agora, ou

seja, para assumir como homogéneo o estado atual do Universo. Neste
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sentido & ums premissa valida, JjA que n3Eo podemos nos deslocar para
ocupar uma posigdo muito diferente da posigdo atual do Nnosso  grupo
local, na escala de tempo das observac@es astrondmicas humanas,
para verificar a homogeneidade do Universo.

Us observadores fundamentais do espago s¥o aqueles
gque se movem com um elemento de volume infinitesimal do fluido
cosmolagico, Tals observadores determinam um sistema de coordenadas
onde as linhas de fluxo do fluido sZo de tipo tempo, Qque R3o ce
interceptam. Este sistema de coordenadas ¢ chamado de co-movente,
porque & arrastado pelas particulas do fluido cosmolégico. Neste

cas0, em qualguer ponto do espago ©0 vetor quadri-velocidade do

fluido &;:
uH(x) = & (3.1.3)
(&)
A 1-forma associada a este vetor, entIg o:
w = ut o= (3.1.4)
o T 9o Cee
o gue, Junto com a condi¢3o de nmormalizagl3o u“uy = ~-1, obriga que
goo = -1 . (3.1.9)

Quando apresentou seu trabalho sobre cosmologia em
1916, Einsteln introduziu a&d HAHoc uma constante para evitar o
aparecimento de uma pressdo negativa, para a qual niEo havia uma

(22

Justificativa fisica aceitavel A  introdugdo desta constante,
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apesar de quebrar a simplicidade da teogria, provavelmente evitou
Sua rejeicido na época, pelo inusitado de prever um Universo que

possul sse densidade me&dia de matéria nularzaj. Em 1922 Friedman

[ 24)
encontrou que era possivel obter uma densidade finita, Sem
introduzir qualquer constante, mas com © surpreendente resultado
que 0 Universo se expandilia, resultado confirmado por Hubble em 1929
ag anunciar uma relac¢io linear entre distancia e velocidade de
recessdo para algumas galaxias distantes. A constante cosmolédgica
passou a ser uma redundiancia, até ser recuperada pelos cosmdlogos
inflacionistas, para expressal O termo de energlia do vacugo em

o, . : (251}
cenarios de quebra expontinea de simetria.

3.2~ ISOMETRIAS:

As epquagdes da Relatividade Geral formam uUm
complicado conjunto de equagdes diferenclals parclials n3ao lineares
e acopladas. Por este motivo, ¢ comum, em Cosmpologia, simplificar
estas equagdes atraves da imposigio de simetrias na solugdao,

Modelo Simetrico (ou HOmogéeneo) & aguele gue possui
sua metrica invariante sob um dado conjunto de transformagdes
{chamadas isometrias ou movimentos, porque preservam todas as
medidas de comprimento). Tal modelo & uma variedade M, e cada
operagdo de simetria & um mapeamento de M sobre si mesma, 0O efeito
desta transformagdo & levar um ponto P de M para outro ponto de ™M,
por exemplo, @, aonde a métrica ¢ a mesma que em P, Para descrever

a invarlancla da métrica sob um grupo (grupo de Lie) de isometrias,
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determinamos as transformag®es infinitesimais (algebra de Lie) do
grupa,

Considere uma vizinhang¢a U de um ponto P, onde s3o
usadas coordenadas x". Uma transformagaoc infinitesimal leva pontos
de uma vizinhanga U'< U em outros pontos de U. Sejam x’“(xp) as
transformag®es que levam do ponto P ao ponto P'e U:

xH(xTy = xHpy = XM, (3.2.1)
P P
onde xg,sﬁo as coordenadas do ponto P’,

A transformacio ' tem a forma:

THPY = XMy o+ exMr) (3.2.2)
com £ multo peguenoc. Portanto X = X“éy € um campo vetorial que

descreve a magnitude e a direg¢fo da transformagiio
Sob esta mudanga de coordenadas. um campo
Y = v“ap s transforma como:

v*'P Py = Ji vH(P)y.

A matriz jacobiana desta transformag3o é:

’ & =
3PPy = ZE Py = (6P+ e 25X (P) = (6° + £xP ) (P)
H IxH ¥ o H » i
portanto:
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ax’F

v PPy = (PHYYH Py (3.2.9)
c?x“
onde Y’ﬁ(P') s30 as componentes de YP(P) calculadas em P*’, no maovo
slistema de coordenadas.
Ainda sob esta mudanga de coordenadas, as

componentes do vetor Y se transformam como:

YPPYy = vP M e axty (3.2.6)
Definimos a diferenga de Lie como
&Y = vP(p?) ~ v PR (3.2.7)
que da a diferenga entre o campo definido originalmente em P, e o

campo calculado em P’ segundo a transformag®o de coordenadas para o

sistema com linha.

Define-se a derivada de Lie do campo vetorial Y com
respeito ao campo vetorial X, como sendo o campo vetorial:

L R x
lim Y{x")-Y"(x")

£y = Lim , (3.2.8)
£

As componentes deste campo sio:

(& ¥Y)F = vP xH - xP yH (3.2.9)
X s H y

onde a virgula significa diferenciacdo simples.
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Portanto,

2y = (Y xH - x° yMe (3.2.10)
X 7 Ny P

A expressao entre parenteses € conhecida como

comutador de X e Y, portanto:

fo = CX,Y2l . (3.2.11)
A derivada de Lie de um tensor T arbitrario é:
. ... _ o, .. A Ao oo, L LA
cxxT)yp.... - Tuv...,kx Tyu...x Y N T, X e T
(3.2.12)
Para o tensor metrico, temos:
A A A
(zxg)yv - gpu,Rx oo M * gykx R
= X + X - ar*
TR v,u N
= +
XH;P Xp'y , (3.2.13)

onde o ponto e virgula denota diferenciac3o covariante.

Uma transformac3o infinitesimal é chamada isometria
se ela deixa a métrica invariante. A transformaclo xox', descrita
POr um campo vetorial X, deixard a métrica invariante, portanto, se

e somente se satisfizer a equagiao (3.2.13), conhecida como condigao

de Killing, com o campo vetorial X, entiao, chamado campo vetorial
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de Killing,
Usando a equacgdo (3.2.11), podemos facllmente

demonstrar as seguintes propriedades da derivada de Lie:

1- [X,Y] = -(Y,X]1;s (3.2.14)
2— [aX + b¥,Z2] = al[X,2] + blY,Z2]; (3.2.19)
S=- [fX,g¥] = fglX,¥] + fX(glY¥ + g¥Y(f)X (3.2.16)

4— Identidade de Jacobi:
(X, [Y¥, 23] +~ LY, [Z2.,X]] + [Z2,.[X,¥Y]] = O3 (3.2.17)
onde X, ¥ e Z s3io campos vetorisls, a e b s3o numeros reais, e f e

g siaoc fungdes,

Deve-se notar que uma transformacio de coordenadas
deixa a métrica invarilante se preservar todas as medidas de
) . 2 .
comprimento ao longo da transformagfo. Chamando £(ds ) A varlagio

do elemento de linha devido a transformacido, temos:
S(ds’)1=6(g dxMdx")
o
=d (g _(x)dx"dx"+2g dx”s(dx")). (3.2.18)
L Lo

Como x’”=x#+sX“, temps:

A

&(g ,xdi=g (x’ X (3.2.19)

73} [Ty )-gpu(xj=£gyv,l

e S(dxT)=d(dxT1=d (% T=dx )=d (ex¥)y=ex” _dx . (3.2.20)
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Ent3io é(dsz)=£gyp’KXAdx“dxp+259Huxp,kdx“dxk
=(gpu’lxh+gykxh’p+g}\ux)\',y)£dx”dxLJ . (3.2.21)
o que, segundo (3.2.13), 1implica:
5(ds?) = 0 e X * X = 0. (3.2.22)
TEEE vy
] problema de determinar as isometrias

infinitesimais da meétrica, entio, se reduz ao problema de encontrar
todos os vetores de Killing da métrica. As propriedades Principals

dos vetores de Killing s3o:

1- Qualquer combinagZo de vetores de Killing, com coeficientes
constantes, € um vetor de Killing, de modo que © conjumto das
solugdies da equasio de Killing possul & estrutura de um espago
vetorial linear;:

Z2- U comutador de dois vetores de Killing & tambéem um vetor de
Killimgs

3- 0 conjunto de vetores de Killipng, geradores de isometrias

infinitesimais, possue a estrutura de grupo continuo de Lie.

Alguns dos principais resultados da Teoria dos

Grupos de Lie, sXo:

l- Um grupo de Lie ¢ uma variedade diferenciavel:

g

£- Associada a cada grupo de Lie existe uma unica algebra de Lie. A
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dimensao da algebra e a mesma da variedade grupo;
53— Cada Algebra de Lie define um Unlco grupo simplesmente conexo,

chamado grupo de cobertura universal.

A solugio das equagBes de Killing forma um espago

vetorial com a estrutura de algebra, sob a operagdo de comutagio:

[x , X 1 = C X . (3.2.23)
Og Cxpv s3Ao chamados de constantes de estrutura da

algebra, e satisfazem, de acordo com (3.2.14) e (3.2.17):

c = —-C , (%.2.24)

e c*® c + C C + C c™ = 0 (3.2.25)

0 problema, entdo, de encontrar as 1sometrlas da
metrica de uma variedade espago-temporal se resume a encontrar as
constantes de estrutura da Algebra de Lie, associada ac grupo de
Lie das simetrias da méetrica.

0 ndmero de campos vetorials de Killing linearmente
independentes determina a dimensd3o do grupo G de Lie de i1sometrias
da metrica. Numa variedade n—dimensional podem existir no maximo
n{in+l)/2 vetores de Killimg linearmente independentes [261, e este
valor maximo corresponde &3 maxima simetria da métrica. Deste modo,

numa variedade espago-temporal 4-dimensional, nio podem existir

mals que dez vetores de Killing linearmente 1ndependentes, e se
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consiliderarmos as Segoes espaclals J-dimensionals, este numeroc cal
para seis, Como um exemplo simples, consideremos um espago
4-dimensional planc (euclidiano ou minkowskiano): este espago e
maximamente simétrico, e seus dez vetores de Killimg correspondem
as simetrias de translag¢Zo (4) e de rota¢3oc ou transformagio de
Lorentz (&).

Dado um ponto P em uma variedade M, o conjunto dos
pontos que s3o equivalentes a P pelas transformag¢des do grupo G de
lsometrias & chamado de arbita de P, A &rbita ¢ uma subvariedade H
de M. Um grupo G atua tramsitivamente sobre uma variliedade M guando
& dimensdo de H for igual a dimensZo de M. Dados doils pontos
quaisquer P e Q de M, se a transformacio de G que une P a 40 for
“nica, entio o grupo € chamado de simplesmente transitivo, em caso
contrario ¢ chamado de multiplamente transitivo.

Uma wvariedade M & dita homogénea se houver
isgmetrias infinitesimals que levem um ponto P qualquer de M em
algum ponto de sua vizinhanga imediata. Em outras palavras, se &
metrica admitir vetores de Killinmg gue em P assumem gualquer valor,

Uma variedade M & chamada isotrépica em torno de um
ponto F se existir 1sometrias gue delxem o ponto P fixo, 1sto &, se
X(P)y=0. U conjunto de todas as transformagdes infinitesimais que
deixam P fixo <« chamado de grupo de isotropia, 8 ¢ um subgrupo do
grupo de simetria. Gualguer variedade qQue for isotrapica em torno
de todos seus pontos & homogénea. Qualquer variedade homogénea gue
far l1sotréopica em torno de algum de sSeus pontos possul
necessariamente o namero Max1imo de vetores de Killing.

Inversamente, gualquer variedade qQue possulr © nUumero maximo de
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vetores de Killing & homogénea e isotrdpica.mﬂ

Os dois tipos de homogeneidade mais usados na

construgio de modelos cosmoldégicos sao:

1- Homogeneidade no espago-tempo:

A métrica € a mesma para todos os pontos da variedade. Nestes
modelos a $rbita do grupo de isometrias é¢ o espago-tempo todo, e as
equasdes de Einstein sXo puramente algébricas.

) : : . 127} i
Exemplo de tais espagos sdo o universo de Einstein e 0 universo

de Godel ?®?. Embora nZo sejam realistas, porque nZo permitem

. : (23)
expansio, estes modelos possuem um notavel interesse tedrico.

2—- Homogeneidade no espago:

A variedade ¢ invariante sob um grupo de Lie tri-dimensional
simplesmente transitivo. Este grupo gera hipersuperficies
homogéneas tri~dimensionais H, dependentes de um parametro. Esta
familia de hipersuperficies preenchem a variedade, que pode ser,
ent¥o, considerada como o produto Hx[R. A métrica da variedade &
independente da posig3o em cada hipersuperficie, e depende apenas
do parametro taR. Deste modo, as equagd@es de Einstein, escritas num
sistema de coordenadas conveniente, se tornam equagdes diferenciails

. . ] (2329
ordinarias na variavel t.

33~ MODELOS HOMOGENEOS:

Um grupo Gg_de movimentos simplesmente transitivo

sobre hipersuperficies tri-dimensionais pode ser classificado
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dentro de um dos nove tipos distintos descritos por L. Bianchitagt

Esta classificagdo permite determinar as diferentes geometrias
ass0Ccladas a tada classe de variedades espago—-temporails, e através
de um método proposto por Behr mi: as propriedades do tensor
mé&trico em cada um dos casos.

0 tipo de Bianchi se conserva ao longo da evalug3o
do Universo (a ndo ser gue um estado singular Dccrra)mzz portanto
pode caracterizar as superficies de transitividade do grupo.

0 método de Behr consiste em obter todos os
conjuntos de constantes de estrutura da Algebra dos vetores de

Killing qQue n3aAQ sio equivalentes. Se Xi (1=1...3) s3Q 0s trés
vetores de Killing linearmente i1ndependentes de uma variedade

tri-dimensional, & condigdoc de Algebra implica em gque as constantes

de estrutura possuem apenas nove componentes independentes. A
matriz
L] ikl . j
Mot o= gt o, (3.3.1)
kL
Lkt . . . .
onde & & totalmente antissimétrico, tem o mesmo numero de

componentes independentes. Como

ikl
£ & =

N Loskst - s's¥) (3.3.2)
jni 2 jn n

a relagdo inversa a (3.3.1) é&:
cl = & MY, (3.3.3)

ki kli

53



A matriz M” pode ser decomposta em duas partes,
uma simétrica S”, com seis componentes independentes, e outra
antissimetrica Au, com tres componentes independentes. Estas
ultimas podem ser representadas pela l-forma:

1 ik

a. = A . (3.3.4)

i Esijk
Invertendo esta relagZo, temos:

At = 25 (3.3.5)
Substituindo estas equagBes na expressio (3.3.3), temos, para as
constantes de estrutura da base de vetores da métrica:

k- st v (58 - s*a) . (3.3.6)
1] Lyl L) J b

1
H
ty

A ldentidade de Jacobi, com o auxilio do tensor

ik

£ ", pode ser escrita:
s¥ct ot =0 . (3.3.7)
Lj kn
Usando as relagBes (3.3.2) e (3.3.3), esta equagdo fica:
Ljk
M™C” = 0 , (3.3.8)

O que implica que
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stz = o . (3.3.9)

Podemos, sem perda de generalidade, realizaf
transformagdes lineares na base, de modo a diagonalizar a matriz
simétrica Su. Seus valores principals podem ser escritos, entio,
como n ., n e n.. FPodemos também fazer a l-forma 8 = (a,Q0,0), e

entdo a eguaglo (3.3.9) pode ser escrita:

an1 = Q . (3.3.10)
Os comutadores das 1-formas assocladas aos
vetores da base s3o:
[xi,xzj = —axz + nBXg ]
[Xz,xal = n1X1 (3.3.11)
EXB,Xij = nzxz - axﬂ

As trés dire¢des escolhidas s%o Unicas a menos que
alguns dos autovalores sejam iguais, taso em que temos uma
liberdade de rotagfo adicional. Temos também a&a liberdade de
inverter a direg3o e alterar a escala dos vetores da base. Usando
esta liberdade podemos escolher que a seja positivo se n3Eo  for
nmulo, e trocar simul taneamente o sinal dos nt.

Duas condigdes permitem satisfazer a equagio

(3.3.10):

a = 0 ;3 (3.3.12)
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(3.3.13)

K
<

QL n

Podemos subclassificar as métricas de Bianchi
segundo estas duas condi¢®es, de acordo com a tabela 3.1.
A diferenga entre o grupo VI @ o grupo III ainda

deve ser esclarecida. Seja o operador:

P=Dx +DX +px . (3-3-14)

Tabela 3.1- Classificag3o dos grupos Ga segundo
Behr (s11. A direita temos a classificacZo de
Bianchi.

CLASSE TIPOD a n,. n,2 ng TIPO DE BIANCHI
A I 0 0 0 0 I
11 Q + Q I1
VIID QO + Q VII
VI Q + - 0 VI
O
IX 0 + + + IX
VIII 0 + + - VIII
B Y + Q 0 0 Y
Vv + 0 9] + IV
VIIh + Q + VII
VIh + QO + - VI (II1 se h=-1)
onde os P, 30 constantes. Este operador serid gerador de um
subgrupo abeliano Gi' do grupo Ga se for invariante pelas

transformag®es do grupo, ou seja, desde Qque as derivadas de Lie
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deste vetor com relag3o ao vetores de Killing sejam nulas:

[Xi.P] [Xz’P] = [XS,P] = Q (3.3.15)
Estas condigdes produzem o seguinte sistema de equagdes:
apz " nzpa =0
—_ -+ =
napz apa QO
P, = 0
que pode ser escrita na forma matricial:
a r P
2 2 =0 . (3.3.16)
“ng a Py
Este sistema terd solugd3o n3o trivial =1=) (=]
determinante da matriz for nulo, ou seja:
2
a + nn =0 . (3.3.17)
2 3
Fortanto, existirid um subgrupo Gl abeliano do grupo
Ga se tivermos h = azfnzn5 = —-1. U5 valores de h (que niAc dependem

do tempo) rotulam familias uniparamétricas de grupos [391, e =1}

convencionou chamar o grup, guando h = -1, de Bianchi II1

Destes grupos, trés merecem algum comentario

particular:
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1- Um modelo de FRW plano (k=0) & do tipo I de Bianchi, homog#&neo;
2= 0 grupo de Tipo V & um subgrupo simplesmente transitivo de um
mpdelo de FRW aberto;

5~ 0 grupo de Tipo IX & isomorfo ao grupo das matrizes ortogonais,
com coeficientes reais e determinante unitario (isomorfo a0 grupo

de rotagio tri-dimensional). Um modelo de FRW fechado & do tipo IX,

homogéneo.

A descrigio de uma variedade M com um grupa de
isometrias 6 fica mais simples se uma base invariante for usada.
Esta base & formada por campos vetoriais que s%0 invariantes pelo
grupo G, isto &, cuja derivada de Lie com respeito aos campos
vetorials de Killing s&%o nulas. Nesta base, Cada componente do
tensor métrico & invariante pelo grupo:

Sejam Ei 0s campous vetoriailis da base invariante,
onde o indice & identifica os trés vetores da base. Se X; forem os

campos vetoriais de Killimg do grupo, ent3o:

[x,,£71 = o. (3.3.18)
Como a derivada de Lie de g(f?,&?) em relag3o aos xt & nula, segue
que as componentes da métrica s&o invariantes pelo grupo.

Em relagd@o a uma base coordenada, oz vetores da

base invariantes podem ser descritos como:

g, (3.3.19)
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onde & ¢ a base natural de coordenadas (dx ¢ a de l1-formas), com
L

v . i : )
Du 530 as triadas associadas a base l1nvariante, e em relagdo a esta

base as componentes do tensor métrico sao dadas por:

= n'nJd
gab Dangu (3.3.20}
Pode ser facilmente demonstrado gque a matriz métrica g b =
(=3
constante %! dentro de cada hipersuperficie tridimensional,

dependenda possivelmente do tempo, e invertendo a eguag3o (3.3.20),

obtemos:

an

gij = Y j ab(t) (3.3.21)

|
la]

Com estas escolhas para a base, o elemento de linha

dos modelos ficam:

ds? = ng(t)dx"de - dt® (3.3.22)
onde gu(t) e a métrica da secgdo espaclal, que s depende da
varlavel &, ou, equivalentemente:

ds? = g D*D%dx‘dx’ - dt* (3.3.23)

ab 1}
. i (9%
As matrizes Dﬂ foram calculadas por Taub patra
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os nove tipos de Bianchi, determinando a forma geral das meéetricas

homogéneas das variedades tri-dimensionals.

3.4- As EQUACOES DE CAMPO:

A obtengdoc das equagdes de campo ¢ um trabalho algo
longo para ser apresentado aqul, de modo que o método serd apenas
esbogado nesta sec¢io t3aitasrtas . Na notag¢io utilizadas
representamos os indices tetradicos por letras gregas do comego do
alfabeto (o, 2, etc.), enguanto que as letras gregas do meio do
alfabeto (2, A, u, etc.) s8c0 indices quadri-vetoriais. No que
segue, um conjunto de indices aparecendo entre c¢olchetes indica
antissimetrizag¢&®o. Indices latineos do comego do alfabeto (a, b,
etc.) e do meio (k, 1, m, etc.) representam 1i1ndices triadicos e
espaclials, respectivamente.

Elegemos em um ponto P gqualquer da variedade espago
temporal uma téetrada de vetores ortonormais e, - Como primeira

especializagio desta tétrada, escolhemos o vetor de tipo tempo e,

ortogonal as superficies de transitividade do grupo:

e = oM, (3.4.1)
0
onde u” & o vetor de fluxo do fluido cosmoldégico. Pela nossa
notacZo, temos:
e = et . com det(e“) = Q 3
o o o
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onde 6# ¢ uma base coordenada. Com esta escolha, os es geram uma

hipersuperficie do tipo espago, tangente a superficie de
tranmnsitividade do grupo no ponto P.

A métrica, com o uso desta tétrada, &:

Vs = 9,858 = diagonal (=1,+1,+1,+1) .  (3.4.2)

0O comutador dos vetores da tétrada &:

=) & _ &
Definimos os coeficientes de Ricci como:
= oM o,
raﬁé Eaeép;veﬁ : (3.4.4)
como os gmﬁ s3o constantes, temos de (3.4.2):
= MY H H =
gaﬁ;u © = gpu;x(eaeﬁ) * (Eaeﬁu;n N Eﬁeav;n) °
0 gue implica que:
= + = . -4,
gm);u Q Somp roq?é réﬁa Q (3.4.9)
Com (3.4.3), temos:
& & &
= r - l_‘ . (3-4-&)
Yog T o T o
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E com (3.4.%), temos:

= L -
Paps = 20aps © Yooy ~ Ypsal (3.4.7)
Onde (3.4.6) e a relagdo inversa a (3.4.7). Estas eqguagdes

determinam os componentes da métrica, de modo que agora devemos
relacionar as constantes de estrutura da &algebra dos vetores da
tétrada com as constantes de estrutura da algebra dos vetores de
Killing. Para isso, obrigamos a triada e, @ permanecer sobre a
superficie de transitividade do grupo de movimentos, em cada ponto,

e fazemos a restri¢do de gue ela comute com os vetores de Killing

Xb da métrica:

[ea,xb] =0 . (3.4.8)

Os vetores de Killing preservam o produto escalar, de modo que
podemos arrastar a triada pelsa superficie com o uso destes vetores,

e ela ainda assim permanecerd ortonormal. Pela definig¢iZo do vetor

de fluxo u, temos gue [Xn,u] = @0, e entio:
(X ,e 1 = O . (3.4.9)
a ot
Com o uso da identidade de Jacobi (eq.3¥.2.17), vemos que oS riﬁ s30

constantes dentro de cada superficie de transitividade do grupo, ou

seja:

(ty (3.4.10)
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e a triada gera um grupo simplesmente transitivo em cada superficie
t = const, chamado grupo reciproco ao grupo de movimentos. Com uma
escolha conveniente para os vetores da triada e para o0s vetores de
Killing em um dado ponto, podemos fazer com Que © grupo de
movimentos e seu grupo reciproco sejam equivalentes dentro de cada
superficie de transitividade:

a

ro = C . (3.4.11)

< ko

As condig¢des (3.4.4) e (3.4.9) implicam que:

Q0 ool P
0O que permite determinar todas &8s componentes da métrica e do
simbolo de Christoffel, e deste modo o tensor de Riemann.
LConsideraremos as solu¢des das equagSes de campo de

Einstein:

Ry = #/2Reg  + Ag = T (3.4.13)

Ma& gual o tensor energia~momentum toma a forma de wum fluido

perfeito:

— -+ - ¥
Tuv pu#up + p(gyu uyup) ’ (3.4.14)

Lt

com u uJu = -1, onde ut

£ o vetor guadri-velocidade normalizado, p a
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densidade e p a pressao do fluido.

Para modelos de classe A as eguagdes dinamicas

. [331
SA0:

A+ 1/2(p-p)=

_ X, XY XZ , LN )¥_ L Nzy _ Naz Y®
T X XY XZ 2 YZ 2 XZ XY
(3.4.15)
Y oYX o YZ . L1f Ney Y Lf Nsz _ Nix Y\°
Y Y X YZ 2 XZ 2 XY Yi
(1} " ® . B 2 2
= Lo, ZX LY _ 1( NaZ _1( NiX _ NezY
yd X Y 2 XY 2 YZ X7
_ XY YZ ZX 1{ NzNa NiNa N2Na
erA=N YTt It 2[ - ] *
X Y Z
2 2 2
1 NaZ N1 X NzY
+4[[ XY]+[ Yz]+[ zx]] (3.4.16)
E a equagio de conservagdo €:
£ = _(1DQXYZ). (3.4.17)
e+ p

onde o ponto indica derivagio em relagdo a coordenada temporal, com
N1, N2 2 Na constantes relacionadas com o0s valores principais da
matriz simetrica S”, e onde X, Y e Z fazem o papel de fatores de

» . (361
escala para ctada um dos ei1x06&.

Podemos fazer uma sequnda escolha para a matriz

simétrica SH, guando o0 seu trago for nulo (tipos I e V, e Casos
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especials dos grupos VIo’ Vlh e VIII). Para 1sso, escolhemos uma

triada de vetores ortonormais {ea} tal que:

. 0O r r
s' = ro Q0 q 3 a, = (a,0,0) 3 ar = Q0 ., (3.4.18)
ro g Q
Calculando o comutador dos vetores da triada temos:
[ei,ezj = rei + (g + a)e2 :
(e ;& ] = re + re 3 (3.4.19)
2" 3 2 3
[ea’eij = re + (g - a)eg .
Esta escolha permite uma classificagio alternativa, dada na

tabela 3.2:

Tabela 3.2~ Classifica¢3o alternativa dos grupos

Ga , segundo Ellis and MacCallum [3s].
Classe Tipo a r Q
I o Q Q
A VI 9 o) +
o
VIII Q + +
Vv + O Q
B

-+

VIh + V)

Um teorema em [a83] garante que para grupos com SZ = Q0 as equagdes
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de campo s3o:

A+ 1/2(p-p)=

“ . . 2 2
_x o,oxy , xz _ “l% *49) @b .
- »
X XY XL Xz Y‘Zz
2 (3.4.20)
_Y L ¥X Yz o_ 2(a + aoqol ) 2b .
- ]
Y Y X YZ Xz Y‘Zz
an L I a & z
Sz, 2x zy o 2% T A8
T2 Z X ZY 2 ’
X
2 2 .- - . 2
(3a~ + g ) 2b
Q 0 XY YZ ZX _
P A 2 = xy "vz vt Ix Yt Tam B (3.4.21)
X Y 2
2 a equagiao de conservagdo &3
— 2 = -(legx¥Yi) . (3.4.22)
Pt p
Com b , ao = aX e A, ~© gX constantes.
3.5— MODELOS HOMOGENEOS E ISOTROPICOS:
s modelos de Friedmann—-Robertson~Walker s30
possivelmente os modelos de Universo malis estudados pelos
cosmdlogos. Estes modelos possuem & caracteristica  de serem

homogéneos e isotrépicos, e niEo siEo considerados muito realistas
para descrever o Universo nos momentos muito préximos do instante

inicial, porém s3o 0os que melhor descrevem sua situacio atual (com
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o conteudo do Universo,

Nestes modelos,

dsz =

com

x(r) =
4 x{r) =

x(r) =

onde os modelos com k = =1

no presente,

—dt? + R(t)(dr? + x(r)(de?

descrito como poeira).

0 elemento de linha tem a forma:

+ sen’dde’)) , (3.5.1)
senh(r) se k = -1
r se k = 0 (3.5.2)
sen{r) s@ k = 1 .
sdo fechados & aqueles com k = 0O oau

k = 1 530 abertos.

Para estes modelos o tensor Energia-Momentum tem a
forma de um fluidoc perfeito, eq. (3.4.2), com o Universo
satisfazendo uma equagdo de estado do tipo pl(p).

As equagdes de Einstein, atraveés de uma

) . , tzg
convenliente manipulagio , Tornecem:
6 + 1/36° = —4nG(p+3p) + A . (3.5.3)
onde &2, chamado fator de expansio isotrépico, ¢ dado por:
R

8 = =S {3.5.4)

A equagdo (3.5.3), conheclda como equagio de
Raichaudhuritaﬂ, com rotagfo e distorgdo nulas, governa a expans3o

do Universo isotrdpico.
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A condigdo de conservagiao do tensor

Emergia—-Momentum fornece:

o = —(p+p)8 . (3.9.9)
As equagdes (3.5.3), (3.59.4) e (3.5.9) formam um
conjunto de eqguag®es diferenciais ordinArias de primeira ordem, e

sobre elas aplicaremos a Teoria de Bifurcagi3o, no prédximo capitulo.
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CAPITULO 4~ BIFURCACAO EM MODELOS COSMOLOGICOS HOMOGENEOS

4.0~ INTRODUCAO:

A aplicagio de métodos gqualitativos ma andlise de

modelos cosmolégicos nido € nova. 0 préprio trabalho inaugural de

Foincaré (ref. @), apesar de ser essenclialmente cosmogdnico,
poderia langar luz no problema cosmolégico de ent®o, uma vez que
permitiria explicar a formag¢fo de irregularidades locais (leia-se
planetas, estrelas, galaxias e aglomerados de galaxias), a partir

de um parametro interno da nebulosa primordial. Mais recentemente,
metodos qualitativos tem sido introduzidos para investigar aspectos
fundamentais de modelos de Umiverso, preenchidos com wum fluido
viscoso, na tentativa de explicar a isotropizagio de modelos
homogéneos inicialmente anisotrépicos [40ll41ilea2) a3l el Tais
métodos permitem visualizar a evolugZo do Urniverso através de
diagramas de fase (sempre bi-dimensionais), o gue, de outro modo,
seria muito complicade, mostrande o©s pontos de instabilidade
estrutural, mas N30 determinam o0s pontos de bifurcag¢fZo das equacSes
de evolugido dos modelos.

Para sistemas com mais do gque duas equagSes, de
qualquer modo, isto seria extremamente complicado, de modo que
neste capitulo seraoc determinados analiticamente os pontos de
bifurcagdo, ficando a confec¢do dos, provavelmente, belos diagramas

de fase, para um trabalho posterior. Na préxima seccio sera

mostrado gue modelos de FRW com expans3io dependente da constante
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cosmolégica, e densidade qualqquer, sofrem uma bifurcasio quando a
equagdo de estado usadas & aquela de um modelo inflacionariao, e que
este modelo se tornmna estavel para valores classicos de pressio
(p » Q). Na ultima secsdo, a Teoria de Bifurcag3io sera aplicada
para as modelos mais simples de Bianchi (Tipo I), e sera mostrado
que os modelos isotrépicos de Bianchi Tipo I g830 estruturalmente

instaveis.

4.1- MoDELOS DE FRIEDMANN-ROBERTSON-WALKER (FRW):

Devemos aplicar a Teoria de Bifurcag3o ac conjunto
de equagtes (3.9.3), (3.9.4) e (3.95.5), que descrevem a evolugZo de
um Universo gue segue o modelo FRW. Estas equagdes, escritas de uma

forma conveniente, sXo:

R = 6R (4.1.1)
& = —-4nG(p+3p) + A - 1/38°% , (4.1.2)
e £ = —(p+p)E ., (4.1.3)

ARssumindo uma equagio de estado do tipo:

p = (5-1)p (4.1.4)

as equagdes (4.1.2) e (4.,1.3) ficam:
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& = -4nG(36-2)p + A - 1/36° (4.1.9)
e p = -5p8 . (4.1.6)

UOs pontos de equilibrioc (no espago de fase) s30

aqueles onde a taxa de variagio Nno tempo das grandezas dinamicas se

anula:
R=0 , 8=0 e p=0.
O conjunto de equag¢des gque definem estes pontos,
entio, &:
R = Q ' (4.1.7)
—4nG(38-2)p + A - 1/36° = 0 (4.1.8)
-Cspe-": O - (4-1-?)
Estas equagdes fornecem dols pontos de equlilibrio:
R gualguer ; R = 0 3
ponto P11} & = 0 e ponto P2:] & = ¥3A
A
F= . £ =0 .
—4nG(346-2)

A matriz Jjacobiana para o conjunto de eguagBes
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(4.,1.1), (4,1.3) e (4,.1.6) &

e R 0
i
M = Q —39 -4nG(346-2) . (4.1.10)
Q —&o -&e )
Para o ponto Pi, 0 determinante desta matriz [

identicamente nulo. Este ponto mo espago de fase corresponde a um
Universo com expans30 nula e densidade constante. Conforme o valor
de & se aproxima de -2/3, a densidade se torna infinita. Para este

valor de &, a equagdo de estado fica:

p = -3 ©. (4.1.11)

Um fluido perfeito n3oc suporta grandes pressoes
negativas, de modo gue este modelo n3o serve para descrever o
Universo atual, mas &ainda assim poderia descrever o Universo
primordial. Calculando o determinante da matriz linearizada Ml,

obtemos que (M1 indica & matriz linearizada ¢calculada para o

ponto Pij:
r -5 R Q
det 0 -5 -4nrG(346-2) = O ; (4.1.12)
QO - —SA -5
L -4rG(356-2) J
ou seja:
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s = —-A& ., (4.1.13)

Esta equagdo indica que o ponto P+ ¢ um ponte de instabilidade
estrutural, embora possa n3¥o0 ser um ponto de bifurcac¢io
(basicamente, autovalores imaginArios esti3o relacionados com
solugdes periddicas).

Fara o ponto P2, o determinante de Mz fornece:

3 1.2

det(M}) = 2&6(3A7) (4.1.14)
& s anula quando & = 0. 0 ponto Pz pode ser um ponto de
bifurcagdo, e o parimetro & um parametro de blifurcagdo, se algum
dos coeficientes de estabilidade mudar de siral. Para ver isto,

devemos calcular os autovalores da matriz jacobiana linearizada, no

ponto Pz, e estudar seu comportamento guando & cruza o valor zero:

YIA - s 0 0

det O —EVSA -5 -4nG(356-2) QO . (4.1.19)

0 0 ~&YIA - s

O que implica que:

5 = -&YIA (4.1.16)

muda de sinal quando & cruza o valor zero. O ponto Pz, portanto, =)

um ponto de bifurcagio, e & um parametro de bifurcagio. E

interessante notar que & = 0 corresponde a uma equagdo de estado:
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p = - |, (4.1.17)

gue carresponde a eguagio de estado de um modelo inflacionArico de
Universo.

De acordo com a teoria de bifurcagfo, em & = 0
existe uma solugido de equilibrio diversa daquela determinada pelo
ponto Pz, E facil notar que nesta solugio a densidade p pode ser

nao nula, e entio:

9 = ¥ IA + 24nGp ; (4.1.18)
Uma equagdo de estado deste tipo, eqg. (4.1.17), implica que este
modelo possul expansio exponencial {modelo inflacionar’in).msngm

Fode ser visto ainda, gue conforme o valor de & se torna positivo,
O equilibrio passa a ser estavel, 0 que implica em gue a pressio

aumenta at<e atingir valogres classicos.
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42— MoODELOS DE BiaNCH:

A as eqguagdes dinamicas

Para modelos de classe
=¥:-TulH
A+ 1/2(p-p)=
_X o oxy Xz o, LMax)®_ LfNey _ Naz)®
X XY XZ 21Y 2 21X Z XY ’
(4.2.1)
2

_Y L vx o, oyz o iMeY)_ AMez | hax
Y Y X YZ 2\WX 2 21X Y Y £

“ | I L 2
_Z o, Zx Iy , LNez)®_ Luax _ N
Z ZX Y 21X Y 21Y Z X

A equagido de vinculo &:

ZX . Lfﬁzua L+ NaNs ﬁzﬂi] .
72

XY Yz
pr A= Ty X T
2 2
NERS NzY
[ﬁ z] + [[;x] ] i (4.2.2)

E a equagido de conservagao &:

@ - — X, Y, < -
feitas algumas transformagdes de

Agqul devem ser
sistema de

de modo a deixar o sistema na forma de um

varliravelis,
temos:

- equagBes de primeira ordem. Deste modo,
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a = X/X ; (4.2.4)

[ = Y/Y H (4.2.9)

e y = IL/71 . (4.2.6)
Além de:
p= D2 s N:; ex= 2L, (4.2.7)

Para os modelos de Bianchi tipo I, uma vez que Ni,

Nz e Na s3o nulos, ficamos com um sistema de equac®es diferencials

ordinarias de primeira ordem, formado pelas equagdes (4.2.1),
(4.2.3) ate as equagBes (4.2.6), onde fizemos uso de uma equacgXo de
estado do tipo p = (1 - 2&8)p:

X = ax :

Y = f3Y¥

L = y»i

. ” (4.2.8)

o= —-—a + A+ Sp - o —- oy i

: z

3 ==-F + A+ Sp - of5 - 3y ;
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o= —2(1 - Slpla + 3 + y) .

Os pontos de equilibrio serZo os pontos:

Fonto Ba: |X, Y, Z quailsquer;

Ponto Bz2: X =Y

I
r~
fl
O

Ponto Ba: |X = Y = 7 = Q3
o # 0 e/ou 3 &2 O e/ou p 2 0, {(a+f3+)y) = 0
o = —A/6.
Para os pontos Ba, Bz e Ba, 0o determinante da

matriz jacobiana & identicamente nulo. A matriz geral linearizada,

gue permite calcular os autovalores &:

o~ O 0 X Q o 0 3
0 pB-s O 0 Y 0 Q
0 0 y-s 0 0 VA Q
detM = det Q Q Q —2o-s -a -l & = 0 (84.2.9)
Q o) 0O =23 -5 —f3 &
o) 0 Qo -2y -y -y-s &
L © O 0 bp be be bH-s]
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onde b = =2(1 - &) e H = o+ 3 + p,.
Para o ponto Ba, oS autovalores da matriz

linearizada sZ0 dados por uma equagdo do tipo:

s2(s% - GA(L - &)) = O ;

0 que corresponde a mesma S1tuasio do pento Pi1 dos modelos de FRW.

Para o ponto Bz, obtemos uma eguagdo @

s?(s - ¥3A) (s + 4V3A) (s + 6YIA(L — &)) = O

portanto o ponto Bz ¢ um ponto de bifurca¢3o, com & = 1. Este valor

de & corresponde a uma equagio de estado:

P = =L 3
e entZo o ponto Bz corresponde ao ponto Pz de FRW. E interessante
notar que para este ponto, os fatores de expansdo, Oy 72 e ¥y,

possuem a mesma dependéncia com a constante cosmoldgica, 0O que
indica uma expansio isotrdpica.

Para o ponto Ba (os demais termos em s naoc s3o
relevantes agui, como pode ser visto na equag¢io para s do

ponto Ba), temos:

s = HA(]1l - &)
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0 gque mostra que @ ponto Bs é equivalente ao ponto Bi.

Em termos das grandezas médias, as equagdes de
Einstein para o modelo de Bianchi I podem ser escritas na forma da
equagdo de Raychaudhuri, com um termo a mals descrevendo a

anisotropia. Fara ver isto, definimos as seguintes grandezas:

Fator de escala médio: R = (xy2)¥? (4.2.10)

It

Fator de expansZo médio: H %(a + 3+ y) H (4.2.11)

com <o, {3 e p definidas nas equagdes (4.2.4) até (4.2.6):
9
Anisotropia médias: A = %; z [lﬁ;{%ﬁl] . (4.2.12)

Da definig3o de H, temos:

# T a = -
iy R _ X _Y _Z _
4 ER X Y 7 = o, (4.2.13)
e uma solugdo possivel para esta equagio e, considerando apenas
termos de ordem impar até a terceira ordem:
X/X = R/R + a/R? ;
Y/Y = R/R + b/R? (4.2.14)
Z/7 = R/R + c/R? ;
com &, b e c constantes tais que (a + b + ) = 0, para satisfazer a
equag3o (4.2.13).
Com & ajuda da eguag¢Zio (4.2.14), a eqg. (4.2.2)
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fica:

2

o+ A= 3[%] - (aZ + b + AR, (4.2.15)
Derivando esta equagio em relagdo a0 tempo, e

usando a equagfo de conservagdo (eq.(4.2.3)), temos:
IH = - P ; 3P _ 5% 4 A - 3H? (4.2.16)

que ¢ a equacio de Raychaudhuri, com o termo de cizalhamento dado

por:

2 - (a® + b2+ &H/Rre . (4.2.17)

Q
i

Este termo estia relacionado com a anisotropia do modelo, como pode
ser visto pela definigZo de A (eq.(4.2.12)).
Derivando esta Wltima equagdo com respelito ao

tempo, obtemos:

o = —SoH . (4.2.18)

Utilizando uma equagio de estado do tipo p = (& - 1)p, as equagdes
(4.2.16), (4.2.3) e (4,2.18) formam um conjunto de trés equasdes

diferenciais ordinarias de primeira ordem, onde podemos aplicar a

tearia de bifurcag3o:
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~SeH (4.2.19)
o = =3oH
OUOs pontos de equilibrio sX%o:
Fonto Q1 :|H = YA/3 Ponto Gz :|H = O
2A

e=e pE F oz

o ; SEA 1.2
o’ [ ] 2—6 L

A matriz Jacobiana para o ponto Qi1 é&:

(-2vA/3 22T 2 o
M = 0 -5VA/3 0 ,
! 0 0 -3VA/S

e se anula quando & se anular, 0 determinante da matriz linearizada

fornece a egquagio:

-5VA/3

"

0 que mostra que o ponto Q1 € um ponto de bifurcagio. Este modelo
Corresponde & um Universo i1sotrdpico (¢ = Q), cCom expansaoc
exponencial (a equagdo de estado ¢ p = -p), e &, formalmente, o
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mesmo ponto Bz.

Para o ponto Gz, a matriz j)acobiana é&:

- o -3& + 2 -2 28A N
& Il 2 - &
_ —25A
M = p— . O Q
L*3[§—2'§£g] O 0 )
gue £ identicamente nula. A equagdo de autovalores da matriz
linearizada &:
2 SA B -
Rl L | I
G gque ocorre para s = O gu para s ? = -éﬁL 3 —-——EL—— Vemos ue
P 1 P 2 3 s - 2 |° 9

52 passa de real para imaginario quando temos aproximadamente & Na

faixa menor gue 1l/6 ou maior que 25/&4, 0 que 1mplica em uma pressio

menor gue =9/46p ou maiar gue 19/6p. Um modelo i1inflacionario, com
p = —p, 1lmplicaria que a8 solugdo de equilibrio para o Universo
serla essenclalmente periddica, enquanto que para maodelos n3do

inflacionarios, o ponto Oz é& ponto de equilibrio (uma pressio tao

grande, p > 3p, NEo ¢é possivel fisicamente).
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4.3- CONCLUSOES E PERSPECTIVAS:

Podemos notar, a partir dos resultados da aplicac3io

da Teoria de Bifurcaglo nos modelos cosmoldgicos homogéneos, que

h

a origem (X =Y = Z @) correspondera sempre a um ponto de
bifurcac¢8o, quando os modelos possuirem expansio isotrdpica e forem
inflaciondrios. & de se notar que tais pontos s5o os pontos Bz e Q1
em Bianchi I, porque nestes modelos & = 2 = oueo = 0 significa

que a expans8o e isotropica (ou que a distor¢lo @ nula, o que vem

%er a mesma coisa). 0Os demais pontos, embora n3o0 sejam pontos de

bifurcagao, mostram que ocorre uma mudanga qualitativa no
comportamento das solugoes das equacoes de campo, quando
consideramos modelos estdticos (expansio nula), densidade nio

nula, e com equacao de estado tipica de modelos inflaciondrios (P1,
Br e, de certa forma, B3 e Q2).

&€ igualmente importante notar que para obter
modelos inflaciondrios obrigamos a constante cosmoldgica a ser n3o
nula, e assim ela n3o poderia ser um parametro de bifurcac3o. Se
relaxkarmos esta condic8o, poreém, observamos que para cada modelo
analisado, as solu¢Bes se reduziriam a uma, indicando uma mudanga
no numero de solu¢des, o que & caracteristico de uma bifurcacio.
Este resultado, embora pare¢a trivial, mostra que modelns

homogeéneos preenchidos com um fluido perfeito carregam uma certa

instabilidade estrutural.
0 proximo passo adiante na aplicacio da Teoria de
Bifurcag3o na Cosmologia deve ser dado na busca de analisar os

-modelos de Bianchi IX. Tais modelos despertam o interesse, por

?3



serem uma generalizagldc dos modelos fechados de FRW, ¢, também,

pela busca de um condig¢o geral que permita a evolugEo do Universo

a partir de uma situagl8o inicial arbitraria.
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