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Resumo

Este trabalho tem por objetivo desenvolver uma teoria sobre a termodinamica de
nao-equilibrio de méagnons excitados por fonte externa e em contato com um banho
térmico. A teoria é aplicada ao recém observado actimulo de magnons nos estados
de minima freqiiéncia em experimentos com filmes finos magnetizados de granada de
ferro-itrio afastados do equilibrio via fonte de radiacao de microondas. Seguindo um
formalismo de ensembles estatisticos de nao-equilibrio, a partir do hamiltoniano do
sistema magnético sao obtidas as equacoes de evolucao para as variaveis termodina-
micas. Entre estas equacoes, as que descrevem a evolucao das populacoes médias de
méagnons sao estudadas em detalhe e atencao especial ¢ dada as contribuicoes nao-
lineares. Mostra-se que, por um lado, o termo nao-linear proveniente da interacao do
sistema magnético com a rede cristalina transfere energia das populacoes dos modos
de alta freqiiéncia para os de baixa, gerando um actimulo nos modos de minima fre-
qiéncia - o Efeito Frohlich. Por outro lado, a interagdo méagnon-mégnon origina uma
contribuicao a evolucao das populacoes que tende a termalizar o sistema em termos de
uma temperatura de nio-equilibrio. E ainda utilizada uma “modelagem de dois flui-

" em que as equacoes cinéticas das populacoes de magnons associadas a todos os

dos
modos sao contraidas em apenas duas, que representam os modos de minima freqiiéncia
e aqueles alimentados. Esta modelagem permite estudar quantitativamente a evolugao
temporal do sistema via integracao numérica. Constata-se que, para um determinado
intervalo de taxas de alimentacao, forma-se o condensado devido ao Efeito Fréhlich.
Para valores mais altos da poténcia da fonte de alimentacao, a contribuicao devido a
interacao entre magnons torna-se dominante e a formagcao do condensado ¢ inibida. Por
fim, os diversos processos de relaxacao do condensado para o equilibrio sao investigados

em funcao do valor da fonte externa do sistema.

Palavras-chave: Termodinamica de nao-equilibrio; Magnetismo; Ondas de spin;

Magnonica, Condensacao de Frohlich-Bose-Einstein.
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Abstract

The purpose of this work is to develop a nonequilibrium thermodynamic theory on
magnons excited by an external pumping source embedded in a thermal bath. This the-
ory is applied to the recently observed experiments with magnetic thin films of yttrium
iron garnet driven out of equilibrium through microwave radiation pumping. Resorting
to a Non-Equilibrium Statistical Ensemble Formalism, the evolution equations for the
magnon populations are obtained and studied. The nonlinear contribution arising out
of the spin-lattice interaction transfers the energy in excess of equilibrium from the
pumped frequency modes to the lower frequency ones, and, in a cascade down process,
occurs a large grow in the magnon populations of the lowest in frequency modes - a
phenomenon we call Fréhlich Effect. In opposition to this contribution, there is another
one, generated by the magnon-magnon interaction, that tends to lead the system to a
state of internal nonequilibrium thermalization. We introduce a modeling consisting in
a kind of “two-fluid model”, in which the kinetic equations for the magnon populations
are contracted in only two, representing the modes lowest in frequency and the ones
that are pumped by the external source. A quantitative study is performed through
numerical integration of the two related evolution equations. The emergence of the
condensate, due to the Frohlich Effect, is evidenced for a range of source power. For
higher feeding taxes, the contribution originated by the magnon-magnon interaction
becomes dominant and the emergence of the condensate is inhibited. Finally, the sev-
eral relaxation processes in the condensate leading to equilibrium are analyzed in terms

of the source power.

Key words: Nonequilibrium Thermodynamics; Magnetism; Spin waves and magnons;

Magnonics, Frohlich-Bose-Einstein Condensate.
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Introducao

O estudo de excitagoes coletivas de spin em materiais magneticamente ordenados
(as ondas de spins e suas quasiparticulas, os magnons) tem uma longa historia de
mais de 80 anos [1-4]. Recentemente este estudo tem readquirido relevancia, em parte
por conta da observagao da assim chamada Condensacao de Bose-Einstein (BEC) de
magnons em filmes finos de granada de ferro-itrio (YIG) afastados do equilibrio [5—
10]. Este fenomeno fundamenta a construgao de fontes de microondas coerentes [11] e,
desta forma, faz parte da recém criada Magnonica: disciplina - andloga a Eletronica
- associada aos dispositivos funcionais controlados por campos magnéticos em que os

méagnons podem ser empregados como portadores de informacao.

A dita condensagao em condi¢oes de nao-equilibrio de magnons foi primeiramente
observada por Sergei O. Demokritov et al. em 2006 (Ref. 5), ao excitarem um filme
fino de YIG, na presenca de um campo magnético estatico, com uma fonte de radiacao
de microondas. Utilizando técnicas de espectroscopia Brillouin, evidenciou-se a ocor-
réncia de um surpreendente aumento da populacao de magnons nos modos de minima
freqiiéncia. Os experimentos detalham como os mégnons criados por conta da fonte
externa em modos determinados pela freqiiéncia da radiacao bombeada se redistribuem
pelo seu espectro de freqiiéncias e acabam entao por acumular-se em torno dos modos
de minima freqiiéncia. Foram também investigadas a dependéncia do condensado com
relacao a poténcia da fonte externa e a forma como o sistema retorna ao equilibrio ao

desligar-se a fonte.

Varias propostas tedricas anteriores foram formuladas com o objetivo de abordar
o fenémeno (ver, por exemplo, Refs. 12-14). Dentre elas temos a contribui¢ao de I.
S. Tupitsyn et al. [12| que, utilizando a teoria de superfluidez de N. N. Bogoliubov,
concluem que a interacao entre magnons em um filme fino de YIG magnetizado na

direcao do plano deveria se contrapor & formacao do condensado. Por outro lado, ha
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o trabalho de S. M. Rezende [13], em que o surgimento do condensado é justificado
ao se introduzir a acao de um banho térmico de “magnons quentes”, e aparentemente
esta introducao mimetiza o efeito fisico que aqui aparece como responséavel pelo feno-
meno. O trabalho de B. A. Maloumed et al. [14] apresenta o condensado em termos
de funcoes de onda de magnons e, segundo equacgoes fenomenolodgicas, obtém padroes

espaco-temporais compativeis com experimentos envolvendo resolugao espacial [15].

Neste trabalho é desenvolvida uma descri¢ao dos processos de nao-equilibrio envolvi-
dos no referido fenémeno. Para isso, consideramos os aspectos mecanicos (microscopi-
cos) do sistema magnético em questao - um conjunto de spins localizados, sob campo
magnético constante, afastados do equilibrio pela acao de fonte externa e imersos em
banho térmico - e utilizamos o formalismo de ensembles estatisticos de nao-equilibrio
(que denominamos NESEF como acrénimo da expressao em inglés Non-Equilibrium
Statistical Ensemble Formalism - ver Refs. 16-21) e sua teoria cinética associada para
encontrarmos a evolugao das correspondentes variaveis (macroscopicas) que caracteri-

zam o espaco de estados termodinamicos de nao-equilibrio.

Sao fundamentais para a emergéncia do citado fenémeno as nao-linearidades pre-
sentes nas equagoes cinéticas obtidas. A interagao entre os spins e o banho térmico (as
vibragoes da rede cristalina) da origem a termos de intera¢do magnon-fonon, que levam a
uma peculiar contribuicao para as equacoes cinéticas das populacoes de magnons. Esta
contribuicao nao-linear promove a transferéncia de energia, mediada pela rede cristalina,
dos modos alimentados pela fonte externa para aqueles de freqiiéncias menores e é
chamada de termo de Fréhlich, por conta de um termo analogo presente na pesquisa
pioneira de Herbert Frohlich sobre vibracgoes polares (fonons LO) em biopolimeros sob
excitacao escura (ver Refs. 22-25). As sucessivas transferéncias para os modos de menor
freqiiéncia fazem com que ocorra um actiimulo nos modos de minima freqiiéncia, o que
pode ser chamado de Efeito Frohlich, presente em varios sistemas de muitos bosons
imersos em um banho térmico e sob acao de fonte externa que os afaste do equilibrio
[26-30], e levam a emergéncia do que chamamos de Condensacao de Nao-Equilibrio
de Frohlich-Bose-Einstein (NEFBEC, de Non-FEquilibrium Frohlich-Bose-FEinstein Con-

densation).

Outras contribuicoes nao-lineares sao também estudadas, como aquelas provenientes
do decaimento dos magnons em fotons e a da interagao magnon-méagnon. O comporta-

mento das populacoes de magnons ¢ fruto do arranjo complexo entre as diversas con-



tribuicoes. Mostramos aqui que o efeito Frohlich é o responséavel pela BEC de magnons

relatada anteriormente.

No primeiro capitulo descrevemos, em termos mecanicos e termodinamicos, sistemas
magnéticos sob a agao de fontes externas e interagindo com um banho térmico. Resumi-
damente, apresentamos o hamiltoniano associado aos subsistemas relevantes (descrigdo
mecanica) e, para realizar a descrigdo termodinamica de nao-equilibrio que permite
caracterizar o fenémeno, recorremos ao uso do NESEF, cuja construcao particularizada

a este caso é detalhada.

No Capitulo 2, sao obtidas as equacoes cinéticas das variaveis termodinamicas de
nao-equilibrio. Destas equacoes, analisamos em detalhe as equagoes de evolucao das
populacoes de magnons associadas aos diversos modos, destacando o papel desempe-
nhado pelas contribuicoes provenientes do termo de Frohlich e da interacao magnon-

magnon, e evidenciando a origem da NEFBEC.

Baseados nos experimentos anteriormente mencionados, desenvolvemos no Capi-
tulo 3 uma contracao no sistema de equacoes diferenciais associadas as populacgoes de
magnons de forma a separar o espaco reciproco em duas regioes, sendo uma associada
aos modos de mais baixa freqiiéncia, onde se d& o fend6meno da condensagao, e a outra
aos modos alimentados. Obtemos, portanto, um sistema de equagoes acopladas para
apenas duas variaveis, as populacdes representativas do condensado e a alimentada. E
o que chamamos de “Modelagem por Dois Fluidos” que, no Capitulo 4 é empregada
de forma a possibilitar a comparacao entre a teoria e os experimentos. Através da
integracao numérica das equacgoes diferenciais nao-lineares resultantes da modelagem
sdo estudadas a evolu¢ao temporal destas populagoes relativas (a excitacdo devido a
fonte externa e a posterior relaxa¢do para o equilibrio) e a dependéncia de seus valores

estacionérios com a intensidade da fonte externa.

Finalizando esta Introducao, enfatizamos que neste trabalho foi construida uma
termodinamica estatistica de nao-equilibrio de sistemas magnéticos, utilizada para des-
crever o comportamento de méagnons sob acao de fonte externa e em contato com um

banho térmico, e estudar a formagao e desenvolvimento da NEFBEC.
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Capitulo 1

Sistemas Magnéticos e Magnons

Consideremos uma amostra de material magnético isolante afastado do equilibrio
pela acao de uma fonte externa e em contato com um reservatorio térmico a temperatura

Ty, descrito esquematicamente na Figura 1.1.

Espalhamento Brillouin

\_A
74
Fonte de Sistema de spins
Microondas > (méagnons)
Radiagdo Rede Reservatoério
térmica  |€| cristalina 4| U
(fotons) (fonons) térmico (7o)

Figura 1.1: Diagrama ilustrativo do experimento mencionado na Introducao (de acordo com
as Refs. 5-10). Os subsistemas da amostra relevantes neste trabalho sdo o sistema
de spins, a rede cristalina e a radiacdo de corpo negro, que interagem entre si. A
fonte de microondas, externa, introduz energia no sistema de spins. A relaxagao do
sistema de spins se da através da interacao entre rede cristalina e radiacao de corpo
negro com um reservatoério térmico a temperatura 7. Medidas experimentais sobre
o sistema sao feitas via espalhamento de luz tipo Brillouin.

Neste capitulo descrevemos os aspectos mecanico (microscopico) e termodinamico

(macroscopico) que compdem a termomecanica estatistica associada ao sistema mag-



CAPITULO 1. SISTEMAS MAGNETICOS E MAGNONS

nético em questao. Assim, na secao 1.1 é introduzido o hamiltoniano do sistema, e
na secao 1.2 sao apresentadas as variaveis termodinamicas relevantes para o estudo do

sistema.

1.1 Caracterizacao Mecanica (microscopica)

A partir da descricao da amostra e do experimento sobre ela realizado, nos con-
centraremos no estudo do comportamento do subsistema de spins, que a partir daqui
chamaremos simplesmente de sistema. Para a descricao mecanica deste sistema é fun-
damental ter o operador hamiltoniano que, no caso de materiais magnéticos isolantes, é
expresso em termos dos momentos magnéticos de dipolo associados aos ions magnéticos
constituintes f1; = ﬂ(Ri), sendo R; a posicao do i-ésimo fon. Estes operadores estao
associados ao que chamaremos de spins atomicos, designados pelo operador S;, que in-
teragem entre si, com o campo eletromagnético aplicado e com um banho térmico (ver
as Refs. 3, 4, 31, 32). A relagao entre os operadores atoémicos de momento magnético
e spin é

i = QMBSz’, (1-1)

sendo g o fator giromagnético e ug é o magneton de Bohr.

1.1.1 Hamiltoniano de spins

O hamiltoniano do sistema que estamos considerando é formado por termos de in-
teracoes entre spins atomicos, que envolvem indiretamente a interacao com as vibracoes
da rede cristalina, e por interacoes entre estes spins com outros subsistemas, com cam-
pos aplicados e com a radiagao de corpo negro. O termo do hamiltoniano associado a

interacao entre spins, %257 é formado por duas contribuicoes na forma
f% = jﬁiip + %roca (12)

6



1.1. CARACTERIZACAO MECANICA (MICROSCOPICA)

onde a primeira contribuicao é o termo de interagao entre dipolos magnéticos

Si; S, 3(5:- Ri{)(ga’ ‘Ry)
I3 R,
(1.3)

em que cada momento magnético f1; = gugS; localiza-se na posi¢ao R,; associada ao

;1 fii- by 3(pi- R -Ry) | (gps)?
Hiip = 2 Z R RS - Z )
ivji ij

,jF

i-ésimo fon magnético (e R;; = R; —R;). Também chamado de termo relativistico, este
termo refere-se a energia associada ao momento magnético na posicao R; sob a presenca

de um campo magnético gerado pelo momento magnético na posi¢ao f{j 13, 4, 31].

A outra contribui¢ao é o termo de troca (ezchange). Valida para particulas fer-
mionicas carregadas, a interacao de troca resulta do efeito combinado entre intera-
cao coulombiana e anti-simetria da funcao de onda global das particulas em questao

[3, 31, 33]. Essa contribui¢ao tem a forma

%roca = - Z J<R13)gz . gja (14)
i\ji

sendo J(Ri]—) o assim chamado parametro de troca e, novamente, S, o spin atomico na
posicao R,. Este parametro de troca depende basicamente da superposicao das dife-
rentes fun¢oes de onda individuais e é, portanto, negligenciavel para pares de particulas
distantes entre si - 0 que nos leva a afirmar que a interacao de troca é de curto alcance,
enquanto a interagao de dipolo é de longo alcance. O ferromagnetismo e antiferromag-
netismo sao fases magnéticas de equilibrio que tém sua origem em Jf{mca em que o sinal

de J(R;;) (também conhecido por integral de superposi¢ao) determina a tendéncia ao

alinhamento paralelo (J(R;;) > 0) ou antiparalelo (J(R;;) < 0) entre os momentos

magnéticos f1; e f1; [31-33].

Das expressoes (1.3) e (1.4) constata-se que o termo do hamiltoniano referente a
interacoes entre spins depende da posicao relativa f{ij entre os momentos magnéticos
da rede cristalina, 4%25 = %%(f{”) Mas as vibragoes da rede cristalina levam a uma
variagao em ,%%(RU) e este efeito pode ser tratado reescrevendo a posicao de um spin
atomico como

Ri(t) = £ + (), (1.5)
sendo 1; as posigoes de equilibrio mecanico dos ions magnéticos e u; os deslocamentos

com relacao a estas. O termo de interacao entre spins é entao separado em duas
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contribuigoes,

S (1), (1.6)

que sera aqui simplesmente tratado como .75 e é a interacao entre os spins nas posicoes
de equilibrio mecanico dos fons magnéticos, e o termo de acoplamento spin-rede 73y,

que, para pequenos deslocamentos @;;, tem a seguinte forma [4]

N ~ 0 A~ 1
1, = Z [uij : E] «%ﬂS(RU) + =

2
. 0 S =

9 uzyﬁ] %ﬂs(Rij) ) (1-7)

i,j#i (] 1)

sendo as funcoes aﬁije%pS(Riﬂ calculadas em T;;, e onde 0;; = 4; — ;.

Finalmente, apresentamos o acoplamento dos momentos magnéticos com a radiacao
presente no material. A contribuicao para o hamiltoniano associada a um momento

magnético f1; = fi(R;) sob acdo de um campo magnético H(r) é

- /d%ﬂ(f{i) “H(r)dé(r — R, (1.8)

indicando a tendéncia de alinhamento do momento ao campo. As partes de H(r)
variaveis no tempo sdo separadas daquelas constantes no tempo, H(r) = Hg(r)+Hy(r)

respectivamente, o que da origem a dois termos distintos,
Sy =—gus [ S8 Ho(r)dlr — ), (19)
conhecido como o termo de Zeeman, e

Hin = =g [ & 378, Ha(r) e~ Ry), (1.10)

que acopla os spins localizados nas posicoes R; a radiagao presente no material, prove-

niente da fonte externa e da radia¢do de corpo negro (dita radiagao térmica).

Considerando ainda 77, e 7R as energias associadas as vibragoes da rede cristalina
e a radiacao de corpo negro respectivamente, podemos entao expressar o operador
hamiltoniano de uma amostra de material magnético - omitindo graus de liberdade nao

descritos - por

H = A+ Sy + g + S + Ay, + A, (1.11)
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sendo, lembremos, 775 a interacao entre os spins nas posicoes de equilibrio mecanico,
e J¢R representando respectivamente a interacao dos spins com um campo magnético
estatico e com a radiagdo eletromagnética presente (externa e de corpo negro) e &y, a

interacao entre os spins e as vibracoes da rede cristalina.

1.1.2 Segunda quantizacao

Para o tratamento da dindmica dos spins (assim como no caso de qualquer sistema
quantico de muitos corpos) torna-se conveniente a utilizagao do formalismo da segunda
quantizacao. Desta forma, apresentamos nesta secao a descricao do sistema de interesse

em termos deste formalismo.

1.1.2.1 Magnons

A descricao de um sistema de spins através do formalismo de segunda quantizagao
se d4 em termos de excitacoes elementares a partir de um estado fundamental associ-
ado a %Zs As excitacoes destes sistemas sao formadas por combinacoes de pequenos
desvios locais com relacao ao estado fundamental. Bloch [1]| representa estas excitacoes
em termos de ondas de spin, e, considerando apenas a interacao de troca, obtém o
comportamento da magnetizacao em ferromagnetos a baixas temperaturas - a relagao
de T3 de Bloch. Posteriormente, Holstein e Primakoff propoem uma teoria de ondas
de spin que incorpora a interagao dipolar e forma uma base para boa parte da pesquisa

em excitagoes magnéticas.

Inicialmente, sao introduzidos os operadores de desvio de spin local,
;=S — Sz, (1.12)

sendo que consideramos o estado fundamental ferrimagnético, em que cada spin segue
a direcao do eixo z (i.e. 0 autovalor de S7 ¢ S para todas as particulas). Claramente, o
autovalor de 7; indica o nimero de desvios com relacao a .S, em unidades de h, associado

a0 spin atdmico na posicao Rj. Os operadores
G+ _ & QY
S; =57 £iS; (1.13)

9



CAPITULO 1. SISTEMAS MAGNETICOS E MAGNONS

criam (S]7) e aniquilam (S}) “desvios de spin”. Entao, sao introduzidos operadores de

criacao e aniquilagao dj e a; tais que

) aa " . ata\ " )
S; =v285al (1— 23—53) , 5;:@(1— 2]5) aj, S;=8-n;=S5—ala,.

(1.14)
Levando em conta ainda as relacoes de comutacao entre as componentes do spin pode-
se mostrar que representam quasiparticulas bosonicas, pois obedecem as relagoes de

comutacao

3> Hm

(@.8,] = G [ ) = 0: [al,al,] =o0. (1.15)

Esta expressao de componentes de spin em termos dos operadores d} e a;, conhecida

como transformagao de Holstein-Primakoff (Ref. 2, referida como THP), é dada por

At \ V2 At \ V2]
N V25 Q;Q; a;Q;
Sr— X122 (1— ”) d]—+a}<1—f—”> ,

I 25 25
Gu_ V25 AN -t ala; )"
A T 2S A DTS ’
S: =S —dla;. (1.16)

t
J
distinto do associado aos operadores de spin. Ao aplicar sucessivas vezes o operador

E importante mencionar aqui que os novos operadores a; e a; atuam em um espaco

S’J_ sobre o estado fundamental diminui-se a componente z até o valor —S. Posteriores
aplicacoes de 5’]’ extinguiriam o referido autoestado, o que mostra que temos no ma-
ximo 25 “desvios de spin” para cada momento magnético na posicao R,. Se por um
lado o nimero de desvios de spin em uma dada posi¢cao é limitado, por outro lado, a
principio infinitas quasiparticulas bosoénicas podem ocupar um mesmo estado. Assim,
a transformacao de HP é efetivamente valida nos casos em que o autovalor de d}dj nao

ultrapassa 285.

. ~ . N . —1
Expandimos entdo o termo da raiz quadrada em poténcias de S™"2 e reescrevemos

A utilizando a Eq. 1.16 para obtermos

10
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[} ] ]
ij#i
== 8> J(Fy) +28) ala; Y (i) =28 J(F)ala+
i,j#1 { J i#j
S T St 7¢ JU 1276
+ ) J(Fy)lalasata; + §(aia;a;aj +alataa)] + S*O[(ST)]; (1.17)
ij#i

. (gup)? [ eS8+ SYSY + 828z 3(SEFE + SYRY + SFEL) (S + SYRY + S;ffj)]
) 7
J#i 4 u

2 il T
3 2283 T T et
(QMB)4( ) — [r;(az + a;) +r$(aj +aj)} —
igi
(915)*S —~ 1 6(75)%\ .. BFTi) \ ot | B3 L ivastat | eev2a s
otel S L (2 PR Yata (2 T ata, - 2 alal + (7)) |+
it W 2] 1] )
3(918)°(28) §~ (F)” [ oot ot g ate o Loioie i
+ 5 Z; 7:5] 27 5a, ;05 + 270, a;a; + §[rwaiaiaz + 750,004
1,541 L
(918)* —~ 1 375N ot .t U305\ bt o atota
+ 5 Zﬁ 1- f?j.— alaala; — i 74;2‘j (asatata; + alala;a;)+
ijAi 1 ij ij
3 (tatatats | ozmn afs o 2 125
+ @(rijaiajajaj + 7a:ala505) o + SO [(ST2)°] (1.18)
ij

com O [(S - 2)”] representando termos com n ou mais operadores de criagao ou aniquilagao
+
]
mente, as parcelas constantes se referem ao estado fundamental de %5 e, como nos

er,; =Ty =+ zfly] Ou seja, expressamos % em termos de poténcias de d} e a;. Clara-

interessaremos pela dinamica do sistema, nao nos deteremos sobre estes termos. Os
termos lineares, presentes em J73;,, indicam que a escolha do estado fundamental esta
incorreta, o que pode ser corrigido através de uma rotacao apropriada, que geralmente

leva a corregoes de energia negligenciaveis (como descrito na pagina 189 da Ref. 31).

Considerando os termos quadraticos das Eqs. 1.17 e 1.18 e ainda aqueles prove-

11



CAPITULO 1. SISTEMAS MAGNETICOS E MAGNONS

nientes do termo de Zeeman (com campo externo homogéneo na direcao z),

~

H7 = —gpsHo - Z Si = —gusHoNS + gusH Zdj’d"’ (1.19)

em que N é o niimero de fons magnéticos no material, podemos escrevé-los da forma

. B*(t;;) .+ B(r;:) . .
%”S(Q) = Z {Al(r”)ala] + Ay (Ti5)a)a; + (2 ])ajaj + (2 ])aia]} , (1.20)
irji
com
~ ~ (g,u/B)QS ~ ~z
ij
~ v gmsHo  (gus)*S .
Ag(Tij) = 25T (Fy) + ]]i[ ° - 7;]? [7"1;23' - 3(72'3‘)2]7 (1.21b)
ij
. 3(guz)?S (1)

ij

Seguindo a proposta de quantizar as ondas de spin, devemos descrever as excitagoes
em termos coletivos. Para tal fim, primeiro consideraremos a situacao em que o material
¢ um cristal com mais de um fon magnético por célula unitaria, sendo entao conveniente
especificar a posicao do fon magnético r; como composto pela posicao do centro de massa

dos fons magnéticos da célula unitaria r, e a sua posicao relativa d,, isto é,
r,=r,+d, (1.22)

em que o indice ¢ estaria incorporando os indices n e i, que determinam respectivamente
a célula unitaria e o fon interno (com p = 1,2,... até o namero de fons magnéticos

presentes na célula).

Em continuacao, reformulamos a descricao passando para o espago reciproco através

da expansao de Fourier
ei(Q'f'j)

I S 129
q i Ne

sendo q um vetor de onda definido na primeira zona de Brillouin e N, o nimero de

células unitarias no material. Substituindo a Eq. 1.23 na Eq. 1.20 e lembrando ainda

12
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que, sendo o material cristalino,
J n H

obtém-se

R B, q B, q
A = 3 @ g+ P2 W+ P i} (2)

) Q1 2 QU —q, 2
Qs 1

e os coeficientes sao

A=) [Al(rm/ - dy)elaCur ] f Ay 1 dw/)] , (1.26a)
Bl (@) =Y Bt + d,,, Yol o i) (1.26D)

sendo r,,, = r,  —r,, e com a restricao de que (n, u) # (n', i').

Finalmente, procura-se a diagonalizagao do hamiltoniano %(2) da Eq. 1.25, o que
é realizado pela introducao de uma nova representacgao em termos de operadores de

criacao e aniquilacao, ¢!

~ . ~ . /\T
4y € Cqnys cOmo combinagoes lineares dos aj

, € gy de modo

que
2(2 4 A
%”S( ) = E hwq €l G- (1.27)

Q.7

Obtemos desta forma o andlogo para ondas de spin ao que se tem para ondas
eletromagnéticas cujo movimento ¢ analisado em termos dos quanta distribuidos sobre
os varios modos, com cada quantum recebendo o nome de féton, e também no caso de
ondas vibracionais, cujo movimento é analisado em termos de fonons. Aqui, os quanta
sao denominados méagnons, com energia hwg, e velocidade de grupo Vgwg,. Além
disso, a diagonalizacao da Eq. 1.25 origina diversos ramos associados a estes magnons,
indicados pelo indice v, caso a célula unitaria tenha mais de um fon magnético, sendo
estes ramos iguais em niimero aos fons magnéticos presentes (ver, para o caso da granada
de ferro-itrio - YIG, as Refs. 34, 35).

Neste trabalho nos concentramos em experimentos em filmes finos de YIG que
excitam apenas magnons de baixas freqiiéncias (< 10 GHz), associados ao ramo de mais

baixa energia, o chamado modo actustico. Consideraremos entao apenas os magnons

13



CAPITULO 1. SISTEMAS MAGNETICOS E MAGNONS

acusticos: para readequarmos as expressoes anteriores, deve-se considerar apenas um
spin efetivo por sitio da rede cristalina, e o parametro de troca também é substituido
por um parametro de troca efetivo. Os indices i e v sao omitidos e os operadores de

criacao e aniquilacao de magnons serao designados por ég e Cq. Entao temos

AL =" hwglli. (1.28)
q

Apesar destas consideracoes, pode-se perceber que a Eq. 1.25, reinterpretada em
termos dos magnons actsticos, ainda nao se diagonaliza, isto ¢, ainda nao se expressa

como a Fq. 1.28. A interacao entre dipolos magnéticos leva a um acoplamento entre
T

os modos q e —q, através dos termos afla,q e aqa_q da Eq. 1.25. Para desacoplar
estes modos, transformamos as variaveis dzl e Gq nas varidveis 611 e Cq pela seguinte

transformagao, usualmente conhecida como transformacao de Bogoliubov |3, 4],

Aq = UqCq+ v(’;ciq,
L .
aly = ulqcly+v_qcq (1.29)

sendo uq € vq fungoes de q. A conservacao das regras de comutagao da Eq. 1.15 impoe

2 2 : < :
que |ugl” — |vg|” = 1 e, ajustando uq e vq de forma a anular os termos nao diagonais

obtém-se
A'(q) + hwqg B'(q) [A(q) — hwq
_ _ 1.
uq 2hwq ) Uq |B’(q)] 2hwq ) ( 30)
e
s =/ IN(@)] — [B(@)] (1.31)

onde fatores de fases arbitrarias foram considerados iguais a um. E importante men-
cionar que esta transformacao tem relevancia apenas na presenca da interacao dipolar,

caso contrario B'(q) = 0 e a Eq. 1.29 é uma identidade.

Assim como foi feito para %(2)7 aplicamos as transformacoes de HP e Bogoliubov
a todos os termos de 7 passando de uma descricao de spins para uma descricao de

méagnons. Particularmente o hamiltoniano de interacao entre spins torna-se

e = A + Ay, (1.32)

14
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~ (o .
com %”S( ) expresso pela Eq. 1.28 e 4 contendo os termos expressos nas Eqs. 1.17 e
1.18 de ordem superior & quadratica, reescritos em termos de magnons, que representam
as interacoes entre estas quasiparticulas. De todas estas contribuicoes as interagoes

entre magnons, nos reteremos apenas os termos de quarta ordem,

i = Y At a4
S = Vq7q1,qchcq1 Cqa2Cq+q1—qz>

q,91,92

descrevendo o espalhamento de méagnons (ver Ref. 3, secdo 68).

Relagao de dispersao para magnons

A relacao de dispersao, expressa pela Eq. 1.31, é obtida explicitamente ao se efetuar
as somas em r;; descritas nas Eqs. 1.26a e 1.26b. Nos casos em que a interacao dipolar

pode ser negligenciada, a relagao de dispersao é dada por

hwq = gpsHo + Z 25 J(rpnr) [1 — ei(q'r””’)] ) (1.33)

n,n'#n

Considerando ainda que se trata de um cristal cibico com parametro de rede a e que
o parametro de troca tem relevancia apenas entre os primeiros vizinhos, J(r,.) =

J 0y, Obtemos
hwq = gupHo + 65J — 25.J [cos(ag,) + cos(agy,) + cos(ag,)], (1.34)

expressao esta que, para magnons com comprimentos de onda tais que a|q| < 1, da

origem a conhecida relacao de dispersao quadratica,

hwq = gusHo + 25 Ja*q>. (1.35)

A inclusao das interagoes dipolares introduz consideraveis dificuldades para obtencao
da relacao de dispersao, devido as somas presentes nos termos 1.26a e 1.26b. Usual-
mente considera-se uma esfera no espaco definido por r,,, que englobe muitas células
unitarias mas tenha um volume bem menor que o da amostra. As somas indicadas sao
entao separadas em duas regioes: interna e externa a esfera. A primeira esta associada

aos altos valores de ¢ = |q| e é fortemente dependente da estrutura cristalina; as somas

15
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externas a esfera sao transformadas em integrais, dependem das condi¢oes de contorno

da amostra e dao origem aos modos magnetostaticos (cf. Ref. 3, 4, 31).

Por fim, cabe ainda comentar a relacao de dispersao de mégnons em filmes finos.
Neste caso, nao podemos supor invariancia translacional discreta na direcao associada
a espessura fina - perpendicular ao filme -, impossibilitando uma expansao de Fourier
como a 1.23. Assume-se entdo que os magnons se propagam paralelamente ao filme
com vetor de onda q), e as N, células unitarias na direcao perpendicular levam a
formacao de modos transversais designados por n. Portanto, um mégnon de vetor de
onda q tem N, distintos valores de energia hwy, g, com n = 0,..., N — 1. Diversos
procedimentos sao utilizados para o estudo do comportamento da relagao de dispersao
Wn,q, qUe basicamente se resumem a resolucoes numeéricas ou aproximacoes analiticas

para o modo transversal mais baixo, woq;-

Recentemente, Rezende [13| e Kreisel et al. [36] compararam expressoes analiticas
para wpq, com resolugoes numéricas através de distintas abordagens. A expressao
analitica analisada da relacao de dispersao para o modo fundamental, considerando o

campo magnético constante aplicado paralelamente ao filme, é dada por

2 2
Wo,q = 7\/[Ho + D|qy|” + 47Mo(1 — fq”)sen9q“} [HO + D |qy|” + 47M, fay | (1.36)

sendo v = gup/h a razao giromagnética, D = 2JSa?/gup a constante de rigidez (stiff-

ness constant), My a magnetizacao de saturacao do material e 64 o angulo entre q e

qj
Hy. fq, ¢ 0 assim chamado fator de forma, que depende da espessura do filme fino d . A
expressao especifica deste fator de forma depende do tipo de aproximacao empregada,

mas pode ser aproximada por
fq, = 1—clqy|d, (1.37)

onde ¢ é uma constante com valores ¢ = 1/2 no caso da aproximagao considerando um

modo uniforme [13, 36] e ¢ = 4/ para a aproximagao de mais baixo autoestado [36].

Observando a Figura 1.2 evidencia-se a dependéncia da relacao de dispersao com
o angulo de propagacao com relacao a Hy, sendo que as mais baixas energias estao
associadas aos magnons que se propagam paralelamente ao campo magnético estatico

aplicado, g, = 0°.

Além disso, de acordo com as referéncias 13 e 36, deve-se notar que a expressao 1.36
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a) b)
4,5
4t —
S T
T <
< 35 = |
T s 3
3 3 |
3t - i
2 = ,
2.5 5 2 3 A 5 6 1 0 1755 =2 0 2 *
10 10 10 10 10 10 e (x10%em=1) " -2 -4~ g= (x10%em™)

lq| (em™)

Figura 1.2: Relacao de dispersao de magnons em filmes finos segundo a Eq. 1.36. Os para-

metros utilizados foram v = 2,8 GHz/kOe , Hy = 700 Oe, D = 5 x 1072 Oe cm?,

47Mo = 1,75kG e d = 0,5pm. O fator de forma usado foi fq, =1— }qH‘ d/2

(aproximacao de modo uniforme). a) Freqiiéncia angular w em funcao de }qH ,

considerando distintos dngulos de propagacao com relacao ao campo magnético

estético, 0q, = 0°,10°,...,90° (da base para o topo). b) Freqiiéncia angular w

em fungao das componentes do vetor de onda g, e g, e linhas de contorno com
espacamento de 0,3 GHz a partir do minimo.

é efetivamente valida (i.e. compativel com resultados numéricos) apenas para os modos
tais que HqH < 45°. Para estes modos, salienta-se, o balango entre as interacoes de troca
e dipolar leva a um minimo de energia fora do centro da zona de Brillouin, como pode

ser visto na Figura 1.2, para vetores de onda com 5 x 10* cm ™! < |qH‘ <2x10°cm™,

1.1.2.2 Interagdo com a rede cristalina (fénons)

O acoplamento dos spins com a rede cristalina pode ser tratado de forma analoga.
Considerando R,, as posicoes dos centros de massa dos fons magnéticos das células
unitarias e u,, os deslocamentos com relacao as posicoes de equilibrio r,, as vibracoes
da rede cristalina sao quantizadas em termos de operadores de criacao e aniquilacao de

fonons Z;L e by, quasiparticulas de vetor de onda k tais que (cf. Ref. 4)

1
A\ ek) /i e o
n:Rn_ n — (b tern bT —zk-rn> 1.
u r (QN) §k o, (e 4 e , (1.38)
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CAPITULO 1. SISTEMAS MAGNETICOS E MAGNONS
onde omitimos por simplicidade a indicacdo de polarizagao (longitudinal e transversal)
que fica implicita, () é a relagdo de dispersao do fonon, e(k) seu versor de polarizagao

e nos restringimos aos fonons acusticos. Desta forma o hamiltoniano associado as

vibracgoes da rede cristalina é dada por
. A 1
A, = Zk: A (bLbk + 5) : (1.39)
Quanto ao acoplamento spin-rede, Eq. 1.7, faz-se a substituicao

1
h 2
R == (35) &

{(Bkeik-rn/ n E;r(efik-rn/> B (I;keik-rn n I;Lefik-rn) } ’

(1.40)

as derivadas sao calculadas nas posicoes de equilibrio mecanico e os termos de spin

e(k)
vk

sao reescritos em termos dos operadores de criacao e aniquilacao de desvios de spin.
Passa-se entao ao espaco reciproco com a transformacao 1.23, as somas no indice n sao
realizadas antes que as somas sobre os vetores de onda e, utilizando a transformacao

de Bogoliubov e certa manipulacao algébrica, obtém-se

A, = 3 (b + 540 { Faslas + Lantlil o + Lol aca) +
q,k#0
+ 3 {Rasblbicq + REMD A+ R b wheaf (G +eLg), (141)

q,k#0

+ ~ . . .
e Fax, Lqk € Rfﬂz sdo os coeficientes resultantes (que representam as intensidades de

acoplamento nas interacoes).

1.1.2.3 Interagao com a radiacao (fétons)

No que diz respeito a interacao entre o campo eletromagnético e o sistema mag-
nético, g, podemos também expressa-la em termos do formalismo de segunda quan-

tizacao. Escrevemos o campo externo da seguinte forma

H(r) = ) (Hap(r)dop +H; ,(r)dl ), (1.42)

a?p
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~

com dg,q (di, o) representando operadores de aniquilacdo (criagao) de fotons e
H, ,(r) =ip x A,p(r), A, p(r) = (| —ePTe@) (1.43)

com (p sendo a frequéncia angular do féton, p seu momento linear e e(® um versor de

polarizagao (e as diversas polarizacoes indicadas por «).

Pela equagdo anterior vemos que Hy, , = H, _, e rearranjando a Eq. 1.42 temos
ZHM, pHdl ). (1.44)

Lembrando que através da transformacgao de HP (Eq. 1.16) os operadores de spin

expressam-se segundo os operadores de criagao e aniquilacao de desvios de spin,

Sy 2@l +a,),  SYiy/ 2@l —a,) e 82=S5—ala, (1.45)

n

a interacao spin-radiacao (Eq. 1.10) toma a forma

Hip = =g ZH

Z—QMB/d3 Z{ (dop + b, _p)

J,0P

th

(al + an)+

S . .
4 HY (1) (o + d, p>¢\£<a1—an>+

+HZ (1) (dap +dl,_p)(S — af an)} 5(R, — 1), (1.46)

n

que, passando os operadores a] e a, para o espago reciproco (e desprezando os termos

constantes), torna-se

fféFZ(d b p) {(Np + N p)ih + (N — Al p)ap | +

+ Z N p(dap + dl,_p)alaq-p (1.47)

a,p,q
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onde
NS
N = ignpy | (p x @),
5 Cp
TNS
N, o= 9B 3 (p x e),,
. ™S (@)
Nop = 1918 c —(p x e'Y).,. (1.48)
p

Finalmente introduzindo a transformacao de Bogoliubov (Eq. 1.29), &g se ex-

pressa em termos dos operadores de méagnons ¢' e ¢ na forma

A =Y (dap +di, ) (Sapéh + Sa_pép) +

OCPP

7 T a  Afa b AfAf [[bs
+ Z(da7p+da p) {S(L[qp ch p+5(|)[qp 11 Cp—q T Sa,—q,—pC-aqCq—p T VqUq_ p}.

a7p7q
(1.49)
com
Sj* = Ao plup 07 ,) + A (uy — v ),
SC',[aqp = A p(Ultiq—p + V5, 0q)
b z * *
Sc‘lqp - )‘ap qVq—p: (1.50)

Relembramos que o campo eletromagnético que interage com os spins tem duas ori-
gens distintas: a fonte externa e a radiacao de corpo negro. Faz-se necesséario, portanto,
discriminar a origem dos operadores de aniquilacdo (e, implicitamente, de cria¢ao) de
fotons, para o que escrevemos d q € dgq,
o segundo a radiacao de corpo negro. Nesta linguagem de segunda quantizagao pode-se

sendo o primeiro associado a fonte externa e

ainda mostrar (cf. Ref. 37) que o hamiltoniano associado a energia contida na radiagao

de corpo negro, R, é

. 1
S = iy <dEch7£q 5) . (1.51)
a,p

Completamos desta forma a expressao do hamiltoniano do sistema em termos de
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operadores de magnons, fénons e fotons.

1.2 Caracterizacao Termodinamica de Nao-Equilibrio

Para descrever o estado termodinamico de nao equilibrio do sistema recorremos ao
Formalismo Estatistico de Ensembles de Nao-Equilibrio (NESEF, o acronimo do termo
em inglés) que sera aqui apresentado de forma heuristica, assim como na referéncia 38,
reproduzida no Apéndice A. As referéncias 16-21 oferecem apresentagoes aprofundadas

e alternativas sobre o assunto.

Os valores das variaveis macroscopicas sao obtidos através da média sobre o ensem-
ble estatistico de nao-equilibrio das variaveis microscopicas ponderadas pelo operador
estatistico adequado. Este operador estatistico de nao-equilibrio, Z.(t), deve satisfazer

duas condicoes:

(i) por um lado, deve, a principio, depender de todas as varidveis dinamicas
do sistema (observaveis) de forma que os valores médios sobre o ensemble
de nao-equilibrio correspondam de fato as variaveis termodinamicas de nao-
equilibrio que caracterizam o macroestado de nao-equilibrio do sistema e

que seja assegurada sua normalizacao;

(ii) por outro, sua evolucao deve ser descrita em termos da dinamica microscopica

do sistema e deve incluir adequadamente a irreversibilidade macroscopica.

(Quanto ao primeiro requisito, o operador estatistico de nao-equilibrio, a principio, deve-
ria ser uma funcao de todas as variaveis dindmicas do sistema. No entanto, a depender
da escala de tempo observada, pode-se adotar uma descricdo reduzida', na qual apenas
parte das varidveis dinamicas é suficiente para a descricao do sistema e, portanto, para
a definicao do operador estatistico. Estas variaveis dinamicas sao entao chamadas de

varidveis dindmicas de base (ou relevantes) e a escolha apropriada desse conjunto deve

!Esta reducdo descritiva mencionada se relaciona de forma direta & hierarquia de tempos de Bo-
goliubov [16, 18, 39], que associa escalas de tempo distintas a cada um dos diversos processos dissipa-
tivos presentes em fendmenos macroscopicos. A hierarquia de escalas temporais assim obtida permite
a andlise destes fendmenos em termos de estagios correspondentes, sendo que a cada novo estagio
atingido correlagoes internas sao perdidas e redugoes sucessivas no conjunto de variaveis descritivas
tornam-se possiveis. Assim, e sempre de acordo com as particularidades do experimento sob estudo,
sao definidos os diversos estdgios (ou descri¢oes): cinético, hidrodinamico e préximo ao equilibrio.
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CAPITULO 1. SISTEMAS MAGNETICOS E MAGNONS

ser realizada em consonancia aos experimentos a descrever ou as expectativas em torno

destes experimentos.

Em nosso caso, experimentos com materiais magnéticos lidam, direta ou indireta-
mente, com a magnetizacdo da amostra. Assim, além da energia do banho térmico
do sistema Fg, e a energia Fg associada a %28(2)7 o vetor magnetizacao dependente da
posicao e do tempo neste caso de nao-equilibrio .Z (r,t) é a varidvel macroscopica rel-
evante. Em termos do operador estatistico de nao-equilibrio, que indicamos por @E(t),

temos que

M (r,t) = Tr {M(r) @5@)}, (1.52)

onde
N(r) = gup Y S.d(r — R,) (1.53)

é o operador de densidade de momento magnético. Este operador 1\7[(1‘), conjuntamente
ao operador %%@, relativo ao gis de magnons independentes, sao entao escolhidos como
as variaveis dinamicas de base consideradas como relevantes para caracterizar o sistema
de spins no estudo da questao proposta na Introducao. Usando a THP na forma da Eq.
1.16, em que foi feita uma aproximacao linear para as componentes x ¢ y, e aplicando

a transformacgao de Bogoliubov as componentes do operador M(r) obtemos
~ 25 iq-r A A
M, (r) = gup/ erq (V_q + uq) <cT_q—|—cq> :
q
. : [25 iqr R R
M, (r) =igus ~ Z eI (v_gq — uq) (cT_q — cq) :
q

M. (r) = My — 9kB eild' —a)ry
.9’
e+ qu;;/aq,q/} . (1.54)

* * T ® )k
X {(uquq/ + vquly) cheq + vquge_qcq + Uil

0 que nos permite refinar entao o conjunto das varidveis dinamicas de base do sistema

magnético como sendo constituido pelos operadores

e o s b o o el fonsl) 9
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com Q # 0, e
o . P
Ng = CLCCU Naq = Cq+%cq—%7 (1.56)
st ol & bt A
oh=cqel,  olq= ¢y el a- (1.57)

Os operadores éL e Cq sao, lembremos, os operadores de criagao e destruicao de
magnons, e estao associados a autoestados coerentes; o operador ./\qu,Q, com Q # 0,
é o operador de particula individual que descreve inomogeneidades no sistema; Nq é
o operador nimero de ocupacao; por fim, temos os operadores de pares homogéneos
(6l e 64) e inomogéneos (621@ e 6q.q). O operador % ndo aparece explicitamente
no conjunto das variaveis dinamicas de base pois é formalmente escrito em termos dos

operadores de populagao de magnons.

De acordo com o formalismo, separamos  em duas partes
H = A+ A, (1.58)
com

Sy = AP + A+ Ay =
= hwelliéq+ Y hUbLhi + D hlpdl qdag: (1.59)
q k a,p
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H = g + Sy, +%§R+

E Vaai,a:€ q qlcqch+q1—q2+

q,q1,92

+ Z bk+b {.Fch Cq k+£qké Ck q+£ kéqé—k—q}“‘
q,k#0

+ 3 {Radlbea+ R+ REy b i a f (6 + o)+
q,k#0

+ Y (dap +dl_p) (Sapéh +Sa pép) +

7 a At a At oA b A oA
3 (g + L) { Sl phitap + Sl plhth g + Siapéafap ), (1.60)
a7p7q

sendo que 74 contém os termos de magnons, fonons e fotons independentes, ao passo
que " contém as interagoes entre estas quasiparticulas. Ao fazer o comutador de 4

com qualquer uma das variaveis dinamicas de base,

| Ao, ¢t = heoadl
[%, éq] = —hwql,

o Nag| = (g = hey_g) Nao
[%, Nq] =0,
5] o 0. 5) ke
| #s, a0 = - (hwqu +hw 4 g)daa (1.61)

percebe-se que o resultado é sempre a propria variavel (ou nulo, no caso das popu-
lacoes de méagnons). Esta caracteristica corresponde a regra de sele¢ao de Mori-Zubarev-

Peletminskii [16] que indica a completeza das variaveis dindmicas escolhidas.

Escolhidas as variaveis dinamicas de base, devemos entao encontrar o operador es-

tatistico de nao-equilibrio Z.(t). Consideramos o banho térmico, em contato com um

2Dado que 7T = ., obtemos alguns vinculos para os elementos de matriz: Ve as.as =
* _ * _ [lax lla
VCI3>(€11+C12—C13)7C[1’ ‘Fq,k - fq—k,—k, 7zq,k - R—q,k—qv SOZ:Q:P Saq P,— P Por outro lado, por

conta das regras de comutagdo de bdsons, mostra-se que Vq,,qs,q5 =

- + + e _ gllb
Lr-ak = Lak Rgqx = Rax € Seap = Sap-qp-

Vaz,ai,as = VQI ,q2,(q1+q2—q3)>
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reservatorio térmico, em um estado estacionario representado por um operador estatis-
tico canodnico pg com a temperatura Ty do reservatorio térmico. Com isso separamos

as contribuicoes do banho e do sistema magnético e reescrevemos

~

He(t) = pe(t) X ps, (1.62)

sendo p.(t) o operador estatistico de nao-equilibrio referente ao sistema magnético.

Lembramos que operador estatistico p.(t) deve obedecer as condigoes (i) e (ii) men-
cionadas anteriormente (pagina 21). Retomando a condicao (i), p.(t) deve depender das
variaveis dinamicas de base no conjunto 2.1, ser normalizado e além disso fornecer os
valores médios destas variaveis, que constituem o espaco de varidveis termodinamicas,

isto é,

(eLft) = Tr {ek p(t) x p}, (éqlt) = Tr{éq p-(t) x ps},  (1.63)
Ny(t) = Tr {Nq po(t) x ﬁB} . Nyg(t)=Tr {N%Q po(t) x ﬁB} , (1.64)
o4 (t) = Tr {61 pe(t) x ps}, 0q(t) = Tr{oq pelt) x pu},  (1.65)
Taa®) =T {Fla i) x i}, vaqlt) =Tr{aqi-(t) x is}, (1.66)

sendo (ef|t) e (¢q|t) chamados de amplitudes, Ng(t) de populagao e o (t) e oq(t) de
pares.

Os referidos valores médios nao definem unicamente o operador estatistico, isto é, é
possivel escolher diversas distribuicoes distintas que levam aos mesmos valores médios.

Para obtencao de p.(t), é conveniente introduzir o operador estatistico auziliar o(t)

que tem como principal caracteristica verificar as Eqs. 1.63-1.66, além da condigao de
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normalizacao,

Tr{o(t)} = 1. (1.67)

Adotamos uma expressao para o(t), seguindo entdo o espirito heuristico proposto?,
semelhante ao operador candnico de equilibrio, ou seja, uma exponencial, devidamente

normalizada, de uma combinacao linear das variaveis dinamicas de base,

A 1 N
0t) = 75 = {—Z |Falt) N + 0q(t) e + 03(t) & + alt) Gq + 24() 85| —
- [quQ(t) N’qu + SOqVQ(t) 0q,Q T @Z,Q(t) &L,Q} } ) (1-68)
q,Q

e a normalizacao faz com que definamos a funcao de particao de nao-equilibrio

Z(t)=Tr {exp {—Z [Fq(t) Nq + Pq(t) Cq + 94(t) éj; + q(t) g + pg(t) &:ﬂ -

(1.69)

_Z [F%Q(t) -/\A/’%Q + SOq,Q(t) 6q7Q + @Zg(t) &Q,Q} } } ) (1-70)
q,Q

Os coeficientes presentes na combinacao linear das variaveis dinamicas sao as va-
ridveis termodindmicas de nao-equilibrio associadas e sao determinados de forma a
assegurar que o(t) satisfaga as Eqgs. 1.63-1.66. Ou entdo, igualmente, satisfazer as

equacoes de estado de nao-equilibrio

dIn Z(t) dIn Z(t) dIn Z(t)

il S P _o0nziz) Oz |
00q(t) (Galt) S Fg(t) Na(t), Soall) alt), (1.71)
_(;}1?1’;7732 - Nq,Q(t>’ _((;)10]:,7222 = O-qu(t)7 (172)

realizando assim uma correspondéncia com o caso de equilibrio.

3Pode-se obter a mesma expressao para o(t) utilizando métodos variacionais em que a entropia de
informagao de Gibbs-Jaynes-Shannon do sistema é maximizada a cada instante de tempo t e sujeita
as Eqgs. 1.63-1.66. Maiores detalhes podem ser obtidos nas referéncias 16, 18.
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E interessante ainda mencionar que é possivel expressar os valores médios das va-
ridveis dinamicas em termos das varidveis termodinamicas associadas e entao fazer a
descricao termodinamica do sistema em termos destas tltimas. A titulo de exemplo,
considerando o caso em que a tnica variavel dindmica de base é N, pode-se mostrar

por célculo direto (ver Eq. B.20 no Apéndice B) que

1
NQ(t) - qu(t) B 17 (173)
e somos entao levados a redefinir a varidvel termodinamica associada
hw
F,(t) = —21 1.74

sendo kp a constante de Boltzmann e T, (t) a temperatura de ndo-equilibrio de um dado
modo q. Esta temperatura de nao-equilibrio (Refs. 40-42), amplamente empregada em
estudos de fisica de semicondutores (ver, por exemplo, Refs. 43, 44), identifica-se com

a temperatura usual apenas nos casos em que o sistema se encontra em equilibrio.

No entanto, lembremos que, além da condigao (i), o operador estatistico de nao-
equilibrio deve ser descrito em termos da dinamica microscopica do sistema e deve
incluir adequadamente a irreversibilidade macroscopica, de acordo com a condigao (ii).
O acordo com a dindmica microscopica pode ser tecnicamente implementado fazendo

com que Q. (t) obedega a equagao de Liouville-Dirac

0 1 .
S0(t) + = |0-(1), | = 0. 1.75
O operador estatistico auxiliar (t) ndo satisfaz a equacao de Liouville e, desta forma,
nao pode representar o operador estatistico de nao-equilibrio g.(t) almejado. Mas pode-
mos utilizar o operador auxiliar para construir g.(t) se considerarmos que em um ins-

tante inicial ¢y vale a condigao
0-(to) = o(to), (1.76)

e que a evolugao deste operador se da de acordo com a Eq. 1.75,

(t—tg) +2 A

b (t) = e T G(ty)e™ TS (1.77)

Apesar de a solucao obtida satisfazer a equacao de Liouville e estar, portanto, de
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acordo com a dinadmica microscopica ela nao incorpora a irreversibilidade macroscopica.

E, segundo R. Peierls,

“Em qualquer tratamento tedrico de problemas de transporte, ¢ importante
compreender em que ponto foi incorporada a irreversibilidade. Se nao foi
incorporada, o tratamento esta equivocado. Uma descricao de tal situacao
que preserve reversibilidade temporal estd fadada a dar valores nulos ou
infinitos para todas as condutividades. Se nés nao vemos claramente onde a
irreversibilidade é introduzida, nao entendemos claramente o que esta sendo

feito.”?

A introducao de irreversibilidade pode ser feita quebrando-se a simetria temporal da
equacao de Liouville da seguinte forma [39, 45|:

0 . 1. 5 . A

r0-(0) + = [0(0), # | = = {a.() - (1)} (1.78)

com £ — 0, sendo este limite tomado apds o céalculo dos valores médios. Esta mo-
dificacao faz com que sejam selecionadas apenas as solucoes retardadas da Eq. 1.75.
Podemos entender o lado direito da equacdo como uma fonte infinitesimal (cf. Ref.
16, 18) que a todo instante leva 0.(t) & se aproximar de p(t) e este artificio ¢ uma

possivel forma de se introduzir o procedimento de suavizacao temporal de Kirkwood
(cf. Ref. 46).

Por fim obtemos uma expressao final para o operador estatistico, na forma

~ ¢ N (=) 8i t 1 r. R —t)
6.(0) = 5(t)—limexp [ de—ct-telstor (20) 1 o), 7| T (1.79)
e—0 : ot 1h

0

que satisfaz a Eq. 1.78, incluindo, portanto, irreversibilidade e se adequando & dindmica

microscopica do sistema, dada a condicao inicial da Eq. 1.76.

4Traducdo livre de “In any theoretical treatment of transport problems, it is important to realize at
what point the irreversibility has been incorporated. If it has not been incorporated, the treatment is
wrong. A description of the situation that preserves the reversibility in time is bound to give the answer
zero or infinity for any conductivity. If we do not see clearly where the irreversibility is introduced, we
do not clearly understand what we are doing.” citado na Ref. 38.
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1.3 Resumo do Capitulo 1

Apresentamos neste capitulo as descricoes mecanica e termodinamica do sistema
de interesse: um conjunto de fons magnéticos, em arranjo cristalino e sob acao de um
campo magnético constante, que ¢ alimentado por uma fonte de microondas externa e

estd em contato com um banho térmico. Quanto & mecanica do sistema:

e O hamiltoniano do sistema é apresentado em termos dos operadores de spin atomi-
cos (Eq. 1.11). Sao consideradas as interacoes entre spins (interagoes de troca e

dipolar), a relacao com o banho térmico e com a fonte externa aplicada;

e Através do formalismo de segunda quantizacao, sdo entao introduzidas as quasi-
particulas magnons, fonons e fo6tons, em termos das quais é reescrito o hamiltoni-
ano (Egs. 1.58-1.60). Quanto aos magnons, é considerado apenas o ramo actstico

e a correspondente relacao de dispersao é analisada.
No que diz respeito a termodinamica de nao-equilibrio:

e Com base nos experimentos em magnetismo, sao escolhidas as variaveis dinamicas

de base adequadas para a descri¢ao de nao-equilibrio do sistema (Eq. 1.55);

e No contexto do formalismo de ensembles estatisticos de nao equilibrio (NESEF), é
construido o operador estatistico de nao-equilibrio. O espaco de variaveis termo-
dinamicas de nao-equilibrio (que inclui as populacoes de magnons, as amplitudes
e os pares) é entao formado pelos valores médios das variaveis dinamicas ponde-

radas pelo referido operador estatistico;

e Sao ainda introduzidas as variaveis termodinamicas de nao-equilibrio associadas
que possibilitam uma descricao termodinamica alternativa. No caso das popu-
lacoes de magnons, por exemplo, pode-se equivalentemente representar o estado

termodinamico em termos da temperatura de nao-equilibrio.
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Capitulo 2
Equacoes Cinéticas

Apoés apresentarmos, no capitulo anterior, as variaveis dinamicas de base e o ope-
rador estatistico relevantes para o sistema magnético de interesse, derivamos aqui as
equacoes cinéticas correspondentes. Para obtencao destas equacoes nos utilizamos da

teoria cinética mecanico-quantica baseada no NESEF [17, 21, 47].

Em nosso caso, desejamos encontrar as equacoes de evolugao temporal das macro-

variaveis das Eqs. 1.63-1.66,

{{Nq@)}; {Naat f{ @i fi{ o b {ouio fi{ouo i {orato {aq,Qa)}}
(2.1)
que caracterizam o estado termodinamico de nao equilibrio do sistema (deve ser lem-

brado que Q # 0). Para isso, retomemos inicialmente o hamiltoniano total do sistema

expresso pela Eq. 1.58,

H = A+ A, (2.2)
com
% = Z h,wqél;éq + Z thi)Li)k + Z thczlé,qcza,qa (23)
q Kk P
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E Vaai, qch Q1CQQCQ+(11_(12+

q,d1,92

—I—Z b+ 0 { chch+£chckq~l—£q kcqckq}+
q,k#0

+ 3 {Radlbcq + R+ RE b a } (6 + o)+
q,k#0

+Z (dop +dl o) (SEzel +8E e p) +

ot A 5 b At e 5
+ Z R {Sllaqp ch p +3L[qp L Cp—q —i—Sa’q’,pc_ch_p}. (2.4)

a,p,q

A evolucao de um operador é dada pela equacao de Heisenberg, e, portanto, a evolucao
da macrovariavel associada é a média da equacao de Heisenberg ponderada pelo opera-
dor estatistico de nao-equilibrio @E(t). As equagoes de evolucao das populacoes médias

de méagnons Ny () servem como exemplo deste procedimento:

d d N 0 .
E/\/’q(t) = aTr {J\fq %E(t)} =Tr {Nq ﬁe%’a(t)} =

1o {5 [0 | = e { [N ] )} -

1 SRS A .
= %Tr { [Nm f%”} pe(t) % pB} , (2.5)
onde reintroduzimos a separacao entre os operadores estatisticos do sistema de spins e
do banho térmico.

Utilizando a Eq. 2.2 obtém-se

%Nq@) - %Tr { [/\qu,jﬂ po(t) X ﬁB} -

1 - . 1 - .
= T { [Nq,%} po(t) x ﬁB} + = Tr { [Nq,jf/} po(1) x ﬁB}. (2.6)
O primeiro termo a direita da Eq. 2.6 pode ser alternativamente escrito como

%Tr { [Nq,%] po(t) % ﬁB} _ %Tr{[/\?'q,%] 5(t) x ﬁB} = 719(1), (2.7)
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pois, devido a regra de completeza (Eq. 1.61), os comutadores das variaveis dinamicas
de base com ,%% dao como resultado funcoes lineares das proprias varidveis. Além
disso, o trago de uma variavel dindmica pode ser igualmente ponderado por p.(t) ou
o(t), dada a definigao do operador estatistico auxiliar (ver Eqs. 1.63-1.66). O termo
obtido, J/(\?(i (t), pode ser interpretado como termo de precessao no formalismo de Mori
[48].

Resta, para a obtencao das equacoes cinéticas, o segundo termo a direita da Eq.

2.6 que pode ser escrito como

%Tr { Wq,ﬁ?’} pe(t) % ﬁB} = JQ )+ Z2 ), (2.8)
T = 20 [N, 7] (0 o 29)

em que 7 J\(?q) (t) & reformulado segundo uma soma de termos de colisdo envolvendo ex-
pansoes em crescentes ordens de interagao ', Estes termos de colisao, dados em fungao
de o(t), sdo responséveis pelos efeitos dissipativos, e incluem os efeitos de memoria (ver
Apéndice A) e contribuiges nao-lineares a evolucao do sistema. Detalhes aprofundados
sobre estes termos de colisao sao apresentados nas referéncias 16, 47, 49, e, nesse desen-
volvimento, retendo contribuicoes até segunda ordem nas intensidades das interagoes,

obtém-se a chamada aproximagao de Markov,

1 : / f— Dl (4 21\ ~ «
IR~ T = / at’ 0 T { [ 280~ )0, [, N | 6(t) x | +

e S
1 ' 1 et —t) i D12 ~ 5‘]J(\2(t)
m;/ﬂ T {00 PO X} o
(2.10)

(t;/)'%%’e’(t;/)%, Qu(t)

é cada uma das macrovariaveis do conjunto 2.1 associadas as microvariaveis dinamicas

lembrando que ¢ — 0 (apos a integracio), /(' —t)y = e

- J
de base P, do conjunto 2.1 e 50,00 representa a derivada funcional (cf. Ref. 50) com
¢
relagdo a Qy(t). Temos, finalmente,
d
Na(t) = TG () + T (1) + TR(), (2.11)
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sendo os termos do lado direito dados pelas Eqs. 2.7, 2.9 e 2.10. Assim como a
equacao 2.11 governa a evolucao das populacoes, de forma aniloga podem ser obtidas
as equagoes de evolugao correspondentes para as outras macrovariaveis de interesse (Eq.
2.1). Tendo em mente experimentos sem resolugao espacial, reduzimos o conjunto de
variaveis relevantes de forma a descrever um sistema homogéneo, restando apenas as

macrovariaveis

{{Nq<t>}; {um} {en i {oao} {aq<t>}}, (2.12)

ou seja, as populacoes, amplitudes e pares associados aos magnons.

Deve ser ainda mencionado que os operadores de criacao e aniquilacao de fonons e
fotons associados ao banho térmico descritos nas se¢oes 1.1.2.2 e 1.1.2.3 estao presentes
nos comutadores das Eqgs. 2.7, 2.9 e 2.10. Como comutam com o(t), seus valores médios

sao dados em termos do operador estatistico do banho, que apresenta a forma canonica
. 1 > >
oo = - oxp { o (4 + ) | (2.13)
0
sendo 4, e %’ﬁ dados pelas Egs. 1.39 e 1.51, 8y = kgTy, Ty a temperatura do reser-

vatorio térmico e Zj a funcao de particao associada. Desta forma obtemos o valor médio

das populacoes de fonons,

-1

e = Tr {bbi s p = (% — 1) (2.14)

No caso dos fotons, deve-se separar as contribuicoes provenientes da fonte externa, de
valor fs - e, portanto, proporcional a intensidade -, daquelas oriundas da radiacao de

corpo negro, cujo valor médio é
13 = T {dtdl pu } = (5 — 1) (2.15)

com (p, = ¢p, sendo ¢ a velocidade da luz no meio.

Assim, nas secoOes seguintes, apresentamos as equagoes cinéticas para amplitudes,
pares e populagoes de magnons, segundo as expressoes 2.7, 2.9 e 2.10, de acordo com
a aproximacao de Markov. A dificuldade destes calculos reside basicamente em dois

pontos: os comutadores e os valores médios de operadores de criacao e aniquilagao
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2.1. EQUACAO DE EVOLUCAO PARA AS AMPLITUDES

segundo o(t). O primeiro passo, portanto, é calcular os comutadores das variaveis
dinamicas de base com jf% o A , e entao os comutadores duplos, como por exem-
plo [%’(t’ —t)o, [e%z’,/\A/'q] , obtendo diversas combinacoes de operadores de criacao e
aniquilacao de magnons, fonons e fotons. O segundo passo consiste no calculo do trago
destas combinagoes de operadores ponderadas pelo operador auxiliar o(t). Apresenta-
mos tais procedimentos, assim como a integracio em ' dos termos J®(¢) no Apéndice

C.

2.1 Equagao de evolugao para as amplitudes (¢4|t) e
(eqlt)

A equacao de evolucao das amplitudes, como descrito anteriormente, obedece a

equagao de Heisenberg ponderada pelo operador estatistico de nao equilibrio,

d . 1 S .
5 (Calt) = = 1Tr { [qut%ﬂ} 0:(t) % QB} , (2.16)
que, na aproximacao de Markov, se reduz a

d .
77 (Calt) = J(0) + T (1) + T2 (1), (2.17)
sendo Jc(g) (1), Jécll)(t) e Jc(z) () expressoes analogas as 2.7, 2.9 e 2.10 (ver o Apéndice C,
Eqgs. C.11-C.17). Retendo somente os termos lineares em (¢q|t), cujos coeficientes de-
pendam das populacoes de magnons, escrevemos a equacao de evolucao das amplitudes

da seguinte forma

d o s~ C A ~
i (Calt) = =15 (8) (Calt) = Talt) (Ealt) (2.18)
e, portanto, ;
7 (ehlt) = ioq(®) (e Jt) = Ta(t) (i) (2.19)
em que
G5 (t) = wq + WER), (2.20)
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CAPITULO 2. EQUACOES CINETICAS

Wé(t) é a chamada correcao de auto-energia da freqiiéncia de precessao das amplitudes,
e I'y é dado por

- 2
Fq(t) =8rh? E ’Vq7q1,q2’ (qu +Nq+q1—qz + 1)Nq15(wq + W, — Was — Watqi—qz) —
q1,92,93

—2 2
— 8mh Z Va,ai,q:| quNq+q1—q2‘5(wq + Wqy — Way — Watai—qs) Tt
q1,92,q3

+ 7R | Faad® [(Wami + v+ 1) 6(Q + wgk — wq) — (Ngmk — Vi) 8(Q_i — wg—i + wq)] +
k#0
+ dnxh ™2 Z ’Eq,k’2 (Nk_q — ) 0(Q — Wq — wk_q)-i-
k#0

+h Z IR qicl” (M = Vicrq) 6(Qcrq — Qe — wa)+
k#£0

2
+2n2 Y ‘ijk‘ (Vo + Vs + 1) 8(Qx + Qg — we)+
kA0

+wh? Z

2
+ 7h 2 Z ‘S‘o‘[,q,p‘ (Ng=p + fp +1)0({p + wg—p — wq)—

2
6(Cq — wq)+

1%
Sa?q

a,p7#0
0 |2
—rh 2 3 [Skup| Warp = f-p) 8¢ p — wa-p +wa)+
a,p#0
2
s Z SC‘U’Dq’p’ Wp-a = fp) 0(Cp — wa — Wp-a), (2.21)
,p7#0

sendo que a indicagao da dependéncia temporal foi omitida do lado direito para simpli-
ficar a notacdo. Nos casos em que I'q(¢) é positivo, pode ser interpretado como a taxa

de decaimento das amplitudes, ou o inverso do tempo de meia-vida.

Considerando o sistema inicialmente em equilibrio, as condi¢oes iniciais das equagoes
d
2.18 e 2.19 sao nulas, e, como nao possuem termos independentes, 7 (Cqlt) =0eas

t=to
amplitudes devem permanecer nulas. Pode-se também observar este resultado expres-

sando a equagao diferencial 2.18 (linearizada em (¢4|t)), com a condicao inicial (¢4|0),

na forma da equacao integral

alt) = {eal0pes { [t [ia) — rale] . (222)

que claramente é nula para condigao inicial nula.
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Assim, no que segue, o valor médio das amplitudes sera negligenciado se comparado

ao valor das outras macrovariaveis.

2.2 Equagao de evolucao para os pares o4(t) e o (t)

a
Como na se¢ao anterior, a evolucao dos pares segue a equagao
d 1 . -1 - .
aaq(t) = ETr { [Uq,%ﬂ] 0-(t) x QB} : (2.23)
Utilizando a aproximacao de Markov,
d ) 1) @)
210a(t) = Jo () + o) (1) + o (2), (2.24)

sendo os termos Jég) (1), th}])(t) e Jéi)(t) expressos no Apéndice C, Eqs. C.18-C.24.
Rearranjando estes termos chega-se a
d dog

%Uq@) = —iwgoq —'q(t) oq + b

dog

s dt

+) Ag(t)+ ) By(t). (2:25)

SR

O primeiro termo é a freqiiéncia de precessao renormalizada dos pares,

B (t) = 2wq + WI(L), (2.26)

e WZ(t) & a correspondente corregdao de auto-energia. O segundo é um decaimento

caracterizado pela mesma fungio I'q(?) (Eq. 2.21) que controla o decaimento das am-

d
plitudes; os seguintes, —— %% (expressoes C.25 e C.26 no Apéndice C), sdo
dt |,  dt |gp

termos que dependem das populacoes de magnons, independentes dos pares, portanto, e

Oq

se originam das interagdes spin-rede e spin-radiacdo respectivamente; Ay (¢) sdo combi-
nacoes nao-lineares de diversos o4 e populagoes de magnons; o tltimo termo representa

as contribuicoes das amplitudes a evolucao dos pares.
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CAPITULO 2. EQUACOES CINETICAS

Reescrevendo a Eq. 2.25 em forma integral,
t
0q(t) = 0q(0) exp {/ dt' [—iwg(t) — Dq(t')] } +
0
t t t
—I—exp{ / dt’ [—iwd(t) —Fq(t’)}} X / dt' Ag(t') exp / dt" [iwg (t) +Fq(t”)]},
0 0

(2.27)

d d
com Aq(t') = % + % + )y Ay(t) + E By (t), e, considerando o sistema ini-
SL SR g "

cialmente em equilibrio, apenas o termo da segunda linha a direita da Eq. 2.27 nao é

nulo.

2.3 Equacgao de evolugao para as populagoes Ny (1)

De acordo com o exposto no inicio deste capitulo, as equacgoes cinéticas para as
populacoes de magnons sao descritas pela equagao 2.11, sendo os termos cinéticos ex-
pressamente calculados no Apéndice C, Eqs. C.27-C.32. Apoés trabalhar estes termos

obtém-se
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2.3. EQUACAO DE EVOLUCAO PARA AS POPULACOES

d

dt
:2_7; ‘Sctqffc?‘s(wq_%)_

Z\ o W= 1) 8(wq — G+

Z ‘Sylaq a

Nq(t) =

J(far—q+1) — Ny + 1)quq’—q} 6(wg — wq — Cg'—q)t

a'#q
2 a
hZ Z; S [ AN+ DN Famar — VoW ) ey + 1)} 8oy — g + G
a'#q
Ty \S“b L N+ Nog) 51} (g + war — G+
2 q,9+q’ a a/)d' +q q q q+q
qa'#—q
8
-y \sﬂbw, [N + DN+ DI = NgNa(F o + 1)} 0(wq + war — Carar)—
qa'#—q
1
- q—Né“)} -
8
i Z |Lq, {Ng + DNg + Dvgrg — NgNg(Wg1q + 1)} 0(wg + wg — Qqrqr)+
q# q
2
—7;- Z ‘F a— )(Vq/—q + 1) — (Nq/ —+ 1)NqVq’—q} (S(Wq/ —Wq — Qq/_q)—l—
q#q
h2 " Faama | {NG + DNgrgq = NaWay + D (vgeq + 1)} 8wy — wq + Qqoq)+
a'#q
+ 16_7T Z ‘anQ1,Q2|2 {(Nq + 1)(NQ1 + 1)NQQNQ3 _NQNQ1(NQ2 + 1)(NQS + 1)} X
e q1,492,93 X5(wq T Wq —Wqy — Wq3)5q3,q+q1—q2
+ D Co (<@q/lt> : <éL/!t> qu’aU:;/,t> : (2.28)
a'#q

Na Eq. 2.28 os termos G (1) e G4(t) sdo as taxas de crescimento da populagao do
modo q produzidas pela fonte externa, radiacao eletromagnética aplicada a amostra,

respectivamente perpendicular ou paralela ao campo estatico aplicado Hy:

° Gé(t) ¢ um termo de alimentacao direta (usualmente conhecido, em inglés, como
perpendicular pumping) e, pela conservagao de energia imposta pela delta, o modo

alimentado é tal que wq = (q, 0 que possibilita associd-lo a ressonancia ferromag-
nética [4, 31];
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CAPITULO 2. EQUACOES CINETICAS

o S4(t), o chamado bombeamento paralelo (parallel pumping), é composto por duas
contribuicoes, a direta e a retroalimentacao, sendo que a tltima ¢ proporcional a
populagao de méagnons e é ausente no caso do perpendicular pumping. Cumpre
indicar que a fonte externa, ao produzir fétons de freqiiéncia (, alimenta apenas

as populagoes de magnons tais que 2wq = ¢, devido a delta de conservacao d(wq+

Wq' — Cq+q’)-

Assim como o sistema magnético se acopla a radiacao da fonte, também se acopla a

radiacao térmica, originando desta forma os termos R (t), R (1) e Rq(t).

° %ql () se associa as componentes de radiacdo térmica perpendiculares ao campo
N - . 0

Hy. Devido a delta de conservacao de energia temos que fg = J\/’(g ) e claramente

o termo representa uma relaxagao linear dos magnons via emissdo (ou absor¢ao)

de fotons;

e Os termos seguintes, %ula(t) e Rq(t), sao as taxas de variacao da populacao de
méagnons devido a parte da radiacao eletromagnética de corpo negro paralela ao
campo Hy. Cada um dos termos refere-se a distintos processos: S‘iltlf(t) representa
o processo de absor¢ao (e emissao) de um féton por um méagnon, enquanto Ry (t)
ao decaimento de dois magnons em um foton (e vice-versa). A conservacao con-
comitante de energia e momento nestes processos (indicada na Eq. 2.28) proibe
‘ﬁ!la(t). Por outro lado, o processo Rq(t) satisfaz a delta e representa um impor-

tante mecanismo de relaxacao nao-linear de magnons excitados.

Lq, £4 € §q s20 as contribuigoes para a evolugao das populagoes oriundas do acopla-

mento com a rede cristalina:

o L4(t) ¢ o termo de relaxacdo linear para a rede com tempo de relaxacdo 7q;

o £,(t) é um termo envolvendo relaxacao nao-linear para a rede que aqui designamos

por termo de Livshits [51];
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ANnANANnN———— w‘<
&5 (1) Sq(t)

R (1) Ry (1) (1)

Figura 2.1: Diagramas de colisdo associados & interagdo spin-radiagdo. Linhas soélidas repre-
sentam magnons e onduladas representam fotons. No que diz respeito a interacao

entre magnons e fétons térmicos (termos 9%}1(75), 9%‘(‘1‘1 () e Rq(t)), devem também
ser considerados os diagramas inversos.

e §4(t) ¢ uma contribui¢do nao-linear, que chamamos de termo de Frohlich 23],

2
Fqlt) = h_g Z | Faa—a ’ {Ng Ng + D(vg—q + 1) = Ny + DNgrg—q} 6(wg — wq — Qgr—q)+

a'—q
qa’'#q
2T 2
+ ﬁ Z ‘}—%q—q’ {(Nq + 1)Nq’Vq—q’ - Nq(Nq’ + 1)(Vq—q’ + 1)} 5(Wq/ —Wq t+ Qq—q’)7
a'#q

(2.29)

que serd estudada em detalhe na proxima secao, sendo ela a responsavel pela
emergéncia da Condensagao de Nao-Equilibrio de Frohlich-Bose-Einstein (NEF-
BEC, de Non-FEquilibrium Fréhlich-Bose-Einstein Condensation).

Temos ainda o termo

o My(t), que é a taxa de variacdo de magnons gerada pela interacdo magnon-

magnon.

q’”
evolucao das populagoes relativas ao acoplamento com as amplitudes e pares. De acordo

Por fim, Cy ((éq/ ), <éil, |t> NN t) contém todas as contribuicoes a equacao de

com o discutido na secao 2.1, as contribuicoes das amplitudes podem ser negligenciadas

no que segue.
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Lq(t)

Y

q ro4d—-9g

___»___ N
a+d a
q q
Balt)

Lq(t)

/

Figura 2.2: Diagramas de colisdo spin-rede. Linhas s6lidas representam magnons e tracejadas
representam fonons. Devem também ser considerados os diagramas inversos.

qs3

q q2
Mq(t)

Figura 2.3: Diagrama de colisao (espalhamento) de mégnons segundo a interacdo magnon-
magnon.

Trata-se de um sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao-linear que, lembre-
mos, tem sua origem na média da equagao de Heisenberg, ponderada pelo operador
estatistico de nao-equilibrio (Eq. 2.5) e nao inclui efeitos de memoria, dada a aproxi-

macao de Markov utilizada.

Em equilibrio verifica-se que os valores médios dos pares e das amplitudes sao nulos,

enquanto as populagoes médias sao dadas por
Nt 2 = (e 1),

e %/\fq = 0. De fato, se considerarmos ainda a fonte externa desligada, fs = 0, mostra-
se por substituicao direta que a distribuicao de Planck acima satisfaz a condicao de
equilibrio (i.e. o lado direito da Eq. 2.28 torna-se nulo). Mais que isso, pois este
resultado sera utilizado posteriormente, é importante enfatizar cada uma das diversas

contribuicoes a Eq. 2.28 se anula em equilibrio de forma independente.
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Para a analise da contribuicao dos pares para a evolucao das populagoes é conve-
niente reescrever a Eq. 2.28 da seguinte forma:

d

a-/\[q(ﬂ = _Fq(t) Nq@) + @q<t)7 (2'30)

sendo I'y(t) dado pela Eq. 2.21 ¢

2T 2
@q(t) = ﬁ SJ_q (f§ + f(;F) 5(wq - Cq)+
‘Sc‘laq q {Nq’(fq’fq +1) 6(wq — wq — Cg—q) + Ny fa-q 6(wq —wq + CQ*(I')} +
a'#q
b 2 S T
Z ‘Sqq+q +Nq/) (fq/+q+fq/+q) (5(wq—|—wq/ —Cq+q/)+
a'#—q
1
+ =N+
q
Z L, {Ng + Dvgiq} 6(wg + wg — Qqtq)+
q;ﬁ q
2
+ ﬁ Z ’.F - 1) 5(wq/ —Wq — Qq’—q) + Nq’Vq—q’ 5(wq/ — Wq + Qq—q’)} +
q'#q
167 9
+ e Z Va,a1,a:] (Nou + 1)quNq3 d(wq + Wqy — Wqy — Wa3)9qs,q+a1—qz -
q1,92,493
+Y oy ( et |t) <cg,|t> ,aq,,a;;,,t). (2.31)
q'#q

Ao expressarmos ainda a Eq. 2.30 sob forma integral,

Ny (£) = Ny (0) exp {— /0 v Fq(t’)} 4

+exp{— /O Lt Fq(t’)} « /0 "t 04 (t) exp { /0 " Fq(t”)}, (2.32)

podemos compara-la & Eq. 2.27. Considerando o sistema em equilibrio no instante
inicial £ = 0 temos que, diferentemente da Eq. 2.27, o primeiro termo do lado direito da
Eq. 2.32 é relevante, dado que Ng(0) # 0. Além disso, pode-se estimar que O4(t) (Eq.
2.31) é maior que o termo anéalogo A4(t) associado a Eq. 2.27. Assim, de acordo com a
condicao inicial de equilibrio adotada e com as especificidades do problema em questao,
as contribuicoes para a equacao de evolucao das populagoes - Eq. 2.28 - referentes

aos pares e as amplitudes sao inexpressivas com relagdo as outras contribuigoes (que
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dependem exclusivamente das populagoes). Desta forma o termo

> Cqy <cq|t <c:;|t> Tar 0l t)

qa'#q

serd negligenciado nas subsequentes analises do comportamento das populagoes de

magnons, desacoplando entdo a evolucao de Ny(t) das amplitudes e dos pares.

2.3.1 Efeito Frohlich

Lembrando que as populagoes de fonons do banho térmico, em contato com um

reservatorio térmico a temperatura Tj, obedecem a distribuicao
-1
Vo'—q = [exp (BohQq—q) — 1], (2.33)

com By = kpTy e kp sendo a constante de Boltzmann, a Eq. 2.29 pode ser reescrita

da seguinte maneira
Z}}—qq q} { Na+ DN, 5Ohwq/_Nq(Nq’+1)eﬂohwq}x

X Vg qefﬁohwqé(w P —wq — Qg—q)+

ny P { N+ DN oM — N (N + 1) el |

X Vg e—ﬁohwaé(wq, — Wq + Qq_q/), (2.34)

e, com o auxilio da definicao

27

2 —Bohw, s —Bohwg . .
Xaa' = 75 Faa-al” {Va-a e Pt § (g — wq + Qq-qr) + Vg—q €90 (g — wq Qa-a) } 5
(2.35)
torna-se
t) = X {NgNg + 1) ®™a — (Ny + 1N ePal (2.36)
q/
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que permite analisar o carater peculiar e fundamental desta interacao. Se considerarmos

as populacoes de magnons suficientemente altas (Ny, Ny > 1)

Sq(t) = Z XagNgNg {Mwa — efolval (2.37)

q

e, dado que xqq > 0, temos dois possiveis comportamentos:

1. Os modos caracterizados por ' que tém energia mais alta do que a do modo q (fre-
qiiéncia angular wy tal que wy > wq), levam, por conta do fator {eﬁoh“q’ — eﬁohw‘*} >
0, a contribui¢bes positivas ao termo §q(?), indicando um crescimento na popu-

lagdo Ng - uma alimentacao;

2. Por outro lado, aqueles modos em que wy < wq contribuem negativamente com

§q(t) e levam a uma relaxagao.

Assim, o termo de Frohlich faz com que a populacao de magnons associada a um
dado modo aumente por conta das contribuicoes provenientes dos modos de mais alta
energia, ao passo que diminua devido & transferéncia aos modos de mais baixa energia.
Claramente, a energia é transferida em cascata dos modos de alta energia para os modos

de baixa energia, gerando um actimulo nos modos de minima freqiiéncia.

Como manifestado na Introducao, este processo nao-linear, aqui chamado de Efeito
Fréhlich, esta presente em uma série de sistemas de muitos bdsons imersos em um
banho térmico e sob acao de fonte externa que os afaste do equilibrio. Inicialmente este
efeito foi evidenciado por H. Frohlich nos casos de vibragoes polares (fonons LO) em
biopolimeros sob excitagdo escura (cf. Ref. 22-25). Desde entdo o fenémeno tem sido
encontrado em diversos sistemas fora do equilibrio: em vibragoes actsticas (fonons AC)
em fluidos biologicos que envolvem interagoes anarmonicas e estao sob a presenca de
bombeamento de energia via ondas sonoras [26, 27|; em éxcitons (pares elétron-buraco
em semicondutores) interagindo com as vibragoes da rede cristalina e sob ac¢ao de cam-
pos eletromagnéticos de radio freqiiéncia [28, 29]. Em todos os casos citados, frisa-se,
o comportamento complexo - acimulo de boésons nas energias minimas, independen-
temente da freqiiéncia da fonte externa - emerge da nao linearidade da interagao do

sistema de bdsons com a rede cristalina.

No caso dos méagnons é usual (ver, por exemplo, Refs. 3, 4) considerar apenas inte-

ragoes lineares entre estes e a rede cristalina (semelhantes ao termo Lqy(t) da Eq. 2.28).
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No entanto, a formagao do condensado de magnons excitados relatado nos experimentos
das Refs. 5, 6, 9, 10, descritos na Introducao, evidencia a ocorréncia do efeito Frohlich,
chama a atencao para a relevancia das nao linearidades nestes processos cinéticos e nos

permite classificar tal acimulo como uma NEFBEC de magnons excitados.

2.3.2 Interagao magnon-magnon

Analisemos em detalhe o termo cinético proveniente da interacdo méagnon-mégnon

My (1) — 16_: T Vaaa:l {Na+ 1) Way + DNaNay = NaNay (N, +1)(Way + 1)} x
h a1,92,93 X0(wq + Wa, — Way — Was)das,qtar—az

(2.38)
Observando este termo e a representagao diagraméatica do processo (Fig. 2.3) percebe-
se que se trata de um processo andlogo ao associado a interacao coulombiana entre
elétrons (foto-injetados ou em semicondutores dopados) fora de equilibrio. A cinética
da interagao coulombiana foi objeto de diversos estudos [52-54] em que foi concluido
que o papel desta interacao ¢ o de levar os elétrons a uma tnica temperatura interna

de nao-equilibrio, a chamada termalizacao interna de nao equilibrio.

De fato, ao introduzirmos na Eq. 2.38 a distribuigao de magnons
NEM = (ePhea — )7 (2.39)

com 371 = kgT*, sendo T* # T, uma temperatura de nao-equilibrio! tinica de magnons,
obtém-se M (t) = 0, indicando que tal solugao é estacionaria e corroborando a idéia de

que a interacao magnon-mégnon tende a levar a termaliza¢ao interna dos magnons.

2.4 Resumo do Capitulo 2

Neste capitulo discutimos a evolucao temporal do sistema magnético descrito no
capitulo anterior. Restringindo-nos apenas a sistemas homogéneos, descrevemos as
equagoes cinéticas para as amplitudes, os pares e as populagoes de magnons (os valores

médios dos operadores éq , CL, Gq, &fl e Ny). Dado o hamiltoniano apresentado no

q’

Lembramos que o conceito de temperatura de nao-equilibrio foi mencionado no Capitulo 1 (ver
Refs. 40-42).
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Capitulo 1, as equagoes cinéticas foram obtidas pela média da equacao de evolucao
de Heisenberg ponderada pelo operador estatistico de nao-equilibrio Foi considerada a

aproximagcao de Markov, em que efeitos de memoria sao negligenciados.

e Quanto as amplitudes (¢qt) e (¢]|t), se levarmos em conta apenas os mecanismos
de alimentacao descritos pelo hamiltoniano %ZSR, mostrou-se que a equacao de
evolucao nao possui termos independentes e, numa aproximacao linear, é a com-
posicao entre uma precessao dada por d)(‘;(t) e um decaimento dado I'q. Temos,
portanto, que se a condi¢do inicial for nula - o que ocorre efetivamente se a
condicao inicial for a de equilibrio -, (¢4]t) = <ég]t> = 0, isto é, as amplitudes

permanecerao nulas.

e A equacao cinética dos pares é também determinada. Além dos termos lineares
de precessao e decaimento, sao discutidas as contribuicao nao-lineares nos pares.
Em particular, é apontado o termo que depende exclusivamente das populacoes

de méagnons, que atua como fonte caso os pares e amplitudes sejam nulos.

Foi apresentada por fim a equacgao cinética das populacoes de magnons. Diversas con-

tribuicoes foram analisadas:

e As provenientes da fonte externa de microondas, com componentes perpendicular
e paralela ao campo magnético estatico. O “bombeamento paralelo” se associa a
criacao de dois magnons pela aniquilagao de um féton e apresenta um termo de

retroalimentacao, proporcional a populacao de mégnons;

e Aquelas oriundas das interacoes do sistema magnético com o banho térmico - a
radiacao de corpo negro e a rede cristalina. Especial atencao foi dada ao termo
associado ao acoplamento nao-linear entre sistema magnético e rede cristalina.
Conhecido por “termo de Frohlich” (secao 2.3.1), esta contribuigdo transfere a
energia em excesso ao equilibrio das populacoes de magnons dos modos de alta
freqiiéncia para os de baixa, promovendo um actimulo de mégnons nos modos de

minima energia, o assim chamado condensado de Frohlich-Bose-Einstein;

e O termo relativo a interacao magnon-magnon, que redistribui a energia entre as
populacoes de mégnons, que faz o sistema tender a uma termalizacao interna

determinada por uma temperatura de nao-equilibrio.
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e As contribuigoes das amplitudes e dos pares foram negligenciadas, pois, dada uma
condicao inicial de equilibrio, percebe-se que as amplitudes permanecem nulas e

os pares nao alcancam valores relevantes para a dinamica das populagoes.
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Capitulo 3

Modelo de Dois Fluidos

O sistema de equacoes diferenciais 2.28, que governa a evolugao temporal das popu-
lacoes de magnons associados ao hamiltoniano expresso pelas Eqs. 1.58, 1.59 e 1.60, teve
suas diversas contribuicoes analisadas de forma qualitativa no capitulo anterior. Resta,
no entanto, realizar uma analise quantitativa que nos permita avaliar como as diferentes

contribuicoes se compoem e determinam efetivamente a evolucao das populagoes.

Lembremos, porém, que o sistema 2.28 é constituido por distintas equagoes para
cada modo q na primeira zona de Brillouin e, desta forma, o ntimero de equacoes
integro-diferenciais nao-lineares acopladas ¢ da ordem do ntmero de células unitarias
da amostra em questao, tornando na maioria das vezes praticamente invidvel obter sua

solucao.

Para obtermos resultados quantitativos, introduzimos uma modelagem satisfatoria
que denominamos “Modelo de Dois Fluidos”, descrita a seguir. Baseando-se nos experi-
mentos de Demokritov et al. relatados na Introducao, pode-se afirmar que basicamente
dois grupos de magnons, caracterizados por suas energias, tém relevancia no fenémeno
de condensacao de magnons. Observando a figura 3.1 constata-se que sao suficientes
para descrever o experimento apenas os modos alimentados (em torno de 4GHz) e os
de minima freqiiéncia (~ 2GHz), onde ocorre o acimulo, sendo que os outros modos,
apesar de também serem excitados, rapidamente saturam e espera-se uma contribuigao

muito pequena no processo.

Desta forma consideramos, entre todas as populac¢oes de méagnons N, descritas

pela Eq. 2.28, somente aquelas associadas aos modos de energia proxima do minimo
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Figura 3.1: Evolucao temporal do espectro do espalhamento Brillouin apds o acionamento da
fonte externa. Tempos indicados tém por referéncia o momento de acionamento

da fonte. Adaptada da Ref. 6, figura 2.

e em torno da energia de alimentacao. Separamos entao o sistema nestas regioes,
procedimento semelhante ao utilizado por Aguiar e Rezende na Ref. 55 (ver também

Ref. 56) e em estudos de superfluidez (cf. Ref. 57):
Ni(t) (regiao associada aos modos de minima freqiiéncia -R;)
Na(t) (regido associada aos modos alimentados -Ry) ’

em que Ni(t) e Na(t) sdo, respectivamente, populagoes representativas destes modos

definidas por
N ZQERLQ Nq(t> . ZqERl’Q Nq (t)
1,2(t> - Z 1 - n 5 (31)
qER1 2 1,2

sendo n; 2 o nimero de modos presentes em cada uma das duas regioes.
As populagoes representativas N7 o(t) tém suas evolugoes descritas em termos da

evolugao dos Ny(t) ,
d 1 d 1 dNy(t
D BAUEFL p ) (32)

dt” Ny dt
1.2 qcER1 2 q€ER12

Retomando a equagao 2.28 (negligenciando os termos de Livshits e a intera¢do com a
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radiagdo perpendicular - ver se¢ao 4.2), obtemos finalmente

d 1
g2t = — > {8a(t) +Rq(t) + La(t) + Fq(t) + Mg(t)} (3:3)

" q€R1 2

ou seja, para encontrarmos a evolu¢ao das populacdes representativas, N o(t) da Eq.
3.3, devemos somar todas as distintas contribui¢oes para a evolugao de Ny(t), sobre
as regioes 1 e Ry. Mas a equagao encontrada ainda mantém acoplada a evolugao
de N () as diferentes populacoes Ny(t), posto que as diversas contribui¢oes do lado
direito da Eq. 3.3 sao func¢oes das populacoes, como pode ser observado no termo de

Frohlich, reproduzido abaixo de acordo com a Eq. 2.36,

Z gq(t) = Z Nq, quq, {eﬁoflwq/ o eﬁoﬁwq} +

qER 2 q€ER1 2
q'#q

+ Z Xaq’ {J\/'q/eﬁohwq’ — Ny eﬁoh“Q} , (3.4)

qER1 2
qa'#q

sendo x4 determinado pela Eq. 2.35.

E possivel, porém, obter um sistema de equacoes fechado nas populacdes repre-
sentativas, %/\/'172@) = G12(N1, Na,t), com Gy e Gy sendo fungoes de N7 e N,. Para
alcancar este objetivo deve-se inicialmente atentar que, excetuando o termo linear Lq (1),
todas as contribuicoes do lado direito da Eq. 3.3 contém somas, na primeira zona de
Brillouin, de produtos de populagoes de mégnons por diversos elementos de matriz e
populacoes de fonons e fotons em equilibrio. Separamos entao cada uma destas somas

nas regioes R; e Ry, que no caso do termo de Frohlich leva a

S Falt) = 3 NNy xaq {70 — efola} 4

qeER; acl
q'eRr

+ Y NaNgxaq {0 —eea} +
qeR;
q'c€Rs

+ Z Xaq’ {Nq/eﬁoﬁwq/ _Nq eﬁoﬁwq} +

qeRy
q'eRry

+ Z Xaq’ {Nq/eﬁoﬁwq/ - Nq eﬁohwq} .

qeR;
q'€R2
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Os termos em que q,q’ € R; sao nulos. Entao

3 Balt) = 3 NaNvaa {65 — 60} £ 3 i [Nqe o Ny},

qeR qeR; qeER;
q'€R2 d'€Rs

Neste ponto recorre-se ao teorema do valor médio em célculo integral, que nos
permite afirmar que existem vetores de onda especificos qi,qs € Ry e Q2,qQ3 € Ry tais

que

Z 8q(t) = Na N, Z Xad' {eﬁohwq/ - eBOhwq}+Ni3 Z Xaq' €4 =N, Z Xaq €79,

qER Qe qER; qER
q9'ERy q'ERy q'€ERy
retirando as populacoes do interior das somas. Por fim, supoe-se que estas populagoes
especificas sao proporcionais as populacoes representativas, encerrando, desta maneira,
o sistema de equacoes diferenciais em N e Ny. Acompanhando ainda tal desenvolvi-

mento no termo de Frohlich,

Nfu = /\1M; ng = )\2/\/2? ng = )\3/\/2; Nq4 = )\4/\/1;

Z Sq(t) = NN A\ s Z Xaa' {eﬁoﬁwq/ _ eﬁoﬁwq}+N2 A3 Z Xa! ePolwy N\, Z Xaq' pPolhwa

qcEl qER qER qER
q'€Rz q'€R2 q'E€R2

Este procedimento pode ser aplicado a todas as contribuicoes a Eq. 3.3, cujos
detalhes se encontram no Apéndice D. Analisando cuidadosamente as deltas de con-
servagao (cf. Eq. 2.28) e impondo que em equilibrio as diversas contribui¢ées sao obri-
gatoriamente nulas, obtém-se finalmente o sistema de equacoes diferenciais ordinarias

nao-lineares para N; e Ny dado por
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d
flawl(f): —DlNl(leNl(O))_fl [Nl_Nl(O)]+ (35&)

+F{NN + (v + 1) Ny — vNG }— (3.5b)
(0)
— {MN; (N] + 1) + MaNy (Mo + 1)} (Nl% — N), (3.5¢)
1
e
fQ%J\é(E) =I1(1+2N3)— (3.6a)
Do Na(Na — N9 — 1 [NQ - Ng‘”} - (3.6b)
—F{MNo+ (7 + 1) Ny — DN} + (3.6¢)
(0)
+ {MIN, (NG 4 1) + MoNy (NVz + 1)} (N1N2 — N3, (3.6d)

N

I
(1] ey v
é-—
—H>

O\

] | |
k i i i i )
Figura 3.2: Diagrama ilustrativo das diferentes contribui¢oes para a evolucao de Nj e Ao,

segundo as Eqgs. 3.5 e 3.6. O sistema recebe energia através da fonte e relaxa
linearmente com a rede e via emissao de fotons. Os termos de Frohlich e magnon-

mégnon redistribuem a energia internamente, o que pode ser entendido, de forma
pictorica, como uma transferéncia conservativa de magnons.

Nestas equacoes o tempo de relaxacao linear para a rede foi considerado o mesmo
para todos os diversos modos, 74 &~ 7, e 0 tempo foi reescalado em termos de 7, t = /7.

Ja fi2 sao as fragoes de modos contidos nas regioes Ry 2, com relacao ao total de modos
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na amostra,
ni2

fio = —.
> gl

0) -~ ~ . 11 . _ ., ~ .
./\/1( 2) sao as populacoes representativas de equilibrio e 7 é um parametro relativo ao

termo de Frohlich que, devido a imposicao de que o sistema deve ser estacionario no

equilibrio, é dado por
M+ DAL
0 0
M = N

e esta associado a populagao média de fonons (ver Eqs. D.7 e D.8 no Apéndice D). Os

v =

coeficientes M, 5 e F sao, respectivamente, as constantes de acoplamento associadas a
interagdo magnon-magnon e ao termo de Frohlich (e consideraremos daqui em diante
M; = My = M); Dy 5 esta associado ao decaimento nio-linear de magnons com emissao
de fotons, o termo MRq(t) da Eq. 2.28; I representa taxa de alimentacdo direta prove-
niente da fonte externa efetivamente absorvida pelo sistema magnético. Todos estes
coeficientes sao adimensionais, pois foram multiplicados por 7, e tém suas expressoes

descritas no Apéndice D.

A figura 3.2 ilustra os diversos processos expressos nas Eqs. 3.5 e 3.6, coloridos
de forma a identificd-los. A fonte bombeia energia para Ny (populagdo representa-
tiva associada as altas freqiiéncias), e o termo 3.6a exprime a alimentagio direta e a
retroalimentacao discutida na secao 2.3. Os termos de Frohlich e mégnon-méagnon sao
responsaveis pela troca de energia entre os dois modos e se contrapoem, de acordo com
o discutido nas secoes 2.3.1 e 2.3.2. Para altas populacoes N, Ny > v , o termo de
Frohlich (termos 3.5b e 3.6¢, que neste caso se resumem a +F AVjAN;) basicamente trans-
fere energia dos modos alimentados A, para aqueles de menor freqiiéncia NV;; ja o termo
de magnon-magnon induz a termalizagao, posto que leva a populagoes representativas

N7 e N5 tais que
N N

N~ N

A relaxacao do sistema se d4 em ambas as regioes, de forma linear com relacao a rede

cristalina e ndo linear quanto ao decaimento de magnons via emissao de fotons (termos

3.5a e 3.6b).

Vemos, portanto, que o modelo de dois fluidos preserva o comportamento da evolugao
geral das populagoes descrito pela Eq. 2.28, sendo que os diversos termos do sistema de

equagoes 3.5 e 3.6 refletem de modo fiel as contribuicoes discutidas na secao 2.3. Além
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3.1. RESUMO DO CAPITULO 3

desta correspondéncia, a modelagem de dois fluidos permite uma anélise mais clara e
simples e possibilita inclusive uma resolugao numérica, discutida no préoximo capitulo,
dadas as condicoes iniciais do sistema e os valores especificos dos parametros nas Eqs.
3.0 e 3.6.

3.1 Resumo do Capitulo 3

Propusemos aqui uma modelagem da equagao cinética das populacoes de méagnons
que possibilita o estudo quantitativo da evolugao do sistema. Separamos as populagoes
de magnons em duas regioes, sendo uma associada aos modos de freqiiéncia proxima a
minima e a outra aos modos alimentados. Foram entao obtidas as equacoes de evolucao
para as populagoes representativas de cada regiao, Ni(t) e Na(t). Mostramos que estas
equagoes, que podem ser integradas numericamente, preservam os principais mecanis-

mos presentes na equacao cinética das populacoes de magnons.
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Capitulo 4

Condensacao de

Frohlich-Bose-Einstein em filmes finos
de YIG

Apresentamos neste capitulo a aplicacao do formalismo desenvolvido anteriormente
a analise dos experimentos descritos na Introdugao. Utilizamos a aproximacao de dois
fluidos das equagoes cinéticas das populagoes de magnons para estudar - via anélise
qualitativa e resolucao numeérica - recentes experimentos de filmes magnéticos finos sob
acao de uma fonte de microondas e em contato com um banho térmico. Particular
atencao ¢ dada a formacao do actimulo de mégnons criados pela fonte externa nos

modos de menor energia e a relaxacao deste sistema para o equilibrio.

4.1 MaAagnons em filmes finos de YIG

Recentemente, S. O. Demokritov e colaboradores realizaram uma série de estudos
experimentais [5, 6, 9, 10] sobre méagnons em filmes finos de granada de ferro-itrio (o
composto YsFes(FeOy)s ou YIG, do inglés yttrium iron garnet) sob acao de uma fonte
externa. Verificaram, via espectroscopia de espalhamento Brillouin de luz, que, sob
certas condi¢oes, os magnons criados por conta da interacao com a fonte externa se
acumulam nos modos de minima energia e tal acimulo foi entao por eles associado a

uma condensacao de Bose-Einstein fora de equilibrio.
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Espalhamento

Brillouin
-l W
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=
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Figura 4.1: A esquerda temos a disposicio experimental (segundo Refs. 5, 8). O filme fino
de YIG, sob campo Hjy, é alimentado pela fonte de microondas via antena anexa.
As populacdes de magnons sio medidas via espalhamento de luz. A direita, a
densidade reduzida de estados (linha tracejada) é obtida através da razao entre
a intensidade BLS medida (circulos) e a distribui¢do de Planck. A linha sélida
apresenta o ajuste. Figura adaptada da Ref. 5, figura 2.

Nestes experimentos, filmes finos de YIG foram escolhidos como material inves-
tigado por uma série de motivos. Além de ser um material amplamente estudado e
ricamente documentado (a Ref. 58 foi utilizada no que diz respeito aos dados exper-
imentais do YIG, enquanto a Ref. 35 apresenta um panorama sobre sua relacao de
dispersao e seus mecanismos de relaxagao), o YIG tem baixas perdas magnéticas - pos-
sibilitando aos méagnons longa vida média (7yig ~ 1 pus) - e apresenta efetiva absor¢ao

de energia via bombeamento paralelo.

Foram utilizados filmes finos de YIG epitaxial, com espessura de 2 — 10 ym e di-
mensoes laterais de 2 — 20 mm sob a acao de um campo magnético estatico, paralelo ao
filme, Hy ~ 1kOe. A relacao de dispersao destes filmes apresenta uma freqiiéncia mi-
nima fui, ~ 2,10 GHz para vetores de onda paralelos ao campo magnético estatico e de
modulo ¢ ~ 5 x 10*em™'. Os experimentos foram realizados a temperatura ambiente,
sendo a temperatura de Curie do YIG T, = 559 K.

A fonte externa monocromética de microondas (6 — 9 GHz) alimentou o sistema
através de uma antena cilindrica de 25 ym de diametro anexada ao filme fino em sua
regido central, com pulsos de curta (30ns) ou longa duragao (1 — 100 us) e poténcia

variando entre 0,1 — 6 W, sendo a radiacao basicamente! paralela ao campo magnético

! Aqui, devido & configuracdo geométrica das antenas, tanto as componentes paralelas como per-
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4.1. MAGNONS EM FILMES FINOS DE YIG

estatico. A esquerda da Figura 4.1 apresentamos um diagrama ilustrativo da disposicio

experimental.

Para obtencao da evolucao das populacoes dos mégnons, foi utilizada a técnica
de espectroscopia de Brillouin de espalhamento de luz com resolucdo temporal? de
10ns, cujos detalhes podem ser obtidos na referéncia 60. Utilizando uma geometria
de espalhamento em que a luz recolhida se propaga em direcao praticamente oposta a
direcao da luz incidente (quasi-backward geometry), contribuem para o espalhamento

apenas os magnons com vetores de onda tais que |q| < 2 x 10%cm™!

e a resolucao
experimental tipica era de 250 MHz (podendo eventualmente chegar a 50 MHz, as custas
da diminuigao da sensibilidade do experimento). Deve-se notar que a intensidade do
espalhamento medido (ou intensidade BLS do inglés Brillouin Light Scattering) para
uma dada freqiiéncia é proporcional ao produto da popula¢ao de méagnons N (w) pela

densidade de estados g(w) (cf. Ref. 61),

IpLs(w) o< M (w) g(w). (4.1)

0,15
0.10- 2 o Assim, a intensidade BLS nos fornece
= 005 a populacao de magnons numa certa
%0’00 oo regiao de freqiiéncias se conhecermos o
8 02 ’ 4 produto da constante de proporcionali-
L zzuu:s dade pela densidade de estados. Este
107 Ll 40 ns pode ser obtido, para cada freqiiéncia,
ZZ— : A dividindo-se a intensidade BLS em equi-

lirequenciz (GH2) ! librio pela distribuicao de Planck para os

_ _ . magnons (ver lado direito da Figura 4.1).
Figura 4.2: Intensidade do espalhamento Bril-

louin em filme fino de YIG (a) 30 ns De forma simplificada, os experimen-
apos ativagao da fonte (b) em su-
cessivos instantes. Adaptada da
Ref. 6, figura 2. que, partindo do equilibrio (Figura 4.1),

tos de Demokritov et al. nos mostram

ao ser acionada a fonte externa ocorre um

forte aumento na populagao dos magnons

pendiculares da radiacdo de microondas estariam presentes alimentando o sistema. Pode-se mostrar,
no entanto, que neste caso teré relevincia apenas a componente paralela (ver Ref. 15).

2Alguns experimentos posteriores do mesmo grupo dispuseram, além da resolucdo temporal, de
resolucao no espaco de fases (quasimomentos) [59] ou de resolucao no espago direto [15].
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Figura 4.3: Intensidade do espalhamento Brillouin para tempos distintos. A esquerda, com a

fonte externa acionada, vé-se que apods ~ 200 ns apenas as populagoes de mégnons
dos modos préximos ao minimo de energia seguem crescendo, e as outras estao
praticamente saturadas. A direita vemos o desenvolvimento do sistema apos ser
desligada a fonte. Adaptada da Ref. 5, figuras 3 e 4.

cuja freqiiéncia equivale a metade da freqiiéncia da radiacdo da fonte (Figura 4.2a).

Estes assim chamados magnons primarios se distribuem rapidamente pelo espectro,

populando inicialmente os modos de energia proxima a da fonte e entao, sucessivamente,

alcancando os modos de mais baixa energia. Em um dado momento praticamente to-

das as populacoes de magnons ficam inalteradas, sendo que toda a energia bombeada

¢ canalizada de forma que apenas as populagoes de magnons associadas ao minimo de

energia continuem aumentando (Figura 4.2b), eventualmente atingindo o sistema um

estado estacionario. Apos ser desligada a fonte externa, os mégnons relaxam para o

equilibrio (ver lado direito da Figura 4.3).

Cabe aqui ressaltar dois aspectos importantes do fendomeno:

O processo de redistribuicao dos magnons primarios sobre o espectro de-
pende fortemente da poténcia da fonte externa aplicada. Nos experimentos
discutidos nas Refs. 5, 6, 9, em que a fonte de microondas ¢ aplicada du-
rante 1 us, percebe-se que para poténcias extremamente baixas (~ 0,1 W)
0s poucos magnons priméarios criados praticamente nao se espalham pelo
espectro - a criacao destes magnons é balanceada pelos diversos proces-

sos de relaxagdo. Aumentando-se a poténcia de bombeamento de energia
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(2 0,7W), a dinamica dos magnons se da em duas etapas: inicialmente
ocorre a redistribuicao das populacoes de magnons até que as populagoes de
magnons nao associadas ao minimo de energia saturem, sendo que o tempo
de duragao (~ 50 — 250 ns) desta etapa diminui com o aumento da poténcia
empregada (ver Figura 4.4a); conforme a energia continua a ser bombeada as
populagoes seguem crescendo até atingirem uma distribuicao estacionaria.

Acima de certa poténcia (~ 5 W) as mesmas etapas sdo observadas mas, a

~—
= .
300 (C) 60 ns 230 ns
2 [@ ) " B
& 2007 = 2
8 2 g em f,
& 1504 =200 6
e n em 3,4 GHz (x200) b
+ p
T, 100 g g 4+
100 -
Q 2o = em 3,4 GHz (x2)
@ 504 . 224 5
g 2 a
55 0 T T T = 04 0 — — T
A 0,50 0,75 1,00 1,25 0,00 025 050 075 1,00 1,25 10 100 1000
Potencia (W) Potencia (W) Tempo (ns)

Figura 4.4: (a) Tempo decorrido, apos acionamento da fonte externa, para distribui¢ao dos
mégnons primarios. (b) Intensidade Brillouin associadas as populactes esta-
cionarias dos modos de freqiiéncia minima e de 3,4 GHz em funcdo da poténcia
da fonte. (c¢) Desenvolvimento no tempo das populages referentes aos mesmos
modos anteriores. Adaptada da Ref. 6, figuras 4 e 5.

partir de um dado instante, as populacao de magnons associadas aos mo-
dos de energia superior & minima saturam e sucessiva alimentagao gera um
adicional acimulo preferencialmente nas populacoes no minimo de energia,
0 que caracterizaria, segundo os autores dos experimentos, a formacao de

um condensado de Bose-Einstein (cf. Figuras 4.4b e 4.4c).

b. Alimentando o sistema com a fonte de microondas durante curtos intervalos
de tempo (30ns) foi observada a relaxagdo do sistema para o equilibrio
[9, 10]. Além de constatar-se novamente que o tempo de redistribui¢ao
inicial dos magnons diminui com o aumento da poténcia da fonte externa,
foi identificado um comportamento peculiar no decaimento exponencial do
sistema. A taxa com que o sistema decai apresenta um salto em funcao
do nimero de magnons injetado no sistema e, portanto, com a poténcia
da fonte. Como pode ser visto na Figura 4.5, o tempo caracteristico de
decaimento praticamente cai pela metade ao aplicar-se poténcias suficientes

para criagao do dito condensado de Bose-Einstein .
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Figura 4.5: (a) Decaimento da intensidade Brillouin associada aos modos de minima freqiiéncia
apos interrupcao da fonte externa para diversos valores de poténcia da fonte. (b)
Tempo caracteristico de decaimento do condensado em funcao da poténcia da fonte
externa. Adaptada da Ref. 9, figuras 9 e 10.

4.2 Condensacao de Frohlich-Bose-Einstein

Em filmes finos de YIG sao relevantes, entre os spins, tanto as interacoes de troca
como as interacoes dipolares. E razoavel admitir que a evolucdo das populacoes de
mégnons dos experimentos realizados por Demokritov ef al. mencionados na se¢ao
anterior sejam adequadamente descritos pela equacao de evolugao 2.28, discutida em
detalhes na secao 2.3. Reproduzimos aqui esta expressao, retendo apenas os termos

relevantes para a interpretacao teérica do experimento,
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d

%N (t) =
= Z ‘S” | L+ NG+ Ny fS g} 0w + wg — Cara)+
q# q
8
- 5 > ‘S(‘lbqﬂ {WNag + D)WNg + 1) fgr1q — NgNg(fiq + 1)} 6(wg + wqr — Cqtra)—
qsﬁ q
1 (0)
L -]+
2
+—Z Z ‘]: q— 2 {Nq/ Ng+ D) (vg—q+1) — Ny + l)quq/_q} wq — wgq — Qgr—q)+
q'#q
2
+25 2 [Faa- )Ny Vg — NaWo + 1) (gq + 1)} 8wy — wq + Qqq)+
qa'#q
I 16m Z Vaaral* {Vg + 1D)Ng, + DN Nay — NgNg, N, + 1Ny + 1)}
w qa1,92,93 X0(wq + wq, — Way — Was)0qs,qt+qi—qz

(4.2)

Basicamente trés contribuicoes contidas na Eq. 2.28 podem, considerando a ade-

quacao aos experimentos realizados, ser negligenciadas:

1. Dada a configuracao da fonte de microondas externa mencionada anteriormente,
pode-se negligenciar a interagao do sistema com a componente perpendicular da

radiacao da fonte, o termo Gé(t) na Eq. 2.28;

2. O termo de Livshits - £4(¢) na Eq. 2.28 - corresponde a um decaimento, cujas
partes linear e nao-linear podem ser devidamente incorporadas nos termos Lq(t)

e My (1) respectivamente;

3. As contribuicoes oriundas das amplitudes e pares, de acordo com a discussao

realizada no capitulo 2.

Considerando ainda que a relaxacao linear por fétons associada ao termo S)%é (t) pode
ser formalmente unida & relaxagdo linear e entdo expressa em termos de Lq(t), sob
correta reformulacao de 74, é possivel afirmar que os principais processos presentes
nos experimentos realizados sao descritos pela Eq. 4.2. A alimentacao do sistema, o

bombeamento paralelo, é descrita pelo termo Gq(t), os termos Lqy(t) e PRq(t) sdo os
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principais processos de relaxagao, a distribuicao interna de méagnons se da pelos termos

de Frohlich e magnon-magnon, §q(t) e M, (¢) respectivamente.

Um importante aspecto deve ser ressaltado neste ponto. Como descrito anteri-
ormente, o experimento mostra que existe, enquanto o sistema esta alimentado, uma
redistribui¢ao interna das populagoes de magnons, que acaba originando o acimulo de
méagnons produzidos pela interacao com a fonte externa em torno do minimo de energia.
De acordo com o discutido nas secoes 2.3.1 e 2.3.2, a interacao magnon-magnon tende
a termalizacao interna do sistema, opondo-se a formacao do acumulo. Por outro lado,

o termo de Frohlich leva ao acimulo e, portanto, é o responsével pelo fenémeno.

Além da formacao do condensado, pode-se analisar qualitativamente também a
relaxacao do sistema pelas equacoes cinéticas 4.2. Percebe-se que a relevancia de cada
um dos diversos processos de relaxacao e distribuicao interna depende das populagoes
de méagnons envolvidas, o que nos permite afirmar que a dominancia de determinado
processo deve depender dos valores das populagoes de magnons. Assim, por exemplo,
se compararmos os termos de relaxacdo linear para a rede L4(t) e a interacdo com
a radiacao de corpo negro MRq(t), constata-se que o primeiro, por ser linear, deve ser
dominante proximo ao equilibrio (i.e., com Ny = NCSO)), a0 passo que a nao linearidade
Ny Ny contida em PR (t) sugere sua dominancia como processo dissipativo nos regimes

em que temos altas populacoes de méagnons.

Temos entao uma analise qualitativa dos experimentos citados através da inspecao
das equagoes cinéticas 4.2 e recorremos ao modelo de dois fluidos descrito no capitulo

3 com o objetivo de realizar um estudo quantitativo do sistema.

4.3 Modelo de dois fluidos

Prosseguimos entao a adequacao do modelo de dois fluidos, exposto no capitulo
anterior, aos experimentos com filmes finos de YIG discutidos anteriormente. Com
isto torna-se possivel ilustrar os principais resultados experimentais - a evolucao das
populacoes de magnons levando ao condensado e o peculiar decaimento para o equilibrio,

ambos descritos na secao 4.1 - e corroborar a analise anterior.

Devemos inicialmente delimitar as regioes do espaco reciproco associadas aos modos

de minima energia e aos alimentados pela fonte externa, R; e Ry respectivamente neste
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modelo de dois fluidos. Como descrito no Capitulo 3, o experimento discutido permite
efetivar esta divisao, posto que basicamente os magnons com freqiiéncias proximas
ao minimo (~ 2,1GHz) e aqueles alimentados (~ 4 GHz) desempenham um papel
relevante (cf. Figura 3.1). Além disso, consideraremos a resolugao do experimento
- 0,25GHz - como critério de demarcacao das regides: a regidao R; inclui magnons
com freqiiéncias entre 2,1 GHz e 2,35 GHz, e a regiao Rs se associa aos magnons com
freqiiéncias entre 3,75 GHz e 4,25 GHz.

Definidas entao as regides Ry e Ry (ver lado direito da Figura 4.6), utilizamos os
dados experimentais (contidos na Ref. 5) referentes a intensidade Brillouin proxima ao
minimo de energia para encontrar a evolucao observada das populacoes representativas
N7 e N;. Como as populagoes de méagnons, para uma dada freqiiéncia, sdo proporcionais
a intensidade BLS, pode-se utilizar os valores em equilibrio para obter a constante de

proporcionalidade.

Consideramos que em equilibrio as populagoes representativas de magnons ./\fl(o) e

N obedecem a distribuicio
J\/‘l(g) — (eﬁoﬁw1,2 _ 1)_1 ’ (43)

e, levando em conta a temperatura 7, = 300K, o minimo da relacao de dispersao
Wimin ~ 13 GHz (que caracteriza Nl(o)) e a freqiiéncia angular dos mégnons alimentados

pela fonte wg ~ 25 GHz (associado a ./\/2(0))7 temos, substituindo tais valores na Eq. 4.3,
N9 ~3x108 e N9 ~ 2 x 108,

O valor da intensidade BLS, medido em equilibrio, em torno do minimo é de apro-
ximadamente 0, 18 contagens/s, o que nos permite, acompanhando a intensidade BLS

proxima & freqiiéncia minima no tempo, obter a evolucao de N7, expressa na tabela 4.1.

Quanto & obtencao da evolucao da populagao representativa N, de acordo com
o experimento, nao podemos empregar um procedimento anilogo, posto que nao se
dispoe, na realizacao especifica tratada na Ref. 5, da intensidade BLS dos magnons
alimentados®. No entanto, ¢ razoavel admitir que N5 atinja um valor estacionario (mé-

ximo) N = 10%, baseando-se na evolucao das populagoes adjacentes e em experimentos

3Neste caso, o espectro BLS apresenta uma freqiiéncia de corte em 3,7 GHz devido ao intervalo de
ntmeros de onda disponiveis no experimento.
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| Tempo (ps) | Intensidade BLS (contagens/s) | Populacdo representativa N |

0 (equilibrio) 0,18 3 x 103
0,2 2,5 4,2 x 10*
0,3 7,0 1,2 x 10°
0,4 17,5 2.9 x 10°
0.5 25 42 x10°
0,9 27 4,5 x 10°
11 21,5 3.6 x10°
1,2 85 1,4x10°

Tabela 4.1: Intensidade do espalhamento Brillouin na freqiiéncia minima em funcdo do tempo,
segundo Figuras 2, 3 e 4 da Ref. 5. Populacdo representativa dos modos de
baixa freqiiéncia associada ao experimento. Lembramos que ap6s 1 us a fonte foi
desligada.

posteriores [6, 9|.

Dadas entao, segundo o experimento, as regioes representativas e a evolucao das
populacoes correlatas deve-se comparar tais dados com os resultados provenientes da

modelagem por dois fluidos.

4.3.1 Evolucao temporal

Para encontrar a evolucao das populacoes de méagnons segundo o modelo de dois
fluidos deve-se ter em conta as equacoes de evolucao das populacoes representativas
associadas aos modos alimentados N5 e as freqiiéncia em torno do minimo A7, Egs. 3.5

e 3.6, obtidas no capitulo 3 e reproduzidas aqui para comodidade de leitura,

d
flawl(f) = — D MM —Nl(o)) - f [N1 —Nl(o)] + (4.4a)

+ FANMN, + (7 + 1) Ny — DN} - (4.4b)
Ny

N

— {MlM (Nl +1) —|—M2N2 (N2+1)} (Nl —Nz), (4.4C)
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e
f2%N2(f) =1(1+2MN3)— (4.5a)
Do No(Ns — ALY — £ [N2 - NQFO)} - (4.5b)
—F{MNo+ (0 +1)No — DN} + (4.5¢)
(0)
+ {MN; (N1 + 1) + MoN, (Mo + 1)} (/\G% —N3). (4.5d)

Este sistema de equacoes diferenciais é nao-linear e deve ser resolvido numerica-
mente. Para isso, faz-se necessario fornecer os valores dos parametros em abertos con-

tidos nestas equacoes, que sao aqui estimados.

Iniciamos pela estimativa dos parametros f; e fy que, lembremos, sao as fragoes
do volume ocupado por estes modos no espago reciproco com relagao ao volume total
da zona de Brillouin. No lado esquerdo da Figura 4.6 apresentamos uma ilustracao
do filme fino. A direcdo y é aquela perpendicular ao filme, e a direcao z é paralela ao
campo magnético estatico Hy. As dimensées do filme fino associadas ao experimento
em questao, descrito na Ref. 5 sao L, = 0,2cm, L, = 5um e L, = 2cm. Conforme
discutido na secao 1.1.2.1, a baixa espessura do filme leva a uma relevante separacao
dos modos transversais, o que nos autoriza a considerar excitado na direcao y apenas o
modo fundamental (ver também Refs. 13, 36). Temos entao que os magnons possuem
vetores de onda q) paralelos ao filme - com componentes g, e q. - e sdo os modos

associados a este vetor de onda que compoe Ry e Rs.

Apresentamos, a direita da Figura 4.6, as regioes R e Ry no espaco reciproco,

obtidas segundo a Eq. 1.36, cujas areas, obtidas numericamente, sao

#R =1,6x10%cm™? e  #Ry=1,0x 10" em™. (4.6)

Dada a area total da zona de Brillouin

9 2
HR = (ZW) = 2,5 x 10" cm ™ (4.7)
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Yy
: o
=
(&)
x S
X
L, \:
L1 =
L

4|z (X 10° cm_l)

Figura 4.6: A esquerda é apresentado o filme fino, no que diz respeito a sua geometria. A
direita, as regioes Ry = {q”\ 2,1 <wq, <2, 35} e Ry = {q||| 3,75 <wgq, <4, 25}
no espaco dos vetores de onda paralelos ao filme fino, de acordo com a relacdo de
dispersao para méagnons em filmes finos (Eq. 1.36) discutida na se¢ao 1.1.2.1.

sendo a o parametro de rede (que, para o YIG é a = 12, 465 A ) obtemos entao

—ﬂ—6,4x10_6 e fg:#R2

fl—#R— s

=4 x107°. (4.8)

Estimados entao f; e fo passamos aos outros parametros. Apesar de apresentarmos,
por conveniéncia, as Eqs. 4.4 e 4.5 em forma adimensional - todos os termos estao
multiplicados pelo tempo de relaxacao linear para a rede 7, devidamente incorporados
nos coeficientes - e o tempo ser, entao, escalado em termos de 7, torna-se importante
definir a escala de tempo para realizar a comparacao adequada com os experimentos.
Entao, adotamos 7 = 1 us, dado que, segundo a literatura sobre o assunto [5], o tempo
de relaxacgao linear para a rede é da ordem de microsegundos. A fonte de microondas
que atua no sistema esta associada, como vimos, ao termo 4.5a da equacao de evolucao
para N3(t) e o parametro I se refere a taxa de alimentagdo devido a fonte externa.
Claramente, a poténcia absorvida pelo sistema, segundo o modelo de dois fluidos, é

AN, 21N, 21N,

P = no hwg e = ng hwsg = n hwsg ,
fonte Tf2 T

(4.9)

sendo ny 0 niimero de modos em Ry e n o nimero total de modos relativo as direcoes
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ez,
n=mn,n, = Lo Ls _ 3,2 x 10", (4.10)
a a
Se levarmos em conta a populacao representativa alimentada com valores proximos
a Ny ~ 10* e a poténcia absorvida pelo sistema como uma pequena fracdo da poténcia
efetiva, Pys ~ 1072 W, obtemos

T Paps 10761072

I= ~
2N5n hwsg 21043,210' 103425107

= 6,25 x 107 (4.11)

Os parametros associados ao decaimento dos magnons via emissao de fotons, Dy e
D,, serao considerados iguais, D1 = Dy = D e podem ser estimados tendo como base o
estado estacionario que o sistema atinge apos 0, 5 us. Neste estado estacionario, o lado

direito das Eqgs. 4.4 e 4.5 é nulo e, ao somarmos estas equacoes, obtemos

[(1+205) = DASWE = M)+ fi [NF = MO+ DAFVE - M) + 1o (NG = NG

Considerando entao os valores estacionarios referentes ao experimento (cf. tabela
4.1) NP~ 4,5 x 10° e N3 ~ 10* vemos que

(14 2N5) 2 DNSWNE — NO)

D [(1+42N3) 1074210* L0-11
NP =M") - 210 |

Quanto aos parametros associados & interacao magnon-méagnon, consideraremos, a
exemplo da estimativa anterior, M; = My = M. Pode-se encontrar um limite superior
para M, a partir do tempo de termalizagao linear de magnons ny = 0,2 us citado na
literatura [5]. E importante notar que M caracteriza processos ndo-lineares, enquanto
o tempo de termalizacao linear 7y ¢ essencialmente valido apenas em situagoes ligeira-
mente afastadas do equilibrio. Porém, pode-se linearizar em torno do equilibrio os
termos 4.4c e 4.5d das Eqs. 4.4 e 4.5,

N

N

gﬁ1<t_) =-M {Nl (N1+1)—|—N2 (N2+1>} (Nl —Ng), (4.12)
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com

m? - _mlu

e entao comparar com 7. Para isso, é importante notar que a populagao de magnons

¢ conservada se considerarmos estes termos atuando isoladamente?, isto é,

h %Nl (t) + f? NoB) =0 = FNE+ LNo() = cte. = ANO + N0
(4.13)

se

d
93?1,2(5) = f1,2 %NM(E)'

Assim, definindo AN o(t) = N o(t) — Nl(g) e utilizando a Eq. 4.13, temos

N

AN (E) = Na(B) = Ny = 7

= AN (1)

e podemos entao linearizar

oy (1) = =M N (MO 1) + AL (N(°+1>}<§; 0 )AMO

Assim temos
d
flaﬁ/\fl@ Tfl Nl(f) Tfl ANl()

= =MV (M + 1) + M (MO +1) (fl Ay ) AN (t)

2

t
Entao AN (t) = AN;(t = 0) exp {——}, 0 que nos permite escreverr
™

)
1

Desta forma podemos, conhecendo os valores de 7, v, f1, fo, J\/'l(o) e J\/'z(o), estimar o

valor de M. Deve-se notar, no entanto, que este valor é estimado em torno do equilibrio

4Essa conservacdo dos modos representativos de magnons N e N, caso consideremos apenas os
termos de Frohlich ou magnon-magnon, decorre de qu(t) =0e Zimq(t) =

qa
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e a medida de 7y ocorre em sistemas ligeiramente afastados do equilibrio. Portanto,

esta relacao estabelece o limite superior para o parametro M,

Mg% {{Nf(” (MO 1) + M7 (A 4+ 1) | (2 )}_1

—1
<5 {13 x 10° (;1 +0, 6)} ~ 10712,
2

Prosseguimos entao a integracao numérica, tendo como base os valores dos para-
metros discutidos anteriormente e restando como parametro de ajuste apenas F, rela-
cionado ao termo de Frohlich. A figura 4.7 apresenta a comparacao entre os dados
experimentais apresentados na tabela 4.1 e a integracao numérica das Fqs. 4.4 e 4.5
- considerando como condicao inicial o equilibrio (N s(t = 0) = Nl(g)) e a fonte ligada
durante 1 ps. Além do acordo apresentado entre teoria e experimento, é importante
ressaltar o papel fundamental desempenhado pelo termo de Frohlich, que de fato leva
ao acimulo de magnons em N}, com populacoes substancialmente maiores que Ny. A
titulo de comparacao apresentamos, na mesma figura 4.7, a integracao numérica do
mesmo sistema de dois fluidos, sob as mesmas condi¢oes, mas com o termo de Frohlich

ausente (i.e. fazendo F = 0). Neste caso, percebe-se a inexisténcia do actimulo e o
Ni(t) _ N

= .
Na(t) A9

sistema evolui, ap6s 0, 6 unidades de tempo, de forma que
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Figura 4.7: Integragdo numérica do modelo de dois fluidos com comparag¢ao com experimento e
andlise do efeito Frohlich. Os circulos (vermelho) apresentam os dados de Demokri-
tov e colegas expostos na tabela 4.1. As linhas solidas apresentam as populagdes

de magnons de baixa (N7) e alta (N;) energia obtidas pela integracao numérica

das Eqgs. 4.4 e 4.5 com os seguintes parametros: Nl(o) =3 x 103, NQ(O) =2 x 10?,

fi=3x107% £, =3x10"% 7=1us, F=2x10% M =3x10""4 D=4x10"1!
el =8x10"* (~ 0,5W absorvidos pelos spins). As linhas tracejadas (em azul) re-
presentam as populagoes de magnons obtidas negligenciando o termo de Frohlich,
notando-se termalizagdo interna a partir de ~ 0,75 us.

Tal resultado corrobora a discussao apresentada na secao 4.2, de que a interagao
méagnon-magnon levaria, como sera discutido na proxima secao, a uma termalizagao com
uma temperatura de nao-equilibrio inica, enquanto o termo de Fréhlich leva ao acimulo

nos estados de minima freqiiéncia, sendo responsavel pela formacao do condensado.

E interessante ainda analisar como os diferentes processos contribuem para a evolucio
das populacoes representativas NV e N, exposta na Figura 4.7. Na figura 4.8 apresen-
tamos as taxas de crescimento e decaimento presentes nas Eqs. 4.4 e 4.5, e cada um
dos processos ¢ indicado pelo parametro associado: por I designamos a alimentagao
externa via fonte de microondas (termo 4.5a); D representa o decaimento nao-linear via
emissao de fotons (primeira parcela dos termos 4.4a e 4.5a); a relaxa¢ao linear para a
rede é expressa por L (segunda parcela dos termos 4.4a e 4.5a); F + M &, por fim, o

balanco entre os termos de Frohlich e da intera¢do magnon-magnon (termos 4.4b e 4.4¢
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respectivamente).
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Figura 4.8: Contribuicao dos distintos processos para a evolucao das populagbes representa-
tivas N7 e Mp. Com os mesmos parametros utilizados para construcao da Figura
4.7, foram tracadas as curvas correspondentes aos termos 4.5a - 4.5d, referentes &
N> (topo da figura) e os termos 4.4a - 4.4c, referentes & N7 (base). Percebe-se a
alimentagdo via fonte em Ny que, através do balango entre os termos de Frohlich
e magnon-magnon, transfere energia para Nj. A energia ¢ dissipada majoritaria-
mente por decaimento de magnons na regiao N via emissao de fotons.

Considerando entao apenas o periodo em que a fonte esta ligada, percebe-se, anali-
sando a Figura 4.8a, que sao criados aproximadamente 3 x 10* mégnons do tipo N5 por
unidade de tempo escalado (ou, lembrando que adotamos 7 = 1 us, 3 x 10'° magnons
por segundo, o que corresponderia a 0,5 W absorvidos pelo sistema) e a relaxacao para
a rede ¢ de ~ 5 x 10 magnons por segundo (e a relaxagao via emissao de fotons pode

ser negligenciada, pois tem uma taxa menor que 3 x 10°s7!). A interagao entre os
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mégnons excitados e aqueles de minima energia se d& pelas contribuicoes de Frohlich
(que leva ao acimulo em A7) e da interacao magnon-magnon (que tende a termalizacao
interna) e, em balango, leva a uma taxa de decaimento em N5 de ~ 2,5 x 10'%s™!. Esta
interacao é, portanto, a principal fonte de relaxacao de ANy e ¢ também a origem dos
magnons em N, alimentados a uma taxa de ~ 2,5 x 102571, como pode ser visto na
Figura 4.8b. Vemos ainda que as taxas de decaimento dos magnons em N7 via emissao
de fotons e pela relaxacao linear com a rede sdao respectivamente de ~ 2 x 102571 e

~5x 10" s,

4.3.2 Solucoes estacionarias

Utilizando os mesmos valores para os referidos parametros, mas considerando agora
o bombeamento de energia constantemente aplicado, podem ser estudadas as popu-

lagoes estacionarias NP e N como fungao de I, a taxa de alimentagao pela fonte externa.

d
Assim, obtendo numericamente as raizes das Eqs. 4.4 e 4.5 para ENl = %J\/’z = 0, foi

construida a Figura 4.9.

De imediato, pode-se notar a existéncia de trés regimes distintos. Para baixas taxas
de alimentacao percebe-se um ligeiro incremento com relacao aos valores de equilibrio, o
que nos permite dizer que se trata de um regime linear. A partir de um certo valor para a
alimentacao constata-se a emergéncia do condensado, com um pronunciado actimulo de
mégnons em N;. Percebe-se ainda um segundo valor limite para a taxa de alimentacao e
deste em diante o condensado é desfeito e, como seré exposto posteriormente, atinge-se

um estado termalizado com uma temperatura de nao-equilibrio tinica.

Para melhor compreensao do papel desempenhado pelas contribuicoes de Frohlich
e da interacao magnon-mégnon ¢ conveniente separar os dois efeitos. Desta forma, des-
considerando inicialmente o termo de Frohlich (i.e. fazendo F = 0), o comportamento
das populacoes estacionarias - considerando como processo interno apenas o termo
proveniente da interagao magnon-magnon - estd representado nas curvas da Figura
4.10.
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dos obtidas numericamente, sendo a populacao representativa N7 representada por
linha continua e A5 por linha tracejada. Parametros utilizados: Nl(o) =3 x 103,
/\/2(0) =2x10% f1=3x107%, fpb,=3x1074 F=2x10% M=3x10"M" e
D=4x10"1.
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Figura 4.10: Solugoes estacionarias para as populagoes de magnons na modelagem de dois

fluidos obtidas numericamente na auséncia do termo de Frohlich (F = 0). Para-
metros utilizados: N =3 x 103, M = 2x10%, fy =3 x 1076, f, =3 x 1074,
M=3x10""eD =4 x10"". No detalhe estdo apresentadas as temperaturas

de nao-equilibrio associadas as pogulagées representativas N (linha continua) e
Na (tracejada), cf. Eq. 4.14 e Tdbela 4.2.
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E interessante fazer aqui a analise em termos das variaveis termodinamicas associ-
adas discutidas na secao 1.2. Como as tinicas variaveis dinamicas de base relevantes sao
as populagoes de magnons, podemos retomar as Eqs. 1.73 e 1.74 e reescrever as popu-
lagoes representativas N o em termos das variaveis termodinamicas associadas F} o ou
das temperaturas de nao-equilibrio 77 ,:

T 1 o 2

NLQ = m, com F172 = ]{jBTll‘z' (414)

A termalizacao interna (de ndo-equilibrio) ocorre, portanto, quando as populagoes N o

sao tais que suas temperaturas de nao-equilibrio coincidem, 17 = T3

Analisando entdao o caso em que a interacdo magnon-méagnon é a tnica interacao
interna presente (F = 0) & luz das temperaturas de nao-equilibrio, pode-se afirmar,
conforme o detalhe da Figura 4.10, que existem apenas dois regimes: o linear, para
baixas taxas de alimentacao pela fonte externa, em que as populagoes representativas
tém valores proximos aos de equilibrio, e o regime termalizado, para valores suficien-
temente altos de I, em que as populacoes representativas obedecem a distribuicao 4.14
com temperatura de nao-equilibrio tinica. Como nesta situacao a interagao magnon-
méagnon atua exclusivamente, o modelo de dois fluidos corrobora, portanto, o resultado
da o mostrado na secao 2.3.2, de que esta contribuicao leva a termalizagao interna do

sistema .

Mantendo agora apenas o termo de Frohlich (adotando M = 0) percebe-se, segundo
a Figura 4.11, também dois regimes, mas agora ocorre o acimulo dos magnons criados
pela fonte externa nos modos associados a4 minima freqiiéncia a partir de um certo

limiar na taxa de alimentacao.
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Solugbes estacionarias para as populagoes de magnons na modelagem de dois
fluidos obtidas numericamente na auséncia do termo de méagnon-magnon (M =
0). Parametros utilizados: Nl(o) = 3 x 103, NQ(O) =2x 103 f1 = 3 x 1079,
fo=3x10"4 F=2x10"%e D =4 x 107, No detalhe estdo apresentadas
as temperaturas de nao-equilibrio associadas as populacoes representativas N
(linha continua) e Ny (tracejada), cf. Eq. 4.14 e Tabela 4.3.

As tabelas 4.2 e 4.3 apresentam os valores de 77, obtidos pela expressao 4.14 das

populacoes estacionarias em funcao da taxa de alimentacao devido & fonte externa

isolando-se ora o termo de Frohlich, ora a interagao magnon-magnon.

7
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17 /Ty T3 /Ty
0 1 1

1,0000 x 10~ 1,0058 1,0713
3,1623 x 107° 1,0246 1,2665
1,0000 x 10~* 1,5127 2,9709
3,1623 x 10~* | 1,2633 x 10% | 1,2636 x 10°
1,0000 x 1073 | 6,5214 x 10°® | 6, 5214 x 10°
3,1623 x 1073 | 2,3152 x 10* | 2,3150 x 10*
1,0000 x 1072 | 7,5895 x 10* | 7,5889 x 10*
3,1623 x 1072 | 2,4254 x 10° | 2,4252 x 10°
1,0000 x 10~ ' | 7,6596 x 10° | 7,6590 x 10°

Tabela 4.2: Valores de 17, em fungao da taxa de alimentagao do sistema pela fonte externa
I obtidos das popula¢oes estacionarias na auséncia do termo de Frohlich (F = 0,
Figura 4.10) através da Eq. 4.14. Notar que para valores de I suficientemente
altos obtemos T} = T, indicando a termalizagao do sistema.

| I | /)Ty, | TTy |
0 1 1
1,0000 x 107° 1,1081 1,0696
3,1623 x 107° 1,4442 1,2581
1,0000 x 10~* 9,4181 2,4756
3,1623 x 104 7,3042 x 101 2,9233
1, 0000 x 1073 1,6083 x 102 2,9691
3,1623 x 1073 3,0726 x 102 2,9910
1, 0000 x 1072 5, 6328 x 102 3,0074
3,1623 x 1072 | 1,0174 x 10% | 3,0258
1, 0000 x 1071 1,8244 x 103 3,0526

Tabela 4.3: Valores de 175 em func¢do da taxa de alimentagao I obtidos das populages esta-
cionarias na auséncia do termo de interacao magnon-méagnon (M = 0, Figura 4.11)
através da Eq. 4.14. Neste caso percebe-se que o sistema nao termaliza.

Retornando agora a analise do sistema completo (incluindo os termos de Frohlich e
méagnon-magnon), pode-se utilizar a Eq. 4.14 para melhor qualificar os regimes definidos
anteriormente. Assim, tendo como base as populacoes representativas estacionérias
expostas na Figura 4.9, calculamos as temperaturas de nao-equilibrio associadas e as

apresentamos na Figura 4.12.
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Figura 4.12: Valores de T7', em funcao da taxa de alimentagdo I obtidos das populacoes esta-
cionarias (Figura 4.9), de acordo com a expressao 4.14.

Observa-se que no regime linear os valores de 77, obtidos sdo proximos aos de equi-
librio (T}, ~ Ty). Na regido associada ao condensado percebe-se que os distintos modos
apresentam temperaturas de nao-equilibrio substancialmente diferentes e o sistema nao
apresenta termalizacao interna. Para crescentes valores de I o condensado ¢ destruido
e ¢ atingido um estado termalizado, isto é, caracterizado por uma temperatura de nao-

equilibrio interna tnica.

Os resultados obtidos reafirmam a andlise anterior. Os termos nao-lineares de
Frohlich e da interagao méagnon-magnon regem, cada um a sua maneira, a interagao
entre as populagoes de magnons. O primeiro leva a formacao do condensado e o tltimo
induz o sistema a termalizacao interna. O comportamento das populacoes estacionérias
resultante deste balanco entre as duas contribuicoes, é determinado pelo valor de I
Assim, para a formacao do condensado, a taxa de alimentacao pela fonte externa deve
ter um determinado valor que possibilite alimentar satisfatoriamente o sistema, porém
nao permita que a interacao magnon-magnon torne-se dominante com relacao ao termo
de Frohlich e ocorra a termalizacao interna. Assim, o condensado ocorre em um certo

intervalo de valores da intensidade da fonte.

Consideremos agora o papel das diversas contribui¢oes (termos 4.4a-4.4c e 4.5a-

79



CAPITULO 4. NEFBEC EM FILMES FINOS DE YIG

11 /Ty | 13/ Ty
0 1 1

1,0000 x 107 1,1081 1, 0696
31623 x 10°° | 1,4442 1,2531
1,0000 x 10~* 9,3979 2,4771
3.1623 x 107 | 7,5641 x 101 | 3, 1666
1,0000 x 1073 | 2,0554 x 102 4, 8177
3,1623 x 1072 | 1,0659 x 10* | 3,5721 x 10°
1,0000 x 1072 | 6,7989 x 10* | 5,4177 x 10*
3,1623 x 1072 | 2,3558 x 10° | 2,2059 x 10°
1,0000 x 107! | 7,5831 x 10° | 7,4299 x 10°

Tabela 4.4: Valores de 175 em fungao da taxa de alimentagao I obtidos das populagoes esta-
cionarias (Figura 4.9) através das Eq. 4.14. Em destaque, apresentamos os valores
de I correspondentes & regidao do condensado (1074 < T < 1072). A termalizacio
se efetiva para I > 1072,

4.5d) que, ao se anular mutuamente, formam o estado estacionario. Utilizando a mesma

notacao empregada na Figura 4.8 apresentamos na Figura 4.13 estas contribuicoes.

De inicio, cabe notar a presenca dos mesmos trés regimes apresentados anterior-
mente (Figura 4.9). Mas, além disso, a Figura 4.13 nos auxilia a compreender as
transicoes entre estes regimes. Mostra-se aqui que no regime linear o principal meca-
nismo de dissipacao é a relaxacao linear para rede. Para taxas de alimentacao maiores
que I ~ 107%, que propiciam a formacdo do condensado, mecanismos nao-lineares de re-
laxacdo tornam-se dominantes: em N, a criacao de magnons por conta da fonte externa
é contrabalanceada pelo decaimento nao-linear devido a composicao do termo de Froh-
lich com o termo associado & interagdo magnon-magnon (sendo o primeiro dominante);
esta composicao por sua vez bombeia energia em N que relaxa via emissao de fotons.
Desconsiderando as interacoes internas temos, portanto, que, como um todo, magnons
sao criados por conta da fonte externa e relaxam pelo decaimento dos magnons de baixa
energia em fotons. Uma termalizacao aproximada é atingida para valores I > 2 x 1072,
para os quais ha um expressivo crescimento nos valores de N e a taxa de decaimento

destes magnons alimentados em fotons também ganha relevancia.

Finalmente, de acordo com o discutido na secao 2.3, lembramos que a equacao de
evolucao das populacoes de mégnons pode ser reescrita segundo a expressao 2.30, sendo

[ 0 mesmo parametro que rege as evolugoes das amplitudes (ver Eq. 2.21). Segundo
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Figura 4.13: O papel das distintas contribui¢oes no caso das populagoes estacionarias.

o modelo de dois fluidos teriamos

com

d
%—NM = —T12(t) N12 + ©12(1),

I@) =D N =N+ fi —F (N — i)+

(0)
1

(0)
—i—M{jj:/’%[./\/i (N1—|—1)+N2 <N2+1)]—(N1+1)N2}, (415)

0.(0) = AND +F (0 + DNy + MoaNZ (N + 1), (4.16)
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To(f) =—21+DNo = N+ f+F (ML + 7+ 1) +

(0)
+M{N(N1+1)+N2 (N2+1) —/\N%Nl (N2+1)}, (4.17)
1
e
0 |, 1 N
O9(t) =1+ foN, '+ FoN; + MWM (M +1). (4.18)
1

Na Figura 4.14 apresentamos os valores de I'y 5 obtidos, escalados em termos de 7.

108 : : .
10*
=102
s
w2
<
5
[ 100
1072
-4 1 1 1
104473 1074 107 1072 107

Taxa de alimentacao I

Figura 4.14: Valores estacionarios de I'1 o (cf. Eqgs. 4.15 e 4.17) associados as populacdes
estacionarias (Figura 4.9).

Conforme discutido na secao 2.1, vemos que I'q é a taxa de decaimento linear
das amplitudes, que, recordemos, sao os valores médios dos operadores de criacao e
aniquilacao, <ég\t> e (¢qlt). Os valores de I'; 5 obtidos sao positivos, conforme pode
ser visto na Figura 4.14, indicando que as amplitudes decaem - seriam amplificadas se
tivéssemos I'1 2 < 0 - corroborando assim a proposta de negligenciar as contribuicoes
das amplitudes para a evolugao das populacoes. No entanto, ¢ interessante notar que,
no intervalo de taxas de alimentacao associado ao condensado, 1074 < T < 2 x 1073,
I'y é consideravelmente menor que ['5, indicando que a condensacao possibilitaria uma
longa vida-média aos estados coerentes associados aos modos de minima freqiiéncia,

como acontece com os casos de NEFBEC de outros tipos de bosons.
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4.3.3 Relaxacgao para o equilibrio

Conforme descrito na segdo 4.1, Demidov e colaboradores |9, 10| analisaram a re-
laxacao do condensado para o equilibrio ap6s desligada a fonte de microondas. Foi
constatada a existéncia de um decaimento tipo exponencial e que a taxa de decai-
mento depende da taxa de alimentacao do sistema pela fonte anteriormente ministrada.
Percebe-se que o tempo caracteristico de decaimento apresenta uma queda abrupta em
funcao do aumento do niimero de magnons injetados no sistema e, portanto, da poténcia

da fonte, conforme pode ser visto na Figura 4.5 .

Com o intuito de elucidar o fenémeno recorremos novamente ao modelo de dois
fluidos e integramos numericamente as Fqs. 4.4 e 4.5 - com os mesmos valores de
parametros utilizados anteriormente - para diversos valores de I, obtendo as curvas

expressas na Figura 4.15.

10° ' | | I
[=1x10"2%2 —
[=5x10"3
I=2x103 ]
, I=1x103
: [=5x107* —
: [=2x10"* i
: I:lxlO_:
C 5 (=200 —]
210 [=2x107° —
tg [=1x10"° —
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(@8
@)
ad
———————— L
10° 1 2 é A 5

Figura 4.15: Evolugao temporal do condensado para diversos valores de I.

Para baixas taxas de alimentagao (I < 5 x 107°) o decaimento é exponencial, e é
determinado pela relaxagao linear para a rede (caracterizado por 7). Aumentando-se
a alimentacdo proveniente da fonte, chegando-se ao intervalo 5 x 107° <I1 <2 x 1073,
a relaxacao da populagao do condensado pode ser dividida em trés fases distintas: um

primeiro momento, imediatamente apos a fonte ser desligada, caracterizado por uma
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rapida queda na populacao de mégnons; um momento intermediério; e, por fim, a fase
final, em que o condensado relaxa lentamente para o equilibrio. Estas curvas podem

ser aproximadamente ajustadas pela expressao
Ni(t) = N = A exp (/) + B exp (=), (4.19)

sendo que as exponenciais representam respectivamente a primeira e a tltima fase acima
descritas. A, B e 7o sao os coeficientes de ajuste, cujos valores se encontram na tabela
4.5. Para valores superiores, I 2> 2 x 1073, nao é mais razoavel ajustar a evolucao do

condensado pela expressao 4.19.

I ‘ Ta (us) ‘ A ‘ B
5x 107 | 0,47670 140, 10 1064, 48
6 x 107 | 0,46853 217,96 1316, 59
8 x 107 | 0,45151 458, 56 1869, 11
10 x 10~ | 0,4326 863, 2 2496, 7
13 x 107 | 0,3990 2006, 9 3618, 7
16 x 107 | 0, 3568 4460 5048

20 x 10°° | 0,2849 | 1,3603 x 107 7736

25 x 107 | 0,2131 | 5,890 x 107 | 1,278 x 10%
32 x 107 | 0,21706 | 1,5904 x 10° | 1,523 x 102
40 x 107 | 0,22634 | 2,3599 x 10° | 1,524 x 10%
50 x 105 | 0,23113 | 3,0488 x 10° | 1,517 x 107
63 x 10° | 0,23310 | 3,7937 x 10° | 1,544 x 107
79 x 100 | 0,23263 | 4,6423 x 10° | 1,636 x 107
100 x 1077 | 0,22948 | 5,765 x 10° | 1,852 x 10°
126 x 1075 | 0,22314 | 7,315 x 10° | 2,29 x 10°
158 x 107 | 0,2124 | 9,765 x 10° | 3,17 x 10

Tabela 4.5: Valores dos coeficientes A, B e 74 do ajuste da Eq. 4.19 aos dados referentes as
curvas em destaque da Figura 4.15, caracterizadas pela taxa de alimentagao 1.

Com relacao as curvas de evolucao do condensado que se ajustam a Eq. 4.19, apre-
sentamos, na Figura 4.16, o tempo caracteristico de decaimento 74 relativo a primeira

fase da relaxacao como funcao da taxa de alimentacao escalada I.
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Figura 4.16: Tempo caracteristico 74 associado ao decaimento do condensado em fungao da
taxa de alimentacao L.

De imediato pode ser notado o acordo qualitativo com o experimento (Figura 4.5),
com excecao aos pontos associados ao vale central, regiao em que nao dispomos de da-
dos experimentais. Além disso, evidentemente, a variacao em 74 depende basicamente
dos processos de relaxacao dominantes, e assim procedemos & andlise dos diferentes
processos de relaxacao envolvidos que produzem este resultado. De acordo com o men-

cionado anteriormente, o condensado (méagnons em A7) tem trés mecanismos possiveis

de relaxacao:

1. A relaxacdo linear para a rede (indicado por L);
2. O decaimento via emissao de fotons (D);

3. O balanco entre os termos de Frohlich e da interacao méagnon-méagnon (F + M).

A baixas poténcias, como dito anteriormente, o decaimento se deve basicamente ao
processo L e se encontra no assim chamado Regime I. Porém, ao entrarmos no intervalo
2x107* <1 <5 x 107 associado a Eq. 4.19 e a Figura 4.16, percebe-se a crescente
relevancia do processo F + M, como pode ser visto na Figura 4.17a (Regime II). O ba-
lanco entre os termos de Frohlich e da interagao mégnon-méagnon transfere, com a fonte
acionada, energia dos magnons alimentados (N3) para aqueles do condensado (A7), mas

ao desligar- a fonte seu papel papel é invertido, tornando-se mais um mecanismo de
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relaxacao, somando-se ao processo L. e diminuindo desta forma 74. Sucessivos aumentos
na poténcia (e, assim, dos mégnons injetados no sistema) pronunciam este efeito, como
pode ser visto na Figura 4.16. Um valor minimo de 74 é atingido para I ~ 2,5 x 1074
entao, para taxas de alimentagao mais altas, o processo F + M , até entao dominante,
diminui, ao passo que aumenta o processo D - ver Figura 4.16b. Entao, o tempo carac-
teristico de relaxacdo 74 aumenta até o processo D tornar-se dominante (Figura 4.16¢)
e, a partir deste ponto, em que o sistema passa para o Regime III, 74 volta a diminuir.
Por fim, para valores de I superiores a 2 x 1073, a relaxacao do condensado nao mais
obedece a Eq. 4.19.

©
o
@

1.5 - 20

D — D — D —
0.02 // I ] L — 4 L —
001l F+M — / F+M —| 10 / F+M —
0.5 \
0 S / U S
_—— |~
0
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0 05115 2 25 3 0 05115 2 25 3 0 05115 2 25 3
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Figura 4.17: Contribui¢ao dos distintos processos para a evolucao da populagao representativa
N, para distintos valores da taxa de alimentacdo direta. A esquerda, I = 1074,
o principal mecanismo de relaxacdo é o linear (L) e o sistema estd no Regime I.
A figura central exemplifica o Regime II, I = 2,5 x 107* e o sistema relaxa pela
associacdo entre interacoes de Frohlich e magnon-magnon. A direita temos uma
figura representativa do Regime III, I = 1073 e a relaxacio se d4 principalmente
via decaimento de méagnons via emissao de fotons.

Concluimos, portanto, que dependendo do valor das populacoes representativas
N1 e Ny imediatamente apos desligar a fonte externa, distintas combinagoes dos trés
mecanismos de relaxacao indicados determinam a evolucao do condensado. Em linhas
gerais, pode-se afirmar que ao se aumentar a taxa de alimentacao do sistema devido
a fonte externa constata-se uma transicao no processo de relaxacao dominante que

obedece a ordem
L—+F+M-—D,

explicando assim o comportamento de A, em seu retorno para o equilibrio, como se vé

nas figuras 4.5 e 4.16.
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4.4 Resumo do Capitulo 4

Neste ultimo capitulo estudamos a aplicacao da teoria apresentada nos capitulos

anteriores a filmes finos de granada de ferro-itrio (YIG).

e Os experimentos realizados nestes filmes, sob a acao de campo magnético cons-
tante e bombeamento paralelo via fonte de microondas, demonstraram a redis-
tribuicao dos magnons gerados pela fonte externa, em que os modos de mais
baixa energia sao progressivamente populados. A partir de certa intensidade da
fonte externa, essa redistribuicao leva a formacao de um apreciavel acimulo de
magnons nos modos de minima energia. Além disso, foi mostrado como a taxa
com que o sistema retorna ao equilibrio ao desligar-se da fonte externa depende

da intensidade desta.

e Argumentou-se que o sistema de equagoes diferenciais para a evolu¢ao dos magnons
apresentado no Capitulo 2 é adequado para descrever o referido experimento. A
analise destas equacoes permite afirmar, de forma qualitativa, que o efeito Frohlich
é o responsavel pelo actimulo observado, e que a interacao magnon-magnon tende

a destrui-lo, induzindo o sistema a uma termalizacao interna de nao-equilibrio.

Utilizando a modelagem por dois fluidos proposta no Capitulo 3 foi realizada uma

analise quantitativa do experimento.

e A evolucao temporal das populacoes de mégnons representativas dos modos pro-
ximos ao minimo de freqiiéncia e aos alimentados foi obtida numericamente, de

forma a obter um bom acordo com os dados experimentais disponiveis.

e Considerando a fonte permanentemente ligada, foram obtidos numericamente os
valores estacionarios das populagoes representativas em funcao da taxa de ali-
mentacao direta. Evidenciou-se a formacao de trés regimes distintos: para baixas
taxas de alimentacao as populacoes sao proximas das de equilibrio; o condensado
¢ formado para taxas de alimentacgao intermediarias, com taxas acima de um certo
limiar, o sistema termaliza internamente, adquirindo uma temperatura de nao-
equilibrio inica. As taxas associadas aos diferentes processos que compoem o0s
regimes estacionarios foram analisadas de forma a elucidar a transicao entre estes

regimes.
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e Ainda seguindo a modelagem por dois fluidos, foi estudada a relaxacao para o
equilibrio do condensado e verificou-se que, em funcao da taxa de alimentacao,
diferentes processos sao responséveis pelo decaimento do condensado, explicando-
se a dependéncia experimental da taxa de relaxacao com a intensidade da fonte

externa.
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Conclusao

Estudamos neste trabalho a termodinamica de nao-equilibrio de sistemas magnéti-
cos sob acao de excitagao por radiacao de microondas e em contato com banho térmico.
Os subsistemas relevantes para este estudo tiveram sua descricado mecénica apresen-
tada em termos de um hamiltoniano de spins, que foi convenientemente reescrito em
termos de magnons acusticos, fonons e fétons. A termodinimica de nao-equilibrio foi
construida visando descrever os experimentos em magnetismo, e, portanto, fornecer a
evolucao da energia e da magnetizacao do sistema. No caso de sistemas homogéneos,
estas quantidades macroscopicas podem ser descritas segundo populagoes, amplitudes

e pares de magnons (conjunto 2.12).

Recorremos entao ao formalismo de ensembles estatisticos de nao-equilibrio para
obter o operador estatistico apropriado e, utilizando-nos da teoria cinética associada,
obtivemos a equagao de evolucao das amplitudes, pares e populacoes de magnons.
As equacoes obtidas contém contribuicoes até segunda ordem nas intensidades das

interagoes e nao incluem efeitos de memoria (aproximacao de Markov).

A anélise destas equagoes nos levou a concluir que as amplitudes sao negligenciaveis,
para os mecanismos de alimentacao propostos, e a evolucao dos pares leva a pequenas
contribuicoes a evolugao das populagoes de magnons. Assim, ao longo do texto enfati-
zamos a analise das equagoes de evolucao das populacoes de magnons, que, como dito,

praticamente nao é influenciada pelas amplitudes e pares.

Estas equacoes cinéticas das populagoes de magnons sao compostas por variadas
contribui¢oes que tém origem nas diversas interagoes presentes no hamiltoniano e estao
associadas a processos lineares e nao-lineares de alimentacao, relaxacao e distribuicao
interna de energia. Quanto a alimentacgao do sistema, identificamos os termos associados

a fonte externa e mostramos o efeito de retroalimentacao presente no “bombeamento
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paralelo” (campo magnético da fonte paralelo ao campo magnético estatico aplicado

sobre o material). A relaxagao do sistema inclui processos lineares, como a relaxagao

linear para a rede cristalina, e nao-lineares, como o decaimento de magnons via emissao
? )

de fotons.

Verificamos ainda que a redistribuicao interna de energia entre os diversos modos

de mégnons ocorre basicamente de duas formas (ver se¢oes 2.3.1 e 2.3.2):

e Pela transferéncia da energia injetada nos modos alimentados para os modos de
baixa freqiiéncia mediada pelo acoplamento do sistema magnético com a rede
cristalina. Este processo, que tem origem na interacao nao-linear entre méagnons
e fonons, e que denominamos Efeito Frohlich, estd presente de maneira determi-
nante em uma série de sistemas de muitos corpos, conforme discutido na Intro-

ducao.

e Pelo processo interno associado ao espalhamento de magnons, gerado pelas intera-
coes de troca e dipolar, que leva a termalizacao de nao-equilibrio do sistema, isto
é, as populacoes de méagnons seguem uma distribuicao de Planck caracterizada

por uma unica temperatura de nao-equilibrio.

Estes dois processos apresentam-se em desacordo, pois enquanto o Efeito Frohlich gera
uma cascata de transferéncia de energia dos modos alimentados para aqueles de baixa
freqiiéncia levando a formagao de um apreciavel acimulo de méagnons nas populacoes
dos modos de minima freqiiéncia, o espalhamento de méagnons tende a destruir este
acimulo, redistribuindo a energia de forma a termalizar o sistema. Constatamos, como
afirmado na Introducgdo, que o acimulo de mégnons observado trata-se de mais um
exemplo de Condensagao de Nao-Equilibrio de Frohlich-Bose-Einstein (NEFBEC).

Para precisar a forma como estes dois processos se compoem e se opoem e tam-
bém estudar outras caracteristicas do sistema, propusemos uma contracao das equacoes
cinéticas das populacoes de magnons (conjunto de equacoes integro-diferenciais nao-
lineares acopladas que em numero correspondem a quantidade de modos disponiveis)
em apenas duas equacoes diferenciais acopladas, associadas a evolucao de populagoes
representativas dos modos de freqiiéncia proxima a minima e dos modos alimentados
- 0 “modelo de dois fluidos”. Estas equacoes preservam as principais caracteristicas do
sistema completo de equacoes cinéticas e podem ser integradas numericamente, desde

que fornecidos os parametros associados.
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A teoria desenvolvida foi entao aplicada a experimentos recentes com filmes finos
de granada de ferro-itrio sob campo magnético estatico excitados por uma fonte de
radiacao de microondas. Durante a aplicacao da fonte de microondas com intensidades
suficientemente altas, foi observada, via espalhamento de luz tipo Brillouin, a progres-
siva transferéncia de energia dos modos de magnons alimentados para aqueles de mais
baixa energia, levando a um actimulo substancial nos modos de minima freqiiéncia. Ao
desligar-se a fonte, observa-se o decaimento do condensado de magnons em termos da

intensidade da fonte externa.

Considerando que as energias envolvidas nos experimentos sao capazes de excitar
apenas os magnons aciisticos deste material ferrimagnético e levando em conta a relagao
de dispersao destes magnons em filmes finos, é possivel afirmar que este sistema é
bem descrito pela teoria desenvolvida. Assim, através de dados experimentais para as
intensidades Brillouin no tempo, obtivemos a evolucao das populagoes representativas
de magnons segundo o experimento e, utilizando o modelo de dois fluidos, pudemos

realizar uma comparacao entre experimento e teoria.

Pela analise das populagoes representativas estacionarias em funcao da taxa de ali-
mentacao direta do sistema, percebemos que a emergéncia do condensado de Fréhlich-
Bose-Einstein ocorre apenas para um determinado intervalo de valores de taxa de ali-
mentagao, abaixo do qual se esta proximo do equilibrio (e o comportamento complexo
é inviabilizado) e acima do qual o condensado é destruido pela contribui¢ao oriunda do

espalhamento de magnons, como pode ser visto na Fig. 4.9.

Ainda através de simulacoes numéricas, mostramos como os diversos processos de
relaxacao se compoem em funcao dos valores das populacoes representativas e, portanto,
das taxas de alimentacao do sistema. Torna-se claro como o processo de relaxacao
dominante do condensado depende destas taxas: para baixa alimentacao o decaimento
é basicamente via interacao linear com a rede cristalina; para taxas intermediarias, o
condensado decai principalmente pelas interacoes internas; o decaimento via emissao de
fotons torna-se dominante para altas taxas de alimentacao. Mais uma vez, os resultados
experimentais (Fig. 4.5b) e teoricos (Fig. 4.16) apresentaram um acordo qualitativo,

corroborando a explicacao do fendémeno.

Finalmente, concluimos este trabalho ressaltando seu principal resultado, a saber, a
elucidacao da condensagao de magnons afastados do equilibrio observada em filmes finos

de YIG, que demonstramos ocorrer por conta do Efeito Frohlich e apesar da tendén-
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cia & termalizacao imposta pela interacao entre magnons. Embora tenhamos analisado
em detalhe a emergéncia da NEFBEC de magnons através da anélise das equacoes de
evolucao das populagoes, cumpre dizer que uma série de questoes nao discutidas neste
trabalho permanecem em aberto. Ainda analisando as equacoOes cinéticas das popu-
lacoes de magnons, poder-se-ia estudar o decaimento dos magnons do condensado em
fotons, relacionando esta emissao com a radiancia observada nos experimentos descri-
tos da Ref. 11. Além disso, a exemplo da Ref. 25, torna-se relevante realizar uma

caracterizacao termodinamica aprofundada da NEFBEC.

Outros exemplos poderiam ser citados, como a propagacao de sinais na forma de
ondas solitéarias (solitons) no condensado ou mesmo a formulacao de uma hidrodinamica
do fluido de magnons na NEFBEC [15]. Exemplos que, apesar de nao esgotarem a
diversidade de possiveis extensoes deste trabalho, demonstram o quao frutifero, em

termos de comportamento complexo, é o sistema magnético analisado.
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We describe, in a short overview, the construction of a Nonequilibrium Statistical Me-
chanics Ensemble Formalism, providing a thermo-statistical theory of kinetic and relax-
ation processes. Such construction has been approached along the recently past 20th
century by a pleiad of distinguished scientists, a work that can be subsumed in a large
systematization in the form of a physically sound, general and useful, theoretical frame-
work. We briefly comment on the main questions associated to that construction. Among
them are the relevant ones of choice of the basic variables, and of historicity and irre-
versibility. The derivation of a nonequilibrium grand-canonical statistical operator and a
brief description of the all-important accompanying Nonlinear Quantum Kinetic Theory
of relaxation processes are presented. The aspect of validation of the theory (comparison
of theory and experiment) is reviewed in compact form, and its use is illustrated in a
study of a nonequilibrium system of quantum oscillators embedded in a thermal bath
and under the action of an external force, showing how a far-reaching generalization of
Mori-Langevin equations arises.

Keywords: Relaxation processes; nonequilibrium ensembles; irreversible thermodynam-
ics; higher-order hydrodynamics.

“Chance is a cause, but it is inscrutable to the human mind.”
Democritus (460-370 B.C.), cited by Aristoteles in Physics II, chapter 4.

1. Introduction

Statistical Mechanics is a grandiose theoretical construction whose founding fathers
include the great names of James C. Maxwell, Ludwig Boltzmann, and J. Willard
Gibbs.' 5 It is fundamental for the study of condensed matter which could be said
to be statistical mechanics by antonomasia. Therefore, statistical mechanics can
be considered the mother science of present day advanced technology, which is the
basis of our sophisticated contemporary society.

Its application to the case of systems in equilibrium proceeded rapidly and
with exceptional success. On the other hand, for systems arbitrarily deviated from
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equilibrium and governed by nonlinear kinetic laws, the derivation of an ensemble-
like formalism proceeded at a slower pace than in the case of equilibrium, and
somewhat cautiously. A long list of highly distinguished scientists contributed to
such development, and among them we can mention Nicolai Bogoliubov, John Kirk-
wood, Nicolai Krylov, Melvin Green, Robert Zwanzig, Hazime Mori, Peter Lands-
berg, Ilya Prigogine, and Dimitri Zubarev. It must be added the name of Edwin
Jaynes, who systematized, or better to say codified the matter on the basis of a
variational principle in the context of what is referred to as Predictive Statistical
Mechanics,® which is based on a framework provided by Information Theory.

In the study of the macroscopic state of nonequilibrium systems, we face greater
difficulties than those in the theory of equilibrium systems. This is mainly due to
the fact that a more detailed analysis is necessary to determine the temporal de-
pendence of measurable properties, and to calculate transport coefficients which are
time-dependent (that is, depending on the evolution in time of the nonequilibrium
macro-state of the system where dissipative processes are unfolding), and which
are also space-dependent. That dependence is nonlocal in space and noninstan-
taneous in time, as it encompasses space and time correlations. Robert Zwanzig”

summarized the basic goals of nonequilibrium statistical mechanics as consisting
of:

1

(1) to derive transport equations and to grasp their structure;

(2) to understand how the approach to equilibrium occurs in natural systems;
(3)

(4)

3
4

to study the properties of steady states; and
to calculate the instantaneous values and the temporal evolution of the physical
quantities which specify the macroscopic state of the system.

Also according to Zwanzig,” for the purpose of facing these questions, there exist
several approaches which can be classified as:

intuitive techniques;
techniques based on the generalization of the theory of gases;

expansions from an initial equilibrium ensemble;

)
)
(c) techniques based on the theory of stochastic processes;
(d)
) generalizations of Gibbs’ ensemble formalism;

and we should add a sixth one, namely,
(f) computer simulations.

The last two, (e) and (f), appear nowadays as the most appropriate to deal
with far-from-equilibrium systems. As already noticed, such type of studies are
of fundamental relevance for providing the scientific background to the advanced
modern technologies in the quest for improving performance and efficiency, and
therefore competitiveness, in multiple cases (electronics and optoelectronics, food
engineering, cosmetic industry, petroleum technologies, and so on and so forth).
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Both approaches provide similar results for diverse problems (i.e., a good numeri-
cal agreement in the calculations, and in the comparison with experimental results,
of properties of systems far-from equilibrium).

In the present article, we describe the construction of a Nonequilibrium Statis-
tical Ensemble Formalism (NESEF). Several questions associated to such construc-
tion are very briefly described. Finally, in an illustration, the formalism is applied to
the study of a nonequilibrium system of quantum oscillators embedded in a thermal
bath and subjected to an external time-dependent force, in what can be referred-to

as many-oscillators Brownian motion.®

2. A Nonequilibrium Statistical Ensemble Formalism

Construction of nonequilibrium statistical ensembles, that is, a Nonequilibrium Sta-
tistical Ensemble Formalism, NESEF for short, consisting in, basically, the deriva-
tion of a nonequilibrium statistical operator (probability distribution in the classical
case) has been attempted along several lines. For example, using projection-operator
techniques or through heuristic arguments, but it follows that the different con-
structions can be unified under a unique variational principle. This is done within
a framework provided by Information Theory, and can be referred-to as Predictive
Statistical Mechanics®? (and see also Refs. 10 and 11). Here we introduce NESEF
within a heuristic approach, and, first, it needs to be noticed that for systems away
from equilibrium, several important points need to be carefully taken into account
in each case under consideration:

(1) The choice of the basic variables (a wholly different choice than in equilibrium
when it suffices to take a set of those which are constants of motion), which
is to be based on an analysis of what sort of macroscopic measurements and
processes are actually possible, and, moreover, one is to focus attention not only
on what can be observed but also on the character and expectative concerning
the equations of evolution for these variables (e.g., Refs. 7, 10 and 11). We also
notice that even though at the initial stage we would need to introduce all the
observables of the system, and eventually variances, as time elapses more and
more contracted descriptions can be used as it enters into play Bogoliubov’s
principle of correlation weakening and the accompanying hierarchy of relaxation
times.!2

(2) The question of irreversibility (or Eddington’s arrow of time) on what Rudolf
Peierls stated that: “In any theoretical treatment of transport problems, it is
important to realize at what point the irreversibility has been incorporated.
If it has not been incorporated, the treatment is wrong. A description of the
situation that preserves the reversibility in time is bound to give the answer zero
or infinity for any conductivity. If we do not see clearly where the irreversibility
is introduced, we do not clearly understand what we are doing”.!?

(3) Historicity needs be introduced, that is, the idea that it must be incorporated

all the past dynamics of the system (or historicity effects), all along the time
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interval going from a starting description of the macro-state of the sample in the
given experiment, say at tg, up to the time ¢ when a measurement is performed.
This is quite important point in the case of dissipative systems as emphasized
among others by John Kirkwood and Hazime Mori. It implies in that the history
of the system is not merely the series of events in which the system has been
involved, but it is the series of transformations along time by which the system
progressively comes into being at time ¢ (when a measurement is performed),
through the evolution governed by the laws of mechanics.!4'?
Concerning the question of the choice of the basic variables, differently to the case
in equilibrium, immediately after the open system of N particles, in contact with
external sources and reservoirs, has been driven out of equilibrium, it would be
necessary to describe its state in terms of all its observables and, eventually, intro-
ducing direct and cross-correlations among them. But this is equivalent to having
access to the so-called one-particle (or single-particle), n1, and two-particle, 7,
dynamical operators. This is so because, we recall, all observable quantities and
their variances can be expressed, at the microscopic mechanical level, in terms of
these dynamical operators. For a description of mechanical states by means of these
reduced density operators, we refer the reader to the already classical paper by Ugo
Fano.16

For the sake of completeness, we notice that in classical mechanics the one-
particle and two-particle operators, 71 and fo, are given, respectively, by

1 (r, p) 225(1”—1“3')5(10—10;‘), (1)

N
Ao(r,p,r’,p') = Y 8(r—r1;)d(p —py)d(r' —rx)d(p' — pr), (2)
j#k=1

where r; and p; are the coordinate and linear momentum of the jth particle in
phase space and r, p, r’, and p’ the continuous values of position and momentum,
which are sometimes called field variables (for simplicity we take the case of a
single class of particles; otherwise we must write dynamical operators for each kind
of particle). In quantum mechanics the one- and two-particle density operators are
(o is the spin index)

fy(r,o,1’ ') = Ul (£) T, (r), (3)

ﬁQ(rh 01,T2,02, r/].’ 0/17 r/27 OJ) = \Ijzl (rl)\lll'g (I‘Q)\I}Ué (r/2)\1101 (rll) ) (4)

where W(W¥T) are single-particle field operators in second quantization (an excellent
didactical description of them is available in the article by B. Robertson of Ref. 17).
Hence, on the one hand, the nonequilibrium statistical operator R.(t) [in Eq. (8)]
is dependent on these quantities, and, on the other hand, the macro-variables for
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describing the nonequilibrium thermodynamic state of the system are the average
value of the same quantities over the nonequilibrium ensemble, i.e.,

fi(r,pit) = Tr{Ai(r,p) R (1)}, (5)
fa(r1, p1, 12, p2;t) = Tr{na(r1, p1,r2, P2) R (1)}, (6)

where the trace operator, Tr, stands in classical mechanics for integration in phase
space. Moreover, we call the attention to the fact that f;(r,p;?) is a Boltzmann
distribution function in the framework of NESEF.'8

On the question of irreversibility, Nicolai S. Krylov!? considered that there al-
ways exists a physical interaction between the system under study and the external
world that is constantly “jolting” the system out of its exact microstate. Thus, the
instability of trajectories and the unavoidable finite interaction with the outside
world would guarantee the working of a “crudely prepared” macroscopic descrip-
tion. In the absence of a proper way to introduce such effect, one needs to resort to
the interventionist’s approach,® which is grounded on the basis of such ineluctable
process of randomization leading to the asymmetric evolution of the macro-state.

The “intervention” consists into introducing in the Liouville equation of the
statistical operator a particular source accounting for Krylov’s “jolting” effect, in
the form (written for the logarithm of the statistical operator)

0 1 - _

e In R.(t) + E[ln R.(t),H| = —¢[In R.(t) — In R(¢,0)], (7)
where ¢ (kind of reciprocal of a relaxation time) is taken to go to +0 after the
calculation of traces in obtaining average values is performed. Such mathematically
inhomogeneous term, in the otherwise normal Liouville equation, implies in a con-
tinuous tendency of relaxation of the statistical operator towards a referential distri-
bution, R, which, as discussed below, represents an instantaneous quasi-equilibrium
condition.

We can see that Eq. (7) consists of a regular Liouville equation but with an
infinitesimal source, which introduces Bogoliubov’s symmetry breaking of time re-
versal and is responsible for disregarding the advanced solutions.'® 1229 This is
described by a Poisson distribution and the result at time ¢ is obtained by averag-
ing over all ¢ in the interval (¢g,t), once the solution of Eq. (7) is

t
R.(t) = exp [_S(t, 0) + / dt’ee(t/t)%g(t’, t— t)} : (8)
to
where
S(t,0) = —In R(t,0), 9)
R Y —t)H | 4 t —t)H
S(t/,t/—t) = eXp —% S(t',O)eXp [%] s (10)
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and the initial-time condition at time £y, when the formalism begins to be applied,
is

R.(to) = R(to,0). (11)

In R and S, the first time variable in the argument refers to the evolution of
the nonequilibrium thermodynamic variables and the second to the time evolution
of the dynamical variables, both of which have an effect on the operator.

This time tg, of initiation of the statistical description, is usually taken in the
remote past (tg — —o0), introducing an adiabatic switching-on of the relaxation
processes, and where the integration in time in the interval (¢o, t) is weighted by the
kernel exp{e(t’ — t)}. The presence of this kernel introduces a kind of evanescent
history as the system macro-state evolves toward the future from the boundary
condition of Eq. (11) at time to(— —o0), a fact evidenced in the resulting kinetic
theory!?:2! which clearly indicates that it has been introduced a fading memory
of the dynamical processes. It can be noticed that the statistical operator can be
written in the form

R.(t) = R(t,0) + RL(1), (12)

involving the auxiliary probability distribution R(¢,0), plus R.(t) which contains
the historicity and irreversibility effects. Moreover, in most cases we can consider
the system as composed of the system of interest (on which we are performing an
experiment) in contact with ideal reservoirs. Thus, we can write,

R(t,0) = p(t,0) X pr (13)

and

Re(t) = p(t) X pr, (14)

where p.(t) is the statistical operator of the nonequilibrium system, p the auxiliary
one, and pp the stationary one of the ideal reservoirs, with p.(t) given then by

t

p=(t) = exp [—S(t, 0) + / dt/ee(t’—t)%‘?(t’, t' =1, (15)

— 00

having the initial value p(to,0) (to — —o0), and where

~

$(t,0) = —Inj(t,0). (16)

Finally, it needs to be provided with the auxiliary statistical operator p(t,0). It
defines an instantaneous distribution at time ¢, which describes a “frozen” equilib-
rium by providing at such given time the macroscopic state of the system, and for
that reason is sometimes dubbed as the quasi-equilibrium statistical operator. On
the basis of this (or, alternatively, via the extremum principle procedure!®-20:22),

and considering the description of the nonequilibrium state of the system in terms
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of the single- and two-particle density operators, the reference or instantaneous
quasi-equilibrium statistical operator is taken as a canonical-like one given by

p(t,0) = exp [— o) [ & [ @oriptmep)

—/dSr/dsp/dgr’/dsp’Fz(r,p, v, p'it)hs(r,p, v, p)|,  (17)

in the classical case, with ¢(t) ensuring the normalization of p and playing the role
of a kind of a logarithm of a nonequilibrium partition function, say, ¢(t) = In Z(t).
Moreover, in this Eq. (17), F; and F3, are the nonequilibrium thermodynamic vari-
ables associated to each kind of basic dynamical variables, 77 and 7, respectively
(Lagrange multipliers in the extremum principle approach).

An alternative equivalent and complete description consists in the construction
of a generalized nonequilibrium grand-canonical distribution. Considering for sim-
plicity the case of retaining only n; as basic dynamical variable, such alternative
description follows by redefining the nonequilibrium thermodynamic variable F; in

the form
Fi(r,p;t) = F(r,t) + Fp(r,t) - % + FIEO](“)% +Fn(r,t)- %%
+ Z [F,E” (r,t) @ %um (p) + i (x, 1) © ul” <p>} , (18)
where
ul"(p) = [% .+ (r-times) - - - %] ’ (19)

is an r-rank tensor consisting of the tensorial product of r-times the velocity p/m;
® stands for fully contracted product of tensors. When Eq. (18) is introduced in
the statistical operator of Eq. (17) (with F» = 0) p takes the form

5(t,0) = exp { —o(t) — / d3r [F,[f] (r, )h(r) + F9(r, ) (r)
+Fu(r,t) - T () + Fo (e, 0) - 10(r)

+SE ) © 1) + B ) 0 %)}] } (20)

r>2

where
e = [ Jin(ep) i) = [ dpintrp): 1)

2

) = [ L Piwe) Lo = [¢pPuee: @
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2
) = [ @ Il pyitep) 100) = [ Eplinep)s (23

which are the densities of kinetic energy, h, and particles, 7, and their fluxes of
all orders (the vectorial ones and the tensorial ones with r > 2). They have as
conjugated nonequilibrium thermodynamic variables the set

(B (e, 1), FO (e, ), B (x, ), Foo (x,8), {F (0, 0)} {FY (0, )} (24)

and it can be noticed that, alternatively, this set of variables completely describe the
nonequilibrium thermodynamic state of the system (thermodynamics of nonequi-
librium systems, or irreversible thermodynamics, is fully described in Refs. 23 and
24). They are related to the basic set of macro-variables by the relations (which are

the equivalent of equations of state in arbitrary nonequilibrium conditions!®:11:24)
T Flr _ 6 t 51 Z
1, 6) = T e, 0)) = — o) O (25)
OF, ' (r,t) OF, '(r,t)
. Sop(t §InZ
1 t) = TP w0y = -0 OmZ (26)

S e,y 6F(r,t)
where r = 0 for the densities, 7 = 1 for the vector (first order) fluxes, and r > 2 for
the higher-order tensor fluxes, we have used that p. and p, at each time ¢, define
the same average values for the basic variables and only the basic variables,'%!!

and § stands for functional differential.?®

3. NESEF-based Kinetic Theory

Nonlinear transport phenomena in far-from-equilibrium systems is a subject of great
importance in many areas besides the physics of condensed matter, like in physical-
chemistry, biology, engineering, and others. One type of nonlinear transport theory
is connected with the handling of higher-order approximations of the solutions of
the Boltzmann equation via the Hilbert-Chapman-Enskog method.? For arbitrar-
ily far-from-equilibrium systems several methods, based on different approaches, are
used to derive nonlinear transport equations.”?” Some of them are built upon the
generalization of ideas originated in the theory of the Brownian motion,?® and others
on the extension of Gibbs’ algorithm to nonequilibrium situations based either on in-
tuitive approaches or complemented with projection operator techniques.!%-27,29-33
The transport equations that are obtained following the latter approach are consid-
ered a far-reaching generalization of the Hilbert—Chapman-Enskog point of view.2"

The equations of evolution for the basic macro-variables of Eqs. (25) and (26),
are the averages over the nonequilibrium ensemble of the equations of classical
or quantum mechanics for the corresponding basic dynamical operators, those in

Egs. (21)- (23), i.e., in the quantum case

%I][f](r, t) = Tr {%[f,[f] (r), H]pe(t) x PR} : (27)

where r =0,1,2,..., and p = h or n.
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This constitutes a coupled set of complicated equations, but it admits to be
dealt with in a practical NESEF-based Kinetic Theory.1%2! In short, separating
the Hamiltonian in the form

A=t + 0 (28)

where Hy is the kinetic energy operator and H' contains the energy operator for the
interactions in the system, say H,, and for the system and reservoir, say W, that is
H' = H,+W, and using Eqs. (12) and (14), according to which p. = p+p’., once pg
is the stationary equilibrium probability distribution of the reservoirs, there follows
that

0

e = JO @) + 7O+ 3 ol (29)
m>2
where
r 1 7lr
JIO) (1) = Tr{ﬁ[ Il(r), Ho p(t, 0) x pR}, (30)
: Loy 2o
JI[) W (r,¢) = Tr {E [II[) ](r),H’]p(t, 0) x pR} , (31)

and, in particular, for m = 2,

1
(ih)?

. )
h Z Z/ dt' s —t)J[ ](1)( t)

=o'y o1y (. 1)

t
Q) (r, 1) = / at' DT [E (' — t)o, [, ID@p(E ¢ — )0 % pr)

x Te{[H', IJ(x)]p(t' . ¢ — t)o x pr}, (32)

with all the other collision integrals, m > 3, and full details of the kinetic theory,
given in Refs. 10, 11 and 21. Lower index nought indicates interaction representa-
tion, i.e., evolution of the mechanical quantities under Hy. It can be noticed that the
right-hand side of Eq. (29) is composed of a series of partial collision integrals involv-
ing increasing orders in the interaction strengths (m = 2,3, ...), containing memory
effects and vertex renormalizations.®* We recall that in the classical-mechanical level
Tr stands for integration in phase space, and the commutator divided by <A is to
be replaced by the Poisson bracket.

The so-called Markovian approximation consists into keeping only the contri-
bution m = 2 and in it neglecting memory effects.'®21:35 Hence, the NESEF-based
Markovian equations of evolution are

0 , . .
ol t) = T O (e, t) + T (1) + I (1), (33)
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with
1 ¢ , A .
r|(2 — r _
@ (e, 1) = oL /_ ~ dt' e OTH[H' (' — t)o, [H', I (0)])5(1,0) % pr}
+ i Z Z ! dt'est'—1)
ih
T'/ZO p/ — 00

Y AL
X — = Te{[H', I, '(r)]p(t,0) X pr} . (34)
6L, (r)
The Markovian limit of the kinetic theory is of particular relevance as a result
that, for a large class of problems, the interactions in H' are weak, and the use of
the lowest order in the equations of motion constitutes an excellent approximation
of good practical value. In Chap. 6 in the book of Ref. 10 we describe several ex-
amples of its application for which there follows an excellent agreement between
the calculation and the experimental data. By means of a different approach, E. B.
Davies?¢ has shown that in fact the Markovian approximation can be validated in
the weak coupling (in the interactions) limit (retaining only quadratic contribu-
tions). It may be noticed that in a large number of cases, the contribution J) is
null for reasons of symmetry, and then it is not present on the right-hand side of
Eq. (29) and the second contribution to J?) in Eq. (34) disappears. The remaining
contribution to J(?), the first term on the right of Eq. (34), takes in general the
form of the Golden Rule of Quantum Mechanics averaged over the nonequilibrium
ensemble.

4. Validation and an Illustration

Here, we make contact with the fundamental point in the scientific method of cor-

roborating theory by comparison with experiment.3”

It is worth mentioning S. J.
Gould’s observation that “a detail, by itself, is blind; a concept without a concrete
illustration is empty [...] Darwin, who had such keen understanding of fruitful pro-
cedure in science, knew in his guts that theory and observation are Siamese twins,
inextricably intertwined and continually interacting”.3® In particular, in the present
question of statistical thermodynamics, we restate the call of Ryogo Kubo, who
expressed that “statistical mechanics has been considered a theoretical endeavor.
However, statistical mechanics exists for the sake of the real world, not for fictions.
Further progress can only be hoped by close cooperation with experiment”.3"

Three areas of particular interest where the formalism has full and quite useful
application are those that study ultrafast dissipative processes in polymers, biolog-
ical systems, and in highly excited semiconductor systems. A vast amount of very
successful experimental studies of these systems is available in the scientific litera-
ture on the subject, being centered mainly on measurement of ultrafast transport
and optical properties (see for example Refs. 40-45).
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A number of diverse applications of the formalism, including a report on earlier
ones, are described in the review article of Ref. 20. The case of semiconductors under
high levels of excitation is described in Chap. 6 of Ref. 10 involving in-depth stud-
ies of relaxation processes in such systems, related to experiments in ultrafast-laser
spectroscopy, and optical and transport properties in conditions of application of in-
termediate to high electric fields. These studies of transport in intense fields (which
can be produced by application of a low voltage but on nanometer distances, as it
is the case in semiconductor devices), together with the study of optical properties,
are of large relevance and interest in technology and industry because semiconduc-
tors at high levels of excitation are at work in emitting lasers and diodes and other
semiconductor devices on which is quite dependent our contemporary society.

It can be noticed that, as a general rule, in the study of transport phenomena,
analytical-type methods have been based on Boltzmann-like transport equations,
which, however, have limitations when nonlinear effects acquire relevance, as in the
cases mentioned above. Thus, improved analytical methods, that is, nonlinear quan-
tum kinetic theories for studying physical phenomena in systems arbitrarily away
from equilibrium, are desirable. Computer modeling as in Monte Carlo approaches
have also been used, which give in general good agreement with experimental data.
However, the method of analysis based on the ensemble formalism, described in
the present paper, has the advantage that it provides analytic equations (which
constitute a set of coupled nonlinear integro-differential equations computationally
tractable nowadays), permitting to have a very good physical insight of the phenom-
ena involved and the influence of the different characteristics of the system, a better
interpretation of the results, and the comparison with the experimental data for
any kind of experimental protocols. Also comparison with computer modeling cal-
culations, which are of the kind of nonequilibrium molecular dynamics (NMD),46:47
have been done, resulting in a very good agreement (for example, see Ref. 48).

As already noticed, the study — and with it the physical understanding and
interpretation — of transport and optical properties in semiconductors is of large,
and fundamental relevance in R&D (research and development) associated to the
nowadays advanced technologies and processing of electronic and optoelectronic
devices. Such situations involving ultrafast responses and functioning under far-
from-equilibrium conditions pose new interesting and quite engaging challenges in
the physics of condensed matter. Moreover, these systems become an extremely use-
ful testing ground for theoretical ideas in the domain of nonequilibrium statistical
thermodynamics of many-body systems.

We consider here, to explicitly present an application of the theory, the case of a
system in a uniform state, that is, with no space dependence on the basic variables,
and, to complement the classical presentation of the previous sections, a quantum
description of a nonequilibrium system comprised of N quantum oscillators. They
are embedded in a thermal bath consisting of N’ oscillators, and under the action of
a time-dependent external force that drives them out of equilibrium with the bath.
The case of the Brownian motion of an oscillator coupled to a number of other
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oscillators, playing the role of a thermal bath, has been treated by several authors
in different opportunities, e.g., by C. George,*? Bashkirov and Zubarev,?® and oth-
ers. The non-Markovian irreversible behavior of an oscillator coupled to a scalar
field (a bath) in a soluble model was used to describe its Brownian motion.5!:52
R. Zwanzig considered in detail the Brownian motion of a Duffing-oscillator within
an advanced nonlinear transport theory.®27%3 In the decade of the 1960s of past
century, H. Mori devised a theory to formulate transport, collective motion, and
Brownian motion from a unified statistical-mechanical point of view,?®%* and the
NESEF-based derivation we present here leads to a generalization of Mori’s ap-
proach. The excited oscillators relax their energy in excess of equilibrium to the
oscillators in the bath (which are assumed to remain constantly in equilibrium with
an external reservoir at temperature Tj), through the presence of a bilinear interac-
tion between the two systems. The case of two systems of oscillators (representing
quantum excitations as phonons, plasmons, excitons, etc., in solid state matter)
interacting through a bilinear interaction are present in condensed matter. They
give rise to so-called hybrid excitations (since the interaction is bilinear the Hamil-
tonian can be diagonalized by a unitary transformation), for example, polaritons®®
(hybridization of transverse optical phonons and the photons of the accompanying
black-body radiation: their nonequilibrium thermostatistics is discussed in Ref. 56),
hybridization of plasmons and longitudinal optical phonons, and other cases.

We deal with this question in the framework of the NESEF-based nonlinear
quantum kinetic theory described in Sec. 3. This is done in a truncate version in
which we retain only the second-order collision integral, Q(®), of Eq. (32), and the
treatment is non-Markovian.

The system Hamiltonian in the normal coordinates description (e.g., Refs. 57
and 58) is

. 1 1
H=Y" hwg (agaq + 5) + ) <bLbk + §>
q k

+3 [chag(bk +bl ) + Claq (bl + bfk)} +3 Ug(t)(al +aq) . (35)
ak a

where wq and (x are the frequencies of the normal modes propagating with wave-
vectors q and k, and aq(af,) and bk(bb are the amplitude operators of vibrations
in the system and the bath, respectively. Moreover, for oscillators in the system,
the expression for the normal coordinate displacement is

R h
Fq = 4] Do (ail +aq), (36)

and for its conjugated linear momentum is

(af, —aq), (37)
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with m being the mass of each oscillator. In the case when the theory is applied
to massless quasi-particles as, e.g., phonons and photons, m is absent in Eqs. (36)
and (37) (see Refs. 57-59). In the Hamiltonian of Eq. (35) the first and the second
terms on the right are the energies of the free oscillators of the system and of the
bath, respectively; the third term is the bilinear interaction between them, with
Cqk being the coupling strength; the last term accounts for the coupling of the
oscillators with an applied perturbing potential characterized by Uq and depending
on time.

For the nonequilibrium thermo-statistical description we are looking for, accord-
ing to Sec. 3, we do need to choose the basic set of dynamical variables. Considering
the expression of the Hamiltonian and the condition of equilibrium of the thermal
bath, we take the sets {aq} and {af}, or, equivalently, {#4} and {pq}, and the en-
ergy operator of the thermal bath Hp [the second term on the right of Eq. (35)]. To
these we add the populations {7q} = {afaq}, in terms of which it can be written all
physical observables of the system, particularly the energy and linear momentum
[see Eq. (55)].

The basic set of dynamical variables is then

{{aq}v{ag}v{ﬁQLﬁB} ) (38)

and the auxiliary (“instantaneously frozen”) statistical operator is

7(1,0) = exp { (1) — Bolts — 3 lpa(t) aq + @3y (t) al + Ba(t)hiun ﬁq]}, (30)

aq

where it is present the set of nonequilibrium thermodynamic variables associated
to the basic dynamical ones, namely

{{ea(®)}, {#g(1)}, {Ba(t)hiwq}, Bo} , (40)

with 851 = kpTo, and we write 84(t) "' = kpTy, introducing the oscillator quasi-
temperature per mode.

The average values of the dynamical variables over the nonequilibrium ensemble,
that is,

(aqlt) = Tr{agp-(t)} = Tr{agp(t.0)} (41)
(abt) = Tr{alp.(t)} = Tr{alp(t,0)} (42)
valt) = Tr(Pgpe(1)} = Tripgp(t,0)} (43)

Ep = Te{Hpp(t.0)} (44)

are the nonequilibrium equations of state that in this case relate the nonequilibrium
thermodynamics variables of the set (40) to the nonequilibrium thermodynamic
macro-variables

{{{aalt)}, {(al|)}. {(valt)} BB} . (45)
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We recall that for the basic dynamical variables and only for them, the average
value with the statistical operator, p.(t), coincides with the one taken with the
auxiliary one, p(t,0). Moreover, introducing the nonequilibrium partition function
Z(t), writing ¢(t) = In Z(t), we do have the analog of the equilibrium case, once

~dln Z(t)
dpq(t)

and similarly for the other variables in set (45), that is, the nonequilibrium ther-

(aqlt) = (46)

modynamic macro-variables are given by minus the functional derivative of the
logarithm of the nonequilibrium partition function Z(t) with respect to the nonequi-
librium thermodynamic variables in set (40) associated to the basic dynamical
variables in set (38).10:24

According to the NESEF-kinetic theory of the previous section, the equations
of evolution for the basic nonequilibrium macro-variables, in the approximation of
keeping only “binary collisions” but retaining the non-Markovian character, are
[cf. Eq. (29)]

d
—aqlt) = I + I + Q) (47)

dt a’

and similarly for <a£|t> and vq(t); Ep is constant in time (bath in equilibrium with
the external reservoir at the fixed temperature Tp). The three contributions on the
right are [cf. Egs. (30)—(32)]

1

Jég) (t) =Tr 7 |G Z hwq/a:;,aq/ p(t,0) 3, (48)
q/
1 . .

TV =Tr {%[aq, W 4 Hexip(t, 0)} , (49)

(2)

Qi (1)
I : 5 A L

= —(ih)Q/ dt'es(t *t)Tr{[W(t/_ t)o + Hext(t/— )0, [W 4 Heys, aq]]ﬁ(t/,t/ ~ )0}

t
+ % ; /_ Oodt’edt’—t) T ()5 Qf(t/) Te{[W + Hext,aqlp(t',t' —t)o},  (50)
and similarly for the other macro-variables. In Egs. (49) and (50) W consists of
the interaction Hamiltonian with the thermal bath [the third term in Eq. (35)]
and Hey is the energy operator for the interaction with the perturbing external
source [the fourth term in Eq. (35)]. We have written in compact form @, for the
macro-variables of the set (45) and index ¢ runs over this set.
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Performing the calculations, which are briefly described in Appendix A, there
follow the evolution equations

d . ¢
£<aq|t> = —iwg(aq|t) — ﬁUq(t)

2i i
— ﬁ Z qucq/k

q’k
x /t dt’ e = sin[Ge(t' — )] ((al, [t') + (ag '), (51)
d, ooy i
77 (aalt) = iwq(aglt) + - Ua(t)

2 .
+ ﬁ Z quCq’k
a’k

t
<[ Dsinlalt - )l i) + Gaalt)). (652
for the amplitudes, and for the populations we do have that
dvg(t) iUg
7 7((%“) - <a£|t>)

- % Z |Caxl? / dt’ es(tlft){sin[gk(t' — t)] sinfwq(t' — t)|vg(t’ — )}
k —o0

. 2
+Ra(t) + 2 3 Ca? |
k

t
dt’ e~ {cos|(wq — G (' — )Nk}

== 2 [Cacl [ eosl(wa + G =00+ A}, (53)

where Ny is the population in equilibrium at temperature Ty of the phonons of the
bath system, and

, t
Rq(t):% 3 /_ dt’ =¥ =0 sin[C(t' — 1)]

a’'#a,k

x {CqiClpe™ s = (al ag|t! —t) — ClpCae™ o alag [t — 1))}
2 ‘ 1 et —t) o /
+ 72 Z/ dt’e sin[Ck (t' — t)]
q'k ” 7>

x {CqCipe™a = agraglt’ — t) — ClnCaxe ™3 ~Nafal [t — 1))},
(54)
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is a term containing the products of pairs of amplitudes, namely, (aq aq|t’ —t) and
(ajla:;, |t —t) for any q and q’, and <a£aq/\t’ —t) for any q # q’, which couples the
evolution equation for the population with those for the amplitudes.

The evolution equation for the energy is

d dvg
—B(t) = qu gt (55)

with dvg/dt given in Eq. (53) and then we can see that it is composed of several
contributions consisting of the power pumped by external forces [first term on
the right of Eq. (53)], and those accounting for the rate of energy relaxation to
the thermal bath. Equation (55), as noticed above, is coupled to those for the
amplitudes.

Furthermore, using Eqs. (51) and (52) for the variables 4 and pq of Egs. (36)
and (37) we obtain that

d,. .

m{ialt) = {pal) (56)
d . 2mw .
balt) = —/ 28U (1) — mudlialt)

4m “
— ﬁ Z A /wq/qu'quq/k
a’ .k

t
X / dt' €@ =D sin[G (' — )] (Eq |t') (57)
—0o0
or, alternatively, integrating by parts in time the last contribution in Eq. (57) it
becomes
d d?

S (palt) = m (Falt)

2mwq (B |t)

R dm N
= =\ 75 Ualt) = mwg(iqlt) + 55 D VEa@aCaxCin &
q’,k

t
, d
—Z / dt’ =t —t>rqq,(t’—t)@<i:q/\t’>, (58)
q

where

4m . cos[C(t —t
qu/ (t/ — t) = ﬁ Z ,/wq/wchkcq,k% y (59)
Kk

plays the role of Mori’s memory function.?®°460 In fact, it can be noticed that
Eq. (58) has the form of a Mori-Heisenberg—Langevin equation for the oscillators.
But, two important points can be stressed: On the one hand, the memory is evanes-
cent (the presence of the kernel exp{e(t’ — t)}) making the evolution irreversible
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in time (we recall, cf. Sec. 3, that is a result of having introduced irreversibility in
the description via Krylov’s “jolting” assumption); on the other hand, the equation
followed in the approximation of taking only the first collision integral, Q)| in
the series of collision integrals in the last term in Eq. (29). Including the remain-
ing terms, which introduce nonlinearities, produce a far-reaching generalization of
Mori’s approach, with irreversibility introduced from the onset.

5. Comments and Concluding Remarks

During the last decades, there has been remarkable progress in the area of nonequi-
librium Statistical Mechanics and Thermodynamics consisting in that we have been
offered with an excellent development of ideas, concepts, and formalisms. We have
given here a very brief overview concerning some aspects of the status of them,
particularized to the case of systems presenting ultrafast relaxation processes when
under any condition of departure from equilibrium.

In the preceding sections, we have described a theory that attempts a particular
answer to the long-standing sought-after question about the existence of a Gibbs-
style statistical ensemble formalism for nonequilibrium systems. What has been
presented can be considered a systematization and some extension of the work
developed, from roughly the 1940s, by several outstanding scientists among whom
we can mention Bogoliubov, Kirkwood, Krylov, Green, Mori, Zwanzig, Landsberg,
Zubarev, and we apologize for certainly overlooking other relevant names.

The construction of the nonequilibrium ensemble formalism so far presented
was done on a heuristic approach, and it is worth emphasizing that such formal-
ism, providing microscopic (mechanical-statistical) basis for the study of dissipative
processes, heavily rests on the fundamental ideas and concepts devised by Gibbs
and Boltzmann. As it has already been noticed it can also be encompassed in the
framework of an extremum principle.

In the construction of NESEF, a point of contention is the long-standing ques-
tion about macroscopic irreversibility in nature. As discussed in Refs. 10 and 11 it is
introduced in the formalism Kirkwood’s time-smoothing procedure after a specific
initial condition, implying in that a kind of generalized Stosszahlansatz has been
defined. This is a working proposal that goes in the direction that was essentially
suggested by Boltzmann, as quoted in Ref. 61: “Since in the differential equations
of mechanics themselves there is absolutely nothing analogous to the second law of
thermodynamics, the latter can be mechanically represented only by means of as-
sumptions regarding initial conditions.” Or, in other words, that the laws of physics
are always of the form: given some initial conditions, here is the result after some
time, but they never tell us how the world is or evolves. In order to account for that,
one always needs to assume something, first on the initial conditions and, second, on
the distinction of the description being macroscopic and the system never isolated
(damping of correlations). In this vein, Stephen Hawking®® has manifested that “It
is normally assumed that a system in a pure quantum state evolves in a unitary
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way through a succession of [such] states. But if there is loss of information [...],
there cannot be a unitary evolution. Instead, the [...] final state [...] will be what
is called a mixed quantum state. This can be regarded as an ensemble of different
pure quantum states, each with its own probability.”

Needless to say that this question of Eddington’s time-arrow problem has pro-
duced a very extensive literature, and lively controversies. We do not attempt here
to add any considerations to this difficult and, as said, controversial subject (see
for example Refs. 62 and 63). We restate that, as commented by Sklar,® Nicolai S.
Krylov (the Russian scientist unfortunately prematurely deceased) was developing
an extremely insightful and careful foundational study of nonequilibrium statistical
mechanics.'® Krylov believed that he could show that in a certain sense, neither
classical nor quantum mechanics provide an adequate foundation for statistical me-
chanics. Krylov’s most important critical contribution is precisely his emphasis on
the importance of initial ensembles. Also that we may be utterly unable to demon-
strate that the correct statistical description of the evolution of the system will
provide an appropriate exact evolution, unless our statistical approach includes
an appropriate constraint on the initial ensemble with which we choose to repre-
sent the initial nonequilibrium condition of the system in question.'® Moreover,
it is thought that the interaction with the system from the outside at the single
moment of preparation, rather than the interventionists on-going action, is what
grounds the asymmetric evolution of many-body systems. It is the ineluctable in-
terfering perturbation of the system by the mechanism that sets it up in the first
place that guarantees that the appropriate statistical description of the system will
be a collection of initial states sufficiently large, sufficiently simple in shape, and
with a uniform probability distribution over it. Clearly, a question immediately
arises, namely: Exactly how does this initial interference lead to an initial ensemble
of just the kind we need?® On this, we have seen in Sec. 3 how NESEF, mainly
in Krylov—Bogoliubov-Green—Kirkwood—Zubarev’s approach, tries to heuristically
address the question.

It is worth noticing that boson systems that are, differently to the present case,
governed by nonlinear kinetic equations may display complex behavior,%* consist-
ing in a kind of nonequilibrium Bose—FEinstein condensation and propagation of
long-life Schrédinger-Davydov solitons.%® It can be mentioned the cases of polar
vibrations in biopolymers®®%8; of excitons (the “excitoner” or “exciton-laser”)%?;
of longitudinal optical phonons in strongly polar, large gap semiconductors,”® of
acoustic phonons in semiconductors with strong piezoeletric interaction (the “saser”
or “phonon laser” in the THz region)™; of magnons in heterostructures.”™ 7

Finally, we call the attention to the question of heterotypical statistics, notic-
ing that even though the ensemble formalism has been extremely successful in the
handling of the grandiose theoretical scheme of Statistical Mechanics and Ther-
modynamics initiated by Maxwell, Boltzmann, and Gibbs, which has been given
concrete and consistent foundations to the study of the many situations present in
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condensed matter physics, its use is hampered when dealing with certain complex
phenomena. In this situation, the researcher may not have access to the infor-
mation on all the constraints relevant to the problem in hands (so-called hidden
constraints), what leads to poor predictions. In an attempt to improve predictions
have been introduced, beginning in the past 1950s, and pioneered by P. Lvy in the
1930s (see for example, Ref. 75) auxiliary approaches which attempt to assuage the
difficulty, but at the price of not being fully consistent and depending on free pa-
rameters.”® This is done in the framework of the variational (extremum principle)
approach in Statistical Mechanics founded on Information Theory. In it, the general
and well-established Boltzmann—Gibbs canonical scheme follows from maximization
with given constraints of Gibbs—Boltzmann—Shannon information-theoretic entropy
(better called measure of uncertainty of information): It is considered to be the only
consistent probability measure of information. The other (say noncanonical or het-
erotypical) auxiliary approaches are based on replacing GBS information-theoretic
entropy by others, which are used to derive nonconventional probability distribu-
tions for nonequilibrium systems. A complete description, together with illustrative
applications, is given in Ref. 76.
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Appendix A. Calculation of the collision integral 2(?) in Eq. (50)
We can write Eq. (50) in the form Q((i) = ngq)l + 0% where

aq2’

1 ¢ : . . A
Q) (1) = (ih)? / dt' e OTe{[W(t' — )0 + Hext(t' — )0, [W + Hext, aq]]
xp(t',t' —t)o pB}- (A.1)

In the interaction representation
) a2)

A(T)o = exp (Z hOT> Aexp (—Z hOT

being A one of the operators above included and 7 = t' — ¢t. Taking into account

the cyclic property of the trace it follows that

Te{[W (7)o + Hexe(T)o, W + Hexs, aq]]p(7 + t.7)opi}

- {exp (—“}’57) (W (P)o + Hloxe (T)oy WV + Hese, aq])



5302 F. S. Vannucchi, A. R. Vasconcellos & R. Luzzi

iﬁoT _
X exp ( = ) p(T+t,0)pB}

= Tr{[W + Hext, [W (=)0 + Hext(—T)0, aq(—7)o]]a(T +t,0)p5}. (A.3)

Using that [W(=7)o + Hext(—T)0,aq(—7)0] = —Uq(t) — Sy Carlb(—7)o +
b (=7)o] and by (—7)o = exp (i¢i7) by the double commutator in Eq. (A.1) be-
comes

[W(T)O + ﬁext('r)O, [W + I;[extu aq“

= Z qu{(Cq/7_kaL/ + C:;/kaq’)eiic_kT - (Cq/7_ka1-l/ + C:;/kaq/)eiCkT}
a’k

= CaquCln2isin(Ger)(al, + aq) (A4)

a’k
after taking into account that Cq —x = Cg and (—x = Ck. On the other hand,
since J{V (t) =0, then Qgi)z (t) = 0 [second contribution in Eq. (50)] it follows that

aq

CAHORSURIC

2 )
= — ﬁ Z quCq/k
a’k

t
X / dt'e* = sin[Ge(t' — )] Tr{(al, + aq)p(t',0)p5} | (A.5)

which is the last right-hand term of Eq. (51).
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Apéndice B
Valores médios dos operadores

Para calcularmos os valores médios de composicoes de operadores de criacao e

aniquilacao de magnons ponderados pelo operador estatistico auxiliar

exp {—Z | Fa(t)ehia + da(t)eq + 65()ch + ¢q(t)eai—q + ¢5()ckel }
q

@(t70): 5
T | Fy(t)éhéq + dq(t)éq + ¢4 ()el + oq(t)éqé-q + 4 (t)ehé!
I exp a chq q Cq q Cq qu CqC q (pq ch_q

q
(B.1)
podemos diagonalizé-lo com o auxilio da seguinte transformacao
bq = tqCq + g€l + Aq,
éT_q = chfiq + /ﬁqch + Ags (B.2)

com ‘5(1 e G4 sendo operadores que obedecem regras de comutacao de bosons e Ay, tq

e Kq sendo nimeros complexos tais que

1= [ql] =

= {chfq + ﬁq‘é f

* o7 *cp _
o 1560 + K% q| =

q”—q

—qr 0—

= ’Lq|2 [ngv%ﬂ + |"’$q|2 [%T G q} = |Lq‘2 - ‘“q‘2- (B.3)

Definindo
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S = Z [Fq(t)é:r;éq + ¢q(t)éq + ¢i§(t)é£ + SDq( )ch—q + ‘Pq( ) LéT ql> (B.4)
q
temos que, apds a diagonalizacao,

S = Fl(t)6]q, (B.5)
q

e resta-nos encontrar F(t).

Calculando o comutador entre S e ¢4, obtém-se, por um lado,

|7 ta| = —Fa(t)ia — 94 — [¢5(t) + ¢=q(t)] g =
= — {Fa(®)tq + [04(8) + 9" 4(8)] ra} Ca-
— {Fq(t)rq + [@4(t) + t]bq}%quf (B.6)
~ Galt) - {F +[¢q<>+go )]} 2a: (B.7)

e, por outro,

E= ZF’ DCCop s 1aCa + Ka@' g + A

—F’( Jiaba + Flq(t)ig@! g, (B.8)
e, equacionando as expressoes B.6 e B.§,
- #(0)
2T RO [0 T o] 59
Fq(t) + F(t) Fq(t) — Fg(t)
lq = AOR Kq = Y0 (B.10)
e
|Fa(t)] = \JF3(1) — la(t) + o-a (D) (B.11)
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B.1. CALCULO DE <éQ|T> E <C*(5|T>

De posse das Egs. B.9-B.11 os valores médios sao calculados e expressos em termos das

variaveis termodindmicas de nao-equilibrio associadas,

{{Fq<t>}; {sa0}: {az0}: {nr}: {so:;oe)}}, (B.12)

ou entao reescritos em termos das variaveis termodinamicas

{{Nqu)}; {{ury}: {ean }i {oa}s {oq<t>}}. (B.13)

Apresentamos, no que se segue, o calculo de valores médios de composi¢oes que incluem
até trés operadores de cria¢ao/aniquilagdo, e composi¢oes com mais operadores sao calculados

de forma andloga.

B.1 Calculo de <éq\t> e <é§;\t>

(éqlt) =Tr {éqb(t,0)} = Tr { (chéq T AN Aq> b, 0)} _

= 1Tt {%fq i, 0)} + kg Tt {%iq at, 0)} + AqTr { 5(£,0)} = Aq, (B.14)

(ehle) = {eh ot,0)} =T { (il + waba+25) 8(1,0)} =

= Tr {%{j A, 0)} + i Tr {%f_q at, 0)} + LT {6(t,0)} = A%, (B.15)
onde usamos o fato de que Tr {EJ(t, O)} =1.
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B.2 Calculo de <c((1a)cqb \t>

(Cautayt) = Tr {Gq,éq, 8(1,0)} = Tr { (10,6, + 50, g, + 2a.) (1B, + K@, Clq, + Aay) 8(1:0)} =
= lqulq,T0 {%a%b 0)} + tq, i, Tr { €0, €1, 8(10)} + 1a,2a, Tr {y, 62,00} +
+ nqanbTr{ % §(t,0)} + hautia, Te {610, @1, 6(,0)} + kg Mo Tr {#1 g, 6(1,0)} +
+ Aty Tr { B 8(6,0) } + Aqu i, Tr { g, 6(£,0) } + Ag,Aq, Tr {8(£,0)} =
0

_|_
= lqu fig T {%qa% 6(t,0) b + g, ta, Tr { €14, G, 8(1,0)} + Aq, 0, Tx {0(£,0)} =

L K R, L
={ e, ol }6 T (ealt) () (B.16)

1—e Qa eqb_

sendo que na ultima linha usamos os resultados das Eqs. B.14 e B.15. Para q, = q; temos

que
— (& _ _tak—q Kql-q A A
0q(t) = (Cqlq|t) = 1_o Fa + a1 + (Cqlt) (Cqlt) - (B.17)
<égaégb|t> =1 {el, ¢, 6(t,0)} = Tr{ B+ e au + Ve, ) (18,60, + 18, a, +05,) 0(,0)} =
Lo Ly, T {CKT CKT o( }—i— Lo R TT {Cﬁqa‘g_qb o(t, 0)} Laa N TT {%T o(t, )} +

+ rig o, T { - qa%gb 5(t,0) } + g 15, Tr { 60,6, 0(1,0) | + g, A5, T { €q, 6(6,0) } +

+Aaatay { )} + 2 { "y 0 (t,O)} F AL, T {6(t,0)) =
= i1, T {4, %_qb t,O)} o T {60, 65, 6(6,0)} + 25, X5, Tr {5(6,0)} =
N {e};‘z fbl 1— e_F/ }601“’ T |t> <é:rlb|t> ) (B.lS)
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B.3. CALCULO DE (CY),C§.Cq)IT)

<é:r;aéqb|t> Tr {CT Cqy O

o T {%T + i T {6060, (e

+ Kh g, T {%_q Sf , 0(t,0) } + Fig, g, TT {Cf qa‘ﬁiqb
Ao

+ Nt Tr { G, 5(6,0) |
Lo}

o Tr {% Gy O

_|_
+
_ ’an’ |"‘5—qa
eFt/]a o 1 _F’ CIa CIb

€, Caso qq = Qp,

5t a _ _ |Lq|2 |"57q|2
Cylqlt ) = No(t) = +

! /
qu—l l—e_F*q

B.3 Calculo de <é§3@§2@§2\t>

(€qaCayCqclt) = Tr {q,Cq,Cq. 0(t,0) } =
= {an”qur {ng Gl a 0(t, 0)} + “qaLQbTr{
+ {anchTr {CK CKT _olt, )} + Kgutg. Tt {‘5

+ {quchTr {CK %Tq o(t, 0)} + Kqytq. Tr {‘K_qb

+ AqaAqy Aq. Tr {0(£,0)} =

= [0q.(t) = (Cqult) (e—qult)] 0qu,—ay (Cq.lt) + [0q.(t) —

(b1t} (ealt).

} Tr{ UGl + K C g, + N ) <qu<éqb + g€l g, + /\qb> a(t, 0)} =
(t0)} + 1, 2, Tr {44, 5(2,0) b +
6(t,0)} + i Ay T { €, 5(2,0) } +
o Tr {1, 68,0} + 25,20, T {6(2,0)} =

: nqur{% 0@ g, 0(t,0) b + X5, 2q,Tr {8(8,0)} =

(B.19)

+ [(eq|t)]? - (B.20)

to} Aot

t,0>}} at
L0V} A, +

(Caa[t) (¢-qalt)] dqu,~ac (Caylt) +

+ [0a,(t) = (6q, |) (- [1)] ay,—ac (Canlt) + (Caalt) (Cay[t) (Caclt) , (B.21)
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(ehlala.lt) =Tr { a0, 8(1,0)} =
= {L* 1, Tr {6}, %, 6, )}4—/{ g, T {% el o, )} A+
o { vt T {60, . 86,00} + w5 10, Tr { €, €T, 66,00} } Ao+
o+ {earia T {0, Tl g, 6(¢,0) ) + hqyta T {14, %0, 66,0} ) 2 +
+ Aga Ay Aq. Tt {o(t,0)} =
= [Wau(®) = 1{eauI1?] (Oaau (Caclt) + Sau.q. (Caylt)) +
+ [0, (1) = (P 1) (- 1)) Oay.—a. (b 1) + (b, 1) (2ay ) (Ga. It} (B22)

<cjl &l éq. |t> Tr{ el el eq. o(t, 0)}
= {vt 10 T { G G, 8(,0)} + w3 g, Tr {6 0,60 81,00} A5+
{0 T {60, %, 5(6,0) ) + 1y, g, Tr { € qb% o B(t,0 }},\q
- {e i, T { 6% a, 600,00} + w00, T {0, 6, 60,0) Mgt
+ A A e T {0(t,0)} =

= [qu(t) |(Cq.lt)] ] (5qc,q < Qb|t> + 0qc,a <C |t>) +

+ [a;a(t) - <éjlayt> <é*_qa\t>} Seu—a (G lt) + <c yt>< ot yt> (Eq.lt) .

(B.23)
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B.3. CALCULO DE (C§)CY.C8)IT)

AL > Tr{i1 Lbéq (t 0)}
= {Lq Ko 1T {%q (g—qb o(t, )} +Kq L, T {(g da Cg‘;{b )} Aac
0

—I—{L Ko Tr{‘?a”Jf ‘g_q o(t, 0)}—1—% Ly Tr{‘ﬁ CKT (, )}})\qb
+ {e e T {1, 66,0 ) + v T {0, 6 66,00} | N+

= [0 < cholt) (1)) dau—an (b 1)+
[ <qt>< ~da >]5q q<cblt+
+ [, (0 = (el 16 (g 1)] Gapmae (b 1) + (b 1) (e, 16) (el le)

(B.24)

—l—)\q )\qb)\ Tr{gtO}—
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Apéndice C
Termos cinéticos

Adotando a aproximacao de Markov, as macrovariaveis )j(t) associadas as variaveis dindmicas de base P;

evoluem segundo o sistema de equacdes cinéticas

d

Qi) = T+ 1) + I (1) (C.1)
© L 5 ] 2 .
Jo)t) = =T { [Py A] 6(t) x pu (C.2)
Wy Y ([ o] 2 .
I ) = =1 { [, ") 6(t) x ps (C.3)
TG () = TG O+ TG (O (C.4)
0
(2) 1 eT 2 o | o2
Jg) 1= s /OO dr e T { [%ﬂ (7)o, [ ,PJ]} g(t)} : (C.5)
0 50 (#)
@)y L er o1 A1 A Q;
J2 W = ng:/_w dr oI ([ (7). B}) 1)} SOROR (C.6)
sendo que introduzimos a variavel de integracao 7 = t' — ¢, nos termos de Jgj) (t). Tipicamente, os comutadores

com (7)o dao origem a fatores como €Xk7 sendo Xy nimeros reais associados as energias de magnons, fonons

e fotons, pois
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2 _ (wg+wg; —wWqo —wW —a)Tat At A 4
H'(T)o = E Va,qi,q.€" 37 T e mRata a2 e CG Cqy Catai—an T
q,91,92
+ E (bke—iQkT +bikei97k7) X
a,k#0

x { Faue!@amamI7loq xc+ Loue'@ataaTelel | 4 £y e et a)Toge o f +

I Z {qukeimk—ﬂkﬂhg@k_q+R;’kei(9k+9q,k)rgltggik+Rizﬁke_i(ﬂ,kmk,q)f[;_kl;k_q} %
q,k#0

x (e7™aTéy + ei‘“*qTéT_q)—&—
+ Z (cza’pe*iCPT + CZLV_peiC*PT) (S(i’;eipréL + Si_pe*i“’*PTé,p) +
a.p

+ Z (Ja’pe*iCPT —Q—cf:rxv_peiC*PT) X

a,p,q

a (wq—wq—p)T At 2 b i(wq+wp—_q)T at AT [[bx —i(wgF+wW—_p_g)T 2 2
X {Scll’q,pe( a~Wa-p) cch,erS(‘)lé’q’pe( atwp-a) Cilp—q T Sa.q.—p® (watw-p-a)Tg o o ot (C.7)

As integrais em 7 podem entdo ser resolvidas:

0 .
/ o007 g —

— 00

eletixi)T 0 1

T etixk

_ C.8
€+ ixk (C8)

mas, dado que usualmente faz parte de termos de uma somatoria em k (ou integral, no limite termo-

€+ 11Xk
dinamico), e — 0, e xx = 0 pode eventualmente levar a indeterminacoes. Assim, pode-se representar a integral

da seguinte forma:

0
/ eE+IT gy — PV,i + mo(x), (C.9)

oo 5%
com “PV” indicando a integracao em k em valores que excluem x = 0 (o valor principal).
No que segue sao calculados os termos cinéticos para amplitudes, pares e populacGes de méagnons. Os valores

médio dos operadores de magnons e as integrais em 7 sdo apresentados implicitamente. Cabe ainda notar que,

dada a evolucdo de uma macrovariavel Q;(t),

Lo - [La,0] (C.10)
dt =7 dt ™ ’ '
e desta maneira torna-se desnecessario realizar todos os calculos para obtencao das equacoes cinéticas de <ég]t>
. - d . d
e og(t) se ja temos as expressoes de pr (Eqlt) e %aq(t).
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C.1. AMPLITUDES (Cg)

C.1 Amplitudes (¢q)

Apresentamos aqui as expressoes de JC(S) (1), c(cll)

notado que os valores médios dos operadores de méagnons incluem basicamente um nimero impar de operadores

(t)e Jc(z) (t) (de acordo com as expressoes C.2-C.4). Deve ser

e, de acordo com o Apéndice B exposto anteriormente, sdo portanto sempre proporcionais as amplitudes. Assim,

conforme reportado na secdo 2.1, a equacao cinética para as amplitudes nao contém termos independentes.

JO(t) = —iwg (qlt) , (C.11)

2
1 At oA A
Jc(q)<t) ) Z Va,a1,q2 <Calcqch+q1—qz|t> =
q1,92

2 R N R
== 3 Vaana (@ 1t) Carlt) Carar-alt) +
q1,92

4 . .
25 2 Vaaar [Nau(0) = [(eau |07 (alt) +
q1

JQ @ = IO + I OF + I O (C.13)

(2) (4, \MM _
ch (t)l -

0
o —9 At oAt oA 4 ~ eti(wgs tway —Way —Waa+as—ag ) |T
= —8h E Va,ai,a2 Vas,az,as <Cq3qucq4cq3+qz—q4cq+q1—qz|t>/ dr el ag Fay ~way ~wa taz ~as)] +
— 00

q1,92,93,94
> U g el )
—2 N ~ eti(wgs +wWqy —Waq; —Was+aqy— T
+ 4h Va,ai.a2 Vas,as.a <ngcq4CQ2CQ3+Q4*Q1cq+Q1*Q2|t>/ dre s Traa e s Al
q1,92,93,94 —o0
> " el )
_ -2 N e+i(wqy +Wa+taqq —as —Was —Wa+ay —qsz ) |T
4h Va,ai,a2 Vas,a+a1—az,as <qucqscq+qrq3|t>/ dre qz iratarTaz mas o mdTdLTas Al (C.14)
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C.2 Correlagoes (64 = CqC—_q)

@

Nesta segao sao apresentados J, )(t), Jg? (t)e Jé? (t). Cabe dizer que, como analisado na segao 2.1, em varios

q
casos de interesse a contribuicdo para a evolucao dos pares proveniente das amplitudes pode ser negligenciada.
Nas equagbes seguintes, portanto, sao omitidos os termos que contém valores médios de um nimero fmpar de

operadores de mégnons, que invariavelmente serdo proporcionais as amplitudes.
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C.3 Populacoes (Nq = égéq)

Por fim apresentamos o calculo dos termos cinéticos J/(\%z (1), JJ(\z (t) e JJ(\%C)I (t) e, como discutido no inicio da
secdo anterior, as contribuicoes oriundas das amplitudes foram negligenciadas o que implica em admitir apenas
os valores médios de combinagoes de um numero par de operadores de mégnons (criacdo e aniquilagdo). Com

isso obtém-se

I\ (1) =0, (C.27)
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De acordo com o discutido na secao 2.3, pode-se, em alguns casos, negligenciar as contribuicoes originéria

dos pares. Considerando, desta forma, apenas as populagoes, as diversas parcelas da integral de colisao

T 1= T3 ™M + IR 0)F + I3 o
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1,92 i

sendo que claramente os valores principais das integrais em 7 sao nulos, o que nos possibilita reescrever

J/(\?j(t)%v[M _ 1h6_277 Z |Vq7q1,q2|2 {(Nq + 1)(Nq1 + I)qu-/vqs _Nqul(qu + 1)(Nq3 + 1)} X ; (0_34)

d1,92,93 xé(wq tWq — Wqy — wq3)5q37q+q1—qz
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(C.35)
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que também tem os valores principais nulos e se reescreve como

TG F =
=onh 2 Z ‘]: k 2 [Nq (Nq—k — l/_k) +Nq_k (V_k + 1)] (5(wq_k —Wq — Q_k)—l—
k40
+27h 2 Z |]:q7k|2 [J\fq_kz/k — Nq (Nq—k + v +1)] §(wq_k — wq + Q)+
K40
+87h 2 Z |£q,k|2 [(J\/‘qu + 1) — Nq (Nqu — Vk)] §(wq + wk—q — Qi)+
k#0
—2rh™? [Nq - Nc(lo)} Z |qu7k|2 (Vk = Victq) 0(wg + i — ietg)—
k40
2
4k [Nq - NC(‘O)} 3 ’R;k’ (s + Vi + 1) 8(Q i + Qg — wq) =
k#0
= 2mh Z ‘]:01,01—01"2 WNa WNa = v —q) + Ny (var—q + 1)] 6(wg —wq — Qg'—q)+
q’'#0
+2mh? Z ‘-7:01,01*01’|2 Navg-ar = Ng Ny + vg-q + 1)]d(wg — wq + Qq—q')+
q'#0
+ 8nhi? Z ‘£q7q+q’|2 [N +1) vgrar = Ng Na = Vata')] 6(wg + wg — Qqtq)+
q'#0
1
= _ N
- Ve =N (C.36)

com
2
Tq_l = 21h 2 Z {|R_q7k2 (Vk — Vitq) 0(wg + Qe — Qi q) + 2 ‘R;k’

(Vi + Vi +1) 621 + Qg — wq)} >0,
k0

(C.37)
notando que

se wq = Qurq — entdo  (vk + 1) vkiq = (Vk — Vktq) J\fc(lo)

se wq =0k + Qqtk entio Ulg-k = (V_k + Vgik + 1)/\/'0(10).

Por fim,
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Apéndice D
Modelagem de dois fluidos

De acordo com o NESEF, foi obtida no capitulo 2 a equacao 2.28, que governa a evolucao
das populacoes de magnons. Desconsiderando-se a interacdo com a radiacio eletromagnética
perpendicular ao campo magnético constante aplicado ao material magnético, o termo de
Livshits (parte da interacao nao-linear com a rede cristalina) e o acoplamento com as ampli-

tudes e pares, esta equacao tem a forma

d b
dt Naf Z ’St!oﬁq 1+N +No) fq'+q}5wq+wq’_4q+q)
q# q
8’7T
S [t AN+ DG+ 15— NoeNa(Fq + 1)} 600 + i — Garar)
qa'#—q

- % [N~ NP +

2
+h_72T Z |]:q,qfq’|2 {NaNg + 1)(vgr—q +1) = Wy + DNgrg—q} 6wy — wg — Qgr—q)+

q'#q
T
t0 Z |J:C1»C1—q’|2 {(Nq + 1)J\/‘q’Vq—q’ —Nq(/\/q' + 1) (Vg—q + 1)} d(wg — wq + Qq—q’ )+
q'#q
i 167 Z |Vq,q1,q2|2 {(Ng + 1)Nq, + DNgoNg, — NgNg, (Nq, +1)(Ng, + 1)} x
h q1,92,93 ><5(<.uq tWq; — Way — qu)5QS,q+Q17q2

Seguindo a proposta descrita no capitulo 3, dividimos o sistemas em méagnons de energia
baixa hwq < E e alta lwg > E, definindo com isso as regides de vetores de onda q € R; (baixa
energia) e q € Ry (alta energia), e acompanhamos a evolucao das populagoes representativas

dos modos de baixa e alta energia,

quRLQ Nq(t) o quRl NQ(t>

ZQGRLQ 1 n1:2

N172(t) =
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Nl 2(t) = K Z {Sq(t) +Rq(t) + Lq(t) + Jq(t) +Mq(t)}-

qER1 2

D.1 Separacao em regioes R e Ry

Iniciando a andlise por N(t), separamos entdao as somas em q', q1, Q2 € q3, contidas nas
contribuicoes & Eq. 2.28, nas regioes Ry e Ro. As contribuicoes associadas a fonte e a radiagao

térmica ficam, respectivamente,

8w
S )= S [k (0 N+ N g} Sleq g — Car)+ (D1
qER: qq '€R1
b 2
Z ‘Sc‘ltﬁq JquJqu/)frf’Jrq} 0(wq + wg = Cq+q');  (D.1b)
qeR1
q'€R

e, rearranjando Rq (1),

Z Ral ’Scllqurq

qER, q,9'€l

{(1+Ng+Nog) fliq — NgNg} 8(wg + wg — Carqr)+

(D.2a)

8
+h_72T > ’Szlzllqurq {0+ NG + N fgr1q = NaNa} 0(wg + wo — Carar)-

(D.2b)

Ambas possuem deltas de conservagao de energia do tipo 0(wq + wq' — (qtq’) que, de acordo
com a analise feita na se¢ao 2.3, sdo apenas satisfeitas quando q ~ —q’. Portanto q e q' sdo
vinculados & mesma regidao e entdo os termos D.1b e D.2b sdo nulos. Lembrando ainda que
f(f,+q ¢ a populacao de fétons da fonte, que é nula para baixas energias, (q+q < 2L, obtemos

que o termo D.la também é nulo' e assim

I CROREN0) R i i

qeER; q,9'€Ry

1 +N +N )fq/+q q/Nq} 5(wq+wq/—Cq+q/).

1O resultado de que Z Sq(t) =0 é razoavel, pois indica que a fonte ndo entra diretamente na
qER;
equacao de evolugao de N ().
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Quanto a interacao com a rede cristalina, o termo de relaxacao linear é

> Lalt) = 3 — [Ny -] (D3)

Tq
qeER; qER;y

e o termo de Frohlich

2
Z Bq(t) = = Z |]:q,qfq’|2 {Na(Ng + 1)d(wg — wg = Qgr—q) = NgWNg +1)0(wg — wg + Qq—qg/) 1+

2
qER: h q,9'€Ry
(D.4a)
2 2
+ w2 Z [ Fa.a-a|” {Na(Ng + 1)d(wq' — wq = Qgr—q) = NqNg + 1)0(wg — wg + Qq—q')} +
ERy
(?/€R2
(D.4b)
27
+ 2 Z ‘-7:01,01—01’|2 WNo = No){vg-q'd(wq — wq — Qg—q) + Vgr—qd(Wq' — wq + Qgq—q) }
q,q’'€Ry
(D.4c)
27
+ 2 Z |~7:q7q—q/|2 WNo = No){vg-q'd(wq — wg — Qgr—q) + Va'—qd(Wg' — wg + Qq—a')}
c€Ry
;I/GRQ
(D.4d)

sendo D.4a e D.4c nulos pela simetria entre q e q'.

Analisando por fim o termo proveniente da interacdo magnon-magnon,
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Z m _ 167T Z |Vq,q1,q2|2{(Nq+1)(Nq1 +1)NCI2NC]3_NQNQ1(NQ2+1)(NC13+1)}X

+
qcl Q,91,92,93€ R X(S(wq +wa, — Way — wq$)6q:»,7q+q1—q
(D.5a)
2
+1(3_7T Z WVa,ar,azl” {(Ng + )N, + 1N Ng, = NgNgy N, +1)(Ng, + 1)} x "
h a,92,93E€ R X0(wq + Wq, — Was — Was)0as.qtqi—a
qi1€R2
(D.5b)
2
16_7T Z |Vq,q1,qz| {(Nq+1)(Nq1 +1)Nq2ng _Nqu1(qu+1)(Nq3+1)}X +
? q,9q1,93€ R X0(wq +wWq, — Wa — Was)0qs.atai—a
A2E€ER>
(D.5¢)

16_71- Z |Vq,CI1,Cl2|2 {(Nq+1)(NQ1 +1)quNqa7NQNQ1(NQQ+1)(NQ3+1)}X

x6(wg + Wq, — Was — Was)0qs,q+ar—azt

Q,91,92€ R
qs€R2
(D.5d)
+16_7T Z ‘Vq,CIhCl2|2{(Nq+1)(NCI1+1)NQ2NC[3_Nqul(Nq2+ ) Nq3+ )}X
n Q.q1€R X0(wq + Wq, = Waz — Was)0qs,q+a1—q
q2,q3€R2
(D.5e)
167 Z ‘Vq7q1,qz|2 {(Ng + 1) (Ng, + 1Ng,Ngy — NgNg, (Ng, + 1) (Ngs + 1)} % i
n q,a2€R; X6(wg + Wg, — Was — Was )0qs.q-+a1—a
q1,93€R2
(D.5f)
16_7r Z ‘Vq’q1,qz|2 {(Nq + 1)(Nq1 + 1)quNq3 _Nqu1 (qu + 1)(/\[% + 1)} x +
h q,93€ R, Xé(wq TWq —Wqy — WQB)5QS,q+q1*qz
q1,92€ R
(D.5g)
16_7T Z |Vq’q1,qz|2{(Nq+1)(Nq1 +1)Nq2Nqa _Nqu(qu +1)(Nq3 +1)}X
h qER; X6(wg + wg, — Was — Was )dqs,q-+a1—as
q1,92,93€ R
(D.5h)

vemos que os termos D.5a, D.5f e D.5g sdo nulos pois os indices das somas que pertencem as
mesmas regides sao intercambidveis e, pelo mesmo motivo, os termos D.5b e D.5c se anulam
mutuamente. Temos, finalmente, que a delta de conservagao de energia nao é satisfeita no
termo D.5e (pois wq + wq, < 2E e wq, + wq, > 2E). Desta maneira a equagao de evolugao
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para N (t) fica

2
{(1 +Nq +Nq’)f$+q _Nq’/\/q} d(wq +wg' — (qta’)—

d 8 llo
1 %Nl(t) 2 Z ‘Sq,quq’

q,9'€ Ry
1
-2 = {Nq_Nch)} +
Tq
qER:
2w 2
+ 2 Z |Faa—a’|” NaNg {6(wq —wq — Qg—q) — 6(wq' — wq + Qgq—q/) }+
qER,
q'€R;
2m
* h2 Z |]:q,q—q’|2Nq’ {(va—a + 1é(wy —wq = Qg—q) + Vo —ad(wa — wq + Qq-—q')}—
qER;
q'€Rs
2 2
T2 Z \Faa-al Na{vg-qd(we —wq = Qq—q) + (Vag'—q + 1)0(wq —wq + Qq-q')}+
qER;
q'€Rs
16_71- Z |Vq,q1,q2|2 {(Nq+1)(qu +1)NQ2N013_NQNQ1(NQ2+1)(NQS+1)}X +
h? a,q1,a2€ R, x0(wq + wq, — Wa, — Was)0qs,q+ai—az T
qQz€R2
16_71- Z ‘VQeQL;CH'Q{(Nq—’_l)(NCh +1)NQ2NQ3_NQNQ1(NQ2+1)(NQ3+1)}X
h? q€R: x6(wq + Wq; — Wa, — Was)dqs,q+ar—as
q1,92,93€ R

(D.6)

D.2 Teorema do valor médio e vinculos de equilibrio

Relacionamos agora as somatorias multiplas com os valores médios N7 e Ny através do
teorema do valor médio. Exemplificando o método com parte do termo de Frohlich, pode-se

afirmar que existe um q € R; tal que

2
Nq(t) {vq-qd0(wg — wq — Qq/—q) + Vg —qd(Wq — wq + Qq-q)} =

Z ‘]:q,qfq’

q,9'€R

2
= _/\/’E1 Z ’-Fq,q—q’} {I/q_q/(;(wq/ — Wq — Qq’—q) + l/ql_q(S(UJq/ — Wq + Qq—q’)}'
a,q'€Ry

Podemos ainda definir um Al de modo que Ng = MjAY e entdo eliminar a dependéncia nos
q e q'. Cumpre enfatizar que, dado a dependéncia das populagoes de magnons com o tempo,
o vetor de onda q que assegura a igualdade descrita anteriormente é distinto a cada instante
e, assim, )xlf = )\f(t). Mas consideraremos, dentro das regides em questao, que as populacoes
de méagnons tém a mesma dependéncia temporal e sdao, portanto, proporcionais a populagao

representativa associada. Esta consideracao implica que )\lf (e os parametros Aj 2 analogos)
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é uma constante no tempo. Utilizando tal procedimento para todos os termos da Eq. D.6

chega-se a

d
NG (E) = (14200 ATST, — (V)2 XSAS S -

dt
— % [N1 —Nl(o)} +
+ MN; )‘11:(112)‘5%21??2 + N2 )‘gl{Qng - M (/\11:?2]??2 - AfTQF(fzﬂ‘
4 LA A 1)} (VA - A+
+ { VAR (AN 1)} (VAR — AGAYE )M,

sendo o tempo de relaxacao linear para a rede considerado como independente de q, 7q = T,

as populagoes representativas de equilibrio sao dadas por

(0)
0) _ ZQGRLQ Nq
' ZQGRLQ 1

2
r 8w Z b T
Sij = 2 ‘Sq,quq’ farqd(wa +wq = Catar);
q€eR;
qd'ER;

8 Z b 2
Sij = n2 ‘Sq,quqf‘ 5(Wq twg — Cq+q')’
qEeR;
qd'ER;

2 2
Fij = ﬁ Z ’]:q,q—q’} {(5(0.)(1/ —Wq — Qq’—q) — 5(wa —Wwq + Qq—q’)}a
qeR;
CIIGR]‘

2
{(vgeq + D)o(wgy —wq — Qg'—q) + Vqr—qd Wy — wq + Qq—q) }

2
F?j = h_;r Z ’]:q,qfq’

qeR;
q’GRj

167T 2
Mijm = 72 § : Va,ar.qel” 0(wq + wq, — Way — Was)dqs,.qtai—as»
qeR;
QIERj
qQERy
qseR;

e as constantes )\lX estao associadas as somatoérias X e populagbes oriundas das regioes R;.
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D.2. TEOREMA DO VALOR MEDIO E VINCULOS DE EQUILIBRIO
Para Na(t) temos, de forma anéloga,

d ng S
n2%/\f2(t) = (1+2N2 A,%) S5+
T
+ (1 + 2N >\§22)S§2 — (N2)2 )\522)\322822—
- 22 e = NG +
-
a a b b a
+ NN ATGHRS, + N RS) — N (5 B, — A BFS )+
+ {N2)\12\/I2221 (_/\/’2)\12\/12221 + 1)} (_N‘l)\ll\/bml _ N2A12\/12221 )M2221+

VAT VY 1) VAN ARAYE )M,

sendo que neste caso o termo da fonte, Z Gq(t) nao se anula e
qER2

s b [Pys
S22 = h2 Z ‘Stlrll,quq/‘ farad(wa + wa' = Catar)-

Temos entao um sistema de duas equacoes diferenciais em N7 e N5 com o tempo repre-
sentando a variavel independente. Analisando os coeficientes indicados podemos estabelecer

as seguintes relacoes:

Mi222 = Maoo1, Mi112 = Ma111,

Fio = —Fou, FY) — Fip = FY,

M M M M
)‘i 1112 )\i 1222 )‘i 2111 )‘i 2221 — )\%\/I’

-
e, multiplicando ambos lados por —, com n = Z 1 representando o ntimero total de modos,
n
q
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o sistema pode ser reescrito da seguinte forma

)\Fgl 1
{N1N2+< o I >N2—VN1}
\ 21 )\ 12

1

+ {MlNl (Nl + )\LM> + MoANs <N2 + /\LM> } (NQ)\%A —Nl)\ll\/[), (D.7)
1 2

e
d s
f2$_N2 E)—I 14+ 2N5 A\ 22)
JrD/2 (2)\S2T2 +N2> — DQ(N2)2*
2
— o [No - NS -
A3 1
~F NNy + | 2+ i | No = PN —
A Al
1 1
— {Mlj\/'l <N1 + W) + Mo <N2 + W) } (N2 — A, (D.8)
1 2
2
em que fLQ = %, Dll = —2)\111811, % ()\SH> SH, D/2 2)\222822, % ()\32) 822,
F=_)\"epfep, 5- LF% = —()\M)QM e My = —()\M)zM A constante
=M AT V= A§1ZA512F127 1=\ 1112 2= (A 2221 -

T S5 . . . .
I = —)\,2S5, esta relacionada com a intensidade da fonte externa.
n

E possivel ainda encontrar alguns vinculos entre os coeficientes se levarmos em conta
que, quando em equilibrio, o sistema nao evolui no tempo. Se atentarmos a equagdo 2.28,
percebemos (como indicado no capitulo 2) que os termos provenientes da intera¢do com a
radiagdo térmica, termo de Frohlich e magnon-mégnon sio identicamente nulos ao substituir-
se Ng(t) — ./\/'c(lo). Ora, ao substituirmos Nq(t) — ./\/1(0) e Na(t) — ./\/'2(0) nas equagoes 4.4c e

4.5d, estes termos devem se anular:

1
D ( +N1(0)> -DiM") =0,
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1
: <2AS§2 +N2(O)> - D2(N")” =0,
2

YT
F {NfO)NQ(O) - ( 25+ ) N — wvfm} =0

Fb Fio
A Ay

1

g (3
{onad? (4 55 oy

que nos levam a

~ DlNl(O),

Admitindo finalmente AM ~ A) ~ AF12 o \522
d
figgMi(t) = = D1 MM - M9)-
- f [./\/’1 —Nl(o)] +
+F{NNa+ (7 + 1) No — DN} +

+ {M1N1 (./\/1 +1)+ Mo, (Nz +1)} (./\fg - M
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i) + Mo <N2<0> + —) } NS = MO =0,

S5 F§ F
~ A2~ 1 e AP ~ Ay % obtemos

N3 )
N

(D.9)
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Fo b N(B) =1(1 + 20+
— Dy Na(Nz — N3 —
— [/\/’2 —/\/2(0)} _
— F{NlNz + (17 + 1)N2 — 9/\/1} —
ANO
—{MyN7 (N1 + 1) + MaoNs (N + 1)} (NQ—NlA%). (D.10)

1
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