




iii



iv



Para Ana, Isa e Rosav



vi



Agrade
imentos
Agradeço aos meus orientadores Roberto Luzzi e Áurea R. Vas
on
ellos pela pa-
iente e dedi
ada orientação. Agradeço também pelas prazerosas reuniões, verdadeirasaulas de físi
a.À Professora Vera B. Henriques, pelos frutíferos 
onselhos.Ao professor Sergio M. Rezende, pelas diversas 
ontribuições ao longo deste tra-balho.Aos 
olegas de pós-graduação, pelas alegrias e angústias 
ompartilhadas.Agradeço ainda à Isa, 
omo não-espe
ialista interessada, pelas pre
iosas opiniões eidéias. E, 
omo 
ompanheira, por todo o apoio dedi
ado.

O presente trabalho foi realizado 
om apoio institu
ional da Universidade Estadualde Campinas (UNICAMP), do Instituto de Físi
a �Gleb Wataghin� (IFGW) e do De-partamento de Físi
a da Matéria Condensada (DFMC), e foi �nan
iado pelo ConselhoNa
ional de Desenvolvimento Cientí�
o e Te
nológi
o (CNPq).vii



viii



C. PORTINARI, D. Quixote de 
ó
oras 
om idéias delirantes, 1956.ix



x



Resumo
Este trabalho tem por objetivo desenvolver uma teoria sobre a termodinâmi
a denão-equilíbrio de mágnons ex
itados por fonte externa e em 
ontato 
om um banhotérmi
o. A teoria é apli
ada ao re
ém observado a
úmulo de mágnons nos estadosde mínima freqüên
ia em experimentos 
om �lmes �nos magnetizados de granada deferro-ítrio afastados do equilíbrio via fonte de radiação de mi
roondas. Seguindo umformalismo de ensembles estatísti
os de não-equilíbrio, a partir do hamiltoniano dosistema magnéti
o são obtidas as equações de evolução para as variáveis termodinâ-mi
as. Entre estas equações, as que des
revem a evolução das populações médias demágnons são estudadas em detalhe e atenção espe
ial é dada às 
ontribuições não-lineares. Mostra-se que, por um lado, o termo não-linear proveniente da interação dosistema magnéti
o 
om a rede 
ristalina transfere energia das populações dos modosde alta freqüên
ia para os de baixa, gerando um a
úmulo nos modos de mínima fre-qüên
ia - o Efeito Fröhli
h. Por outro lado, a interação mágnon-mágnon origina uma
ontribuição à evolução das populações que tende a termalizar o sistema em termos deuma temperatura de não-equilíbrio. É ainda utilizada uma �modelagem de dois �ui-dos�, em que as equações 
inéti
as das populações de mágnons asso
iadas a todos osmodos são 
ontraídas em apenas duas, que representam os modos de mínima freqüên
iae aqueles alimentados. Esta modelagem permite estudar quantitativamente a evoluçãotemporal do sistema via integração numéri
a. Constata-se que, para um determinadointervalo de taxas de alimentação, forma-se o 
ondensado devido ao Efeito Fröhli
h.Para valores mais altos da potên
ia da fonte de alimentação, a 
ontribuição devido àinteração entre mágnons torna-se dominante e a formação do 
ondensado é inibida. Por�m, os diversos pro
essos de relaxação do 
ondensado para o equilíbrio são investigadosem função do valor da fonte externa do sistema.Palavras-
have: Termodinâmi
a de não-equilíbrio; Magnetismo; Ondas de spin;Magn�ni
a, Condensação de Fröhli
h-Bose-Einstein.xi
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Abstra
t
The purpose of this work is to develop a nonequilibrium thermodynami
 theory onmagnons ex
ited by an external pumping sour
e embedded in a thermal bath. This the-ory is applied to the re
ently observed experiments with magneti
 thin �lms of yttriumiron garnet driven out of equilibrium through mi
rowave radiation pumping. Resortingto a Non-Equilibrium Statisti
al Ensemble Formalism, the evolution equations for themagnon populations are obtained and studied. The nonlinear 
ontribution arising outof the spin-latti
e intera
tion transfers the energy in ex
ess of equilibrium from thepumped frequen
y modes to the lower frequen
y ones, and, in a 
as
ade down pro
ess,o

urs a large grow in the magnon populations of the lowest in frequen
y modes - aphenomenon we 
all Fröhli
h E�e
t. In opposition to this 
ontribution, there is anotherone, generated by the magnon-magnon intera
tion, that tends to lead the system to astate of internal nonequilibrium thermalization. We introdu
e a modeling 
onsisting ina kind of �two-�uid model�, in whi
h the kineti
 equations for the magnon populationsare 
ontra
ted in only two, representing the modes lowest in frequen
y and the onesthat are pumped by the external sour
e. A quantitative study is performed throughnumeri
al integration of the two related evolution equations. The emergen
e of the
ondensate, due to the Fröhli
h E�e
t, is eviden
ed for a range of sour
e power. Forhigher feeding taxes, the 
ontribution originated by the magnon-magnon intera
tionbe
omes dominant and the emergen
e of the 
ondensate is inhibited. Finally, the sev-eral relaxation pro
esses in the 
ondensate leading to equilibrium are analyzed in termsof the sour
e power.Key words: NonequilibriumThermodynami
s; Magnetism; Spin waves and magnons;Magnoni
s, Fröhli
h-Bose-Einstein Condensate.
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Introdução
O estudo de ex
itações 
oletivas de spin em materiais magneti
amente ordenados(as ondas de spins e suas quasipartí
ulas, os mágnons) tem uma longa história demais de 80 anos [1�4℄. Re
entemente este estudo tem readquirido relevân
ia, em partepor 
onta da observação da assim 
hamada Condensação de Bose-Einstein (BEC) demágnons em �lmes �nos de granada de ferro-ítrio (YIG) afastados do equilíbrio [5�10℄. Este fen�meno fundamenta a 
onstrução de fontes de mi
roondas 
oerentes [11℄ e,desta forma, faz parte da re
ém 
riada Magn�ni
a: dis
iplina - análoga à Eletr�ni
a- asso
iada aos dispositivos fun
ionais 
ontrolados por 
ampos magnéti
os em que osmágnons podem ser empregados 
omo portadores de informação.A dita 
ondensação em 
ondições de não-equilíbrio de mágnons foi primeiramenteobservada por Sergei O. Demokritov et al. em 2006 (Ref. 5), ao ex
itarem um �lme�no de YIG, na presença de um 
ampo magnéti
o estáti
o, 
om uma fonte de radiaçãode mi
roondas. Utilizando té
ni
as de espe
tros
opia Brillouin, eviden
iou-se a o
or-rên
ia de um surpreendente aumento da população de mágnons nos modos de mínimafreqüên
ia. Os experimentos detalham 
omo os mágnons 
riados por 
onta da fonteexterna em modos determinados pela freqüên
ia da radiação bombeada se redistribuempelo seu espe
tro de freqüên
ias e a
abam então por a
umular-se em torno dos modosde mínima freqüên
ia. Foram também investigadas a dependên
ia do 
ondensado 
omrelação à potên
ia da fonte externa e a forma 
omo o sistema retorna ao equilíbrio aodesligar-se a fonte.Várias propostas teóri
as anteriores foram formuladas 
om o objetivo de abordaro fen�meno (ver, por exemplo, Refs. 12�14). Dentre elas temos a 
ontribuição de I.S. Tupitsyn et al. [12℄ que, utilizando a teoria de super�uidez de N. N. Bogoliubov,
on
luem que a interação entre mágnons em um �lme �no de YIG magnetizado nadireção do plano deveria se 
ontrapor à formação do 
ondensado. Por outro lado, há1



INTRODUÇ�Oo trabalho de S. M. Rezende [13℄, em que o surgimento do 
ondensado é justi�
adoao se introduzir a ação de um banho térmi
o de �mágnons quentes�, e aparentementeesta introdução mimetiza o efeito físi
o que aqui apare
e 
omo responsável pelo fen�-meno. O trabalho de B. A. Maloumed et al. [14℄ apresenta o 
ondensado em termosde funções de onda de mágnons e, segundo equações fenomenológi
as, obtém padrõesespaço-temporais 
ompatíveis 
om experimentos envolvendo resolução espa
ial [15℄.Neste trabalho é desenvolvida uma des
rição dos pro
essos de não-equilíbrio envolvi-dos no referido fen�meno. Para isso, 
onsideramos os aspe
tos me
âni
os (mi
ros
ópi-
os) do sistema magnéti
o em questão - um 
onjunto de spins lo
alizados, sob 
ampomagnéti
o 
onstante, afastados do equilíbrio pela ação de fonte externa e imersos embanho térmi
o - e utilizamos o formalismo de ensembles estatísti
os de não-equilíbrio(que denominamos NESEF 
omo a
r�nimo da expressão em inglês Non-EquilibriumStatisti
al Ensemble Formalism - ver Refs. 16�21) e sua teoria 
inéti
a asso
iada paraen
ontrarmos a evolução das 
orrespondentes variáveis (ma
ros
ópi
as) que 
ara
teri-zam o espaço de estados termodinâmi
os de não-equilíbrio.São fundamentais para a emergên
ia do 
itado fen�meno as não-linearidades pre-sentes nas equações 
inéti
as obtidas. A interação entre os spins e o banho térmi
o (asvibrações da rede 
ristalina) dá origem a termos de interação mágnon-f�non, que levam auma pe
uliar 
ontribuição para as equações 
inéti
as das populações de mágnons. Esta
ontribuição não-linear promove a transferên
ia de energia, mediada pela rede 
ristalina,dos modos alimentados pela fonte externa para aqueles de freqüên
ias menores e é
hamada de termo de Fröhli
h, por 
onta de um termo análogo presente na pesquisapioneira de Herbert Fröhli
h sobre vibrações polares (f�nons LO) em biopolímeros sobex
itação es
ura (ver Refs. 22�25). As su
essivas transferên
ias para os modos de menorfreqüên
ia fazem 
om que o
orra um a
úmulo nos modos de mínima freqüên
ia, o quepode ser 
hamado de Efeito Fröhli
h, presente em vários sistemas de muitos bósonsimersos em um banho térmi
o e sob ação de fonte externa que os afaste do equilíbrio[26�30℄, e levam à emergên
ia do que 
hamamos de Condensação de Não-Equilíbriode Fröhli
h-Bose-Einstein (NEFBEC, de Non-Equilibrium Fröhli
h-Bose-Einstein Con-densation).Outras 
ontribuições não-lineares são também estudadas, 
omo aquelas provenientesdo de
aimento dos mágnons em fótons e a da interação mágnon-mágnon. O 
omporta-mento das populações de mágnons é fruto do arranjo 
omplexo entre as diversas 
on-2



tribuições. Mostramos aqui que o efeito Fröhli
h é o responsável pela BEC de mágnonsrelatada anteriormente.No primeiro 
apítulo des
revemos, em termos me
âni
os e termodinâmi
os, sistemasmagnéti
os sob a ação de fontes externas e interagindo 
om um banho térmi
o. Resumi-damente, apresentamos o hamiltoniano asso
iado aos subsistemas relevantes (des
riçãome
âni
a) e, para realizar a des
rição termodinâmi
a de não-equilíbrio que permite
ara
terizar o fen�meno, re
orremos ao uso do NESEF, 
uja 
onstrução parti
ularizadaa este 
aso é detalhada.No Capítulo 2, são obtidas as equações 
inéti
as das variáveis termodinâmi
as denão-equilíbrio. Destas equações, analisamos em detalhe as equações de evolução daspopulações de mágnons asso
iadas aos diversos modos, desta
ando o papel desempe-nhado pelas 
ontribuições provenientes do termo de Fröhli
h e da interação mágnon-mágnon, e eviden
iando a origem da NEFBEC.Baseados nos experimentos anteriormente men
ionados, desenvolvemos no Capí-tulo 3 uma 
ontração no sistema de equações diferen
iais asso
iadas às populações demágnons de forma a separar o espaço re
ípro
o em duas regiões, sendo uma asso
iadaaos modos de mais baixa freqüên
ia, onde se dá o fen�meno da 
ondensação, e a outraaos modos alimentados. Obtemos, portanto, um sistema de equações a
opladas paraapenas duas variáveis, as populações representativas do 
ondensado e a alimentada. Éo que 
hamamos de �Modelagem por Dois Fluidos� que, no Capítulo 4 é empregadade forma a possibilitar a 
omparação entre a teoria e os experimentos. Através daintegração numéri
a das equações diferen
iais não-lineares resultantes da modelagemsão estudadas a evolução temporal destas populações relativas (a ex
itação devido àfonte externa e a posterior relaxação para o equilíbrio) e a dependên
ia de seus valoresesta
ionários 
om a intensidade da fonte externa.Finalizando esta Introdução, enfatizamos que neste trabalho foi 
onstruída umatermodinâmi
a estatísti
a de não-equilíbrio de sistemas magnéti
os, utilizada para des-
rever o 
omportamento de mágnons sob ação de fonte externa e em 
ontato 
om umbanho térmi
o, e estudar a formação e desenvolvimento da NEFBEC.
3
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Capítulo 1
Sistemas Magnéti
os e Mágnons

Consideremos uma amostra de material magnéti
o isolante afastado do equilíbriopela ação de uma fonte externa e em 
ontato 
om um reservatório térmi
o a temperatura
T0, des
rito esquemati
amente na Figura 1.1.PSfrag repla
ements Espalhamento BrillouinFonte deMi
roondas Sistema de spins(mágnons)Radiaçãotérmi
a(fótons) Rede
ristalina(f�nons) Reservatóriotérmi
o (T0)Figura 1.1: Diagrama ilustrativo do experimento men
ionado na Introdução (de a
ordo 
omas Refs. 5�10). Os subsistemas da amostra relevantes neste trabalho são o sistemade spins, a rede 
ristalina e a radiação de 
orpo negro, que interagem entre si. Afonte de mi
roondas, externa, introduz energia no sistema de spins. A relaxação dosistema de spins se dá através da interação entre rede 
ristalina e radiação de 
orponegro 
om um reservatório térmi
o a temperatura T0. Medidas experimentais sobreo sistema são feitas via espalhamento de luz tipo Brillouin.Neste 
apítulo des
revemos os aspe
tos me
âni
o (mi
ros
ópi
o) e termodinâmi
o(ma
ros
ópi
o) que 
ompõem a termome
âni
a estatísti
a asso
iada ao sistema mag-5



CAPÍTULO 1. SISTEMAS MAGNÉTICOS E MÁGNONSnéti
o em questão. Assim, na seção 1.1 é introduzido o hamiltoniano do sistema, ena seção 1.2 são apresentadas as variáveis termodinâmi
as relevantes para o estudo dosistema.
1.1 Cara
terização Me
âni
a (mi
ros
ópi
a)A partir da des
rição da amostra e do experimento sobre ela realizado, nos 
on-
entraremos no estudo do 
omportamento do subsistema de spins, que a partir daqui
hamaremos simplesmente de sistema. Para a des
rição me
âni
a deste sistema é fun-damental ter o operador hamiltoniano que, no 
aso de materiais magnéti
os isolantes, éexpresso em termos dos momentos magnéti
os de dipolo asso
iados aos íons magnéti
os
onstituintes µ̂i = µ̂(R̃i), sendo R̃i a posição do i-ésimo íon. Estes operadores estãoasso
iados ao que 
hamaremos de spins at�mi
os, designados pelo operador Ŝi, que in-teragem entre si, 
om o 
ampo eletromagnéti
o apli
ado e 
om um banho térmi
o (veras Refs. 3, 4, 31, 32). A relação entre os operadores at�mi
os de momento magnéti
oe spin é

µ̂i = gµBŜi, (1.1)sendo g o fator giromagnéti
o e µB é o magneton de Bohr.
1.1.1 Hamiltoniano de spinsO hamiltoniano do sistema que estamos 
onsiderando é formado por termos de in-terações entre spins at�mi
os, que envolvem indiretamente a interação 
om as vibraçõesda rede 
ristalina, e por interações entre estes spins 
om outros subsistemas, 
om 
am-pos apli
ados e 
om a radiação de 
orpo negro. O termo do hamiltoniano asso
iado ainteração entre spins, ĤS, é formado por duas 
ontribuições na forma

ĤS = Ĥdip + Ĥtroca (1.2)6



1.1. CARACTERIZAÇ�O MECÂNICA (MICROSCÓPICA)onde a primeira 
ontribuição é o termo de interação entre dipolos magnéti
os
Ĥdip =

1

2

∑

i,j 6=i

[

µ̂i · µ̂j

R̃3
ij

− 3(µ̂i · R̃ij)(µ̂j · R̃ij)

R̃5
ij

]

=
(gµB)

2

2

∑

i,j 6=i

[

Ŝi · Ŝj

R̃3
ij

− 3(Ŝi · R̃ij)(Ŝj · R̃ij)

R̃5
ij

]

,(1.3)em que 
ada momento magnéti
o µ̂i = gµBŜi lo
aliza-se na posição R̃i asso
iada ao
i-ésimo íon magnéti
o (e R̃ij = R̃j−R̃i). Também 
hamado de termo relativísti
o, estetermo refere-se à energia asso
iada ao momento magnéti
o na posição R̃i sob a presençade um 
ampo magnéti
o gerado pelo momento magnéti
o na posição R̃j [3, 4, 31℄.A outra 
ontribuição é o termo de tro
a (ex
hange). Válida para partí
ulas fer-mi�ni
as 
arregadas, a interação de tro
a resulta do efeito 
ombinado entre intera-ção 
oulombiana e anti-simetria da função de onda global das partí
ulas em questão[3, 31, 33℄. Essa 
ontribuição tem a forma

Ĥtroca = −
∑

i,j 6=i

J(R̃ij)Ŝi · Ŝj , (1.4)sendo J(R̃ij) o assim 
hamado parâmetro de tro
a e, novamente, Ŝi o spin at�mi
o naposição R̃i. Este parâmetro de tro
a depende basi
amente da superposição das dife-rentes funções de onda individuais e é, portanto, negligen
iável para pares de partí
ulasdistantes entre si - o que nos leva a a�rmar que a interação de tro
a é de 
urto al
an
e,enquanto a interação de dipolo é de longo al
an
e. O ferromagnetismo e antiferromag-netismo são fases magnéti
as de equilíbrio que têm sua origem em Ĥtroca em que o sinalde J(R̃ij) (também 
onhe
ido por integral de superposição) determina a tendên
ia aoalinhamento paralelo (J(R̃ij) > 0) ou antiparalelo (J(R̃ij) < 0) entre os momentosmagnéti
os µ̂i e µ̂j [31�33℄.Das expressões (1.3) e (1.4) 
onstata-se que o termo do hamiltoniano referente ainterações entre spins depende da posição relativa R̃ij entre os momentos magnéti
osda rede 
ristalina, ĤS = ĤS(R̃ij). Mas as vibrações da rede 
ristalina levam a umavariação em ĤS(R̃ij) e este efeito pode ser tratado rees
revendo a posição de um spinat�mi
o 
omo
R̃i(t) = r̃i + ũi(t), (1.5)sendo r̃i as posições de equilíbrio me
âni
o dos íons magnéti
os e ũi os deslo
amentos
om relação a estas. O termo de interação entre spins é então separado em duas7



CAPÍTULO 1. SISTEMAS MAGNÉTICOS E MÁGNONS
ontribuições,
ĤS(r̃ij), (1.6)que será aqui simplesmente tratado 
omo ĤS e é a interação entre os spins nas posiçõesde equilíbrio me
âni
o dos íons magnéti
os, e o termo de a
oplamento spin-rede ĤSLque, para pequenos deslo
amentos ũij , tem a seguinte forma [4℄

ĤSL =
∑

i,j 6=i







[

ũij ·
∂

∂R̃ij

]

ĤS(R̃ij) +
1

2

[

ũij ·
∂

∂R̃ij

]2

ĤS(R̃ij)







, (1.7)sendo as funções ∂R̃ij
ĤS(R̃ij) 
al
uladas em r̃ij , e onde ũij = ũj − ũi.Finalmente, apresentamos o a
oplamento dos momentos magnéti
os 
om a radiaçãopresente no material. A 
ontribuição para o hamiltoniano asso
iada a um momentomagnéti
o µ̂i = µ̂(R̃i) sob ação de um 
ampo magnéti
o H(r) é

−
∫

d3r µ̂(R̃i) ·H(r) δ(r− R̃i), (1.8)indi
ando a tendên
ia de alinhamento do momento ao 
ampo. As partes de H(r)variáveis no tempo são separadas daquelas 
onstantes no tempo, H(r) = HR(r)+H0(r)respe
tivamente, o que dá origem a dois termos distintos,
ĤZ = −gµB

∫

d3r
∑

i

Ŝi ·H0(r) δ(r− R̃i), (1.9)
onhe
ido 
omo o termo de Zeeman, e
ĤSR = −gµB

∫

d3r
∑

i

Ŝi ·HR(r) δ(r− R̃i), (1.10)que a
opla os spins lo
alizados nas posições R̃i à radiação presente no material, prove-niente da fonte externa e da radiação de 
orpo negro (dita radiação térmi
a).Considerando ainda ĤL e ĤR as energias asso
iadas às vibrações da rede 
ristalinae à radiação de 
orpo negro respe
tivamente, podemos então expressar o operadorhamiltoniano de uma amostra de material magnéti
o - omitindo graus de liberdade nãodes
ritos - por
Ĥ = ĤS + ĤZ + ĤSR + ĤR + ĤSL + ĤL, (1.11)8



1.1. CARACTERIZAÇ�O MECÂNICA (MICROSCÓPICA)sendo, lembremos, ĤS a interação entre os spins nas posições de equilíbrio me
âni
o, ĤZe ĤSR representando respe
tivamente a interação dos spins 
om um 
ampo magnéti
oestáti
o e 
om a radiação eletromagnéti
a presente (externa e de 
orpo negro) e ĤSL ainteração entre os spins e as vibrações da rede 
ristalina.1.1.2 Segunda quantizaçãoPara o tratamento da dinâmi
a dos spins (assim 
omo no 
aso de qualquer sistemaquânti
o de muitos 
orpos) torna-se 
onveniente a utilização do formalismo da segundaquantização. Desta forma, apresentamos nesta seção a des
rição do sistema de interesseem termos deste formalismo.1.1.2.1 MágnonsA des
rição de um sistema de spins através do formalismo de segunda quantizaçãose dá em termos de ex
itações elementares a partir de um estado fundamental asso
i-ado a ĤS. As ex
itações destes sistemas são formadas por 
ombinações de pequenosdesvios lo
ais 
om relação ao estado fundamental. Blo
h [1℄ representa estas ex
itaçõesem termos de ondas de spin, e, 
onsiderando apenas a interação de tro
a, obtém o
omportamento da magnetização em ferromagnetos a baixas temperaturas - a relaçãode T
3
2 de Blo
h. Posteriormente, Holstein e Primako� propõem uma teoria de ondasde spin que in
orpora a interação dipolar e forma uma base para boa parte da pesquisaem ex
itações magnéti
as.Ini
ialmente, são introduzidos os operadores de desvio de spin lo
al,

n̂j = S − Ŝz
j , (1.12)sendo que 
onsideramos o estado fundamental ferrimagnéti
o, em que 
ada spin seguea direção do eixo z (i.e. o autovalor de Ŝz

j é S para todas as partí
ulas). Claramente, oautovalor de n̂j indi
a o número de desvios 
om relação a S, em unidades de ~, asso
iadoao spin at�mi
o na posição R̃j. Os operadores
Ŝ±
j = Ŝx

j ± iŜy
j (1.13)9



CAPÍTULO 1. SISTEMAS MAGNÉTICOS E MÁGNONS
riam (Ŝ+
j ) e aniquilam (Ŝ−

j ) �desvios de spin�. Então, são introduzidos operadores de
riação e aniquilação â†j e âj tais que
Ŝ−
j =

√
2Sâ†j

(

1− â†j âj

2S

)1/2

, Ŝ+
j =

√
2S

(

1− â†j âj

2S

)1/2

âj, Ŝz
j = S − n̂j = S − â†j âj.(1.14)Levando em 
onta ainda as relações de 
omutação entre as 
omponentes do spin pode-se mostrar que representam quasipartí
ulas bos�ni
as, pois obede
em as relações de
omutação

[

âj , â
†
m

]

= δl,m; [âj, âm] = 0;
[

â†j , â
†
m

]

= 0. (1.15)Esta expressão de 
omponentes de spin em termos dos operadores â†j e âj, 
onhe
ida
omo transformação de Holstein-Primako� (Ref. 2, referida 
omo THP), é dada por
Ŝx
j =

√
2S

2





(

1− â†j âj

2S

)1/2

âj + â†j

(

1− â†j âj

2S

)1/2


 ,

Ŝy
j =

√
2S

2i





(

1− â†j âj

2S

)1/2

âj − â†j

(

1− â†j âj

2S

)1/2


 ,

Ŝz
j = S − â†j âj. (1.16)É importante men
ionar aqui que os novos operadores â†j e âj atuam em um espaçodistinto do asso
iado aos operadores de spin. Ao apli
ar su
essivas vezes o operador

Ŝ−
j sobre o estado fundamental diminui-se a 
omponente z até o valor −S. Posterioresapli
ações de Ŝ−

j extinguiriam o referido autoestado, o que mostra que temos no má-ximo 2S �desvios de spin� para 
ada momento magnéti
o na posição R̃i. Se por umlado o número de desvios de spin em uma dada posição é limitado, por outro lado, aprin
ípio in�nitas quasipartí
ulas bos�ni
as podem o
upar um mesmo estado. Assim,a transformação de HP é efetivamente válida nos 
asos em que o autovalor de â†j âj nãoultrapassa 2S.Expandimos então o termo da raiz quadrada em potên
ias de S−1/2 e rees
revemos
ĤS utilizando a Eq. 1.16 para obtermos 10
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Ĥtroca =−

∑

i,j 6=i

J(r̃ij)(Ŝ
x
i Ŝ

x
j + Ŝy

i Ŝ
y
j + Ŝz

i Ŝ
z
j ) =

=− S2
∑

i,j 6=i

J(r̃ij) + 2S
∑

i

â†i âi
∑

j

J(r̃ij)− 2S
∑

i 6=j

J(r̃ij)â
†
i âj+

+
∑

i,j 6=i

J(r̃ij)[â
†
i âiâ

†
jâj +

1

2
(âiâ

†
j â

†
j âj + â†i â

†
j âj âj)] + S2O

[

(S−1/2)6
]

; (1.17)
Ĥdip =

(gµB)
2

2

∑

i,j 6=i

[

Ŝx
i Ŝ

x
j + Ŝy

i Ŝ
y
j + Ŝz

i Ŝ
z
j

r̃3ij
− 3(Ŝx

i r̃
x
ij + Ŝy

i r̃
y
ij + Ŝz

i r̃
z
ij)(Ŝ

x
j r̃

x
ij + Ŝy

j r̃
y
ij + Ŝz

j r̃
z
ij)

r̃5ij

]

=
(gµBS)

2

2

∑

i,j 6=i

1

r̃3ij

(

1− 3(r̃zij)
2

r̃2ij

)

−

−3(gµB)
2(2S3)1/2

4

∑

i,j 6=i

r̃zij
r̃5ij

[

r̃−ij(âi + âj) + r̃+ij(â
†
i + â†j)

]

−

−(gµB)
2S

2

∑

i,j 6=i

1

r̃3ij

{

(

2− 6(r̃zij)
2

r̃2ij

)

â†i âi −
(

2− 3(r̃+ij r̃
−
ij)

r̃2ij

)

â†i âj +
3

2r̃2ij
[(r̃+ij)

2â†i â
†
j + (r̃−ij)

2âiâj ]

}

+

+
3(gµB)

2(2S)1/2

2

∑

i,j 6=i

(r̃zij)
2

r̃5ij

{

2r̃+ij â
†
i âiâ

†
j + 2r̃−ij â

†
i âiâj +

1

2
[r̃+ij â

†
i âiâ

†
i + r̃−ij â

†
i âiâi]

}

+
(gµB)

2

2

∑

i,j 6=i

1

r̃3ij

{(

1− 3(r̃zij)
2

r̃2ij

)

â†i âiâ
†
j âj −

(

1

2
− 3(r̃+ij r̃

−
ij)

4r2ij

)

(âiâ
†
j â

†
j âj + â†i â

†
j âj âj)+

+
3

8r2ij
(r̃+ij â

†
i â

†
j â

†
j âj + r̃−ij âiâ

†
j âjâj)

}

+ S2O
[

(S−1/2)5
]

, (1.18)
omO
[

(S−1/2)n
] representando termos 
om n ou mais operadores de 
riação ou aniquilaçãoe r̃±ij = r̃xij ± ir̃yij . Ou seja, expressamos ĤS em termos de potên
ias de â†j e âj . Clara-mente, as par
elas 
onstantes se referem ao estado fundamental de ĤS e, 
omo nosinteressaremos pela dinâmi
a do sistema, não nos deteremos sobre estes termos. Ostermos lineares, presentes em Ĥdip, indi
am que a es
olha do estado fundamental estáin
orreta, o que pode ser 
orrigido através de uma rotação apropriada, que geralmenteleva a 
orreções de energia negligen
iáveis (
omo des
rito na página 189 da Ref. 31).Considerando os termos quadráti
os das Eqs. 1.17 e 1.18 e ainda aqueles prove-11



CAPÍTULO 1. SISTEMAS MAGNÉTICOS E MÁGNONSnientes do termo de Zeeman (
om 
ampo externo homogêneo na direção z),
ĤZ = −gµBH0 ·

∑

i

Ŝi = −gµBH0NS + gµBH0

∑

i

â†i âi, (1.19)em que N é o número de íons magnéti
os no material, podemos es
revê-los da forma
Ĥ

(2)
S =

∑

i,j 6=i

{

A1(r̃ij)â
†
i âj +A2(r̃ij)â

†
i âi +

B∗(r̃ij)

2
â†i â

†
j +

B(r̃ij)

2
âiâj

}

, (1.20)
om
A1(r̃ij) = −2SJ(r̃ij)−

(gµB)
2S

2r̃5ij
[2r̃2ij − 3(r̃zij)

2], (1.21a)
A2(r̃ij) = 2SJ(r̃ij) +

gµBH0

N
− (gµB)

2S

r̃5ij
[r̃2ij − 3(r̃zij)

2], (1.21b)
B(r̃ij) = −3(gµB)

2S

2

(r̃−ij)
2

r̃5ij
. (1.21
)Seguindo a proposta de quantizar as ondas de spin, devemos des
rever as ex
itaçõesem termos 
oletivos. Para tal �m, primeiro 
onsideraremos a situação em que o materialé um 
ristal 
om mais de um íon magnéti
o por 
élula unitária, sendo então 
onvenienteespe
i�
ar a posição do íon magnéti
o r̃i 
omo 
omposto pela posição do 
entro de massados íons magnéti
os da 
élula unitária rn e a sua posição relativa dµ, isto é,

r̃i = rn + dµ, (1.22)em que o índi
e i estaria in
orporando os índi
es n e µ, que determinam respe
tivamentea 
élula unitária e o íon interno (
om µ = 1, 2, . . . até o número de íons magnéti
ospresentes na 
élula).Em 
ontinuação, reformulamos a des
rição passando para o espaço re
ípro
o atravésda expansão de Fourier
âj =

∑

q,µ

ei(q·r̃j)√
Nc

âq,µ, (1.23)sendo q um vetor de onda de�nido na primeira zona de Brillouin e Nc o número de
élulas unitárias no material. Substituindo a Eq. 1.23 na Eq. 1.20 e lembrando ainda12



1.1. CARACTERIZAÇ�O MECÂNICA (MICROSCÓPICA)que, sendo o material 
ristalino,
∑

j

ei(q·r̃j) =∑
n

ei(q·rn)∑
µ

ei(q·dµ) = N δq,0, (1.24)obtém-se
Ĥ

(2)
S =

∑

q,µ,µ′

{

A′
µµ′(q) â†q,µâq,µ′ +

B′∗
µµ′(q)

2
â†q,µâ

†
−q,µ′ +

B′
µµ′(q)

2
âq,µâ−q,µ′

}

, (1.25)e os 
oe�
ientes são
A′

µµ′(q) =
∑

n,n′

[

A1(rnn′ + dµµ′)ei[q·(rnn′+dµµ′ )] + A2(rnn′ + dµµ′)
]

, (1.26a)
B′

µµ′(q) =
∑

n,n′

B(rnn′ + dµµ′)ei[q·(rnn′+dµµ′ )], (1.26b)sendo rnn′ = rn′ − rn, e 
om a restrição de que (n, µ) 6= (n′, µ′).Finalmente, pro
ura-se a diagonalização do hamiltoniano Ĥ
(2)
S da Eq. 1.25, o queé realizado pela introdução de uma nova representação em termos de operadores de
riação e aniquilação, ĉ†q,γ e ĉq,γ, 
omo 
ombinações lineares dos â†q,µ e âq,µ de modoque

Ĥ
(2)
S =

∑

q,γ

~ωq,γ ĉ
†
q,γ ĉq,γ. (1.27)Obtemos desta forma o análogo para ondas de spin ao que se tem para ondaseletromagnéti
as 
ujo movimento é analisado em termos dos quanta distribuídos sobreos vários modos, 
om 
ada quantum re
ebendo o nome de fóton, e também no 
aso deondas vibra
ionais, 
ujo movimento é analisado em termos de f�nons. Aqui, os quantasão denominados mágnons, 
om energia ~ωq,γ e velo
idade de grupo ∇qωq,γ. Alémdisso, a diagonalização da Eq. 1.25 origina diversos ramos asso
iados a estes mágnons,indi
ados pelo índi
e γ, 
aso a 
élula unitária tenha mais de um íon magnéti
o, sendoestes ramos iguais em número aos íons magnéti
os presentes (ver, para o 
aso da granadade ferro-ítrio - YIG, as Refs. 34, 35).Neste trabalho nos 
on
entramos em experimentos em �lmes �nos de YIG queex
itam apenas mágnons de baixas freqüên
ias (. 10GHz), asso
iados ao ramo de maisbaixa energia, o 
hamado modo a
ústi
o. Consideraremos então apenas os mágnons13



CAPÍTULO 1. SISTEMAS MAGNÉTICOS E MÁGNONSa
ústi
os: para readequarmos as expressões anteriores, deve-se 
onsiderar apenas umspin efetivo por sítio da rede 
ristalina, e o parâmetro de tro
a também é substituídopor um parâmetro de tro
a efetivo. Os índi
es µ e γ são omitidos e os operadores de
riação e aniquilação de mágnons serão designados por ĉ†q e ĉq. Então temos
Ĥ (2)

S =
∑

q

~ωqĉ
†
qĉq. (1.28)Apesar destas 
onsiderações, pode-se per
eber que a Eq. 1.25, reinterpretada emtermos dos mágnons a
ústi
os, ainda não se diagonaliza, isto é, ainda não se expressa
omo a Eq. 1.28. A interação entre dipolos magnéti
os leva a um a
oplamento entreos modos q e −q, através dos termos â†qâ

†
−q e âqâ−q da Eq. 1.25. Para desa
oplarestes modos, transformamos as variáveis â†q e âq nas variáveis ĉ†q e ĉq pela seguintetransformação, usualmente 
onhe
ida 
omo transformação de Bogoliubov [3, 4℄,

aq = uqcq + v∗qc
†
−q,

a†−q = u∗
−qc

†
−q + v−qcq, (1.29)sendo uq e vq funções de q. A 
onservação das regras de 
omutação da Eq. 1.15 impõeque |uq|2 − |vq|2 = 1 e, ajustando uq e vq de forma a anular os termos não diagonaisobtém-se

uq =

√

A′(q) + ~ωq

2~ωq

, vq =
B′(q)

|B′(q)|

√

A′(q)− ~ωq

2~ωq

, (1.30)e
~ωq =

√

[A′(q)]2 − |B′(q)|2, (1.31)onde fatores de fases arbitrárias foram 
onsiderados iguais a um. É importante men-
ionar que esta transformação tem relevân
ia apenas na presença da interação dipolar,
aso 
ontrário B′(q) = 0 e a Eq. 1.29 é uma identidade.Assim 
omo foi feito para Ĥ
(2)
S , apli
amos as transformações de HP e Bogoliubova todos os termos de Ĥ passando de uma des
rição de spins para uma des
rição demágnons. Parti
ularmente o hamiltoniano de interação entre spins torna-se
ĤS = Ĥ

(2)
S + ĤMM, (1.32)14
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om Ĥ
(2)
S expresso pela Eq. 1.28 e ĤMM 
ontendo os termos expressos nas Eqs. 1.17 e1.18 de ordem superior à quadráti
a, rees
ritos em termos de mágnons, que representamas interações entre estas quasipartí
ulas. De todas estas 
ontribuições às interaçõesentre mágnons, nós reteremos apenas os termos de quarta ordem,

ĤMM =
∑

q,q1,q2

Vq,q1,q2 ĉ
†
qĉ

†
q1
ĉq2 ĉq+q1−q2,des
revendo o espalhamento de mágnons (ver Ref. 3, seção 68).Relação de dispersão para mágnonsA relação de dispersão, expressa pela Eq. 1.31, é obtida expli
itamente ao se efetuaras somas em rij des
ritas nas Eqs. 1.26a e 1.26b. Nos 
asos em que a interação dipolarpode ser negligen
iada, a relação de dispersão é dada por

~ωq = gµBH0 +
∑

n,n′ 6=n

2SJ(rnn′)
[

1− ei(q·rnn′ )
]

. (1.33)Considerando ainda que se trata de um 
ristal 
úbi
o 
om parâmetro de rede a e queo parâmetro de tro
a tem relevân
ia apenas entre os primeiros vizinhos, J(rnn′) =

J δrnn′ ,a, obtemos
~ωq = gµBH0 + 6SJ − 2SJ [cos(aqx) + cos(aqy) + cos(aqz)] , (1.34)expressão esta que, para mágnons 
om 
omprimentos de onda tais que a |q| ≪ 1, dáorigem à 
onhe
ida relação de dispersão quadráti
a,

~ωq = gµBH0 + 2SJa2q2. (1.35)A in
lusão das interações dipolares introduz 
onsideráveis di�
uldades para obtençãoda relação de dispersão, devido às somas presentes nos termos 1.26a e 1.26b. Usual-mente 
onsidera-se uma esfera no espaço de�nido por rnn′ que englobe muitas 
élulasunitárias mas tenha um volume bem menor que o da amostra. As somas indi
adas sãoentão separadas em duas regiões: interna e externa à esfera. A primeira está asso
iadaaos altos valores de q = |q| e é fortemente dependente da estrutura 
ristalina; as somas15



CAPÍTULO 1. SISTEMAS MAGNÉTICOS E MÁGNONSexternas à esfera são transformadas em integrais, dependem das 
ondições de 
ontornoda amostra e dão origem aos modos magnetostáti
os (
f. Ref. 3, 4, 31).Por �m, 
abe ainda 
omentar a relação de dispersão de mágnons em �lmes �nos.Neste 
aso, não podemos supor invariân
ia transla
ional dis
reta na direção asso
iadaà espessura �na - perpendi
ular ao �lme -, impossibilitando uma expansão de Fourier
omo a 1.23. Assume-se então que os mágnons se propagam paralelamente ao �lme
om vetor de onda q‖, e as N⊥ 
élulas unitárias na direção perpendi
ular levam àformação de modos transversais designados por n. Portanto, um mágnon de vetor deonda q‖ tem N⊥ distintos valores de energia ~ωn,q‖
, 
om n = 0, . . . , N⊥ − 1. Diversospro
edimentos são utilizados para o estudo do 
omportamento da relação de dispersão

ωn,q‖
, que basi
amente se resumem a resoluções numéri
as ou aproximações analíti
aspara o modo transversal mais baixo, ω0,q‖

.Re
entemente, Rezende [13℄ e Kreisel et al. [36℄ 
ompararam expressões analíti
aspara ω0,q‖

om resoluções numéri
as através de distintas abordagens. A expressãoanalíti
a analisada da relação de dispersão para o modo fundamental, 
onsiderando o
ampo magnéti
o 
onstante apli
ado paralelamente ao �lme, é dada por

ω0,q‖
= γ

√

[

H0 +D
∣

∣q‖

∣

∣

2
+ 4πM0(1− fq‖

)senθq‖

] [

H0 +D
∣

∣q‖

∣

∣

2
+ 4πM0 fq‖

]

, (1.36)sendo γ = gµB/~ a razão giromagnéti
a, D = 2JSa2/gµB a 
onstante de rigidez (sti�-ness 
onstant), M0 a magnetização de saturação do material e θq‖
o ângulo entre q‖ e

H0. fq‖
é o assim 
hamado fator de forma, que depende da espessura do �lme �no d . Aexpressão espe
í�
a deste fator de forma depende do tipo de aproximação empregada,mas pode ser aproximada por

fq‖
= 1− c

∣

∣q‖

∣

∣ d, (1.37)onde c é uma 
onstante 
om valores c = 1/2 no 
aso da aproximação 
onsiderando ummodo uniforme [13, 36℄ e c = 4/π para a aproximação de mais baixo autoestado [36℄.Observando a Figura 1.2 eviden
ia-se a dependên
ia da relação de dispersão 
omo ângulo de propagação 
om relação a H0, sendo que as mais baixas energias estãoasso
iadas aos mágnons que se propagam paralelamente ao 
ampo magnéti
o estáti
oapli
ado, θq‖
= 0◦.Além disso, de a
ordo 
om as referên
ias 13 e 36, deve-se notar que a expressão 1.3616
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4πM0 = 1, 75 kG e d = 0, 5µm. O fator de forma usado foi fq‖
= 1−

∣

∣q‖

∣

∣ d/2(aproximação de modo uniforme). a) Freqüên
ia angular ω em função de ∣∣q‖

∣

∣,
onsiderando distintos ângulos de propagação 
om relação ao 
ampo magnéti
oestáti
o, θq‖
= 0◦, 10◦, . . . , 90◦ (da base para o topo). b) Freqüên
ia angular ωem função das 
omponentes do vetor de onda q‖x e q‖z e linhas de 
ontorno 
omespaçamento de 0, 3GHz a partir do mínimo.é efetivamente válida (i.e. 
ompatível 
om resultados numéri
os) apenas para os modostais que θq‖

. 45◦. Para estes modos, salienta-se, o balanço entre as interações de tro
ae dipolar leva a um mínimo de energia fora do 
entro da zona de Brillouin, 
omo podeser visto na Figura 1.2, para vetores de onda 
om 5× 104 cm−1 .
∣

∣q‖

∣

∣ . 2× 105 cm−1.
1.1.2.2 Interação 
om a rede 
ristalina (f�nons)O a
oplamento dos spins 
om a rede 
ristalina pode ser tratado de forma análoga.Considerando Rn as posições dos 
entros de massa dos íons magnéti
os das 
élulasunitárias e un os deslo
amentos 
om relação às posições de equilíbrio rn, as vibraçõesda rede 
ristalina são quantizadas em termos de operadores de 
riação e aniquilação def�nons b̂†k e b̂k, quasipartí
ulas de vetor de onda k tais que (
f. Ref. 4)

un = Rn − rn =

(

~

2N

)
1
2 ∑

k

e(k)√
Ωk

(

b̂keik·rn + b̂†ke−ik·rn
)

, (1.38)17



CAPÍTULO 1. SISTEMAS MAGNÉTICOS E MÁGNONSonde omitimos por simpli
idade a indi
ação de polarização (longitudinal e transversal)que �
a implí
ita, Ωk é a relação de dispersão do f�non, e(k) seu versor de polarizaçãoe nos restringimos aos f�nons a
ústi
os. Desta forma o hamiltoniano asso
iado àsvibrações da rede 
ristalina é dada por
ĤL =

∑

k

~Ωk

(

b̂†kb̂k +
1

2

)

. (1.39)Quanto ao a
oplamento spin-rede, Eq. 1.7, faz-se a substituição
Rnn′ − rnn′ =

(

~

2N

)
1
2 ∑

k

e(k)√
Ωk

{(

b̂keik·rn′ + b̂†ke−ik·rn′

)

−
(

b̂keik·rn + b̂†ke−ik·rn
)}

,(1.40)as derivadas são 
al
uladas nas posições de equilíbrio me
âni
o e os termos de spinsão rees
ritos em termos dos operadores de 
riação e aniquilação de desvios de spin.Passa-se então ao espaço re
ípro
o 
om a transformação 1.23, as somas no índi
e n sãorealizadas antes que as somas sobre os vetores de onda e, utilizando a transformaçãode Bogoliubov e 
erta manipulação algébri
a, obtém-se
ĤSL =

∑

q,k 6=0

(b̂k + b̂†−k)
{

Fq,kĉ
†
qĉq−k + Lq,kĉ

†
qĉ

†
k−q + L∗

q,−kĉqĉ−k−q

}

+

+
∑

q,k 6=0

{

Rq,kb̂
†
kb̂k−q +R+

q,kb̂
†
kb̂

†
q−k +R+∗

−q,−kb̂−kb̂k−q

}

(ĉq + ĉ†−q), (1.41)e Fq,k, Lq,k e R(±)
q,k são os 
oe�
ientes resultantes (que representam as intensidades dea
oplamento nas interações).1.1.2.3 Interação 
om a radiação (fótons)No que diz respeito à interação entre o 
ampo eletromagnéti
o e o sistema mag-néti
o, ĤSR, podemos também expressá-la em termos do formalismo de segunda quan-tização. Es
revemos o 
ampo externo da seguinte forma

H(r) =
∑

α,p

(Hα,p(r) d̂α,p +H∗
α,p(r) d̂

†
α,p), (1.42)18



1.1. CARACTERIZAÇ�O MECÂNICA (MICROSCÓPICA)
om d̂α,q (d̂†α,q) representando operadores de aniquilação (
riação) de fótons e
Hα,p(r) = ip×Aα,p(r), Aα,p(r) =

√

2π

ζp
eip·re(α), (1.43)
om ζp sendo a frequên
ia angular do fóton, p seu momento linear e e(α) um versor depolarização (e as diversas polarizações indi
adas por α).Pela equação anterior vemos que H∗

α,p = Hα,−p e rearranjando a Eq. 1.42 temos
H(r) =

∑

α,p

Hα,p(r) (d̂α,p + d̂†α,−p). (1.44)Lembrando que através da transformação de HP (Eq. 1.16) os operadores de spinexpressam-se segundo os operadores de 
riação e aniquilação de desvios de spin,
Ŝx
n
∼=
√

S

2
(â†n + ân), Ŝy

n
∼= i

√

S

2
(â†n − ân) e Ŝz

n = S − â†nân, (1.45)a interação spin-radiação (Eq. 1.10) toma a forma
ĤSR =−gµB

∑

j

H(r) · Ŝn

= − gµB

∫

d3r
∑

j,α,p

{

Hx
α,p(r) (d̂α,p + d̂†α,−p)

√

S

2
(â†n + ân)+

+ Hy
α,p(r) (d̂α,p + d̂†α,−p)i

√

S

2
(â†n − ân)+

+ Hz
α,p(r) (d̂α,p + d̂†α,−p)(S − â†nân)

}

δ(Rn − r), (1.46)que, passando os operadores â†n e ân para o espaço re
ípro
o (e desprezando os termos
onstantes), torna-se
ĤSR =

∑

α,p

(d̂α,p + d̂†α,−p)
{

(λx
α,p + λy

α,p)â
†
p + (λx

α,p − λy
α,p)â−p

}

+

+
∑

α,p,q

λz
α,p(d̂α,p + d̂†α,−p)â

†
qâq−p, (1.47)19



CAPÍTULO 1. SISTEMAS MAGNÉTICOS E MÁGNONSonde
λx
α,p = igµB

√

πNS

ζp
(p× e(α))x,

λy
α,p = gµB

√

πNS

ζp
(p× e(α))y,

λz
α,p = igµB

√

πS

ζp
(p× e(α))z. (1.48)Finalmente introduzindo a transformação de Bogoliubov (Eq. 1.29), ĤSR se ex-pressa em termos dos operadores de mágnons ĉ† e ĉ na forma

ĤSR =
∑

α,p

(d̂α,p + d̂†α,−p)
(

S⊥∗
α,pĉ

†
p + S⊥

α,−pĉ−p

)

+

+
∑

α,p,q

(d̂α,p + d̂†α,−p)
{

S‖a
α,q,pĉ

†
qĉq−p + S‖b

α,q,pĉ
†
qĉ

†
p−q + S‖b∗

α,−q,−pĉ−qĉq−p + vqv
∗
q−p

}

.(1.49)
om
S⊥∗
α,p = λx

α,p(u
∗
p + v∗−p) + λy

α,p(u
∗
p − v∗−p),

S‖a
α,q,p = λz

α,p(u
∗
quq−p + v∗q−pvq)

S‖b
α,q,p = λz

α,pu
∗
qv

∗
q−p, (1.50)Relembramos que o 
ampo eletromagnéti
o que interage 
om os spins tem duas ori-gens distintas: a fonte externa e a radiação de 
orpo negro. Faz-se ne
essário, portanto,dis
riminar a origem dos operadores de aniquilação (e, impli
itamente, de 
riação) defótons, para o que es
revemos d̂Sα,q e d̂Tα,q, sendo o primeiro asso
iado à fonte externa eo segundo à radiação de 
orpo negro. Nesta linguagem de segunda quantização pode-seainda mostrar (
f. Ref. 37) que o hamiltoniano asso
iado à energia 
ontida na radiaçãode 
orpo negro, ĤR, é

ĤR =
∑

α,p

~ζp

(

d̂T†
α,qd̂

T
α,q +

1

2

)

. (1.51)Completamos desta forma a expressão do hamiltoniano do sistema em termos de20



1.2. CARACTERIZAÇ�O TERMODINÂMICA DE N�O-EQUILÍBRIOoperadores de mágnons, f�nons e fótons.1.2 Cara
terização Termodinâmi
a de Não-EquilíbrioPara des
rever o estado termodinâmi
o de não equilíbrio do sistema re
orremos aoFormalismo Estatísti
o de Ensembles de Não-Equilíbrio (NESEF, o a
r�nimo do termoem inglês) que será aqui apresentado de forma heurísti
a, assim 
omo na referên
ia 38,reproduzida no Apêndi
e A. As referên
ias 16�21 ofere
em apresentações aprofundadase alternativas sobre o assunto.Os valores das variáveis ma
ros
ópi
as são obtidos através da média sobre o ensem-ble estatísti
o de não-equilíbrio das variáveis mi
ros
ópi
as ponderadas pelo operadorestatísti
o adequado. Este operador estatísti
o de não-equilíbrio, R̂ε(t), deve satisfazerduas 
ondições:(i) por um lado, deve, a prin
ípio, depender de todas as variáveis dinâmi
asdo sistema (observáveis) de forma que os valores médios sobre o ensemblede não-equilíbrio 
orrespondam de fato às variáveis termodinâmi
as de não-equilíbrio que 
ara
terizam o ma
roestado de não-equilíbrio do sistema eque seja assegurada sua normalização;(ii) por outro, sua evolução deve ser des
rita em termos da dinâmi
ami
ros
ópi
ado sistema e deve in
luir adequadamente a irreversibilidade ma
ros
ópi
a.Quanto ao primeiro requisito, o operador estatísti
o de não-equilíbrio, a prin
ípio, deve-ria ser uma função de todas as variáveis dinâmi
as do sistema. No entanto, a dependerda es
ala de tempo observada, pode-se adotar uma des
rição reduzida1, na qual apenasparte das variáveis dinâmi
as é su�
iente para a des
rição do sistema e, portanto, paraa de�nição do operador estatísti
o. Estas variáveis dinâmi
as são então 
hamadas devariáveis dinâmi
as de base (ou relevantes) e a es
olha apropriada desse 
onjunto deve1Esta redução des
ritiva men
ionada se rela
iona de forma direta à hierarquia de tempos de Bo-goliubov [16, 18, 39℄, que asso
ia es
alas de tempo distintas a 
ada um dos diversos pro
essos dissipa-tivos presentes em fen�menos ma
ros
ópi
os. A hierarquia de es
alas temporais assim obtida permitea análise destes fen�menos em termos de estágios 
orrespondentes, sendo que a 
ada novo estágioatingido 
orrelações internas são perdidas e reduções su
essivas no 
onjunto de variáveis des
ritivastornam-se possíveis. Assim, e sempre de a
ordo 
om as parti
ularidades do experimento sob estudo,são de�nidos os diversos estágios (ou des
rições): 
inéti
o, hidrodinâmi
o e próximo ao equilíbrio.21



CAPÍTULO 1. SISTEMAS MAGNÉTICOS E MÁGNONSser realizada em 
onsonân
ia aos experimentos a des
rever ou às expe
tativas em tornodestes experimentos.Em nosso 
aso, experimentos 
om materiais magnéti
os lidam, direta ou indireta-mente, 
om a magnetização da amostra. Assim, além da energia do banho térmi
odo sistema EB, e a energia ES asso
iada à Ĥ
(2)
S , o vetor magnetização dependente daposição e do tempo neste 
aso de não-equilíbrio M (r, t) é a variável ma
ros
ópi
a rel-evante. Em termos do operador estatísti
o de não-equilíbrio, que indi
amos por R̂ε(t),temos que

M (r, t) = Tr{M̂(r) R̂ε(t)
}

, (1.52)onde
M̂(r) = gµB

∑

n

Ŝnδ(r−Rn) (1.53)é o operador de densidade de momento magnéti
o. Este operador M̂(r), 
onjuntamenteao operador Ĥ
(2)
S , relativo ao gás de mágnons independentes, são então es
olhidos 
omoas variáveis dinâmi
as de base 
onsideradas 
omo relevantes para 
ara
terizar o sistemade spins no estudo da questão proposta na Introdução. Usando a THP na forma da Eq.1.16, em que foi feita uma aproximação linear para as 
omponentes x e y, e apli
andoa transformação de Bogoliubov às 
omponentes do operador M̂(r) obtemos

M̂x(r) = gµB

√

2S

N

∑

q

eiq·r (v−q + uq)
(

ĉ†−q + ĉq

)

,

M̂y(r) = igµB

√

2S

N

∑

q

eiq·r (v−q − uq)
(

ĉ†−q − ĉq

)

,

M̂z(r) = M0 −
gµB

N

∑

q,q′

ei(q′−q)·r×

×
{

(

u∗
quq′ + vqv

∗
q′

)

c†qcq′ + vquq′c−qcq′ + u∗
qv

∗
q′c†qc

†
−q′ + vqv

∗
q′δq,q′

}

, (1.54)o que nos permite re�nar então o 
onjunto das variáveis dinâmi
as de base do sistemamagnéti
o 
omo sendo 
onstituído pelos operadores
{

{

N̂q

}

;

{

N̂q,Q

}

;

{

ĉ†q

}

;

{

ĉq

}

;

{

σ̂†
q

}

;

{

σ̂q

}

;

{

σ̂†
q,Q

}

;

{

σ̂q,Q

}

}

, (1.55)
22



1.2. CARACTERIZAÇ�O TERMODINÂMICA DE N�O-EQUILÍBRIO
om Q 6= 0, e
N̂q = ĉ†qĉq, N̂q,Q = ĉ†

q+Q

2

ĉ
q−Q

2
, (1.56)

σ̂†
q = ĉ†−qĉ

†
q, σ̂†

q,Q = ĉ†
−q−Q

2

ĉ†
q−Q

2

. (1.57)Os operadores ĉ†q e ĉq são, lembremos, os operadores de 
riação e destruição demágnons, e estão asso
iados a autoestados 
oerentes; o operador N̂q,Q, 
om Q 6= 0,é o operador de partí
ula individual que des
reve inomogeneidades no sistema; N̂q éo operador número de o
upação; por �m, temos os operadores de pares homogêneos
(σ̂†

q e σ̂q) e inomogêneos (σ̂†
q,Q e σ̂q,Q). O operador Ĥ0 não apare
e expli
itamenteno 
onjunto das variáveis dinâmi
as de base pois é formalmente es
rito em termos dosoperadores de população de mágnons.De a
ordo 
om o formalismo, separamos Ĥ em duas partes

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′, (1.58)
om
Ĥ0 = Ĥ

(2)
S + ĤL + ĤR =

=
∑

q

~ωqĉ
†
qĉq +

∑

k

~Ωkb̂
†
kb̂k +

∑

α,p

~ζpd̂
†
α,qd̂α,q, (1.59)

23



CAPÍTULO 1. SISTEMAS MAGNÉTICOS E MÁGNONSe2
Ĥ ′ = ĤMM + ĤSL + ĤSR+

=
∑

q,q1,q2

Vq,q1,q2 ĉ
†
qĉ

†
q1
ĉq2 ĉq+q1−q2+

+
∑

q,k 6=0

(b̂k + b̂†−k)
{

Fq,kĉ
†
qĉq−k + Lq,kĉ

†
qĉ

†
k−q + L∗

q,−kĉqĉ−k−q

}

+

+
∑

q,k 6=0

{

Rq,kb̂
†
kb̂k−q +R+

q,kb̂
†
kb̂

†
q−k +R+∗

−q,−kb̂−kb̂k−q

}

(ĉq + ĉ†−q)+

+
∑

α,p

(d̂α,p + d̂†α,−p)
(

S⊥∗
α,pĉ

†
p + S⊥

α,−pĉ−p

)

+

+
∑

α,p,q

(d̂α,p + d̂†α,−p)
{

S‖a
α,q,pĉ

†
qĉq−p + S‖b

α,q,pĉ
†
qĉ

†
p−q + S‖b∗

α,q,−pĉ−qĉq−p

}

, (1.60)sendo que Ĥ0 
ontém os termos de mágnons, f�nons e fótons independentes, ao passoque Ĥ ′ 
ontém as interações entre estas quasipartí
ulas. Ao fazer o 
omutador de Ĥ0
om qualquer uma das variáveis dinâmi
as de base,
[

Ĥ0, ĉ
†
q

]

= ~ωqĉ
†
q,

[

Ĥ0, ĉq

]

= −~ωqĉq,
[

Ĥ0, N̂q,Q

]

=
(

~ω
q+Q

2
− ~ω

q−Q

2

)

N̂q,Q,
[

Ĥ0, N̂q

]

= 0,
[

Ĥ0, σ̂
†
q,Q

]

=
(

~ω
q−Q

2
+ ~ω−q−Q

2

)

σ̂†
q,Q,

[

Ĥ0, σ̂q,Q

]

= −
(

~ω
q−Q

2
+ ~ω−q−Q

2

)

σ̂q,Q, (1.61)per
ebe-se que o resultado é sempre a própria variável (ou nulo, no 
aso das popu-lações de mágnons). Esta 
ara
terísti
a 
orresponde à regra de seleção de Mori-Zubarev-Peletminskii [16℄ que indi
a a 
ompleteza das variáveis dinâmi
as es
olhidas.Es
olhidas as variáveis dinâmi
as de base, devemos então en
ontrar o operador es-tatísti
o de não-equilíbrio R̂ε(t). Consideramos o banho térmi
o, em 
ontato 
om um2Dado que Ĥ † = Ĥ , obtemos alguns vín
ulos para os elementos de matriz: V∗
q1,q2,q3

=

Vq3,(q1+q2−q3),q1
, F∗

q,k = Fq−k,−k, R∗
q,k = R−q,k−q, S‖a∗

α,q,p = S‖a
α,q−p,−p. Por outro lado, por
onta das regras de 
omutação de bósons, mostra-se que Vq1,q2,q3
= Vq2,q1,q3

= Vq1,q2,(q1+q2−q3),
Lk−q,k = Lq,k, R+

q,q−k = R+
q,k e S‖b

α,q,p = S‖b
α,p−q,p.24



1.2. CARACTERIZAÇ�O TERMODINÂMICA DE N�O-EQUILÍBRIOreservatório térmi
o, em um estado esta
ionário representado por um operador estatís-ti
o 
an�ni
o ρ̂B 
om a temperatura T0 do reservatório térmi
o. Com isso separamosas 
ontribuições do banho e do sistema magnéti
o e rees
revemos
R̂ε(t) = ρ̂ε(t)× ρ̂B, (1.62)sendo ρ̂ε(t) o operador estatísti
o de não-equilíbrio referente ao sistema magnéti
o.Lembramos que operador estatísti
o ρ̂ε(t) deve obede
er às 
ondições (i) e (ii) men-
ionadas anteriormente (página 21). Retomando a 
ondição (i), ρ̂ε(t) deve depender dasvariáveis dinâmi
as de base no 
onjunto 2.1, ser normalizado e além disso forne
er osvalores médios destas variáveis, que 
onstituem o espaço de variáveis termodinâmi
as,isto é,

〈

ĉ†q|t
〉

= Tr{ĉ†q ρ̂ε(t)× ρ̂B
}

, 〈ĉq|t〉 = Tr {ĉq ρ̂ε(t)× ρ̂B} , (1.63)
Nq(t) = Tr{N̂q ρ̂ε(t)× ρ̂B

}

, Nq,Q(t) = Tr{N̂q,Q ρ̂ε(t)× ρ̂B

}

, (1.64)
σ∗
q(t) = Tr{σ̂†

q ρ̂ε(t)× ρ̂B
}

, σq(t) = Tr {σ̂q ρ̂ε(t)× ρ̂B} , (1.65)
σ∗
q,Q(t) = Tr{σ̂†

q,Q ρ̂ε(t)× ρ̂B

}

, σq,Q(t) = Tr {σ̂q,Q ρ̂ε(t)× ρ̂B} , (1.66)sendo 〈ĉ†q|t〉 e 〈ĉq|t〉 
hamados de amplitudes, Nq(t) de população e σ∗
q(t) e σq(t) depares.Os referidos valores médios não de�nem uni
amente o operador estatísti
o, isto é, épossível es
olher diversas distribuições distintas que levam aos mesmos valores médios.Para obtenção de ρ̂ε(t), é 
onveniente introduzir o operador estatísti
o auxiliar ˆ̺̄(t)que tem 
omo prin
ipal 
ara
terísti
a veri�
ar as Eqs. 1.63-1.66, além da 
ondição de25



CAPÍTULO 1. SISTEMAS MAGNÉTICOS E MÁGNONSnormalização, Tr{ ˆ̺̄(t)} = 1. (1.67)Adotamos uma expressão para ˆ̺̄(t), seguindo então o espírito heurísti
o proposto3,semelhante ao operador 
an�ni
o de equilíbrio, ou seja, uma exponen
ial, devidamentenormalizada, de uma 
ombinação linear das variáveis dinâmi
as de base,
ˆ̺̄(t) =

1

Z(t)
exp

{

−
∑

q

[

Fq(t) N̂q + φq(t) ĉq + φ∗
q(t) ĉ

†
q + ϕq(t) σ̂q + ϕ∗

q(t) σ̂
†
q

]

−

−
∑

q,Q

[

Fq,Q(t) N̂q,Q + ϕq,Q(t) σ̂q,Q + ϕ∗
q,Q(t) σ̂

†
q,Q

]

}

, (1.68)e a normalização faz 
om que de�namos a função de partição de não-equilíbrio
Z(t) ≡ Tr{exp{−∑

q

[

Fq(t) N̂q + φq(t) ĉq + φ∗
q(t) ĉ

†
q + ϕq(t) σ̂q + ϕ∗

q(t) σ̂
†
q

]

−(1.69)
−
∑

q,Q

[

Fq,Q(t) N̂q,Q + ϕq,Q(t) σ̂q,Q + ϕ∗
q,Q(t) σ̂

†
q,Q

]

}}

, (1.70)Os 
oe�
ientes presentes na 
ombinação linear das variáveis dinâmi
as são as va-riáveis termodinâmi
as de não-equilíbrio asso
iadas e são determinados de forma aassegurar que ˆ̺̄(t) satisfaça as Eqs. 1.63-1.66. Ou então, igualmente, satisfazer asequações de estado de não-equilíbrio
−δ lnZ(t)

δφq(t)
=
〈

ĉ†q|t
〉

, −δ lnZ(t)

δFq(t)
= Nq(t), −δ lnZ(t)

δϕq(t)
= σq(t), (1.71)

−δ lnZ(t)

δFq,Q(t)
= Nq,Q(t), −δ lnZ(t)

δϕq,Q(t)
= σq,Q(t), (1.72)realizando assim uma 
orrespondên
ia 
om o 
aso de equilíbrio.3Pode-se obter a mesma expressão para ˆ̺̄(t) utilizando métodos varia
ionais em que a entropia deinformação de Gibbs-Jaynes-Shannon do sistema é maximizada a 
ada instante de tempo t e sujeitaàs Eqs. 1.63-1.66. Maiores detalhes podem ser obtidos nas referên
ias 16, 18.26



1.2. CARACTERIZAÇ�O TERMODINÂMICA DE N�O-EQUILÍBRIOÉ interessante ainda men
ionar que é possível expressar os valores médios das va-riáveis dinâmi
as em termos das variáveis termodinâmi
as asso
iadas e então fazer ades
rição termodinâmi
a do sistema em termos destas últimas. A título de exemplo,
onsiderando o 
aso em que a úni
a variável dinâmi
a de base é Nq, pode-se mostrarpor 
ál
ulo direto (ver Eq. B.20 no Apêndi
e B) que
Nq(t) =

1eFq(t) − 1
, (1.73)e somos então levados a rede�nir a variável termodinâmi
a asso
iada

Fq(t) =
~ωq

kBT ∗
q(t)

, (1.74)sendo kB a 
onstante de Boltzmann e T ∗
q(t) a temperatura de não-equilíbrio de um dadomodo q. Esta temperatura de não-equilíbrio (Refs. 40�42), amplamente empregada emestudos de físi
a de semi
ondutores (ver, por exemplo, Refs. 43, 44), identi�
a-se 
oma temperatura usual apenas nos 
asos em que o sistema se en
ontra em equilíbrio.No entanto, lembremos que, além da 
ondição (i), o operador estatísti
o de não-equilíbrio deve ser des
rito em termos da dinâmi
a mi
ros
ópi
a do sistema e devein
luir adequadamente a irreversibilidade ma
ros
ópi
a, de a
ordo 
om a 
ondição (ii).O a
ordo 
om a dinâmi
a mi
ros
ópi
a pode ser te
ni
amente implementado fazendo
om que ˆ̺ε(t) obedeça a equação de Liouville-Dira


∂

∂t
ˆ̺ε(t) +

1

i~

[

ˆ̺ε(t), Ĥ
]

= 0. (1.75)O operador estatísti
o auxiliar ˆ̺̄(t) não satisfaz a equação de Liouville e, desta forma,não pode representar o operador estatísti
o de não-equilíbrio ˆ̺ε(t) almejado. Mas pode-mos utilizar o operador auxiliar para 
onstruir ˆ̺ε(t) se 
onsiderarmos que em um ins-tante ini
ial t0 vale a 
ondição
ˆ̺ε(t0) = ˆ̺̄(t0), (1.76)e que a evolução deste operador se dá de a
ordo 
om a Eq. 1.75,

ˆ̺ε(t) = e (t−t0)
i~

Ĥ ˆ̺̄(t0)e− (t−t0)
i~

Ĥ . (1.77)Apesar de a solução obtida satisfazer a equação de Liouville e estar, portanto, de27



CAPÍTULO 1. SISTEMAS MAGNÉTICOS E MÁGNONSa
ordo 
om a dinâmi
a mi
ros
ópi
a ela não in
orpora a irreversibilidade ma
ros
ópi
a.E, segundo R. Peierls,�Em qualquer tratamento teóri
o de problemas de transporte, é importante
ompreender em que ponto foi in
orporada a irreversibilidade. Se não foiin
orporada, o tratamento está equivo
ado. Uma des
rição de tal situaçãoque preserve reversibilidade temporal está fadada a dar valores nulos ouin�nitos para todas as 
ondutividades. Se nós não vemos 
laramente onde airreversibilidade é introduzida, não entendemos 
laramente o que está sendofeito.�4A introdução de irreversibilidade pode ser feita quebrando-se a simetria temporal daequação de Liouville da seguinte forma [39, 45℄:
∂

∂t
ˆ̺ε(t) +

1

i~

[

ˆ̺ε(t), Ĥ
]

= −ε
{

ˆ̺ε(t)− ˆ̺̄(t)
}

, (1.78)
om ε → 0, sendo este limite tomado após o 
ál
ulo dos valores médios. Esta mo-di�
ação faz 
om que sejam sele
ionadas apenas as soluções retardadas da Eq. 1.75.Podemos entender o lado direito da equação 
omo uma fonte in�nitesimal (
f. Ref.16, 18) que a todo instante leva ˆ̺ε(t) à se aproximar de ˆ̺̄(t) e este artifí
io é umapossível forma de se introduzir o pro
edimento de suavização temporal de Kirkwood(
f. Ref. 46).Por �m obtemos uma expressão �nal para o operador estatísti
o, na forma
ˆ̺ε(t) = ˆ̺̄(t)−lim

ε→0
exp

∫ t

t0

dt′e−ε(t−t′)e (t−t′)
i~

Ĥ

(

∂ ˆ̺̄(t′)

∂t′
+

1

i~

[

ˆ̺̄(t′), Ĥ
]

) e− (t−t′)
i~

Ĥ , (1.79)que satisfaz a Eq. 1.78, in
luindo, portanto, irreversibilidade e se adequando à dinâmi
ami
ros
ópi
a do sistema, dada a 
ondição ini
ial da Eq. 1.76.4Tradução livre de �In any theoreti
al treatment of transport problems, it is important to realize atwhat point the irreversibility has been in
orporated. If it has not been in
orporated, the treatment iswrong. A des
ription of the situation that preserves the reversibility in time is bound to give the answerzero or in�nity for any 
ondu
tivity. If we do not see 
learly where the irreversibility is introdu
ed, wedo not 
learly understand what we are doing.� 
itado na Ref. 38.28



1.3. RESUMO DO CAPÍTULO 11.3 Resumo do Capítulo 1Apresentamos neste 
apítulo as des
rições me
âni
a e termodinâmi
a do sistemade interesse: um 
onjunto de íons magnéti
os, em arranjo 
ristalino e sob ação de um
ampo magnéti
o 
onstante, que é alimentado por uma fonte de mi
roondas externa eestá em 
ontato 
om um banho térmi
o. Quanto à me
âni
a do sistema:
• O hamiltoniano do sistema é apresentado em termos dos operadores de spin at�mi-
os (Eq. 1.11). São 
onsideradas as interações entre spins (interações de tro
a edipolar), a relação 
om o banho térmi
o e 
om a fonte externa apli
ada;
• Através do formalismo de segunda quantização, são então introduzidas as quasi-partí
ulas mágnons, f�nons e fótons, em termos das quais é rees
rito o hamiltoni-ano (Eqs. 1.58-1.60). Quanto aos mágnons, é 
onsiderado apenas o ramo a
ústi
oe a 
orrespondente relação de dispersão é analisada.No que diz respeito à termodinâmi
a de não-equilíbrio:
• Com base nos experimentos em magnetismo, são es
olhidas as variáveis dinâmi
asde base adequadas para a des
rição de não-equilíbrio do sistema (Eq. 1.55);
• No 
ontexto do formalismo de ensembles estatísti
os de não equilíbrio (NESEF), é
onstruído o operador estatísti
o de não-equilíbrio. O espaço de variáveis termo-dinâmi
as de não-equilíbrio (que in
lui as populações de mágnons, as amplitudese os pares) é então formado pelos valores médios das variáveis dinâmi
as ponde-radas pelo referido operador estatísti
o;
• São ainda introduzidas as variáveis termodinâmi
as de não-equilíbrio asso
iadasque possibilitam uma des
rição termodinâmi
a alternativa. No 
aso das popu-lações de mágnons, por exemplo, pode-se equivalentemente representar o estadotermodinâmi
o em termos da temperatura de não-equilíbrio.
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Capítulo 2
Equações Cinéti
as

Após apresentarmos, no 
apítulo anterior, as variáveis dinâmi
as de base e o ope-rador estatísti
o relevantes para o sistema magnéti
o de interesse, derivamos aqui asequações 
inéti
as 
orrespondentes. Para obtenção destas equações nos utilizamos dateoria 
inéti
a me
âni
o-quânti
a baseada no NESEF [17, 21, 47℄.Em nosso 
aso, desejamos en
ontrar as equações de evolução temporal das ma
ro-variáveis das Eqs. 1.63-1.66,
{

{

Nq(t)

}

;

{

Nq,Q(t)

}

;

{

〈

ĉ†q|t
〉

}

;

{

〈ĉq|t〉
}

;

{

σ∗
q(t)

}

;

{

σq(t)

}

;

{

σ∗
q,Q(t)

}

;

{

σq,Q(t)

}

}(2.1)que 
ara
terizam o estado termodinâmi
o de não equilíbrio do sistema (deve ser lem-brado que Q 6= 0). Para isso, retomemos ini
ialmente o hamiltoniano total do sistemaexpresso pela Eq. 1.58,
Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′, (2.2)
om

Ĥ0 =
∑

q

~ωqĉ
†
qĉq +

∑

k

~Ωkb̂
†
kb̂k +

∑

α,p

~ζpd̂
†
α,qd̂α,q, (2.3)
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CAPÍTULO 2. EQUAÇÕES CINÉTICASe
Ĥ ′ =

∑

q,q1,q2

Vq,q1,q2 ĉ
†
qĉ

†
q1
ĉq2 ĉq+q1−q2+

+
∑

q,k 6=0

(b̂k + b̂†−k)
{

Fq,kĉ
†
qĉq−k + Lq,kĉ

†
qĉ

†
k−q + L∗

q,−kĉqĉ−k−q

}

+

+
∑

q,k 6=0

{

Rq,kb̂
†
kb̂k−q +R+

q,kb̂
†
kb̂

†
q−k +R+∗

−q,−kb̂−kb̂k−q

}

(ĉq + ĉ†−q)+

+
∑

α,p

(d̂α,p + d̂†α,−p)
(

S⊥∗
α,pĉ

†
p + S⊥

α,−pĉ−p

)

+

+
∑

α,p,q

(d̂α,p + d̂†α,−p)
{

S‖a
α,q,pĉ

†
qĉq−p + S‖b

α,q,pĉ
†
qĉ

†
p−q + S‖b∗

α,q,−pĉ−qĉq−p

}

. (2.4)A evolução de um operador é dada pela equação de Heisenberg, e, portanto, a evoluçãoda ma
rovariável asso
iada é a média da equação de Heisenberg ponderada pelo opera-dor estatísti
o de não-equilíbrio R̂ε(t). As equações de evolução das populações médiasde mágnons Nq(t) servem 
omo exemplo deste pro
edimento:
d

dt
Nq(t) =

d

dt
Tr{N̂q R̂ε(t)

}

= Tr{N̂q

∂

∂t
R̂ε(t)

}

=

= Tr{N̂q

1

i~

[

Ĥ , R̂ε(t)
]

}

=
1

i~
Tr{[N̂q, Ĥ

]

R̂ε(t)
}

=

=
1

i~
Tr{[N̂q, Ĥ

]

ρ̂ε(t)× ρ̂B

}

, (2.5)onde reintroduzimos a separação entre os operadores estatísti
os do sistema de spins edo banho térmi
o.Utilizando a Eq. 2.2 obtém-se
d

dt
Nq(t) =

1

i~
Tr{[N̂q, Ĥ

]

ρ̂ε(t)× ρ̂B

}

=

=
1

i~
Tr{[N̂q, Ĥ0

]

ρ̂ε(t)× ρ̂B

}

+
1

i~
Tr{[N̂q, Ĥ

′
]

ρ̂ε(t)× ρ̂B

}

. (2.6)O primeiro termo à direita da Eq. 2.6 pode ser alternativamente es
rito 
omo
1

i~
Tr{[N̂q, Ĥ0

]

ρ̂ε(t)× ρ̂B

}

=
1

i~
Tr{[N̂q, Ĥ0

]

ˆ̺̄(t)× ρ̂B

}

≡ J
(0)
Nq

(t), (2.7)32



pois, devido à regra de 
ompleteza (Eq. 1.61), os 
omutadores das variáveis dinâmi
asde base 
om Ĥ0 dão 
omo resultado funções lineares das próprias variáveis. Alémdisso, o traço de uma variável dinâmi
a pode ser igualmente ponderado por ρ̂ε(t) ou
ˆ̺̄(t), dada a de�nição do operador estatísti
o auxiliar (ver Eqs. 1.63-1.66). O termoobtido, J (0)

Nq
(t), pode ser interpretado 
omo termo de pre
essão no formalismo de Mori[48℄.Resta, para a obtenção das equações 
inéti
as, o segundo termo à direita da Eq.2.6 que pode ser es
rito 
omo

1

i~
Tr{[N̂q, Ĥ

′
]

ρ̂ε(t)× ρ̂B

}

= J
(1)
Nq

(t) + J
(2)
Nq

(t), (2.8)
om
J
(1)
Nq

(t) =
1

i~
Tr{[N̂q, Ĥ

′
]

ˆ̺̄(t)× ρ̂B

} (2.9)em que J
(2)
Nq

(t) é reformulado segundo uma soma de termos de 
olisão envolvendo ex-pansões em 
res
entes ordens de interação Ĥ ′. Estes termos de 
olisão, dados em funçãode ˆ̺̄(t), são responsáveis pelos efeitos dissipativos, e in
luem os efeitos de memória (verApêndi
e A) e 
ontribuições não-lineares à evolução do sistema. Detalhes aprofundadossobre estes termos de 
olisão são apresentados nas referên
ias 16, 47, 49, e, nesse desen-volvimento, retendo 
ontribuições até segunda ordem nas intensidades das interações,obtém-se a 
hamada aproximação de Markov,
J

(2)
Nq

(t) ≈ J
(2)
Nq

(t) =
1

(i~)2

∫ t

−∞

dt′ eε(t′−t) Tr{[Ĥ ′(t′ − t)0, [Ĥ
′, N̂q]

]

ˆ̺̄(t)× ρ̂B

}

+

+
1

i~

∑

ℓ

∫ t

−∞

dt′ eε(t′−t)Tr{[Ĥ ′(t′ − t)0, P̂ℓ] ˆ̺̄(t)× ρ̂B

} δJ
(1)
Nq

(t)

δQℓ(t)
,(2.10)lembrando que ε → 0 (após a integração), Ĥ ′(t′ − t)0 = e (t−t′)

i~
Ĥ0Ĥ ′e− (t−t′)

i~
Ĥ0 , Qℓ(t)é 
ada uma das ma
rovariáveis do 
onjunto 2.1 asso
iadas às mi
rovariáveis dinâmi
asde base P̂ℓ do 
onjunto 2.1 e δ

δQℓ(t)
representa a derivada fun
ional (
f. Ref. 50) 
omrelação à Qℓ(t). Temos, �nalmente,

d

dt
Nq(t) = J

(0)
Nq

(t) + J
(1)
Nq

(t) + J
(2)
Nq

(t), (2.11)33



CAPÍTULO 2. EQUAÇÕES CINÉTICASsendo os termos do lado direito dados pelas Eqs. 2.7, 2.9 e 2.10. Assim 
omo aequação 2.11 governa a evolução das populações, de forma análoga podem ser obtidasas equações de evolução 
orrespondentes para as outras ma
rovariáveis de interesse (Eq.2.1). Tendo em mente experimentos sem resolução espa
ial, reduzimos o 
onjunto devariáveis relevantes de forma a des
rever um sistema homogêneo, restando apenas asma
rovariáveis
{

{

Nq(t)

}

;

{

〈

ĉ†q|t
〉

}

;

{

〈ĉq|t〉
}

;

{

σ∗
q(t)

}

;

{

σq(t)

}

}

, (2.12)ou seja, as populações, amplitudes e pares asso
iados aos mágnons.Deve ser ainda men
ionado que os operadores de 
riação e aniquilação de f�nons efótons asso
iados ao banho térmi
o des
ritos nas seções 1.1.2.2 e 1.1.2.3 estão presentesnos 
omutadores das Eqs. 2.7, 2.9 e 2.10. Como 
omutam 
om ˆ̺̄(t), seus valores médiossão dados em termos do operador estatísti
o do banho, que apresenta a forma 
an�ni
a
ρ̂B =

1

Z0

exp
{

−β0

(

ĤL + ĤR

)}

, (2.13)sendo ĤL e ĤR dados pelas Eqs. 1.39 e 1.51, β0 = kBT0, T0 a temperatura do reser-vatório térmi
o e Z0 a função de partição asso
iada. Desta forma obtemos o valor médiodas populações de f�nons,
νk ≡ Tr{b̂†kb̂k ρ̂B} =

(eβ0~Ωk − 1
)−1

. (2.14)No 
aso dos fótons, deve-se separar as 
ontribuições provenientes da fonte externa, devalor fS
p - e, portanto, propor
ional à intensidade -, daquelas oriundas da radiação de
orpo negro, 
ujo valor médio é

fT
p ≡ Tr{d̂T†

p d̂Tp ρ̂B

}

=
(eβ0~ζp − 1

)−1
, (2.15)
om ζp = c̃p, sendo c̃ a velo
idade da luz no meio.Assim, nas seções seguintes, apresentamos as equações 
inéti
as para amplitudes,pares e populações de mágnons, segundo as expressões 2.7, 2.9 e 2.10, de a
ordo 
oma aproximação de Markov. A di�
uldade destes 
ál
ulos reside basi
amente em doispontos: os 
omutadores e os valores médios de operadores de 
riação e aniquilação34



2.1. EQUAÇ�O DE EVOLUÇ�O PARA AS AMPLITUDESsegundo ˆ̺̄(t). O primeiro passo, portanto, é 
al
ular os 
omutadores das variáveisdinâmi
as de base 
om Ĥ0 e Ĥ ′, e então os 
omutadores duplos, 
omo por exem-plo [Ĥ ′(t′ − t)0, [Ĥ
′, N̂q]

], obtendo diversas 
ombinações de operadores de 
riação eaniquilação de mágnons, f�nons e fótons. O segundo passo 
onsiste no 
ál
ulo do traçodestas 
ombinações de operadores ponderadas pelo operador auxiliar ˆ̺̄(t). Apresenta-mos tais pro
edimentos, assim 
omo a integração em t′ dos termos J (2)(t) no Apêndi
eC.
2.1 Equação de evolução para as amplitudes 〈ĉq|t〉 e

〈

ĉ†q|t
〉A equação de evolução das amplitudes, 
omo des
rito anteriormente, obede
e àequação de Heisenberg ponderada pelo operador estatísti
o de não equilíbrio,

d

dt
〈ĉq|t〉 =

1

i~
Tr{[ĉq, Ĥ ]

ˆ̺ε(t)× ˆ̺B

}

, (2.16)que, na aproximação de Markov, se reduz a
d

dt
〈ĉq|t〉 = J (0)

cq (t) + J (1)
cq (t) + J (2)

cq (t), (2.17)sendo J
(0)
cq (t), J (1)

cq (t) e J
(2)
cq (t) expressões análogas às 2.7, 2.9 e 2.10 (ver o Apêndi
e C,Eqs. C.11-C.17). Retendo somente os termos lineares em 〈ĉq|t〉, 
ujos 
oe�
ientes de-pendam das populações de mágnons, es
revemos a equação de evolução das amplitudesda seguinte forma
d

dt
〈ĉq|t〉 = −iω̃c

q(t) 〈ĉq|t〉 − Γq(t) 〈ĉq|t〉 , (2.18)e, portanto,
d

dt

〈

ĉ†q|t
〉

= iω̃c
q(t)

〈

ĉ†q|t
〉

− Γq(t)
〈

ĉ†q|t
〉

, (2.19)em que
ω̃c
q(t) = ωq +W c

q(t), (2.20)35
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W c

q(t) é a 
hamada 
orreção de auto-energia da freqüên
ia de pre
essão das amplitudes,e Γq é dado por
Γq(t) = 8π~−2

∑

q1,q2,q3

|Vq,q1,q2 |2 (Nq2 +Nq+q1−q2 + 1)Nq1δ(ωq + ωq1 − ωq2 − ωq+q1−q2)−

− 8π~−2
∑

q1,q2,q3

|Vq,q1,q2 |2 Nq2Nq+q1−q2δ(ωq + ωq1 − ωq2 − ωq+q1−q2)+

+ π~−2
∑

k 6=0

|Fq,k|2 [(Nq−k + νk + 1) δ(Ωk + ωq−k − ωq)− (Nq−k − ν−k) δ(Ω−k − ωq−k + ωq)] +

+ 4π~−2
∑

k 6=0

|Lq,k|2 (Nk−q − νk) δ(Ωk − ωq − ωk−q)+

+ ~
−2
∑

k 6=0

|R−q,k|2 (νk − νk+q) δ(Ωk+q − Ωk − ωq)+

+ 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

q,k

∣

∣

∣

2
(ν−k + νq+k + 1) δ(Ω−k +Ωq+k − ωq)+

+ π~−2
∑

α

∣

∣

∣
S⊥∗
α,q

∣

∣

∣

2
δ(ζq − ωq)+

+ π~−2
∑

α,p6=0

∣

∣

∣
S‖a
α,q,p

∣

∣

∣

2
(Nq−p + fp + 1) δ(ζp + ωq−p − ωq)−

− π~−2
∑

α,p6=0

∣

∣

∣
S‖a
α,q,p

∣

∣

∣

2
(Nq−p − f−p) δ(ζ−p − ωq−p + ωq)+

+ 4π~−2
∑

α,p6=0

∣

∣

∣
S‖b
α,q,p

∣

∣

∣

2
(Np−q − fp) δ(ζp − ωq − ωp−q), (2.21)sendo que a indi
ação da dependên
ia temporal foi omitida do lado direito para simpli-�
ar a notação. Nos 
asos em que Γq(t) é positivo, pode ser interpretado 
omo a taxade de
aimento das amplitudes, ou o inverso do tempo de meia-vida.Considerando o sistema ini
ialmente em equilíbrio, as 
ondições ini
iais das equações2.18 e 2.19 são nulas, e, 
omo não possuem termos independentes, d

dt
〈ĉq|t〉

∣

∣

∣

∣

t=t0

= 0 e asamplitudes devem permane
er nulas. Pode-se também observar este resultado expres-sando a equação diferen
ial 2.18 (linearizada em 〈ĉq|t〉), 
om a 
ondição ini
ial 〈ĉq|0〉,na forma da equação integral
〈ĉq|t〉 = 〈ĉq|0〉 exp

{
∫ t

0

dt′
[

−iω̃c
q(t

′)− Γq(t
′)
]

}

, (2.22)que 
laramente é nula para 
ondição ini
ial nula.36



2.2. EQUAÇ�O DE EVOLUÇ�O PARA OS PARESAssim, no que segue, o valor médio das amplitudes será negligen
iado se 
omparadoao valor das outras ma
rovariáveis.2.2 Equação de evolução para os pares σq(t) e σ∗
q(t)Como na seção anterior, a evolução dos pares segue a equação

d

dt
σq(t) =

1

i~
Tr{[σ̂q, Ĥ

]

ˆ̺ε(t)× ˆ̺B

}

. (2.23)Utilizando a aproximação de Markov,
d

dt
σq(t) = J (0)

σq
(t) + J (1)

σq
(t) + J (2)

σq
(t), (2.24)sendo os termos J

(0)
σq (t), J

(1)
σq (t) e J

(2)
σq (t) expressos no Apêndi
e C, Eqs. C.18-C.24.Rearranjando estes termos 
hega-se a

d

dt
σq(t) = −iω̃σ

q σq − Γq(t) σq +
dσq

dt

∣

∣

∣

∣

SL

+
dσq

dt

∣

∣

∣

∣

SR

+
∑

q′

Aq′(t) +
∑

q′

Bq′(t). (2.25)O primeiro termo é a freqüên
ia de pre
essão renormalizada dos pares,
ω̃σ
q(t) = 2ωq +W σ

q (t), (2.26)e W σ
q (t) é a 
orrespondente 
orreção de auto-energia. O segundo é um de
aimento
ara
terizado pela mesma função Γq(t) (Eq. 2.21) que 
ontrola o de
aimento das am-plitudes; os seguintes, dσq

dt

∣

∣

∣

∣

SL

e dσq

dt

∣

∣

∣

∣

SR

(expressões C.25 e C.26 no Apêndi
e C), sãotermos que dependem das populações de mágnons, independentes dos pares, portanto, ese originam das interações spin-rede e spin-radiação respe
tivamente; Aq′(t) são 
ombi-nações não-lineares de diversos σq′ e populações de mágnons; o último termo representaas 
ontribuições das amplitudes à evolução dos pares.
37



CAPÍTULO 2. EQUAÇÕES CINÉTICASRees
revendo a Eq. 2.25 em forma integral,
σq(t) = σq(0) exp

{
∫ t

0

dt′
[

−iω̃σ
q(t)− Γq(t

′)
]

}

+

+ exp

{
∫ t

0

dt′
[

−iω̃σ
q(t)− Γq(t

′)
]

}

×
∫ t

0

dt′ Λq(t
′) exp

{

∫ t′

0

dt′′
[

iω̃σ
q(t) + Γq(t

′′)
]

}

,(2.27)
om Λq(t
′) =

dσq

dt

∣

∣

∣

∣

SL

+
dσq

dt

∣

∣

∣

∣

SR

+
∑

q′

Aq′(t) +
∑

q′

Bq′(t), e, 
onsiderando o sistema ini-
ialmente em equilíbrio, apenas o termo da segunda linha à direita da Eq. 2.27 não énulo.2.3 Equação de evolução para as populações Nq(t)De a
ordo 
om o exposto no iní
io deste 
apítulo, as equações 
inéti
as para aspopulações de mágnons são des
ritas pela equação 2.11, sendo os termos 
inéti
os ex-pressamente 
al
ulados no Apêndi
e C, Eqs. C.27-C.32. Após trabalhar estes termosobtém-se

38



2.3. EQUAÇ�O DE EVOLUÇ�O PARA AS POPULAÇÕES
d

dt
Nq(t) =

=
2π

~2

∑

α

∣

∣

∣
S⊥
α,q

∣

∣

∣

2
fS
q δ(ωq − ζq)− [S⊥

q (t)]

− 2π

~2

∑

α

∣

∣

∣
S⊥
α,q

∣

∣

∣

2
(Nq − fT

q ) δ(ωq − ζq)+ [R⊥
q (t)]

+
2π

~2

∑

q′ 6=q

∣

∣

∣
S‖a
q,q−q′

∣

∣

∣

2
{

Nq′(Nq + 1)(fq′−q + 1)− (Nq′ + 1)Nqfq′−q

}

δ(ωq′ − ωq − ζq′−q)+

+
2π

~2

∑

q′ 6=q

∣

∣

∣
S
‖a
q,q−q′

∣

∣

∣

2
{

(Nq + 1)Nq′fq−q′ −Nq(Nq′ + 1)(fq−q′ + 1)
}

δ(ωq′ − ωq + ζq−q′)+
[R

‖a
q (t)]

+
8π

~2

∑

q′ 6=−q

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
{

(1 +Nq +Nq′)fS
q′+q

}

δ(ωq + ωq′ − ζq+q′)+ [Sq(t)]

+
8π

~2

∑

q′ 6=−q

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
{

(Nq′ + 1)(Nq + 1)fT
q′+q −Nq′Nq(f

T
q′+q + 1)

}

δ(ωq + ωq′ − ζq+q′)− [Rq(t)]

− 1

τq

[

Nq −N (0)
q

]

+ [Lq(t)]

+
8π

~2

∑

q′ 6=−q

∣

∣Lq,q+q′

∣

∣

2 {
(Nq′ + 1)(Nq + 1)νq′+q −Nq′Nq(νq′+q + 1)

}

δ(ωq + ωq′ − Ωq+q′)+ [Lq(t)]

+
2π

~2

∑

q′ 6=q

∣

∣Fq,q−q′

∣

∣

2 {Nq′(Nq + 1)(νq′−q + 1)− (Nq′ + 1)Nqνq′−q

}

δ(ωq′ − ωq −Ωq′−q)+

+
2π

~2

∑

q′ 6=q

∣

∣Fq,q−q′

∣

∣

2 {
(Nq + 1)Nq′νq−q′ −Nq(Nq′ + 1)(νq−q′ + 1)

}

δ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)+
[Fq(t)]

+
16π

~2

∑

q1,q2,q3

|Vq,q1,q2 |2 {(Nq + 1)(Nq1 + 1)Nq2Nq3 −NqNq1(Nq2 + 1)(Nq3 + 1)}×
×δ(ωq + ωq1 − ωq2 − ωq3)δq3,q+q1−q2

. [Mq(t)]

+
∑

q′ 6=q

Cq′

(

〈

ĉq′ |t
〉

,
〈

ĉ†
q′ |t
〉

, σq′ , σ∗
q′ , t
)

. (2.28)Na Eq. 2.28 os termos S⊥
q (t) e Sq(t) são as taxas de 
res
imento da população domodo q produzidas pela fonte externa, radiação eletromagnéti
a apli
ada à amostra,respe
tivamente perpendi
ular ou paralela ao 
ampo estáti
o apli
ado H0:

• S⊥
q (t) é um termo de alimentação direta (usualmente 
onhe
ido, em inglês, 
omoperpendi
ular pumping) e, pela 
onservação de energia imposta pela delta, o modoalimentado é tal que ωq = ζq, o que possibilita asso
iá-lo à ressonân
ia ferromag-néti
a [4, 31℄; 39



CAPÍTULO 2. EQUAÇÕES CINÉTICAS
• Sq(t), o 
hamado bombeamento paralelo (parallel pumping), é 
omposto por duas
ontribuições, a direta e a retroalimentação, sendo que a última é propor
ional àpopulação de mágnons e é ausente no 
aso do perpendi
ular pumping. Cumpreindi
ar que a fonte externa, ao produzir fótons de freqüên
ia ζ , alimenta apenasas populações de mágnons tais que 2ωq = ζ , devido à delta de 
onservação δ(ωq+

ωq′ − ζq+q′).Assim 
omo o sistema magnéti
o se a
opla à radiação da fonte, também se a
opla àradiação térmi
a, originando desta forma os termos R⊥
q (t), R‖a

q (t) e Rq(t).
• R⊥

q (t) se asso
ia às 
omponentes de radiação térmi
a perpendi
ulares ao 
ampo
H0. Devido à delta de 
onservação de energia temos que fT

p = N (0)
q e 
laramenteo termo representa uma relaxação linear dos mágnons via emissão (ou absorção)de fótons;

• Os termos seguintes, R‖a
q (t) e Rq(t), são as taxas de variação da população demágnons devido à parte da radiação eletromagnéti
a de 
orpo negro paralela ao
ampo H0. Cada um dos termos refere-se a distintos pro
essos: R‖a

q (t) representao pro
esso de absorção (e emissão) de um fóton por um mágnon, enquanto Rq(t)ao de
aimento de dois mágnons em um fóton (e vi
e-versa). A 
onservação 
on-
omitante de energia e momento nestes pro
essos (indi
ada na Eq. 2.28) proíbe
R

‖a
q (t). Por outro lado, o pro
esso Rq(t) satisfaz a delta e representa um impor-tante me
anismo de relaxação não-linear de mágnons ex
itados.

Lq, Lq e Fq são as 
ontribuições para a evolução das populações oriundas do a
opla-mento 
om a rede 
ristalina:
• Lq(t) é o termo de relaxação linear para a rede 
om tempo de relaxação τq;
• Lq(t) é um termo envolvendo relaxação não-linear para a rede que aqui designamospor termo de Livshits [51℄; 40



2.3. EQUAÇ�O DE EVOLUÇ�O PARA AS POPULAÇÕES
✁

S⊥
q (t)
✁

Sq(t)

✁
R⊥

q (t)
✁

R
‖a
q (t)
✁

R
‖
q(t)Figura 2.1: Diagramas de 
olisão asso
iados à interação spin-radiação. Linhas sólidas repre-sentam mágnons e onduladas representam fótons. No que diz respeito a interaçãoentre mágnons e fótons térmi
os (termos R⊥

q (t), R‖a
q (t) e Rq(t)), devem tambémser 
onsiderados os diagramas inversos.

• Fq(t) é uma 
ontribuição não-linear, que 
hamamos de termo de Fröhli
h [23℄,
Fq(t) =

2π

~2

∑

q′ 6=q

∣

∣Fq,q−q′

∣

∣

2 {Nq′(Nq + 1)(νq′−q + 1)− (Nq′ + 1)Nqνq′−q

}

δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q)+

+
2π

~2

∑

q′ 6=q

∣

∣Fq,q−q′

∣

∣

2 {
(Nq + 1)Nq′νq−q′ −Nq(Nq′ + 1)(νq−q′ + 1)

}

δ(ωq′ − ωq +Ωq−q′),(2.29)que será estudada em detalhe na próxima seção, sendo ela a responsável pelaemergên
ia da Condensação de Não-Equilíbrio de Fröhli
h-Bose-Einstein (NEF-BEC, de Non-Equilibrium Fröhli
h-Bose-Einstein Condensation).Temos ainda o termo
• Mq(t), que é a taxa de variação de mágnons gerada pela interação mágnon-mágnon.Por �m, Cq′

(

〈ĉq′ |t〉 ,
〈

ĉ†q′|t
〉

, σq′ , σ∗
q′ , t
) 
ontém todas as 
ontribuições à equação deevolução das populações relativas ao a
oplamento 
om as amplitudes e pares. De a
ordo
om o dis
utido na seção 2.1, as 
ontribuições das amplitudes podem ser negligen
iadasno que segue. 41
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�q

q′

q+ q′ �q q′

q′ − q

Lq(t)

�q
q′

q+ q′

Lq(t)
�q′

q− q′

q

Fq(t)Figura 2.2: Diagramas de 
olisão spin-rede. Linhas sólidas representam mágnons e tra
ejadasrepresentam f�nons. Devem também ser 
onsiderados os diagramas inversos.
�q

q1

q2

q3

Mq(t)Figura 2.3: Diagrama de 
olisão (espalhamento) de mágnons segundo a interação mágnon-mágnon.Trata-se de um sistema de equações diferen
iais ordinárias não-linear que, lembre-mos, tem sua origem na média da equação de Heisenberg, ponderada pelo operadorestatísti
o de não-equilíbrio (Eq. 2.5) e não in
lui efeitos de memória, dada a aproxi-mação de Markov utilizada.Em equilíbrio veri�
a-se que os valores médios dos pares e das amplitudes são nulos,enquanto as populações médias são dadas por
N eq

q ≡ N (0)
q =

(eβ0~ωq − 1
)−1

,e d

dt
Nq = 0. De fato, se 
onsiderarmos ainda a fonte externa desligada, fS

p = 0, mostra-se por substituição direta que a distribuição de Plan
k a
ima satisfaz a 
ondição deequilíbrio (i.e. o lado direito da Eq. 2.28 torna-se nulo). Mais que isso, pois esteresultado será utilizado posteriormente, é importante enfatizar 
ada uma das diversas
ontribuições à Eq. 2.28 se anula em equilíbrio de forma independente.42



2.3. EQUAÇ�O DE EVOLUÇ�O PARA AS POPULAÇÕESPara a análise da 
ontribuição dos pares para a evolução das populações é 
onve-niente rees
rever a Eq. 2.28 da seguinte forma:
d

dt
Nq(t) = −Γq(t)Nq(t) + Θq(t), (2.30)sendo Γq(t) dado pela Eq. 2.21 e

Θq(t) =
2π

~2

∑

α

∣

∣

∣
S⊥
α,q

∣

∣

∣

2
(

fS
q + fT

q

)

δ(ωq − ζq)+

+
2π

~2

∑

q′ 6=q

∣

∣

∣
S‖a
q,q−q′

∣

∣

∣

2
{

Nq′(fq′−q + 1) δ(ωq′ − ωq − ζq′−q) +Nq′fq−q′ δ(ωq′ − ωq + ζq−q′)
}

+

+
8π

~2

∑

q′ 6=−q

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
(1 +Nq′)

(

fS
q′+q + fT

q′+q

)

δ(ωq + ωq′ − ζq+q′)+

+
1

τq
N (0)

q +

+
8π

~2

∑

q′ 6=−q

∣

∣Lq,q+q′

∣

∣

2 {
(Nq′ + 1)νq′+q

}

δ(ωq + ωq′ − Ωq+q′)+

+
2π

~2

∑

q′ 6=q

∣

∣Fq,q−q′

∣

∣

2 {Nq′(νq′−q + 1) δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q) +Nq′νq−q′ δ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)
}

+

+
16π

~2

∑

q1,q2,q3

|Vq,q1,q2 |2 (Nq1 + 1)Nq2Nq3 δ(ωq + ωq1 − ωq2 − ωq3)δq3,q+q1−q2
.

+
∑

q′ 6=q

Cq′

(

〈

cq′ |t
〉

,
〈

c†q′ |t
〉

, σq′ , σ∗
q′ , t
)

. (2.31)Ao expressarmos ainda a Eq. 2.30 sob forma integral,
Nq(t) =Nq(0) exp

{

−
∫ t

0

dt′ Γq(t
′)

}

+

+ exp

{

−
∫ t

0

dt′ Γq(t
′)

}

×
∫ t

0

dt′Θq(t
′) exp

{

∫ t′

0

dt′′ Γq(t
′′)

}

, (2.32)podemos 
ompará-la à Eq. 2.27. Considerando o sistema em equilíbrio no instanteini
ial t = 0 temos que, diferentemente da Eq. 2.27, o primeiro termo do lado direito daEq. 2.32 é relevante, dado que Nq(0) 6= 0. Além disso, pode-se estimar que Θq(t) (Eq.2.31) é maior que o termo análogo Λq(t) asso
iado à Eq. 2.27. Assim, de a
ordo 
om a
ondição ini
ial de equilíbrio adotada e 
om as espe
i�
idades do problema em questão,as 
ontribuições para a equação de evolução das populações - Eq. 2.28 - referentesaos pares e às amplitudes são inexpressivas 
om relação às outras 
ontribuições (que43



CAPÍTULO 2. EQUAÇÕES CINÉTICASdependem ex
lusivamente das populações). Desta forma o termo
∑

q′ 6=q

Cq′

(

〈ĉq′|t〉 ,
〈

ĉ†q′ |t
〉

, σq′ , σ∗
q′, t
)será negligen
iado nas subsequentes análises do 
omportamento das populações demágnons, desa
oplando então a evolução de Nq(t) das amplitudes e dos pares.

2.3.1 Efeito Fröhli
hLembrando que as populações de f�nons do banho térmi
o, em 
ontato 
om umreservatório térmi
o a temperatura T0, obede
em a distribuição
νq′−q = [exp (β0~Ωq′−q)− 1]−1 , (2.33)
om β−1

0 = kBT0 e kB sendo a 
onstante de Boltzmann, a Eq. 2.29 pode ser rees
ritada seguinte maneira
Fq(t) =

2π

~2

∑

q′

∣

∣Fq,q−q′

∣

∣

2
{

(Nq + 1)Nq′ eβ0~ωq′ −Nq(Nq′ + 1) eβ0~ωq

}

×

× νq′−q e−β0~ωqδ(ωq′ − ωq − Ωq′−q)+

+
2π

~2

∑

q′

∣

∣Fq,q−q′

∣

∣

2
{

(Nq + 1)Nq′ eβ0~ωq′ −Nq(Nq′ + 1) eβ0~ωq

}

×

× νq−q′ e−β0~ωq′ δ(ωq′ − ωq +Ωq−q′), (2.34)e, 
om o auxílio da de�nição
χqq′ =

2π

~2
|Fq,q−q′|2

{

νq−q′ e−β0~ωq′δ(ωq′ − ωq + Ωq−q′) + νq′−q e−β0~ωqδ(ωq′ − ωq − Ωq−q′)
}

,(2.35)torna-se
Fq(t) =

∑

q′

χqq′

{

Nq′(Nq + 1) eβ0~ωq′ − (Nq′ + 1)Nq eβ0~ωq
}

, (2.36)44



2.3. EQUAÇ�O DE EVOLUÇ�O PARA AS POPULAÇÕESque permite analisar o 
aráter pe
uliar e fundamental desta interação. Se 
onsiderarmosas populações de mágnons su�
ientemente altas (Nq,Nq′ ≫ 1)
Fq(t) =

∑

q′

χqq′Nq′Nq

{eβ0~ωq′ − eβ0~ωq
}

, (2.37)e, dado que χqq′ > 0, temos dois possíveis 
omportamentos:1. Os modos 
ara
terizados por q′ que têm energia mais alta do que a do modo q (fre-qüên
ia angular ωq′ tal que ωq′ > ωq), levam, por 
onta do fator {eβ0~ωq′ − eβ0~ωq
}

>

0, a 
ontribuições positivas ao termo Fq(t), indi
ando um 
res
imento na popu-lação Nq - uma alimentação;2. Por outro lado, aqueles modos em que ωq′ < ωq 
ontribuem negativamente 
om
Fq(t) e levam a uma relaxação.Assim, o termo de Fröhli
h faz 
om que a população de mágnons asso
iada a umdado modo aumente por 
onta das 
ontribuições provenientes dos modos de mais altaenergia, ao passo que diminua devido à transferên
ia aos modos de mais baixa energia.Claramente, a energia é transferida em 
as
ata dos modos de alta energia para os modosde baixa energia, gerando um a
úmulo nos modos de mínima freqüên
ia.Como manifestado na Introdução, este pro
esso não-linear, aqui 
hamado de EfeitoFröhli
h, está presente em uma série de sistemas de muitos bósons imersos em umbanho térmi
o e sob ação de fonte externa que os afaste do equilíbrio. Ini
ialmente esteefeito foi eviden
iado por H. Fröhli
h nos 
asos de vibrações polares (f�nons LO) embiopolímeros sob ex
itação es
ura (
f. Ref. 22�25). Desde então o fen�meno tem sidoen
ontrado em diversos sistemas fora do equilíbrio: em vibrações a
ústi
as (f�nons AC)em �uidos biológi
os que envolvem interações anarm�ni
as e estão sob a presença debombeamento de energia via ondas sonoras [26, 27℄; em éx
itons (pares elétron-bura
oem semi
ondutores) interagindo 
om as vibrações da rede 
ristalina e sob ação de 
am-pos eletromagnéti
os de rádio freqüên
ia [28, 29℄. Em todos os 
asos 
itados, frisa-se,o 
omportamento 
omplexo - a
úmulo de bósons nas energias mínimas, independen-temente da freqüên
ia da fonte externa - emerge da não linearidade da interação dosistema de bósons 
om a rede 
ristalina.No 
aso dos mágnons é usual (ver, por exemplo, Refs. 3, 4) 
onsiderar apenas inte-rações lineares entre estes e a rede 
ristalina (semelhantes ao termo Lq(t) da Eq. 2.28).45



CAPÍTULO 2. EQUAÇÕES CINÉTICASNo entanto, a formação do 
ondensado de mágnons ex
itados relatado nos experimentosdas Refs. 5, 6, 9, 10, des
ritos na Introdução, eviden
ia a o
orrên
ia do efeito Fröhli
h,
hama a atenção para a relevân
ia das não linearidades nestes pro
essos 
inéti
os e nospermite 
lassi�
ar tal a
úmulo 
omo uma NEFBEC de mágnons ex
itados.2.3.2 Interação mágnon-mágnonAnalisemos em detalhe o termo 
inéti
o proveniente da interação mágnon-mágnon
Mq(t) =

16π

~2

∑

q1,q2,q3

|Vq,q1,q2|2 {(Nq + 1)(Nq1 + 1)Nq2Nq3 −NqNq1(Nq2 + 1)(Nq3 + 1)}×
×δ(ωq + ωq1 − ωq2 − ωq3)δq3,q+q1−q2

.(2.38)Observando este termo e a representação diagramáti
a do pro
esso (Fig. 2.3) per
ebe-se que se trata de um pro
esso análogo ao asso
iado à interação 
oulombiana entreelétrons (foto-injetados ou em semi
ondutores dopados) fora de equilíbrio. A 
inéti
ada interação 
oulombiana foi objeto de diversos estudos [52�54℄ em que foi 
on
luídoque o papel desta interação é o de levar os elétrons a uma úni
a temperatura internade não-equilíbrio, a 
hamada termalização interna de não equilíbrio.De fato, ao introduzirmos na Eq. 2.38 a distribuição de mágnons
N SM

q =
(eβ~ωq − 1

)−1 (2.39)
om β−1 = kBT
∗, sendo T ∗ 6= T0 uma temperatura de não-equilíbrio1 úni
a de mágnons,obtém-se Mq(t) = 0, indi
ando que tal solução é esta
ionária e 
orroborando a idéia deque a interação mágnon-mágnon tende a levar à termalização interna dos mágnons.2.4 Resumo do Capítulo 2Neste 
apítulo dis
utimos a evolução temporal do sistema magnéti
o des
rito no
apítulo anterior. Restringindo-nos apenas a sistemas homogêneos, des
revemos asequações 
inéti
as para as amplitudes, os pares e as populações de mágnons (os valoresmédios dos operadores ĉq , ĉ†q, σ̂q, σ̂†

q e N̂q). Dado o hamiltoniano apresentado no1Lembramos que o 
on
eito de temperatura de não-equilíbrio foi men
ionado no Capítulo 1 (verRefs. 40�42). 46



2.4. RESUMO DO CAPÍTULO 2Capítulo 1, as equações 
inéti
as foram obtidas pela média da equação de evoluçãode Heisenberg ponderada pelo operador estatísti
o de não-equilíbrio Foi 
onsiderada aaproximação de Markov, em que efeitos de memória são negligen
iados.
• Quanto às amplitudes 〈ĉq|t〉 e 〈ĉ†q|t〉, se levarmos em 
onta apenas os me
anismosde alimentação des
ritos pelo hamiltoniano ĤSR, mostrou-se que a equação deevolução não possui termos independentes e, numa aproximação linear, é a 
om-posição entre uma pre
essão dada por ω̃c

q(t) e um de
aimento dado Γq. Temos,portanto, que se a 
ondição ini
ial for nula - o que o
orre efetivamente se a
ondição ini
ial for a de equilíbrio -, 〈ĉq|t〉 =
〈

ĉ†q|t
〉

= 0, isto é, as amplitudespermane
erão nulas.
• A equação 
inéti
a dos pares é também determinada. Além dos termos linearesde pre
essão e de
aimento, são dis
utidas as 
ontribuição não-lineares nos pares.Em parti
ular, é apontado o termo que depende ex
lusivamente das populaçõesde mágnons, que atua 
omo fonte 
aso os pares e amplitudes sejam nulos.Foi apresentada por �m a equação 
inéti
a das populações de mágnons. Diversas 
on-tribuições foram analisadas:
• As provenientes da fonte externa de mi
roondas, 
om 
omponentes perpendi
ulare paralela ao 
ampo magnéti
o estáti
o. O �bombeamento paralelo� se asso
ia à
riação de dois mágnons pela aniquilação de um fóton e apresenta um termo deretroalimentação, propor
ional à população de mágnons;
• Aquelas oriundas das interações do sistema magnéti
o 
om o banho térmi
o - aradiação de 
orpo negro e a rede 
ristalina. Espe
ial atenção foi dada ao termoasso
iado ao a
oplamento não-linear entre sistema magnéti
o e rede 
ristalina.Conhe
ido por �termo de Fröhli
h� (seção 2.3.1), esta 
ontribuição transfere aenergia em ex
esso ao equilíbrio das populações de mágnons dos modos de altafreqüên
ia para os de baixa, promovendo um a
úmulo de mágnons nos modos demínima energia, o assim 
hamado 
ondensado de Fröhli
h-Bose-Einstein;
• O termo relativo à interação mágnon-mágnon, que redistribui a energia entre aspopulações de mágnons, que faz o sistema tender a uma termalização internadeterminada por uma temperatura de não-equilíbrio.47



CAPÍTULO 2. EQUAÇÕES CINÉTICAS
• As 
ontribuições das amplitudes e dos pares foram negligen
iadas, pois, dada uma
ondição ini
ial de equilíbrio, per
ebe-se que as amplitudes permane
em nulas eos pares não al
ançam valores relevantes para a dinâmi
a das populações.
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Capítulo 3
Modelo de Dois Fluidos

O sistema de equações diferen
iais 2.28, que governa a evolução temporal das popu-lações de mágnons asso
iados ao hamiltoniano expresso pelas Eqs. 1.58, 1.59 e 1.60, tevesuas diversas 
ontribuições analisadas de forma qualitativa no 
apítulo anterior. Resta,no entanto, realizar uma análise quantitativa que nos permita avaliar 
omo as diferentes
ontribuições se 
ompõem e determinam efetivamente a evolução das populações.Lembremos, porém, que o sistema 2.28 é 
onstituído por distintas equações para
ada modo q na primeira zona de Brillouin e, desta forma, o número de equaçõesintegro-diferen
iais não-lineares a
opladas é da ordem do número de 
élulas unitáriasda amostra em questão, tornando na maioria das vezes prati
amente inviável obter suasolução.Para obtermos resultados quantitativos, introduzimos uma modelagem satisfatóriaque denominamos �Modelo de Dois Fluidos�, des
rita a seguir. Baseando-se nos experi-mentos de Demokritov et al. relatados na Introdução, pode-se a�rmar que basi
amentedois grupos de mágnons, 
ara
terizados por suas energias, têm relevân
ia no fen�menode 
ondensação de mágnons. Observando a �gura 3.1 
onstata-se que são su�
ientespara des
rever o experimento apenas os modos alimentados (em torno de 4GHz) e osde mínima freqüên
ia (∼ 2GHz), onde o
orre o a
úmulo, sendo que os outros modos,apesar de também serem ex
itados, rapidamente saturam e espera-se uma 
ontribuiçãomuito pequena no pro
esso.Desta forma 
onsideramos, entre todas as populações de mágnons Nq des
ritaspela Eq. 2.28, somente aquelas asso
iadas aos modos de energia próxima do mínimo49



CAPÍTULO 3. MODELO DE DOIS FLUIDOS

Figura 3.1: Evolução temporal do espe
tro do espalhamento Brillouin após o a
ionamento dafonte externa. Tempos indi
ados têm por referên
ia o momento de a
ionamentoda fonte. Adaptada da Ref. 6, �gura 2.
e em torno da energia de alimentação. Separamos então o sistema nestas regiões,pro
edimento semelhante ao utilizado por Aguiar e Rezende na Ref. 55 (ver tambémRef. 56) e em estudos de super�uidez (
f. Ref. 57):

N1(t) (região asso
iada aos modos de mínima freqüên
ia -R1)

N2(t) (região asso
iada aos modos alimentados -R2)
,em que N1(t) e N2(t) são, respe
tivamente, populações representativas destes modosde�nidas por

N1,2(t) =

∑

q∈R1,2
Nq(t)

∑

q∈R1,2
1

=

∑

q∈R1,2
Nq(t)

n1,2
, (3.1)sendo n1,2 o número de modos presentes em 
ada uma das duas regiões.As populações representativas N1,2(t) têm suas evoluções des
ritas em termos daevolução dos Nq(t) ,

d

dt
N1,2(t) =

1

n1,2

d

dt

∑

q∈R1,2

Nq(t) =
1

n1,2

∑

q∈R1,2

dNq(t)

dt
. (3.2)Retomando a equação 2.28 (negligen
iando os termos de Livshits e a interação 
om a50



radiação perpendi
ular - ver seção 4.2), obtemos �nalmente
d

dt
N1,2(t) =

1

n1,2

∑

q∈R1,2

{Sq(t) +Rq(t) + Lq(t) + Fq(t) +Mq(t)} , (3.3)ou seja, para en
ontrarmos a evolução das populações representativas, N1,2(t) da Eq.3.3, devemos somar todas as distintas 
ontribuições para a evolução de Nq(t), sobreas regiões R1 e R2. Mas a equação en
ontrada ainda mantém a
oplada a evoluçãode N1,2(t) às diferentes populações Nq(t), posto que as diversas 
ontribuições do ladodireito da Eq. 3.3 são funções das populações, 
omo pode ser observado no termo deFröhli
h, reproduzido abaixo de a
ordo 
om a Eq. 2.36,
∑

q∈R1,2

Fq(t) =
∑

q∈R1,2

q′ 6=q

Nq′Nq χqq′

{eβ0~ωq′ − eβ0~ωq
}

+

+
∑

q∈R1,2

q′ 6=q

χqq′

{

Nq′eβ0~ωq′ −Nq eβ0~ωq
}

, (3.4)sendo χqq′ determinado pela Eq. 2.35.É possível, porém, obter um sistema de equações fe
hado nas populações repre-sentativas, d
dt
N1,2(t) = G1,2(N1,N2, t), 
om G1 e G2 sendo funções de N1 e N2. Paraal
ançar este objetivo deve-se ini
ialmente atentar que, ex
etuando o termo linear Lq(t),todas as 
ontribuições do lado direito da Eq. 3.3 
ontém somas, na primeira zona deBrillouin, de produtos de populações de mágnons por diversos elementos de matriz epopulações de f�nons e fótons em equilíbrio. Separamos então 
ada uma destas somasnas regiões R1 e R2, que no 
aso do termo de Fröhli
h leva a
∑

q∈R1

Fq(t) =
∑

q∈R1

q′∈R1

Nq′Nq χqq′

{eβ0~ωq′ − eβ0~ωq
}

+

+
∑

q∈R1

q′∈R2

Nq′Nq χqq′

{eβ0~ωq′ − eβ0~ωq
}

+

+
∑

q∈R1

q′∈R1

χqq′

{

Nq′eβ0~ωq′ −Nq eβ0~ωq
}

+

+
∑

q∈R1

q′∈R2

χqq′

{

Nq′eβ0~ωq′ −Nq eβ0~ωq
}

.51



CAPÍTULO 3. MODELO DE DOIS FLUIDOSOs termos em que q,q′ ∈ R1 são nulos. Então
∑

q∈R1

Fq(t) =
∑

q∈R1

q′∈R2

Nq′Nq χqq′

{eβ0~ωq′ − eβ0~ωq
}

+
∑

q∈R1

q′∈R2

χqq′

{

Nq′eβ0~ωq′ −Nq eβ0~ωq
}

.Neste ponto re
orre-se ao teorema do valor médio em 
ál
ulo integral, que nospermite a�rmar que existem vetores de onda espe
í�
os q̃1, q̃4 ∈ R1 e q̃2, q̃3 ∈ R2 taisque
∑

q∈R1

Fq(t) = Nq̃1Nq̃2

∑

q∈R1

q′∈R2

χqq′

{eβ0~ωq′ − eβ0~ωq
}

+Nq̃3

∑

q∈R1

q′∈R2

χqq′ eβ0~ωq′−Nq̃4

∑

q∈R1

q′∈R2

χqq′ eβ0~ωq,retirando as populações do interior das somas. Por �m, supõe-se que estas populaçõesespe
í�
as são propor
ionais às populações representativas, en
errando, desta maneira,o sistema de equações diferen
iais em N1 e N2. A
ompanhando ainda tal desenvolvi-mento no termo de Fröhli
h,
Nq̃1 = λ1N1; Nq̃2 = λ2N2; Nq̃3 = λ3N2; Nq̃4 = λ4N1;e

∑

q∈R1

Fq(t) = N1N2 λ1λ2

∑

q∈R1

q′∈R2

χqq′

{eβ0~ωq′ − eβ0~ωq
}

+N2 λ3

∑

q∈R1

q′∈R2

χqq′ eβ0~ωq′−N1 λ4

∑

q∈R1

q′∈R2

χqq′ eβ0~ωq .Este pro
edimento pode ser apli
ado a todas as 
ontribuições à Eq. 3.3, 
ujosdetalhes se en
ontram no Apêndi
e D. Analisando 
uidadosamente as deltas de 
on-servação (
f. Eq. 2.28) e impondo que em equilíbrio as diversas 
ontribuições são obri-gatoriamente nulas, obtém-se �nalmente o sistema de equações diferen
iais ordináriasnão-lineares para N1 e N2 dado por
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f1
d

dt̄
N1(t̄) = − D1N1(N1 −N (0)

1 )− f1

[

N1 −N (0)
1

]

+ (3.5a)
+ F {N1N2 + (ν̄ + 1)N2 − ν̄N1}− (3.5b)
− {M1N1 (N1 + 1) +M2N2 (N2 + 1)} (N1

N (0)
2

N (0)
1

−N2), (3.5
)e
f2

d

dt̄
N2(t̄) = I (1 + 2N2)− (3.6a)

−D2N2(N2 −N (0)
2 )− f2

[

N2 −N (0)
2

]

− (3.6b)
− F {N1N2 + (ν̄ + 1)N2 − ν̄N1}+ (3.6
)
+ {M1N1 (N1 + 1) +M2N2 (N2 + 1)} (N1

N (0)
2

N (0)
1

−N2). (3.6d)
[1 ] [2 ]

Figura 3.2: Diagrama ilustrativo das diferentes 
ontribuições para a evolução de N1 e N2,segundo as Eqs. 3.5 e 3.6. O sistema re
ebe energia através da fonte e relaxalinearmente 
om a rede e via emissão de fótons. Os termos de Fröhli
h e mágnon-mágnon redistribuem a energia internamente, o que pode ser entendido, de formapi
tóri
a, 
omo uma transferên
ia 
onservativa de mágnons.Nestas equações o tempo de relaxação linear para a rede foi 
onsiderado o mesmopara todos os diversos modos, τq ≈ τ , e o tempo foi rees
alado em termos de τ , t̄ = t/τ.Já f1,2 são as frações de modos 
ontidos nas regiões R1,2, 
om relação ao total de modos53



CAPÍTULO 3. MODELO DE DOIS FLUIDOSna amostra,
f1,2 =

n1,2
∑

q 1
.

N (0)
1,2 são as populações representativas de equilíbrio e ν̄ é um parâmetro relativo aotermo de Fröhli
h que, devido a imposição de que o sistema deve ser esta
ionário noequilíbrio, é dado por

ν̄ =
(N (0)

1 + 1)N (0)
2

N (0)
1 −N (0)

2e está asso
iado à população média de f�nons (ver Eqs. D.7 e D.8 no Apêndi
e D). Os
oe�
ientes M1,2 e F são, respe
tivamente, as 
onstantes de a
oplamento asso
iadas àinteração mágnon-mágnon e ao termo de Fröhli
h (e 
onsideraremos daqui em diante
M1 = M2 = M); D1,2 está asso
iado ao de
aimento não-linear de mágnons 
om emissãode fótons, o termo Rq(t) da Eq. 2.28; I representa taxa de alimentação direta prove-niente da fonte externa efetivamente absorvida pelo sistema magnéti
o. Todos estes
oe�
ientes são adimensionais, pois foram multipli
ados por τ , e têm suas expressõesdes
ritas no Apêndi
e D.A �gura 3.2 ilustra os diversos pro
essos expressos nas Eqs. 3.5 e 3.6, 
oloridosde forma a identi�
á-los. A fonte bombeia energia para N2 (população representa-tiva asso
iada às altas freqüên
ias), e o termo 3.6a exprime a alimentação direta e aretroalimentação dis
utida na seção 2.3. Os termos de Fröhli
h e mágnon-mágnon sãoresponsáveis pela tro
a de energia entre os dois modos e se 
ontrapõem, de a
ordo 
omo dis
utido nas seções 2.3.1 e 2.3.2. Para altas populações N1,N2 ≫ ν̄ , o termo deFröhli
h (termos 3.5b e 3.6
, que neste 
aso se resumem a ±FN1N2) basi
amente trans-fere energia dos modos alimentadosN2 para aqueles de menor freqüên
ia N1; já o termode mágnon-mágnon induz a termalização, posto que leva a populações representativas
N1 e N2 tais que

N1

N2

=
N (0)

1

N (0)
2

.A relaxação do sistema se dá em ambas as regiões, de forma linear 
om relação à rede
ristalina e não linear quanto ao de
aimento de mágnons via emissão de fótons (termos3.5a e 3.6b).Vemos, portanto, que o modelo de dois �uidos preserva o 
omportamento da evoluçãogeral das populações des
rito pela Eq. 2.28, sendo que os diversos termos do sistema deequações 3.5 e 3.6 re�etem de modo �el as 
ontribuições dis
utidas na seção 2.3. Além54



3.1. RESUMO DO CAPÍTULO 3desta 
orrespondên
ia, a modelagem de dois �uidos permite uma análise mais 
lara esimples e possibilita in
lusive uma resolução numéri
a, dis
utida no próximo 
apítulo,dadas as 
ondições ini
iais do sistema e os valores espe
í�
os dos parâmetros nas Eqs.3.5 e 3.6.3.1 Resumo do Capítulo 3Propusemos aqui uma modelagem da equação 
inéti
a das populações de mágnonsque possibilita o estudo quantitativo da evolução do sistema. Separamos as populaçõesde mágnons em duas regiões, sendo uma asso
iada aos modos de freqüên
ia próxima àmínima e a outra aos modos alimentados. Foram então obtidas as equações de evoluçãopara as populações representativas de 
ada região, N1(t) e N2(t). Mostramos que estasequações, que podem ser integradas numeri
amente, preservam os prin
ipais me
anis-mos presentes na equação 
inéti
a das populações de mágnons.
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Capítulo 4
Condensação deFröhli
h-Bose-Einstein em �lmes �nosde YIG

Apresentamos neste 
apítulo a apli
ação do formalismo desenvolvido anteriormenteà análise dos experimentos des
ritos na Introdução. Utilizamos a aproximação de dois�uidos das equações 
inéti
as das populações de mágnons para estudar - via análisequalitativa e resolução numéri
a - re
entes experimentos de �lmes magnéti
os �nos sobação de uma fonte de mi
roondas e em 
ontato 
om um banho térmi
o. Parti
ularatenção é dada à formação do a
úmulo de mágnons 
riados pela fonte externa nosmodos de menor energia e à relaxação deste sistema para o equilíbrio.4.1 Mágnons em �lmes �nos de YIGRe
entemente, S. O. Demokritov e 
olaboradores realizaram uma série de estudosexperimentais [5, 6, 9, 10℄ sobre mágnons em �lmes �nos de granada de ferro-ítrio (o
omposto Y3Fe2(FeO4)3 ou YIG, do inglês yttrium iron garnet) sob ação de uma fonteexterna. Veri�
aram, via espe
tros
opia de espalhamento Brillouin de luz, que, sob
ertas 
ondições, os mágnons 
riados por 
onta da interação 
om a fonte externa sea
umulam nos modos de mínima energia e tal a
úmulo foi então por eles asso
iado auma 
ondensação de Bose-Einstein fora de equilíbrio.57



CAPÍTULO 4. NEFBEC EM FILMES FINOS DE YIG
PSfrag repla
ements EspalhamentoBrillouin

Fonte deMi
roondasFilme �node YIG
H0Antena

PSfrag repla
ementsEspalhamentoBrillouinFonte deMi
roondasFilme �node YIGAntenaFigura 4.1: À esquerda temos a disposição experimental (segundo Refs. 5, 8). O �lme �node YIG, sob 
ampo H0, é alimentado pela fonte de mi
roondas via antena anexa.As populações de mágnons são medidas via espalhamento de luz. À direita, adensidade reduzida de estados (linha tra
ejada) é obtida através da razão entrea intensidade BLS medida (
ír
ulos) e a distribuição de Plan
k. A linha sólidaapresenta o ajuste. Figura adaptada da Ref. 5, �gura 2.Nestes experimentos, �lmes �nos de YIG foram es
olhidos 
omo material inves-tigado por uma série de motivos. Além de ser um material amplamente estudado eri
amente do
umentado (a Ref. 58 foi utilizada no que diz respeito aos dados exper-imentais do YIG, enquanto a Ref. 35 apresenta um panorama sobre sua relação dedispersão e seus me
anismos de relaxação), o YIG tem baixas perdas magnéti
as - pos-sibilitando aos mágnons longa vida média (τYIG ∼ 1µs) - e apresenta efetiva absorçãode energia via bombeamento paralelo.Foram utilizados �lmes �nos de YIG epitaxial, 
om espessura de 2 − 10µm e di-mensões laterais de 2−20mm sob a ação de um 
ampo magnéti
o estáti
o, paralelo ao�lme, H0 ∼ 1 kOe. A relação de dispersão destes �lmes apresenta uma freqüên
ia mí-nima fmin ∼ 2, 10GHz para vetores de onda paralelos ao 
ampo magnéti
o estáti
o e demódulo q ∼ 5× 104 cm−1. Os experimentos foram realizados a temperatura ambiente,sendo a temperatura de Curie do YIG Tc = 559K.A fonte externa mono
romáti
a de mi
roondas (6 − 9GHz) alimentou o sistemaatravés de uma antena 
ilíndri
a de 25µm de diâmetro anexada ao �lme �no em suaregião 
entral, 
om pulsos de 
urta (30 ns) ou longa duração (1 − 100µs) e potên
iavariando entre 0, 1− 6W, sendo a radiação basi
amente1 paralela ao 
ampo magnéti
o1Aqui, devido à 
on�guração geométri
a das antenas, tanto as 
omponentes paralelas 
omo per-58



4.1. MÁGNONS EM FILMES FINOS DE YIGestáti
o. À esquerda da Figura 4.1 apresentamos um diagrama ilustrativo da disposiçãoexperimental.Para obtenção da evolução das populações dos mágnons, foi utilizada a té
ni
ade espe
tros
opia de Brillouin de espalhamento de luz 
om resolução temporal2 de
10 ns, 
ujos detalhes podem ser obtidos na referên
ia 60. Utilizando uma geometriade espalhamento em que a luz re
olhida se propaga em direção prati
amente oposta àdireção da luz in
idente (quasi-ba
kward geometry), 
ontribuem para o espalhamentoapenas os mágnons 
om vetores de onda tais que |q| < 2 × 105 cm−1 e a resoluçãoexperimental típi
a era de 250MHz (podendo eventualmente 
hegar a 50MHz, às 
ustasda diminuição da sensibilidade do experimento). Deve-se notar que a intensidade doespalhamento medido (ou intensidade BLS do inglês Brillouin Light S
attering) parauma dada freqüên
ia é propor
ional ao produto da população de mágnons N (ω) peladensidade de estados g(ω) (
f. Ref. 61),

IBLS(ω) ∝ N (ω) g(ω). (4.1)

Figura 4.2: Intensidade do espalhamento Bril-louin em �lme �no de YIG (a) 30 nsapós ativação da fonte (b) em su-
essivos instantes. Adaptada daRef. 6, �gura 2.

Assim, a intensidade BLS nos forne
ea população de mágnons numa 
ertaregião de freqüên
ias se 
onhe
ermos oproduto da 
onstante de propor
ionali-dade pela densidade de estados. Estepode ser obtido, para 
ada freqüên
ia,dividindo-se a intensidade BLS em equi-líbrio pela distribuição de Plan
k para osmágnons (ver lado direito da Figura 4.1).De forma simpli�
ada, os experimen-tos de Demokritov et al. nos mostramque, partindo do equilíbrio (Figura 4.1),ao ser a
ionada a fonte externa o
orre umforte aumento na população dos mágnonspendi
ulares da radiação de mi
roondas estariam presentes alimentando o sistema. Pode-se mostrar,no entanto, que neste 
aso terá relevân
ia apenas a 
omponente paralela (ver Ref. 15).2Alguns experimentos posteriores do mesmo grupo dispuseram, além da resolução temporal, deresolução no espaço de fases (quasimomentos) [59℄ ou de resolução no espaço direto [15℄.59
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Figura 4.3: Intensidade do espalhamento Brillouin para tempos distintos. À esquerda, 
om afonte externa a
ionada, vê-se que após ∼ 200 ns apenas as populações de mágnonsdos modos próximos ao mínimo de energia seguem 
res
endo, e as outras estãoprati
amente saturadas. À direita vemos o desenvolvimento do sistema após serdesligada a fonte. Adaptada da Ref. 5, �guras 3 e 4.
uja freqüên
ia equivale a metade da freqüên
ia da radiação da fonte (Figura 4.2a).Estes assim 
hamados mágnons primários se distribuem rapidamente pelo espe
tro,populando ini
ialmente os modos de energia próxima a da fonte e então, su
essivamente,al
ançando os modos de mais baixa energia. Em um dado momento prati
amente to-das as populações de mágnons �
am inalteradas, sendo que toda a energia bombeadaé 
analizada de forma que apenas as populações de mágnons asso
iadas ao mínimo deenergia 
ontinuem aumentando (Figura 4.2b), eventualmente atingindo o sistema umestado esta
ionário. Após ser desligada a fonte externa, os mágnons relaxam para oequilíbrio (ver lado direito da Figura 4.3).Cabe aqui ressaltar dois aspe
tos importantes do fen�meno:a. O pro
esso de redistribuição dos mágnons primários sobre o espe
tro de-pende fortemente da potên
ia da fonte externa apli
ada. Nos experimentosdis
utidos nas Refs. 5, 6, 9, em que a fonte de mi
roondas é apli
ada du-rante 1µs, per
ebe-se que para potên
ias extremamente baixas (∼ 0, 1W)os pou
os mágnons primários 
riados prati
amente não se espalham peloespe
tro - a 
riação destes mágnons é balan
eada pelos diversos pro
es-sos de relaxação. Aumentando-se a potên
ia de bombeamento de energia60



4.1. MÁGNONS EM FILMES FINOS DE YIG(& 0, 7W), a dinâmi
a dos mágnons se dá em duas etapas: ini
ialmenteo
orre a redistribuição das populações de mágnons até que as populações demágnons não asso
iadas ao mínimo de energia saturem, sendo que o tempode duração (∼ 50−250 ns) desta etapa diminui 
om o aumento da potên
iaempregada (ver Figura 4.4a); 
onforme a energia 
ontinua a ser bombeada aspopulações seguem 
res
endo até atingirem uma distribuição esta
ionária.A
ima de 
erta potên
ia (∼ 5W) as mesmas etapas são observadas mas, a
Figura 4.4: (a) Tempo de
orrido, após a
ionamento da fonte externa, para distribuição dosmágnons primários. (b) Intensidade Brillouin asso
iadas às populações esta-
ionárias dos modos de freqüên
ia mínima e de 3, 4GHz em função da potên
iada fonte. (
) Desenvolvimento no tempo das populações referentes aos mesmosmodos anteriores. Adaptada da Ref. 6, �guras 4 e 5.partir de um dado instante, as população de mágnons asso
iadas aos mo-dos de energia superior à mínima saturam e su
essiva alimentação gera umadi
ional a
úmulo preferen
ialmente nas populações no mínimo de energia,o que 
ara
terizaria, segundo os autores dos experimentos, a formação deum 
ondensado de Bose-Einstein (
f. Figuras 4.4b e 4.4
).b. Alimentando o sistema 
om a fonte de mi
roondas durante 
urtos intervalosde tempo (30 ns) foi observada a relaxação do sistema para o equilíbrio[9, 10℄. Além de 
onstatar-se novamente que o tempo de redistribuiçãoini
ial dos mágnons diminui 
om o aumento da potên
ia da fonte externa,foi identi�
ado um 
omportamento pe
uliar no de
aimento exponen
ial dosistema. A taxa 
om que o sistema de
ai apresenta um salto em funçãodo número de mágnons injetado no sistema e, portanto, 
om a potên
iada fonte. Como pode ser visto na Figura 4.5, o tempo 
ara
terísti
o dede
aimento prati
amente 
ai pela metade ao apli
ar-se potên
ias su�
ientespara 
riação do dito 
ondensado de Bose-Einstein .61
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Figura 4.5: (a) De
aimento da intensidade Brillouin asso
iada aos modos de mínima freqüên
iaapós interrupção da fonte externa para diversos valores de potên
ia da fonte. (b)Tempo 
ara
terísti
o de de
aimento do 
ondensado em função da potên
ia da fonteexterna. Adaptada da Ref. 9, �guras 9 e 10.4.2 Condensação de Fröhli
h-Bose-EinsteinEm �lmes �nos de YIG são relevantes, entre os spins, tanto as interações de tro
a
omo as interações dipolares. É razoável admitir que a evolução das populações demágnons dos experimentos realizados por Demokritov et al. men
ionados na seçãoanterior sejam adequadamente des
ritos pela equação de evolução 2.28, dis
utida emdetalhes na seção 2.3. Reproduzimos aqui esta expressão, retendo apenas os termosrelevantes para a interpretação teóri
a do experimento,
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4.2. CONDENSAÇ�O DE FRÖHLICH-BOSE-EINSTEIN
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. [Mq(t)](4.2)Basi
amente três 
ontribuições 
ontidas na Eq. 2.28 podem, 
onsiderando a ade-quação aos experimentos realizados, ser negligen
iadas:1. Dada a 
on�guração da fonte de mi
roondas externa men
ionada anteriormente,pode-se negligen
iar a interação do sistema 
om a 
omponente perpendi
ular daradiação da fonte, o termo S⊥
q (t) na Eq. 2.28;2. O termo de Livshits - Lq(t) na Eq. 2.28 - 
orresponde a um de
aimento, 
ujaspartes linear e não-linear podem ser devidamente in
orporadas nos termos Lq(t)e Rq(t) respe
tivamente;3. As 
ontribuições oriundas das amplitudes e pares, de a
ordo 
om a dis
ussãorealizada no 
apítulo 2.Considerando ainda que a relaxação linear por fótons asso
iada ao termo R⊥

q (t) podeser formalmente unida à relaxação linear e então expressa em termos de Lq(t), sob
orreta reformulação de τq, é possível a�rmar que os prin
ipais pro
essos presentesnos experimentos realizados são des
ritos pela Eq. 4.2. A alimentação do sistema, obombeamento paralelo, é des
rita pelo termo Sq(t), os termos Lq(t) e Rq(t) são os63



CAPÍTULO 4. NEFBEC EM FILMES FINOS DE YIGprin
ipais pro
essos de relaxação, a distribuição interna de mágnons se dá pelos termosde Fröhli
h e mágnon-mágnon, Fq(t) e Mq(t) respe
tivamente.Um importante aspe
to deve ser ressaltado neste ponto. Como des
rito anteri-ormente, o experimento mostra que existe, enquanto o sistema está alimentado, umaredistribuição interna das populações de mágnons, que a
aba originando o a
úmulo demágnons produzidos pela interação 
om a fonte externa em torno do mínimo de energia.De a
ordo 
om o dis
utido nas seções 2.3.1 e 2.3.2, a interação mágnon-mágnon tendeà termalização interna do sistema, opondo-se à formação do a
úmulo. Por outro lado,o termo de Fröhli
h leva ao a
úmulo e, portanto, é o responsável pelo fen�meno.Além da formação do 
ondensado, pode-se analisar qualitativamente também arelaxação do sistema pelas equações 
inéti
as 4.2. Per
ebe-se que a relevân
ia de 
adaum dos diversos pro
essos de relaxação e distribuição interna depende das populaçõesde mágnons envolvidas, o que nos permite a�rmar que a dominân
ia de determinadopro
esso deve depender dos valores das populações de mágnons. Assim, por exemplo,se 
ompararmos os termos de relaxação linear para a rede Lq(t) e a interação 
oma radiação de 
orpo negro Rq(t), 
onstata-se que o primeiro, por ser linear, deve serdominante próximo ao equilíbrio (i.e., 
om Nq ≈ N (0)
q ), ao passo que a não linearidade

Nq′Nq 
ontida em Rq(t) sugere sua dominân
ia 
omo pro
esso dissipativo nos regimesem que temos altas populações de mágnons.Temos então uma análise qualitativa dos experimentos 
itados através da inspeçãodas equações 
inéti
as 4.2 e re
orremos ao modelo de dois �uidos des
rito no 
apítulo3 
om o objetivo de realizar um estudo quantitativo do sistema.4.3 Modelo de dois �uidosProsseguimos então à adequação do modelo de dois �uidos, exposto no 
apítuloanterior, aos experimentos 
om �lmes �nos de YIG dis
utidos anteriormente. Comisto torna-se possível ilustrar os prin
ipais resultados experimentais - a evolução daspopulações de mágnons levando ao 
ondensado e o pe
uliar de
aimento para o equilíbrio,ambos des
ritos na seção 4.1 - e 
orroborar a análise anterior.Devemos ini
ialmente delimitar as regiões do espaço re
ípro
o asso
iadas aos modosde mínima energia e aos alimentados pela fonte externa, R1 e R2 respe
tivamente neste64



4.3. MODELO DE DOIS FLUIDOSmodelo de dois �uidos. Como des
rito no Capítulo 3, o experimento dis
utido permiteefetivar esta divisão, posto que basi
amente os mágnons 
om freqüên
ias próximasao mínimo (≃ 2, 1GHz) e aqueles alimentados (≃ 4GHz) desempenham um papelrelevante (
f. Figura 3.1). Além disso, 
onsideraremos a resolução do experimento- 0, 25GHz - 
omo 
ritério de demar
ação das regiões: a região R1 in
lui mágnons
om freqüên
ias entre 2, 1GHz e 2, 35GHz, e a região R2 se asso
ia aos mágnons 
omfreqüên
ias entre 3, 75GHz e 4, 25GHz.De�nidas então as regiões R1 e R2 (ver lado direito da Figura 4.6), utilizamos osdados experimentais (
ontidos na Ref. 5) referentes à intensidade Brillouin próxima aomínimo de energia para en
ontrar a evolução observada das populações representativas
N1 eN2. Como as populações de mágnons, para uma dada freqüên
ia, são propor
ionaisà intensidade BLS, pode-se utilizar os valores em equilíbrio para obter a 
onstante depropor
ionalidade.Consideramos que em equilíbrio as populações representativas de mágnons N (0)

1 e
N (0)

2 obede
em a distribuição
N (0)

1,2 =
(eβ0~ω1,2 − 1

)−1
, (4.3)e, levando em 
onta a temperatura T0 = 300K, o mínimo da relação de dispersão

ωmin ≃ 13GHz (que 
ara
teriza N (0)
1 ) e a freqüên
ia angular dos mágnons alimentadospela fonte ωS ≃ 25GHz (asso
iado a N (0)

2 ), temos, substituindo tais valores na Eq. 4.3,
N (0)

1 ≃ 3× 103 e N (0)
2 ≃ 2× 103.O valor da intensidade BLS, medido em equilíbrio, em torno do mínimo é de apro-ximadamente 0, 18 contagens/s, o que nos permite, a
ompanhando a intensidade BLSpróxima à freqüên
ia mínima no tempo, obter a evolução de N1, expressa na tabela 4.1.Quanto à obtenção da evolução da população representativa N2 de a
ordo 
omo experimento, não podemos empregar um pro
edimento análogo, posto que não sedispõe, na realização espe
í�
a tratada na Ref. 5, da intensidade BLS dos mágnonsalimentados3. No entanto, é razoável admitir que N2 atinja um valor esta
ionário (má-ximo)N S

2 ≈ 104, baseando-se na evolução das populações adja
entes e em experimentos3Neste 
aso, o espe
tro BLS apresenta uma freqüên
ia de 
orte em 3, 7GHz devido ao intervalo denúmeros de onda disponíveis no experimento. 65



CAPÍTULO 4. NEFBEC EM FILMES FINOS DE YIGTempo (µs) Intensidade BLS (
ontagens/s) População representativa N1

0 (equilíbrio) 0, 18 3× 103

0, 2 2, 5 4, 2× 104

0, 3 7, 0 1, 2× 105

0, 4 17, 5 2, 9× 105

0, 5 25 4, 2× 105

0, 9 27 4, 5× 105

1, 1 21, 5 3, 6× 105

1, 2 8, 5 1, 4× 105Tabela 4.1: Intensidade do espalhamento Brillouin na freqüên
ia mínima em função do tempo,segundo Figuras 2, 3 e 4 da Ref. 5. População representativa dos modos debaixa freqüên
ia asso
iada ao experimento. Lembramos que após 1µs a fonte foidesligada.posteriores [6, 9℄.Dadas então, segundo o experimento, as regiões representativas e a evolução daspopulações 
orrelatas deve-se 
omparar tais dados 
om os resultados provenientes damodelagem por dois �uidos.
4.3.1 Evolução temporalPara en
ontrar a evolução das populações de mágnons segundo o modelo de dois�uidos deve-se ter em 
onta as equações de evolução das populações representativasasso
iadas aos modos alimentados N2 e às freqüên
ia em torno do mínimo N1, Eqs. 3.5e 3.6, obtidas no 
apítulo 3 e reproduzidas aqui para 
omodidade de leitura,

f1
d

dt̄
N1(t̄) = − D1N1(N1 −N (0)

1 )− f1

[

N1 −N (0)
1

]

+ (4.4a)
+ F {N1N2 + (ν̄ + 1)N2 − ν̄N1}− (4.4b)
− {M1N1 (N1 + 1) +M2N2 (N2 + 1)} (N1

N (0)
2

N (0)
1

−N2), (4.4
)66



4.3. MODELO DE DOIS FLUIDOSe
f2

d

dt̄
N2(t̄) = I (1 + 2N2)− (4.5a)

−D2N2(N2 −N (0)
2 )− f2

[

N2 −N (0)
2

]

− (4.5b)
− F {N1N2 + (ν̄ + 1)N2 − ν̄N1}+ (4.5
)
+ {M1N1 (N1 + 1) +M2N2 (N2 + 1)} (N1

N (0)
2

N (0)
1

−N2). (4.5d)Este sistema de equações diferen
iais é não-linear e deve ser resolvido numeri
a-mente. Para isso, faz-se ne
essário forne
er os valores dos parâmetros em abertos 
on-tidos nestas equações, que são aqui estimados.Ini
iamos pela estimativa dos parâmetros f1 e f2 que, lembremos, são as fraçõesdo volume o
upado por estes modos no espaço re
ípro
o 
om relação ao volume totalda zona de Brillouin. No lado esquerdo da Figura 4.6 apresentamos uma ilustraçãodo �lme �no. A direção y é aquela perpendi
ular ao �lme, e a direção z é paralela ao
ampo magnéti
o estáti
o H0. As dimensões do �lme �no asso
iadas ao experimentoem questão, des
rito na Ref. 5 são Lx = 0, 2 cm, Ly = 5µm e Lz = 2 cm. Conformedis
utido na seção 1.1.2.1, a baixa espessura do �lme leva a uma relevante separaçãodos modos transversais, o que nos autoriza a 
onsiderar ex
itado na direção y apenas omodo fundamental (ver também Refs. 13, 36). Temos então que os mágnons possuemvetores de onda q‖ paralelos ao �lme - 
om 
omponentes q‖x e q‖z - e são os modosasso
iados a este vetor de onda que 
ompõe R1 e R2.Apresentamos, à direita da Figura 4.6, as regiões R1 e R2 no espaço re
ípro
o,obtidas segundo a Eq. 1.36, 
ujas áreas, obtidas numeri
amente, são
#R1 = 1, 6× 1010 cm−2 e #R2 = 1, 0× 1011 cm−2. (4.6)Dada a área total da zona de Brillouin

#R =

(

2π

a

)2

= 2, 5× 1015 cm−2 (4.7)
67



CAPÍTULO 4. NEFBEC EM FILMES FINOS DE YIGPSfrag repla
ements
x

y

z

Lx

Ly

Lz

H0( )( )
-2

-1

0

1

2

-4 -2 0 2 4

PSfrag repla
ements

q‖z (×105 cm−1)q ‖
x

(×104 cm−1 ) R1 R1

R2Figura 4.6: À esquerda é apresentado o �lme �no, no que diz respeito à sua geometria. Àdireita, as regiões R1 =
{

q‖| 2, 1 ≤ ωq‖
≤ 2, 35

} e R2 =
{

q‖| 3, 75 ≤ ωq‖
≤ 4, 25

}no espaço dos vetores de onda paralelos ao �lme �no, de a
ordo 
om a relação dedispersão para mágnons em �lmes �nos (Eq. 1.36) dis
utida na seção 1.1.2.1.
sendo a o parâmetro de rede (que, para o YIG é a = 12, 465 Å ) obtemos então

f1 =
#R1

#R
= 6, 4× 10−6 e f2 =

#R2

#R
= 4× 10−5. (4.8)Estimados então f1 e f2 passamos aos outros parâmetros. Apesar de apresentarmos,por 
onveniên
ia, as Eqs. 4.4 e 4.5 em forma adimensional - todos os termos estãomultipli
ados pelo tempo de relaxação linear para a rede τ , devidamente in
orporadosnos 
oe�
ientes - e o tempo ser, então, es
alado em termos de τ , torna-se importantede�nir a es
ala de tempo para realizar a 
omparação adequada 
om os experimentos.Então, adotamos τ = 1µs, dado que, segundo a literatura sobre o assunto [5℄, o tempode relaxação linear para a rede é da ordem de mi
rosegundos. A fonte de mi
roondasque atua no sistema está asso
iada, 
omo vimos, ao termo 4.5a da equação de evoluçãopara N2(t) e o parâmetro I se refere à taxa de alimentação devido à fonte externa.Claramente, a potên
ia absorvida pelo sistema, segundo o modelo de dois �uidos, é

Pabs = n2 ~ωS
dN2

dt

∣

∣

∣

∣

fonte

= n2 ~ωS
2IN2

τf2
= n ~ωS

2IN2

τ
, (4.9)sendo n2 o número de modos em R2 e n o número total de modos relativo às direções68



4.3. MODELO DE DOIS FLUIDOS
x e z,

n = nx nz =
Lx

a

Lz

a
= 3, 2× 1014. (4.10)Se levarmos em 
onta a população representativa alimentada 
om valores próximosa N2 ∼ 104 e a potên
ia absorvida pelo sistema 
omo uma pequena fração da potên
iaefetiva, Pabs ∼ 10−2W, obtemos

I =
τPabs

2N2 n ~ωS

∼ 10−610−2

2 104 3, 2 1014 10−34 25 109
= 6, 25× 10−4. (4.11)Os parâmetros asso
iados ao de
aimento dos mágnons via emissão de fótons, D1 e

D2, serão 
onsiderados iguais, D1 = D2 = D e podem ser estimados tendo 
omo base oestado esta
ionário que o sistema atinge após 0, 5µs. Neste estado esta
ionário, o ladodireito das Eqs. 4.4 e 4.5 é nulo e, ao somarmos estas equações, obtemos
I (1+2N S

2 ) = DN S
1 (N S

1 −N (0)
1 )+f1

[

N S
1 −N (0)

1

]

+DN S
2 (N S

2 −N (0)
2 )+f2

[

N S
2 −N (0)

2

]

.Considerando então os valores esta
ionários referentes ao experimento (
f. tabela4.1) N S
1 ≃ 4, 5× 105 e N S

2 ≃ 104 vemos que
I (1 + 2N S

2 )
∼= DN S

1 (N S
1 −N (0)

1 )e
D =

I (1 + 2N S
2 )

N S
1 (N S

1 −N (0)
1 )

∼ 10−4 2 104

2 1011
= 10−11.Quanto aos parâmetros asso
iados à interação mágnon-mágnon, 
onsideraremos, aexemplo da estimativa anterior, M1 = M2 = M. Pode-se en
ontrar um limite superiorpara M, a partir do tempo de termalização linear de mágnons τM = 0, 2µs 
itado naliteratura [5℄. É importante notar que M 
ara
teriza pro
essos não-lineares, enquantoo tempo de termalização linear τM é essen
ialmente válido apenas em situações ligeira-mente afastadas do equilíbrio. Porém, pode-se linearizar em torno do equilíbrio ostermos 4.4
 e 4.5d das Eqs. 4.4 e 4.5,

M1(t̄) ≡ −M {N1 (N1 + 1) +N2 (N2 + 1)} (N1
N (0)

2

N (0)
1

−N2), (4.12)
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CAPÍTULO 4. NEFBEC EM FILMES FINOS DE YIG
om
M2 = −M1,e então 
omparar 
om τM. Para isso, é importante notar que a população de mágnonsé 
onservada se 
onsiderarmos estes termos atuando isoladamente4, isto é,

f1
d

dt̄
N1(t̄) + f2

d

dt̄
N2(t̄) = 0 → f1N1(t̄) + f2N2(t̄) = 
te. = f1N (0)

1 + f2N (0)
2(4.13)se

M1,2(t̄) = f1,2
d

dt̄
N1,2(t̄).Assim, de�nindo ∆N1,2(t̄) = N1,2(t̄)−N (0)

1,2 e utilizando a Eq. 4.13, temos
∆N2(t̄) = N2(t̄)−N (0)

2 = −f1
f2
∆N1(t̄)e podemos então linearizar

M1(t̄) ≃ −M
{

N (0)
1

(

N (0)
1 + 1

)

+N (0)
2

(

N (0)
2 + 1

)}

(

f1
f2

+
N (0)

2

N (0)
1

)

∆N1(t̄).Assim temos
f1

d

dt̄
N1(t̄) = τf1

d

dt
N1(t̄) = τf1

d

dt
∆N1(t) =

= −M
{

N (0)
1

(

N (0)
1 + 1

)

+N (0)
2

(

N (0)
2 + 1

)}

(

f1
f2

+
N (0)

2

N (0)
1

)

∆N1(t)Então ∆N1(t) = ∆N1(t = 0) exp

{

− t

τM

}, o que nos permite es
reverr
1

τM
=

M

τf1

{

N (0)
1

(

N (0)
1 + 1

)

+N (0)
2

(

N (0)
2 + 1

)}

(

f1
f2

+
N (0)

2

N (0)
1

)

.Desta forma podemos, 
onhe
endo os valores de τ , τM, f1, f2, N (0)
1 e N (0)

2 , estimar ovalor de M. Deve-se notar, no entanto, que este valor é estimado em torno do equilíbrio4Essa 
onservação dos modos representativos de mágnons N1 e N2, 
aso 
onsideremos apenas ostermos de Fröhli
h ou mágnon-mágnon, de
orre de ∑
q

Fq(t) = 0 e ∑
q

Mq(t) = 0.70



4.3. MODELO DE DOIS FLUIDOSe a medida de τM o
orre em sistemas ligeiramente afastados do equilíbrio. Portanto,esta relação estabele
e o limite superior para o parâmetro M,

M ≤ τf1
τM

{

{

N (0)
1

(

N (0)
1 + 1

)

+N (0)
2

(

N (0)
2 + 1

)}

(

f1
f2

+
N (0)

2

N (0)
1

)}−1

≤ 5f1

{

13× 106
(

f1
f2

+ 0, 6

)}−1

≈ 10−12.Prosseguimos então à integração numéri
a, tendo 
omo base os valores dos parâ-metros dis
utidos anteriormente e restando 
omo parâmetro de ajuste apenas F, rela-
ionado ao termo de Fröhli
h. A �gura 4.7 apresenta a 
omparação entre os dadosexperimentais apresentados na tabela 4.1 e a integração numéri
a das Eqs. 4.4 e 4.5- 
onsiderando 
omo 
ondição ini
ial o equilíbrio (N1,2(t = 0) = N (0)
1,2 ) e a fonte ligadadurante 1µs. Além do a
ordo apresentado entre teoria e experimento, é importanteressaltar o papel fundamental desempenhado pelo termo de Fröhli
h, que de fato levaao a
úmulo de mágnons em N1, 
om populações substan
ialmente maiores que N2. Atitulo de 
omparação apresentamos, na mesma �gura 4.7, a integração numéri
a domesmo sistema de dois �uidos, sob as mesmas 
ondições, mas 
om o termo de Fröhli
hausente (i.e. fazendo F = 0). Neste 
aso, per
ebe-se a inexistên
ia do a
úmulo e osistema evolui, após 0, 6 unidades de tempo, de forma que N1(t)

N2(t)
=

N (0)
1

N (0)
2

.
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Figura 4.7: Integração numéri
a do modelo de dois �uidos 
om 
omparação 
om experimento eanálise do efeito Fröhli
h. Os 
ír
ulos (vermelho) apresentam os dados de Demokri-tov e 
olegas expostos na tabela 4.1. As linhas sólidas apresentam as populaçõesde mágnons de baixa (N1) e alta (N2) energia obtidas pela integração numéri
adas Eqs. 4.4 e 4.5 
om os seguintes parâmetros: N (0)
1 = 3 × 103, N (0)

2 = 2× 103,
f1 = 3×10−6, f2 = 3×10−4, τ = 1µs, F = 2×10−6, M = 3×10−14, D = 4×10−11e I = 8×10−4 (≃ 0, 5W absorvidos pelos spins). As linhas tra
ejadas (em azul) re-presentam as populações de mágnons obtidas negligen
iando o termo de Fröhli
h,notando-se termalização interna a partir de ∼ 0, 75µs.Tal resultado 
orrobora a dis
ussão apresentada na seção 4.2, de que a interaçãomágnon-mágnon levaria, 
omo será dis
utido na próxima seção, a uma termalização 
omuma temperatura de não-equilíbrio úni
a, enquanto o termo de Fröhli
h leva ao a
úmulonos estados de mínima freqüên
ia, sendo responsável pela formação do 
ondensado.É interessante ainda analisar 
omo os diferentes pro
essos 
ontribuem para a evoluçãodas populações representativas N1 e N2 exposta na Figura 4.7. Na �gura 4.8 apresen-tamos as taxas de 
res
imento e de
aimento presentes nas Eqs. 4.4 e 4.5, e 
ada umdos pro
essos é indi
ado pelo parâmetro asso
iado: por I designamos a alimentaçãoexterna via fonte de mi
roondas (termo 4.5a); D representa o de
aimento não-linear viaemissão de fótons (primeira par
ela dos termos 4.4a e 4.5a); a relaxação linear para arede é expressa por L (segunda par
ela dos termos 4.4a e 4.5a); F + M é, por �m, obalanço entre os termos de Fröhli
h e da interação mágnon-mágnon (termos 4.4b e 4.4
72



4.3. MODELO DE DOIS FLUIDOSrespe
tivamente).
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Figura 4.8: Contribuição dos distintos pro
essos para a evolução das populações representa-tivas N1 e N2. Com os mesmos parâmetros utilizados para 
onstrução da Figura4.7, foram traçadas as 
urvas 
orrespondentes aos termos 4.5a - 4.5d, referentes à
N2 (topo da �gura) e os termos 4.4a - 4.4
, referentes à N1 (base). Per
ebe-se aalimentação via fonte em N2 que, através do balanço entre os termos de Fröhli
he mágnon-mágnon, transfere energia para N1. A energia é dissipada majoritaria-mente por de
aimento de mágnons na região N1 via emissão de fótons.Considerando então apenas o período em que a fonte está ligada, per
ebe-se, anali-sando a Figura 4.8a, que são 
riados aproximadamente 3×104 mágnons do tipo N2 porunidade de tempo es
alado (ou, lembrando que adotamos τ = 1µs, 3 × 1010 mágnonspor segundo, o que 
orresponderia a 0, 5W absorvidos pelo sistema) e a relaxação paraa rede é de ∼ 5× 109 mágnons por segundo (e a relaxação via emissão de fótons podeser negligen
iada, pois tem uma taxa menor que 3 × 106 s−1). A interação entre os73



CAPÍTULO 4. NEFBEC EM FILMES FINOS DE YIGmágnons ex
itados e aqueles de mínima energia se dá pelas 
ontribuições de Fröhli
h(que leva ao a
úmulo em N1) e da interação mágnon-mágnon (que tende a termalizaçãointerna) e, em balanço, leva a uma taxa de de
aimento em N2 de ∼ 2, 5×1010 s−1. Estainteração é, portanto, a prin
ipal fonte de relaxação de N2 e é também a origem dosmágnons em N1, alimentados a uma taxa de ∼ 2, 5× 1012 s−1, 
omo pode ser visto naFigura 4.8b. Vemos ainda que as taxas de de
aimento dos mágnons em N1 via emissãode fótons e pela relaxação linear 
om a rede são respe
tivamente de ∼ 2 × 1012 s−1 e
∼ 5× 1011 s−1.
4.3.2 Soluções esta
ionáriasUtilizando os mesmos valores para os referidos parâmetros, mas 
onsiderando agorao bombeamento de energia 
onstantemente apli
ado, podem ser estudadas as popu-lações esta
ionáriasN S

1 eN S
2 
omo função de I, a taxa de alimentação pela fonte externa.Assim, obtendo numeri
amente as raízes das Eqs. 4.4 e 4.5 para d

dt
N1 =

d

dt
N2 = 0, foi
onstruída a Figura 4.9.De imediato, pode-se notar a existên
ia de três regimes distintos. Para baixas taxasde alimentação per
ebe-se um ligeiro in
remento 
om relação aos valores de equilíbrio, oque nos permite dizer que se trata de um regime linear. A partir de um 
erto valor para aalimentação 
onstata-se a emergên
ia do 
ondensado, 
om um pronun
iado a
úmulo demágnons emN1. Per
ebe-se ainda um segundo valor limite para a taxa de alimentação edeste em diante o 
ondensado é desfeito e, 
omo será exposto posteriormente, atinge-seum estado termalizado 
om uma temperatura de não-equilíbrio úni
a.Para melhor 
ompreensão do papel desempenhado pelas 
ontribuições de Fröhli
he da interação mágnon-mágnon é 
onveniente separar os dois efeitos. Desta forma, des-
onsiderando ini
ialmente o termo de Fröhli
h (i.e. fazendo F = 0), o 
omportamentodas populações esta
ionárias - 
onsiderando 
omo pro
esso interno apenas o termoproveniente da interação mágnon-mágnon - está representado nas 
urvas da Figura4.10. 74
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Figura 4.10: Soluções esta
ionárias para as populações de mágnons na modelagem de dois�uidos obtidas numeri
amente na ausên
ia do termo de Fröhli
h (F = 0). Parâ-metros utilizados: N (0)
1 = 3× 103, N (0)

2 = 2× 103, f1 = 3× 10−6, f2 = 3× 10−4,
M = 3× 10−14 e D = 4× 10−11. No detalhe estão apresentadas as temperaturasde não-equilíbrio asso
iadas às populações representativas N1 (linha 
ontínua) e
N2 (tra
ejada), 
f. Eq. 4.14 e Tabela 4.2.75



CAPÍTULO 4. NEFBEC EM FILMES FINOS DE YIGÉ interessante fazer aqui a análise em termos das variáveis termodinâmi
as asso
i-adas dis
utidas na seção 1.2. Como as úni
as variáveis dinâmi
as de base relevantes sãoas populações de mágnons, podemos retomar as Eqs. 1.73 e 1.74 e rees
rever as popu-lações representativas N1,2 em termos das variáveis termodinâmi
as asso
iadas F1,2 oudas temperaturas de não-equilíbrio T ∗
1,2:

N T
1,2 =

1eF1,2 − 1
, 
om F1,2 =

~ω1,2

kBT
∗
1,2

. (4.14)A termalização interna (de não-equilíbrio) o
orre, portanto, quando as populações N1,2são tais que suas temperaturas de não-equilíbrio 
oin
idem, T ∗
1 = T ∗

2 .Analisando então o 
aso em que a interação mágnon-mágnon é a úni
a interaçãointerna presente (F = 0) à luz das temperaturas de não-equilíbrio, pode-se a�rmar,
onforme o detalhe da Figura 4.10, que existem apenas dois regimes: o linear, parabaixas taxas de alimentação pela fonte externa, em que as populações representativastêm valores próximos aos de equilíbrio, e o regime termalizado, para valores su�
ien-temente altos de I, em que as populações representativas obede
em à distribuição 4.14
om temperatura de não-equilíbrio úni
a. Como nesta situação a interação mágnon-mágnon atua ex
lusivamente, o modelo de dois �uidos 
orrobora, portanto, o resultadoda o mostrado na seção 2.3.2, de que esta 
ontribuição leva à termalização interna dosistema .Mantendo agora apenas o termo de Fröhli
h (adotando M = 0) per
ebe-se, segundoa Figura 4.11, também dois regimes, mas agora o
orre o a
úmulo dos mágnons 
riadospela fonte externa nos modos asso
iados à mínima freqüên
ia a partir de um 
ertolimiar na taxa de alimentação.
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Figura 4.11: Soluções esta
ionárias para as populações de mágnons na modelagem de dois�uidos obtidas numeri
amente na ausên
ia do termo de mágnon-mágnon (M =

0). Parâmetros utilizados: N (0)
1 = 3 × 103, N (0)

2 = 2 × 103, f1 = 3 × 10−6,
f2 = 3 × 10−4, F = 2 × 10−6 e D = 4 × 10−11. No detalhe estão apresentadasas temperaturas de não-equilíbrio asso
iadas às populações representativas N1(linha 
ontínua) e N2 (tra
ejada), 
f. Eq. 4.14 e Tabela 4.3.

As tabelas 4.2 e 4.3 apresentam os valores de T ∗
1,2 obtidos pela expressão 4.14 daspopulações esta
ionárias em função da taxa de alimentação devido à fonte externaisolando-se ora o termo de Fröhli
h, ora a interação mágnon-mágnon.77



CAPÍTULO 4. NEFBEC EM FILMES FINOS DE YIG
I T ∗

1 /T0 T ∗
2 /T0

0 1 1
1, 0000× 10−5 1, 0058 1, 0713
3, 1623× 10−5 1, 0246 1, 2665
1, 0000× 10−4 1, 5127 2, 9709
3, 1623× 10−4 1, 2633× 103 1, 2636× 103

1, 0000× 10−3 6, 5214× 103 6, 5214× 103

3, 1623× 10−3 2, 3152× 104 2, 3150× 104

1, 0000× 10−2 7, 5895× 104 7, 5889× 104

3, 1623× 10−2 2, 4254× 105 2, 4252× 105

1, 0000× 10−1 7, 6596× 105 7, 6590× 105Tabela 4.2: Valores de T ∗
1,2 em função da taxa de alimentação do sistema pela fonte externa

I obtidos das populações esta
ionárias na ausên
ia do termo de Fröhli
h (F = 0,Figura 4.10) através da Eq. 4.14. Notar que para valores de I su�
ientementealtos obtemos T ∗
1
∼= T ∗

2 , indi
ando a termalização do sistema.
I T ∗

1 /T0 T ∗
2 /T0

0 1 1
1, 0000× 10−5 1, 1081 1, 0696
3, 1623× 10−5 1, 4442 1, 2581
1, 0000× 10−4 9, 4181 2, 4756
3, 1623× 10−4 7, 3042× 101 2, 9233
1, 0000× 10−3 1, 6083× 102 2, 9691
3, 1623× 10−3 3, 0726× 102 2, 9910
1, 0000× 10−2 5, 6328× 102 3, 0074
3, 1623× 10−2 1, 0174× 103 3, 0258
1, 0000× 10−1 1, 8244× 103 3, 0526Tabela 4.3: Valores de T ∗

1,2 em função da taxa de alimentação I obtidos das populações esta-
ionárias na ausên
ia do termo de interação mágnon-mágnon (M = 0, Figura 4.11)através da Eq. 4.14. Neste 
aso per
ebe-se que o sistema não termaliza.
Retornando agora à analise do sistema 
ompleto (in
luindo os termos de Fröhli
h emágnon-mágnon), pode-se utilizar a Eq. 4.14 para melhor quali�
ar os regimes de�nidosanteriormente. Assim, tendo 
omo base as populações representativas esta
ionáriasexpostas na Figura 4.9, 
al
ulamos as temperaturas de não-equilíbrio asso
iadas e asapresentamos na Figura 4.12. 78
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Figura 4.12: Valores de T ∗
1,2 em função da taxa de alimentação I obtidos das populações esta-
ionárias (Figura 4.9), de a
ordo 
om a expressão 4.14.Observa-se que no regime linear os valores de T ∗

1,2 obtidos são próximos aos de equi-líbrio (T ∗
1,2 ≃ T0). Na região asso
iada ao 
ondensado per
ebe-se que os distintos modosapresentam temperaturas de não-equilíbrio substan
ialmente diferentes e o sistema nãoapresenta termalização interna. Para 
res
entes valores de I o 
ondensado é destruídoe é atingido um estado termalizado, isto é, 
ara
terizado por uma temperatura de não-equilíbrio interna úni
a.Os resultados obtidos rea�rmam a análise anterior. Os termos não-lineares deFröhli
h e da interação mágnon-mágnon regem, 
ada um à sua maneira, a interaçãoentre as populações de mágnons. O primeiro leva à formação do 
ondensado e o últimoinduz o sistema à termalização interna. O 
omportamento das populações esta
ionáriasresultante deste balanço entre as duas 
ontribuições, é determinado pelo valor de I.Assim, para a formação do 
ondensado, a taxa de alimentação pela fonte externa deveter um determinado valor que possibilite alimentar satisfatoriamente o sistema, porémnão permita que a interação mágnon-mágnon torne-se dominante 
om relação ao termode Fröhli
h e o
orra a termalização interna. Assim, o 
ondensado o
orre em um 
ertointervalo de valores da intensidade da fonte.Consideremos agora o papel das diversas 
ontribuições (termos 4.4a-4.4
 e 4.5a-79



CAPÍTULO 4. NEFBEC EM FILMES FINOS DE YIG
I T1/T0 T2/T0

0 1 1
1, 0000× 10−5 1, 1081 1, 0696
3, 1623× 10−5 1, 4442 1, 2581
1, 0000× 10−4 9, 3979 2, 4771
3, 1623× 10−4 7, 5641× 101 3, 1666
1, 0000× 10−3 2, 0554× 102 4, 8177
3, 1623× 10−3 1, 0659× 104 3, 5721× 103

1, 0000× 10−2 6, 7989× 104 5, 4177× 104

3, 1623× 10−2 2, 3558× 105 2, 2059× 105

1, 0000× 10−1 7, 5831× 105 7, 4299× 105Tabela 4.4: Valores de T ∗
1,2 em função da taxa de alimentação I obtidos das populações esta-
ionárias (Figura 4.9) através das Eq. 4.14. Em destaque, apresentamos os valoresde I 
orrespondentes à região do 
ondensado (10−4 . I . 10−2). A termalizaçãose efetiva para I & 10−2.4.5d) que, ao se anular mutuamente, formam o estado esta
ionário. Utilizando a mesmanotação empregada na Figura 4.8 apresentamos na Figura 4.13 estas 
ontribuições.De iní
io, 
abe notar a presença dos mesmos três regimes apresentados anterior-mente (Figura 4.9). Mas, além disso, a Figura 4.13 nos auxilia a 
ompreender astransições entre estes regimes. Mostra-se aqui que no regime linear o prin
ipal me
a-nismo de dissipação é a relaxação linear para rede. Para taxas de alimentação maioresque I ∼ 10−4, que propi
iam a formação do 
ondensado, me
anismos não-lineares de re-laxação tornam-se dominantes: em N2 a 
riação de mágnons por 
onta da fonte externaé 
ontrabalan
eada pelo de
aimento não-linear devido à 
omposição do termo de Fröh-li
h 
om o termo asso
iado à interação mágnon-mágnon (sendo o primeiro dominante);esta 
omposição por sua vez bombeia energia em N1 que relaxa via emissão de fótons.Des
onsiderando as interações internas temos, portanto, que, 
omo um todo, mágnonssão 
riados por 
onta da fonte externa e relaxam pelo de
aimento dos mágnons de baixaenergia em fótons. Uma termalização aproximada é atingida para valores I & 2× 10−2,para os quais há um expressivo 
res
imento nos valores de N S

2 e a taxa de de
aimentodestes mágnons alimentados em fótons também ganha relevân
ia.Finalmente, de a
ordo 
om o dis
utido na seção 2.3, lembramos que a equação deevolução das populações de mágnons pode ser rees
rita segundo a expressão 2.30, sendo
Γq o mesmo parâmetro que rege as evoluções das amplitudes (ver Eq. 2.21). Segundo80
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Figura 4.13: O papel das distintas 
ontribuições no 
aso das populações esta
ionárias.
o modelo de dois �uidos teríamos

d

dt̄
N1,2 = −Γ1,2(t̄)N1,2 +Θ1,2(t̄),
om

Γ1(t̄) =D (N1 −N (0)
1 ) + f1 − F (N2 − ν̄)+

+M

{

N (0)
2

N (0)
1

[N1 (N1 + 1) +N2 (N2 + 1)]− (N1 + 1)N2

}

, (4.15)
Θ1(t̄) = f1N (0)

1 + F (ν̄ + 1)N2 +M2N 2
2 (N2 + 1) , (4.16)81
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Γ2(t̄) =− 2I + D (N2 −N (0)

2 ) + f2 + F (N1 + ν̄ + 1)+

+M

{

N (N1 + 1) +N2 (N2 + 1)− N (0)
2

N (0)
1

N1 (N2 + 1)

}

, (4.17)e
Θ2(t̄) = I + f2N (0)

2 + Fν̄N1 +M
N (0)

2

N (0)
1

N 2
1 (N1 + 1) . (4.18)Na Figura 4.14 apresentamos os valores de Γ1,2 obtidos, es
alados em termos de τ .
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Figura 4.14: Valores esta
ionários de Γ1,2 (
f. Eqs. 4.15 e 4.17) asso
iados às populaçõesesta
ionárias (Figura 4.9).Conforme dis
utido na seção 2.1, vemos que Γq é a taxa de de
aimento lineardas amplitudes, que, re
ordemos, são os valores médios dos operadores de 
riação eaniquilação, 〈ĉ†q|t〉 e 〈ĉq|t〉. Os valores de Γ1,2 obtidos são positivos, 
onforme podeser visto na Figura 4.14, indi
ando que as amplitudes de
aem - seriam ampli�
adas setivéssemos Γ1,2 < 0 - 
orroborando assim a proposta de negligen
iar as 
ontribuiçõesdas amplitudes para a evolução das populações. No entanto, é interessante notar que,no intervalo de taxas de alimentação asso
iado ao 
ondensado, 10−4 . I . 2 × 10−3,
Γ1 é 
onsideravelmente menor que Γ2, indi
ando que a 
ondensação possibilitaria umalonga vida-média aos estados 
oerentes asso
iados aos modos de mínima freqüên
ia,
omo a
onte
e 
om os 
asos de NEFBEC de outros tipos de bósons.82



4.3. MODELO DE DOIS FLUIDOS4.3.3 Relaxação para o equilíbrioConforme des
rito na seção 4.1, Demidov e 
olaboradores [9, 10℄ analisaram a re-laxação do 
ondensado para o equilíbrio após desligada a fonte de mi
roondas. Foi
onstatada a existên
ia de um de
aimento tipo exponen
ial e que a taxa de de
ai-mento depende da taxa de alimentação do sistema pela fonte anteriormente ministrada.Per
ebe-se que o tempo 
ara
terísti
o de de
aimento apresenta uma queda abrupta emfunção do aumento do número de mágnons injetados no sistema e, portanto, da potên
iada fonte, 
onforme pode ser visto na Figura 4.5 .Com o intuito de elu
idar o fen�meno re
orremos novamente ao modelo de dois�uidos e integramos numeri
amente as Eqs. 4.4 e 4.5 - 
om os mesmos valores deparâmetros utilizados anteriormente - para diversos valores de I, obtendo as 
urvasexpressas na Figura 4.15.
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Figura 4.15: Evolução temporal do 
ondensado para diversos valores de I.Para baixas taxas de alimentação (I . 5 × 10−5) o de
aimento é exponen
ial, e édeterminado pela relaxação linear para a rede (
ara
terizado por τ). Aumentando-sea alimentação proveniente da fonte, 
hegando-se ao intervalo 5× 10−5 . I . 2× 10−3,a relaxação da população do 
ondensado pode ser dividida em três fases distintas: umprimeiro momento, imediatamente após a fonte ser desligada, 
ara
terizado por uma83



CAPÍTULO 4. NEFBEC EM FILMES FINOS DE YIGrápida queda na população de mágnons; um momento intermediário; e, por �m, a fase�nal, em que o 
ondensado relaxa lentamente para o equilíbrio. Estas 
urvas podemser aproximadamente ajustadas pela expressão
N1(t)−N (0)

1 = A exp (−t/τA) +B exp (−t/τ) , (4.19)sendo que as exponen
iais representam respe
tivamente a primeira e a última fase a
imades
ritas. A, B e τA são os 
oe�
ientes de ajuste, 
ujos valores se en
ontram na tabela4.5. Para valores superiores, I & 2 × 10−3, não é mais razoavel ajustar a evolução do
ondensado pela expressão 4.19.
I τA (µs) A B

5× 10−5 0, 47670 140, 10 1064, 48
6× 10−5 0, 46853 217, 96 1316, 59
8× 10−5 0, 45151 458, 56 1869, 11
10× 10−5 0, 4326 863, 2 2496, 7
13× 10−5 0, 3990 2006, 9 3618, 7
16× 10−5 0, 3568 4460 5048
20× 10−5 0, 2849 1, 3603× 104 7786
25× 10−5 0, 2131 5, 890× 104 1, 278× 104

32× 10−5 0, 21706 1, 5904× 105 1, 523× 104

40× 10−5 0, 22634 2, 3599× 105 1, 524× 104

50× 10−5 0, 23113 3, 0488× 105 1, 517× 104

63× 10−5 0, 23310 3, 7937× 105 1, 544× 104

79× 10−5 0, 23263 4, 6423× 105 1, 636× 104

100× 10−5 0, 22948 5, 765× 105 1, 852× 104

126× 10−5 0, 22314 7, 315× 105 2, 29× 104

158× 10−5 0, 2124 9, 765× 105 3, 17× 104Tabela 4.5: Valores dos 
oe�
ientes A, B e τA do ajuste da Eq. 4.19 aos dados referentes às
urvas em destaque da Figura 4.15, 
ara
terizadas pela taxa de alimentação I.
Com relação às 
urvas de evolução do 
ondensado que se ajustam à Eq. 4.19, apre-sentamos, na Figura 4.16, o tempo 
ara
terísti
o de de
aimento τA relativo a primeirafase da relaxação 
omo função da taxa de alimentação es
alada I.84
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Figura 4.16: Tempo 
ara
terísti
o τA asso
iado ao de
aimento do 
ondensado em função dataxa de alimentação I.De imediato pode ser notado o a
ordo qualitativo 
om o experimento (Figura 4.5),
om ex
eção aos pontos asso
iados ao vale 
entral, região em que não dispomos de da-dos experimentais. Além disso, evidentemente, a variação em τA depende basi
amentedos pro
essos de relaxação dominantes, e assim pro
edemos à análise dos diferentespro
essos de relaxação envolvidos que produzem este resultado. De a
ordo 
om o men-
ionado anteriormente, o 
ondensado (mágnons em N1) tem três me
anismos possíveisde relaxação:1. A relaxação linear para a rede (indi
ado por L);2. O de
aimento via emissão de fótons (D);3. O balanço entre os termos de Fröhli
h e da interação mágnon-mágnon (F +M).A baixas potên
ias, 
omo dito anteriormente, o de
aimento se deve basi
amente aopro
esso L e se en
ontra no assim 
hamado Regime I. Porém, ao entrarmos no intervalo
2 × 10−4 . I . 5 × 10−4 asso
iado à Eq. 4.19 e à Figura 4.16, per
ebe-se a 
res
enterelevân
ia do pro
esso F +M, 
omo pode ser visto na Figura 4.17a (Regime II). O ba-lanço entre os termos de Fröhli
h e da interação mágnon-mágnon transfere, 
om a fontea
ionada, energia dos mágnons alimentados (N2) para aqueles do 
ondensado (N1), masao desligar- a fonte seu papel papel é invertido, tornando-se mais um me
anismo de85



CAPÍTULO 4. NEFBEC EM FILMES FINOS DE YIGrelaxação, somando-se ao pro
esso L e diminuindo desta forma τA. Su
essivos aumentosna potên
ia (e, assim, dos mágnons injetados no sistema) pronun
iam este efeito, 
omopode ser visto na Figura 4.16. Um valor mínimo de τA é atingido para I ≃ 2, 5× 10−4 eentão, para taxas de alimentação mais altas, o pro
esso F +M , até então dominante,diminui, ao passo que aumenta o pro
esso D - ver Figura 4.16b. Então, o tempo 
ara
-terísti
o de relaxação τA aumenta até o pro
esso D tornar-se dominante (Figura 4.16
)e, a partir deste ponto, em que o sistema passa para o Regime III, τA volta a diminuir.Por �m, para valores de I superiores a 2 × 10−3, a relaxação do 
ondensado não maisobede
e a Eq. 4.19.
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Figura 4.17: Contribuição dos distintos pro
essos para a evolução da população representativa
N1 para distintos valores da taxa de alimentação direta. À esquerda, I = 10−4,o prin
ipal me
anismo de relaxação é o linear (L) e o sistema está no Regime I.A �gura 
entral exempli�
a o Regime II, I = 2, 5 × 10−4 e o sistema relaxa pelaasso
iação entre interações de Fröhli
h e mágnon-mágnon. À direita temos uma�gura representativa do Regime III, I = 10−3 e a relaxação se dá prin
ipalmentevia de
aimento de mágnons via emissão de fótons.Con
luímos, portanto, que dependendo do valor das populações representativas

N1 e N2 imediatamente após desligar a fonte externa, distintas 
ombinações dos trêsme
anismos de relaxação indi
ados determinam a evolução do 
ondensado. Em linhasgerais, pode-se a�rmar que ao se aumentar a taxa de alimentação do sistema devidoà fonte externa 
onstata-se uma transição no pro
esso de relaxação dominante queobede
e a ordem
L → F +M → D,expli
ando assim o 
omportamento de N1 em seu retorno para o equilíbrio, 
omo se vênas �guras 4.5 e 4.16. 86



4.4. RESUMO DO CAPÍTULO 44.4 Resumo do Capítulo 4Neste último 
apítulo estudamos a apli
ação da teoria apresentada nos 
apítulosanteriores a �lmes �nos de granada de ferro-ítrio (YIG).
• Os experimentos realizados nestes �lmes, sob a ação de 
ampo magnéti
o 
ons-tante e bombeamento paralelo via fonte de mi
roondas, demonstraram a redis-tribuição dos mágnons gerados pela fonte externa, em que os modos de maisbaixa energia são progressivamente populados. A partir de 
erta intensidade dafonte externa, essa redistribuição leva à formação de um apre
iável a
úmulo demágnons nos modos de mínima energia. Além disso, foi mostrado 
omo a taxa
om que o sistema retorna ao equilíbrio ao desligar-se da fonte externa dependeda intensidade desta.
• Argumentou-se que o sistema de equações diferen
iais para a evolução dos mágnonsapresentado no Capítulo 2 é adequado para des
rever o referido experimento. Aanálise destas equações permite a�rmar, de forma qualitativa, que o efeito Fröhli
hé o responsável pelo a
úmulo observado, e que a interação mágnon-mágnon tendea destruí-lo, induzindo o sistema a uma termalização interna de não-equilíbrio.Utilizando a modelagem por dois �uidos proposta no Capítulo 3 foi realizada umaanálise quantitativa do experimento.
• A evolução temporal das populações de mágnons representativas dos modos pró-ximos ao mínimo de freqüên
ia e aos alimentados foi obtida numeri
amente, deforma a obter um bom a
ordo 
om os dados experimentais disponíveis.
• Considerando a fonte permanentemente ligada, foram obtidos numeri
amente osvalores esta
ionários das populações representativas em função da taxa de ali-mentação direta. Eviden
iou-se a formação de três regimes distintos: para baixastaxas de alimentação as populações são próximas das de equilíbrio; o 
ondensadoé formado para taxas de alimentação intermediárias, 
om taxas a
ima de um 
ertolimiar, o sistema termaliza internamente, adquirindo uma temperatura de não-equilíbrio úni
a. As taxas asso
iadas aos diferentes pro
essos que 
ompõem osregimes esta
ionários foram analisadas de forma a elu
idar a transição entre estesregimes. 87
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• Ainda seguindo a modelagem por dois �uidos, foi estudada a relaxação para oequilíbrio do 
ondensado e veri�
ou-se que, em função da taxa de alimentação,diferentes pro
essos são responsáveis pelo de
aimento do 
ondensado, expli
ando-se a dependên
ia experimental da taxa de relaxação 
om a intensidade da fonteexterna.
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Con
lusão
Estudamos neste trabalho a termodinâmi
a de não-equilíbrio de sistemas magnéti-
os sob ação de ex
itação por radiação de mi
roondas e em 
ontato 
om banho térmi
o.Os subsistemas relevantes para este estudo tiveram sua des
rição me
âni
a apresen-tada em termos de um hamiltoniano de spins, que foi 
onvenientemente rees
rito emtermos de mágnons a
ústi
os, f�nons e fótons. A termodinâmi
a de não-equilíbrio foi
onstruída visando des
rever os experimentos em magnetismo, e, portanto, forne
er aevolução da energia e da magnetização do sistema. No 
aso de sistemas homogêneos,estas quantidades ma
ros
ópi
as podem ser des
ritas segundo populações, amplitudese pares de mágnons (
onjunto 2.12).Re
orremos então ao formalismo de ensembles estatísti
os de não-equilíbrio paraobter o operador estatísti
o apropriado e, utilizando-nos da teoria 
inéti
a asso
iada,obtivemos a equação de evolução das amplitudes, pares e populações de mágnons.As equações obtidas 
ontêm 
ontribuições até segunda ordem nas intensidades dasinterações e não in
luem efeitos de memória (aproximação de Markov).A análise destas equações nos levou a 
on
luir que as amplitudes são negligen
iáveis,para os me
anismos de alimentação propostos, e a evolução dos pares leva a pequenas
ontribuições à evolução das populações de mágnons. Assim, ao longo do texto enfati-zamos a análise das equações de evolução das populações de mágnons, que, 
omo dito,prati
amente não é in�uen
iada pelas amplitudes e pares.Estas equações 
inéti
as das populações de mágnons são 
ompostas por variadas
ontribuições que têm origem nas diversas interações presentes no hamiltoniano e estãoasso
iadas a pro
essos lineares e não-lineares de alimentação, relaxação e distribuiçãointerna de energia. Quanto à alimentação do sistema, identi�
amos os termos asso
iadosà fonte externa e mostramos o efeito de retroalimentação presente no �bombeamento89



CONCLUS�Oparalelo� (
ampo magnéti
o da fonte paralelo ao 
ampo magnéti
o estáti
o apli
adosobre o material). A relaxação do sistema in
lui pro
essos lineares, 
omo a relaxaçãolinear para a rede 
ristalina, e não-lineares, 
omo o de
aimento de mágnons via emissãode fótons.Veri�
amos ainda que a redistribuição interna de energia entre os diversos modosde mágnons o
orre basi
amente de duas formas (ver seções 2.3.1 e 2.3.2):
• Pela transferên
ia da energia injetada nos modos alimentados para os modos debaixa freqüên
ia mediada pelo a
oplamento do sistema magnéti
o 
om a rede
ristalina. Este pro
esso, que tem origem na interação não-linear entre mágnonse f�nons, e que denominamos Efeito Fröhli
h, está presente de maneira determi-nante em uma série de sistemas de muitos 
orpos, 
onforme dis
utido na Intro-dução.
• Pelo pro
esso interno asso
iado ao espalhamento de mágnons, gerado pelas intera-ções de tro
a e dipolar, que leva à termalização de não-equilíbrio do sistema, istoé, as populações de mágnons seguem uma distribuição de Plan
k 
ara
terizadapor uma úni
a temperatura de não-equilíbrio.Estes dois pro
essos apresentam-se em desa
ordo, pois enquanto o Efeito Fröhli
h gerauma 
as
ata de transferên
ia de energia dos modos alimentados para aqueles de baixafreqüên
ia levando a formação de um apre
iável a
úmulo de mágnons nas populaçõesdos modos de mínima freqüên
ia, o espalhamento de mágnons tende a destruir estea
úmulo, redistribuindo a energia de forma a termalizar o sistema. Constatamos, 
omoa�rmado na Introdução, que o a
úmulo de mágnons observado trata-se de mais umexemplo de Condensação de Não-Equilíbrio de Fröhli
h-Bose-Einstein (NEFBEC).Para pre
isar a forma 
omo estes dois pro
essos se 
ompõem e se opõem e tam-bém estudar outras 
ara
terísti
as do sistema, propusemos uma 
ontração das equações
inéti
as das populações de mágnons (
onjunto de equações íntegro-diferen
iais não-lineares a
opladas que em número 
orrespondem à quantidade de modos disponíveis)em apenas duas equações diferen
iais a
opladas, asso
iadas à evolução de populaçõesrepresentativas dos modos de freqüên
ia próxima à mínima e dos modos alimentados- o �modelo de dois �uidos�. Estas equações preservam as prin
ipais 
ara
terísti
as dosistema 
ompleto de equações 
inéti
as e podem ser integradas numeri
amente, desdeque forne
idos os parâmetros asso
iados. 90



A teoria desenvolvida foi então apli
ada a experimentos re
entes 
om �lmes �nosde granada de ferro-ítrio sob 
ampo magnéti
o estáti
o ex
itados por uma fonte deradiação de mi
roondas. Durante a apli
ação da fonte de mi
roondas 
om intensidadessu�
ientemente altas, foi observada, via espalhamento de luz tipo Brillouin, a progres-siva transferên
ia de energia dos modos de mágnons alimentados para aqueles de maisbaixa energia, levando a um a
úmulo substan
ial nos modos de mínima freqüên
ia. Aodesligar-se a fonte, observa-se o de
aimento do 
ondensado de mágnons em termos daintensidade da fonte externa.Considerando que as energias envolvidas nos experimentos são 
apazes de ex
itarapenas os mágnons a
ústi
os deste material ferrimagnéti
o e levando em 
onta a relaçãode dispersão destes mágnons em �lmes �nos, é possível a�rmar que este sistema ébem des
rito pela teoria desenvolvida. Assim, através de dados experimentais para asintensidades Brillouin no tempo, obtivemos a evolução das populações representativasde mágnons segundo o experimento e, utilizando o modelo de dois �uidos, pudemosrealizar uma 
omparação entre experimento e teoria.Pela análise das populações representativas esta
ionárias em função da taxa de ali-mentação direta do sistema, per
ebemos que a emergên
ia do 
ondensado de Fröhli
h-Bose-Einstein o
orre apenas para um determinado intervalo de valores de taxa de ali-mentação, abaixo do qual se está próximo do equilíbrio (e o 
omportamento 
omplexoé inviabilizado) e a
ima do qual o 
ondensado é destruído pela 
ontribuição oriunda doespalhamento de mágnons, 
omo pode ser visto na Fig. 4.9.Ainda através de simulações numéri
as, mostramos 
omo os diversos pro
essos derelaxação se 
ompõem em função dos valores das populações representativas e, portanto,das taxas de alimentação do sistema. Torna-se 
laro 
omo o pro
esso de relaxaçãodominante do 
ondensado depende destas taxas: para baixa alimentação o de
aimentoé basi
amente via interação linear 
om a rede 
ristalina; para taxas intermediárias, o
ondensado de
ai prin
ipalmente pelas interações internas; o de
aimento via emissão defótons torna-se dominante para altas taxas de alimentação. Mais uma vez, os resultadosexperimentais (Fig. 4.5b) e teóri
os (Fig. 4.16) apresentaram um a
ordo qualitativo,
orroborando a expli
ação do fen�meno.Finalmente, 
on
luímos este trabalho ressaltando seu prin
ipal resultado, a saber, aelu
idação da 
ondensação de mágnons afastados do equilíbrio observada em �lmes �nosde YIG, que demonstramos o
orrer por 
onta do Efeito Fröhli
h e apesar da tendên-91



CONCLUS�O
ia à termalização imposta pela interação entre mágnons. Embora tenhamos analisadoem detalhe a emergên
ia da NEFBEC de mágnons através da análise das equações deevolução das populações, 
umpre dizer que uma série de questões não dis
utidas nestetrabalho permane
em em aberto. Ainda analisando as equações 
inéti
as das popu-lações de mágnons, poder-se-ia estudar o de
aimento dos mágnons do 
ondensado emfótons, rela
ionando esta emissão 
om a radiân
ia observada nos experimentos des
ri-tos da Ref. 11. Além disso, a exemplo da Ref. 25, torna-se relevante realizar uma
ara
terização termodinâmi
a aprofundada da NEFBEC.Outros exemplos poderiam ser 
itados, 
omo a propagação de sinais na forma deondas solitárias (sólitons) no 
ondensado ou mesmo a formulação de uma hidrodinâmi
ado �uido de mágnons na NEFBEC [15℄. Exemplos que, apesar de não esgotarem adiversidade de possíveis extensões deste trabalho, demonstram o quão frutífero, emtermos de 
omportamento 
omplexo, é o sistema magnéti
o analisado.
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We describe, in a short overview, the construction of a Nonequilibrium Statistical Me-
chanics Ensemble Formalism, providing a thermo-statistical theory of kinetic and relax-
ation processes. Such construction has been approached along the recently past 20th
century by a pleiad of distinguished scientists, a work that can be subsumed in a large
systematization in the form of a physically sound, general and useful, theoretical frame-
work. We briefly comment on the main questions associated to that construction. Among
them are the relevant ones of choice of the basic variables, and of historicity and irre-
versibility. The derivation of a nonequilibrium grand-canonical statistical operator and a
brief description of the all-important accompanying Nonlinear Quantum Kinetic Theory
of relaxation processes are presented. The aspect of validation of the theory (comparison
of theory and experiment) is reviewed in compact form, and its use is illustrated in a
study of a nonequilibrium system of quantum oscillators embedded in a thermal bath
and under the action of an external force, showing how a far-reaching generalization of
Mori–Langevin equations arises.

Keywords: Relaxation processes; nonequilibrium ensembles; irreversible thermodynam-
ics; higher-order hydrodynamics.

“Chance is a cause, but it is inscrutable to the human mind.”

Democritus (460–370 B.C.), cited by Aristoteles in Physics II, chapter 4.

1. Introduction

Statistical Mechanics is a grandiose theoretical construction whose founding fathers

include the great names of James C. Maxwell, Ludwig Boltzmann, and J. Willard

Gibbs.1–5 It is fundamental for the study of condensed matter which could be said

to be statistical mechanics by antonomasia. Therefore, statistical mechanics can

be considered the mother science of present day advanced technology, which is the

basis of our sophisticated contemporary society.

Its application to the case of systems in equilibrium proceeded rapidly and

with exceptional success. On the other hand, for systems arbitrarily deviated from

5283
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equilibrium and governed by nonlinear kinetic laws, the derivation of an ensemble-

like formalism proceeded at a slower pace than in the case of equilibrium, and

somewhat cautiously. A long list of highly distinguished scientists contributed to

such development, and among them we can mention Nicolai Bogoliubov, John Kirk-

wood, Nicolai Krylov, Melvin Green, Robert Zwanzig, Hazime Mori, Peter Lands-

berg, Ilya Prigogine, and Dimitri Zubarev. It must be added the name of Edwin

Jaynes, who systematized, or better to say codified the matter on the basis of a

variational principle in the context of what is referred to as Predictive Statistical

Mechanics,6 which is based on a framework provided by Information Theory.

In the study of the macroscopic state of nonequilibrium systems, we face greater

difficulties than those in the theory of equilibrium systems. This is mainly due to

the fact that a more detailed analysis is necessary to determine the temporal de-

pendence of measurable properties, and to calculate transport coefficients which are

time-dependent (that is, depending on the evolution in time of the nonequilibrium

macro-state of the system where dissipative processes are unfolding), and which

are also space-dependent. That dependence is nonlocal in space and noninstan-

taneous in time, as it encompasses space and time correlations. Robert Zwanzig7

summarized the basic goals of nonequilibrium statistical mechanics as consisting

of:

(1) to derive transport equations and to grasp their structure;

(2) to understand how the approach to equilibrium occurs in natural systems;

(3) to study the properties of steady states; and

(4) to calculate the instantaneous values and the temporal evolution of the physical

quantities which specify the macroscopic state of the system.

Also according to Zwanzig,7 for the purpose of facing these questions, there exist

several approaches which can be classified as:

(a) intuitive techniques;

(b) techniques based on the generalization of the theory of gases;

(c) techniques based on the theory of stochastic processes;

(d) expansions from an initial equilibrium ensemble;

(e) generalizations of Gibbs’ ensemble formalism;

and we should add a sixth one, namely,

(f) computer simulations.

The last two, (e) and (f), appear nowadays as the most appropriate to deal

with far-from-equilibrium systems. As already noticed, such type of studies are

of fundamental relevance for providing the scientific background to the advanced

modern technologies in the quest for improving performance and efficiency, and

therefore competitiveness, in multiple cases (electronics and optoelectronics, food

engineering, cosmetic industry, petroleum technologies, and so on and so forth).
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Both approaches provide similar results for diverse problems (i.e., a good numeri-

cal agreement in the calculations, and in the comparison with experimental results,

of properties of systems far-from equilibrium).

In the present article, we describe the construction of a Nonequilibrium Statis-

tical Ensemble Formalism (NESEF). Several questions associated to such construc-

tion are very briefly described. Finally, in an illustration, the formalism is applied to

the study of a nonequilibrium system of quantum oscillators embedded in a thermal

bath and subjected to an external time-dependent force, in what can be referred-to

as many-oscillators Brownian motion.8

2. A Nonequilibrium Statistical Ensemble Formalism

Construction of nonequilibrium statistical ensembles, that is, a Nonequilibrium Sta-

tistical Ensemble Formalism, NESEF for short, consisting in, basically, the deriva-

tion of a nonequilibrium statistical operator (probability distribution in the classical

case) has been attempted along several lines. For example, using projection-operator

techniques or through heuristic arguments, but it follows that the different con-

structions can be unified under a unique variational principle. This is done within

a framework provided by Information Theory, and can be referred-to as Predictive

Statistical Mechanics6,9 (and see also Refs. 10 and 11). Here we introduce NESEF

within a heuristic approach, and, first, it needs to be noticed that for systems away

from equilibrium, several important points need to be carefully taken into account

in each case under consideration:

(1) The choice of the basic variables (a wholly different choice than in equilibrium

when it suffices to take a set of those which are constants of motion), which

is to be based on an analysis of what sort of macroscopic measurements and

processes are actually possible, and, moreover, one is to focus attention not only

on what can be observed but also on the character and expectative concerning

the equations of evolution for these variables (e.g., Refs. 7, 10 and 11). We also

notice that even though at the initial stage we would need to introduce all the

observables of the system, and eventually variances, as time elapses more and

more contracted descriptions can be used as it enters into play Bogoliubov’s

principle of correlation weakening and the accompanying hierarchy of relaxation

times.12

(2) The question of irreversibility (or Eddington’s arrow of time) on what Rudolf

Peierls stated that: “In any theoretical treatment of transport problems, it is

important to realize at what point the irreversibility has been incorporated.

If it has not been incorporated, the treatment is wrong. A description of the

situation that preserves the reversibility in time is bound to give the answer zero

or infinity for any conductivity. If we do not see clearly where the irreversibility

is introduced, we do not clearly understand what we are doing”.13

(3) Historicity needs be introduced , that is, the idea that it must be incorporated

all the past dynamics of the system (or historicity effects), all along the time
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interval going from a starting description of the macro-state of the sample in the

given experiment, say at t0, up to the time t when a measurement is performed.

This is quite important point in the case of dissipative systems as emphasized

among others by John Kirkwood and Hazime Mori. It implies in that the history

of the system is not merely the series of events in which the system has been

involved, but it is the series of transformations along time by which the system

progressively comes into being at time t (when a measurement is performed),

through the evolution governed by the laws of mechanics.14,15

Concerning the question of the choice of the basic variables, differently to the case

in equilibrium, immediately after the open system of N particles, in contact with

external sources and reservoirs, has been driven out of equilibrium, it would be

necessary to describe its state in terms of all its observables and, eventually, intro-

ducing direct and cross-correlations among them. But this is equivalent to having

access to the so-called one-particle (or single-particle), n̂1, and two-particle, n̂2,

dynamical operators. This is so because, we recall, all observable quantities and

their variances can be expressed, at the microscopic mechanical level, in terms of

these dynamical operators. For a description of mechanical states by means of these

reduced density operators, we refer the reader to the already classical paper by Ugo

Fano.16

For the sake of completeness, we notice that in classical mechanics the one-

particle and two-particle operators, n̂1 and n̂2, are given, respectively, by

n̂1(r,p) =

N
∑

j=1

δ(r− rj)δ(p− pj) , (1)

n̂2(r,p, r
′,p′) =

N
∑

j 6=k=1

δ(r− rj)δ(p− pj)δ(r
′ − rk)δ(p

′ − pk) , (2)

where rj and pj are the coordinate and linear momentum of the jth particle in

phase space and r, p, r′, and p′ the continuous values of position and momentum,

which are sometimes called field variables (for simplicity we take the case of a

single class of particles; otherwise we must write dynamical operators for each kind

of particle). In quantum mechanics the one- and two-particle density operators are

(σ is the spin index)

n̂1(r, σ, r
′, σ′) = Ψ†

σ(r)Ψσ′ (r′) , (3)

n̂2(r1, σ1, r2, σ2, r
′
1, σ

′
1, r

′
2, σ

′) = Ψ†
σ1
(r1)Ψ

†
σ2
(r2)Ψσ′

2
(r′2)Ψσ′

1
(r′1) , (4)

where Ψ(Ψ†) are single-particle field operators in second quantization (an excellent

didactical description of them is available in the article by B. Robertson of Ref. 17).

Hence, on the one hand, the nonequilibrium statistical operator Rε(t) [in Eq. (8)]

is dependent on these quantities, and, on the other hand, the macro-variables for
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describing the nonequilibrium thermodynamic state of the system are the average

value of the same quantities over the nonequilibrium ensemble, i.e.,

f1(r,p; t) = Tr{n̂1(r,p)Rε(t)} , (5)

f2(r1,p1, r2,p2; t) = Tr{n̂2(r1,p1, r2,p2)Rε(t)} , (6)

where the trace operator, Tr, stands in classical mechanics for integration in phase

space. Moreover, we call the attention to the fact that f1(r,p; t) is a Boltzmann

distribution function in the framework of NESEF.18

On the question of irreversibility, Nicolai S. Krylov19 considered that there al-

ways exists a physical interaction between the system under study and the external

world that is constantly “jolting” the system out of its exact microstate. Thus, the

instability of trajectories and the unavoidable finite interaction with the outside

world would guarantee the working of a “crudely prepared” macroscopic descrip-

tion. In the absence of a proper way to introduce such effect, one needs to resort to

the interventionist’s approach,5 which is grounded on the basis of such ineluctable

process of randomization leading to the asymmetric evolution of the macro-state.

The “intervention” consists into introducing in the Liouville equation of the

statistical operator a particular source accounting for Krylov’s “jolting” effect, in

the form (written for the logarithm of the statistical operator)

∂

∂t
lnRε(t) +

1

i~
[lnRε(t), Ĥ ] = −ε[lnRε(t)− ln R̄(t, 0)] , (7)

where ε (kind of reciprocal of a relaxation time) is taken to go to +0 after the

calculation of traces in obtaining average values is performed. Such mathematically

inhomogeneous term, in the otherwise normal Liouville equation, implies in a con-

tinuous tendency of relaxation of the statistical operator towards a referential distri-

bution, R̄, which, as discussed below, represents an instantaneous quasi-equilibrium

condition.

We can see that Eq. (7) consists of a regular Liouville equation but with an

infinitesimal source, which introduces Bogoliubov’s symmetry breaking of time re-

versal and is responsible for disregarding the advanced solutions.10–12,20 This is

described by a Poisson distribution and the result at time t is obtained by averag-

ing over all t′ in the interval (t0, t), once the solution of Eq. (7) is

Rε(t) = exp

[

−Ŝ(t, 0) +
∫ t

t0

dt′eε(t
′−t) d

dt′
Ŝ(t′, t′ − t)

]

, (8)

where

Ŝ(t, 0) = − ln R̄(t, 0) , (9)

Ŝ(t′, t′ − t) = exp

[

− (t′ − t)Ĥ

i~

]

Ŝ(t′, 0) exp
[

(t′ − t)Ĥ

i~

]

, (10)
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and the initial-time condition at time t0, when the formalism begins to be applied,

is

Rε(t0) = R̄(t0, 0) . (11)

In R̄ and Ŝ, the first time variable in the argument refers to the evolution of

the nonequilibrium thermodynamic variables and the second to the time evolution

of the dynamical variables, both of which have an effect on the operator.

This time t0, of initiation of the statistical description, is usually taken in the

remote past (t0 → −∞), introducing an adiabatic switching-on of the relaxation

processes, and where the integration in time in the interval (t0, t) is weighted by the

kernel exp{ε(t′ − t)}. The presence of this kernel introduces a kind of evanescent

history as the system macro-state evolves toward the future from the boundary

condition of Eq. (11) at time t0(→ −∞), a fact evidenced in the resulting kinetic

theory10,21 which clearly indicates that it has been introduced a fading memory

of the dynamical processes. It can be noticed that the statistical operator can be

written in the form

Rε(t) = R̄(t, 0) +R′
ε(t) , (12)

involving the auxiliary probability distribution R̄(t, 0), plus R′
ε(t) which contains

the historicity and irreversibility effects. Moreover, in most cases we can consider

the system as composed of the system of interest (on which we are performing an

experiment) in contact with ideal reservoirs. Thus, we can write,

R̄(t, 0) = ρ̄(t, 0)× ρR (13)

and

Rε(t) = ρε(t)× ρR , (14)

where ρε(t) is the statistical operator of the nonequilibrium system, ρ̄ the auxiliary

one, and ρR the stationary one of the ideal reservoirs, with ρε(t) given then by

ρε(t) = exp

[

−Ŝ(t, 0) +
∫ t

−∞

dt′eε(t
′−t) d

dt′
Ŝ(t′, t′ − t)

]

, (15)

having the initial value ρ̄(t0, 0) (t0 → −∞), and where

Ŝ(t, 0) = − ln ρ̄(t, 0) . (16)

Finally, it needs to be provided with the auxiliary statistical operator ρ̄(t, 0). It

defines an instantaneous distribution at time t, which describes a “frozen” equilib-

rium by providing at such given time the macroscopic state of the system, and for

that reason is sometimes dubbed as the quasi-equilibrium statistical operator. On

the basis of this (or, alternatively, via the extremum principle procedure10,20,22),

and considering the description of the nonequilibrium state of the system in terms



Statistical Theory of Relaxation Processes 5289

of the single- and two-particle density operators, the reference or instantaneous

quasi-equilibrium statistical operator is taken as a canonical-like one given by

ρ̄(t, 0) = exp

[

− φ(t) −
∫

d3r

∫

d3pF1(r,p; t)n̂1(r,p)

−
∫

d3r

∫

d3p

∫

d3r′
∫

d3p′F2(r,p, r
′,p′; t)n̂2(r,p, r

′,p′)

]

, (17)

in the classical case, with φ(t) ensuring the normalization of ρ̄ and playing the role

of a kind of a logarithm of a nonequilibrium partition function, say, φ(t) = ln Z̄(t).

Moreover, in this Eq. (17), F1 and F2, are the nonequilibrium thermodynamic vari-

ables associated to each kind of basic dynamical variables, n̂1 and n̂2, respectively

(Lagrange multipliers in the extremum principle approach).

An alternative equivalent and complete description consists in the construction

of a generalized nonequilibrium grand-canonical distribution. Considering for sim-

plicity the case of retaining only n̂1 as basic dynamical variable, such alternative

description follows by redefining the nonequilibrium thermodynamic variable F1 in

the form

F1(r,p; t) = F [0]
n (r, t) + Fn(r, t) ·

p

m
+ F

[0]
h (r, t)

p2

2m
+ Fh(r, t) ·

p2

2m

p

m

+
∑

r≥2

[

F
[r]
h (r, t)⊗ p2

2m
u[r](p) + F [r]

n (r, t) ⊗ u[r](p)

]

, (18)

where

u[r](p) =

[

p

m
· · · (r-times) · · · p

m

]

, (19)

is an r-rank tensor consisting of the tensorial product of r-times the velocity p/m;

⊗ stands for fully contracted product of tensors. When Eq. (18) is introduced in

the statistical operator of Eq. (17) (with F2 = 0) ρ̄ takes the form

ρ̄(t, 0) = exp

{

− φ(t) −
∫

d3r

[

F
[0]
h (r, t)ĥ(r) + F [0]

n (r, t)n̂(r)

+Fh(r, t) · Î[r]h (r) + Fn(r, t) · Î[r]n (r)

+
∑

r≥2

[F
[r]
h (r, t)⊗ Î

[r]
h (r) + F [r]

n (r, t)⊗ Î [r]n (r)]

]}

, (20)

where

ĥ(r) =

∫

d3p
p2

2m
n̂1(r,p) ; n̂(r) =

∫

d3pn̂1(r,p) ; (21)

Îh(r) =

∫

d3p
p2

2m

p

m
n̂1(r,p) ; În(r) =

∫

d3p
p

m
n̂1(r,p) ; (22)
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Î
[r]
h (r) =

∫

d3p
p2

2m
u[r](p)n̂1(r,p) ; Î [r]n (r) =

∫

d3pu[r](p)n̂1(r,p) ; (23)

which are the densities of kinetic energy, ĥ, and particles, n̂, and their fluxes of

all orders (the vectorial ones and the tensorial ones with r ≥ 2). They have as

conjugated nonequilibrium thermodynamic variables the set
{

F
[0]
h (r, t), F [0]

n (r, t),Fh(r, t),Fn(r, t), {F [r]
h (r, t)}, {F [r]

n (r, t)}
}

, (24)

and it can be noticed that, alternatively, this set of variables completely describe the

nonequilibrium thermodynamic state of the system (thermodynamics of nonequi-

librium systems, or irreversible thermodynamics, is fully described in Refs. 23 and

24). They are related to the basic set of macro-variables by the relations (which are

the equivalent of equations of state in arbitrary nonequilibrium conditions10,11,24)

I
[r]
h (r, t) = Tr{Î [r]h (r)ρ̄(t, 0)} = − δφ(t)

δF
[r]
h (r, t)

= − δ ln Z̄

δF
[r]
h (r, t)

, (25)

I [r]n (r, t) = Tr{Î [r]n (r)ρ̄(t, 0)} = − δφ(t)

δF
[r]
n (r, t)

= − δ ln Z̄

δF
[r]
n (r, t)

, (26)

where r = 0 for the densities, r = 1 for the vector (first order) fluxes, and r ≥ 2 for

the higher-order tensor fluxes, we have used that ρε and ρ̄, at each time t, define

the same average values for the basic variables and only the basic variables,10,11

and δ stands for functional differential.25

3. NESEF-based Kinetic Theory

Nonlinear transport phenomena in far-from-equilibrium systems is a subject of great

importance in many areas besides the physics of condensed matter, like in physical-

chemistry, biology, engineering, and others. One type of nonlinear transport theory

is connected with the handling of higher-order approximations of the solutions of

the Boltzmann equation via the Hilbert–Chapman–Enskog method.26 For arbitrar-

ily far-from-equilibrium systems several methods, based on different approaches, are

used to derive nonlinear transport equations.7,27 Some of them are built upon the

generalization of ideas originated in the theory of the Brownian motion,28 and others

on the extension of Gibbs’ algorithm to nonequilibrium situations based either on in-

tuitive approaches or complemented with projection operator techniques.15,27,29–33

The transport equations that are obtained following the latter approach are consid-

ered a far-reaching generalization of the Hilbert–Chapman–Enskog point of view.20

The equations of evolution for the basic macro-variables of Eqs. (25) and (26),

are the averages over the nonequilibrium ensemble of the equations of classical

or quantum mechanics for the corresponding basic dynamical operators, those in

Eqs. (21)– (23), i.e., in the quantum case

∂

∂t
I [r]p (r, t) = Tr

{

1

i~

[

Î [r]p (r), Ĥ
]

ρε(t)× ρR

}

, (27)

where r = 0, 1, 2, . . . , and p = h or n.
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This constitutes a coupled set of complicated equations, but it admits to be

dealt with in a practical NESEF-based Kinetic Theory.10,11,21 In short, separating

the Hamiltonian in the form

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ , (28)

where Ĥ0 is the kinetic energy operator and Ĥ ′ contains the energy operator for the

interactions in the system, say Ĥ1, and for the system and reservoir, say Ŵ , that is

Ĥ ′ = Ĥ1+Ŵ , and using Eqs. (12) and (14), according to which ρε = ρ̄+ρ′ε, once ρR
is the stationary equilibrium probability distribution of the reservoirs, there follows

that

∂

∂t
I [r]p (r, t) = J [r](0)

p (r, t) + J [r](1)
p (r, t) +

∑

m≥2

Ω[r](m)
p (r, t) , (29)

where

J [r](0)
p (r, t) = Tr

{

1

i~

[

Î [r]p (r), Ĥ0

]

ρ̄(t, 0)× ρR

}

, (30)

J [r](1)
p (r, t) = Tr

{

1

i~

[

Î [r]p (r), Ĥ ′
]

ρ̄(t, 0)× ρR

}

, (31)

and, in particular, for m = 2,

Ω[r](2)
p (r, t) =

1

(i~)2

∫ t

−∞

dt′eε(t
′−t)Tr{[Ĥ ′(t′ − t)0, [Ĥ

′, Î [r]p (r)]]ρ̄(t′, t′ − t)0 × ρR}

+
1

i~

∑

r′≥0

∑

p′

∫ t

−∞

dt′eε(t
′−t)J

[r′](1)
p′ (r, t)

δ

δI
[r′](1)
p′ (r, t)

×Tr{[Ĥ ′, Î [r]p (r)]ρ̄(t′, t′ − t)0 × ρR} , (32)

with all the other collision integrals, m ≥ 3, and full details of the kinetic theory,

given in Refs. 10, 11 and 21. Lower index nought indicates interaction representa-

tion, i.e., evolution of the mechanical quantities under Ĥ0. It can be noticed that the

right-hand side of Eq. (29) is composed of a series of partial collision integrals involv-

ing increasing orders in the interaction strengths (m = 2, 3, . . .), containing memory

effects and vertex renormalizations.34 We recall that in the classical-mechanical level

Tr stands for integration in phase space, and the commutator divided by i~ is to

be replaced by the Poisson bracket.

The so-called Markovian approximation consists into keeping only the contri-

bution m = 2 and in it neglecting memory effects.10,21,35 Hence, the NESEF-based

Markovian equations of evolution are

∂

∂t
I [r]p (r, t) = J [r](0)

p (r, t) + J [r](1)
p (r, t) + J [r](2)

p (r, t) , (33)
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with

J [r](2)
p (r, t) =

1

(i~)2

∫ t

−∞

dt′eε(t
′−t)Tr{[Ĥ ′(t′ − t)0, [Ĥ

′, Î [r]p (r)]]ρ̄(t, 0)× ρR}

+
1

i~

∑

r′≥0

∑

p′

∫ t

−∞

dt′eε(t
′−t)

×
δJ

[r′](1)
p′ (r, t)

δÎ
[r′]
p′ (r)

Tr{[Ĥ ′, Î
[r′]
p′ (r)]ρ̄(t, 0)× ρR} . (34)

The Markovian limit of the kinetic theory is of particular relevance as a result

that, for a large class of problems, the interactions in Ĥ ′ are weak, and the use of

the lowest order in the equations of motion constitutes an excellent approximation

of good practical value. In Chap. 6 in the book of Ref. 10 we describe several ex-

amples of its application for which there follows an excellent agreement between

the calculation and the experimental data. By means of a different approach, E. B.

Davies36 has shown that in fact the Markovian approximation can be validated in

the weak coupling (in the interactions) limit (retaining only quadratic contribu-

tions). It may be noticed that in a large number of cases, the contribution J (1) is

null for reasons of symmetry, and then it is not present on the right-hand side of

Eq. (29) and the second contribution to J (2) in Eq. (34) disappears. The remaining

contribution to J (2), the first term on the right of Eq. (34), takes in general the

form of the Golden Rule of Quantum Mechanics averaged over the nonequilibrium

ensemble.

4. Validation and an Illustration

Here, we make contact with the fundamental point in the scientific method of cor-

roborating theory by comparison with experiment.37 It is worth mentioning S. J.

Gould’s observation that “a detail, by itself, is blind; a concept without a concrete

illustration is empty [. . .] Darwin, who had such keen understanding of fruitful pro-

cedure in science, knew in his guts that theory and observation are Siamese twins,

inextricably intertwined and continually interacting”.38 In particular, in the present

question of statistical thermodynamics, we restate the call of Ryogo Kubo, who

expressed that “statistical mechanics has been considered a theoretical endeavor.

However, statistical mechanics exists for the sake of the real world, not for fictions.

Further progress can only be hoped by close cooperation with experiment”.39

Three areas of particular interest where the formalism has full and quite useful

application are those that study ultrafast dissipative processes in polymers, biolog-

ical systems, and in highly excited semiconductor systems. A vast amount of very

successful experimental studies of these systems is available in the scientific litera-

ture on the subject, being centered mainly on measurement of ultrafast transport

and optical properties (see for example Refs. 40–45).
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A number of diverse applications of the formalism, including a report on earlier

ones, are described in the review article of Ref. 20. The case of semiconductors under

high levels of excitation is described in Chap. 6 of Ref. 10 involving in-depth stud-

ies of relaxation processes in such systems, related to experiments in ultrafast-laser

spectroscopy, and optical and transport properties in conditions of application of in-

termediate to high electric fields. These studies of transport in intense fields (which

can be produced by application of a low voltage but on nanometer distances, as it

is the case in semiconductor devices), together with the study of optical properties,

are of large relevance and interest in technology and industry because semiconduc-

tors at high levels of excitation are at work in emitting lasers and diodes and other

semiconductor devices on which is quite dependent our contemporary society.

It can be noticed that, as a general rule, in the study of transport phenomena,

analytical-type methods have been based on Boltzmann-like transport equations,

which, however, have limitations when nonlinear effects acquire relevance, as in the

cases mentioned above. Thus, improved analytical methods, that is, nonlinear quan-

tum kinetic theories for studying physical phenomena in systems arbitrarily away

from equilibrium, are desirable. Computer modeling as in Monte Carlo approaches

have also been used, which give in general good agreement with experimental data.

However, the method of analysis based on the ensemble formalism, described in

the present paper, has the advantage that it provides analytic equations (which

constitute a set of coupled nonlinear integro-differential equations computationally

tractable nowadays), permitting to have a very good physical insight of the phenom-

ena involved and the influence of the different characteristics of the system, a better

interpretation of the results, and the comparison with the experimental data for

any kind of experimental protocols. Also comparison with computer modeling cal-

culations, which are of the kind of nonequilibrium molecular dynamics (NMD),46,47

have been done, resulting in a very good agreement (for example, see Ref. 48).

As already noticed, the study — and with it the physical understanding and

interpretation — of transport and optical properties in semiconductors is of large,

and fundamental relevance in R&D (research and development) associated to the

nowadays advanced technologies and processing of electronic and optoelectronic

devices. Such situations involving ultrafast responses and functioning under far-

from-equilibrium conditions pose new interesting and quite engaging challenges in

the physics of condensed matter. Moreover, these systems become an extremely use-

ful testing ground for theoretical ideas in the domain of nonequilibrium statistical

thermodynamics of many-body systems.

We consider here, to explicitly present an application of the theory, the case of a

system in a uniform state, that is, with no space dependence on the basic variables,

and, to complement the classical presentation of the previous sections, a quantum

description of a nonequilibrium system comprised of N quantum oscillators. They

are embedded in a thermal bath consisting of N ′ oscillators, and under the action of

a time-dependent external force that drives them out of equilibrium with the bath.

The case of the Brownian motion of an oscillator coupled to a number of other
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oscillators, playing the role of a thermal bath, has been treated by several authors

in different opportunities, e.g., by C. George,49 Bashkirov and Zubarev,50 and oth-

ers. The non-Markovian irreversible behavior of an oscillator coupled to a scalar

field (a bath) in a soluble model was used to describe its Brownian motion.51,52

R. Zwanzig considered in detail the Brownian motion of a Duffing-oscillator within

an advanced nonlinear transport theory.8,27,53 In the decade of the 1960s of past

century, H. Mori devised a theory to formulate transport, collective motion, and

Brownian motion from a unified statistical-mechanical point of view,28,54 and the

NESEF-based derivation we present here leads to a generalization of Mori’s ap-

proach. The excited oscillators relax their energy in excess of equilibrium to the

oscillators in the bath (which are assumed to remain constantly in equilibrium with

an external reservoir at temperature T0), through the presence of a bilinear interac-

tion between the two systems. The case of two systems of oscillators (representing

quantum excitations as phonons, plasmons, excitons, etc., in solid state matter)

interacting through a bilinear interaction are present in condensed matter. They

give rise to so-called hybrid excitations (since the interaction is bilinear the Hamil-

tonian can be diagonalized by a unitary transformation), for example, polaritons55

(hybridization of transverse optical phonons and the photons of the accompanying

black-body radiation: their nonequilibrium thermostatistics is discussed in Ref. 56),

hybridization of plasmons and longitudinal optical phonons, and other cases.

We deal with this question in the framework of the NESEF-based nonlinear

quantum kinetic theory described in Sec. 3. This is done in a truncate version in

which we retain only the second-order collision integral, Ω(2), of Eq. (32), and the

treatment is non-Markovian.

The system Hamiltonian in the normal coordinates description (e.g., Refs. 57

and 58) is

Ĥ =
∑

q

~ωq

(

a†qaq +
1

2

)

+
∑

k

~ζk

(

b†kbk +
1

2

)

+
∑

qk

[

Cqka
†
q(bk + b†−k) + C∗

qkaq(b
†
k + b−k)

]

+
∑

q

Uq(t)(a
†
q + aq) , (35)

where ωq and ζk are the frequencies of the normal modes propagating with wave-

vectors q and k, and aq(a
†
q) and bk(b

†
k) are the amplitude operators of vibrations

in the system and the bath, respectively. Moreover, for oscillators in the system,

the expression for the normal coordinate displacement is

x̂q =

√

~

2mωq
(a†q + aq) , (36)

and for its conjugated linear momentum is

p̂q = i

√

m~ωq

2
(a†q − aq) , (37)
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with m being the mass of each oscillator. In the case when the theory is applied

to massless quasi-particles as, e.g., phonons and photons, m is absent in Eqs. (36)

and (37) (see Refs. 57–59). In the Hamiltonian of Eq. (35) the first and the second

terms on the right are the energies of the free oscillators of the system and of the

bath, respectively; the third term is the bilinear interaction between them, with

Cqk being the coupling strength; the last term accounts for the coupling of the

oscillators with an applied perturbing potential characterized by Uq and depending

on time.

For the nonequilibrium thermo-statistical description we are looking for, accord-

ing to Sec. 3, we do need to choose the basic set of dynamical variables. Considering

the expression of the Hamiltonian and the condition of equilibrium of the thermal

bath, we take the sets {aq} and {a†q}, or, equivalently, {x̂q} and {p̂q}, and the en-

ergy operator of the thermal bath ĤB [the second term on the right of Eq. (35)]. To

these we add the populations {ν̂q} = {a†qaq}, in terms of which it can be written all

physical observables of the system, particularly the energy and linear momentum

[see Eq. (55)].

The basic set of dynamical variables is then

{{aq}, {a†q}, {ν̂q}, ĤB} , (38)

and the auxiliary (“instantaneously frozen”) statistical operator is

ρ̄(t, 0) = exp

{

− φ(t) − β0ĤB −
∑

q

[ϕq(t) aq + ϕ∗
q(t) a

†
q + βq(t)~ωq ν̂q]

}

, (39)

where it is present the set of nonequilibrium thermodynamic variables associated

to the basic dynamical ones, namely

{{ϕq(t)}, {ϕ∗
q(t)}, {βq(t)~ωq}, β0} , (40)

with β−1
0 = kBT0, and we write βq(t)

−1 = kBTq, introducing the oscillator quasi-

temperature per mode.

The average values of the dynamical variables over the nonequilibrium ensemble,

that is,

〈aq|t〉 = Tr{aqρε(t)} = Tr{aqρ̄(t, 0)} , (41)

〈a†q|t〉 = Tr{a†qρε(t)} = Tr{a†qρ̄(t, 0)} , (42)

νq(t) = Tr{ν̂qρε(t)} = Tr{ν̂qρ̄(t, 0)} , (43)

EB = Tr{ĤBρ̄(t, 0)} , (44)

are the nonequilibrium equations of state that in this case relate the nonequilibrium

thermodynamics variables of the set (40) to the nonequilibrium thermodynamic

macro-variables

{{〈aq|t〉}, {〈a†q|t〉}, {〈νq|t〉}, EB} . (45)
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We recall that for the basic dynamical variables and only for them, the average

value with the statistical operator, ρε(t), coincides with the one taken with the

auxiliary one, ρ̄(t, 0). Moreover, introducing the nonequilibrium partition function

Z̄(t), writing φ(t) = ln Z̄(t), we do have the analog of the equilibrium case, once

〈aq|t〉 = −δ ln Z̄(t)

δϕq(t)
, (46)

and similarly for the other variables in set (45), that is, the nonequilibrium ther-

modynamic macro-variables are given by minus the functional derivative of the

logarithm of the nonequilibrium partition function Z̄(t) with respect to the nonequi-

librium thermodynamic variables in set (40) associated to the basic dynamical

variables in set (38).10,24

According to the NESEF-kinetic theory of the previous section, the equations

of evolution for the basic nonequilibrium macro-variables, in the approximation of

keeping only “binary collisions” but retaining the non-Markovian character, are

[cf. Eq. (29)]

d

dt
〈aq|t〉 = J (0)

aq
+ J (1)

aq
+Ω(2)

aq
, (47)

and similarly for 〈a†q|t〉 and νq(t); EB is constant in time (bath in equilibrium with

the external reservoir at the fixed temperature T0). The three contributions on the

right are [cf. Eqs. (30)–(32)]

J (0)
aq

(t) = Tr







1

i~



aq,
∑

q′

~ωq′a†q′aq′



 ρ̄(t, 0)







, (48)

J (1)
aq

(t) = Tr

{

1

i~
[aq, Ŵ + Ĥext]ρ̄(t, 0)

}

, (49)

Ω(2)
aq

(t)

=
1

(i~)2

∫ t

−∞

dt′eε(t
′−t)Tr{[Ŵ (t′− t)0 + Ĥext(t

′− t)0, [Ŵ + Ĥext, aq]]ρ̄(t
′, t′ − t)0}

+
1

i~

∑

ℓ

∫ t

−∞

dt′eε(t
′−t)J

(1)
ℓ (t′)

δ

δQℓ(t′)
Tr{[Ŵ + Ĥext, aq]ρ̄(t

′, t′ − t)0} , (50)

and similarly for the other macro-variables. In Eqs. (49) and (50) Ŵ consists of

the interaction Hamiltonian with the thermal bath [the third term in Eq. (35)]

and Ĥext is the energy operator for the interaction with the perturbing external

source [the fourth term in Eq. (35)]. We have written in compact form Qℓ for the

macro-variables of the set (45) and index ℓ runs over this set.
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Performing the calculations, which are briefly described in Appendix A, there

follow the evolution equations

d

dt
〈aq|t〉 = −iωq〈aq|t〉 −

i

~
Uq(t)

− 2i

~2

∑

q′k

CqkC
∗
q′k

×
∫ t

−∞

dt′ eε(t
′−t) sin[ζk(t

′ − t)](〈a†q′ |t′〉+ 〈aq′ |t′〉) , (51)

d

dt
〈a†q|t〉 = iωq〈a†q|t〉+

i

~
Uq(t)

+
2i

~2

∑

q′k

CqkC
∗
q′k

×
∫ t

−∞

dt′ eε(t
′−t) sin[ζk(t

′ − t)](〈a†q′ |t′〉+ 〈aq′ |t′〉) , (52)

for the amplitudes, and for the populations we do have that

dνq(t)

dt
=

iUq

~
(〈aq|t〉 − 〈a†q|t〉)

− 4

~2

∑

k

|Cqk|2
∫ t

−∞

dt′ eε(t
′−t){sin[ζk(t′ − t)] sin[ωq(t

′ − t)]νq(t
′ − t)}

+ Ṙq(t) +
2

~2

∑

k

|Cqk|2
∫ t

−∞

dt′ eε(t
′−t){cos[(ωq − ζk)(t

′ − t)]Nk}

+
2

~2

∑

k

|Cqk|2
∫ t

−∞

dt′ eε(t
′−t){cos[(ωq + ζk)(t

′ − t)](1 +N−k)} , (53)

where Nk is the population in equilibrium at temperature T0 of the phonons of the

bath system, and

Ṙq(t) =
2i

~2

∑

q′ 6=q,k

∫ t

−∞

dt′ eε(t
′−t) sin[ζk(t

′ − t)]

×{Cq′kC
∗
qke

iωq(t
′−t)〈a†q′aq|t′ − t〉 − C∗

q′kCqke
−iωq(t

′−t)〈a†qaq′ |t′ − t〉)}

+
2i

~2

∑

q′k

∫ t

−∞

dt′ eε(t
′−t) sin[ζk(t

′ − t)]

×{Cq′kC
∗
qke

iωq(t
′−t)〈aq′aq|t′ − t〉 − C∗

q′kCqke
−iωq(t

′−t)〈a†qa†q′ |t′ − t〉)} ,
(54)
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is a term containing the products of pairs of amplitudes, namely, 〈aq′aq|t′ − t〉 and
〈a†qa†q′ |t′ − t〉 for any q and q′, and 〈a†qaq′ |t′ − t〉 for any q 6= q′, which couples the

evolution equation for the population with those for the amplitudes.

The evolution equation for the energy is

d

dt
E(t) =

∑

q

~ωq
dνq
dt

, (55)

with dνq/dt given in Eq. (53) and then we can see that it is composed of several

contributions consisting of the power pumped by external forces [first term on

the right of Eq. (53)], and those accounting for the rate of energy relaxation to

the thermal bath. Equation (55), as noticed above, is coupled to those for the

amplitudes.

Furthermore, using Eqs. (51) and (52) for the variables x̂q and p̂q of Eqs. (36)

and (37) we obtain that

m
d

dt
〈x̂q|t〉 = 〈p̂q|t〉 , (56)

d

dt
〈p̂q|t〉 = −

√

2mωq

~
Uq(t)−mω2

q〈x̂q|t〉

− 4m

~2

∑

q′,k

√
ωq′ωqCqkC

∗
q′k

×
∫ t

−∞

dt′ eε(t
′−t) sin[ζk(t

′ − t)]〈x̂q′ |t′〉 , (57)

or, alternatively, integrating by parts in time the last contribution in Eq. (57) it

becomes

d

dt
〈p̂q|t〉 = m

d2

dt2
〈x̂q|t〉

= −
√

2mωq

~
Uq(t)−mω2

q〈x̂q|t〉+
4m

~2

∑

q′,k

√
ωq′ωqCqkC

∗
q′k

〈x̂q′ |t〉
ζk

−
∑

q′

∫ t

−∞

dt′ eε(t
′−t)Γqq′(t′ − t)

d

dt′
〈x̂q′ |t′〉 , (58)

where

Γqq′(t′ − t) =
4m

~2

∑

k

√
ωq′ωqCqkC

∗
q′k

cos[ζk(t
′ − t)]

ζk
, (59)

plays the role of Mori’s memory function.28,54,60 In fact, it can be noticed that

Eq. (58) has the form of a Mori–Heisenberg–Langevin equation for the oscillators.

But, two important points can be stressed: On the one hand, the memory is evanes-

cent (the presence of the kernel exp{ε(t′ − t)}) making the evolution irreversible
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in time (we recall, cf. Sec. 3, that is a result of having introduced irreversibility in

the description via Krylov’s “jolting” assumption); on the other hand, the equation

followed in the approximation of taking only the first collision integral, Ω(2), in

the series of collision integrals in the last term in Eq. (29). Including the remain-

ing terms, which introduce nonlinearities, produce a far-reaching generalization of

Mori’s approach, with irreversibility introduced from the onset.

5. Comments and Concluding Remarks

During the last decades, there has been remarkable progress in the area of nonequi-

librium Statistical Mechanics and Thermodynamics consisting in that we have been

offered with an excellent development of ideas, concepts, and formalisms. We have

given here a very brief overview concerning some aspects of the status of them,

particularized to the case of systems presenting ultrafast relaxation processes when

under any condition of departure from equilibrium.

In the preceding sections, we have described a theory that attempts a particular

answer to the long-standing sought-after question about the existence of a Gibbs-

style statistical ensemble formalism for nonequilibrium systems. What has been

presented can be considered a systematization and some extension of the work

developed, from roughly the 1940s, by several outstanding scientists among whom

we can mention Bogoliubov, Kirkwood, Krylov, Green, Mori, Zwanzig, Landsberg,

Zubarev, and we apologize for certainly overlooking other relevant names.

The construction of the nonequilibrium ensemble formalism so far presented

was done on a heuristic approach, and it is worth emphasizing that such formal-

ism, providing microscopic (mechanical-statistical) basis for the study of dissipative

processes, heavily rests on the fundamental ideas and concepts devised by Gibbs

and Boltzmann. As it has already been noticed it can also be encompassed in the

framework of an extremum principle.

In the construction of NESEF, a point of contention is the long-standing ques-

tion about macroscopic irreversibility in nature. As discussed in Refs. 10 and 11 it is

introduced in the formalism Kirkwood’s time-smoothing procedure after a specific

initial condition, implying in that a kind of generalized Stosszahlansatz has been

defined. This is a working proposal that goes in the direction that was essentially

suggested by Boltzmann, as quoted in Ref. 61: “Since in the differential equations

of mechanics themselves there is absolutely nothing analogous to the second law of

thermodynamics, the latter can be mechanically represented only by means of as-

sumptions regarding initial conditions.” Or, in other words, that the laws of physics

are always of the form: given some initial conditions, here is the result after some

time, but they never tell us how the world is or evolves. In order to account for that,

one always needs to assume something, first on the initial conditions and, second, on

the distinction of the description being macroscopic and the system never isolated

(damping of correlations). In this vein, Stephen Hawking62 has manifested that “It

is normally assumed that a system in a pure quantum state evolves in a unitary
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way through a succession of [such] states. But if there is loss of information [. . .],

there cannot be a unitary evolution. Instead, the [. . .] final state [. . .] will be what

is called a mixed quantum state. This can be regarded as an ensemble of different

pure quantum states, each with its own probability.”

Needless to say that this question of Eddington’s time-arrow problem has pro-

duced a very extensive literature, and lively controversies. We do not attempt here

to add any considerations to this difficult and, as said, controversial subject (see

for example Refs. 62 and 63). We restate that, as commented by Sklar,5 Nicolai S.

Krylov (the Russian scientist unfortunately prematurely deceased) was developing

an extremely insightful and careful foundational study of nonequilibrium statistical

mechanics.19 Krylov believed that he could show that in a certain sense, neither

classical nor quantum mechanics provide an adequate foundation for statistical me-

chanics. Krylov’s most important critical contribution is precisely his emphasis on

the importance of initial ensembles. Also that we may be utterly unable to demon-

strate that the correct statistical description of the evolution of the system will

provide an appropriate exact evolution, unless our statistical approach includes

an appropriate constraint on the initial ensemble with which we choose to repre-

sent the initial nonequilibrium condition of the system in question.19 Moreover,

it is thought that the interaction with the system from the outside at the single

moment of preparation, rather than the interventionists on-going action, is what

grounds the asymmetric evolution of many-body systems. It is the ineluctable in-

terfering perturbation of the system by the mechanism that sets it up in the first

place that guarantees that the appropriate statistical description of the system will

be a collection of initial states sufficiently large, sufficiently simple in shape, and

with a uniform probability distribution over it. Clearly, a question immediately

arises, namely: Exactly how does this initial interference lead to an initial ensemble

of just the kind we need?5 On this, we have seen in Sec. 3 how NESEF, mainly

in Krylov–Bogoliubov–Green–Kirkwood–Zubarev’s approach, tries to heuristically

address the question.

It is worth noticing that boson systems that are, differently to the present case,

governed by nonlinear kinetic equations may display complex behavior,64 consist-

ing in a kind of nonequilibrium Bose–Einstein condensation and propagation of

long-life Schrödinger–Davydov solitons.65 It can be mentioned the cases of polar

vibrations in biopolymers66–68; of excitons (the “excitoner” or “exciton-laser”)69;

of longitudinal optical phonons in strongly polar, large gap semiconductors,70 of

acoustic phonons in semiconductors with strong piezoeletric interaction (the “saser”

or “phonon laser” in the THz region)71; of magnons in heterostructures.72–74

Finally, we call the attention to the question of heterotypical statistics, notic-

ing that even though the ensemble formalism has been extremely successful in the

handling of the grandiose theoretical scheme of Statistical Mechanics and Ther-

modynamics initiated by Maxwell, Boltzmann, and Gibbs, which has been given

concrete and consistent foundations to the study of the many situations present in
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condensed matter physics, its use is hampered when dealing with certain complex

phenomena. In this situation, the researcher may not have access to the infor-

mation on all the constraints relevant to the problem in hands (so-called hidden

constraints), what leads to poor predictions. In an attempt to improve predictions

have been introduced, beginning in the past 1950s, and pioneered by P. Lvy in the

1930s (see for example, Ref. 75) auxiliary approaches which attempt to assuage the

difficulty, but at the price of not being fully consistent and depending on free pa-

rameters.76 This is done in the framework of the variational (extremum principle)

approach in Statistical Mechanics founded on Information Theory. In it, the general

and well-established Boltzmann–Gibbs canonical scheme follows from maximization

with given constraints of Gibbs–Boltzmann–Shannon information-theoretic entropy

(better called measure of uncertainty of information): It is considered to be the only

consistent probability measure of information. The other (say noncanonical or het-

erotypical) auxiliary approaches are based on replacing GBS information-theoretic

entropy by others, which are used to derive nonconventional probability distribu-

tions for nonequilibrium systems. A complete description, together with illustrative

applications, is given in Ref. 76.
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Appendix A. Calculation of the collision integral Ω(2) in Eq. (50)

We can write Eq. (50) in the form Ω
(2)
aq = Ω

(2)
aq1

+Ω
(2)
aq2

, where

Ω
(2)
aq1

(t) =
1

(i~)2

∫ t

−∞

dt′eε(t
′−t)Tr{[Ŵ (t′ − t)0 + Ĥext(t

′ − t)0, [Ŵ + Ĥext, aq]]

× ρ̄(t′, t′ − t)0 ρB} . (A.1)

In the interaction representation

Â(τ)0 = exp

(

iĤ0τ

~

)

Â exp

(

− iĤ0τ

~

)

, (A.2)

being Â one of the operators above included and τ = t′ − t. Taking into account

the cyclic property of the trace it follows that

Tr{[Ŵ (τ)0 + Ĥext(τ)0, [Ŵ + Ĥext, aq]]ρ̄(τ + t, τ)0ρB}

= Tr

{

exp

(

− iH0τ

~

)

[Ŵ (τ)0 + Ĥext(τ)0, [Ŵ + Ĥext, aq]]
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× exp

(

iĤ0τ

~

)

ρ̄(τ + t, 0)ρB

}

= Tr{[Ŵ + Ĥext, [Ŵ (−τ)0 + Ĥext(−τ)0, aq(−τ)0]]ρ̄(τ + t, 0)ρB} . (A.3)

Using that [Ŵ (−τ)0 + Ĥext(−τ)0, aq(−τ)0] = −Uq(t) −
∑

k Cqk[bk(−τ)0 +

b†−k(−τ)0] and bk(−τ)0 = exp (iζkτ) bk the double commutator in Eq. (A.1) be-

comes

[Ŵ (τ)0 + Ĥext(τ)0, [Ŵ + Ĥext, aq]]

=
∑

q′k

Cqk{(Cq′,−ka
†
q′ + C∗

q′kaq′)e−iζ−kτ − (Cq′,−ka
†
q′ + C∗

q′kaq′)eiζkτ}

=
∑

q′k

CqkC
∗
q′k2i sin(ζkτ)(a

†
q′ + aq′) , (A.4)

after taking into account that Cq′,−k = C∗
q′k and ζ−k = ζk. On the other hand,

since J
(1)
aq (t) = 0, then Ω

(2)
aq2

(t) = 0 [second contribution in Eq. (50)] it follows that

Ω(2)
aq

(t) = Ω
(2)
aq1

(t)

= − 2i

~2

∑

q′k

CqkC
∗
q′k

×
∫ t

−∞

dt′eε(t
′−t) sin[ζk(t

′ − t)]Tr{(a†q′ + aq′)ρ̄(t′, 0)ρB} , (A.5)

which is the last right-hand term of Eq. (51).

References

1. L. Boltzmann, Vorlesungen über Gastheorie (Barth, Leipzig, Germany, 1896 and
1898); [English translation by S. G. Brush, University California Press, Berkeley,
USA, 1964].

2. J. W. Gibbs, Elementary Principles in Statistical Mechanics (Yale University Press,
New Haven, USA, 1902). [Reprinted by Dover, New York, USA, 1960].

3. J. C. Maxwell, The Collected Papers of J. C. Maxwell (Dover, New York, USA, 1965).
4. R. Jancel, Foundations of Classical and Quantum Statistical Mechanics (Pergamon,

Oxford, UK, 1969).
5. L. Sklar, Physics and Chance: Philosophical Issues in the Foundations of Statistical

Mechanics (Cambridge University Press, Cambridge, UK, 1993).
6. E. T. Jaynes, Predictive statistical mechanics, in Frontiers of Nonequilibrium Statis-

tical Physics, eds. G. T. Moore and M. O. Scully (Plenum, New York, USA, 1986),
pp. 33–55.

7. R. Zwanzig, Where do we go from here?, in Perspectives in Statistical Physics,
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Apêndi
e B
Valores médios dos operadores

Para 
al
ularmos os valores médios de 
omposições de operadores de 
riação eaniquilação de mágnons ponderados pelo operador estatísti
o auxiliar
¯̺(t, 0) =

exp

{

−
∑

q

[

Fq(t)ĉ
†
qĉq + φq(t)ĉq + φ∗

q(t)ĉ
†
q + ϕq(t)ĉqĉ−q + ϕ∗

q(t)ĉ
†
qĉ

†
−q

]

}Tr exp{−∑
q

[

Fq(t)ĉ
†
qĉq + φq(t)ĉq + φ∗

q(t)ĉ
†
q + ϕq(t)ĉqĉ−q + ϕ∗

q(t)ĉ
†
qĉ

†
−q

]

} ,(B.1)podemos diagonalizá-lo 
om o auxílio da seguinte transformação
ĉq = ιqĈq + κqĈ †

−q + λq,

ĉ†−q = ιqĈ †
−q + κqĈq + λq, (B.2)
om Ĉ †

q e Ĉq sendo operadores que obede
em regras de 
omutação de bósons e λq, ιqe κq sendo números 
omplexos tais que
1 =

[

ĉq, ĉ
†
q

]

=

=
[

ιqĈq + κqĈ †
−q, ι

∗
qĈ †

q + κ∗qĈ−q

]

=

= |ιq|2
[

Ĉq, Ĉ
†
q

]

+ |κq|2
[

Ĉ †
−q, Ĉ−q

]

= |ιq|2 − |κq|2 . (B.3)De�nindo 119
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Ŝ =

∑

q

[

Fq(t)ĉ
†
qĉq + φq(t)ĉq + φ∗

q(t)ĉ
†
q + ϕq(t)ĉqĉ−q + ϕ∗

q(t)ĉ
†
qĉ

†
−q

]

, (B.4)temos que, após a diagonalização,
Ŝ =

∑

q

F ′
q(t)Ĉ

†
qĈq, (B.5)e resta-nos en
ontrar F ′

q(t).Cal
ulando o 
omutador entre S e ĉq, obtém-se, por um lado,
[

Ŝ , ĉq

]

= −Fq(t)ĉq − φ∗
q(t)−

[

ϕ∗
q(t) + ϕ∗

−q(t)
]

ĉ†−q =

= −
{

Fq(t)ιq +
[

ϕ∗
q(t) + ϕ∗

−q(t)
]

κq
}

Ĉq−
−
{

Fq(t)κq +
[

ϕ∗
q(t) + ϕ∗

−q(t)
]

ιq
}

Ĉ †
−q− (B.6)

− φ∗
q(t)−

{

Fq(t) +
[

ϕ∗
q(t) + ϕ∗

−q(t)
]}

λq, (B.7)e, por outro,
[

Ŝ , ĉq

]

=





∑

q′

F ′
q′(t)Ĉ

†
q′Ĉq′ , ιqĈq + κqĈ †

−q + λq



 =

= −F ′
q(t)ιqĈq + F ′

−q(t)κqĈ †
−q, (B.8)e, equa
ionando as expressões B.6 e B.8,

λq = −
φ∗
q(t)

Fq(t) +
[

ϕ∗
q(t) + ϕ∗

−q(t)
] , (B.9)

ιq =

√

Fq(t) + F ′
q(t)

2F ′
q(t)

, κq =

√

Fq(t)− F ′
q(t)

2F ′
q(t)

, (B.10)e
∣

∣F ′
q(t)

∣

∣ =
√

F 2
q(t)− |ϕq(t) + ϕ−q(t)|2. (B.11)120



B.1. CÁLCULO DE 〈ĈQ|T
〉 E 〈Ĉ†

Q|T
〉De posse das Eqs. B.9-B.11 os valores médios são 
al
ulados e expressos em termos dasvariáveis termodinâmi
as de não-equilíbrio asso
iadas,

{

{

Fq(t)

}

;

{

φq(t)

}

;

{

φ∗
q(t)

}

;

{

ϕq(t)

}

;

{

ϕ∗
q(t)

}

}

, (B.12)ou então rees
ritos em termos das variáveis termodinâmi
as
{

{

Nq(t)

}

;

{

〈

ĉ†q|t
〉

}

;

{

〈ĉq|t〉
}

;

{

σ∗
q(t)

}

;

{

σq(t)

}

}

. (B.13)Apresentamos, no que se segue, o 
ál
ulo de valores médios de 
omposições que in
luematé três operadores de 
riação/aniquilação, e 
omposições 
om mais operadores são 
al
uladosde forma análoga.

B.1 Cál
ulo de 〈ĉq|t〉 e 〈ĉ†q|t〉
〈ĉq|t〉 = Tr {ĉq ˆ̺̄(t, 0)

}

= Tr{(ιqĈq + κqĈ †
−q + λq

)

ˆ̺̄(t, 0)
}

=

= ιqTr{Ĉq ˆ̺̄(t, 0)
}

+ κqTr{Ĉ †
−q

ˆ̺̄(t, 0)
}

+ λqTr { ˆ̺̄(t, 0)
}

= λq, (B.14)
〈

ĉ†q|t
〉

= Tr{ĉ†q ˆ̺̄(t, 0)
}

= Tr{(ι∗qĈ †
q + κ∗qĈ−q + λ∗

q

)

ˆ̺̄(t, 0)
}

=

= ι∗qTr{Ĉ †
q
ˆ̺̄(t, 0)

}

+ κ∗qTr{Ĉ−q ˆ̺̄(t, 0)
}

+ λ∗
qTr { ˆ̺̄(t, 0)} = λ∗

q, (B.15)onde usamos o fato de que Tr { ˆ̺̄(t, 0)} = 1. 121
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ulo de 〈ĉ(†)qa ĉ
(†)
qb |t
〉

〈ĉqa ĉqb
|t〉 = Tr {ĉqa ĉqb
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}
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ιqb
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Ĉ †
−qb

ˆ̺̄(t, 0)
}

+ κqaλqb
Tr{Ĉ †
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1− e−F ′
qa
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κqaιqbeF ′
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}

δqa,−qb
+ 〈ĉqa |t〉 〈ĉqb

|t〉 , (B.16)sendo que na última linha usamos os resultados das Eqs. B.14 e B.15. Para qa = qb temosque
σq(t) = 〈ĉqĉ−q|t〉 =

ιqκ−q

1− e−F ′
q
+

κqι−qeF ′
−q − 1

+ 〈ĉq|t〉 〈ĉq|t〉 . (B.17)
〈
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ĉ†qb
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= Tr{ĉ†qa
ĉ†qb
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}

= Tr{(ι∗qa
Ĉ †
qa

+ κ∗qa
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qa
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qb
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Tr{Ĉ †
qa

Ĉ †
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Tr{Ĉ †
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Tr{Ĉ−qa

ˆ̺̄(t, 0)
}

+

+ λ∗
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, (B.18)122
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|t〉 , (B.19)e, 
aso qa = qb,

〈

ĉ†qĉq|t
〉

= Nq(t) =
|ιq|2eF ′
q − 1

+
|κ−q|2

1− e−F ′
−q

+ |〈ĉq|t〉|2 . (B.20)

B.3 Cál
ulo de 〈ĉ(†)qa ĉ
(†)
qb ĉ

(†)
qc |t
〉

〈ĉqa ĉqb
ĉqc |t〉 = Tr {ĉqa ĉqb
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}

=

=
{

ιqaκqb
Tr{ĈqaĈ
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|t〉] δqb,−qc 〈ĉqa |t〉+ 〈ĉqa |t〉 〈ĉqb
|t〉 〈ĉqc |t〉 , (B.21)123
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〈

ĉ†qa
ĉqb

ĉqc |t
〉

= Tr{ĉ†qa
ĉqb

ĉqc
ˆ̺̄(t, 0)

}

=

=
{

ι∗qa
ιqb

Tr{Ĉ †
qa

Ĉqb
ˆ̺̄(t, 0)

}

+ κ∗qa
κqb

Tr{Ĉ−qaĈ
†
−qb

ˆ̺̄(t, 0)
}}

λqc+

+
{

ι∗qa
ιqcTr{Ĉ †

qa
Ĉqc

ˆ̺̄(t, 0)
}

+ κ∗qa
κqcTr{Ĉ−qaĈ

†
−qc

ˆ̺̄(t, 0)
}}

λqb
+

+
{

ιqb
κqcTr{Ĉqb

Ĉ †
−qc

ˆ̺̄(t, 0)
}

+ κqb
ιqcTr{Ĉ †

−qb
Ĉqc

ˆ̺̄(t, 0)
}}

λ∗
qa
+

+ λ∗
qa
λqb

λqcTr { ˆ̺̄(t, 0)} =

=
[

Nqa(t)− |〈ĉqa |t〉|2
]

(δqa,qb
〈ĉqc |t〉+ δqa,qc 〈ĉqb

|t〉)+

+ [σqb
(t)− 〈ĉqb

|t〉 〈ĉ−qb
|t〉] δqb,−qc

〈

ĉ†qa
|t
〉

+
〈

ĉ†qa
|t
〉

〈ĉqb
|t〉 〈ĉqc |t〉 , (B.22)

〈

ĉ†qa
ĉ†qb

ĉqc |t
〉

= Tr{ĉ†qa
ĉ†qb

ĉqc
ˆ̺̄(t, 0)

}

=

=
{

ι∗qa
ιqcTr{Ĉ †

qa
Ĉqc

ˆ̺̄(t, 0)
}

+ κ∗qa
κqcTr{Ĉ−qaĈ

†
−qc

ˆ̺̄(t, 0)
}}

λ∗
qb
+

+
{

ι∗qb
ιqcTr{Ĉ †

qb
Ĉqc

ˆ̺̄(t, 0)
}

+ κ∗qb
κqcTr{Ĉ−qb

Ĉ †
−qc

ˆ̺̄(t, 0)
}}

λ∗
qa
+

+
{

ι∗qa
κ∗qb

Tr{Ĉ †
qa

Ĉ−qb
ˆ̺̄(t, 0)

}

+ κ∗qa
ι∗qb

Tr{Ĉ−qaĈ
†
qb

ˆ̺̄(t, 0)
}}

λqc+

+ λ∗
qa
λ∗
qb
λqcTr { ˆ̺̄(t, 0)} =

=
[

Nqc(t)− |〈ĉqc |t〉|2
] (

δqc,qa

〈

ĉ†qb
|t
〉

+ δqc,qb

〈

ĉ†qa
|t
〉)

+

+
[

σ∗
qa
(t)−

〈

ĉ†qa
|t
〉〈

ĉ†−qa
|t
〉]

δqa,−qb
〈ĉqc |t〉+

〈

ĉ†qa
|t
〉〈

ĉ†qb
|t
〉

〈ĉqc |t〉 ,(B.23)
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B.3. CÁLCULO DE 〈Ĉ(†)
QA

Ĉ
(†)
QB

Ĉ
(†)
QC

|T
〉

〈

ĉ†qa
ĉ†qb

ĉ†qc
|t
〉

= Tr{ĉ†qa
ĉ†qb

ĉ†qc
ˆ̺̄(t, 0)

}

=

=
{

ι∗qa
κ∗qb

Tr{Ĉ †
qa

Ĉ−qb
ˆ̺̄(t, 0)

}

+ κ∗qa
ι∗qb

Tr{Ĉ−qaĈ
†
qb

ˆ̺̄(t, 0)
}}

λ∗
qc
+

+
{

ι∗qa
κ∗qc

Tr{Ĉ †
qa

Ĉ−qc
ˆ̺̄(t, 0)

}

+ κ∗qa
ι∗qc

Tr{Ĉ−qaĈ
†
qc

ˆ̺̄(t, 0)
}}

λ∗
qb
+

+
{

ι∗qb
κ∗qc

Tr{Ĉ †
qb

Ĉ−qc
ˆ̺̄(t, 0)

}

+ κ∗qb
ι∗qc

Tr{Ĉ−qb
Ĉ †
qc

ˆ̺̄(t, 0)
}}

λ∗
qa
+

+ λ∗
qa
λ∗
qb
λ∗
qc
Tr { ˆ̺̄(t, 0)} =

=
[

σ∗
qa
(t)−

〈

ĉ†qa
|t
〉〈

ĉ†−qa
|t
〉]

δqa,−qb

〈

ĉ†qc
|t
〉

+

+
[

σ∗
qa
(t)−

〈

ĉ†qa
|t
〉〈

ĉ†−qa
|t
〉]

δqa,−qc

〈

ĉ†qb
|t
〉

+

+
[

σ∗
qb
(t)−

〈

ĉ†qb
|t
〉〈

ĉ†−qb
|t
〉]

δqb,−qc

〈

ĉ†qa
|t
〉

+
〈

ĉ†qa
|t
〉〈

ĉ†qb
|t
〉〈

ĉ†qc
|t
〉

.(B.24)
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Apêndi
e C
Termos 
inéti
os

Adotando a aproximação de Markov, as ma
rovariáveis Qj(t) asso
iadas às variáveis dinâmi
as de base P̂jevoluem segundo o sistema de equações 
inéti
as
d

dt
Qj(t) = J

(0)
Qj

(t) + J
(1)
Qj

(t) + J
(2)
Qj

(t) (C.1)
J
(0)
Qj

(t) =
1

i~
Tr{[P̂j , Ĥ0

]

ˆ̺̄(t)× ρ̂B

}

, (C.2)
J
(1)
Qj

(t) =
1

i~
Tr{[P̂j , Ĥ

′
]

ˆ̺̄(t)× ρ̂B

}

, (C.3)
J
(2)
Qj

(t) = J
(2)
Qj

(t)I + J
(2)
Qj

(t)II, (C.4)
J
(2)
Qj

(t)I =
1

(i~)2

∫ 0

−∞
dτ eετ Tr{[Ĥ ′(τ)0, [Ĥ

′, P̂j ]
]

ˆ̺̄(t)
}

, (C.5)
J
(2)
Qj

(t)II =
1

i~

∑

ℓ

∫ 0

−∞
dτ eετTr{[Ĥ ′(τ)0, P̂j ] ˆ̺̄(t)

} δJ
(1)
Qj

(t)

δQℓ(t)
, (C.6)sendo que introduzimos a variável de integração τ = t′ − t, nos termos de J

(2)
Qj

(t). Tipi
amente, os 
omutadores
om Ĥ ′(τ)0 dão origem a fatores 
omo eiχkτ , sendo χk números reais asso
iados às energias de mágnons, f�nonse fótons, pois
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Ĥ ′(τ)0 =

∑

q,q1,q2

Vq,q1,q2
ei(ωq+ωq1

−ωq2
−ωq+q1−q2

)τ ĉ†qĉ
†
q1
ĉq2

ĉq+q1−q2
+

+
∑

q,k 6=0

(

b̂ke−iΩkτ + b̂†−keiΩ−kτ
)

×

×
{

Fq,kei(ωq−ωq−k)τ ĉ†qĉq−k + Lq,kei(ωq+ωk−q)τ ĉ†qĉ
†
k−q + L∗

q,−ke−i(ωq+ω−k−q)τ ĉqĉ−k−q

}

+

+
∑

q,k 6=0

{

Rq,kei(Ωk−Ωk−q)τ b̂†kb̂k−q +R+
q,kei(Ωk+Ωq−k)τ b̂†kb̂

†
q−k +R+∗

−q,−ke−i(Ω−k+Ωk−q)τ b̂−kb̂k−q

}

×

× (e−iωqτ ĉq + eiω−qτ ĉ†−q)+

+
∑

α,p

(

d̂α,pe−iζpτ + d̂†α,−peiζ−pτ
)

(

S⊥∗
α,peiωpτ ĉ†p + S⊥

α,−pe−iω−pτ ĉ−p

)

+

+
∑

α,p,q

(

d̂α,pe−iζpτ + d̂†α,−peiζ−pτ
)

×

×
{

S‖a
α,q,pei(ωq−ωq−p)τ ĉ†qĉq−p + S‖b

α,q,pei(ωq+ωp−q)τ ĉ†qĉ
†
p−q + S‖b∗

α,q,−pe−i(ωq+ω−p−q)τ ĉqĉ−p−q

}

. (C.7)As integrais em τ podem então ser resolvidas:
∫ 0

−∞
e(ε+iχk)τdτ =

[e(ε+iχk)τ

ε+ iχk

]0

−∞

=
1

ε+ iχk

, (C.8)mas, dado que 1

ε+ iχk

usualmente faz parte de termos de uma somatória em k (ou integral, no limite termo-dinâmi
o), ε → 0, e χk = 0 pode eventualmente levar a indeterminações. Assim, pode-se representar a integralda seguinte forma:
∫ 0

−∞
e(ε+iχ)τdτ = PV 1

iχ
+ πδ(χ), (C.9)
om �PV� indi
ando a integração em k em valores que ex
luem χ = 0 (o valor prin
ipal).No que segue são 
al
ulados os termos 
inéti
os para amplitudes, pares e populações de mágnons. Os valoresmédio dos operadores de mágnons e as integrais em τ são apresentados impli
itamente. Cabe ainda notar que,dada a evolução de uma ma
rovariável Qj(t),

d

dt
Q∗

j(t) =

[

d

dt
Qj(t)

]∗

, (C.10)e desta maneira torna-se desne
essário realizar todos os 
ál
ulos para obtenção das equações 
inéti
as de 〈ĉ†q|t〉e σ∗
q(t) se já temos as expressões de d

dt
〈ĉq|t〉 e d

dt
σq(t).
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C.1. AMPLITUDES (ĈQ)C.1 Amplitudes (ĉq)

Apresentamos aqui as expressões de J (0)
cq (t), J (1)

cq (t) e J (2)
cq (t) (de a
ordo 
om as expressões C.2-C.4). Deve sernotado que os valores médios dos operadores de mágnons in
luem basi
amente um número ímpar de operadorese, de a
ordo 
om o Apêndi
e B exposto anteriormente, são portanto sempre propor
ionais às amplitudes. Assim,
onforme reportado na seção 2.1, a equação 
inéti
a para as amplitudes não 
ontém termos independentes.

J (0)
cq (t) = −iωq 〈ĉq|t〉 , (C.11)

J (1)
cq (t) =

2

i~

∑

q1,q2

Vq,q1,q2

〈

ĉ†q1
ĉq2 ĉq+q1−q2 |t

〉

=

=
2

i~

∑

q1,q2

Vq,q1,q2

〈

ĉ†q1
|t
〉

〈ĉq2 |t〉 〈ĉq+q1−q2 |t〉+

+
4

i~

∑

q1

Vq,q1,q1

[

Nq1(t)− |〈ĉq1 |t〉|2
]

〈ĉq|t〉+

+
4

i~

∑

q1

Vq,−q,q1 [σq1(t)− 〈ĉq1 |t〉 〈ĉ−q1 |t〉]
〈

ĉ†−q|t
〉

, (C.12)
J (2)
cq (t)I = J (2)

cq (t)MM
I + J (2)

cq (t)SLI + J (2)
cq (t)SRI , (C.13)

J (2)
cq

(t)MM
I =

= − 8~−2
∑

q1,q2,q3,q4

Vq,q1,q2
Vq3,q2,q4

〈

ĉ†q3
ĉ†q1

ĉq4
ĉq3+q2−q4

ĉq+q1−q2
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq3
+ωq2

−ωq4
−ωq3+q2−q4

)]τ+

+ 4~−2
∑

q1,q2,q3,q4

Vq,q1,q2
Vq3,q4,q1

〈

ĉ†q3
ĉ†q4

ĉq2
ĉq3+q4−q1

ĉq+q1−q2
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq3
+ωq4

−ωq1
−ωq3+q4−q1

)]τ−

− 4~−2
∑

q1,q2,q3

Vq,q1,q2
Vq2,q+q1−q2,q3

〈

ĉ†q1
ĉq3

ĉq+q1−q3
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq2
+ωq+q1−q2

−ωq3
−ωq+q1−q3

)]τ , (C.14)129
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J (2)
cq

(t)SLI =

= ~
−2

∑

q′,k 6=0

Fq′,kF∗
q+k,k

(〈

ĉ†q′ ĉq′−kĉq+k|t
〉

− δq′,q+kν
b
k 〈ĉq|t〉

)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−Ωk+ωq′−ωq′
−k)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

Fq′,−kLq,k

(〈

ĉ†q′ ĉq′+kĉ
†
k−q|t

〉

+ δq′,−qν
b
−k

〈

ĉ†−q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−Ω−k+ωq′−ωq′+k)]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

F∗
q′,kFq,k

(〈

ĉ†q′−kĉq′ ĉq−k|t
〉

+ δq′,q

(

νbk + 1
)

〈ĉq|t〉
)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ωk+ωq′
−k−ωq′ )]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

F∗
q′,kLq,k

(〈

ĉ†q′−kĉq′ ĉ†k−q|t
〉

− δq′,k−q

(

νbk + 1
)

〈

ĉ†−q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ωk+ωq′
−k−ωq′)]τ+

+ ~
−2

∑

q′,k 6=0

Lq′,kF∗
q+k,k

[〈

ĉ†q′ ĉ
†
k−q′ ĉq+k|t

〉

− (δq′,q+k + δq′,−q)ν
b
k

〈

ĉ†−q|t
〉]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−Ωk+ωq′+ωk−q′ )]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

Lq′,−kFq,k

[〈

ĉ†q′ ĉ
†
−k−q′ ĉq−k|t

〉

+ (δq′,q−k + δq′,−q)
(

νbk + 1
)

〈

ĉ†−q|t
〉]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ωk+ωq′+ω
−k−q′ )]τ+

+ ~
−2

∑

q′,k 6=0

L∗
q′,−kF∗

q+k,k 〈ĉq′ ĉ−q′−kĉq+k|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−Ωk−ωq′−ω
−k−q′)]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

L∗
q′,kFq,k 〈ĉq′ ĉk−q′ ĉq−k|t〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ωk−ωq′−ωk−q′ )]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

Lq′,−kLq,k

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−q′−kĉ

†
k−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−Ω−k+ωq′+ω
−q′

−k)]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

Lq′,−kLq,k

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−q′−kĉ

†
k−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ωk+ωq′+ω
−q′

−k)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

L∗
q′,kLq,k

[〈

ĉq′ ĉk−q′ ĉ†k−q|t
〉

+ (δq′,k−q + δq′,q)ν
b
−k 〈cq|t〉

]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−Ω−k−ωq′−ωk−q′)]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

L∗
q′,kLq,k

[〈

ĉq′ ĉk−q′ ĉ†k−q|t
〉

− (δq′,k−q + δq′,q)
(

νbk + 1
)

〈ĉq|t〉
]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ωk−ωq′−ωk−q′ )]τ−

− ~
−2
∑

k 6=0

|R−q,k|2
(

νbk − νbk+q

)

〈ĉq|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ωk+q−Ωk−ωq)]τ+

+ ~
−2
∑

k 6=0

|R−q,k|2
(

νbk+q − νbk
)

〈

ĉ†−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(Ωk−Ωk+q−ω−q)]τ−

− 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

q,k

∣

∣

∣

2
(

νb−k + νbq+k + 1
)

〈ĉq|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ω−k+Ωq+k−ωq)]τ−

− 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

q,k

∣

∣

∣

2
(

νb−k + νbq+k + 1
)

〈

ĉ†−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ω−k+Ωq+k+ω−q)]τ+

+ 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

−q,k

∣

∣

∣

2
(

νbk + νb−k−q + 1
)

〈ĉq|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(Ωk+Ω−k−q+ωq)]τ+

+ 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

−q,k

∣

∣

∣

2
(

νbk + νb−k−q + 1
)

〈

ĉ†−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(Ωk+Ω−k−q−ω−q)]τ , (C.15)
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J (2)
cq

(t)SRI =

= ~
−2
∑

α

∣

∣S⊥∗
α,q

∣

∣

2 〈ĉq|t〉
∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(ωq+ζ−q)τ ] − e[ε+i(ζq−ωq)τ ]

}

+

+ ~
−2
∑

α

∣

∣S⊥∗
α,q

∣

∣

2
〈

ĉ†−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ω−q−ζ−q)τ ] − e[ε+i(ω−q+ζq)τ ]

}

+

+ ~
−2
∑

α,q′

S‖a
α,q′,−qS⊥∗

α,q

〈

ĉ†q′ ĉq′+q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−ζ−q+ωq′−ωq+q′)τ ]−

− ~
−2
∑

α,q′

S‖a∗
α,q′,qS⊥∗

α,q

〈

ĉ†q′−qĉq′ |t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζq+ωq′
−q−ωq′)τ ]+

+ ~
−2
∑

α,q′

S‖b
α,q′,−qS⊥∗

α,q

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−q−q′ |t

〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(−ζ−q+ωq′+ω

−q−q′)τ ] − e[ε+i(ζq+ωq′+ω
−q−q′ )τ ]

}

+

+ ~
−2
∑

α,q′

S‖b∗
α,q′,qS⊥∗

α,q 〈ĉq−q′ ĉq′ |t〉
∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(−ζ−q−ωq′−ωq−q′)τ ] − e[ε+i(ζq−ωq′−ωq−q′ )τ ]

}

−

− ~
−2

∑

α,p 6=0

S⊥
α,pS‖a

α,q,p 〈ĉpĉq−p|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp−ωp)τ ]−

− ~
−2

∑

α,p 6=0

S⊥∗
α,−pS‖a

α,q,p

〈

ĉ†−pĉq−p|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp+ω−p)τ ]+

+ ~
−2

∑

α,p 6=0

S⊥
α,−pS‖a∗

α,q+p,p 〈ĉ−pĉq+p|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ζp+ω−p)τ ]+

+ ~
−2

∑

α,p 6=0

S⊥∗
α,pS‖a∗

α,q+p,p

〈

ĉ†pĉq+p|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ζp−ωp)τ ]+

+ 2~−2
∑

α,p 6=0

S⊥
α,pS‖b

α,q,p

〈

ĉpĉ
†
p−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(ζ−p+ωp)τ ] − e[ε+i(ζp−ωp)τ ]

}

+

+ 2~−2
∑

α,p 6=0

S⊥∗
α,−pS‖b

α,q,p

〈

ĉ†−pĉ
†
p−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(ζ−p−ω−p)τ ] − e[ε+i(ζp+ω−p)τ ]

}

+

+ ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖a
α,q′,pS

‖a∗
α,q+p,p

(〈

ĉ†q′ ĉq′−pĉq+p|t
〉

− δq′,q+pfα,p 〈ĉq|t〉
)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−ζp+ωq′−ωq′
−p)τ ]+

+ 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖a
α,q′,−pS‖b

α,q,p

(〈

ĉ†q′ ĉq′+pĉ
†
p−q|t

〉

+ δq′,−qfα,−p

〈

ĉ†−q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−ζ−p+ωq′−ωq′+p)τ ]−

− ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖a∗
α,q′,pS‖a

α,q,p

(〈

ĉ†q′−pĉq′ ĉq−p|t
〉

+ δq′,q (fα,p + 1) 〈ĉq|t〉
)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp+ωq′
−p−ωq′)τ ]−

− 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖a∗
α,q′,pS‖b

α,q,p

(〈

ĉ†q′−pĉq′ ĉ†p−q|t
〉

− δq′,p−q (fα,p + 1)
〈

ĉ†−q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp+ωq′
−p−ωq′)τ ]+

+ ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖b
α,q′,pS

‖a∗
α,q+p,p

[〈

ĉ†q′ ĉ
†
p−q′ ĉq+p|t

〉

− (δq′,q+p + δq′,−q)fα,p

〈

ĉ†−q|t
〉]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−ζp+ωq′+ωp−q′)τ ]−

− ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖b
α,q′,−pS‖a

α,q,p

[〈

ĉ†q′ ĉ
†
−p−q′ ĉq−p|t

〉

+ (δq′,q−p + δq′,−q) (fα,p + 1)
〈

ĉ†−q|t
〉]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp+ωq′+ω
−p−q′)τ ]+

+ ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖b∗
α,q′,−pS

‖a∗
α,q+p,p 〈ĉq′ ĉ−q′−pĉq+p|t〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−ζp−ωq′−ω
−p−q′ )τ ]−131
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− ~

−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖b∗
α,q′,pS‖a

α,q,p 〈ĉq′ ĉp−q′ ĉq−p|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp−ωq′−ωp−q′ )τ ]+

+ 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖b∗
α,q′,pS‖b

α,q,p

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−q′−pĉ

†
p−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−ζ−p+ωq′+ω
−q′

−p)τ ]−

− 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖b∗
α,q′,pS‖b

α,q,p

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−q′−pĉ

†
p−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp+ωq′+ω
−q′

−p)τ ]+

+ 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖b∗
α,q′,pS‖b

α,q,p

[〈

ĉq′ ĉp−q′ ĉ†p−q|t
〉

+ (δq′,p−q + δq′,q)fα,−p 〈ĉq|t〉
]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−ζ−p−ωq′−ωp−q′)τ ]−

− 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖b∗
α,q′,pS‖b

α,q,p

[〈

ĉq′ ĉp−q′ ĉ†p−q|t
〉

− (δq′,p−q + δq′,q) (fα,p + 1) 〈ĉq|t〉
]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp−ωq′−ωp−q′ )τ ],(C.16)
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J (2)
cq

(t)II =

=
1

i~

∑

ℓ

∫ 0

−∞

dτ eετTr{[Ĥ ′(τ)0, P̂ℓ

]

ˆ̺̄(t, 0)
} δJ

(1)
cq (t)

δQℓ(t)
=

=
1

i~

∑

q1

∫ 0

−∞

dτ eετTr{[Ĥ ′(τ)0, ĉq1

]

ˆ̺̄(t, 0)
} δJ

(1)
cq (t)

δ 〈ĉq1
|t〉+

+
1

i~

∑

q1

∫ 0

−∞

dτ eετ {[Ĥ ′(τ)0, ĉ
†
q1

]

ˆ̺̄(t, 0)
} δJ

(1)
cq (t)

δ
〈

ĉ†q1
|t
〉+

+
1

i~

∑

q1

∫ 0

−∞

dτ eετ {[Ĥ ′(τ)0, N̂q1

]

ˆ̺̄(t, 0)
} δJ

(1)
cq (t)

δNq1
(t)

+

+
1

i~

∑

q1

∫ 0

−∞

dτ eετ {[Ĥ ′(τ)0, σ̂q1

]

ˆ̺̄(t, 0)
} δJ

(1)
cq (t)

δσq1
(t)

+

+
1

i~

∑

q1

∫ 0

−∞

dτ eετ {[Ĥ ′(τ)0, σ̂
†
q1

]

ˆ̺̄(t, 0)
} δJ

(1)
cq (t)

δσ∗
q1
(t)

=

= 8~−2
∑

q1,q2,q3,q4

(1− δq2,q1
− 2δq2,−q)Vq,q2,q1

Vq1,q3,q4

〈

ĉ†q3
ĉq4

ĉq1+q3−q4
|t
〉 〈

ĉ†q2
|t
〉

〈ĉq+q2−q1
|t〉×

×
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq1
+ωq3

−ωq4
−ωq1+q3−q4

)]τ+

+ 8~−2
∑

q2,q3,q4

Vq,q2,q2
Vq,q3,q4

〈

ĉ†q3
ĉq4

ĉq+q3−q4
|t
〉

[

Nq2
(t)− |〈ĉq2

|t〉|2
]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+ωq3
−ωq4

−ωq+q3−q4
)]τ−

− 4~−2
∑

q1,q2,q3,q4

(1− 2δq2,q1
− 2δq2,q)Vq,q1,q2

V∗
q1,q3,q4

〈

ĉ†q4
ĉ†q1+q3−q4

ĉq3
|t
〉

〈ĉq2
|t〉 〈ĉq+q1−q2

|t〉×

×
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq4
+ωq1+q3−q4

−ωq3
−ωq1

)]τ−

− 8~−2
∑

q1,q2,q3,

Vq,q1,q1
V∗
q1,q2,q3

〈

ĉ†q3
ĉ†q1+q2−q3

ĉq2
ĉq1

|t
〉

〈ĉq|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq1
+ωq2

−ωq3
−ωq1+q2−q3

)]τ+

+ 8~−2
∑

q1,q2,q3

Vq,q1,q1
Vq1,q2,q3

〈

ĉ†q1
ĉ†q2

ĉq3
ĉq1+q2−q3

|t
〉

〈ĉq|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq1
+ωq2

−ωq3
−ωq1+q2−q3

)]τ+

+ 16~−2
∑

q1,q2,q3

Vq,−q,q1
Vq1,q2,q3

〈

ĉ†q2
ĉq3

ĉq1+q2−q3
ĉ−q1

〉

〈

ĉ†−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq1
+ωq2

−ωq3
−ωq1+q2−q3

)]τ+

+ 8~−2
∑

q1,q2

Vq,−q,q1
Vq1,q1,q2

〈ĉq2
ĉ−q2

〉
〈

ĉ†−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq1
+ω−q1

−ωq2
−ω−q2

)]τ . (C.17)
C.2 Correlações (σ̂q = ĉqĉ−q)Nesta seção são apresentados J (0)

σq (t), J (1)
σq (t) e J (2)

σq (t). Cabe dizer que, 
omo analisado na seção 2.1, em vários
asos de interesse a 
ontribuição para a evolução dos pares proveniente das amplitudes pode ser negligen
iada.Nas equações seguintes, portanto, são omitidos os termos que 
ontém valores médios de um número ímpar deoperadores de mágnons, que invariavelmente serão propor
ionais às amplitudes.133
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J (0)
σq

(t) = −2iωq 〈ĉqĉ−q|t〉 = −2iωqσq(t), (C.18)
J (1)
σq

(t) =
2

i~

∑

q1,q2

Vq,q1,q2

〈

ĉ†q1
ĉq2 ĉq+q1−q2 ĉ−q|t

〉

+

+
2

i~

∑

q1,q2

V−q,q1,q2

〈

ĉ†q1
ĉqĉq2 ĉ−q+q1−q2 |t

〉

+

+
2

i~

∑

q1

V−q,q,q1 〈ĉq1 ĉ−q1 |t〉 =

=
4

i~

∑

q1

Vq,q1,qNq1(t)σq(t) +
2

i~

∑

q1

Vq,q,q1Nq(t)σq1(t)+

4

i~

∑

q1

V−q,q1,−qNq1(t)σ−q(t) +
2

i~

∑

q1

V−q,−q,q1N−q(t)σq1(t)+

+
2

i~

∑

q1

V−q,q,q1σq1(t), (C.19)
J (2)
σq

(t)I = J (2)
σq

(t)MM
I + J (2)

σq
(t)SLI + J (2)

σq
(t)SRI , (C.20)

J (2)
σq

(t)MM
I =

= 4~−2
∑

q1,q2,q3,q4

Vq,q1,q2
Vq3,q4,q1

〈

ĉ†q3
ĉ†q4

ĉq3+q4−q1
ĉ−qĉq2

ĉq+q1−q2
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq3
+ωq4

−ωq1
−ωq3+q4−q1

)τ ]+

+ 4~−2
∑

q1,q2,q3,q4

V−q,q1,q2
Vq3,q4,q1

〈

ĉ†q3
ĉ†q4

ĉq3+q4−q1
ĉqĉq2

ĉ−q+q1−q2
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq3
+ωq4

−ωq1
−ωq3+q4−q1

)τ ]−

− 4~−2
∑

q1,q2,q3,q4

Vq,q1,q2
Vq3,−q,q4

〈

ĉ†q1
ĉ†q3

ĉq2
ĉq1+q−q2

ĉq4
ĉq3−q−q4

|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq3
+ω−q−ωq4

−ωq3−q−q4
)τ ]−

− 4~−2
∑

q1,q2,q3,q4

V−q,q1,q2
Vq3,q,q4

〈

ĉ†q1
ĉ†q3

ĉq2
ĉq1−q−q2

ĉq4
ĉq3+q−q4

|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq3
+ωq−ωq4

−ωq3+q−q4
)τ ]−

− 4~−2
∑

q1,q2,q3,q4

Vq,q1,q2
Vq3,q2,q4

〈

ĉ†q1
ĉ†q3

ĉ−qĉq1+q−q2
ĉq4

ĉq3+q2−q4
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[i(ωq3
+ωq2

−ωq4
−ωq3+q2−q4

)τ ]−

− 4~−2
∑

q1,q2,q3,q4

V−q,q1,q2
Vq3,q2,q4

〈

ĉ†q1
ĉ†q3

ĉqĉq1−q−q2
ĉq4

ĉq3+q2−q4
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq3
+ωq2

−ωq4
−ωq3+q2−q4

)τ ]−
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− 4~−2

∑

q1,q2,q3,q4

Vq,q1,q2
Vq3,q1+q−q2,q4

〈

ĉ†q1
ĉ†q3

ĉ−qĉq2
ĉq4

ĉq3+q1−q4
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq3
+ωq1+q−q2

−ωq4
−ωq3+q1+q−q2−q4

)τ ]−

− 4~−2
∑

q1,q2,q3,q4

V−q,q1,q2
Vq3,q1−q−q2,q4

〈

ĉ†q1
ĉ†q3

ĉqĉq2
ĉq4

ĉq3+q1−q4
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq3
+ωq1−q−q2

−ωq4
−ωq3+q1−q−q2−q4

)τ ]−

− 2~−2
∑

q1,q2,q3

Vq,q1,q2
V−q,q1+q−q2,q3

〈

ĉ†q1
ĉq2

ĉq3
ĉq1−q2−q3

|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[i(ω−q+ωq1+q−q2
−ωq3

−ωq1−q2−q3
)τ ]−

− 2~−2
∑

q1,q2,q3

V−q,q1,q2
Vq,q1−q−q2,q3

〈

ĉ†q1
ĉq2

ĉq3
ĉq1−q2−q3

|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+ωq1−q−q2
−ωq3

−ωq1−q2−q3
)τ ]−

− 2~−2
∑

q1,q2,q3

Vq,q1,q2
V−q,q2,q3

〈

ĉ†q1
ĉq1+q−q2

ĉq3
ĉ−q+q2−q3

|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q+ωq2
−ωq3

−ω−q+q2−q3
)τ ]−

− 2~−2
∑

q1,q2,q3

V−q,q1,q2
Vq,q2,q3

〈

ĉ†q1
ĉq1−q−q2

ĉq3
ĉq+q2−q3

|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+ωq2
−ωq3

−ωq+q2−q3
)τ ]−

− 2~−2
∑

q1,q2,q3

Vq,q1,q2
Vq2,q1+q−q2,q3

〈

ĉ†q1
ĉ−qĉq3

ĉq1+q−q3
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq2
+ωq1+q−q2

−ωq3
−ωq1+q−q3

)τ ]−

− 2~−2
∑

q1,q2,q3

V−q,q1,q2
Vq2,q1−q−q2,q3

〈

ĉ†q1
ĉqĉq3

ĉq1−q−q3
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq2
+ωq1−q−q2

−ωq3
−ωq1−q−q3

)τ ]−

− 2~−2
∑

q1,q2,q3

Vq,q1,q2
Vq2,−q,q3

〈

ĉ†q1
ĉq1+q−q2

ĉq3
ĉq2−q−q3

|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq2
+ω−q−ωq3

−ωq2−q−q3
)τ ]−

− 2~−2
∑

q1,q2,q3

V−q,q1,q2
Vq2,q,q3

〈

ĉ†q1
ĉq1−q−q2

ĉq3
ĉq2+q−q3

|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq2
+ωq−ωq3

−ωq2+q−q3
)τ ]−

− 2~−2
∑

q1,q2,q3

Vq,q1,q2
Vq1+q−q2,q2,q3

〈

ĉ†q1
ĉ−qĉq3

ĉq1+q−q3
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq1+q−q2
+ωq2

−ωq3
−ωq1+q−q3

)τ ]−

− 2~−2
∑

q1,q2,q3

V−q,q1,q2
Vq1−q−q2,q2,q3

〈

ĉ†q1
ĉqĉq3

ĉq1−q−q3
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq1−q−q2
+ωq2

−ωq3
−ωq1−q−q3

)τ ]−

− 2~−2
∑

q1,q2,q3

Vq,q1,q2
Vq1+q−q2,q4,q5

〈

ĉ†q1
ĉq2

ĉq5
ĉq1+q−q2+q4−q5

|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq1+q−q2
+ωq4

−ωq5
−ωq1+q−q2+q4−q5

)τ ]−

− 2~−2
∑

q1,q2,q3

V−q,q1,q2
Vq1−q−q2,q,q3

〈

ĉ†q1
ĉq2

ĉq3
ĉq1−q2−q3

|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq1−q−q2
+ωq−ωq3

−ωq1−q2−q3
)τ ]−

− 4~−2
∑

q1,q2,q3

V−q,q,q1
Vq2,−q1,q3

〈

ĉ†q2
ĉq1

ĉq3
ĉq2−q1−q3

|t+
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq2
+ω−q1

−ωq3
−ωq2−q1−q3

)τ ]−

− 4~−2
∑

q1,q2,q3

V−q,q,q1
Vq2,q1,q3

〈

ĉ†q2
ĉ−q1

ĉq3
ĉq2+q1−q3

|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq2
+ωq1

−ωq3
−ωq2+q1−q3

)τ ]−

− 2~−2
∑

q1,q2

V−q,q,q1
Vq1,−q1,q2

〈ĉq2
ĉ−q2

|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq1
+ω−q1

−ωq2
−ω−q2

)τ ]−

− 2~−2
∑

q1,q2

V−q,q,q1
V−q1,q1,q2

〈ĉq2
ĉ−q2

|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q1
+ωq1

−ωq2
−ω−q2

)τ ], (C.21)
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J (2)
σq

(t)SLI =

= − ~
−2

∑

q′,k 6=0

Fq,kFq′,−k (ν−k + 1) (〈ĉq−kĉk−q|t〉 δq′,−q + 〈ĉ−qĉq|t〉 δq′,q−k)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+k−Ω−k)]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

F−q,kFq′,−k (ν−k + 1) (〈ĉ−qĉq|t〉 δq′,−q−k + 〈ĉq+kĉ−q−k|t〉 δq′,q)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+k−Ω−k)]τ+

+ 2~−2
∑

k 6=0

Lq,kF−q,−k (ν−k + 1)
(〈

ĉ†−qĉ−q|t
〉

−
〈

ĉ†k−qĉk−q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q−ωk−q−Ω−k)]τ+

+ 2~−2
∑

k 6=0

L−q,kFq,−k (ν−k + 1)
(〈

ĉ†q′ ĉq|t
〉

−
〈

ĉ†k+qĉk+q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq−ωq+k−Ω−k)]τ+

+ ~
−2

∑

q′,k 6=0

Fq,kFq′,−k

〈

ĉ†q′ ĉq′+kĉq−kĉ−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+k−Ω−k)]τ+

+ ~
−2

∑

q′,k 6=0

F−q,kFq′,−k

〈

ĉ†q′ ĉq′+kĉqĉ−q−k|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+k−Ω−k)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

Lq,kFq′,−k

〈

ĉ†q′ ĉq′+kĉ
†
k−qĉ−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+k−Ω−k)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

L−q,kFq′,−k

〈

ĉ†q′ ĉq′+kĉqĉ
†
k+q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+k−Ω−k)]τ−

− 4~−2
∑

k 6=0

Fq,kL−q,−k (ν−k + 1)
(〈

ĉ†q−kĉq−k|t
〉

+
〈

ĉ†−qĉ−q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q+ωq−k−Ω−k)]τ−

− 4~−2
∑

k 6=0

F−q,kLq,−k (ν−k + 1)
(〈

ĉ†−q−kĉ−q−k|t
〉

+
〈

ĉ†qĉq|t
〉

)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+ω−k−q−Ω−k)]τ−

− 4~−2
∑

k 6=0

Lq,kL−q,−k (ν−k + 1)
〈

ĉ†k−qĉ
†
q−k|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q+ωq−k−Ω−k)]τ−

− 4~−2
∑

k 6=0

L−q,kLq,−k (ν−k + 1)
〈

ĉ†k+qĉ
†
−k−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+ω−k−q−Ω−k)]τ+

+ ~
−2

∑

q′,k 6=0

Fq,kLq′−,k

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−k−q′ ĉq−kĉ−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−k−q′−Ω−k)]τ+

+ ~
−2

∑

q′,k 6=0

F−q,kLq′,−k

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−k−q′ ĉqĉ−q−k|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−k−q′−Ω−k)]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

Lq,kLq′,−k

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−k−q′ ĉ

†
k−qĉ−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−k−q′−Ω−k)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

L−q,kLq′,−k

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−k−q′ ĉqĉ

†
k+q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−k−q′−Ω−k)]τ+

+ 4~−2
∑

k 6=0

Lq,kL∗
q,k (ν−k + 1) 〈ĉqĉ−q|t〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq+ωk−q+Ω−k)]τ+

+ 4~−2
∑

k 6=0

L−q,kL∗
q,k (ν−k + 1) 〈ĉqĉ−q|t〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ω−q+ωk+q+Ω−k)]τ+

+ ~
−2

∑

q′,k 6=0

Fq,kL∗
q′,k 〈ĉq′ ĉk−q′ ĉq−kĉ−q|t〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωk−q′+Ω−k)]τ+136
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+ ~

−2
∑

q′,k 6=0

F−q,kL∗
q′,k 〈ĉq′ ĉk−q′ ĉqĉ−q−k|t〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωk−q′+Ω−k)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

Lq,kL∗
q′,k

〈

ĉq′ ĉk−q′ ĉ†k−qĉ−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωk−q′+Ω−k)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

L−q,kL∗
q′,k

〈

ĉq′ ĉk−q′ ĉqĉ
†
k+q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωk−q′+Ω−k)]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

Fq,kFq′,k′νk (〈ĉq−kĉk−q|t〉 δq′,−q + 〈ĉ−qĉq|t〉 δq′,q−k)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+k+Ωk)]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

F−q,kFq′,−kνk (〈ĉ−qĉq|t〉 δq′,−q−k + 〈ĉq+kĉ−q−k|t〉 δq′,q)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+k+Ωk)]τ+

+ 2~−2
∑

k 6=0

Lq,kF−q,−kνk

(〈

ĉ†−qĉ−q|t
〉

−
〈

ĉ†k−qĉk−q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q−ωk−q+Ωk)]τ+

+ 2~−2
∑

k 6=0

L−q,kFq,−kνk

(

〈

ĉ†qĉq|t
〉

−
〈

ĉ†k+qĉk+q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq−ωq+k+Ωk)]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

Fq,kFq′,k′

〈

ĉ†q′ ĉq′+kĉq−kĉ−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+k+Ωk)]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

F−q,kFq′,−k

〈

ĉ†q′ ĉq′+kĉqĉ−q−k|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+k+Ωk)]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

Lq,kFq′,−k

〈

ĉ†q′ ĉq′+kĉ
†
k−qĉ−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+k+Ωk)]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

L−q,kFq′,−k

〈

ĉ†q′ ĉq′+kĉqĉ
†
k+q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+k+Ωk)]τ−

− 2~−2
∑

k 6=0

Fq,kL−q,−kνk

(〈

ĉ†q−kĉq−k|t
〉

+
〈

ĉ†−qĉ−q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q+ωq−k+Ωk)]τ−

− 2~−2
∑

k 6=0

F−q,kLq,−kνk

(〈

ĉ†−q−kĉ−q−k|t
〉

+
〈

ĉ†qĉq|t
〉

)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+ω−k−q+Ωk)]τ−

− 4~−2
∑

k 6=0

Lq,kL−q,−kνk

〈

ĉ†k−qĉ
†
q−k|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q+ωq−k+Ωk)]τ−

− 4~−2
∑

k 6=0

L−q,kLq,−kνk

〈

ĉ†k+qĉ
†
−k−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+ω−k−q+Ωk)]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

Fq,kLq′,−k

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−k−q′ ĉq−kĉ−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−k−q′+Ωk)]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

F−q,kLq′,−k

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−k−q′ ĉqĉ−q−k|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−k−q′+Ωk)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

Lq,kLq′,−k

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−k−q′ ĉ

†
k−qĉ−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−k−q′+Ωk)]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

L−q,kLq′,−k

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−k−q′ ĉqĉ

†
k+q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−k−q′+Ωk)]τ+137
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+ 4~−2

∑

k 6=0

Lq,kL∗
q,kνk 〈ĉqĉ−q|t〉 (δq′,q + δq′,k−q)

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq+ωk−q−Ωk)]τ+

+ 4~−2
∑

k 6=0

L−q,kL∗
−q,kνk 〈ĉqĉ−q|t〉 (δq′,k+q + δq′,−q)

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ω−q+ωk+q−Ωk)]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

Fq,kL∗
q′,k 〈ĉq′ ĉk−q′ ĉq−kĉ−q|t〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωk−q′−Ωk)]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

F−q,kL∗
q′,k 〈ĉq′ ĉk−q′ ĉqĉ−q−k|t〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωk−q′−Ωk)]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

Lq,kL∗
q′,k

〈

ĉq′ ĉk−q′ ĉ†k−qĉ−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωk−q′−Ωk)]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

L−q,kL∗
q′,k

〈

ĉq′ ĉk−q′ ĉqĉ
†
k+q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωk−q′−Ωk)]τ

+ ~
−2
∑

k 6=0

|R−q,k|2 (νk+q − νk)
〈

ĉ†−qĉ−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q+Ωk+q−Ωk)τ ]+

+ ~
−2
∑

k 6=0

|Rq,k|2 (νk−q − νk)
〈

ĉ†qĉq|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+Ωk−q−Ωk)τ ]−

− 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

q,−k

∣

∣

∣

2

(ν−k + νk+q + 1)
〈

ĉ†−qĉ−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q+Ω−k+Ωk+q)τ ]−

− 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

−q,−k

∣

∣

∣

2

(ν−k + νk−q + 1)
〈

ĉ†qĉq|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+Ω−k+Ωk−q)τ ]+

+ 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

−q,k

∣

∣

∣

2

(ν−q−k + νk + 1)
〈

ĉ†−qĉ−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q−Ωk−Ω−k−q)τ ]+

+ 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

q,k

∣

∣

∣

2

(νq−k + νk + 1)
〈

ĉ†qĉq|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq−Ωk−Ωq−k)τ ]+

+ ~
−2
∑

k 6=0

|R−q,k|2 (νk+q − νk) 〈ĉqĉ−q|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq−Ωk+q+Ωk)τ ]+

+ ~
−2
∑

k 6=0

|Rq,k|2 (νk−q − νk) 〈ĉqĉ−q|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q−Ωk−q+Ωk)τ ]−

− 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

q,−k

∣

∣

∣

2

(ν−k + νk+q + 1) 〈ĉqĉ−q|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq−Ω−k−Ωk+q)τ ]−

− 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

−q,−k

∣

∣

∣

2

(ν−k + νk−q + 1) 〈ĉqĉ−q|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q−Ω−k−Ωk−q)τ ]+

+ 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

−q,k

∣

∣

∣

2

(ν−q−k + νk + 1) 〈ĉqĉ−q|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq+Ωk+Ω−k−q)τ ]+

+ 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

q,k

∣

∣

∣

2

(νq−k + νk + 1) 〈ĉqĉ−q|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ω−q+Ωk+Ωq−k)τ ]−

138
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− ~

−2
∑

k 6=0

|R−q,k|2 (νk+q + 1) νk

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q+Ωk+q−Ωk)τ ]−

− ~
−2
∑

k 6=0

|Rq,k|2 (νk−q + 1) νk

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+Ωk−q−Ωk)τ ]−

− 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

q,−k

∣

∣

∣

2

b̂−kb̂k+qb̂
†
−kb̂

†
k+q

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q+Ω−k+Ωk+q)τ ]−

− 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

−q,−k

∣

∣

∣

2

b̂−kb̂k−qb̂
†
−kb̂

†
k−q

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+Ω−k+Ωk−q)τ ]−

− 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

−q,k

∣

∣

∣

2

b̂†kb̂
†
−q−kb̂kb̂−q−k

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q−Ωk−Ω−k−q)τ ]−

− 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

q,k

∣

∣

∣

2

b̂†kb̂
†
q−kb̂kb̂q−k

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq−Ωk−Ωq−k)τ ], (C.22)
J (2)
σq

(t)SRI =

= ~
−2
∑

α

S⊥∗
α,qS⊥∗

α,−q

(〈

ĉ†−qĉ−q|t
〉

− f−q

)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q−ζ−q)]τ−

− ~
−2
∑

α

S⊥∗
α,qS⊥∗

α,−q

(〈

ĉ†−qĉ−q|t
〉

+ fq + 1
)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q+ζq)]τ+

+ ~
−2
∑

α

S⊥∗
α,−qS⊥∗

α,q

(〈

ĉ†qĉq|t
〉

− fq
)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq−ζq)]τ−

− ~
−2
∑

α

S⊥∗
α,−qS⊥∗

α,q

(〈

ĉ†qĉq|t
〉

+ f−q + 1
)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+ζ−q)]τ+

+ ~
−2
∑

α

∣

∣S⊥
α,q

∣

∣

2 〈ĉqĉ−q|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq+ζ−q)τ ]−

− ~
−2
∑

α

∣

∣S⊥
α,q

∣

∣

2 〈ĉqĉ−q|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq−ζq)τ ]+

+ ~
−2
∑

α

∣

∣S⊥
α,−q

∣

∣

2 〈ĉ−qĉq|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ω−q+ζq)τ ]−

− ~
−2
∑

α

∣

∣S⊥
α,−q

∣

∣

2 〈ĉ−qĉq|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ω−q−ζ−q)τ ]−

− ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,q,pS‖a

α,q′,−p (f−p + 1) (〈ĉq−pĉp−q|t〉 δq′,−q + 〈ĉ−qĉq|t〉 δq′,q−p)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+p−ζ−p)]τ−

− ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,−q,pS‖a

α,q′,−p (f−p + 1) (〈ĉ−qĉq|t〉 δq′,−q−p + 〈ĉq+pĉ−q−p|t〉 δq′,q)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+p−ζ−p)]τ+

+ 2~−2
∑

p 6=0

S‖b
α,q,pS‖a

α,−q,−p (f−p + 1)
(〈

ĉ†−qĉ−q|t
〉

−
〈

ĉ†p−qĉp−q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q−ωp−q−ζ−p)]τ+

+ 2~−2
∑

p 6=0

S‖b
α,−q,pS‖a

α,q,−p (f−p + 1)
(〈

ĉ†q′ ĉq|t
〉

−
〈

ĉ†p+qĉp+q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq−ωq+p−ζ−p)]τ+

139
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+ ~

−2
∑

q′,p 6=0

S‖a
α,q,pS‖a

α,q′,−p

〈

ĉ†q′ ĉq′+pĉq−pĉ−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+p−ζ−p)]τ+

+ ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,−q,pS‖a

α,q′,−p

〈

ĉ†q′ ĉq′+pĉqĉ−q−p|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+p−ζ−p)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,p 6=0

S‖b
α,q,pS‖a

α,q′,−p

〈

ĉ†q′ ĉq′+pĉ
†
p−qĉ−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+p−ζ−p)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,p 6=0

S‖b
α,−q,pS‖a

α,q′,−p

〈

ĉ†q′ ĉq′+pĉqĉ
†
p+q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+p−ζ−p)]τ−

− 4~−2
∑

p 6=0

S‖a
α,q,pS‖b

α,−q,−p (f−p + 1)
(〈

ĉ†q−pĉq−p|t
〉

+
〈

ĉ†−qĉ−q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q+ωq−p−ζ−p)]τ−

− 4~−2
∑

p 6=0

S‖a
α,−q,pS‖b

α,q,−p (f−p + 1)
(〈

ĉ†−q−pĉ−q−p|t
〉

+
〈

ĉ†qĉq|t
〉

)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+ω−p−q−ζ−p)]τ−

− 4~−2
∑

p 6=0

S‖b
α,q,pS‖b

α,−q,−p (f−p + 1)
〈

ĉ†p−qĉ
†
q−p|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q+ωq−p−ζ−p)]τ−

− 4~−2
∑

p 6=0

S‖b
α,−q,pS‖b

α,q,−p (f−p + 1)
〈

ĉ†p+qĉ
†
−p−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+ω−p−q−ζ−p)]τ+

+ ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,q,pS‖b

α,q′−,p

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−p−q′ ĉq−pĉ−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−p−q′−ζ−p)]τ+

+ ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,−q,pS‖b

α,q′,−p

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−p−q′ ĉqĉ−q−p|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−p−q′−ζ−p)]τ−

− 2~−2
∑

q′,p 6=0

S‖b
α,q,pS‖b

α,q′,−p

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−p−q′ ĉ

†
p−qĉ−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−p−q′−ζ−p)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,p 6=0

S‖b
α,−q,pS‖b

α,q′,−p

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−p−q′ ĉqĉ

†
p+q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−p−q′−ζ−p)]τ+

+ 4~−2
∑

p 6=0

S‖b
α,q,pS‖b∗

α,q,p (f−p + 1) 〈ĉqĉ−q|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq+ωp−q+ζ−p)]τ+

+ 4~−2
∑

p 6=0

S‖b
α,−q,pS‖b∗

α,q,p (f−p + 1) 〈ĉqĉ−q|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ω−q+ωp+q+ζ−p)]τ+

+ ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,q,pS‖b∗

α,q′,p 〈ĉq′ ĉp−q′ ĉq−pĉ−q|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωp−q′+ζ−p)]τ+

+ ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,−q,pS‖b∗

α,q′,p 〈ĉq′ ĉp−q′ ĉqĉ−q−p|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωp−q′+ζ−p)]τ+

+ ~
−2

∑

q′,p 6=0

2S‖b
α,q,pS‖b∗

α,q′,p

〈

ĉq′ ĉp−q′ ĉ†p−qĉ−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωp−q′+ζ−p)]τ+

+ ~
−2

∑

q′,p 6=0

2S‖b
α,−q,pS‖b∗

α,q′,p

〈

ĉq′ ĉp−q′ ĉqĉ
†
p+q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωp−q′+ζ−p)]τ−

− ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,q,pS‖a

α,q′,p′fp (〈ĉq−pĉp−q|t〉 δq′,−q + 〈ĉ−qĉq|t〉 δq′,q−p)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+p+ζp)]τ−

− ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,−q,pS‖a

α,q′,−pfp (〈ĉ−qĉq|t〉 δq′,−q−p + 〈ĉq+pĉ−q−p|t〉 δq′,q)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+p+ζp)]τ+140



C.2. CORRELAÇÕES (σ̂Q = ĈQĈ−Q)
+ 2~−2

∑

p 6=0

S‖b
α,q,pS‖a

α,−q,−pfp

(〈

ĉ†−qĉ−q|t
〉

−
〈

ĉ†p−qĉp−q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q−ωp−q+ζp)]τ+

+ 2~−2
∑

p 6=0

S‖b
α,−q,pS‖a

α,q,−pfp

(

〈

ĉ†qĉq|t
〉

−
〈

ĉ†p+qĉp+q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq−ωq+p+ζp)]τ−

− ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,q,pS‖a

α,q′,p′

〈

ĉ†q′ ĉq′+pĉq−pĉ−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+p+ζp)]τ−

− ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,−q,pS‖a

α,q′,−p

〈

ĉ†q′ ĉq′+pĉqĉ−q−p|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+p+ζp)]τ−

− 2~−2
∑

q′,p 6=0

2S‖b
α,q,pS‖a

α,q′,−p

〈

ĉ†q′ ĉq′+pĉ
†
p−qĉ−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+p+ζp)]τ−

− 2~−2
∑

q′,p 6=0

S‖b
α,−q,pS‖a

α,q′,−p

〈

ĉ†q′ ĉq′+pĉqĉ
†
p+q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′−ωq′+p+ζp)]τ−

− 2~−2
∑

p 6=0

S‖a
α,q,pS‖b

α,−q,−pfp

(〈

ĉ†q−pĉq−p|t
〉

+
〈

ĉ†−qĉ−q|t
〉)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q+ωq−p+ζp)]τ−

− 2~−2
∑

p 6=0

S‖a
α,−q,pS‖b

α,q,−pfp

(〈

ĉ†−q−pĉ−q−p|t
〉

+
〈

ĉ†qĉq|t
〉

)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+ω−p−q+ζp)]τ−

− 4~−2
∑

p 6=0

S‖b
α,q,pS‖b

α,−q,−pfp

〈

ĉ†p−qĉ
†
q−p|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q+ωq−p+ζp)]τ−

− 4~−2
∑

p 6=0

S‖b
α,−q,pS‖b

α,q,−pfp

〈

ĉ†p+qĉ
†
−p−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+ω−p−q+ζp)]τ−

− ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,q,pS‖b

α,q′,−p

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−p−q′ ĉq−pĉ−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−p−q′+ζp)]τ−

− ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,−q,pS‖b

α,q′,−p

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−p−q′ ĉqĉ−q−p|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−p−q′+ζp)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,p 6=0

S‖b
α,q,pS‖b

α,q′,−p

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−p−q′ ĉ

†
p−qĉ−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−p−q′+ζp)]τ−

− ~
−2

∑

q′,p 6=0

2S‖b
α,−q,pS‖b

α,q′,−p

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−p−q′ ĉqĉ

†
p+q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq′+ω
−p−q′+ζp)]τ+

+ 4~−2
∑

p 6=0

S‖b
α,q,pS‖b∗

α,q,pfp 〈ĉqĉ−q|t〉 (δq′,q + δq′,p−q)

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq+ωp−q−ζp)]τ+

+ 4~−2
∑

p 6=0

S‖b
α,−q,pS‖b∗

α,−q,pfp 〈ĉqĉ−q|t〉 (δq′,p+q + δq′,−q)

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ω−q+ωp+q−ζp)]τ−

− ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,q,pS‖b∗

α,q′,p 〈ĉq′ ĉp−q′ ĉq−pĉ−q|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωp−q′−ζp)]τ−

− ~
−2

∑

q′,p 6=0

S‖a
α,−q,pS‖b∗

α,q′,p 〈ĉq′ ĉp−q′ ĉqĉ−q−p|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωp−q′−ζp)]τ−

− 2~−2
∑

q′,p 6=0

S‖b
α,q,pS‖b∗

α,q′,p

〈

ĉq′ ĉp−q′ ĉ†p−qĉ−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωp−q′−ζp)]τ−

− 2~−2
∑

q′,p 6=0

S‖b
α,−q,pS‖b∗

α,q′,p

〈

ĉq′ ĉp−q′ ĉqĉ
†
p+q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq′+ωp−q′−ζp)]τ , (C.23)141



APÊNDICE C. TERMOS CINÉTICOS
J (2)
σq

(t)II =

=
1

i~

∑

ℓ

∫ 0

−∞

dτ eετTr{[Ĥ ′(τ)0, P̂ℓ

]

ˆ̺̄(t, 0)
} δJ

(1)
σq (t)

δQℓ(t)
=

=
1

i~

∑

q1

∫ 0

−∞

dτ eετ {[Ĥ ′(τ)0, N̂q1

]

ˆ̺̄(t, 0)
} δJ

(1)
σq (t)

δNq1
(t)

+

+
1

i~

∑

q1

∫ 0

−∞

dτ eετ {[Ĥ ′(τ)0, σ̂q1

]

ˆ̺̄(t, 0)
} δJ

(1)
σq (t)

δσq1
(t)

+

+
1

i~

∑

q1

∫ 0

−∞

dτ eετ {[Ĥ ′(τ)0, σ̂
†
q1

]

ˆ̺̄(t, 0)
} δJ

(1)
σq (t)

δσ∗
q1
(t)

=

= − 8~−2
∑

q1,q2,q3

V∗
q1,q2,q3

(Vq,q1,q + V−q,q1,−q)
〈

ĉ†q3
ĉ†q1+q2−q3

ĉq2
ĉq1

|t
〉

σq

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq1
+ωq2

−ωq3
−ωq1+q2−q3

)τ ]+

+ 8~−2
∑

q1,q2,q3

Vq1,q2,q3
(Vq,q1,q + V−q,q1,−q)

〈

ĉ†q1
ĉ†q2

ĉq3
ĉq1+q2−q3

|t
〉

σq

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq1
+ωq2

−ωq3
−ωq1+q2−q3

)τ ]−

− 4~−2
∑

q1,q2,q3

V∗
q1,q2,q3

(δq1,qVq,q,q1
+ δq1,−qV−q,−q,q1

)
〈

ĉ†q3
ĉ†q1+q2−q3

ĉq2
ĉq1

|t
〉

σq×

×
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq1
+ωq2

−ωq3
−ωq1+q2−q3

)τ ]+

+ 4~−2
∑

q1,q2,q3

Vq1,q2,q3
(δq1,qVq,q,q1

+ δq1,−qV−q,−q,q1
)
〈

ĉ†q1
ĉ†q2

ĉq3
ĉq1+q2−q3

|t
〉

σq×

×
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq1
+ωq2

−ωq3
−ωq1+q2−q3

)τ ]+

+ 4~−2
∑

q1,q2,q3

Vq1,q2,q3
(Vq,q,q1

Nq + V−q,−q,q1
N−q + V−q,q,q1

)
〈

ĉ†q2
ĉq3

ĉq1+q2−q3
ĉ−q1

|t
〉

×

×
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq1
+ωq2

−ωq3
−ωq1+q2−q3

)τ ]+

+ 4~−2
∑

q1,q2,q3

V−q1,q2,q3
(Vq,q,q1

Nq + V−q,−q,q1
N−q + V−q,q,q1

)
〈

ĉ†q2
ĉq3

ĉ−q1+q2−q3
ĉq1

|t
〉

×

×
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q1
+ωq2

−ωq3
−ω−q1+q2−q3

)τ ]+

+ 4~−2
∑

q1,q2

V−q1,q1,q2
(Vq,q,q1

Nq + V−q,−q,q1
N−q + V−q,q,q1

)σq2

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q1
+ωq1

−ωq2
−ω−q2

)τ ]+

+ 8~−2
∑

q1,q2,q3

Vq1,q2,q3
(δq1,qVq,q,qNq + δq1,−qV−q,−q,−qN−q)

〈

ĉ†q2
ĉq3

ĉq1+q2−q3
ĉ−q1

|t
〉

×

×
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq1
+ωq2

−ωq3
−ωq1+q2−q3

)τ ]+

+ 8~−2
∑

q1,q2,q3

V−q1,q2,q3
(δq1,qVq,q,qNq + δq1,−qV−q,−q,−qN−q)

〈

ĉ†q2
ĉq3

ĉ−q1+q2−q3
ĉq1

|t
〉

×

×
∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q1
+ωq2

−ωq3
−ω−q1+q2−q3

)τ ]+

+ 8~−2
∑

q1,q2

V−q1,q1,q2
(δq1,qVq,q,qNq + δq1,−qV−q,−q,−qN−q)σq2

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q1
+ωq1

−ωq2
−ω−q2

)τ ]. (C.24)142



C.3. POPULAÇÕES (N̂Q = Ĉ†
QĈQ)

dσq

dt

∣

∣

∣

∣

SL

=

= ~
−2
∑

k 6=0

(

|Rq,k|2 + |R−q,−k|2
)

(

νbk−q − νbk
)

[

Nq −N (0)
q

]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+Ωk−q−Ωk)τ ]+

+ 2~−2
∑

k 6=0

(

∣

∣

∣
R+

q,k

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣
R+

−q,−k

∣

∣

∣

2
)

(ν̂q−k + νk + 1)
[

Nq −N (0)
q

]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq−Ωk−Ωq−k)τ ]−

− 2~−2
∑

k 6=0

(L−q,−kFq,k + Lq,kF−q,−k) [νkNq−k −Nq (Nq−k + νk + 1)]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q−ωk−q−Ω−k)τ ]−

− 2~−2
∑

k 6=0

(L−q,kFq,−k + Lq,−kF−q,k) [(νk + 1)Nq+k +Nq (Nq+k − νk)]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q−ωk−q+Ωk)τ ]−

− 2~−2
∑

k 6=0

(F−q,kLq,−k + Fq,−kL−q,k) [ν−k (N−q−k + 1) +Nq (ν−k −N−q−k)]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+ω−q−k−Ω−k)τ ],(C.25)
dσq

dt

∣

∣

∣

∣

SR

=

= 2~−2
∑

α

S⊥∗
α,−qS⊥∗

α,q (Nq − fq)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq−ζq)τ ]−

− 2~−2
∑

α,p 6=0

(

S‖b
α,−q,−pS‖a

α,q,p + S‖b
α,q,−pS‖a

α,−q,−p

)

[fpNq−p −Nq (Nq−p + fp + 1)]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq−ωq−p−ζp)τ ]−

− 2~−2
∑

α,p 6=0

(

S‖b
α,−q,pS‖a

α,q,−p + S‖b
α,q,−pS‖a

α,−q,p

)

[(fp + 1)Nq+p +Nq (Nq+p − fp)]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq−ωq+p+ζp)τ ]−

− 2~−2
∑

α,p 6=0

(

S‖a
α,−q,pS‖b

α,q,−p + S‖a
α,q,−pS‖b

α,−q,p

)

[f−p (N−q−p + 1) +Nq (f−p −N−q−p)]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq+ω−q−p−ζ−p)τ ],(C.26)
C.3 Populações (N̂q = ĉ†qĉq)Por �m apresentamos o 
ál
ulo dos termos 
inéti
os J (0)

Nq
(t), J (1)

Nq
(t) e J

(2)
Nq

(t) e, 
omo dis
utido no iní
io daseção anterior, as 
ontribuições oriundas das amplitudes foram negligen
iadas o que impli
a em admitir apenasos valores médios de 
ombinações de um número par de operadores de mágnons (
riação e aniquilação). Comisso obtém-se
J
(0)
Nq

(t) = 0, (C.27)143



APÊNDICE C. TERMOS CINÉTICOS
J
(1)
Nq

(t) =

=
2i

~

∑

q1,q2

{

V∗
q,q1,q2

〈

ĉ†q2
ĉ†q+q1−q2

ĉq1 ĉq|t
〉

− Vq,q1,q2

〈

ĉ†qĉ
†
q1
ĉq2 ĉq+q1−q2 |t

〉}

=

=
2i

~

∑

q1,q2

{

V∗
q,q1,q2

〈

ĉ†q2
|t
〉〈

ĉ†q+q1−q2
|t
〉

〈ĉq1 |t〉 〈ĉq|t〉 − Vq,q1,q2

〈

ĉ†q|t
〉〈

ĉ†q1
|t
〉

〈ĉq2 |t〉 〈ĉq+q1−q2 |t〉
}

= 0,(C.28)
J
(2)
Nq

(t)I = J
(2)
Nq

(t)MM
I + J

(2)
Nq

(t)SLI + J
(2)
Nq

(t)SRI , (C.29)
J
(2)
Nq

(t)MM
I =

= − 8~−2
∑

q1,q2,q3,q4

Vq,q1,q2
Vq3,q2,q4

〈

ĉ†qĉ
†
q3
ĉ†q1

ĉq4
ĉq3+q2−q4

ĉq+q1−q2
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq3
+ωq2

−ωq4
−ωq3+q2−q4

)]τ+

+ 4~−2
∑

q1,q2,q3,q4

Vq,q1,q2
Vq3,q4,q1

〈

ĉ†qĉ
†
q3
ĉ†q4

ĉq2
ĉq3+q4−q1

ĉq+q1−q2
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq3
+ωq4

−ωq1
−ωq3+q4−q1

)]τ−

− 4~−2
∑

q1,q2,q3

Vq,q1,q2
Vq2,q+q1−q2,q3

〈

ĉ†qĉ
†
q1
ĉq3

ĉq+q1−q3
|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ωq2
+ωq+q1−q2

−ωq3
−ωq+q1−q3

)]τ−

− 8~−2
∑

q1,q2,q3,q4

V∗
q,q1,q2

V∗
q3,q2,q4

〈

ĉ†q4
ĉ†q3+q2−q4

ĉ†q+q1−q2
ĉq3

ĉq1
ĉq|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq3
+ωq2

−ωq4
−ωq3+q2−q4

)]τ+

+ 4~−2
∑

q1,q2,q3,q4

V∗
q,q1,q2

V∗
q3,q4,q1

〈

ĉ†q2
ĉ†q3+q4−q1

ĉ†q+q1−q2
ĉq3

ĉq4
ĉq|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq3
+ωq4

−ωq1
−ωq3+q4−q1

)]τ−

− 4~−2
∑

q1,q2,q3

V∗
q,q1,q2

V∗
q2,q+q1−q2,q3

〈

ĉ†q3
ĉ†q+q1−q3

ĉq1
ĉq|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ωq2
+ωq+q1−q2

−ωq3
−ωq+q1−q3

)]τ+

+ 4~−2
∑

q1,q2,q3,q4

Vq,q1,q2
Vq,q3,q4

〈

ĉ†q2
ĉ†q1+q−q2

ĉ†q3
ĉq1

ĉq4
ĉq+q3−q4

|t
〉

×

×
∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(ωq+ωq1

−ωq2
−ωq+q1−q2

)]τ + e[ε+i(ωq+ωq3
−ωq4

−ωq+q3−q4
)]τ
}

+

+ 4~−2
∑

q1,q2,q3

Vq,q1,q2
Vq,q1,q3

〈

ĉ†q2
ĉ†q1+q−q2

ĉq3
ĉq+q1−q3

|t
〉

×

×
∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(ωq+ωq1

−ωq2
−ωq+q1−q2

)]τ + e[ε+i(ωq+ωq1
−ωq3

−ωq+q1−q3
)]τ
}

, (C.30)
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QĈQ)

J
(2)
Nq

(t)SLI =

= ~
−2

∑

q′,k 6=0

Fq′,kF∗
q+k,k

(〈

ĉ†qĉ
†
q′ ĉq′−kĉq+k|t

〉

− δq′,q+kνk
〈

ĉ†qĉq|t
〉

)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−Ωk+ωq′−ωq′
−k)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

Fq′,−kLq,k

[〈

ĉ†qĉ
†
k−qĉ

†
q′ ĉq′+k|t

〉

+ δq′,−q (ν−k + 1)
〈

ĉ†qĉ
†
−q|t

〉]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−Ω−k+ωq′−ωq′+k)]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

F∗
q′,kFq,k

(〈

ĉ†qĉ
†
q′−kĉq′ ĉq−k|t

〉

+ δq′,q (νk + 1)
〈

ĉ†qĉq|t
〉

)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ωk+ωq′
−k−ωq′)]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

F∗
q′,kLq,k

[〈

ĉ†qĉ
†
k−qĉ

†
q′−kĉq′ |t

〉

− δq′,k−qνk

〈

ĉ†qĉ
†
−q|t

〉]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ωk+ωq′
−k−ωq′ )]τ+

+ ~
−2

∑

q′,k 6=0

Lq′,kF∗
q+k,k

[〈

ĉ†qĉ
†
q′ ĉ

†
k−q′ ĉq+k|t

〉

− (δq′,q+k + δq′,−q)νk

〈

ĉ†qĉ
†
−q|t

〉]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−Ωk+ωq′+ωk−q′ )]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

Lq′,−kFq,k

[〈

ĉ†qĉ
†
q′ ĉ

†
−k−q′ ĉq−k|t

〉

+ (δq′,q−k + δq′,−q) (νk + 1)
〈

ĉ†qĉ
†
−q|t

〉]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ωk+ωq′+ω
−k−q′ )]τ+

+ ~
−2

∑

q′,k 6=0

L∗
q′,−kF∗

q+k,k

〈

ĉ†qĉq′ ĉ−q′−kĉq+k|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−Ωk−ωq′−ω
−k−q′ )]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

L∗
q′,kFq,k

〈

ĉ†qĉq′ ĉk−q′ ĉq−k|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ωk−ωq′−ωk−q′ )]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

L∗
q′,kLq,k

〈

ĉ†qĉ
†
q′ ĉ

†
−q′−kĉ

†
k−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−Ω−k+ωq′+ω
−q′

−k)]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

L∗
q′,kLq,k

〈

ĉ†qĉ
†
q′ ĉ

†
−q′−kĉ

†
k−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ωk+ωq′+ω
−q′

−k)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

L∗
q′,kLq,k

[〈

ĉ†qĉ
†
k−qĉq′ ĉk−q′|t

〉

+ (δq′,k−q + δq′,q) (ν−k + 1)
〈

ĉ†qcq|t
〉

]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−Ω−k−ωq′−ωk−q′)]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

L∗
q′,kLq,k

[〈

ĉ†qĉ
†
k−qĉq′ ĉk−q′|t

〉

− (δq′,k−q + δq′,q)νk
〈

ĉ†qĉq|t
〉

]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ωk−ωq′−ωk−q′ )]τ+

+ ~
−2

∑

q′,k 6=0

F∗
q′,kFq+k,k

(〈

ĉ†q′−kĉ
†
q+kĉq′ ĉq|t

〉

− δq′,q+kνk
〈

ĉ†qĉq|t
〉

)

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(−Ωk+ωq′−ωq′
−k)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

F∗
q′,−kL∗

q,k

[〈

ĉ†q′+kĉk−qĉq′ ĉq|t
〉

+ δq′,−q (ν−k + 1) 〈ĉ−qĉq|t〉
]

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(−Ω−k+ωq′−ωq′+k)]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

Fq′,kF∗
q,k

(〈

ĉ†q′ ĉ
†
q−kĉq′−kĉq|t

〉

+ δq′,q (νk + 1)
〈

ĉ†qĉq|t
〉

) e[ε−i(Ωk+ωq′
−k−ωq′ )]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

Fq′,kL∗
q,k

[〈

ĉ†q′ ĉk−qĉq′−kĉq|t
〉

− δq′,k−qνk 〈ĉ−qĉq|t〉
] e[ε−i(Ωk+ωq′

−k−ωq′)]τ+

+ ~
−2

∑

q′,k 6=0

L∗
q′,kFq+k,k

[〈

ĉ†q+kĉq′ ĉk−q′ ĉq|t
〉

− (δq′,q+k + δq′,−q)νk 〈ĉ−qĉq|t〉
] e[ε−i(−Ωk+ωq′+ωk−q′ )]τ−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

L∗
q′,−kF∗

q,k

[〈

ĉ†q−kĉq′ ĉ−k−q′ ĉq|t
〉

+ (δq′,q−k + δq′,−q) (νk + 1) 〈ĉ−qĉq|t〉
] e[ε−i(Ωk+ωq′+ω

−k−q′ )]τ+
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+ ~

−2
∑

q′,k 6=0

Lq′,−kFq+k,k

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−q′−kĉ

†
q+kĉq|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ωk+ωq′+ω
−k−q′ )τ ]−

− ~
−2

∑

q′,k 6=0

Lq′,kF∗
q,k

〈

ĉ†q′ ĉ
†
k−q′ ĉ

†
q−kĉq|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(Ωk−ωq′−ωk−q′ )]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

Lq′,kL∗
q,k 〈ĉq′ ĉ−q′−kĉk−qĉq|t〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(−Ω−k+ωq′+ω
−q′

−k)]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

Lq′,kL∗
q,k 〈ĉq′ ĉ−q′−kĉk−qĉq|t〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(Ωk+ωq′+ω
−q′

−k)]τ+

+ 2~−2
∑

q′,k 6=0

Lq′,kL∗
q,k

[〈

ĉ†q′ ĉ
†
k−q′ ĉk−qĉq|t

〉

+ (δq′,k−q + δq′,q) (ν−k + 1)
〈

c†qĉq|t
〉

]

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(−Ω−k−ωq′−ωk−q′ )]τ−

− 2~−2
∑

q′,k 6=0

Lq′,kL∗
q,k

[〈

ĉ†q′ ĉ
†
k−q′ ĉk−qĉq|t

〉

− (δq′,k−q + δq′,q)νk
〈

ĉ†qĉq|t
〉

]

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(Ωk−ωq′−ωk−q′)]τ+

+ ~
−2
∑

k 6=0

|Fq,k|2 νk
〈

ĉ†q−kĉq−k|t
〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−ωq−k−Ωk)]τ + e[ε−i(ωq−ωq−k−Ωk)]τ

}

+

+ ~
−2
∑

k 6=0

|Fq,k|2 (ν−k + 1)
〈

ĉ†q−kĉq−k|t
〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−ωq−k+Ω−k)]τ + e[ε−i(ωq−ωq−k+Ω−k)]τ

}

+

+ 2~−2
∑

k 6=0

Lq,kF∗
q,kνk

〈

ĉ†k−qĉ
†
q−k|t

〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(Ωk−ωq−ωk−q)]τ + e[ε+i(Ωk−ωq+ωq−k)]τ

}

+

+ 2~−2
∑

k 6=0

Lq,kF∗
q,k (ν−k + 1)

〈

ĉ†k−qĉ
†
q−k|t

〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(Ω−k+ωq+ωk−q)]τ + e[ε−i(Ω−k+ωq−ωq−k)]τ

}

+

+ 2~−2
∑

k 6=0

Fq,kL∗
q,kνk 〈ĉq−kĉk−q|t〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(Ωk−ωq+ωq−k)]τ + e[ε+i(Ωk−ωq−ωk−q)]τ

}

+

+ 2~−2
∑

k 6=0

Fq,kL∗
q,k (ν−k + 1) 〈ĉq−kĉk−q|t〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(Ω−k+ωq−ωq−k)]τ + e[ε−i(Ω−k+ωq+ωk−q)]τ

}

+

+ 4~−2
∑

k 6=0

|Lq,k|2 νk
〈

ĉ†k−qĉk−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(Ωk−ωq−ωk−q)]τ + e[ε+i(Ωk−ωq−ωk−q)]τ

}

+

+ 4~−2
∑

k 6=0

|Lq,k|2 (ν−k + 1)
(〈

ĉ†k−qĉk−q|t
〉

+ 1
)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(Ω−k+ωq+ωk−q)]τ + e[ε−i(Ω−k+ωq+ωk−q)]τ

}

−

− ~
−2
∑

k 6=0

|R−q,k|2
[

(νk − νk+q)
〈

ĉ†qĉq|t
〉

− b̂†k+qb̂kb̂
†
kb̂k+q

]

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(ωq+Ωk−Ωk+q)τ ] + e[ε+i(ωq+Ωk−Ωk+q)]τ

}

+

+ ~
−2
∑

k 6=0

|R−q,k|2 (νk+q − νk)

{

〈

ĉ†qĉ
†
−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ω−q−Ωk+Ωk+q)]τ + 〈ĉ−qĉq|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ω−q−Ωk+Ωk+q)]τ

}

−

− 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

q,k

∣

∣

∣

2 [

(ν−k + νq+k + 1)
〈

ĉ†qĉq|t
〉

− b̂†kb̂
†
q−kb̂kb̂q−k

]

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(Ω−k+Ωq+k−ωq)]τ + e[ε−i(Ω−k+Ωq+k−ωq)]τ

}

−

− 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

q,k

∣

∣

∣

2

(ν−k + νq+k + 1)

{

〈

ĉ†qĉ
†
−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(Ω−k+Ωq+k+ω−q)]τ + 〈ĉ−qĉq|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(Ω−k+Ωq+k+ω−q)]τ

}

+

+ 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

−q,k

∣

∣

∣

2 [

(νk + ν−k−q + 1)
〈

ĉ†qĉq|t
〉

− b̂kb̂−q−kb̂
†
kb̂

†
−q−k

]

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(Ωk+Ω−k−q+ωq)]τ + e[ε+i(Ωk+Ω−k−q+ωq)]τ

}

+

+ 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

−q,k

∣

∣

∣

2

(νk + ν−k−q + 1)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(Ωk+Ω−k−q−ω−q)]τ

〈

ĉ†qĉ
†
−q|t

〉

+ e[ε+i(Ωk+Ω−k−q−ω−q)]τ 〈ĉ−qĉq|t〉
}
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J
(2)
Nq

(t)SRI =

= ~
−2
∑

α

∣

∣S⊥
α,q

∣

∣

2
fq

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−ζq)τ ] + e[ε−i(ωq−ζq)τ ]

}

+

+ ~
−2
∑

α

∣

∣S⊥
α,q

∣

∣

2
(f−q + 1)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq+ζ−q)τ ] + e[ε−i(ωq+ζ−q)τ ]

}

−

− ~
−2
∑

α

∣

∣S⊥
α,q

∣

∣

2 〈
ĉ†qĉq

〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−ζq)τ ] − e[ε+i(ωq+ζ−q)τ ] + e[ε−i(ωq−ζq)τ ] − e[ε−i(ωq+ζ−q)τ ]

}

−

− ~
−2
∑

α

S⊥
α,qS⊥

α,−q 〈ĉqĉ−q〉
∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(ω−p+ζq)τ ] − e[ε−i(ω−p−ζ−q)τ ]

}

−

− ~
−2
∑

α

S⊥∗
α,qS⊥∗

α,−q

〈

ĉ†qĉ
†
−q

〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ω−p+ζq)τ ] − e[ε+i(ω−p−ζ−q)τ ]

}

+

+ ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖a
q′,pS

‖a∗
q+p,p

(〈

ĉ†qĉ
†
q′ ĉq′−pĉq+p|t

〉

− δq′,q+pfp
〈

ĉ†qĉq|t
〉

)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−ζp+ωq′−ωq′
−p)]τ+

+ 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖a
q′,−pS‖b

q,p

[〈

ĉ†qĉ
†
p−qĉ

†
q′ ĉq′+p|t

〉

+ δq′,−q (f−p + 1)
〈

ĉ†qĉ
†
−q|t

〉]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−ζ−p+ωq′−ωq′+p)]τ−

− ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖a∗
q′,pS‖a

q,p

(〈

ĉ†qĉ
†
q′−pĉq′ ĉq−p|t

〉

+ δq′,q (fp + 1)
〈

ĉ†qĉq|t
〉

)

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp+ωq′
−p−ωq′)]τ−

− 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖a∗
q′,pS‖b

q,p

[〈

ĉ†qĉ
†
p−qĉ

†
q′−pĉq′ |t

〉

− δq′,p−qfp

〈

ĉ†qĉ
†
−q|t

〉]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp+ωq′
−p−ωq′)]τ+

+ ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖b
q′,pS

‖a∗
q+p,p

[〈

ĉ†qĉ
†
q′ ĉ

†
p−q′ ĉq+p|t

〉

− (δq′,q+p + δq′,−q)fp

〈

ĉ†qĉ
†
−q|t

〉]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−ζp+ωq′+ωp−q′)]τ−

− ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖b
q′,−pS‖a

q,p

[〈

ĉ†qĉ
†
q′ ĉ

†
−p−q′ ĉq−p|t

〉

+ (δq′,q−p + δq′,−q) (fp + 1)
〈

ĉ†qĉ
†
−q|t

〉]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp+ωq′+ω
−p−q′)]τ+

+ ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖b∗
q′,−pS

‖a∗
q+p,p

〈

ĉ†qĉq′ ĉ−q′−pĉq+p|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−ζp−ωq′−ω
−p−q′ )]τ−

− ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖b∗
q′,pS‖a

q,p

〈

ĉ†qĉq′ ĉp−q′ ĉq−p|t
〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp−ωq′−ωp−q′)]τ+

+ 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖b∗
q′,pS‖b

q,p

〈

ĉ†qĉ
†
q′ ĉ

†
−q′−pĉ

†
p−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−ζ−p+ωq′+ω
−q′

−p)]τ−

− 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖b∗
q′,pS‖b

q,p

〈

ĉ†qĉ
†
q′ ĉ

†
−q′−pĉ

†
p−q|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp+ωq′+ω
−q′

−p)]τ+

+ 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖b∗
q′,pS‖b

q,p

[〈

ĉ†qĉ
†
p−qĉq′ ĉp−q′ |t

〉

+ (δq′,p−q + δq′,q) (f−p + 1)
〈

ĉ†qcq|t
〉

]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(−ζ−p−ωq′−ωp−q′)]τ−

− 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖b∗
q′,pS‖b

q,p

[〈

ĉ†qĉ
†
p−qĉq′ ĉp−q′ |t

〉

− (δq′,p−q + δq′,q)fp
〈

ĉ†qĉq|t
〉

]

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp−ωq′−ωp−q′ )]τ+

+ ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖a∗
q′,pS

‖a
q+p,p

(〈

ĉ†q′−pĉ
†
q+pĉq′ ĉq|t

〉

− δq′,q+pfp
〈

ĉ†qĉq|t
〉

)

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(−ζp+ωq′−ωq′
−p)]τ+

+ 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖a∗
q′,−pS‖b∗

q,p

[〈

ĉ†q′+pĉp−qĉq′ ĉq|t
〉

+ δq′,−q (f−p + 1) 〈ĉ−qĉq|t〉
]

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(−ζ−p+ωq′−ωq′+p)]τ−147
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− ~

−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖a
q′,pS‖a∗

q,p

(〈

ĉ†q′ ĉ
†
q−pĉq′−pĉq|t

〉

+ δq′,q (fp + 1)
〈

ĉ†qĉq|t
〉

) e[ε−i(ζp+ωq′
−p−ωq′)]τ−

− 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖a
q′,pS‖b∗

q,p

[〈

ĉ†q′ ĉp−qĉq′−pĉq|t
〉

− δq′,p−qfp 〈ĉ−qĉq|t〉
] e[ε−i(ζp+ωq′

−p−ωq′)]τ+

+ ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖b∗
q′,pS

‖a
q+p,p

[〈

ĉ†q+pĉq′ ĉp−q′ ĉq|t
〉

− (δq′,q+p + δq′,−q)fp 〈ĉ−qĉq|t〉
] e[ε−i(−ζp+ωq′+ωp−q′ )]τ−

− ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖b∗
q′,−pS‖a∗

q,p

[〈

ĉ†q−pĉq′ ĉ−p−q′ ĉq|t
〉

+ (δq′,q−p + δq′,−q) (fp + 1) 〈ĉ−qĉq|t〉
] e[ε−i(ζp+ωq′+ω

−p−q′)]τ+

+ ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖b
q′,−pS

‖a
q+p,p

〈

ĉ†q′ ĉ
†
−q′−pĉ

†
q+pĉq|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε+i(ζp+ωq′+ω
−p−q′)τ ]−

− ~
−2

∑

α,q′,p 6=0

S‖b
q′,pS‖a∗

q,p

〈

ĉ†q′ ĉ
†
p−q′ ĉ

†
q−pĉq|t

〉

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ζp−ωq′−ωp−q′)]τ+

+ 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖b
q′,pS‖b∗

q,p 〈ĉq′ ĉ−q′−pĉp−qĉq|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(−ζ−p+ωq′+ω
−q′

−p)]τ−

− 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖b
q′,pS‖b∗

q,p 〈ĉq′ ĉ−q′−pĉp−qĉq|t〉
∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ζp+ωq′+ω
−q′

−p)]τ+

+ 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖b
q′,pS‖b∗

q,p

[〈

ĉ†q′ ĉ
†
p−q′ ĉp−qĉq|t

〉

+ (δq′,p−q + δq′,q) (f−p + 1)
〈

c†qĉq|t
〉

]

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(−ζ−p−ωq′−ωp−q′)]τ−

− 2~−2
∑

α,q′,p 6=0

S‖b
q′,pS‖b∗

q,p

[〈

ĉ†q′ ĉ
†
p−q′ ĉp−qĉq|t

〉

− (δq′,p−q + δq′,q)fp
〈

ĉ†qĉq|t
〉

]

∫ 0

−∞

dτ e[ε−i(ζp−ωq′−ωp−q′)]τ+

+ ~
−2

∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖a
q,p

∣

∣

∣

2

fp

〈

ĉ†q−pĉq−p|t
〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−ωq−p−ζp)]τ + e[ε−i(ωq−ωq−p−ζp)]τ

}

+

+ ~
−2

∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖a
q,p

∣

∣

∣

2

(f−p + 1)
〈

ĉ†q−pĉq−p|t
〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−ωq−p+ζ−p)]τ + e[ε−i(ωq−ωq−p+ζ−p)]τ

}

+

+ 2~−2
∑

α,p 6=0

S‖b
q,pS‖a∗

q,p fp

〈

ĉ†p−qĉ
†
q−p|t

〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(ζp−ωq−ωp−q)]τ + e[ε+i(ζp−ωq+ωq−p)]τ

}

+

+ 2~−2
∑

α,p 6=0

S‖b
q,pS‖a∗

q,p (f−p + 1)
〈

ĉ†p−qĉ
†
q−p|t

〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ζ−p+ωq+ωp−q)]τ + e[ε−i(ζ−p+ωq−ωq−p)]τ

}

+

+ 2~−2
∑

α,p 6=0

S‖a
q,pS‖b∗

q,pfp 〈ĉq−pĉp−q|t〉
∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(ζp−ωq+ωq−p)]τ + e[ε+i(ζp−ωq−ωp−q)]τ

}

+

+ 2~−2
∑

α,p 6=0

S‖a
q,pS‖b∗

q,p (f−p + 1) 〈ĉq−pĉp−q|t〉
∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ζ−p+ωq−ωq−p)]τ + e[ε−i(ζ−p+ωq+ωp−q)]τ

}

+

+ 4~−2
∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖b
q,p

∣

∣

∣

2

fp

〈

ĉ†p−qĉp−q|t
〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(ζp−ωq−ωp−q)]τ + e[ε+i(ζp−ωq−ωp−q)]τ

}

+

+ 4~−2
∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖b
q,p

∣

∣

∣

2

(f−p + 1)
(〈

ĉ†p−qĉp−q|t
〉

+ 1
)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ζ−p+ωq+ωp−q)]τ + e[ε−i(ζ−p+ωq+ωp−q)]τ

}

. (C.32)De a
ordo 
om o dis
utido na seção 2.3, pode-se, em alguns 
asos, negligen
iar as 
ontribuições origináriados pares. Considerando, desta forma, apenas as populações, as diversas par
elas da integral de 
olisão
J
(2)
Nq

(t)I = J
(2)
Nq

(t)MM
I + J

(2)
Nq

(t)SLI + J
(2)
Nq

(t)SRI148



C.3. POPULAÇÕES (N̂Q = Ĉ†
QĈQ)tornam-se

J
(2)
Nq

(t)MM
I =

= − 16~−2
∑

q1,q3

|Vq,q1,q3
|2 NqNq3

Nq1

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq3

+ωq+q1−q3
−ωq−ωq1

)]τ + e[ε−i(ωq3
+ωq+q1−q3

−ωq−ωq1
)]τ
}

−

− 32~−2
∑

q1,q3

Vq,q1,qVq3,q,q3
NqNq3

Nq1

∫ 0

−∞

dτ eετ−
− 32~−2

∑

q1,q3

Vq,q1,qVq3,q1,q3
NqNq3

Nq1

∫ 0

−∞

dτ eετ+
+ 8~−2

∑

q3,q4

|Vq3,q4,q|2 NqNq3
Nq4

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq3

+ωq4
−ωq3+q4−q−ωq)]τ + e[ε−i(ωq3

+ωq4
−ωq3+q4−q−ωq)]τ

}

+

+ 32~−2
∑

q3,q4

Vq,q3,qVq3,q4,q3
NqNq3

Nq4

∫ 0

−∞

dτ eετ−
− 8~−2

∑

q1,q2

|Vq,q1,q2
|2 NqNq1

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq2

+ωq+q1−q2
−ωq−ωq1

)]τ + e[ε−i(ωq2
+ωq+q1−q2

−ωq−ωq1
)]τ
}

+

+ 8~−2
∑

q1,q2

|Vq,q1,q2
|2 Nq1

Nq2
Nq+q1−q2

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(ωq+ωq1

−ωq2
−ωq+q1−q2

)]τ + e[ε+i(ωq+ωq1
−ωq2

−ωq+q1−q2
)]τ
}

+

+ 32~−2
∑

q1,q3

Vq,q1,qVq,q3,qNqNq1
Nq3

∫ 0

−∞

dτ eετ+
+ 8~−2

∑

q1,q2

|Vq,q1,q2
|2 Nq2

Nq1+q−q2

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(ωq+ωq1

−ωq2
−ωq+q1−q2

)]τ + e[ε+i(ωq+ωq1
−ωq2

−ωq+q1−q2
)]τ
}

, (C.33)sendo que 
laramente os valores prin
ipais das integrais em τ são nulos, o que nos possibilita rees
rever
J
(2)
Nq

(t)MM
I =

16π

~2

∑

q1,q2,q3

|Vq,q1,q2
|2 {(Nq + 1)(Nq1

+ 1)Nq2
Nq3

−NqNq1
(Nq2

+ 1)(Nq3
+ 1)}×

×δ(ωq + ωq1
− ωq2

− ωq3
)δq3,q+q1−q2

; (C.34)
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J
(2)
Nq

(t)SLI =

= ~
−2
∑

k 6=0

|Fq,k|2 Nq (Nq−k − ν−k)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−k−ωq−Ω−k)]τ + e[ε−i(ωq−k−ωq−Ω−k)]τ

}

+

− ~
−2
∑

k 6=0

|Fq,k|2 Nq (Nq−k + νk + 1)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−k−ωq+Ωk)]τ + e[ε−i(ωq−k−ωq+Ωk)]τ

}

−

+ ~
−2
∑

k 6=0

|Fq,k|2 Nq−kνk

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−k−ωq+Ωk)]τ + e[ε−i(ωq−k−ωq+Ωk)]τ

}

+

+ ~
−2
∑

k 6=0

|Fq,k|2 Nq−k (ν−k + 1)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−k−ωq−Ω−k)]τ + e[ε−i(ωq−k−ωq−Ω−k)]τ

}

+

+ 4~−2
∑

k 6=0

|Lq,k|2 Nq (Nk−q + ν−k + 1)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq+ωk−q+Ω−k)]τ + e[ε−i(ωq+ωk−q+Ω−k)]τ

}

−

− 4~−2
∑

k 6=0

|Lq,k|2 Nq (Nk−q − νk)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq+ωk−q−Ωk)]τ + e[ε−i(ωq+ωk−q−Ωk)]τ

}

+

+ 4~−2
∑

k 6=0

|Lq,k|2 (Nk−q + 1) νk

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq+ωk−q−Ωk)]τ + e[ε−i(ωq+ωk−q−Ωk)]τ

}

+

+ 4~−2
∑

k 6=0

|Lq,k|2 (Nk−q + 1) (ν−k + 1)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq+ωk−q+Ω−k)]τ + e[ε−i(ωq+ωk−q−+Ω−k)]τ

}

−

− ~
−2
∑

k 6=0

|R−q,k|2 [(νk − νk+q)Nq − (νk + 1) νk+q]

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(ωq+Ωk−Ωk+q)τ ] + e[ε+i(ωq+Ωk−Ωk+q)]τ

}

+

− 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

q,k

∣

∣

∣

2

[(ν−k + νq+k + 1)Nq − νkνq−k]

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(Ω−k+Ωq+k−ωq)]τ + e[ε−i(Ω−k+Ωq+k−ωq)]τ

}

−

+ 2~−2
∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

−q,k

∣

∣

∣

2

[(νk + ν−k−q + 1)Nq − (νk + 1) (ν−q−k + 1)]

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε−i(Ωk+Ω−k−q+ωq)]τ + e[ε+i(Ωk+Ω−k−q+ωq)]τ

}

,(C.35)
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QĈQ)que também tem os valores prin
ipais nulos e se rees
reve 
omo

J
(2)
Nq

(t)SLI =

= 2π~−2
∑

k 6=0

|Fq,k|2 [Nq (Nq−k − ν−k) +Nq−k (ν−k + 1)] δ(ωq−k − ωq − Ω−k)+

+ 2π~−2
∑

k 6=0

|Fq,k|2 [Nq−kνk −Nq (Nq−k + νk + 1)] δ(ωq−k − ωq +Ωk)+

+ 8π~−2
∑

k 6=0

|Lq,k|2 [(Nk−q + 1) νk −Nq (Nk−q − νk)] δ(ωq + ωk−q − Ωk)+

− 2π~−2
[

Nq −N (0)
q

]

∑

k 6=0

|R−q,k|2 (νk − νk+q) δ(ωq +Ωk − Ωk+q)−

− 4π~−2
[

Nq −N (0)
q

]

∑

k 6=0

∣

∣

∣
R+

q,k

∣

∣

∣

2

(ν−k + νq+k + 1) δ(Ω−k +Ωq+k − ωq) =

= 2π~−2
∑

q′ 6=0

|Fq,q−q′|2 [Nq (Nq′ − νq′−q) +Nq′ (νq′−q + 1)] δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q)+

+ 2π~−2
∑

q′ 6=0

|Fq,q−q′|2 [Nq′νq−q′ −Nq (Nq′ + νq−q′ + 1)] δ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)+

+ 8π~−2
∑

q′ 6=0

|Lq,q+q′|2 [(Nq′ + 1) νq+q′ −Nq (Nq′ − νq+q′)] δ(ωq + ωq′ − Ωq+q′)+

− 1

τq

[

Nq −N (0)
q

]

, (C.36)
om
τ−1
q = 2π~−2

∑

k 6=0

{

|R−q,k|2 (νk − νk+q) δ(ωq +Ωk − Ωk+q) + 2
∣

∣

∣
R+

q,k

∣

∣

∣

2

(ν−k + νq+k + 1) δ(Ω−k +Ωq+k − ωq)

}

> 0,(C.37)notando que se ωq = Ωk+q − Ωk então (νk + 1) νk+q = (νk − νk+q)N (0)
qse ωq = Ω−k +Ωq+k então νkνq−k = (ν−k + νq+k + 1)N (0)

q .Por �m,
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J
(2)
Nq

(t)SRI =

= ~
−2
∑

α

∣

∣S⊥
α,q

∣

∣

2
(fq −Nq)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−ζq)τ ] + e[ε−i(ωq−ζq)τ ]

}

+

+ ~
−2
∑

α

∣

∣S⊥
α,q

∣

∣

2
(Nq + f−q + 1)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq+ζ−q)τ ] + e[ε−i(ωq+ζ−q)τ ]

}

−

− ~
−2
∑

α

∣

∣S⊥
α,q

∣

∣

2 〈
ĉ†qĉq

〉

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−ζq)τ ] − e[ε+i(ωq+ζ−q)τ ] + e[ε−i(ωq−ζq)τ ] − e[ε−i(ωq+ζ−q)τ ]

}

+

+ ~
−2

∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖a
q,p

∣

∣

∣

2

Nq (Nq−p − f−p)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−p−ωq−ζ−p)]τ + e[ε−i(ωq−p−ωq−ζ−p)]τ

}

+

− ~
−2

∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖a
q,p

∣

∣

∣

2

Nq (Nq−p + fp + 1)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−p−ωq+ζp)]τ + e[ε−i(ωq−p−ωq+ζp)]τ

}

−

+ ~
−2
∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖a
q,p

∣

∣

∣

2

Nq−pfp

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−p−ωq+ζp)]τ + e[ε−i(ωq−p−ωq+ζp)]τ

}

+

+ ~
−2
∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖a
q,p

∣

∣

∣

2

Nq−p (f−p + 1)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq−p−ωq−ζ−p)]τ + e[ε−i(ωq−p−ωq−ζ−p)]τ

}

+

+ 4~−2
∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖b
q,p

∣

∣

∣

2

Nq (Np−q + f−p + 1)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq+ωp−q+ζ−p)]τ + e[ε−i(ωq+ωp−q+ζ−p)]τ

}

−

− 4~−2
∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖b
q,p

∣

∣

∣

2

Nq (Np−q − fp)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq+ωp−q−ζp)]τ + e[ε−i(ωq+ωp−q−ζp)]τ

}

+

+ 4~−2
∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖b
q,p

∣

∣

∣

2

(Np−q + 1) fp

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq+ωp−q−ζp)]τ + e[ε−i(ωq+ωp−q−ζp)]τ

}

+

+ 4~−2
∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖b
q,p

∣

∣

∣

2

(Np−q + 1) (f−p + 1)

∫ 0

−∞

dτ
{e[ε+i(ωq+ωp−q+ζ−p)]τ + e[ε−i(ωq+ωp−q−+ζ−p)]τ

}

, (C.38)
J
(2)
Nq

(t)SRI =

= 2π~−2
∑

α

∣

∣S⊥
α,q

∣

∣

2
(fq −Nq) δ(ωq − ζq)+

+ 2π~−2
∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖a
q,p

∣

∣

∣

2

[Nq (Nq−p − f−p) +Nq−p (f−p + 1)] δ(ωq−p − ωq − ζ−p)+

+ 2π~−2
∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖a
q,p

∣

∣

∣

2

[Nq−pfp −Nq (Nq−p + fp + 1)] δ(ωq−p − ωq + ζp)+

+ 8π~−2
∑

α,p 6=0

∣

∣

∣
S‖b
q,p

∣

∣

∣

2

[(Np−q + 1) fp −Nq (Np−q − fp)] δ(ωq + ωp−q − ζp). (C.39)
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C.3. POPULAÇÕES (N̂Q = Ĉ†
QĈQ)

d

dt
Nq(t) =

=
2π

~2

∑

α

∣

∣S⊥
α,q

∣

∣

2
fS
q δ(ωq − ζq)− [S⊥

q (t)]

− 2π

~2

∑

α

∣

∣S⊥
α,q

∣

∣

2
(Nq − fT

q ) δ(ωq − ζq)+ [R⊥
q (t)]

+
2π

~2

∑

q′ 6=q

∣

∣

∣
S‖a
q,q−q′

∣

∣

∣

2

{Nq′(Nq + 1)(fq′−q + 1)− (Nq′ + 1)Nqfq′−q} δ(ωq′ − ωq − ζq′−q)+

+
2π

~2

∑

q′ 6=q

∣

∣

∣
S
‖a
q,q−q′

∣

∣

∣

2

{(Nq + 1)Nq′fq−q′ −Nq(Nq′ + 1)(fq−q′ + 1)} δ(ωq′ − ωq + ζq−q′)+
[R‖a

q (t)]

+
8π

~2

∑

q′ 6=−q

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
{

(1 +Nq +Nq′)fS
q′+q

}

δ(ωq + ωq′ − ζq+q′)+ [Sq(t)]

+
8π

~2

∑

q′ 6=−q

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
{

(Nq′ + 1)(Nq + 1)fT
q′+q −Nq′Nq(f

T
q′+q + 1)

}

δ(ωq + ωq′ − ζq+q′)− [Rq(t)]

− 1

τq

[

Nq −N (0)
q

]

+ [Lq(t)]

+
8π

~2

∑

q′ 6=−q

|Lq,q+q′|2 {(Nq′ + 1)(Nq + 1)νq′+q −Nq′Nq(νq′+q + 1)} δ(ωq + ωq′ − Ωq+q′)+ [Lq(t)]

+
2π

~2

∑

q′ 6=q

|Fq,q−q′|2 {Nq′(Nq + 1)(νq′−q + 1)− (Nq′ + 1)Nqνq′−q} δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q)+

+
2π

~2

∑

q′ 6=q

|Fq,q−q′|2 {(Nq + 1)Nq′νq−q′ −Nq(Nq′ + 1)(νq−q′ + 1)} δ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)+
[Fq(t)]

+
16π

~2

∑

q1,q2,q3

|Vq,q1,q2
|2 {(Nq + 1)(Nq1

+ 1)Nq2
Nq3

−NqNq1
(Nq2

+ 1)(Nq3
+ 1)}×

×δ(ωq + ωq1
− ωq2

− ωq3
)δq3,q+q1−q2

. [Mq(t)]

+
∑

q′ 6=q

Cq′

(

〈cq′ |t〉 ,
〈

c†q′ |t
〉

, σq′ , σ∗
q′ , t

)

, (C.40)
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Apêndi
e D
Modelagem de dois �uidos

De a
ordo 
om o NESEF, foi obtida no 
apítulo 2 a equação 2.28, que governa a evoluçãodas populações de mágnons. Des
onsiderando-se a interação 
om a radiação eletromagnéti
aperpendi
ular ao 
ampo magnéti
o 
onstante apli
ado ao material magnéti
o, o termo deLivshits (parte da interação não-linear 
om a rede 
ristalina) e o a
oplamento 
om as ampli-tudes e pares, esta equação tem a forma
d

dt
Nq(t) =

8π

~2

∑

q′ 6=−q

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
{

(1 +Nq +Nq′)fS
q′+q

}

δ(ωq + ωq′ − ζq+q′)+ [Sq(t)]

+
8π

~2

∑

q′ 6=−q

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
{

(Nq′ + 1)(Nq + 1)fT
q′+q −Nq′Nq(f

T
q′+q + 1)

}

δ(ωq + ωq′ − ζq+q′)− [Rq(t)]

− 1

τq

[

Nq −N (0)
q

]

+ [Lq(t)]

+
2π

~2

∑

q′ 6=q

|Fq,q−q′|2 {Nq′(Nq + 1)(νq′−q + 1)− (Nq′ + 1)Nqνq′−q} δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q)+

+
2π

~2

∑

q′ 6=q

|Fq,q−q′|2 {(Nq + 1)Nq′νq−q′ −Nq(Nq′ + 1)(νq−q′ + 1)} δ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)+
[Fq(t)]

+
16π

~2

∑

q1,q2,q3

|Vq,q1,q2
|2 {(Nq + 1)(Nq1

+ 1)Nq2
Nq3

−NqNq1
(Nq2

+ 1)(Nq3
+ 1)}×

×δ(ωq + ωq1
− ωq2

− ωq3
)δq3,q+q1−q2

. [Mq(t)]Seguindo a proposta des
rita no 
apítulo 3, dividimos o sistemas em mágnons de energiabaixa ~ωq < E e alta ~ωq > E, de�nindo 
om isso as regiões de vetores de onda q ∈ R1 (baixaenergia) e q ∈ R2 (alta energia), e a
ompanhamos a evolução das populações representativasdos modos de baixa e alta energia,
N1,2(t) =

∑

q∈R1,2
Nq(t)

∑

q∈R1,2
1

=

∑

q∈R1
Nq(t)

n1,2155



APÊNDICE D. MODELAGEM DE DOIS FLUIDOSe
d

dt
N1,2(t) =

1

n1,2

∑

q∈R1,2

{Sq(t) +Rq(t) + Lq(t) + Fq(t) +Mq(t)} .

D.1 Separação em regiões R1 e R2Ini
iando a análise por N1(t), separamos então as somas em q′, q1, q2 e q3, 
ontidas nas
ontribuições à Eq. 2.28, nas regiões R1 e R2. As 
ontribuições asso
iadas à fonte e à radiaçãotérmi
a �
am, respe
tivamente,
∑

q∈R1

Sq(t) =
8π

~2

∑

q,q′∈R1

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
{

(1 +Nq +Nq′)fS
q′+q

}

δ(ωq + ωq′ − ζq+q′)+ (D.1a)
+

8π

~2

∑

q∈R1

q′∈R2

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
{

(1 +Nq +Nq′)fS
q′+q

}

δ(ωq + ωq′ − ζq+q′), (D.1b)e, rearranjando Rq(t),
∑

q∈R1

Rq(t) =
8π

~2

∑

q,q′∈R1

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
{

(1 +Nq +Nq′)fT
q′+q −Nq′Nq

}

δ(ωq + ωq′ − ζq+q′)+(D.2a)
+

8π

~2

∑

q∈R1

q′∈R2

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
{

(1 +Nq +Nq′)fT
q′+q −Nq′Nq

}

δ(ωq + ωq′ − ζq+q′).(D.2b)Ambas possuem deltas de 
onservação de energia do tipo δ(ωq + ωq′ − ζq+q′) que, de a
ordo
om a análise feita na seção 2.3, são apenas satisfeitas quando q ≈ −q′. Portanto q e q′ sãovin
ulados à mesma região e então os termos D.1b e D.2b são nulos. Lembrando ainda que
fS
q′+q é a população de fótons da fonte, que é nula para baixas energias, ζq+q′ < 2E, obtemosque o termo D.1a também é nulo1 e assim
∑

q∈R1

[Sq(t) +Rq(t)] =
8π

~2

∑

q,q′∈R1

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
{

(1 +Nq +Nq′)fT
q′+q −Nq′Nq

}

δ(ωq+ωq′−ζq+q′).1O resultado de que ∑

q∈R1

Sq(t) = 0 é razoável, pois indi
a que a fonte não entra diretamente naequação de evolução de N1(t). 156



D.1. SEPARAÇ�O EM REGIÕES R1 E R2Quanto à interação 
om a rede 
ristalina, o termo de relaxação linear é
∑

q∈R1

Lq(t) = −
∑

q∈R1

1

τq

[

Nq −N (0)
q

]

, (D.3)e o termo de Fröhli
h
∑

q∈R1

Fq(t) =
2π

~2

∑

q,q′∈R1

|Fq,q−q′|2 {Nq′(Nq + 1)δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q)−Nq(Nq′ + 1)δ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)}+(D.4a)
+

2π

~2

∑

q∈R1

q′∈R2

|Fq,q−q′|2 {Nq′(Nq + 1)δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q)−Nq(Nq′ + 1)δ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)}+(D.4b)
+

2π

~2

∑

q,q′∈R1

|Fq,q−q′|2 (Nq′ −Nq){νq−q′δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q) + νq′−qδ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)}+(D.4
)
+

2π

~2

∑

q∈R1

q′∈R2

|Fq,q−q′|2 (Nq′ −Nq){νq−q′δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q) + νq′−qδ(ωq′ − ωq + Ωq−q′)},(D.4d)sendo D.4a e D.4
 nulos pela simetria entre q e q′.Analisando por �m o termo proveniente da interação mágnon-mágnon,
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APÊNDICE D. MODELAGEM DE DOIS FLUIDOS
∑

q∈R1

Mq(t) =
16π

~2

∑

q,q1,q2,q3∈R1

|Vq,q1,q2
|2 {(Nq + 1)(Nq1

+ 1)Nq2
Nq3

−NqNq1
(Nq2

+ 1)(Nq3
+ 1)}×

×δ(ωq + ωq1
− ωq2

− ωq3
)δq3,q+q1−q2

+(D.5a)
+

16π

~2

∑

q,q2,q3∈R1

q1∈R2

|Vq,q1,q2
|2 {(Nq + 1)(Nq1

+ 1)Nq2
Nq3

−NqNq1
(Nq2

+ 1)(Nq3
+ 1)}×

×δ(ωq + ωq1
− ωq2

− ωq3
)δq3,q+q1−q2

+(D.5b)
+

16π

~2

∑

q,q1,q3∈R1

q2∈R2

|Vq,q1,q2
|2 {(Nq + 1)(Nq1

+ 1)Nq2
Nq3

−NqNq1
(Nq2

+ 1)(Nq3
+ 1)}×

×δ(ωq + ωq1
− ωq2

− ωq3
)δq3,q+q1−q2

+(D.5
)
+

16π

~2

∑

q,q1,q2∈R1

q3∈R2

|Vq,q1,q2
|2 {(Nq + 1)(Nq1

+ 1)Nq2
Nq3

−NqNq1
(Nq2

+ 1)(Nq3
+ 1)}×

×δ(ωq + ωq1
− ωq2

− ωq3
)δq3,q+q1−q2

+
+(D.5d)

+
16π

~2

∑

q,q1∈R1

q2,q3∈R2

|Vq,q1,q2
|2 {(Nq + 1)(Nq1

+ 1)Nq2
Nq3

−NqNq1
(Nq2

+ 1)(Nq3
+ 1)}×

×δ(ωq + ωq1
− ωq2

− ωq3
)δq3,q+q1−q2

+(D.5e)
+

16π

~2

∑

q,q2∈R1

q1,q3∈R2

|Vq,q1,q2
|2 {(Nq + 1)(Nq1

+ 1)Nq2
Nq3

−NqNq1
(Nq2

+ 1)(Nq3
+ 1)}×

×δ(ωq + ωq1
− ωq2

− ωq3
)δq3,q+q1−q2

+(D.5f)
+

16π

~2

∑

q,q3∈R1

q1,q2∈R2

|Vq,q1,q2
|2 {(Nq + 1)(Nq1

+ 1)Nq2
Nq3

−NqNq1
(Nq2

+ 1)(Nq3
+ 1)}×

×δ(ωq + ωq1
− ωq2

− ωq3
)δq3,q+q1−q2

+(D.5g)
+

16π

~2

∑

q∈R1

q1,q2,q3∈R2

|Vq,q1,q2
|2 {(Nq + 1)(Nq1

+ 1)Nq2
Nq3

−NqNq1
(Nq2

+ 1)(Nq3
+ 1)}×

×δ(ωq + ωq1
− ωq2

− ωq3
)δq3,q+q1−q2

,(D.5h)vemos que os termos D.5a, D.5f e D.5g são nulos pois os índi
es das somas que perten
em àsmesmas regiões são inter
ambiáveis e, pelo mesmo motivo, os termos D.5b e D.5
 se anulammutuamente. Temos, �nalmente, que a delta de 
onservação de energia não é satisfeita notermo D.5e (pois ωq + ωq1 < 2E e ωq2 + ωq3 > 2E). Desta maneira a equação de evolução
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D.2. TEOREMA DO VALOR MÉDIO E VÍNCULOS DE EQUILÍBRIOpara N1(t) �
a
n1

d

dt
N1(t) =

8π

~2

∑

q,q′∈R1

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
{

(1 +Nq +Nq′)fT
q′+q −Nq′Nq

}

δ(ωq + ωq′ − ζq+q′)−

−
∑

q∈R1

1

τq

[

Nq −N (0)
q

]

+

+
2π

~2

∑

q∈R1

q′∈R2

|Fq,q−q′|2 Nq′Nq {δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q)− δ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)}+

+
2π

~2

∑

q∈R1

q′∈R2

|Fq,q−q′|2 Nq′ {(νq−q′ + 1)δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q) + νq′−qδ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)}−

− 2π

~2

∑

q∈R1

q′∈R2

|Fq,q−q′|2 Nq {νq−q′δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q) + (νq′−q + 1)δ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)}+

+
16π

~2

∑

q,q1,q2∈R1

q3∈R2

|Vq,q1,q2
|2 {(Nq + 1)(Nq1

+ 1)Nq2
Nq3

−NqNq1
(Nq2

+ 1)(Nq3
+ 1)}×

×δ(ωq + ωq1
− ωq2

− ωq3
)δq3,q+q1−q2

+
+

+
16π

~2

∑

q∈R1

q1,q2,q3∈R2

|Vq,q1,q2
|2 {(Nq + 1)(Nq1

+ 1)Nq2
Nq3

−NqNq1
(Nq2

+ 1)(Nq3
+ 1)}×

×δ(ωq + ωq1
− ωq2

− ωq3
)δq3,q+q1−q2

.(D.6)D.2 Teorema do valor médio e vín
ulos de equilíbrioRela
ionamos agora as somatórias múltiplas 
om os valores médios N1 e N2 através doteorema do valor médio. Exempli�
ando o método 
om parte do termo de Fröhli
h, pode-sea�rmar que existe um q̃ ∈ R1 tal que
∑

q,q′∈R1

∣

∣Fq,q−q′

∣

∣

2Nq(t) {νq−q′δ(ωq′ − ωq −Ωq′−q) + νq′−qδ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)} =

= Nq̃

∑

q,q′∈R1

∣

∣Fq,q−q′

∣

∣

2 {νq−q′δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q) + νq′−qδ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)}.Podemos ainda de�nir um λF
1 de modo que Nq̃ = N1λ

F
1 e então eliminar a dependên
ia nos

q e q′. Cumpre enfatizar que, dado a dependên
ia das populações de mágnons 
om o tempo,o vetor de onda q̃ que assegura a igualdade des
rita anteriormente é distinto a 
ada instantee, assim, λF
1 = λF

1 (t). Mas 
onsideraremos, dentro das regiões em questão, que as populaçõesde mágnons têm a mesma dependên
ia temporal e são, portanto, propor
ionais à populaçãorepresentativa asso
iada. Esta 
onsideração impli
a que λF
1 (e os parâmetros λ1,2 análogos)159



APÊNDICE D. MODELAGEM DE DOIS FLUIDOSé uma 
onstante no tempo. Utilizando tal pro
edimento para todos os termos da Eq. D.6
hega-se a
n1

d

dt
N1(t) = (1 + 2N1 λ

ST11
1 )ST11 − (N1)

2 λS11
1 λS11

1 S11−

− n1

τ

[

N1 −N (0)
1

]

+

+N1N2 λ
Fa
12

1 λ
Fa
12

2 Fa
12 +N2 λ

Fb
12

2 Fb
12 −N1 (λ

Fb
12

1 Fb
12 − λ

Fa
12

1 Fa
12)+

+
{

N1λ
M1112
1 (N1λ

M1112
1 + 1)

}

(N2λ
M1112
2 −N1λ

M1112
1 )M1112+

+
{

N2λ
M1222
2 (N2λ

M1222
2 + 1)

}

(N2λ
M1222
2 −N1λ

M1222
1 )M1222,sendo o tempo de relaxação linear para a rede 
onsiderado 
omo independente de q, τq = τ ,as populações representativas de equilíbrio são dadas por

N (0)
1,2 =

∑

q∈R1,2
N (0)

q
∑

q∈R1,2
1

,e
STij =

8π

~2

∑

q∈Ri

q′∈Rj

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
fT
q+q′δ(ωq + ωq′ − ζq+q′),

Sij =
8π

~2

∑

q∈Ri

q′∈Rj

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
δ(ωq + ωq′ − ζq+q′),

Fij =
2π

~2

∑

q∈Ri

q′∈Rj

∣

∣Fq,q−q′

∣

∣

2 {δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q)− δ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)},

Fb
ij =

2π

~2

∑

q∈Ri

q′∈Rj

∣

∣Fq,q−q′

∣

∣

2 {(νq−q′ + 1)δ(ωq′ − ωq − Ωq′−q) + νq′−qδ(ωq′ − ωq +Ωq−q′)},

Mijkl =
16π

~2

∑

q∈Ri
q1∈Rj

q2∈Rk
q3∈Rl

|Vq,q1,q2 |2 δ(ωq + ωq1 − ωq2 − ωq3)δq3,q+q1−q2 ,e as 
onstantes λX
i estão asso
iadas às somatórias X e populações oriundas das regiões Ri.160



D.2. TEOREMA DO VALOR MÉDIO E VÍNCULOS DE EQUILÍBRIOPara N2(t) temos, de forma análoga,
n2

d

dt
N2(t) = (1 + 2N2 λ

SS22
2 )SS22+

+ (1 + 2N2 λ
ST22
1 )ST22 − (N2)

2 λS22
2 λS22

2 S22−

− n2

τ

[

N2 −N (0)
2

]

+

+N1N2 λ
Fa
21

1 λ
Fa
21

2 Fa
21 +N1 λ

Fb
21

1 Fb
21 −N2 (λ

Fb
21

2 Fb
21 − λ

Fa
21

2 Fa
21)+

+
{

N2λ
M2221
2 (N2λ

M2221
2 + 1)

}

(N1λ
M2221
1 −N2λ

M2221
2 )M2221+

+
{

N1λ
M2111
1 (N1λ

M2111
1 + 1)

}

(N1λ
M2111
1 −N2λ

M2111
2 )M2111,sendo que neste 
aso o termo da fonte, ∑

q∈R2

Sq(t) não se anula e
SS22 =

8π

~2

∑

q,q′∈R2

∣

∣

∣
S‖b
q,q+q′

∣

∣

∣

2
fS
q+q′δ(ωq + ωq′ − ζq+q′).Temos então um sistema de duas equações diferen
iais em N1 e N2 
om o tempo repre-sentando a variável independente. Analisando os 
oe�
ientes indi
ados podemos estabele
eras seguintes relações:

M1222 = M2221, M1112 = M2111,

F12 = −F21, Fb
12 − F12 = Fb

21,

λM1112
i = λM1222

i = λM2111
i = λM2221

i ≡ λM
i ,e, multipli
ando ambos lados por τ

n
, 
om n =

∑

q

1 representando o número total de modos,
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APÊNDICE D. MODELAGEM DE DOIS FLUIDOSo sistema pode ser rees
rito da seguinte forma
f1

d

dt̄
N1(t̄) = D′

1

(

1

2λ
ST11
1

+N1

)

−D1(N1)
2−

− f1

[

N1 −N (0)
1

]

+

+ F

{

N1N2 +

(

λ
Fb
21

2

λ
Fb
21

1

ν̄ +
1

λF12
1

)

N2 − ν̄N1

}

+

+

{

M1N1

(

N1 +
1

λM
1

)

+M2N2

(

N2 +
1

λM
2

)}

(N2λ
M
2 −N1λ

M
1 ), (D.7)e

f2
d

dt̄
N2(t̄) = I (1 + 2N2 λ

SS22
2 )+

+ D′
2

(

1

2λ
ST22
2

+N2

)

−D2(N2)
2−

− f2

[

N2 −N (0)
2

]

−

− F

{

N1N2 +

(

λ
Fb
21

2

λ
Fb
21

1

ν̄ +
1

λF12
1

)

N2 − ν̄N1

}

−

−
{

M1N1

(

N1 +
1

λM
1

)

+M2N2

(

N2 +
1

λM
2

)}

(N2λ
M
2 −N1λ

M
1 ), (D.8)em que f1,2 = n1,2

n
, D′

1 =
τ

n
2λ

ST11
1 ST11, D1 =

τ

n

(

λS11
1

)2
S11, D′

2 =
τ

n
2λ

ST22
2 ST22, D2 =

τ

n

(

λS2
2

)2
S22,

F =
τ

n
λF12
1 λF12

2 F12, ν̄ =
λ
Fb
21

1 Fb
21

λF12
1 λF12

2 F12

, M1 =
τ

n
(λM

1 )2M1112 e M2 =
τ

n
(λM

2 )2M2221 . A 
onstante
I =

τ

n
λ
SS22
2 SS22 está rela
ionada 
om a intensidade da fonte externa.É possível ainda en
ontrar alguns vín
ulos entre os 
oe�
ientes se levarmos em 
ontaque, quando em equilíbrio, o sistema não evolui no tempo. Se atentarmos à equação 2.28,per
ebemos (
omo indi
ado no 
apítulo 2) que os termos provenientes da interação 
om aradiação térmi
a, termo de Fröhli
h e mágnon-mágnon são identi
amente nulos ao substituir-se Nq(t) → N (0)

q . Ora, ao substituirmos N1(t) → N (0)
1 e N2(t) → N (0)

2 nas equações 4.4
 e4.5d, estes termos devem se anular:
D′

1

(

1

2λ
ST11
1

+N (0)
1

)

−D1(N (0)
1 )2 = 0,
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D.2. TEOREMA DO VALOR MÉDIO E VÍNCULOS DE EQUILÍBRIO
D′

2

(

1

2λ
ST22
2

+N (0)
2

)

−D2(N (0)
2 )2 = 0,

F

{

N (0)
1 N (0)

2 +

(

λ
Fb
21

2

λ
Fb
21

1

ν̄ +
1

λF12
1

)

N (0)
2 − ν̄N (0)

1

}

= 0,

{

M1N (0)
1

(

N (0)
1 +

1

λM
1

)

+M2N (0)
2

(

N (0)
2 +

1

λM
2

)}

(N (0)
2 λM

2 −N (0)
1 λM

1 ) = 0,que nos levam a
D′

1 = D1
(N (0)

1 )2
(

1

2λ
ST11
1

+N (0)
1

) ≃ D1N (0)
1 ,

D′
2 = D2

(N (0)
2 )2

(

1

2λ
ST
22

2

+N (0)
2

) ≃ D2N (0)
2 ,

ν̄ =
(N (0)

1 + 1

λ
F12
1

)N (0)
2

N (0)
1 − λ

Fb
21

2

λ
Fb
21

1

N (0)
2

,

λM
1

λM
2

=
N (0)

2

N (0)
1

.Admitindo �nalmente λM
1 ∼ λM

2 ∼ λF12
1 ∼ λ

ST22
2 ∼ λ

SS22
2 ∼ 1 e λ

Fb
21

1 ∼ λ
Fb
21

2 obtemos
f1

d

dt̄
N1(t̄) = −D1 N1(N1 −N (0)

1 )−

− f1

[

N1 −N (0)
1

]

+

+ F {N1N2 + (ν̄ + 1)N2 − ν̄N1}+

+ {M1N1 (N1 + 1) +M2N2 (N2 + 1)} (N2 −N1
N (0)

2

N (0)
1

), (D.9)
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APÊNDICE D. MODELAGEM DE DOIS FLUIDOSe
f2

d

dt̄
N2(t̄) = I (1 + 2N2)+

−D2 N2(N2 −N (0)
2 )−

− f2

[

N2 −N (0)
2

]

−

− F {N1N2 + (ν̄ + 1)N2 − ν̄N1}−

− {M1N1 (N1 + 1) +M2N2 (N2 + 1)} (N2 −N1
N (0)

2

N (0)
1

). (D.10)
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