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Resumo

Apresentamos neste #rabalho; um novo modelo tedrico pa-
ra Nﬁéleoé Ativos de Galdxtas ﬁue descreve o egpectro continuo de
part{iculas de massas de repouso nulas (fdtons, neutrinos e gravi-
tong) no intervalo de frequénclas degsde o radlo atéd raios i? . 0
modelo consiate em um.gés de buracos negros emAinteracﬁo com um
campo gravl£aciona} de fundo.

Os modelos anteribrmente propostoc para os Nicleos Ati-
vog de Galéaxias, sejam aqueles que admitenm um.buraco negro super-
magsslvo no-centro da galdxia (modelos de Lynden-Bell e Hillé),
geja o model? de um éés ideal! de buracos negros na auséncla de
campos graQitacionats.de fundo (MGBN) proposto por Vasconcellos-
Guerra s%o também.expostos.

Toda a fundamentac¥o tedérica baseada na Teoria Geral‘ da
Relatividade de Einstein para.a defini¢c¥o e estudo das proprieda-
des das singularidades (buracos negrosg), sejam como um dos poasf;
vels esgtados terﬁlnats da evolucﬁé estelaf, sejaﬁ na forma de bu-

racos negros primordiaté 880 também apresentados.



Caprtulo I
lntroducﬁoleeral

Um dos problemas mals importantes na Astroffsica atual
estd relacionado com o= possquis processos ffsicos de produgso
" de enormes eﬁerglas de radiac¢¥o eletromagnética emitidas por cer-
toz objetos astrondmicos, associados a Ndcieos Ativos de Gala~
- Xias, Quasares, galdxias Seyfert e objetos Bl Lac inserem—se.nes-
ses problemas ( oL . )

Qual (ocu quais) seria o mecanismo'de emissdo eletromag-
nétlca‘mals'ekicéz.paré pﬁoduzlr energlas‘da ordem de 1077 erg/
seg, sete ordené de grandeza superiores a uma das majores gala-
x1as-denominadas normais? Esse fof um problema desde a descoberta
.dos quasares em 12960, e a compreensdo da natureza do espectro de
" linhas do objeto 3C 273 na réglﬁo do visf{vel em 18963, por H. Sch—'
“midt (02 ), que esteve sehpre intrinsicamente figadq ao préprio
problema da natureza desées:objetos e da distanclia que os separa
de ndés. De fato, tal problema tem Implica¢Bes cosmoldgicas impor-.
tantes, visto que se admitirmos que o Universo efetlivamente se
‘expande e o deslocamento para o vermelho .das linhas espectrais
esté de fato assoclado a tal expans¥o, os- quaséfes ndo seriam
apenas os objetos maié distantes de nés; como podertam Inclusive
dar lnforma§6es observaclonals_compatfveis-com uma possivel dis-

ting3o (e portanto, escolha) entre diferentes modelos cosmoldgi-
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cos.

0 estudo de tais objeios teh consequéncias importantes
para a din8mica de géléxtas e para o estudo de sua formag3o e
evoluc%o,_sé pensarmos nos mesmos como estigios mais primitivos
das galidxias normais.0 estudo observacioﬁél desses objetos -tem
sido enfaticamente iﬁtehsif!cado nos dltimos aﬁos. Basta mencio-

nar que o primeiro objeto foil identificado em 1960 (3C 48), em

1967 jé a primeira listagem realizada por Burbidge e Burbidge ji

enumerava 148 objetos ( 03 ) e o dltimo catdlogo de tais objetos

preparado por MN-P Véron-Cetty e'R Veron que data de janeiro de 85

(0Y ) .aponta 2833 quasares e 739 galaxias ativas das quals 236

s3o-Seyfert 1, 73 s%o Bl Lac; e o restanté s3do Seyfert 11 e Ly-
ners. Em recente bfeprinte do European>Southern Dbservatory (n=2
‘.981_— Julho de 85), Barbieri e Cristiani, apresentam um apanhado
no campo de S.A. 94 (2“ 53™ + 02z 20') con placas do telescépio
Schﬁidt UK com obJetivé pblsﬁa, selecionando 208 possfveis novos
candidatos a Quasares em 39 graus quadrados.

Com isto, podémoé adquirir uma idéia do crescimento des—
se campo de pesquisa e da demahda.de novas ldélas para a ‘1ntér—
pretac3o tedrica dos noves objetos e fenbmenos estudados.

Esta tese trata de modeios tedricos paré Nicleos Ativos
de Galaxias que procuram descfever os espectros contfnuos de

emiss3o de radiag3c eletromagnética (fétons), de gravitons e de

neutrinos, ou seja, os espectros contfnuos de emiss3o dessas par-

tfculas de massa nula desde a regi%o do rddio até as frequénclas
de raio ¥ .

Apresentamos duas classes gerais de modelos:
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a - 0 nicleo ativo da galédxia é constituido de apenas um buraco
negro supermassivo; os modelos de Lynden-Bells ( 0S ) e Hills
( 06 ) s¥o discutidos. |

b - 0 micleo atlQo da galdxia é constituido de um gas de buracos
negros; Vasconcellosfﬁqerra @ uma nova versﬁo‘deste, com um.campo
gravitacional de fundo.

0 modelo de um gis de buraéos negros (MGBHN) foi proposto
por Vasconcelloé-euerra (075 e consisté basicamente em substi-
: tuir © buraco negro supermassivo dos modelos de Lynden-Bell e
Hills por um gés de minl-buracos negros, sem Interac3o entre s1
(aproximac3o de gds idéal). A radiag3o de Hawking é o mecanismo
reé;onéével pelo eépectro cont fnuo de emiss¥o de radiag3o eletro-
magnética (thons). O gés de buracos negros aﬁresenta uma distri-
'but¢§o de velocidades de Syngg.((DS ) e una distribuicdo de mas-
sags deduzidas pelo modelo. Na presente tase; tal modelo & aper-
felgoado de modo a Incluir a interagio de cada buraco. negro do
gds com um campo gravitacional d§ fundo; & abre também a possibi-
lidade de explorér modelos de gases n¥%o ideails de buracos negros
(embora por quéétaes de brevidade, isso seja apenas indicado).

Os buracos negros no médélo' original de Vasconcellos-
Guerra eram de Schwarzéchild enquanto que na presente vers3o es-
ges 830 consliderados do tipo Kerr. D.éspectro.de emisgdo contfnua
de grévitoﬁs e neutrinos também sFHo ca}culadbs sem a presenca do
cémpo gravitacional de fundo e com a presenca do campo gravita~
cional de fundo para fdtons, grévitons e neutrinos. As diferengas

entre os espectros de emiss¥o com e sem campo gravitactonal de

fundo s%o também apresentados, a fim de evidenciar mais claramen-
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te Qs-efeitoé do campo gravitacional externo nos espegtros de
emissfo continua. |

Ho capftulo 11, o formalismo da Relatividade Geral e o
conceito de curvatura s¥o discuttdos, bem como as gqﬁacaes.'de
campo de Einstein. No capftufo III,.o fendmeno do colapso gravi-
tacional S luz da Teoria de Gfavltacﬁo de Einstein é.apresentado.
~Parte-se da consgideragio do colapso gravitéclonal de uma estrela
e discute-se também o colapso gravitacional de objeteos com pouca
maésa (buracos negros primordiais). A Termodinémica de Buracos
Negros também =) exgmlnadé nésée cap{tulo; 0 capfﬂulo IV é dedica~
do a elaborac¢¥c do modelo de interaﬁﬁo de cada buraco negro com
um campo gravltacional de fundo. No capitulo V, é exposta' breve-—
mente a fenomenologia dos Niuicleos Ativos da Galdxias (em especial
» do quasar BC 273) e o2 modelos de Lynden-Bell e Hills Ho capi-
tulo VI, o modelo de um gés de_bufacos negros de Vasconc911037
Guerra, o modeio de emissdo de'partfculas per um gas de buracos
negros e © éspéctro de emiss¥o de um buraco negro sio _apresehta—
dos iniclalmente. Entdo, o estudo relativo ao. espectro ;ontfnuo
de emiss3o de partfcuias'de massa nula na presenca de um campa
gravitacional de fundo aplicédo ac ndcléo'atlvo &e uma galdaxia ¢
expostb em todos os seus détalhes. 0O capftulo VIl apresenta nos-
sés consldéracaes finals e algumas perspectivas futuras. Neos
apéndices A, B, C e D, tdpicos de Rel;tjvtdade Geral necessirios
" para uma devida apresentac3o do texto sﬁé apresentados, destacan-

do-se uma breve discussio de Analise Tensorial no apéndice B.



Capftulo 11

0O Formal ismo da Relatlvldade.ceral e as EquacBes de Campo.

Em seu livro ‘Philosophiae Néturails Principia Mathema-
tica' (1686), Newton apresentou as Leis da Mec3nica e da Gravita-
c¥o ( 09).

Uséndo a ?2 Lei'vemos-que a forga exercida sobre um cor-
po é proporcional a massa do corpo sobre o qual esta atua. Da‘Let

de Gravitac3o, esta for¢a também & proporciOnél a massa que atua

como fonte. lIsto 6, podemos definir a for¢ga de duas formas:

F o= ”WALE: ’ | ‘ o | ' (11-1)
e
onde:

m, & a massa inercial

mg & a massa gravitacloﬁal:

a & a acelerag¥o do corpo

§’ ¢ a aceleracdo da gravidade

" assim, a acelerag3o desse corpo ¢ dada pér:.

55=(m\§ | | | .(1'1.-3)
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Para detectar a.diferencarentre as massaé inercial e "gravitacio-
nal, Newton reallzou uma séfle de experimentos com :péndulos de
diférentes.materiais. Entretanto por n%o encontrar qualquer dife-
;encay concluiu que esLaa serlam iguals. Dutros tipos de experi-
mentos com o© objetivp de detectar essa diferenca s¥o dados na re-
ferénctia ( L0 ). Essa lgualdade numérica contribuiu maisg tarde
para que Einstein formulasse o Princfpic de Equivaléncia, como
veremos posteriormente.

Newton enuncia suas Leis em um sistema de referéncia de-
nom!nado 'referencial lnérclal‘. Essas Leis sdo lnvarlantesj por

uma transformacZo do tipo:

X\'z.' ﬂ.?-&— v{"i' '-]_; B
N - ' . (I1-4-a)
t £ + A >

4

onde Eﬁ DeT 956 constantés é R uma matriz real ortbgonal. lsso
& conhecldo como Princ{pio de Relatividade de Galileu e Hewton e
a transformacio como Transformacﬁo.da Galileu.

Com o desenvolvimento da Eletrodin&mi;a Classica pof
Maxwell (1864}, fol demonstrado q;e a luz.é uma radlag3do eletro-
magnética qua-velocida&e de propagac¢do no vicuo & uma constante
c. 0O fato das equagdes do Eletromagnetismo n3o obedecerem ao
Princfpio de Galileu, levou Einstein a propor (19035) ( i1 que
ag Leis da Ffsica sejam invariantes por wuma transformagdo que
mantenha as equa¢Bes do Eletromagnetismo e a veiocldade‘ da luz
invariantes, e a reformular a Mec@nica NHewtoniana, de mecdo que,

também fique invarlante por esta transformagio. Esta transforma-
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¢%0 ¢ conhecida como'Transforﬁagﬁo de Lorentz. 0 postulado ‘que
afirma que as Leis da F{sica s3o invariantes por uma Transforma-
¢%0 de Lorentz & coﬁhecido como Principio de Relatividade -Espe-

cial. A Traﬁsformacﬁo de Lorentz ¢ uma transformag¢do do tipo:

X < /\ZX"”«% o - (I 8)

o .
onde a% e /\ﬂ s¥o constantes que satisfazem as condic¢Bes:
X AP e
/\v ’\6 ’ylocﬁ = Myg : (TI-S-a)

fi 55%:(:’3:.1,@003
MNup = 1-1 sg ‘= p=0 - (I1-5-4)
- D . sE o #p5 ' '

\

A propriedade fundamental da Transformmag¢¥o de Lorentz &

que esta deixa invarlante o témpo préprlo; definido por:

drrs dt™ dx? |
- Ve A XX P

]

Seja uma partficula em repouso em relag3o a um observador
D e com velocidade V constante em relag¢3o a outro observador 0D'.

De (11-4-b),
¢ ot
C{X“’(.':: Aﬁdxﬂ
ent 3o

dxis A dt | . G & B



. A4t (11-

dif'erenciando (I1-7) por dt’

__C_{_ﬁ\& _ /\CD C,.t’-_
dt 4

o

\/,: = ——-_-——-—-/\°
. .
RV N, | | (TI-9)

de (II-5) com ¥ = 5 = 0, temos

L= AT
.: E@ ( /\;o\l - (/\Oo\z
[? Vi - i](/\oa\l

t

e .
/\oc = - i " = \)
[L-N*]
de (11-9),
N o
Ne = NP
D8 outros /\Z ndo s¥o unicamente determinados porque' se
4 : - | « W
Acc leva uma partfcula do repouso a uma velocidade V, entZo, AK‘Rﬁ

também leva, onde R & uma rotacg3o arbltrédria. Uma escolha conve~

niente que satisfaz (il-4-b) & dada por:

/\t&_: 6;3. + \lc\l\r(u

~¥ o

Q

A y = YNy
Com o Principio de Equivaléncia (13907) ( {25, Einstein
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generaliéou sua.Teoria de modo a considerar também  referenciais
acelérédos. Tal Frincfpio‘descreve-o comport.amento de um sistema
fisico afbitério sobre a agdo dé um campo'grayitaclonal externo e
eaté_béseado na igualdade enire as massaé }nercial e gravltacio—'
nal., Como consequéncia desse fato, Einstein deduziu que nenhum
campo gravitacional homogénéo o estitico poderia ser detectado em
.um elevador em queda livre, pols, para os observadores, seus cor-
pos de prova e o proprio elevador responderlém a0 campo com a
mesma éceleracﬁo.

o Pr‘incfpiro de Equivaléncia nﬁo_se rest'ringe' a i::_ampbs
gravttacionaté homog8neos e estiticos. Embora as forgas Inerclais
n¥o cancelem exatamente as forc;s gravitacionais {inomogéneas ou
_dependentes do tempo, podemos esperar um cancelémento apboxtmado
se resiringirmos nossa atenc¥o a uma regid¥o tdc pequena no espa-
¢o-tempo que a varlag3o do eampo seja desﬁrezfvel; |

Vale a pené observar a.analogia' entre o Principio de
Equt#aléncla e.o ax}Oma que Gauss tomou como 'base na Geometria
ﬁﬁo-Euclideana. 0 Principio de-Eqﬁivaléncla afirma que em qﬁal—
gquer ponto no espaco-tempo podemos construir um slstem@ de coor-
denadas localmente inercial em qﬁe a m;térta satisfaz as Leis da
Retatividade Especial. Em seu axtoma, Gauéé assumiu que em qual-
quer ponto em um espag¢o curvo, podemos construir um sistema de
coordenadas cartesianas em que seja valideo o Teorema de Pitigo-
ras. Vemos daf. que deve haver uma estreita analbgia entre . as
Lels da Gravitacﬁo e a Geometf(érnﬁo—EUCIIQGana (Geometria Rie-
mannianal.

Conforme o Principio de Equivaléncia, uma partficula mo-
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vendo-se llivremente sob a acg¥o de forgas de natureza puramente
_ «
gravitacional, exlste um sistema de referéncia % , ©m queda _li—

vre, em relacdo ao qual sua equa¢do de movimento & uma reta:

4N Lo | N O S ED
dr? L |

onde d’r ¢ o tempo préprio

dr¥e - e, d8dy’ | (142

Consideremos agora, um outro sistema de coordenadas X*™ , que pode
ser cartesgiano, em repouso no iaboratérlo, como também pode sér
‘curvilfneo, acelerado, em rotag3o, ou em movimento arbitrdrio. Dé
, ol . .
sistemas de coordenadas % em queda livre s¥o fun¢gBes de XM .As~
gim, de (11-11), tomos: , .
.QL (ﬁﬁ— ibi—\: 0] 0oU AYNDA
drl ox d~ .
o ' 2 WX VI .
Y ik, 2N Ax“_?:o
A‘Td

BXM CS,T..I. B){MBX\’ dr

Hﬁltiplicahdo por 'BXX/B%“ e usando que |
28 %> L 8;[' o {(IT1-13)
M 2N - |
obtemos que a equa¢3o de movimento &
d‘lﬁ*“ﬁ:ﬁd%«udd)g: o . LI;-NB
A

onde ZZA’ é a conex¥o afim, definlda.ppr:'

e a2 . P
Y D xMox
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'O tempo préprio, equacZio (11-12), em um sistema de coor-

denadas arbitério, é dado por
2 o A 4N
A7tz s 20° dx# 28 A= g, dxMde
o xM 2% -
onde'(%d*v ¢ o tensor métrico, definido como

' X, A - | ;
- %¢n)s e Jiig MNxp | (I1-16)
oM aX |
Os valores do tensor métrico e da conex3o afim em um
ponto X, em um sistema de coordenadas arbitriério X* , fornecem
informagUes suficientes para determinar o sistema de _coordenadﬁs
localmente_lnércial %ﬂ(x), nag vizinhancas de X.
‘De (11-15), temos:
/7} b %ol
Cuv = o M >
25 axMox | |
323 retacio '
multiplicando por s dX"e utilizando a relagfio (11-13), obte-

nog

é:m‘%ac _ 7'-7;\ BE‘X

DYMDIX

cuja solugdo é dada por:

o = % BI04 4 65 R0 X,

(L XY+
onde :
a®= ¥(X) = #%= %—5 (X

De (11-16), vemos que: B
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Xy /3
%M\’( X) = ,chx/a ‘é’M év
/‘)%
assim, dados &xy e S%Apgem X, as coordenadas localmente iner-~
cials s30o determinadas até a ordem de (x - X)a , 2 menos na ambi-
guidade nas constantes a% e Hi_. Esse comportamento reflete o fa-
to de que se %" s%o coordenadas localmente inerciais, também o
' : A
I
serdo /\/% \Sﬂ+ c*. Isto é, 77«\; e %/00’ determinam as coordenadas
localmente inerciais SS“ a menos de uma Transformac3o de Lorentz
inomogénea. Como o campo gravitacional nﬁé.pode produzir nenhun
. efeito no sistema de coordenadas localmente inercial, todos os
' b
efeitos gravitacionals estdo contidos em ZZ\; e (%}*v.
Até agora em nossa andlise sdbre partfculas em queda
11¢Fe, vimos que o campo que determina a forga gravitacional é a
conexdo af!m; enquanto o tensor métrico determina o intervalo de
~tempo prdéprio entre dols eventos. Mostramos no Apéndice A, que
podemos determinar o campo CqA) em termos das derivadas do ten-
sor métrico
770’ S5 o ‘
Y = ._L_% :a%;f,\\? + ﬁ%)ﬁ) — h.%,/u,)
N ~
| 2 X S oxM DX

0

Dessa equac%o,AVemos que (3A*9 é também o poteﬁcial gravitacional.
Nesse mesmo Apéndice, mostré-se que uma partfcula caindo llvre;
mente em um campo gravitaciona} descreve ﬁma curva denominada
geodésica.

Um outro modo de introduzirmos os efeitos da Gravitacgdo
em sistemas ffsicos é usando o Prlncfpio de Covari8ncia Gebal;
que consiste em uma vers3o alternativa do Princfipio dé Equivalén-
cia.

O Princfpio de CovariSncia Geral afirma que uma  equacdo

13



& vélida em um campo gravitacional arbltrario se:

12-egta equacio & vilida na auséncia da gravitag3o, isto é, con-
corda com as Lels dé.Reiativldade Especial quando a métrlca-géMj
¢ igual ao tensor de Minkowski MN s @ a_Fonexﬁo affim );;:; ~ se
anuia; | |

2e-egta eéuacﬁo & coQariante, isto &, preserva sua forma por uma
transformacﬁo geral de coordenadas »x — X'

No Apéncice B fazemos um sumirio da Andlise Tensorial
necesgiria ao nosso desenvolvimento,

Nosso préximo passo o Eonstruir um tensor usandoe a me-
trica e suas derivadés, 30 tentarmos construir um tensor ugando
apenas a métrica e suas derivadas primeiras, nosso intento &
frustrado pois eﬁ qualquer ponto podemos encontrar um sistema de
‘boondanadas ém que suas derivadas primeiras se anulam. Consequen-
temente, esse tensor sers Fun¢§s apenas da métrica e isso serid
vadlido em todos os slsiemas de coordenadas. Uma outra possiblli-
dade é tentarmos construir esse tensor usando o tensor métrico e
suas derlvadas primeira e segunda. Da regra de transformac3c da

conexdo afim. Apendice B, temos:

/7 E_L._Js_f’_hzﬁ"' /m, P 2x> 20T
2T o xH* X | 2% oxM XY

que pode ser escrito como:

' yr
2T L RTAL L 2axXr e 7))
DRM*IX 2™ XM I
Derivando parcialmente em relag3o 2 x“, temos:
3 ke ' ', 3
2T av{ﬁf"/’;’;‘_ 2% ‘ax"’"ﬂ;}
xRN M %K 3
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'--.'/ Toxe [Bx“"/z" X }
CPT AxM ax™ ' 'ax“‘ Bx
'l \’l“
- s a:s_ [.D_LP “ 1 - XM oY ]
ox’ | %M o %k BX
s 2XT D70 md,aw‘_azﬂ 200
XY 2Rk > 2x” xS oo,
rearranjando os termeos,
}3X‘T _ ;Xs"l‘ }?“7>\+77’7777>\
DY IxMIXT T X axv AV A

ﬁﬂlﬁa_xlv_&ﬁ“[b N N
AIxM X axk XM

-—7’5‘7‘ ey > \ P ,.__7>\ 3
SRR B T T Y

tomando a equagdo acima com Moo Kk permutados e subtraindeo essas

equagBes, encontramos que:

0 = 22000 - 2Tk 4 T Ty = RN 4

- v TP U " 7ﬁ\f 7ﬁ\T \Tfj N ~ﬁ\P~7\A
%ﬁ“ %Zi" %ﬁ“{gx‘q B —aa;féﬂ ~ B T+ T T

que pode ser escrito da forma

Ay : ) .
T Ry
| Iy %P 3XT B
onde R:lvm » que & o tensor curvatura de Riemann-Christoffel, &

definido como:

> AN ~ X N ,
Wiz 200 285+ 70 - L0 I
K K : ’ _

Ra auséncia da gravitacdo,
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Py

@‘M‘QK = O

No Apéndice C descrevemos algumas propriedades do tensor

.
R vk 7
"Deduziremos agora, as equagles que governam. OS Ccampos
gravitacionais - as equacBes de Einstein.Devido ao fato do campo

gravitacional atuar também ¢omo fonte, as equagles de Einstein
gor3m equac@es diferencials parcials n3o lineares, onde essa n3o
linearidade representa os efelitos da gravitagHo scbre si mesma.

| Dado um ponto X do espago-tempo em um campo gravitaclio-
nal arbitrario, podemos definir um'sistema de coordenadas local-

‘mente 1nerpiai, tal que:

(30;6( X) = Nup

1%:\54(‘5()0 = O
B. Y X_:X .

onde, para pontos x préximos de X, o tensor métrico E}Oq3 difere
de Y« apenas por fermos quadriticos em (x -'Xi..ﬂesse sistema,
para pontos préximos de X, b'cémpo gravitactional ¢é fraco e. as
equacgdes diferencials parciais.linaares.‘Uma vez determinadas ag
equécﬁes de campos fracos, fazemos o péocedimento inverso, deter-
hlnandq assim as equacées para campos gréQ}tacionais fortes.
.'Seja P a denslidade de.matérla ndo relatlivista, A com-

ponente tempo-tempo do tensor métrico ¢ dada por

GooT -(1e2® a9
(Apendice D), onde i§ é o poienclal newtonianc que é solucio da

equag3o de Polsson
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V¢ - Y7TGp ~ (11-20)
Entretanto, a densidade de energia para a matéria nZ3o relativista

oo

T ¢ sua densidade de-matéria £ -
Tea=T P : - ' | (r1-abd
Substituindo (11-19) e (11-21) em (I1-20), vemos que:
VA &7 e T
. %00= -~ G Too . (11-22

essa equagdo leva-nos a admitir que para uma distributc3o geral

erﬂ de momento e energia, seja:

Gup=- BTG Tag . (11-23)

onde Gcgﬁ & uma combinacdo linear da métrica e suas derivadas
primeira e segunda. Do Principio de Equivaléncia, as equagles pa-

ra campos gravitaclionais de intensidade arbitriéria, tomam a for-

ma:
Guy= - 876 Tun - - (1I-24)
onde G,y € um tensor que se reduz a G;qg para campos fracos.
Para construirmos as equa¢Bes de campo devemos observar
que:

le2-por definic¥o, G,y € um tensor;

' 22-admitimos que G,y consiste apénas de termos.que ou sdo .qua?
dréticos nag derivadas priﬁeiras ou lineareés nas‘derivadés segun-
- dag da métrica;

32-como T 4 € simétrico, G,y também & simétrico:

17



: GM\) = GVM

42 -como T)&v é conservado (no sentido de diferenciacio cova-

i'fiantﬁ) G.uy também & conservado;

52-para campos gravitacionais fracos produzidos por matéria n%o

relativista
~ L
G oo = \Y E}oo

A maneira mais geral de copstruirmos um  campo gravita-
cional que satisfaz as condlg¢gBes 12 e 22 & através da forma con-
trafda dortensoé curvatura R;lvk; . Pela assimetria de Rj;,K o
degorre que existe.gbmente doiz tensores qhe podem ser formados
pelé contrécéo ée‘R;:§K. : § tensor de R?éci,

N

Q‘}-{)’ :...‘: @'MXK

e a curvatura escalar
Rz el
= pre
Assim, escrevemos Gy ~ como

Guv = Cy Qp + Cy Fus® (1725

© onde C, e C; sd0 constantes. Da identidade .de Bilanchi, equagio
(C-14), Apéndice C,
" ‘ -
’ L ] C -
G\),M: [——H.—_oz.i + C.z] @-)\)

18



da 42 condic3o temos que ou

Cy = - Cu (L1-26)
2

. ou . : ) : o :
- I . | | | (11-2%
R:ev =0 . - - |

em qualquer

lugar. De (11-24) e (11-25), temos
G

(CL +4CR
= - QUG T

H

Se

R,‘v = ;lﬁl = O
/o BX\)
entdo _
275 - o

%

© que nlo seria verdade na presenca de matéria inomogénea n%¥o re-

lativista. Sendo assim,

CQ,:_-—-'-—E‘—;!‘-.
| 2
De (11-25)

G’/&D’ = C.\.( Qyu.\’ - ;15 %—Mv Q) _ (II:‘lgﬁ

A 52 condig3o determina C,4 . Para sistemas n¥o relativistas:

IfrC}l << \.1750‘

. logo
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IG'..&’ < < ‘Goo‘
de (11-28)

Ry = —i—%;;ﬁk
Para campos fracos temos que:

Fxp = Mep

@ a curvatura escalar & dada por:

RZT Ruw-Roo
Roo = < Reo

2

&

Subgtituindo esses resultados em (11-28)

Geo = 2 Cy R (rr-29
Para calcularmos R ,, . consideremos a paﬁte linear de R)vkvk; ’

equaco (C-2), Apéndlice C,

Q,h)u,\JK"" { 7‘\’ ___%,« Zbag.hkq_ > &
?X IxEIXT IxFoxM Bxigx?

se o campo & estatico

. o
R.,oooo.ﬁ:" O E Qioa.d = L _2,_%_0_0 _
' & DIREBRY
De (11-29),
o~ . ‘-ﬁ. <
Goo = "ZCL(QWOL'Q -~ Q‘BOOD\ = -\CLV %,00'
logo
Cr=1
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e (11-28) flca:

.GM\‘).: QM\J - “i—'%MV Q

que s¥o as equa¢des de campo de Einstein. Contrainde (11-30) com
S}*‘v, temos: .
. ~ @

R-2r =- ETCTL

- e 7"
Usando (11-30) _

. 02’ _‘

No wviacuo tuﬁ’ = 0 e de _(II—Sli vemos que as equagBes no- espago

- vazio sHo dadas por
’ Q},L)) = O

As equag¢les de Einstein s%o fundamentals para a Teoria

de Gravita¢%o visto que permltém determinar o campo gravitacio-

nal, uma vez dada a distribuic¢io de matéria-energia através do

tensor momento-energia T, . Em particular a Cosmologia Relati-

Vvista se utiliza dessas equagBes como sua pega fundamental. A ca-
- da distribuigdo 'I",L_W » obtemos um modelo cosmoldégico gque determi-
na o surgimento e a eveolugio do Universo.

Ha uma grande variedéde de solucles dessas equagles. Unm
excelente texto referente ag éolucﬁés ditas ‘'exatas' 8s3%o dadas

na referéncia ( 13 )

21



Examlnarémos em capftuloa subsequentes algumas das s§1u¢ﬁes ditas
'singulares‘, qué descrevem os tipos de buracos negros que utili-
zaremos ﬁa discuss¥o de alguns modelos dg Ndycleos Atlivos de Gali-
xias. No préximo capftulo discutiremos em }inhaé géfais © colapso
gravltaclonal, de forma a embasar, no contexto astrofisico, os.

buracos negros.

22



Capftulo 111

Colapso Gravitacional, Buracos Negros, Buracos Negroca Primordiais

e Termodin8@mica de Buracos Negros.

111 - 1 - IntreducHio

Uma das conzequénclags mais interessantes e importantes
da Teori$ de Gravitag3o de Einstein ¢ o denominado colapse gra-
vitacional. D resultado desse colapso gravitacional, os denomina-
dos buracos negros, aparecem quando uma quantlidade de materia ¢
muito compactada num voluﬁe suf icientemente pequeno. Neste capfi-
- tule, faremos inicialmente, uma caracterizac%o geral do fendmeno
do colapso gravltacibnal no contexto da Tearié de Gravitacdo de
Eingtein. Analisaremos breveﬁente algumas solugBes singulares das
equac8eé de Einstein, tals 'coﬁo as métricas de Kerr-Newmann,
.Kerg, Relésner-Nofdstrﬁm‘e Schwarzsdﬁild. Em seguida, examinare-
mos as formas de ocorréncia de buracos neéros no contexto fisico,
com egpecial 8&nfase no concelto de buracos negros primordiais de
Hawking. A Termodin8mica dos Buracos Negros & também considérada

em detalhe nesse capftulo.

111 ~ 2 - Colapso Gravitacional

Seja‘Fr © tensor tens3o-energia em uma regi%o do espa

23



¢o-tempo. 0 comportamento do campd gerado por esse tensor & go-

vernado pelas equagles de campo de Einstein

L o

/\..H ’ :

G = 817 | (ITI-1-a)
que em termos de suas componentes é escrita como

Guy = &7 7o _ (111-4-4)

Essas equa¢les mostram como © tensor tens3Fo~-energia curva o espa-
¢o-tempo em torno de uma determinada regi3o. Em certos casos, de-
vido a uma grande concentrac¢lo de massa.‘esse efeito ¢ Lt3o forte
que © espago curva-se sobre si mesmo tornando inacessfvel a ob-
servadores externos, todo e QUalquer tipd de informa;ﬁo_ contida
no interlor dessa regido. U‘interior déssa regifio ¢ o que denoml-
_namos de buraco negro, est;do esse resultante do fenbmenno ou
. processo que 6 conhecido como‘éolapso gravitacional. |

A soilugdo mais geral das equag¢Bes de campo que represen-
ta um buracoe negro, é conhecida como solucdo de Kerr-Newmann iy
) que descreve a Qeometria do espago-tempo de um buraco negro re-
sultante do colapso gravitaclonal.de uma massa ( M ), com caréé (
Q > e momento angular ( L ). Quaisquer outros parametros ou in=
formacBes da constituicdo da matéria colapsada s3o perdidos; Em
coordenadas de Boyer—l..indquist', ("t' L2 G.¢) {15) 2 métrica

que descreve um buraco negro de Kerr—-Newmann, tem a forma
d _%i{d‘t’~-o\seuecf¢]z+ 5_@%&[(’2‘%— o) d ¢ —adtT?
+ _ﬁiC[’l2+ prde’ | (IT1-2)
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onde:

A.E 72 2mm v ot 4 et
PJ‘ = 7%+ oXcose
o= Lim

A equag3o (111-2) deve obedecer a condig%o de vinculo
2

.Essa condig¥o impede a formag3o de singularidades nuas
buraco,negro que n3o obedega (111-3), terd éeu colapso

pido por forg¢as centrifugas e/ou eletrosté}icas.

(111-3)

Qualqueﬁ

interrom-

Ve jamos agora algumas defini¢les de regies da geometria

de Kerr—Newmann:

1-1imite eststico - & a superffcie descrita pela equacio

= N.(e)

L

= Mo+ U ar- alcos®e

(IT1-4Y)

Todos os observadores dentro e na superffcie acima citada com r

e © fixos, devem orbitar o buraco negro na mesma diregio que es-

te reda, com uma velocidade angular dada por:

o= dd/dt

> asene - \NA
(7+ 0¥ sene - VA o serile

25 -
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a >0
. = 0 Paera 4
T S e

2~horizonte de eventdés -~ é a superficie descrita pela  relag3o

T g

L

= maNmioat ot (111~ &)

3-argosfera:- é a regi¥o compreendida entre o limite estitico e o

horizonte de eventos.

Na figura (111-1), temo® a representagido qualitativa do

limite estatico, horlzonte de eventos e ergosfera. Na tabela (I-

11-1)mostramos as métricas dos diferantes‘tipos de buracos negros

exlstentes.

111 - 3 - a - Colapso Gravitacional de uma Estrela.
Consideremos‘uma‘aétrela esférica de massa (M) @ rato

R), sem carga e sem momento angular. Daremos aqui um tratamente

relativista. -

A métrica exterior a estrela & dada por:
2 2 . : ' .
ds®=-e écl*t + e Mty td (1311-7)
onde : o :
d= de+ sentedd®

d- ¢y & A= AW

8o fungles desconhecidas..
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Figura (111-1)

Representactio qualitativa do horizonte de eventos, er-

gosfera e limite estéatico. -
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Tabela (111~1)

Métricag dos diferentes tipos de buracos negros.

[R — — ot — — o -— — - ——— it b iy v

| denominagio | geometria . _ _ | : ]

I |

- ——— —— Ot o — — et e o s S e et e i et et e S i Mt i

| Schwarzschild 1 d % -[.L - lﬁf_ﬂ] cl'g-i- ——d—i ;2 mt A(d e senfodg)
-~ LMy

— . .
I L =0, Q=20 | |

——— .t w—— i~

| b Rg= 2N A uua% |

| Reissner-Nords—- | Clg [i _ ;___+ ,____]d’{j Cf‘?_z + b
| trom 1 ’ ~ 2 4 -QM/Q+&L/TL l
— ' +1 (CIG + SEN GC{(]S .
1 L =0 i :
e o tp= maNmioed' A= 9Ty !
'\ Kerr b od s ;%(d‘[’ —aseneddYy sgaﬁ’a[(flﬂce ydg +
Q=0 \ P |
| [ - O“d%] _@ch o |
: | ONDE i
| ' | Q.2 L /m ] . |
' o, A % 2Mn +o '-M*‘\]ml— S |
l | p": rz,z'.;.cf'cosl.e Vlf (’?++CL) |
I Kerr-Newmann i cls - _é_[d'{j‘ ASEN Gd(f)'\+ -S_E.&._ﬂ[('l Ql\d?()*'
| | P |
ONDE ;
} U | !
o= L/m
[ bopztiama it @ . m t\,m ey
! 'optz o+ alcos’e A= YTy va)
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Com boa precisio, podemos congiderar que a matéria da
estrela comporta-ge como um fluido perfeito. Assim, para descre-

' vermos esse fluido, precisamos dos seguintes parametros:

p(m = densidade de matéria-energla {111-9)
'P(’Y\\ = press¥o | ' - (11I-9)
" N = densidade de bsrions (111-10)
A1) = quadri-vetor velocidade (II]fle

TM\":: ( p+”PLLLM,(Lv+'P%)“ = tensor tens¥o-energia. (I II“‘Q-)

Pela imposic¥o de que a estrela seja estidtica

Mt - dn/d = 0
u® - de/dr =0 (111-13)
Ai#).: Cﬂ¢ /Qi’r = O

. Da normalizag¢do da quadri-velocidade, temos que:

— ey

o .
= Quy AT
= Qeealiut = e’
asglim, . é
W db/dr - e | |
w = o ¢ o | | (LT1-14)

>t |
De (i111-7>, (111-12), (111-13) e (111-14), .determinamos as compo-

nentes do tensor tens3o energia'rﬂv
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Com boa precisZo, podemos considerar que a matéria da
estrela comporta-se como um fluido perfeito. Assim, para descre-

' vermos esse fluido, precisamos dos seguintes par8metros:

p(qq\ = densidade de matéria-energla (111-9)
'p("n\ = pressio | ‘ (111-9)

" 4\ = densidade de birlons : (111-10)
A1) = quadri-vetor velocidade (I1I-14)

fTvu?: (ljﬁ-TﬂLﬁﬁu3+Tﬂ%ﬁﬂ = tensor tens¥o-energia. ﬁﬁfII‘\Q)

Pela tmposicZo de que a estrela seja eststica
M= dn/dr = 0
Mé'—_-‘o[e/c\% o o (111-19)
wb - dp /AT = o

i

. Da normalizag¢3o da quadri-velocidade, temos que:

JISYTEEENEY
‘ :_(}»v;ﬁifﬁuf
:'%ttufgﬁehél%qut
ageim, : ' |
W dt/dw = ef |
o = a ¥ | o - (IT1-14)

>

De (111-73, (111-12), (111-13) e (111-14), determinamos as compo-

nentes do tensor tensio energia'?”v
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. . - (I11-19)

T ?:—_'P'?,“.ZSEN_QJG | T}h): O sE /(,(?f:'))
. No referencial do fluido, teremos: —
Srzd - L o L
& T A
dr e? 2t el on (111-19

Sz A > Sa. 4 | '

© n oe _-¢h RSEN G %95
O = e dt Wre e™T
We. ~nd8 VA neenedP (II1T-/7

: - - :
Assim, as componentes de U e T, nesse sistema, s30 dadasg por:

X = et ME o4 o
| (111-/8)

-~ ~
oo 8

&
:
.
';

i
oT{ :
o> -

TirzTes=p  Tan-Tes=Tg=p (2149
Usando as equagles de Einsteln~e a lei de conservag3o

local de energla, T“?v = 0, podemos encontrar o restante das

equacaés que determinam a estrutura de uma estrela relativista.

Projetando TAY = 0 na direc3o de u, teremos a ‘equa-
J . PR ~
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¢330 de Euler' da hidrodinamicé relativista;

eV - -[Vp +(Vzp)]

tomando a componente

( P + ?\1lq1;? LK?}:

= (Pf—P\ Sgirl = - P

Da componente 80 das equagles de campo,

dn

Definindeo
' Y
Iy = (1 -e - )

asgim,
2N ' - -1
e < (L ~-2m/)

A = _i_éfn(1~;zm-/'z)

de (111-22)

2 dwmy = . E7p
Rt odn
- 31

radial da equagdo acima,'teremos:

- (P Ty Ao 40

| o |
= “(P+?3720M0M0

"z”l[d_ﬂrz(i N e‘“ﬂ' - 8vp

(111-20)

(117-29)

(117-22)

(ITI-23-Q) .

(111-23-8

(111-,,13—0%!

(111-2Y4)



A = | YT pdn + Mo (111- 296

essa equacdo com m{0) = 0O & lnterpretada'comb sendo a quantidade
de massa energla dentro do raio r.

Da componente rf das equagBes de campo,

Gan = 87 Tan
. -2 7_2' - LA el —2.[\. | o | | .
-ttt e Aavtet N dd L o7 p (I11-26)
de (111-23-b)
-an | | - | .
€ = (L~ 2m/) - . (I11-23-d)
gubstituindo em (111-26), teremos
ot YA (111-27)

. = [
dn (T - 2m)\
de (111-27) o de (I11-21), obtemos que:

dp - . Lpsplom« ¥7n3) {1129
dn n(m-2"m) | |

Essa equag3o é conhecida como equag3o de equilfbrio hidrostético
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de Oppenheimer-Volkoff. No limite cléssico, temos a solug3o usual

newtoﬁiana
‘CLP - sz | . | (111-29)

Fora da éatrela; isto é, r > R, a press%o e a densidade
se anulam e m = m(r) é a massa da estrela (M), Integrandoe (I-

11-27) com p = 0 , m = M e a condigo de que §5 (T-w) = O

Deo) = L Onla-2m/a) U130

ea_@ = (1 = 2am/m) | . (III’}O*@—)

- gubstituindo (111-30-b) e (111-23-b) em (l11-7-a), teremos:

ds*. (1-am/odtr, dit
' (1 -am/n)

Ut (dets sentedg®)y (117-7-4)

essa métrica é a métrica de Schwarzschild e é uma solugdo das equ
agfes de campo que representa um buraco negro.

Das equacBes (111-8), (111-9), (111-25), (111-27) e (I~
11-28), com as condicBes de quq."«P(‘l:O) =P 9-@’(11_—_.0):‘50 ,m(’ql:o)z
O o que J@V['Z:R.Fj- €/n_ (1 —Q.M/ﬂ_). podembs construir modelos este-

lares cujas solugdes s3o unicas.

A autogravidade da estrela prové altas temperaturas de

- 33



 modo a possibilitar reagBes termonucleares, Os elementos s%o con-

sumidos na seguinte ordem: hidrogénio, helio, carbono, nednlo,
oxléénlo e grupo dp'silfclo.-A matéria final seré.constltufda_bé—
aicémente de elementos.do grupo do ferro. Como a fus%o de ferro e
de elementos mals pesados n3c liberam energia por Fuéﬁo, © pro-
cesso de produgio de eﬁergia per reagdesz termonucleares para af.

A autogravidade aumenta o'proceséo de contracg¢%o, haven-
do apenas trés estados de configurag¢3o de equilfbrio: an3 brancay
égtrela de neutrons e buracos negros.

Nas an3s brancas a autogravidade é contrabalancada pela
‘pressdo de elétrons degenerados, e o limite méx{mo'de sua masgga &
est.imado é; 1,4 Mo, se_ﬁossuir baixa rotac3o e em 3 M, se pos-
'sdlr'alpa rotacHo. "

Caso esteja acima desse llwtte. os elétrons combinan-se
com os prétons, transFormandOrse‘em_ne;trons. Temos aqul, uma es-
trela de.neutrons. Sua autogravidade & contrabélaﬁcada por neu-
trons—degenerados € sua massa ndo podelexcederlo limite estimado
entre 1,3 e 2,5 Mo .

Se a press%b‘dos neutrons degenerados n¥%o for suficlen~
te para deter o processc de contrabﬁo, a estrela cqlapsa em uma
singularidade, no referencial‘em repousc na estrela. Para um ob-
servador'distante, o ralo da egtrela se apro#lma asgintoticamente

de seu ralo gravlﬁacional (Rg)
Rq = dM : | | (111-31)

a luminosidade decal'exponenclalmente no tempo da forma
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L-: ESUP -2 .’t] o O (111-32)
- L3N37 2m I

e a frequéncla da luz.emltlda é deslocada para o vermelho, so~
frendo um,déslocamanto infiﬁito quando a sua superfi{cie intercep-
ta-se com meu ralo gravitacional. - o

Vale ressaitaf que o raio gravitacional atua como .um
horizonte de eventos. Toda informac3o contida no interiob deste &
inacessf{vel para observadores_éxternos. |

Uma forma de entendermos melhor o colapso gravitacional
6 estudarmeos o comportamento delpartfculas teste caindo livremen-
te em um campo gravitacional descrito pela métrica dé Schwarzs-
child.

Orifent.andc o sistema de coordénadas“de modo que a pro-

- Jjec¢¥o radial da drbita coincida com © =N/2 , temos que:

|

Pe = O

1 _dn

Ty f_;zm/fz) dx

- EFE

i

’-P't' _
(-'1_11—33)

P

?9¢ = TL
Observando que a magnitude do quadri-vetor momento-energia & dado

pela massa de repouse da partfcuia} tehos:

<

Fap P<PP+ 475 = g“ﬂg Py AL = O (111-3Y4)
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de (I11-33), teremog:

2 S L | , :
a3 3 (d“\+—1r=z—;; + %= 0 (111-3%)

(L-~2m/M) T Im d X

Pelo fatec de que pelo Pfincfplo de Equivaléncia, partficulas teste
- seguem a mesma linha de universo {ndependentemente de sua massa,
© que & apropriado na descri¢¥o do movimento n¥o é nem sua ener-

gia nem seu momento angular, mas ag razBes

o

E=tE/m = L= L/ (I11-36)
Deffnindo A\ como i |
N = T/ - . (111-37)

usando (111-36) e (111-37), a equac¥o (111-35) toma a forma

Edl\l: .El - ’\TEF(‘T) ‘ ‘ : (111“38)
dr o

onde

: el | Lry, | E
\/E-F:‘ \-.(..L "‘ QJM/Q)(.L - Ll/'l'z‘)] 2" ' (111"39\

Na figura (111-2), mostramog o grafico de \Jep(q) por
r/M, para vérios valores de‘r. Analisando esse gréflcd tiramos ;
como principais conclus@es que:

1-6rbités com peridélio em L 2>M t&m a‘Forma usual newtoniana,
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Figura (111-2)

Grafico de V@F('li por r/K para vérios valores de L.
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| exceto pelo de.vsl.ocament,o do periélio .. _
‘2-drbitas com periélio em rz.g 10Mm tém uma nitida c_i'it‘erenca .do
comportaﬁento usual newtoniano. |

3-para L/m l\r_' nﬁo ha periélio, quaiquer partfcula que en-
tra, & arrastada para r = 2M.

4-para 2\[5'(]_”“( Y4 , existem 6rbitas ligadas com periélio e
afélioc; mas 'qualquqr partfcula vinda de r = ® & arrastada para
r = 2K |

5-Para .L*: t/m > LI » existem Srbitas ligadaé; partfculas vin-

das de r = @ com.

-

2 o2 Cer
E.< Vrv\a_xt = (4L~ Q-Arvv\\(-l. + L /{/_L"L\"V'J

com

Moy = L Ny = ua /1
& |

atingem o periélio e retornan para. p = (0 ; mas, partfculas vin-

dags de r = & -conm E >Vmax serdo arrast_.adas para r = 2M.

Observando (I11~7-b)

dsiz’:.( ftj\Jr (L~lmlq\d’1 +'1(de+sa~ e-dqﬁ‘z)
L~-2am/v

' N ' |
vemos que quando r —»2M, a métrica torna-se .singular. Qual o sen-
tido ffsico dessa singularidade em pr = 287
Calculando as componentes do tensor de Riemann, vemos

que as componentes ndo nulas desse tensor s¥o prdporcionats a i/f‘l
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(16)», této é, possuem valores finjtos em pr = én. CaLculando a
curvatura lnvarla‘nte,Iz Rt F{,&‘%%S; 918/;7'2/)2‘, vemos dque esta,
em r = O é infinita. Ihtprpretamos esses rgsultados da seguinte
forma: a'geometrla do espa¢o-tempo & bem compbrtada no raio gra-
vitacional, e o comportamento sihgular da meétrica em pr = 2M &
conéequéncia.da patologia do sistema de coordenadas usado; em r =
0 temos uma gingularidade fisica no espago-tempo.

Devemos portanto, encontrar um sistema de cceordenadas
onde o comportamento singular em r = 2M seJa.removido. Um sistema
de coordenadas adequado a tal propdsiteo & conhecfdo_como gistena
de coordenadaé de Kruskal-S5zekeres. Nesse sistema de coordenadas,

a métrica de Schwarzschild é dada por’

/. - "
dszm (32m /fz\e 'lm( ~dvre du®) +

+-Q&(del+.sa:\ng“@d¢5ﬂ B - (III-4®)
.onde r e relacionadorcom ue v_pelg equagdo aﬁaixo
rL/2m | \ ‘
Mam-De s uwtovt (ITT-4d)

A coord@hada radial sem dimens3o 4 e a cbdrdenada temporal senm
dimens3o v est30 relacionadas com as coordenadas r e t de Sch-

warzschild por:

= (Vam-0"e"" " osh H‘/ii M) PARA
| | [ n>am

¢ = (Uim-nre se,\;m/qm\
(I1I-42)
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:. U Ym

M= (L Wtsz eMA(é/mm ParA

N = (.LJ)/Q.M\ e ceslxcf/\lm\ |
| , (1TT-Y42)
I1l - 3 - b - Colapso Gravitacicnal de Objetos com pouca Massa.

Além dos buracos negros formados por evelugio estelar,
existe um outro tipo de buraco negro, denominado de buraco negro
~ primordlal. Tais buracos negros podépiam ter sitde formados nos
bfimélrés estdgios de evolucﬁo.do UniQerso (17>, agul conéidera—
do apreciavelmente inomoééneo.

Caso a densidade de matéria em uma regi§§ fosse maiof
qﬁe a densidade médla‘em sua vizinhanga ou se a taxarde expansio
.foése baixa, a forca gravitagioqal poderia sobrepof a forgca da

éresséo e a énergia éjnética da materla em expans3o. Para sobre-
'por a forga da press¥o, a energia gravitacional,—:n-, terié que
.ser.maiop éué‘a energia fnterna JA | |

Quando a press‘éo (P) é/,£/3 e Ur--'/u_ a3 condigio
necessdria para que ocorra o ‘colapso &, ] ' .

PR >~ 1 o (I1II-Y43)
Quando ’P:},{oeo%(ﬁjuo}' e U~,uo Q?‘éo%(,u/};(,) a condi¢¥o para que

ocorra o colapso &
AR >~ Ue G | CxIT-4y)

Considerando que a regido colapsada n3o possa formar um Universo

desconexo do nosso, temos que
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-%Q&Ni

De (111-48) e das condic¢®es anteriores, (111-44) e (III*43),_Ino

momento do colapso

/LLQ:LN.L | PARA P = /3

/7,53 -é’o%,;‘!«i; < R« ﬁgi' ‘P#ﬂn‘\ ?_’;‘“/uo@o%j’é

Como o colapso gravitacional'é.essenciaimente um fena—l
meno cléassico, & pfovével que © ralo de um buraco negro péimorv
dial seja sempre malor que o. comprimento de Planck (.iéﬁgﬂh). Bu-

'facos negres com raio qcima desse valor, teriam uma massa acima
de _LO-%_ .

- Depois de fofmad&é,‘esses bubacoslnagros primordias au-
mentariam sua massa por acrescimento. O primeiro cdlculo da taxa
de acrescimento feito por.Zeldovigh e Novikov (18 ), mostra que

considerando o acrescimento como um processo quasl-estaciondrio,

essa taxa 6 dada por:
ﬁo\\_—“gmMQ‘%m/xW‘ o | a11-49)

-2 , : : .
onde jA (/Lerf }.é a densidade_de fundo do Universo de Fried-

mann. Assim;
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M~ — 1 -~ - (11I-s0V
1 fy :t;('i;L L \ i _ ,
’ ©

onde Mo & a massa Inicial do buraco negro e t o, o tempo-de for-
mac¥o. Para Mypequeno comparado a te , a.difgfenca M- M, perma-
-necerla pequena e © buraco negro cresceria pouco por acrescimen-—
to. Para M, da mesma ordem que to oé argumentos iIndicam que M
~%t, Isto &, o acrescimento faria com que © burace negro cres—
- cesse a4 mesma taxa que o horizonte de particulas, levando assim a
uma inconsisténcia com as obserQacﬁes atuais, que mostram que o
Universo & homogéneo‘em larga egcala. Entretanto, podemos supor'
que “os buracos negros cresceflam com a me%ma taxa do horizonte de
particulas apenag durante a época em que qD:}L]3. Nesse caso suas

 masgas cresce;riam de 10*° a2 10*"Moe.
Entretanto, Hawking e éarr ( 19 ), mostram que a hipdte-
ge do acrescimento como um'péocesso quasl-estaclondrio n%o é uma
boa hipdtese é gque © aumento de massa por acrescimento n%o &

mator que uma ordem de grandeza de sua massa.

111 - 4 - Termodindmica de Buracos Negros.

| A primeira cohe#ﬁo entre buracos négros e Termodinidmica,
fol dado por Hawking, quando démonstrbu que a drea do horizonte
de eventos n3o decresce em qualquer que seja o processo envolvi-
do.No caso de haver uma coalescéncla de dois buracos negros de .
dreas Al e All, a drea final, A, , é maior ou igual a soma das

dreas iniciais ( 10 }, confeorme a figura (111-3)
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_ buraco | i
A negro !

. final
tempo
AR buracos
1T ——= negros
R inicials
espag¢o ;

Figura (111-3)

_ Quando dois buracos ﬁegros com'éreaé'hl e Az coales-

cem, o buraco negfo resultante, com drea Ay , obedece a relagdo

As > A; + A,
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Ag' 2} F‘i‘*’ Az

Se o buraco négro aumenta sua massa, sua 4rea também aumenta,
conforme figura (111-4). A drea do horizonte & andloga 2 entro-
pla.No caso mals geral (buracos negros.de-Kerf-Hewmann), a drea

do horizonte de eventos & dada por ( 24,

. . 1 _
Ao Tl e am*(i - avmi- /M uir-s2)

onde
% 2 2 Y
LM e L4 M
Uma importante.conséquéncia do teorema de Hawking, € a impossibi-
.1idqde de decaimentoc ou quebra de um buraco negro (L.
Essa forte analogia entre a drea do horizonte de eventos

com a entropla, leva-nos a denominar o teorema de Hawking como

Segunda Lel da TermodinSmica de Buracos HNegros,

dA>o0 R S ans?
Diferenclando (111-52), temos a energla‘total do sistema

dﬂ’] K dA +£Lo“. + ngQ CgILsY)
]U

qué.correspondé a Primeira Lei da Termodin&mica de Buracos Ne-

gros, onde:
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buraco
negro -—
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de eventos

matéria
senqo
absorvida

tempo

espago

Figura (111-4)

Quande um buraco negro absgsorve matdria, sua irea

ta.
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é a gravidade superficial,

k

—
-

YF (e~ M) -- (111-55)
n S | |

'_Qﬁ'G//TL | SR - (II-56)

M A

é a frequéncia angular de rotagdo, é

@) - ﬁ%&m (L11-S7)

é o potencial elétrico no horizonte de eventos.

o

Comparando (111-54) com a Primeira Lei da Termodinamica

dU . TdS ~-PdV a (I11-58)

onde:
u é a energia interna
S é a entropla .
P é a pressdo
A é o volume
venos que se a area (A) corresponde 3 entropia (5), a gravidade

suberficlal ( X ) corresponde a temperatura (T). Os outros termos

correspondem ao trabalho feito (energia extrafda) referentes a

mudangas do momento angular e carga elétrica.

Pode-se mostrar que a graﬁidade superficial & constante

no horizonte de eventos <°23 ). Esgsa 6 a Leil Zero da Termodin8mi-

ca de Buracos HNegros.

46



A lgualdade de (II1I-3)
ma' L 2 - . .
leva a uma gravidade superficial nula, com 4rea do horizonte de

eventos dada por:
A= 9Ll miec®] -_ (111-69)

Um buraco negro dessa forma é conhecido como buraco negro extremo
de Kerr-—-Newmann. Se
m* K Qo (I11-61)
o horizonte de eventos desaparecerla, e terfamos uma singularida-
de nua, isto é,.a gsingularidade poderia ser observada. A n3o
existénclia de singuléridades nuas no Unive;so & denominada de Hi-
pStese de'Ceésu;g Césﬁica; A censura césm{ca implica na inatingi-
bilidade do zefo-ébsolutb, K =0, que corresgsponde a Terceira Leli
da Tefmodlnémica de Buracos Negros.

Na tabela (111-2) ,mostramos um quadro comparativo entre
a TermodinBmica usual e a de.Buracos Negrosg. ‘

Consideremos um buraco negro de Schwarzschild, teremos:

A = Lelm® ' | | (111-62)

K < 87an o (111-63)

Para um buraco negro com energia finita, temperatura zero impii-

carta entropia infinita, Sabendo que
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Takela
Quadro comparativo entre a Ter

Negrds.

AL A Ak At M A U S Py o it it S, Mt i} Sl M S P PR W T S T o o o Al <

| Termodin8mica

i e e ke L S L et S —

| Lel Zero: Se dols sistemas ou

| duasg partes do mesmo sistema

| est¥o em equilibrio termodind-

| mico, entdo eles estio a mesma

| temperatura,

.

| 12 Let: Em um gistema lsolado,
| a energta total desse sistema

} é conservada.

| du TdS - PbdV

—— e el e e e

i — o v —— —— i g T

| 22 Lei: Durante qualquer pro-

| cesso a entropia de um siste-
| ma isolado aumenta ou perma-

|l nece a mesma.

. ds o0

| energia total do sistema é

| congervada.

(111-27

modin8mica usual e a de Buracos

e L T

}

—— v S T - ———— — e oy ——

| Lei Zero: Para qualquer buracol
| negro em equilibrio, a gravi- |
| dade superficial K & constan- |
|

te sobre toda a superficie. |

e

ot i i s

| 12 Lel: Em um sistema isolado, |

Il incluindo buracos negros, a i

}

d= kBT +a.dl + $d&

W\ T
t A drea da superficie |

I de um buraco negro, sempre i

| permanece a mesma ou aumenta, |

| durante qualquer processo, |

, dA =0

| 32 Lei: ¥ impossfvel reduzir a
|" temperatura de um sistema a
| zero, por um ndmero finito de

| processos.

"1 nito de processos.

| 32 Lel: £ imposs{vel reduzir al

| gravidade superficial K de um |

| buraco negro por um niumero fi-1|

|
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energlia = 2 entropla x temperatura ‘ ' h (111- ¢ 4)

de (111-62) e (111-63)

——————

Rt d

M= Ak SR '  (1I1-65)
- Yu : | "

Observamos que o lado direito dessa equacdo é o produto de duas
quantidades finttas.
0 entendimento desse problema é clarificado quando rela-

_clonambs
informnac#o «— entropia negativa

Cémo-estimar‘a qﬁaﬁtidade de lnférmacﬁo com o tamanho do
buraco negro? ﬁawking sugeriu Qué cada partfcula contribuiria com
um ‘hit'* deAinformacﬁo. Assim, terfamos que calcular a quantidada
de particulas para formar um buraco negro de massa M. De acordo
com a Ffsica Clédssica, esse mimero seria infinito, pois .poderia;
mos escolher parifculas com massaé arbitfariameﬁte pequenas, o
que nos levaria a uma eﬁtropia infinita,

Uéando a Teoria Quintica, ogse probiema & contornado.
N%o podemos escolher como constltuintqs dos buracos negros, més—
_sas arbitrariamente pequenas, pelo fato de que a energla das par-

ticulas estd relacionada com o comprimento’ de onda por:

E- h/> f o (I11-6€)
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@ no mfnimo, o comprlmenté de onda éssociado a cada partfcula de-
ve ser menor que o tamanho do buraco negro,. Escolhendo' >\““llﬂ,
.a energla mfhlma das partf{culas & da ordem de l\/ﬂ\‘. 0 numero
méximo de tais partfculas em um buraco negro de massa ‘M, & eﬁ

torno de M" /V\ Assim, podemos estimar sua entropia como :
N
S = Sem/i (1T1-67)

onde k é constante de Boltzmann e %; € uma constante a ser de-

terminada. Usando (111—62) encohtramos ques

> (Hnlg)A . | o (IIX~6€0;

De (111-64),'temos que a temperaﬁura &
T- mlas

(zén\h‘:—r\m - - (IH‘E’Q—Q\

Usando (111-63) em (111-69-a),

(111-69-6)

T- (2h\K

K

Os resultados expressos em (111-68) e (111-69-a) s%o

exatamente o que esperdvamos das Leis da TermodinSmlca de Buracos

Negros.
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O que aconteceria se atiréssemos um corpo com determina-
da entropia em um buraco negro? A entropia do Universo diminuiria
» 8eria a resposta. Como um observador externo n%o poderia verl-

ficar se a entropia do Universo diminuiu, a Segunda Lei da Termo-

din3mica de Buracos Negros torna-se um tanto abstrata. Para con-

tornar esse problema Bekenstein ( ;L’) generalizou a Segunda Lel:

‘A entropta comum (Sc) mais a entropia do buraco negro (Sb) nunca

diminui®,

Sz S+ S o0 (111-70)

Uma grande dificuldade com a Termodin@mica de Buracos
Negros surgia quando imaglnévaﬁos um buraco negro com uma tempe-

ratura Tb, imerso em uma caixa onde havia radiacao a uma tempera-

~tura Tc. Da Primeira Lei, a temperatura do sistema deveria entrar .

em equilfbrio térmico a uma temperatura Te, situada entre Tb e

Tc. Entretanto, como o horizonte de eventos funciona como uma

membrana assimétrica que 86 permite a passagem em um sentido (pa-
- ra dentro), a radiag3o da caixa seria totalmente absorvida pelo
buraco ;egré. Nessa situac¥o, o buraco negro estaria a uma tempe-
ratura de zerobabsoluto. Esse problema fol resolvido por Hawking

e serd abordado no capftulo VI.
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Capftulo IV

Em Direg¥%o a um Modelo de um Gas de Buracos Negros em Interac3o

em um Campo Gravitacional de Fundo.

v -1 - !ntroducﬁo
Um dos objetivos principais desta tese & elaborar um mo-

delo de unm. gés de buracos negros em interacﬁo com um campo gravi-
tacional de fundo. 0 gés de buracos negros pode ser ideal ou
constituldo por buracos ﬁegros que Interagem entre si. A motlQa—
¢%o para tal estudo tem um duplo caréter:'l*invéstigar o feé&meno
do ponto de‘vlsta da Teoria de Gravltacﬁo.de Einstein, encarado
como um problema de Relatividade Geral relativo 2s propriedades
dos buracos negros, suas intera¢®es mituas e com campos gravita-
.clonais; 2-elaborar um modelo tedrico para os Nicleos Ativos de
Galaxias mais completo que o modelo desenvolvido anteriormente
‘por Vasco;celios e Guerra ( 87 ) para tais objetos. Dessa forma,
o prbblemé é tanﬂo encarado como de enteresse intrfnsico em Teo-
ria de Gravitac¥o como de interesse de aplicac%o a Astroffsica
dos Nuicleos Ativos de Galiaxtias.

| Com esse objetivo em visté, procuraremos primeiramente
responder a quest¥o: Qual seria o movimento de um corpo com spin
em um campo gravitacional externo? |

Para tempos de ordem muito pequena, a Interag3o seria
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predominantemente newtoniana. Mas. considerando o problema em sua
general idade, devemos fazer corre¢Bes relativistas éb movimento
newﬁonianq, que seria modif i cado pela' interag3o spin-dérbita e
Epln—spin‘do buraqo neéro com o campo externo. Traparemos esse
problema ﬁsando o método prqﬁosto por Fock e desenvolvido por Pa-
papetrou(QZS—). Mostraremos qﬁe em particular, quando o corpo é
congiderado uma partfcula monopolo (single-pole), o resultado enr
contrado concorda com o de Infeld e Schild, que trataram o pro-
blema acima citado utilizando o método EIH (Elﬁsteln—lnfeld-ﬂoff—
mann) (;LG 5. A seguir damos o resultado da interac%o do corpo

.com spin com o campo de fundo.

v -2 - Cdnlidoracﬁos Gerais.

Assgmimos qﬁe a dimens3o da partfcula teste é muito pe-
quena'compérada com o'combrimento_caracterfstico do campo de fun=
do. Assim, a partfcula ira deséréver um 'tubo estreito' no espaco
—tempo; Escélhemos uma linha L nesse tubo, Cujés coordenadaé X
representar3o o movimento da.partfcula e X¥é func¥o de t = X' ou
do tempo préprio s. Para‘caracterlzar a  partfcula, assumiremos
que THY sgeri nulo para todo ¢ Foéa da esfera centrada em XL e
tendo ﬁm pequeno raio R: Para termos um resultado rigoroso, te-
rfamoé que.f‘azer R— 0. Seja §x% = x%- X*, e consideremos as

integrais feitas no espaco tri-dimensional com t constante,

MY gIRY) < ' ALY :
THdv | [T v, [6x sx? T77dv, .-
Unma parttcuia monopolo é definida como senao uma partfcula que
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tem no mfnimo uma das integrals
MY
[ dv

diferente de zero e todas as outras tguais a zero. Para uma par-

tfcula polo-dipolo, no minimo algumas das integrals
M ’ v
| v E Sx* T *dv

880 diferentes de zero, e todas as outrag sio igdais a zero,
Com as consideragBes aclma, nas se¢les posteriores, de-
terminaremos as equac¢Bes de movimento das partfculas monopolo e

pelo-dipolo.

IV = 3 -~ a - EquagBes de Movimento de uma-Partfcuia'Honopolo.

Temos da 'equagZo dinSmica’ que

I X3
2T, TS T (1v-1)

. N } v .
Tomando a expressio para 2 (x*TH*) o usando (iV-1), temos

ox

que

| o ) | |
2T o TR < L T (1v-2-a)
oX 7 o ) . '
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Integrando (1V-1) e (IV-2-a) no espagoe tri-dimensional com ¢t

constante,

‘%'(qud\l =‘[a§oﬁv | - | 1v-3-a)

F“"'

L:L[x“de\:: T“@.- fx"‘aff"T"“’)dv (w~\i-0\)_

. No interior da partfcula, . podeﬁos desenvolver a conex3do afim

em sérle de poténcia (o fndice o significa o valor no ponto X %)

A (7"‘
//xvr“-o;uw /va*éx on

Substltuindo-(iV—S) em (IV-3-a), considerando a partfcula como

monopolo e omitindo o fndice o,

.CL[T dv + ’/ij'?““"vdu o (\v-3-8)
d{’ S | - |

Fazendo esse mesmo procedimento com (1V+<4-a) e considerando

(iIV-3-b), temos:

[TMMZ %Q{Tﬁ”du SN CIRURY

Def inindo

M, M“(T"‘ﬂd\r | (19~ 6)

55



o Ay
s ds

dst = qued XdX

as equacfes (1V-3-a) e (1V-4-b) sHo dadas por

o ' :

g—' Jl’l“{) + Tuy M*2 0 | o (v-3-0)
s\ , | .
«f3 g | _ ' | ' :

Mo uxmP - C(IN-Y-O)

Mq

Tomando p = 4 om (IV-4-c),
5“4'_ SN
M = oM

- i 4y 2
Introduzindo o resultado acima em (IV-4-c) e chamando W= M/(17)

entio
2 T VL
Colocando essgse resultado em (IV-3-c), teremos:

ﬁLtmm'+ (QSWJA’“M" = 0 CoaN-3-d)

que contém tanto a equagZo de movimento quanto a equa¢do para m,.

Kultiplicando (IV-3~d) por “d;' podemos Separar' essas equagles.
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_ Aggim, .

Das equag¢fes acima, (iV-3-d) fica

,cLLf | ,m,/w‘bu 0

que s3oc geodésicas dolcampo e&uv e é o mesmo resultado encontrado

por Infeld e Schild.

A seguir, tfataremos © movimento de uma particula polo-

dipolo.

IV=-3=-Db - Equagties de uma Partfcula Polo-dipolo.

kL
Tomando a expressio %_(X« ﬁT )e usando (IV-1), te-
><

mos
> (X*XPTTE ﬁT"““ T AT THY
2 AXTXET ) e % + X ~ X %X
oOX°® | (I\l-@
Integrando a equag%o (IV-1) no espago tri-dimemsional com t cons-
"tante, usando a expansﬁo em série da conexfo afim (equacio

(IV-5)), omitindo o fndice ¢ e considerando ainda que a particula

~seja polo-dipolo
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Ty = AX[ T g fon T

ot dt ot |
. Al ST | :
Repetindo novamente 5 pbocedlmento acima e usando (IV-7), .(IV~8- |

.a). temos de (IV-6)

_d,x"‘[ syt T dvy ‘%ﬁ]é < TV dy :[éx"‘ T v
dt | -

- Sxﬁ’Td‘@dV o | o (tv-9)

A partir de (IV-7-a), (1V-8-a) e (1V-9), podemos deter-

minar as equag¥es de movimento. Mostraremos agora como encontri-

las.
Def!nindo_as quant idades
M”‘"“’_-_-qujéxx Tdv - (1V-10)
S ISx"‘T”‘qdv - 'fs % T %y (IN-10

) . ) i
(a equag3o (1V-11) & a definic3o de momento angular). De (IV-10)

e (1V-11), (IV-9) pode ser escrita como:

M\-I(mc(ﬁ‘ﬁ‘_{_ mﬂ&'@\z'udmﬁ'ﬁ‘q*_kkﬁ:mxx‘q (-[\I'l«l)
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Tomando permutag¢des cfclicas ae X3y em (1V-12), somando as

duas primeiras e'subtralndo da dltima,

2 mo'(/s‘«f:_ o [Py mwm] +laﬂ{mo{wﬁ mmﬂqu}

_‘_ij[ A - m’“‘“‘] (1V-13-Q)

Tomando (IV-12) com % =
Yy <pY Ay 4y - x4y
P e ) O e e e
e usando (l1V-10) e (1V-1il), teremos:

AT (S S M) - (MW STUR)

o (IN-13-¢)

Usando (IV—6).e (lV-lOf, podemos escrever (1V-8-a) da

forma:

.Mxp’: Mdsm{j‘l“ _g__,(_mj‘qu> _ ‘ZZfﬂ/}OC/AV (I\]-Q-@)
A S :

tomando ﬂ = 4

ML ™ :“’ %\_( mq\ _ 7 mem (1v- 8- ¢)
. AL S

substituindo em (IV-8-b)

mo(ﬂ: JL;[.AL.? m“l‘-l“ é-{{ (mﬁ‘”j _ zgmﬂ/‘*"] 4
AT | AL . S
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Tomando permutag@ies cifclicasz ae X3y em (1V-12), somando as

duas primeiras e subtraindo da tltima,

2 mo'c(av; e [ m_ms\u+ m e q] +,Q\ﬁ[m°< el m*a’\qu_]

Mv-[ M=rY m(mq]‘. | (- 13-Q)

Tomando (IV-12) com W' =
Hr( <Y ri»d*l) &y PYY c A A HY
JTRR N + M = M + "M
e ugando (i1V-10) e (IV-1l1), teremos:

A:mqrw?( v, S ﬂ) JL;L,(S M . 5\6‘\1 /5)
A (IN-13-8)

Usando (IV-6) e (IV—lOﬁ, pedemos escrever (1V-8-a) da

forma:
e o vl R R
M st | o
tomandeo ﬁ = 4
M a ¥ g\_( W\ jj:moc,uv o (1v-8-0)
. AL 15 '

substituindo em (IV-8-b)

m“m—_-...&%([_&_{: N g (mf*;‘i) _ afm““”J +
AT sl Y
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~ i_m?“’ Ty MY C(1y-8-d)
. | -

Dutra relag3o” importante & obﬁida de (IV-8-b), obserwvan-—
do (1V-6). Vemos que M2P = ¥PY | Assim,

..LL_M[H _AA_ mqu d’g"‘ﬁ_{_ N m/’w‘) /ﬂﬂ’mooow

A o ds fua

(1N-19-0)

Tomando as equagles (IV-11) e (IV—B—C), a equac3do acima fica:

Y VI YR oY o< ey 1
dS™, w ds™ urds (/w _@?)mw
ds Y ds /u” ds VS B o

-*(f,ff _ﬁg_ ﬁv"’)m”""‘" _ 0 (1v-1Y-4)

Easa equacgHo nos da a equag3o de movimento do spin.

Substituindo (1V-6) e (1V-10) em (IV-7-a),

f\i‘(’%’q) b Lo T, e MPT2 00 (=70
st ) o ! o

“onde H*” e N 2””’ s3o dédoé.pelas equagdes (IV-8-¢) e (1V-8-d).
(I1V-7-b) & a equaglo ordindria da partfcula no espago.
Colocaremos agora as equagSes (1V-14-b) e (1V-7-b) na

' 4
- forma covariante. Temos que a derivada covariante de § %P & dada

& .
por ])fi}e, onde:

Ds
X3 o A
—_%g(ﬂ ,d_S ‘ /qv 5“_,(,("1— 7/1)) S“MM\; (IN-1S)
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. Subgtitulndo o vé!or de Hsugm dado em (IV-3-b) e uéando (1V-15),

a equacgido (IV?14-b) pode.ser escrlita como:

%S + AU f‘%s R ,L(P%S:p“ (IN-1Y-O)
S o

Ugando agora as eguagBes (1V-8-c), (1V-8-dle (IV-135), podemos co-

locar (1V~7-b} na forma covariante

ﬁL(”mu +uﬂ1§‘f*)+ Tus AL (o MM s DS

Y
MY o - 9
S 5'( {MCS}A 4 7;{7;/7/’) - 0O | (I\ - F=C)
onde .
Sy Akq v P
A W I\t A S ), L, DS
(Y ) ,a» | /LLL‘ P:Ds
. | (I\r—tg\_

Observando a definicﬁo'do tensor de Riemann-Christoffel em (IV-7-
c), teremos a equag¥o de movimento de um corpo com gpin em um

campo gravitacional de fundo

D (amu +uﬂ,j)5°<ﬂ) v L SPUTR o = O
Ds Ds 2 | (1V-7-d)

Notamos que a equag3o acima se reduz a (IV-3-d) guando §%
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= 0 e que pelo fato da part{cﬁla possuir um spin n%o nulo, sua

érbita n%o sers mals uma geodésica.

Podemos representar a métrica de um campo gravitacional

_sem carga para r grande por ( 16 )

ds*~_[1 . 2m + _ml)dt Végﬂix"dh\x‘
i n< ] n3

+(1+_2m+_3322i") gwdx?ﬂxk (v-17)
g et ‘

og paréfmetros me J = (Jy+d,0d3) sd0 res#ectivamente massa @ mo-
mento angular do eépaco—tempé.

Conslder;ndo um campo dessa forma, podemos agora encon-
-iran a equacﬁs de movimento de uma2 particula com epin usando o

formal lsmo desenvolvido nas sécées precedéntes e mostrar que (L7

), (289,

._d_i. = ix?- . (I\J*/Sﬁ
dt - | -

<L ﬁ—%ﬁ + o (I1y-19)
j{_gqs = zl. 3:“ -+ 3% (J_:"A)' [IU—Q,O‘ il
. . ]Z3 .

o= 3m (TxV) (1v- 2)



|

Podemos interpretar a equag¥o (1V-18) da seguinte Fobma:
a frequéncia angular de precsssﬁo.~5\_ =-j1~&s+—gLs~66 resultante
da interac3o spin-spin e spin-dérbita da partfcula com o.campo.ex—
£erno. o |

Resultado idéntico ao dado acima ¢ encontrado por O'Con-
nell c2.9 > usando interag%o gr-avlt.ac:lonai de Brelt.

Concluimos analisando esses resultados que o efeito do
campo, até a ordem de grandeza considerada em nossas aproxima-
¢Be=, seria o de Induzir uma velocidade angular de precess3o 2
ﬁartrcula. dada pela equécﬁé (1v-19).

Conslideremos, em éeguida, um modelo que vamos propor pai
ra um gé4s de buracos negros em interac3o com um campo gravitacto~
nal de fundo. £ evidente que n3do consideraremos o problema em to-
da a sua genera[idadef 0 que procuraremos estudar neste trabalho
& um éisteﬁa constitufdo for um gas ideal de buracos negros em um
campo gravitacional de fundo, éujo efeito sobre cada buraco negro.
& adiéionar a eate uma frequéﬁcla angular de‘roﬁacﬁo a frequéncia
caracterf(stica do buraco negro em gquest¥o. Evidentemente, seria
uma extens3o n3Fo excessivamente complicada. em princfpio, consi-
derar algum modelo de lnterac%o entre o8 buracos negros gque cons-~
tituem o gds em estudo. MaS'estamos preocupados inicialmente no :
efeito do campo gravitacional externo no comportamento do gas. Do
ponto de vista do modelo astroffsico para o8 micleos ativos de
galédxias, tal campo de fundo poderia, por exemplo, ser produzido
pelo anel de acrescimento. A simetria de ﬁbsso problema, no en-

tanto, n%3o teria necesgariamente uma simetria cilindrica como se-

ria de se esperar no problema- astrofisico em considerac¥o. Unm
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coﬁportahento dé um gas de buracos negros sujqito a campos gravi-
tacionals externos com simetrias determinadas (esférica, cilin-
drica, eﬁc.) estd sendo estudado presenteﬁente peio autor, mas
ndo é parte desse trabalho. o

Neste trabalho, a partfcula de Fock-Papapetrou~Schiff
(FPS) & associada ao buraco-negro de nosso modelo. Dessa forma o
buraco negro de nosso modelo, que é um buraco negro de Kerr, i{n-
terage com um campo gravltacfonal de fundo nog termos do modelo
de FPS..

Asgim, como poder{amos considérar uma evoluczo de noséo
modelo de gés'de buracos negros com ou sem interacgio entre si e
com ou sem intera¢%o com um cam#o gravitaclional de fundo? Cons)-
deramos esta quest3o em termos de uma abordagem. de <cenirios de
complexidade crescente. Em capftulo poster#or examinaremos a

quest¥o do espectro de emiss¥o cont(nua de partfcﬁlas de massa de

- repouso nula (fétons, grévitons e neutrinos) pelo gds de buracos

'negpos de nosso modelo e sua aplicag¥o ao espectro contfnuo de
emiss%o de pértfculas de maséa.zerb por um nidcleo ativo de gélév
Xla tfpico, no nosso caso, o quasar 3C 273,

1V - 4 - Cenérios.

Nessa sec¥o trataremos dos varios cendrios que neos leva-
rta ao modelo de um gas de buracos negros em um campo gravitacio-
nal de fundo ( %M" ){_(aqui aésun.udo como dado por (IV—i?)), con-
slderando suas InteracBes mutﬁas. A analise serd feita na séguin—
te ordem: |

12 cago - um buracol negro com ( 9)0’ )1._ = 0
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22 caso - um buraco negro com ( g}u» )+ #£0

42 cago ~ 2 bura;os negros com interacﬁoreﬁtre 81 & com ( %£uv )f
52 ¢aso - 2 buracos negros éem interagdo entre =i e com ( E}}yv )f
62 casol~ 2 buracos negros com intgracﬁo entre si e com ( S}?Lv)f
72 caso - up gés de buracos negros sem fnteracﬁo'e gom ( C%Alv-)f
82 caso - um gds de buracos negros com interacﬁp e com ( (%;rv g

92 caso - um gds de buracos negros sem interac3o e com ( '(%;ro )f

o

32 caso - 2 buracos negrog sem. interagdo entre s1 e com ( E}}EQ )f

. 102 caso - um gés de buracos negros com interac3o e com ( C%jiv-lfn

F 0

No 1 caso, temos o'pfoblema Ja anteriormente discu£ido
no capftulo 11,

Para o 22, temos que o efelto de ¢ (3?¢v)fsobre o buraco
negro ¢ dado na conclus¥o da seg¥o anteriéf:\lnduzlr uma frequén-
cia de precessfo a este.

Vale ressaltar que esse problema fol discutido por D'
Eath ¢ 30 > no contextp dasg équacses de campo de Einstetin, usando
a tecnica conhecida como 'cagéméhto assintdtico'. Essa técnica
consleste na seguinte anéllse=‘perto.do buraco negro; a geometria

do espago tempo & descrita pela métrica deste; na regido distan-
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te, pela métrica do campo gravitacional de fundo e na regizé fn-
termedidria , faz-se um ‘casamento' dessas duas solgcaes; Nesse
artigo elg: analisa o movimento e as distorc¢Bes na estrutura in-
terna do buraco negro,” provocadas pelé campo gfavltaclonal_ de
fundo; mostra que'o buraco négro move-se ao iongoﬂde uma geodési-
ca tipo—téﬁpo no camﬁo gravitacional de fundo e que seu momento
angular é aproximadamente transportado parélelamente ao longo da
geodésica da métrica de fundo.

Para o 32, cada buraco negro move-se 'lndependentemente,
é para determinarmos 6 comport;mento do conjunto precisarfamos de
uma func3o distribuic¢¥o de velocidades no regime considerado ¢
cléssico, relativista e ultrarelativista).

Para 0.42, teremos algo aproximadamente ao 2= caso, peois
© campo de fundo ( taﬁ0>)f pode ser consi&erado uma aproximag3o
para pr grahdé.dé um buraco hegro de Kerr:.A diferenga agora ¢ que
esse efeito sefia'menorp pois agofa © campo de cada buraco negro

terta a mesma grandeza e nosso resultado jd n¥%o seria t3o exato.

Esse problema é discutido por O'Connell ( 29 H usando

interagdo gravitacional de Breit. Nesse artigo, O'Connell da o

potencial de {nterag3o entre dois buracos negrbs, valido para
baixas velocidades, Fazénda_avmassa de um maior que a do outro,
terfamos, como caso particular o 22 caso. | |

D'Eath ( 31 ) também trata deste cendrio, considerando
" que cada buraco negro move-se no campo.dfstante do outro, e que a
velocidade relativa entre eles é muito menor que a velocidade dé
luz. Usando o método 'de 'casamenﬁo éssintét!co‘, Juntamente com

o método EIH, ele chega a resultados que s¥o compatfveis com o
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nogso.

'Pafa o S5e, cada buraco negro interage com o© campo de
forma !ndependente do outro © para conhecermos o comportamento do
' condunto,_preclsarfamos de uma fungZo distribuigdo de velocidades
no regime considerado. | -

Para o b&¢2, tratarfamos a solucﬁo conslderando a intera-
cﬁo de cada buraco negro com o Fundo e depois a interagio entre
os dolis |

Para o 72, esse problema foi considerado em ( OV ) no

qual supfe-se que o gés considerado obedece a distribuicio de ve-

locidades de Synge.

s ~ Para o 82, podemos fesolver de F&rma andloga e coﬁside—
rando ainda a lnt;racﬁo par a par ( para simplificar o problema,
.bolg rigorosaﬁente terfamos que resolver o problema de n corpos)

Para.o 92, o tratameﬁtg é andlogo ao 52. E finalmente,
para o 10=, tratanfamoé a'inﬁeracﬁo de cada buraco negro com o
fundo, e depois a Interac¥o par a par usando ainda a func3o dis-

.tribhicﬁo considerada.

Soom
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Capftulo V

Buracos Negros ¢ Modelos de Nucleos Ativos de Galdxias.

V - 1 - Introedugdo e Fenomenclogia

0 campo de Nicleos Ativoes de Galdxlas comegou quando
Seyfert, em 1943, observou que determinadas galdxias espirals
éram constituldas por nucleos ﬁuito luminosos e que as linhas de
emissdo de hidrogé;io desses objetos eram bem mais largas que as
linhas em espirais normals. Admitindo que o. alargamento Doppler
geria 6 r95ponsével por tais larguras de linhas, velocidades de
varios mllhares de km/seg eram observadas, velocidades essas mul-
to malores 'qipe as malores até entFo observadas ( D).

Com o advento da Radio Aétronomia na década de 50, des;
cobriu-ge muitas fontes de réddio extragalsticas, e que vérias de-
las emit.!lam enormes quantidades de energia. Algumas Galaxias Sey-
fert apresentavam-se como fortes fontes de rédio, e possulndo es—
trutura dupla, com ldébulos de riddio de cada lado da fpnte dptica.
Burbidge, em 1358, sugere QUe tais 1dbulos s3o energlizados pela
regldo central da galéxia, e que tals nicleos s%o, tiplcamehte;
malgs fortes emissores que as préprias fontes de raddio. Em 1960,
-T..Hatthews e A. Sandage descobriram ﬁm 6bjgto estelar (3C 48) de
162 magnitude com comprimentos de linhas de emiss¥o aiargadas de

forma n¥o peculiar 3s estrelas.

A técnica de ocultagB®es lunares, ' desenvolvida por Ha-
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zard, Mackay e Shimmers ( 3555, permitiu.jnformacﬁes sobre a es-
trutura e posicﬁb deo rédio-foﬁtes na escala de 1"; © que conduziu
4 descoberta que a p;qerosa radio-fonte, o quasar 3C 273, teria
duas componéntes geparadas por uma distﬁpcla angular de 20", e
ﬁue uma desgsas componenteé era multo compécta'.e apresentava um
espectro de radlo na Fofma de um patamar (flat radio spectrum).
Observou-ge ainda que a compdnente visivel do 3C 273 parecia com
uma estrela de 132 magnitude com um fraco jato emergindo da mesma
» conforme a figura (V-1). O espectro do objetoc mostrava linhas
do emiss¥o largas para as quais.nﬁo havia nenhuma 1dentificagio.
Coube a M. Schmidt, em.1963 (‘31), descobrir que tal espectro de
linhas poderia ser identificado com a série de Balmer do hldrogé*
nio maig uma linha de Hg Il.,mas todas deslocadas para o vermelho
'&e cerca de 16% (Z = >mﬁ5/>\6m ~ 1, onde >\ossé o comprimento de
onda observado e >\em o compriménto de onda emitido. Para o obje-
to 3C 273, 2 = 0,158). Coﬁ'tél deslocamento para o_vermelho, su-

e

postamente cosmoldégico, a energia emitida era de 2 x 10 erg/
seg..O ijeto 3C 273 estaria wmuito distante, e suas dimenses li-
neares seriam mencres que 1 Kpc {(uma vez que as iﬁagens de ra&dio
ou o6ptica n¥o eram resolvidas, e que a resolu¢lo, como vimos ach
ma, seria da ordem de 1"5. Tais objetos também apresentavam for-
tes excessos no azul e/ou no violeta, caracterfstica que tem em
comum com ag denominadas Galax!as ﬁarkarianas.

Huitos outros objetos emissoréa no radlo, com desloca-
mento para o vermelho zimilares, pequenos tamanhos e luminosida-

des extremamente elevadas (centenas de vezes mais brilhantes que

as galdxias normais mais brilhantes) foram descobertos em curto
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eSpaco de tempo. Tals objetos foram denoﬁinados Quasares (ou Ob-
Jetos Quagi-Estelares ou RS0's). Hultos objetos simfiares foram
também descobertos que n%o apresentavam enmlssio no rédid. Tais
ocbjetos, de fato,;consiiiuem_a majoria, conforme reporta Sandage,
en 1965'(_3$J). Os 6pjétos com emissdo no radio, passaram a =e
chamar de QSR's (para fontes dé radio quasi-estelares).

Hoje costuma-se considerar vdrios tipos de Nicleos Ati-=
vos de Galdxias (NAG's), emboré haja evidénecia que todos os NAG's
s3o fundameptalmente similares ( 35;). Os prlnéipais tipos de

ﬁAG's s¥o os segulntes:

‘a ~ Quagares (ou Q50's);

T
|

Galéxlas Seyfert;

0
1

Objetos Bl Lacertae (Bl Lac);

=2
1

Rédio-Galdxias;

'Géléxias N;

O
{

f - Quasares Violentamente Varlsveis (OVV's);

i

-Géléxlas Markarianas;

-
T

Galé4xfas dé Linhas de Emigss3o Estreitas (NELG's);

-
!

Liners,
Descrevemos abaixo, apenas og tipos principais (para uma

referéﬁcia geral de todés o8 tipos, consultar a referéncia ( 3¢
3. |
a - Quaséres

Os Quasares, conformeljé Foi. mencionado antefformente,
apresentam uma Imagem estelar mesmo para og majores téiescdplos
- Spticos. A pesquisa espectroscépica mostra que a caracterfsticé

notavel de seu espectro de linhas de emissZo é seu grande deslo-
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camento para o vermelho { ha valores de Z desde menores que 1 até
superfores'a 3, como é o caso do PQS 2000—330 com Z = 3,78). MHe-
nos de 10% desses objetos sFo detectivels como fontes de radio e
apresentam forte excessd no ultravioleta. Seus espectros de ‘li-
nhas de emlssio apregsentam alto nfvel de ‘excitac¥o dos 5tomos,
que p&dem ser até 5 vezes 1onizado§. Ds'espectrés cont fnuos apre-
sentam , em geral, para os objetos mals extensivamente eostudados
(3C 273, por exemplo) emiss&es-desde ; regi3o do ridio até a re-
gi%o de ralos ¥ . Um dos objetivos desse trabalho & estudar teo~
Flcamente os mecantismos de emiss3o de luz due fornegam uma deg-
crigdo desses espectros contfnuos. Recentemente o Observatdério
Einst?in tem permitido obter os espectrog de ralos X de um numero
crescente de objetos. Para i1lustrar os estudos dos espeétros elén
.tnomagnéticos dos RQuasares, cohsideramos como exemplo o 3C 273.

| Além das caractérfsticas anteriormente citadas, acres-
centamos abaixo, alguns dados referentes ao 3C 273. Sua luminosi-
dade varia por um fator de 1,5 ou menos em um ano ( 35-) © que
llmlta a regido emligsora do_ fluxo variivel em um ano-luz. Difi-
culdades em expl(car essa grande quantl!dade de energia em um vo-
lume t3¥o pequeno, levou é'hlpétese de que o deslocamento para o .
vermelho n3o fosse de orjgem-cosmolégica, e que o 3C 273 poderia
estar muito mais perto de nds, e portanto, sua luminosidade seria
menor. Entretanto, isso acarretaria certas dificuldades nas pro-
priedades figicas e estatisticas dos Quasares, além de n3o resol-
ver a situac¥o similar nas Galixlas Seyfert e Radio~Caldxias. Eg-
sa questdo & discutida na referéncia ( 35 .

Apesar deste problema n¥o ser uma quest¥o fechada, a

72



maloria dos aétranomos admitem a hipstese cosmoléglica. A prova
diéso, conslste em detectarmos nebulosidades assocliadas aos Qua-
sares, medirmos o deslocamento para o vermelho dessas nebulosida-
des e compararmos com O deslocamento para © vermelho do Quasar
aspoclado a essa nebulosidade. Atualmente tem-se felto esforgos
para a explicac¥o dessa quest3o ( 39, o

A luminosidade total do 3C 273 & 25 x 101° erg/seg. Sua
distribui¢3o de energia & mostrada na figuré (Vv-23.

Na raglﬁo'do rédto. seu espectro pode ser aproximado por
uma lei de poténclia Z{'v o< \)hx com ¢ = 0,5, Na regifio do infra-
vermelho perto de 10im e na regido de galos X e railos o melhor
valor pafa a lei de potéﬁcia & o T - g,

.D‘espectré ﬁostra trés'caractérfsticas interessantes:
a - H4d um excesso de radiagdo acima da lei de poténcia entre 6000
A e 1000 1; | |
b - A ausénclia de umé inverado a balxas anetgias de rato i indica
- que a coluna de densidade na llinha de vfsada a fonte de raio X & .
" menor que 102 cm? ( 35)H;
Lot H‘Hé uma definida-escarpacidade (steepening} do espectro entre
50 KeV o 500 MeV. |

No espectro do 3C 273 foram detectadas variagBes de in-
tensidé&es em todas as eﬁergias, exceto nos raios  onde poucas
medidas foram feitas. 0 perfodo das varia¢Bes fornece-nos uma es-
timativa do tamanho da regli3o emissora , enquanto a simultanetda-
de ou n¥o das variacg@es nas diversas frequéncias colocam vinculos

nos modelos para os mecanlsmos de emissdo.

Na regiﬁo_dptica, observages nos dltimos anos mostram
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ﬁue o 3C 373 apresentou variécﬁes por um fator de 2 em um perfodo
de poucos meses.a poucos anos. o

Na fegiﬁo-do,rédio, aé variag8es s¥%o usualmente Iirregu-
lares. | B

Observagdes com VLBl (Very Long Baseline Interferome-
try), mostram que sua éstrutura ha escala de millarcos de segundo
é complexa. Para comprimentos de onda da ordem de centfmetros, a
fonte tem uma estrutura tripla, conforme mostra a filgura (V-3).
b - Objetos Bl Lac

Os objetos Bl Lac s%o muito similares aos QSO's mas n%o
apresentam espectro de  linhas de emiss¥0o, © que tornam desconhe-
cidos seus desloqémentos para © vermelho {(ver referéncia ( 3'7)).
¢ - Galéxtias Seyfert _
" S%o galdxias espirals com nicleos maig luminosos gque as
galdxias espirais normais. Sgﬁs.ndcleos sgo pegquenos, muite bri-

thantes, tém espectro dptico com linhas de emissfo largas, indi-

cando a presenca de elementos lonizados e de gases com altas teom-

peraturas movendo-se a altas velocidades.

As Galéxias Seyfert s%o de dois tipoé: 1 - niucleos de
Seyfert do tipo 1 (Sy—]), que emitem espectros contfnuos no azul
descrito por lels de pbténciasj indicando uﬁa origem n3o térmica
‘da radlag¥o. Esse contfnuo n¥o térmico extende-se provavelmente 2a
parte infravermelha do espectro, que contém uma fracgio significa-
tiva da luminosidade total; 2 —.ndcleos de Seyfert do tipo 11
(Sy-11), para os quais acredita-se que a radiag3o fnfravermelha
provenha de grios de poeira aquécidos.

Os espectros das.Sy I, especlalmente as linhas de Balmer
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3¢ 273
! miltarco de

. ) Figura (V=-3)-
Estrutura do 3C 273 com comprimento de onda de centf{me-

tro, obtida por VLBI ( 35 ).
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apresentam linhas permitidas constitufdas de uma parte central
(core) tdo largas quanto.lihhas prbibldas, mas com fasas' muito
lafgas. Tais 'asas' s¥o produzidas pelo alargamehto Doppler por
.velocidades de 1000 a BOOO km/seg. As Sy 1l diferem das Sy 1 no
fato de que as linhgs'permitidas em seu espectro n#c apresentam
‘agas’ 1§ngas. S5%o as galéxiaéfde ambos os tipos fories e Qarié—:

veis fontes de raio X.

V - 2 - NHodelos para Nicleos Ativos de Galdxias.
0 modelo_bésicé péra NAG's & mostrado na figura (V-4).
.Suas principals caracterféticas s30;
a - uma Fopte central muito compacta (aproxfmédamente 1 pc) que
pode liberér'gfande quantidade de energia na forma de radiacdo
contfnua e pgrtfculaé de alta energia;
b -~ unm 'en;elcpe' de gés.iontzado‘com um. raio de 0,3 a 300 pc (a-=
penas 10“3 a lo-srdesse'volume.é ocupado peias nuvens) . |
As'evidénclaa mais diretas da existéncia dessa Ffonte
compacta s%o:
a‘— a intensa radiacgio céntfnua'que & ébservada,.varia em uma es-
cala de tempo de-meaes e sgmanas,.o que réstringg as dimens@es da
Pegigo.emlssora. Pela céusalldade, © volume dessa regiioc deve ser
r £ ct, onde t & a escala de tempo da variabilidade;
b - o espectro de radiacdo no visfvel e na regido do radio, ndo &
 estelar nem de corpo negro e ¢ frequentemente ajustado por uma h
‘lel de poténcia. A'temperatura darrédio—eﬁ]ssﬁo; ¢ da ordem de 101

-10 ‘% ek, o que evidencia a presenca de elétrons ultrarelativis-

tas na régiﬁo compacta. Assoclamos a esses elétrons ultrarelati-
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Flgura (V-4)
Modelo esquemitico de um NAG. A fonte compacta de in-
tensa radiacg3o contfnué @ ralos césmicos & circundada por nuvens
de gds que s3oc aquecidas e excltadas.ﬁelo fluxo emitido da fonte

compacta.
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vistas, a varlag¢3o da emiss¥o continua (provavelmente radiag3e de
sfncrbtron). |

| A intensa fonte de emissio con£fnua e partfculag de al-
tas eneré[as s3o conslideradas como responsdveis pelos fenbmenos
de alta énergia observados no nﬁéleo:
a —ras nuvens de gds sdo aquecldas nas__préximldades do nicleo,
ionizadas e excitédasséelé intensa radiacdo ultravioleta e, .pos—
inelmente, em alguns casos, por partfcuias relativistas. Essas
nuvens emitem Intensa radia¢%o de linha similar s regiBes de hi-
drogénio'ionizado em jovens estrelas quentes. Se a nuvem de gas
emissor déssas linhas fosse uniforme, a espessura dptica para o
espalhamento de elétrons seria t3o grande que a variabilidade no
visfvel da fonte central seria apagada e as linhas de emiss¥o po-
derlam.ser excessivamente alargadas. Essas diflculdades sdo con-
tornadas assumindo-se que a regido emissora ocupa somente uma pe-
quena frag3o do voiume db niclec e estioc loca}lzadas a uma dis-
t8ncia razoavel da fonte cen#ral de energia. 0 tamanho tipico das
regifes de emiss3o de linhas s3o de 1 a 100 pc com fatores de
ocuga¢3§ da ordemlde 10.3-'a 10'5
b.— hé.evfdéncla de movimeﬁto do géé a aftés-velocidades ne nui-
cleo, pelo alargamento das linhas de emissio e de sguas estruturas
finas.
¢ - uma intensa radlagdo infravermeilha é observada. Isso pode ser
- devido a radiag¢¥o contfnua absorvida pela poeira nas proximidades
do nicleo, que aquecida reemite essa énergia no infravermelho.

Duas.classes gerais de modelos de Nicleos Ativos de Ga-—

14xias sFo abordados:
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2a ~ 0 nicleo ativo da galdxia é constituido de apenas um buraco
negro supermassivo. Discutiremos os modelos de Lynden-Bell ( OS‘)
e o de Hills (06 ); -
b - 0O nicleo ativo da galdxia é constituido de um gés de‘ buracos
negros , Vasconcellos-Guerra ( 07 5. |
a - Modelos com um Buraco Negro Supermassivg.

Nesses modelos, temés um eraco negro supermassivo no
centro de um disco de gds e poeira. A principal fonte de énergia
- degses modelos &€ a energla gravitacional 'perdida pelo géas quando

decai de Srbita em relag¥do ao buraceo negro., A diferenca fundamen-

tal entre os mode[os & a origem do gds. Para Lynden-Bell, c gas e
originado da evolugdo estelar normal. Para Hills, o gés ¢ formado
de pedagos ou mesmo de estrelas inteiras que se 'desmancham’' ao

paséarem perto do buraco negro -pelo efeito de maré. Para Gunn
( OL), esse gés & de 6rigem.esteiar, e é capturado devido ac mo-
vimento do buraco-negro. | | | |
O Modelo de Lynden-Bell
. As energias envolvidas na radio emlss¥o de um Quasar s3o
da ordem de 10 ' ergs/seg (10 ¢! ergs/seg = 1090 g = 107 My)
em um volume aproximadamenﬂe tgual éo sistena solar.
Considerando que essa-energia seja gerada pela cadeta
préton-préton (a energia liberada nesse processo é 3/400 da massa
de hidrogénio), a massa necessiria para a emiss¥o de 107 M [a)

como energia serd dada por:

(400/3) 107Me = 10%M,

A energlia de ligag3o gravitacional

-
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E. agm* (v-1)

e
. -
para 109 Mg , em um volume de 10' cm, essa energia é igual a
ﬂ)sz ergs. Isso mostra que a energlia gravitacional, nesse caso,

.é o processc dominante como fonte de energla.

| Um objeto com uma massa entre 107L a 109 M o gasta to-
do o seu combustfvel nucléar em aproximadamente 10 o anos.'Apés
esse perfodo, ndo hd mais equilfbrio, e esse objeto colapsa no
ralo de Schwarzschild. Parece razoével.supor, que esses objetos
ocupanm olcentro da galdxia.

Orbitando esse buraco negro, temos um disco de gés e
poeira. Provavelmente originario de eétrelas, que compfem a gala-
'xia, em suas evolugles.

.Uma particula emldrbita circular. em torno de um buraco
'negro de Schwarzschild de massa M, teré'sua dltima orbita circu-

- lar eatdvel dada pbr:

1. 66 - Gom =)
C
onde
M= G
ct

Naeg proximidades do raio de Schwarzschild sua velocidade circular

Ve = em | (4-3)
L -2Lm ' .

e a energia de ligac¥o gravitacional da massa mX em drbita circu-

lar é dada por:
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'WYY¥E = ’WW*CJ{ i *_LZEZAQLZQl_L }. o B (\Jhlq3
(-390 |

A perda de magsa de todas as.estrelas em uma galédxla &
de aﬁroxiﬁadamente 1 Mg . Uma fragfo dessa massa ¢é éapturada.pew
le nicleco galéctico.-Aﬁ partficulas decrescem de 6fbita até a ul-
tima 6rbita estavel, através dé transferéncia de momento angular
devido a fricgdo magnética. A partir dessa orbita, essas parﬁfcu;
las dar3o origem a fortes campos magnéticos, que por sua vez pos-
gibilitar%o 2 emiss¥o de raiés césmicos e radiag3o de sincrotron.
Pela a¢¥3o do campd, o disco & dividido em nuvens, que se comp&rf
'Fam como pequenos magnetos. |

Considerando que a taxa de absorgdo seja de 1073 Ha
por ano, € quera partir da dltima Srbita estdvel haja conservagdo

de energia, a poténcia de emiss¥o (P), sera 1gua}'a

P = 0,057 Fc?
= 3 5. lOw'e:za/se"é = 103 e

isso ﬁoderié Jﬁstificar o brilho do nicleo e se uma fracio fosse
emitida norrédio, poderia ser uma,rédio—fonte. Com um fluxo de 1
M o 7ano e uma eficiéncia de convers3o em luz de 10%, o brilho do
nicleo seria éomparével ao de todas as estrelas da galdaxia.

A poténcia -27?"[%3(’2) S’Z.liber‘ada om calor ou raios cés-
: micos na regi%o entre r e r + dr ¢ -fTCJE//de . Do (V-4) , venos

que:

Py = Ffz' "m/?-6'2z7_)3_' raras " 2z 677 (M-6)
- Y [Q(_Q-3fm}]’l '
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Povy - Faom ?ARA N >N | - (v-7)
- Yin?t -
Seja T; , a temperatura que o disco terla se emitisse como um

corpo negro,

-j:(nhz EJMRL}“L : | ‘ o (N-R)

onde ¥ & a constante de‘SteFan, e o dois é pelo fato que o dis-
co irradia pelo dois lados. E T, (r), a temperatura ambiente de

um corpo negro a uma dist8ncia r da fonte

Talm = {leﬁ?a’q%] | , (V-9)
usando (V-B) em (V-8) _ _
T () = { i T“‘{ Ean(1=6om) | (V-10)
ey n[7(7-3m}" o
usando.(VLE} em (V-9) ‘”q !/q': '
T, (- [_Q@ng [__E.__.] o (el )
le W T 7

definindo as seguintes variaveis:

M, = massa colapsada em‘unidades de 107 Mo
Fog = fluxo de massa om unidades de 10"3_'H() /ano
m, = dist3ncia em unidades de Gmlc?
teremos:
s 3zq o ifq iy .~y
T = 3,7, 107, L L s 6o YR M
. . - [
Ui 3¢n‘)ﬂ
e
I -ﬂ‘!.
T = L,5.10%mY Eytm,
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esgas expressdes podem se reduzir a forma

T. ag e I (N EY

onde A é uma constante independente de r e a ¢ igual ‘a 8/3 pafa Ty
@ 4 para T, .

A emiss3o total na frequéncia Yy , & dada por:

Sy —]J-—Mv T Yrndn
Y

o o
- 874 v’odn (V- 13)
ct ) xP(hy/kT) -1

onde h é a constante de Planck, K a de Boltzmann, e Al , & a

distribuicio dé Planck. Fazendo uma mudanga de variavel do tipo -

KT
encontramos .
- _ a @ ' .
Sy = f/ff”éL(M) a_x Tty dy
¢t h /) expix) -4 |

Yih (khA)qv_B"qq 7y &)
¢3 E

onde }r)(a} ¢ a fung3o gama e ;; (a) a fun¢3o zeta de Riemann.

Para a = 8/3 vemos que: T : _ Dol
I a,
Sy o Y
Para a = 4 vemos que:
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| -1
So & W
Para a ¢ 1, a princlpal contribui¢Zo é aquela onde N

~D
Rt
i

. T . Podemos ent¥o deduzir que nesse modelo, E;ga(‘vi quan-
- do lOO'°K< \’\\)/k, < 3000°K o« qué b_ar"a Sy KVI’3;3.10‘4

oK b < Lo K. | o |

o " 0 Modelo de Hills

No modelo de.Hllls, temos um buraco negro supermassivo

‘no centro do disco galéctico} D gés que forma o disco, & prove-
-nlénpe de‘éstrelas que se fragmentam pelo efelto da forca de ma-
reé. |

Seja kD , @ densidade média de Qma estréla. A menor
~distancia que eéta pode se aproximar de um buraco négro de massa

M sem ser fragmentada pelo efeito de maré & dada pelo limite de

Roche (Rp ) ¢ 06,

Na tabela {(V-1), mostramos a2 relac¢%o entre o limite de
- Roche (Rq ) e o raio gravltaciongl (R%_), para diferentes maésas
M. Para H. { ¥c (onde Hc ¢ # ﬁassa critica, Mc = 3,2 x_lO8 Mo’
', vemos que o limite de Roche & ﬁaior que o ralo gravitacional, e
_éstre)gs_que passam‘a uma disténcia mehor_que‘o limite de Roche ,
sefﬁp desmanchadas em gds que ird formar o &lsco de acresclmento.
Quando o buraco negro atingir a massa crftica,.este J& tera pro-
duzido véirlas vezes sua prépria massa em seu disco.

A energla gasta na Frégmentagﬁo de uma estrela de massa

me ralo R é
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Tabela (V-1)
Relac¥o entre o limite de Roche e o ralo gravitacional para bu-
racos negros com diferentes massas. Aqui, Te, € o tempo que o

buraco negro gasta para atingir o limite de Eddington.

s s s o S, e e i i G S e i i an e e —— - [

I M/Mo | Rr/Ro | Rr/Rg | Le/Lo ! Te (em anos)l|
Vo ! | | I (limite de Eddington) |

T S I | "

1 10 1 4,3t 1 1,02%x 10° 1 3,2 x 10 11,6 x 109 |
___________ N T, T P
i 102 | 9,28 | 2,19 x 10Y 1 3,2 x 10% 1 1,4 x 107 |
b o Ve o e |
| 103 { 20,0 i 4,72 x 103 1 3,2 x 107 1 1,2 x 107 |
I N S b I |
1 109 1 43,1 I 1,02 x 103 | 3,2 x 10% 1 9,2 x 108
T PR N T i
I 10° | 92,8 | 2,19 x 10% 1 3,2 x 10% 1 7,3 x 108
b b L I o |
6 10 2
I 10 | 200,0 | 4,72 x 10 1 3,2 x 10"° | 5,2 x 10 |
___________ T N I
7 11 g
| 10 i 431,0 i 1,02 x 10 | 3,2 x 10 | 3,2 x 10 |
I _ T I . . \
I 10° | 928,0 | 2,19 1 3,2 x10% 1 1,1 x10° |
b e b _ I |
I 3,2 x 10% 1 1374,0. | 1,00 i 1,0x 103 1 0 i

———— T i e At P i i i S S | S S e St T o S ST D S STM R | T S e b vk i e Gl Skl LA Gt S | AT L AN S e o Tt P S
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EL:%—(GWQ/PJ_ | - (u-18)
e a energia total (Et) do gés formado pela éstreia F%agmentada é
Ere A amaN?i»o 32 m? o (u-19)

- 2 . R : - |

onde <;u?;> e a velocidade quadratica média da estrela antes de
seu encontro com o buraco negro. Para que o gids seja capturado em
érbita ligada, devemos ter Et { O,
V¢ | 3. 6w - (U -20)
Z R S
esge gis é capturado em drbita elfptica com semi-eixo major igual

‘a

o = _ G , | (\J-24)
21 E¢] .
de‘(V—lB),' -
. . . ‘ -1 ' .
o = ..%.M[L i, _.&_JL_eL\J%J _ (N-22)
3 m .

3 Gm

A poeira das nuvens éue'fbrmam o disco absorvem forte-
mgnte-a radiagio ultraQioleta'produzlda pelo gas, emitindo no in-
fravermelho., Isso pode ser o ﬁecanismo reéponsével pela emissﬁé
de radiac%o infravermelha obgservada em.Seyfert e QS0's. A radta-
¢do ultravioleta ijoniza as nuvens de gds em torno deo buraco ne-
gro, que produz ag linhas prolbidas e o centro dés linhas permi-
tidas. D alargamento Doppler, é fesultante da rotagl¥o do disco,
As altas velocidades de densas nuvens de gaées colidindo perto do
buraco negro, podem ser reéponsévais pejasAgrandes ~iarguras das
linhas de emlésﬁo permitidas, em Seyfert e_QSD's.

Para buracos negros com massas mencres que Mc, a maioria
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da massa desses buracos negros € adquirida mais por acrescimento
de games do que por absor¢do de estrelas intelras.
A energlia liberada pelo disce de acrescimento & dada

por:

E - xme* : | (V- 23)

onde o & a eficiéncia, que-dependé do momento angular. Para bu-
racos negros de Schwarzschild o = 0,057 e para buracos negros de
" Kerr-Newmann & = 0,43 . Assumiremos aqut = 0,2,

A energlia total liberada pelo buracc negro até atingir a

magsgsa critica &

E- 0,2 M, c?
= ;.l.LO‘?eee = 3.10%° L o.anoOS

e a luminosidade méxima prodyzida é dada pelo limite de Eddington

Le ( 07>, onde |
Le= 32.00" Lo (Mm/mo) (\-2Y)

Assim, a luminosidade méxima & igual a L = 10'3 Ls . que ocor-

re quando M = Mc, que & da ordem da luminosidade observada em
certos QS0's, e a eneré!a liberada pode suprir um. QSO durante
aproximadamente 9 x 107  anos.

Se a densgidade de estrelas no nucleo da galdxia nﬁo. for
éuficientemente grande para atingir o limite de “Eddlngton; o
crescimento da luminosidade ser& governado pela. densidade este-

lar.

0O Modelo de um Gés de Buracos Negros.

-
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Neste modelo, temos um gés de buracos negros primordiais
sem Interac3o no centro da galéxlia emitindo radlac%o-ae Hawking.
Faremos um descric¢3o mais detalhada desse modelo no capftﬁlo se-

guinte,.
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. Capftulo VI

Modelo de um Gas de Buracos Negros movendo-se contra um Campo

Gravitacional de fundo aplicado a Nicleos Ativos de Galaxlias.

Vvl - 1 ~ introdug3o.

. Heste cép{tulo, expomos um modelo de.um gas de Dburacos
negros em intera¢¥o com um campo gravitacional de fundo por nos
elaborado nesta tese. Fazemos a aplicacgdo deste modelo aos Hu-
cleos_hﬁavos de Galéx}és, calculando os espectros de emiss3o dé ’
-partfculas de mas?a nula (espectrés'de fétons, neuirlnos e gravi-
tons) emitidas por esse gés quando em presenca de um campo gravi-
taclonal de fundo com © qual cada bu}aco negro'esté.em interac@o.

Antes, faremos um Pesﬁmo de como surgiﬁ o proﬁlema de
emissdo de partfculas de massa nu}a.‘Apés iéto, descreveremos ©
modelo dé um gas de buracoé neéros_,sem interag3o para Nuicleos -
Ativos de Galéxlas‘proposto-por Vasconcellos-Guerfa e lntroduzl;
remos nesse modelo, as modlf}caéﬁes descb1tas no parégrafo prece-

dente.

vi - 2 - A Emigs¥o de Particulas por um Buraco Negro.

No final do capftulo 11l nos refefﬂmos ao’ problemé do
equtlfbrio Lérmlco de um buraco negro com uma temperatura Th emn
uma caixa contendo radiag¢Zo a uma témperaturé Tc, e chegamos"a

conclus3o de que este, apds absorver toda a radlag¥o, westaria a

»
-
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uma temperatura de zero absoluto.

Aplicando a-Teorla Quéntica aos buracos negros, Hawking
( 38 ) mostrou Que estes poderiam emitir partfculas a uma tempé—
ratura Tb, dada por (111-69-a) ou (111-63-b). Seu célculo fixa a
constante S em B?T . 0 nimero eépebédo de partfculas da j-ési-
ma espécie com carga Q, emitindo em um modo de onda determinado
pela frequéncia w, harmdnico eéféhico 1, momento angular m e po-
larizag3do p é dado por: |

[

< kliuJQWnpj7_= | | ?rayuuiaﬂxlp N (\II-.L)
explalictw - msu-a §)) 11

(3] slﬁalJ%ositivo se refere a férmions e o negativo a bésonst;u@mf
6 a probabllldade:e absorg¢3o para a onda incidenteino respectivo
modo.

~Uma forma de entendetmos_o processo de emissdo &€ o© age-~
guinte: o campo gravitacional fnduz uma teﬁsﬁo no véguo; f azendo
com que haja produg3o de pares de ‘ﬁartfculas virtuais®'. Esses
pares virtuais est3o sendo mat;rlallzados e aniquilados constan-
temente. Conslderemos agora que uma das partfculaslvirtﬁais cata
nc buraco negro, delxando a Qutﬁa sem par pafa hgver aniqullamen~
to. Essa partfcula (ou antf—partfcula) sera espalhada pelo campo
gravitacional e vista como radiag3o emitlda pelo bﬁraco negro.

Com a émlssﬁo de partfculas teremgs uma vlolagﬁo-no.teo~

rema de Hawking e também'a ﬁosslbiltdade de decalmento de um bu~_ 
- raco negro.

Com a solu¢¥o deste problema, a TermodinSmica de Buracos

Negros tornou-se mals coerente, pois agora poderfamos tratar os
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-buracos negros como corpos que poderiam estar em eqﬁilfbrio ter-
mico com outros corpos a uma temperatura finita e diferente de
zero, e estes, emitiriam partfculas como se fossem corpos quais?

quer.

VI - 3 - 0 Egpectro de Emlss%o de um Buraco Negro
Como vimos anteriormente, o ndmero esperado de partfcu-

las emitidas por um buraco negfo de Kerr-Newmann, & dado por:

*

<N$me’\mp>: Wsw?.'w:;? . | ' (Vt“i\
exp[ﬁf‘(m~m.&-a @\] i |

A poténcla total emitida na frequéncia w é igual a

dt s It . (VI-2-A)

A taxa média de emiss¥o por intervalo de frequéncia em funcio da

frequéncia angular w, ¢é dada por:

dtdw 2T | o -3

'Asslm, de {Vl—i), (VI-2) e (VI1-3), .a poténcia serd dada por:

_dn. g Vsermp wdw (MI-2-B)
dt 20 s exph WK (w-mx-a ) *1 -

A dificuldade em encontrarmos a peténcia total emitida,
regide na determinagdo da constante de absorgio /5Lu€/nqp . Unma

aproxima¢Xo para awewpvélida para M3IL K 1 foi obtida por
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Starobinsky e Churilov ¢ 39 ) para bésons e por Page ¢ 40 ) para
férmions. Para campos sem massa e com spin g, espalhados em um
buraco negro sem carga, a constante de absor¢3o & dada por

' A vy
awempzhﬂ-s\!(ug_)!’ n 1 w"mSL] ‘
l(zew!u_emn M= MK L

| ¢4y '
ZI%{MJ : S NIT-Y-RD

K 200

%

para bdsons, e por

»

N eval 1T T
ey = (€290 (€4S ] {1 +[w—-’m_ﬁl } }
e {(ze)-‘!(.zemi! A B O TN L

_ 2¢+1 . _
[_A_*é%’} - BT
20 S - |

para_Férmlons.

-

Faremos agora, mais algumas aproxima¢Ses. Para um buraco
negro com rota¢do desprezfvel ( SL ~ 0), fazendo aproximactes

- vélidas para baixas frequéncias, (Vi-4-2) e (VI-5-2a) =30 dadas

por: . ) |
_ 2 |
7! {L@-Sﬂj&ﬂf }gw (2mu) ™ (VT-u-B)
Swlwp
Qoo & - -
para bdsons, e por _
' 2 2€¢+1 '
’/zwem,i)z{(fZ—s)!(ei-ﬂ! ] (2Mw) (V- s -B8)
(2011 (8D ] |
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para férmions. Fazendo também aproxima¢Bes para o fator térmico,

podemos escrever em uma uUnica férmula, a poténcla

' 2 L +Y

_dn . g ' et [ zman)’ wdw
dt g semp{(20))(2¢+1)i 1 (VT -6)

r

2 para bdsons

LTfpar-a férmions

Entretanto, a equdg¢do acima é vélida apenas para baixas
Frequénglas, perdendo,éua validade antes que o espectro atinja
.seu méximo.

"Utllizando métodos- numéricos, Page ca}culou a probabili-

dade de emlss¥o nos trés casos:

a - partfculas senm massa emitidas por um buraco negro sem rotacgio

« 40,

b - partfculas sem massa emitidas por.um buraco negro com rotag¢¥o -
« Y1), - | |
c -~ léptons carregados emitidos'por uﬁ buraco negro sem rotagio
(42, |

‘Na verdade, os trabalhos de Page‘podem gser conslderados
como contlnuag3o e consequénclia dos trabalhos de Teukolsky (*43),
Press o Teukolsky ( Y4 ) e Teukolsky e Press ( YS ). Faremos a
seguir, uma revisZio suscinta desses trabalhos.

0 passo iniclal fol dado. éuando Teukolsky mostra que

~usando o formalismo de Newmann-Penrogse ( Y& ) e a tétrada de Kin-
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_nefsley, cujés componentes ( %,'2,'6, @ séo dadas por:
Ltva®s, 1, 0, a /]
m*e | ("), -4, 0, Q] /JE | (NT - 7)

.’W\M [LQSEMG O 1, Lseme]/ Q+m6\coseﬂ

as componentes que descrevem o comportamento dinamico da métrica
- de Kerr s%o estdvels sobre pequenas perturbacBes externas e enm

coordenadas de-Boyer-Lindquist essas equac®es s¥o dadas por:

Lﬁiﬁ’.ﬁ)i OfSENzB}ﬂ  dman ~ “ N Qﬁ 1L }3 ¢
L4 ot® 8 - 3tae SENYO b(e
. -S S+) | r o _ :

A DLA ¥ _—_L__E_seueﬂ]_els{ (‘l-m

| on 2N | sEN® O8] 26 - A

LQLS;.@_ 24 ls[m(‘iz‘-af) - - Ca,cese]a_i‘ +
senN%e 3¢@ A | : >t

+(s*oTs*e -V ¥ - WTET | - (NI-8)

onde g d8 a forma da perturbagio. Papa perturbacBes escalares, g
= 0; para neutrinos, g =11/2, para fdtons, @ =t1 e para gravi-

tons @ = *2. Analisaremos aqui apenas as perturbac¢Bes sem fonte

(T =

g5



Além das coordenadas de Boyer-Lindquist, podemos repre-

‘ sentar a equac¢do de Teukolsky em outros sistemas de coordenadas,

bols sistemas mulﬁo Utels s¥o os sistemas de coordenadas de ‘enF

:'t;ada' de Kerr (Kerr 'ingoing' cordenate system)( V , 7 ,G,.Q? )

e o de ‘salda’ (Kerr 'outgoing' cordenate system)( A ,R , O ,d? ).

Esses sistemas de coordenadas s3o regulares no horizonte futuro e
no horizonte passado, respeétivaménte.

0 sistema de coordenadas de entrada de Kerr, ests rela-

"~ clonado 3s coordenadas de de Boyer-Lindquist por:

dy- dt+ (PF+a®)dn/a
‘ - (NI-9)
- d@g - de + adrn/a '

"0 sistema de coordenadas de saida de Kerr estd relacio-

nado as coordenadas de Boyer-Lindquist por:

C_LLL: CHT - ('f‘c"+d"\ an /A

| | o (NT-10)
di - de - a.dn /A

A tétrada de Kinnersley ¢é regular no horizonte passado.
Uma tétrada que é regular no horizonte futuro € relacionada a té-
trada (VI-7) através da transformagc¥o t ~—» -t e (@ - , tal

que | |
et. s ag /N m
mt. - (.A/.ZE:\{
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m*-_-_T'i—. €acos® [ m*
‘,r?_+{.(l.c0$9

(NI-11)

Correspondendo a cada valor de g, temoé uma solugio Vs,
que val depender do sistema de coordenadas usado. Além disso, ha
uma outra solugio 31.3 equivalante a %5 » que é encontrada quan-

" do em vez da tétrada (VI-7), usamos a tétrada (ViI-11), e estio

relacionadas por:
S .‘ .
g = (278) % : C(NI-12)

Adm;tindo a separag¥o de varidvels em quaisquer sistemas

de coordenadas descritos acima, tal que ]
-(.‘UU{‘ - _ ’
%5 ou Sl z[dwe ;C——_‘..SS'QW(B\SQ,UUQM(Q) f\!i_-'\.?a)
M | - ' :

~Lwy

dwe.' E S‘S@,mte\ Sawem(_‘l\ (NI ~1Y)

Y

¢, m

it

-~ COUM gt | | |
/oluoe ?{4 S'SQW(_‘B‘_SQMMW) (NT=I(S)

A fung¢Zo angular SSQW (©) que & regular no iIntervalo [0, || 13,

satisfaz a equagio

L d |sene 45, (a*wos® - m* _ 24 wscose
<e€u08 de o

de SEN®S
- 2msC088 _ store*® +E - 57 S <0 (VI-16)
. SEN :
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-com autovalor dado por E ¢y e é normalizada

Y m

L)

l' . . ) -
eysenede =1 | | - (ND-17)
..Sf&wnl &N © . '
o ‘ .
Ve jamos agora, a equag®o radial s Ry, ¢om que éatlsfaz a

equac¢io de Teukolsky, de = 0, Coﬁsiderando a . equacdo (VI-13),

teremos:
L-ALL+,1(5+DQ ") -+ Krdis (omik L
- dn® A |
T Yinws - K- o | (\li-/8)
onde - . _ _
ks (P+aMw ~ am o (NI-19)
Nz E-2owmw +olwd - s(se) (VI- 20)
0 sinal superior refere-se a Vg e é inferior a ;TLS, .t"Jcmside-~

rando a§ équacSes {(Vi-14) e (VI—iSS,’teremos:
Lo a4 4 2l sx)-M3 Ck f{L - Yoste-m k
o dn? - ~o-dv A
T A2s+l) e =N '. ‘ | (vi-21)

onde o sinal superior refere-se a (ﬁ na equag3o (Vi-14) e o in-

ferior a _515 na equagdo (VI-15), ou

J A 2'+ &,[(3+D(’z Nﬂ*k}d% 2,5+1)LLU
i

X | o | '_ (NI-22)
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onde o s;ﬁal suﬁerior;refere—se a y%. na equagdo (VI-15) e o in-
ferior a _fLS_ na equag3do (Vl—i4). |

| Essas equacgles t&m as mesmas informagdes sobre o siste-
ha, mas diferentes solucBes assintéticas no Infinito e no hori-

zonte de eventogs. Na tabela (VI1-1) damos esgas solucBes assintdé-

ticas.
Descreveremos'agora, és solugles assintdticas quando r.
- | |
a - para o caso escalar, 8 = 0, temos que )
. - , : - ™
Yoz exp[twt+ L'm(@] 53,“,\(9)[30:”%_ +
. ' | ' L'w't,*]
2 our £ (MI-23)
Q
Aqui,
Kz w~muws - (-2 )
wez oo /amny) ' ‘ | | NT-29)
dn¥s (e a¥)/a o | (uT-26)

oln

Calculande o fluxo de energia.por &ngulo sdélido, temos que:

i

_o{%%E.euT..mj—ﬁﬁll%ouT\a | Q\II‘&,'Y)
3L 20

CAYE - S w2, (NI-28)
dtda 2T 2 .

para ondas saindo e entrando, respectivamente.

99



Tabela (VI-1)

Solucﬁeé‘assintéticas da func¢do radlial.

s s T B . T Sy Uhm A, M S i, . S e (. Mt . it Mt i M S Y Sl i ok b Gl e e i e et e Tl St i S S Ml Sk i o B Yo e i SR . e S S S i it Py S

100

) l I OO
| - . —— N DU e e
! l bndas de I ondas de | ondas de I} ondas de
! I 'entrada’ | 'safda’ I ‘entrada’ | ‘safda’ |
| e | -
| equagles i
| para V;
| — - N - - - - - - —
ot L@ ot won® efcum* 'ed k¥ ecz’l*
e T N N |
G 'L‘é' )1 ~2s+0 | e*.?.c'wrt*l 4 o ejzr;k,q* |
i ‘ ! R L SR IS DU, Qf_ _____ |
(v, @ Awn® L 2R 4
I - _,__‘I' l‘("?'i"'l N B e S 1_ ___A R
i equa¢6es i
I para Sk I
1_ - — - e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
Lot @ o tent Jeen et ‘e"LKQ*I

. 73 _ ,L-Zs-t—l. AS
- o ]
IRUTEN Y L égléwn* | I ~2{Kn¥ )
e Ve L L S T tﬁf___“s ____________ |

~ 2iwn¥ ~(2540) 2Lkn* |

UK vV, @)l ﬁi .Eigﬂ | 4 [

l 1. - 1 - U B |



4

b - para o caso eletromagnétlco, g = 1, as solugBes assintéti-

cas s¥o dadas por:

: y.i = EX.PP[-"LLU{'-f(’Y\QLQl Sem(@[\( £~nwm*+

IN . _ .
. cw* n ' (T 39)
* Your — :l ‘ '
. n?® : :
_(ugrt*-'f
(fi- Ex?[ Cw 4+ L’M(Ql_lsem(@[%m -
+ Dcowfte“*"‘ 1 (VI-30)
e-aslamplitudes.estgb relaciqnadaé por: | _ _
BYw = - Bw? 2, | (NT-3)
' "‘ni: U\JQ' \{our = BR:OUT | ] (\ 1‘-—3@

onde
B (LE+a*w-2a00m) + Y maw +
- Yoru?] o (v1-33)
0 fluxo de energia por %ngulo sdélido bara ondas entrando e saindo

. 880 dados por:

, . | 2
*E ST — ~-L5;;’M((ﬂ [%OUT'
dtdxn R,N o
| - 2 S%me Gou¥ | Yourl® (\T-3Y)
2 B? -
. ,__dlg_fﬂ_ = X SJ_’Q/YXL(Ql ___.L._____ l Y“\; "?'
d—tdm_ 2 4 ) ,
SRS S (e léu&k’l’%ml (\1-3%)
217 B S
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c - paré o caso gravitacional, ® = ¥ 2, equagBes andlogas s¥o en-

contradas

¥ = exvl- thc+ k’W\(Q] S, (Gﬁ[Yiuﬁ:‘-w,q +
-+100r;eiw1%] - ' | o (VI—?%\

- *

.7 ex? - Cwt+mig] _2Se,mt@)[%m —-,T—Lwh.t+
. R (NI-37)
C\/tu: 6\' Wq:&lu ‘ . (“I‘BS}
Y VYour = CF Tour o © WI-39)

. onde
: \(.la'; (e + Yo wm - k[Of'L\J-R’)[(BJ- l\&+36qw'\m +
~36atu® 4 (28-0(36 % YBawm) +

+ 1499 wd (M = od) - I-vo)

Im C = 2mw . - (NI-y1)

agsim

ReC = +[ el - { fam Ol]lll

_d*Eeur - ;&.éam_s___ [ Tourl®

dtdsu 2 2wt o |

| | 22 Sem@) B | Yourl® (WI-Y2)
AWl lel? -

1t
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EIlEouT: 2 SJ;M(Q) it l\{ml&’
dtdSL . T 32w

] 2 . L . T
= a2 Sem@ (28w’ [ Tiyl™ - cy1-y3)
200 {ctt o
Note que Integrando as equagles (VI-27), (Vi-28),

#(Viv34), (VI-35), (VI-42) e {V]—43),‘podemos ‘encontrar o fluxo
total de energla. Para abordarmos as solucB®es assintdticas no ho-

rizonte de eventos e mudanca de energlia em um buraco negro, pre-

<o .
cisamos usar um sistema de coordenadas e uma tétrada que sejam

bem comportados nd horizonte de evenios. 0 sistema de coordenadas
adequado é o de entrada de Kerr ( N,0,8,@ )5 e a tétrada, a de

~Hawking e Hartle ({7 ),.quas_qomponentes s¥o dadas por:
€_“-_-_[L, A/;m%aﬁ‘*),’ 0, o/ (402 ]
MM [0;“('12_*_&1)/8,0,0] (T~ )

W Ma [CCLSENG, O, L,igen o) /’fl"’-(‘l+ﬂqcose\] |

‘As solucﬁes estgo relacionadas por

- La/a2 (‘17'4-(1.1)] (r‘*
_ (‘1" ‘)'5_57_,5

Quando r-+r, , isto é, no horizonte de eventos, tere-

mos solugSes do tipos:
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a - para o caso escalar

| —L\. x
Y = EXD[}(,‘U\)T%—(:W(Q] 58,\,,,,(@3%%._6 et (vI-yT)

0 fluxo de energia do buraco negro por &ngulo sél1do é dado por:

EjLEuoL_g- [Y\“z+uu K._S_ﬁl"‘_[.@- I%HBLE\ (UI*VS)
et ol 2T

b - para o caso eletromagnético, temos:
Crn*

¢ x exp ot imad 1S @) Yo 47 Cur-Y9)

, . . . -Lgn¥ |
¢ = exrCwtt (] L Seu(®) Znoe 4 € (YI-S0)

e as amplitudes est¥o relacionadas por:

B Yuore = -32 kM ({k +2€) F e (VI-§1)
onde . : _ ‘ ,
¢ - (oatl® o G-y
. M, ' -'
Assim, | ) _
R AR Ye S (VI-§3)
; | |
d EuoLE = 1—6?‘5’“’\(9\ X8 \\T’He;e\d‘
cH:CDI A0 @Mk
- J.SQJW\L_G‘LiZGUJJCM’Iﬁ‘(K +V€_)I%H0L€[
aw B*
- (NI-S9)
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€ — para o caso gravitacional, equacﬁéé anadlogas s3o encontradas

. . . -2 -(:K"L* .
SL&:_\-: GX?[“L,WT&L’\’V\Q-];SQ,\MLG)Y,WLE Ae, (,VI"SS)
) ) ~Crn%

¢z exe - Cutr+ O] 25em® Tour A€ (NI-56)

CYMOF.E = GW(OZM rl..f\q(: «( K2+ q Q,_L)(-L\K + \flé‘l%uol_e

WNI-$)

NS AT R/ (ea

QLE HOLE — 2. Sqé"vw[@l AN _ - IYHOLt—‘L
“dkd L LT 32kl er)(amry)’ |
. ¢ 2 .
¢ 2 Sewmie) w ok (K Ye)(kPel6 €Y
AW | tet>
M) T el - (VI-58)

Observe qué das equagBes (V1-48), (VI-54) e (VI-58),
flut energia péra fora do buraco negro se k/w & negativo. Esse
efelto & chamado de espalhamento super-radlante.

N

A constante de absorcﬁé fsgueqnp » que nosg referimos

anteriormente, & nos artigos de Teukolsky denominada de Z e & de-

Pln{da como:
T = C{¥:0uT/Qiff -1
dT.w/dt

Teesd s

it
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..Na figura (VI-1), temos o espectro de emisslo de partf-
culés sem massa e na tabe}é éVI—Z),.a peténcia total Iintegrada
sobre as frequéncias para oz principals modos. |

| Para buracos negros com M s> 10”7 g, a c&mﬁosiqﬁo dos
tipos de partfculas emitidas & |
B1,4% de neutrinos e antli-neutrinos

16,7% de fdétons
1?9% de gréavitons
_Para buraéos negros com massas menores que 10!7“ g, a taxa de
emi sg¥o de.particulas massivas tornén—ée predomfnante. Para bura-
.coé negros com 5 x,lolq << 1 KL 10.‘7 g, teremos:

45% de elétrons

45% de neutrinos e anti»neﬁtrlnos‘

~9% de grévitons

1% de fdtons

A medida que diminuimos 2 massa,-a emiss3c de partfculas nmais

massivas tornam-se mais importantes.

VI - 4 - Modelo para Nicleos Ativos de Galaxias - 0 Espectro de

- um Gas de Buracos Negros

Vasconcellos~Guerra (07) propuseram um modelo de um

gds de buracos negros primordlais (mini-buracos negros) no centro

da galéxlia emitindo radiag3o de Hawking, para representar um  nu-
cleo ativo de galaxla. Tal modelo admlte que os buracos negros
nﬁo'interagem entre si e ndo hd nenhum campo gravitacional de

fundo atuando sobre os mesmos. Faremos uma exposic¢io do modelo e
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100 200 300

T |0'B
-3
10 10"
Neutrinos
-.-4 . ’ .
10 Foions —
'OIG
10 Grdvit
ravitons -
_ io'®
-6

070" 01 02 03 04 05 06

Figura (VI-1)

Espectro de emiss¥o de partfculas sem massa.
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Tabela (VI-2)
Taxa e poténcla emitidos nos modos angul ares dominantes.

——— [Py - i s — — j—y

1 I 28 1 21 | erro | poténciax 1
I_ 1 T P _ 1
| b1 1 1 107% 4 1,875 x 107Y
| .neutrinos | 1 i 3 1+ 100% 1 o0.060 x 1074
| 11 1 5 1 1077 1 o0.000 x 1077
S (P 1 i R
I I 2 i 2 1+ 10°% | 0,330 x 1079
i fétons 1 2 1 4 1 1078 0,007 x 1077
1 2 1 6 1 1072 0,000t x 10"V |

1 Poténcia total para todos os modos = 2,011 x 107 |

XA poté&ncia é dada em unidades de hcG™?NM™%= 1,719 x 105% a/grist
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seus pr{ncfpals_resultados, apresentando também os espectros de
neutrinos e de grédvitons, que n3do foram considerados anteriormen-
te.
No modelo considerado, temos um gis formado de minl;bu—
racos negros com balxa densidade (as col i sSes entfe' esses mimi-
buracos negros s%o desprezfveis). Admitiremos que estes tenham a
mesma massa. Os parametros que deiermlnaﬁ esse gis sHo:
V, o volume do gds
No, a denslidade (partfculag/volume)
m, a massa das partfculas
Tg, a temperatura do gés '
LColocaremos nosgo referencial no centro do volume ocupa-
rdo'pelo-gés. Para:um observador localizado no eixo-z, fligura
(VI-2), a uma dist8ncia bem maior que as dimensBes do g#s, se os
bﬁracos negros estivegssen parados_ou movendo-se: com veloclidades
perpendicul ares ao eixé—z. o espectrq seria o de um buraco negro
veﬁeé © numero de buracos negros existentes. Entretanto, sabemos
que um gds de partficulas tem uma distribuigZo dg velocidades.
Synge (08 Y, da uﬁ§ distribulc3o de velocidades vdlida em casos
gerais. Considerando essa dlstribulcﬁo, o nimero de partfculas

com vetores velocidade com médulo entre (u, u + du) e posi¢gSes

angulares entre ( ¢, d +d¢ e (B, & +d8~) é dado por:

mdudodd= MV _:mj_ws\ ex?[ mI 9l .
\“l A,(IW‘LS‘

. uf’sr—:ueduded@ , (NT-60)
.onde

Rd ¢ a densidade do gés;
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ez}

OBSERVADOR

Figura (Vi-2)
Sistema de coordenadas localizado no centro dq géds de buracos ne-
. gros. Somente a componente uz da velocldade de cada buraco negro
seri responsivel pelc desvio Doppler sofride pela radiag3o emiti-

da por ele.
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V. é o volume ocupado pelo gas;
m é a massa da partrpula:

3 = Cz/KTg, pode ser visto como o recfproco da temperaturé
p&ls em unidades de Planck, 3 2 1/Tg é a temperatura do gés.'Db-
serve que 1/‘3 tem dimens8es de massa; '

P21 - utet 7R oy om unidades de Planck AN RS D

K,(X), 6 a fungcdo modificada de Bessel de segunda espécie, con
argumento X.

- . Para © e ¢ fixos, vemos que (VI-60) é proporcional a
5y exp(- mS® ). Ha figura (VI-3), mostramos as curvas que
representam esse fator em fung¥o da velocldadg, para‘ determina-
dos valores de mts . Vemos que conforme diminuimos m %) , as ve; .
‘locidades das parpfculas tornam~se cada vez maiores. Para m S =
100;-temos uma distrlbuicéo_maxwell!ana; para m E = 10, temos o

¢aso relativista e para m %.= 1, temos o caso ultrarelativista. A

velocidade mals provivel (up);.é encontrada Fazéndo
¢[w-SM‘expt-m%m)} =-0 (NI-61)
du o o
Colocando toda a expressio acima enm funcﬁo de zﬂ .
d (v vNexpmI® )0 (NI-62)
asgsim,

mS . Sr=3 | (VI-¢3)
e L) |

' 1,1'1'



[ _ 0,5 1,0
VELOCIDADE

Figufa (Vi-3)
Distribulcio de velocidades para um gds simples, composto de par-
tfculas-materiais. Na abscissa estd representada a velocidade (c
= 1).9 5 ordenada é proporcional a Y\Suaexp(fm%*p ), e portanto é
proporcional ao numero de partfculas com velocldades no intervalo
fu, u + dul para du fixo. Os gréf!cos eét%b dgsenhados para m 3 =

100, 10 e 1, e estZo normalizados fazendo-se o méximo igual a

unidade em cada caso.
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para um dado valor de m S , podemos encontrar a velocidade maie

provével.'Assim, para

m Y

0,143

100 , up =
"m‘5=10 , up = 0,487
m S =1 , up= 0,980

Buracos negros com mesmas coordenadas u e © no espago de
" velocidades, ter3o a meésma projec¥o uz sobre o eixo z. Integrando

(VI-60) em § ,

mdude = NV mS. _utsens .
. OL KL(‘/\M\%\ (.L— J—*L:L) YN '
Cexpl—=mS | dude (NI-64)
(l-rlil\hl .

‘que nos déd o numerc de partficulas com velocidades nos jnterva]bs
(6,6 +der e (u, u+dud.

Um féton emitido com uma frequéncla we, por um buraco
negro em movimento, serérvisto por um observador no -elxo-z, com

uma frequéncila wo, onde

(k)02.\-L—£~ML3;-\|_1LUe | : R (NI-6S)

T

e Uz =.ucos e
Seja P(M,w)dw, a poténcia de radlag3o eletromagnética
emjitida por um buraco negro de massa M, com frequéncia no  inter-
valo ( w , w + dw). A poténcia total serd a soma em todos os bu-
‘racos negros, lsto é : - : o
Pdw- & Pe (M, waydw (NI-66)
: TODOS ©OFS
' BPUQALDS NEGADS :
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- de (VI-64), podemos substituir a somatdérita por integrais em u e

e o
_-,’Pdu;.-; ﬁ?e(m,w&oludedm | - NI-e8)

A curva para fdétons da figura (VI-12, nos dd4 o produto
MPe(M,w). Como n3Ho temos uma fung¥o analftica para essa curva,
aproximaremos por um polindmio  interpolador. D resultado mais

conventente, & dado por um polindmio do 72 grau,.

S v . -
Fomw) = & a, (mws) (VI-£9)

Qnde ‘

a, = - 8,043380

a; =  67,00417

a, = - 661,2407 .

a, = 4004,753

a, = - 15778,1

ag =  34088,17

a, = - 37294,38

a., = 16152,54

Hahflgura,(Vl—4) mostramos o polindnio interpolador. Es-

te pode ser escrito como:

”L\?%(hw'éQ: F(mw) - (VI-10)

ou . .
- e |
P (M) = 10 o - )
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LOG. ( MdE /dwdt)

-3,0

-4;0

N
A
N
tn
!

1
LN -
-_
=y

|

Figura (VIi-4)

Polindmio de grau 7 utliizado para- interpolar o espectro eletro-
. magnético de um buraco negro. Os pontos assinalados com cfirculos

representam os valores retirados da curva oniglnaf'que estd re-

presentada na figura (Vi-1>.
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Assin, de (VI-71), (VI-64) e (VI-68), |
_ Rt o
Pdows= NN 3 J-Ig_fseu@ EXP( S ]
2 Ka(MSY)e ) (Lo ut)Sh (1=
F (M)

. L0 o\ud@dw o O WNI-7D)

Como NoV representa o nimero total de buracos negros do gas, po-

demos tomar a poténcia por particula (Pp), como

:W)dtklz_ ;]Z__Ciuu
: No\

il
= ‘5 | AseN® ex? ~‘M$5
a 02.’/\1_(’\’\4\(')-) (.L ol s (- U}j"l
F(—M(-UC)

. 10O dudeolw | | (\iI_‘B)

,A hipétese de que todos os " buracos ﬁegros tivessemA a
mesma.massa foi Inicialmente ﬁﬁllizada, por sua.slmpllcidade. No
entanto, o espectro contfnuo de emiss%o de fdtons assim obtido -
apresentéva uma forma totalmente diferente da obtida observaéio~
nalmente. A partir daf, concluimos que deQéria haver ﬁma distri-
bul¢do n¥%o trivial nas massas dos buracos negros. Assim, conslde-
remosg que eles tenhamrum eépéctro de massa dado -por ‘G(H). Seja
Np, o numero total de buracos negros. RpG(M)dM, da o nimero de
buracos negros com massas no intervalo ( M, M + dM ). A relag3o

(VI~-73), flcaria

w 1  o : ._
-'P?du\s =[ (__%}_ M sen® EXP -/lq% T alm)
ols 2 o KZ(Mi\ (1 "MQ)IH‘J (.L-GMI)S“'
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: _LoF(mw“\oludedMo\uQ o ur-TY)

'Conhecendé a distflbuicﬁo.de massa, a expressio aclﬁa dd a dis-
tfibufc%o especﬁral da radlag3o dé Hawking emitida pelo sistema.
Como vimos énter}ormente, o. espectro do :3C 273 pode ser
aproximado por uma lei de péténcia *v ?(W)il . Quando diminui-
mos a frequéncia de uma ordem de grandeza, a pot&ncla deve aumen-—
tar de ums ordem de grandeza. Quando a massa aumenta de uma ordem
"~ de grandeza, a poté&ncia e a frequéncia diminuem de uma ordem de
grandeza. Assim, para termos um espectro proporcional a '9_1 N

espectro de massa deve ser do tipo
B ’ L
G (M) x M
-0 intervalo de massa é tomado inicialmente como
. 2a . .
10 9 £ Mg L0777
Os Iimites superior e inferior nosg dariam, é emissdoc na regifo do
rédic e de ralos ¥, respectivamente. 0 resultado & ‘mostrado na
fligura (VI-5)

0 nudmero de particulas 'é encdntfado, ajustando~se o mo-
delo a poténcia observada do 3C 273. Considerando-se que a potén-
cia - seja 2,5 x 1047 erga/seg © a dist8ncla de 900 Mpc, o numero
de partfculas & da ordem de 10 56

O volume ocupado por tals partfculas, seria

| B8 ~3
: 3
Para M = 10‘“19, esse volume & da ordem de 10 ¢° cm® Esse volume &
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aproximadamente 105 vezes malor que o volume inferido ao 3C
273.

: 15 :

Diminuiremos o limite superior para 10 g, que nos da-

rd a emiss¥o no infravermelho longfnquo. A curva & mostrada na

figura (V1-6). Ajustando a poténcia ao 3C 273, encontramos que o

nimero de partfculas & da ordem de 10 ﬁi_, ocupando um volume de

aproximadamente 10%? cm3 . Como 6 volume do 3C 273 6 da ordem de

o~

1 pc 10°° cm? + © gds de buracos negros ocuparlia apenas um voO-
tume de 10 ~'* do volume estimado para esse quasar, e o gds pode
ser considerado como um gds rarefelto como admitimos no comego.

Esse modelo reproduz de forma gerél o egpectro eletro-
magnétlé; cont fnuo do_éc 273, embora n3o explique a poténcla em
-radig~Frequénc{a nem o excesso de radlagZio acima da lei de potén-
cla. Contudo, podemcs utilizar o mgcanlsmo tradiclonal para a réa-
dio emiss¥%o - a radiag¥o de sfncrptrén.

Um modelo mals realfstico seria formado por um gés de
buracos negros primordials no centro de um dlsco galdctico., Esse
disco, seria o responséivel pelas linhas de emiss¥o e absor¢io e
peesivelmente tambéﬁ pela componente térmica no espectfo cont i~
nuo. |

Em seguida considefamos, no modelo delineado no capftulo
1V, o efelto desse campo gravitacional 'dé fundo nos espectros
cont fnuos de emissﬁo de fotons, gravitons e neutrinos. Observamos.
que a forma geral do espectro n¥o varia com a adig¥o de campos
gravitacionals de fundo de intensidades crescentes, mas apenas o

valor da poténcia emitida em cada frequéncla. Isso nos mostra que

¢ espectro de emissZo calculado tem a mesma forma que o espectro
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medido observacidnalmente. 0 efeito que na realidade & causado
pelo campo gravltacioﬁal de fundo é do tipo discutlido nesse tra-
balho. Déssa-Porma, obtemos o efelto do campo gravitacional de
fundo nos espectros contfnuos de emiss3o de pabtfcu]as. de massa
nula, o que esta represeﬁtado nas figuras (VI-7-a), ((VI1-7-b),

(V1-7-c), (V1-7-d), (VI-8-a), (VI-8-b), (VI-9-3) e (VI-9-b).

121



B8 "¥¢

‘ T(8SU01304) __ Ol op opuny ep od
~wed op ejouenbeay ewn opuesn ‘sruweud 20T @p Jojiedns o & seuedd 01
8P JojJagul ejjuwi| o opujnssod ‘essew ens ap opeJpenb oce _mcoﬁutowdpm
eSsSewW &p oOBOINgIJlsip eun wonssod seb o wewaol enb soubsu sooeunq sp
cBupdmey ep oeseiped opujjjue soubou soceanq ep geb wn ep ouqoedss g

{Oo~f=14) eanByy

C2ZHI HIONIND3Y4 207

1

B3I @'y es's]  e8'9] BBP] P@T]  8a'

e "5e-

(2 B25/H 42 gD LIYd/YIONIL0d 907

122



' (SU09gy | 0T &p opuny ep od
- =We> ep ejiougnbeuy eun opuesn ‘seuead <2071 op 20t1aadns o e seuedyd ;01

8P JojpJejul 83jur] o opujnssod ‘esseuy Ens op opedpenb oe jeuocjsuodoad
ESSRU 8P  ORSINQIJUiSip BUN wenssod seb o wewuoy enb soubsou sooeJang sQ

‘Bupmey ep ORdeped opuiyjwe soubsau soseJdnq ep spb un ep ouqoedse 0
(4-4-1A) ®BunBg
CZH] QIDNIND3INY 907
88 'z BB 888} 003 9% 08T 08 'B]
y . ‘ o
&
vl
=
Y oy
N . &
N . g
;fx;f;
T \
FF.rrlI.r m.:
’ .l.l....nfl &
f/ [}
. !ffﬁ)f# _
e . Mm
J.r.J.;.f s
;ff!ff{\\\ m“

A

P25/P43 ) BINIILAYd/PIINAL0d 90T

Lz k

123



28 “p7

. T (8U039y) ., 0T ep opuny ap od
-wes op ejougnba.uay ewn opuesn ‘seueab 5201 P Louammrm o o seueab 071
op JojJajul 8jjuwi] o opuinssod ‘essew ens sp opedpenb oe ﬂmcowuuo%wua
essew  ap oRdIngiJaisip eun wanssod seb o wewuoy snb soubsu gooeanq sQ
‘Buimey op ogdeiped opuijiwe soubau sooeJdnq ap spb wn 8p oujoedse g

(3-£~-1A) eanBig

CZH 2 HIONINDINL 307

26 27 88 87 28 3] B3] PP} 0BT Be '

]

P
Ry

[l
ﬁ.cb-.!n‘.

v e

O3 BT

[ LadA4/HION310d 3071

1

¥
]
i

ST

.,

124



_ F(SUOY0F) 5 01 2P opuny ap od
~ued ap Biougnbedy eun opuesn ‘seuedabd 4201 ep Lo*gmmfm o o seuweab 01

ep Jojaajuy ayiwi] o opujinssod ‘essew en3 ep opeapenb oe ﬁmcoﬁuuo%mnm.
essew ap opdingiaysip eun wonssod zpb o wewtoy enb soubau sooeuanq sqg
‘Buirxmey ep opdeipes opujjjue soubeu sooednq ep sgb wn ep odqdedse (

(p=£-1A) ednbig

B8 ¥ - BB T Be 8]

a'—'“-

b

- o |

1
amnions S e

[ Mg ATl
e

£

- 3'.'.‘

v
El

te
b

L

ﬁﬁﬂ:

]

.

MR

A

AHASHTINTLOd 207

N
Ly

125



. *(suoqraraby seweab ¢z 0T @p Jotuedns o o seuwedd , 01
8P JOopJejup ajjuif o opuinasod ‘essew ens ep opedpenb oe umGO“ULOMOLQ
EESew ep opdinqiJaisip eun wanssod seb o wewloy enb souabsu sooedanq sQ
‘Bupdmey ep ogdeipea opujqiuwe soibsu sooedang ap spb wn ep ougsedss g
(e-8-14) eanbig : .

CZ2HJ QI3N3IND3IY4 907

8397 BB 'T7 89'07 00 '8] BE'S] - 88 b 28 "2 2e ‘8]

ag ‘5e-

T

00 ‘of

]

69 Gz

T .

6602

ae *si-

[ZH Pasy/baa] ¢INIILdYd/PIINILOd 907
126



86 "+¢

K . .Amc0u_>mumvwapoﬂ ep opuny ep od-
-urd &p ejougnbegj eun opuesn  ‘seuedab 201 @p Jotaédns o e sewedb .
&p  JotJejul e3jui| o opuinssod ‘essew ens op opedapenb oe ﬁmcoﬁuuomoum

01

essew op ogdinqiJisip eun wanssod sgb o wewyoj enb soubsu sosednq sQ
‘Bujsmey ep opdeiped opujjjue souabsu sodeanq ep sgb un ep ouqoadse

(4-8-1A) eanBig

CZH) YIININDIYL 907

88 *b]

B8 g

B8 3]

BB ‘27 P8 '87 .  88°8] 98 "9}

g8 "5~

1

ag ‘ag

1
—_

a8 "8l

RS

&8 *5Z

(zH Pas/bua ) NI LMYd/BIANIL0d 90T

127



(soujagyneu) sewedb <201 @p Jojaedns o & sewedb ol
ep JojJeju] exjujl o opujinssod ‘esseuw ens ep opeuspenb oe ﬁwcoﬂunawmum
essew eop -ogdingiaqsip euwn wsnssod spb o wewisoj enb soabsu soseunq sg
‘Buismey ep opdejped opujjlue sodbeu sooeanq ep 3gb un ep ozxqdredze (g

(e-g-1A) BaNB1 Y

CZH 3 BIJININDIAS 07T

BB "l B8 Ty 0B Be 08 "8} 88"3t1 - Cld S @B "¢ B8 '8!

8O 'GE-

ea "ee

i
-—

8a'sZ

1

Be ‘ad

LA

(ZH Bas/baa) yINIILYd/BIINIL0H. 907

128



R:chtg

. _ ‘(souiagnseu) ., O] @p opuny ap od
-wes> ep ejougnbedy eun opuesn .mw&mpm.mdoﬂ 8p JojJedns o e seuwedb _ Of
Sp J0lJ8jul 83jwil O opuinssod ‘essed ens ap opedapenb oe ~aco~uuowoLa
essell ep opdinqiJqe|p rwn wenssod seb o wewaoj endb soubeu gose.Janq SQ
‘Bupmey ep opdeiped opuiqiue soubau sooeJanq ap 886 wn op ouqoedss Q

- (4-6=1A) BanDi g

CZH 2 YIN3INDIEA 907

@87 e0'97  90'8| @9'9] e8] 00T @0 B

Ba "SE-

T

0 *ge

ea 'sg

1

80 "BZ

88 'si-

(ZH Pas/b42) BINIILAYd/YIINILOL 90T

129



Capitulo V11

Vil -~ 1 - Conslideracoes fiﬁals e perspectivas futuras

0 nove modelo proposto representa um refinamento ‘mais
realista do modelo de gas ideal de buracos negros sem campo gra-
“wviltacional de fundeo, e abre novas possibilidades de desenvolvl-
mento. Em primeiro lugar, pode-se desenvolver trabalhos sobre o
espectto de emissaoc de pantlculas de massa ngla no continuo, com
.campos'aravttaclonafs-externos de simetria bém definida. (simé—-
trias esferica, ;ilindrica, etc.) de modo a possibilitar o mode-
laménto-do campo devido ac anel de_ acrescimento de forma mais
.realiatjca. 0 calculo pode ser egteﬁdido a emissao de particﬁlas
de massas de repouso- nao .ﬁﬁla; (eletrons, _positrons, muons,
ét_;:.- ).

Tambem como um probeha de Teoria de Gravitacao, o estudo
do presente modelo abre interessantes perépectlvaé, ﬁrlncipalmen—
te no que se refere a modelos de intéracao-dé buracos negros en-
tre 81 (gas nao ideal de bufacos negros) e da_lﬁteraﬁao de bura-
cos negrog com campos gravitaciona{s de fundo. Em particular, um
. estﬁdo mals.detalhado da evelucac de éenarios © suas posslivelis
.‘altebnatlvaé, como indicado no capiiﬁ}o ]V, tamben apresenté con-
sideravel interesse. E finalmente, o tratamento do gas de buracos
negros quaﬁtizado em interacao com um campo‘éravitacional de fun-
do tambem quantizado, superposto a um esgaéo-tempo curvo, e o es-

tudo da mecanica estatistiva do gas de buracos negros incluindo
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possivels hipoteses aos estados internos das particulas - do gas,
representam desaflos no campo da Gravitacao Quantica que apresen-

tam consideravel importancia para o estudo da Gravitacao. e suas’

aplicacoes astrofisicas,
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.Apéndice A

Relacg¥o entre'%}k\, e ;L?:, .

Heste Apéndice, mostramos a relag3o entre a conex3o afim

Ry R

( y © o tensor métrico c%MN . Usande o Princfpio Variacional,
,mpstfa—se também que a curva descrita por uma particula em um
campo gravitacional é uma geodésica.
Da definig¥o do tensor métrico E}RV ; ~equagdo (II-16),
- temos que:‘ -
= l‘.‘f LS A\ o (LI-16)
G = «f | | |

o xM 3x”

Derivando em relag®o a ®x . Leremos:

. S e . ‘§°< 'L%ﬁ :
N WAl Sl S U2 |
a?%‘ XM XM oY Mot XM A bxf’ G

mas, de (11-15)
. . % . ) <
XX L Py | (3I-19)
.BX)‘B,X\) -
logo
MY =
X kP o
Uzando novamente (11-16), ficamos com . : -
TR AR -
= ./ -
Eﬁ% Qv = A Gew O G (a-1)
Considerando as expressdesg andlogas a (A-1), a saber

Kp*l



- ko ekl .
%%:V: %’K\? /:-lx + %K)\/A&V : _ (A'“ozr)
%ﬁ#M LA TN - (A~3)

Somando (A-1) com (A-2) e subtraindo (A-3), vemos que

ol K. ) k&
‘B%’;:“’“‘" E“%\i“"i%‘“)“ S}w?;x* %k}&ﬁ + Oy luat

X X
| vale
- + (ak.k AP %P-K:\ K.M/\’)s
—y & .
= 2 gw A (A-Y)

. ' A ' .
onde usamos a simetria da conex¥o afim 21(9 e do tensor métrico

'(3”y pela troca dgs fndices u e v .

s N
) -
e
%Lw_: %\m (A-5)
vy | o o
Def inindo (% como a matriz inversa de (393\, isto &
& o5 . .
%\) (%K\) = 5[( ‘ ‘ . (ﬂ“&))

yer '
e multiplicando (A-4) por(%‘.- obtemos de (A-4) que

7)€=-LV8- N e >\ (‘*‘))
SRR AR Y G s NG

que € a relag¥o entre o tensor métrico ¢ a conex¥o afim. Geral-
mente ldentificamos o lado direlto da equacio como o sfmbolo de

Christoffel, definido como:
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]

o
_c& l%,w +2_cg,>w._l%m
A
= /Axt ’ (A_vﬁ
Uma consequéncia da equa¢¥o (A-4), é que esta nos possli-
bilita a formular a lel de movimento dos corpoé qué caem livre-
mente através do Princfpib Vartacional.
Seja p um paré@metro arbitréric que descreve a trajetdria

de um corpo. O intervalo de tempo prdéprio que a partfcula gasta

Jpara calr de um ponto a para um ponto b é

%

&
_rﬂo\:J-gId'P
| %d"p
- dx*dx” dp
9w gy Ay
| A |
Vartando a trajetéria de xM (p) para x¥ (p) + x*(p), mantendo
os pontos extremos fixos -
Sx¥iov=0 & &x*{ =0 R (A-8)

a variac3o de Tha &

5Teoe 3 e 12 e 0

dp dp > dP dP
- SxM) dx>1d
Q%M\,%( X )a__Z;} P

¢ | | |
Qe sx2dxdx \,_d_(sx")ﬁz"}d'r
H.L%A" dr dr %M dvr  d7T
integrando por partés e tendo em vista (A-8)

5o | 20y At gy, dxTdy
: @

L >x™ drdr  ax dy dr
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_(am, }6»:0{”!‘
d'r
Usando (A-4) o (A- -5y

¢ g ' N
5T, - | [ d, 7] _c{f”‘_dzﬁ’“} dx M~

| gq [q{df\rlf T Ay dr %5\’ o
de (11‘14) |

8 Hrﬁa =

Podemos dar uma interpretag¢3o geométrica a essa equagdo
'do‘seguinte modo: a mengr (ou mailor) curva descrita por uma par-
.tfcula em queda livre em um campo gravitacional arbitdrio € dada
"por; , | a
_dfli + j*ﬁ‘lizg*iim.g‘ | ’ _( A*~Q)

d Cdv dr | o

' Essa equag%o denomina se a equac%o das geodésicas, e suas solu-

¢Ges, traJetérias geodéslcas ou slmplesmente geodésicas.
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" Apéndice B
Anadlige Tensorlal,

Neste Apéndice, discutiremos aléumas no¢Bes bdsicas de
Andllige Tensorial importantes para o formallsmo geral da relati-
ind?de aplicado a constru¢Zo de equagdes invariantes sob uma
transformag¢¥o geral de coordenadas (TGC).
Escalares s%o quantidades que n3o mudam por uma TGC, co-
mo por exemplo, a carga'elétrica.‘ |
Vetores Contrgvariantea sdo entidades que, sob a ac3o de
" uma tfansformacﬁo ae coordenadas x* —, x'M , obedecem a seguin-
te regra de transformac3o: ‘
VRO XY | | (3-1)
. BX\’
Exemplo: a diferenciag3o parcial

d ™ - 2x™ dx”
x>

Analogamente, definimos Vetores Covariantes, como enti-

dades que através de uma transformag¥o de coordenadas XM, x4,

comportam-se da seguinte forma:

e 2% Mo . | o O (B-2)
| XM ‘

Exemplo: o© gbadiente
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ag .2 24
XM yxm IXY
onde ¢ é um campo escalar.
| -DePinimos Tensores como resultado do produto de vetores
cobariantes. de vetores coﬁiravariantes ou de ambos. No primeiro
caso, dizemos que este teﬁsor'é Covariante. No segundb,' chamamos
de Tenasor Contravariante e no tercefro de Tensor Migto. O nidmero

de fndices do tensor d& a sua ordem. Por exemplo, © tensor

-—roc’g L. o :E_X‘o{"_&d‘l E::”’('\'\, G‘M
P preefom axx“*ax‘ﬁ*"'fax"‘“%é—‘ﬂ”ﬂ

T Lol m ¢ B
T" o, J,'g_,..- Y\"‘V‘\ . B 3.)

_é um tensor de ordem m + n (covariante de ordem m e contravarian-
'te de ordem nj.

De acordo com a discuss¥o acima, podemos dizer que esca-

lares s%o tensores de ordem zero, e que vetores s%o tensores de

! ordem 1.

D interesse fundamental em nossa discuss¥o sobre tenso-
res reside no fato de que qualquer équacﬁo serd invarlante por
uma TGC se estabelecer a lgualdade de dois tensores com os mesmos

fndices superiores e iInferiores. Por exemplo, e enm ® A

AMA X
¥ = Doy

ent¥o em x'*, essa equagBo & da forma

\JYRP N WA
A\)""B\p
As pr1ncipa!s propriedades de Klgebra Tensorial s%o as
. seguintes:

a - Combinac%o Linear



Uma combinag3o linear de tensores com os mesmos I[ndices
superiores e Inferiores & um tensor com esses Indices. Por exem-

lo: seJa‘Aﬁk e By dois tensores mistos, enﬁﬁo
P » )
e AK AL

T\J = Q.)q\; + g—B\)

também é um tensor (a e b s¥o constantes)
‘b ~ Produto Direto

0 produto de componentes de dolsg tensores ¢é um tensor
cujoa fndices superiores e Inferiores s%o todos oé indices supe-
-riores e Inferiores dos dols tensores que lhe deram origem. Por

egemplo, se Afj-e B‘° 230 tensores, entio

M
TR = AL BF

¢ - Contrag3o

Se alguns dos fndlceslsqperiores de um tensor s3o bepe—
tidos como (ndices inferlores, esse tensor & igual a um novo ten-
gor sem os fndices repetiaos. Por egemplo, se T{jpé‘éum tensor,

ent¥o
j_MP_ M eV
- T

também & um tensor.

Existe determinadas entidades que se tfansformam como
tensores, exceto pela presenga extra do determinante Jacobiano.
.Eésas~entidades s3o chamadas de ténsqres densidades, @ © numero
‘de fatores do determinante da o seu ﬁeso .

Podemos generalizar as propriedades algébricas dos

tensores de modo a incorporar também os tensores densidades.
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a - A combinacﬁo linear de dots tensores de.mesmo peso W & unm
tensor densidade de peéo w.
b - O produto direto de dols tensores densidades de pesos W, e
W, , é um tensor densidade de peso W, + W,
¢ - O resultado da contrag¥o de um tensor denslidade de peso W
também é um tensor de peso W.
: P
Da determinac¥o da conex¥o afim /sy , equacdo (I11-15),
vemos que esta n¥o & um tensor. Vejamos como esta se comporta
através de uma TGC. Da définicﬁo temos: :
o YN :
> I oxMOXY

ohde S (%) & um sistema de coordenadas localmente inercial. Fa-

zendo uma transformagfo x A x'M , teremos:
— .

= axP rR%

}S“}xmbﬁ”
o —_—-B)_S\_kél&p_'&_ 3;&&&:“
IXP I IR 9T
, :Q.;C"A&P(ﬁ %7 3 %‘* X a‘S"‘)
3% FE A axH oxTox” "ax‘**éx“’ ax @
= 2XXTAXTL L 3w’ (8-Y)
IXP MY IXP IxWM X

Dessa equagfo Lemos que o primeiro termo ¢ um tensor, enquanto
‘que o segundo n3o é
Via Andlise Tensorial, estabelecemos mais facllmente a

A
relacio entre a conex¥o afim (/-2“, e o tensor métrico g#”' Te-
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mos que -
\ % =
B—X‘K axik Pe” BX\M }X\v
= l%r’b“hfi SX° ax? ga.mml.” 2x7
DT axw;axutaxw P aXWBXuLEXw

o N o
+ 27X ax (2-5)
Yoo st 35 ~

assim
2 ikJL - ;i%}}Lv EL__ jﬂ$P~Q2S ( ®T & eT +
X" DX IR RXM XV IR X

, 2IXP % (B-6)
5’)-!—92'%[36"_8 DR S & o -

' wh
Y b
£,
<%
+
e

“ ' . ’ "
{ A }: B__?S:.A_BLT @..25_15-‘ e - 9230\.. l&’a (5‘7)
, i ' Bx"" DMK

~ | .
} = _L_ k( KV +.;i%klgu ;-;;%t%&\? ( B‘*B)
A SIS S G |
"NHota-se que :
] axfr ax [/’?fa'

| .[TM-{ ) PH (3-9)
\ Bx XM BN T o

é um tensor. O Princfpio de Equivaléncia afirma que existe um

sistema especial de coordenadas ‘Sy;“o qual, em um dado ponto X,

- os efeitos da Gravitac¥o est¥o ausentes. Nesse sistema, n3o pode

haver deslocamento para o vermelho entre pontos. separados infini-
tesimalmente, visto que a derlvada do tensor métrico (%}&v,

se anula. Como
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: P P h ' : ‘ :
T oo '
& um tensor que se'anula'em um sistema de coordenadas localmente

Inercial, ent¥o este deve se anular em todos os sistemas de coor-

denadas e

— X ~ :
Iy = { | . (3-11)
TR

Consideremos o termo inomogéneo da regra de transforma-
¢¥Ho da conex¥o afim, a saber,
WA L
DX > xf
IR MY

" Diferenciando a identidade

o

\% ' > S |
2 axP L 85 (B-12)
IXP %Y T )
com relag%io a x'M _
" z | |
RN DT, -}__” S 3T (B-13)

DXL DIMANY X R Dx“c}x
substituinde (B~-13) em (B-12)

Ao -3x” dxT x>
DRVINM > xPox®

e a regra de transforma¢fo da conex¥o afim ficars

RPN o .

Py = XX 2P 22 IXP 2T Sx (3-1y)
2XP IRM OxVY oxX” ax‘“‘aprx"' -
Mostramos que uma partfcula em queda livre ~obedece a

equagdio de movimento

do dj dx> -

drt dv dv
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onde _ . , ‘
A ' AL v

drs - Qe dx ™ ox

Na éuééncia da Gravitacg3o, °

71;: = 0 o E ; %}1*v % M

| ;éiflgfl:: O E C*AV?E: -’V1}1v (j>ﬂikfﬂ){v
d~® » |

.s%0 as equagBes corretas de uma partfcula livre em Relatividade

-

Especlal. £ facil ver que elas s%o invariantes por uma TGC
e d (bl
d~*  dyldx’ dr
___LM_de" 25 _dx™ dxY
RN d}’“‘ IR dr d’r

Somando com (B-14), teremos-

dRer, TR AU 3__*&(5\ X<, d)fdﬁ) C(B-15)
dv* dv dr d > dr dr

A diferenciacg3o de um tensor ndo ¢ um tensor. Por exem-

plo: N _
VA - xRt o R (B-16)
I
entdo

b_\rA zx\wxm\m zxw b__'°\/>‘ (B-17)
VAN VKD IXAIRE T BRTIXP N .

vemos que o segundo termo nﬁo & um tensor. Consideremos agora
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AV Y \ N
7 VK43AM@w;ﬂf*TQ_ Bf*“&x”étﬂ
A K . B_X\J —a_xay\ BX‘K /pe—' Bxpaxg— BX\)\%_Z;‘K y

LAY y™M
s XM IP 71V __BICK axfy (B-18)
%Y ™ T xPaxT X e ‘
logo ' : :
WM TR X R axe (XY L AV VT -19
Sorr ARV B A (e BT ()
_Definlmos Derivada Covariante de um tensor covariante VAEA como
VA s BAL’“)H TN - ‘ (B-20)
IX o :

que & um tensor.

Seja o vetor contravariante

Vi = 2X° v, o | (3-21)
e - . : |
"eﬁtﬁq |
V- AP AN, ¢ _XP v, (8-22)

Y 3N axT  axMIXY

n%o é um tensor. Hasr

'_7}‘3\/;:3&%&")35”;7‘?. SN X
: M . T N\ ) wo P + T \ WY
- IXTANMIXT AX T IXMIXY
K ’ S _
logo _ : : |
: -;lN44 -/Q*v_ X = oX" 2X° 12ﬂLp — CDU‘ & (s-2Y)
AN IXM X Jax T :

Definimos Derivada Covartante de um tensor contravariante
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como

V,u_’ .._.%i,u_z;}ivx : o o (B-25)
N : o

qu ¢ um tensor.

Usando a dlferenciac%o covariante e as propriedades al~
gébricas dos tensores, vemos que:
a - A derivada covariante da combina¢¥oc linear de tensores & a

mesma -comblnag3o linear das derivadas covariantes. Por exemplo:
(o A% + A B} n = BY
v 4 \)*Ff?) \)}>\" O(P‘ %*ﬁ

onde . e 3 s%o constantes.
b - A derivada covariante de um prodﬁto direto de tensores obede-

ce a regra de Leibnitz. Por exemplo:
M >~) o
A B }P P“’)PB A"B

c - A derivada covariante de um tensor contraido & a contrag%o da

" derivada covariante. Por exemplo:

T — AT M T O Av.
r~ o
O IR _
-y K -
T T / >vp_7ng o

Fazendo O = X, vemos que:
AN }L% 1M VA
T ATp= 3 PT //Jv T N
8 : _
£ de grande importéncia a dfferenciacﬁo covariante pois
esta converte tensores em tensores e na auséncia da Gravitacg¥o,

reduz-se a diferenclag¢dc ordindria. Isso sugere que para intro-
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duzirmos os efeitos gravitacionéis nos sistemas fislicos devemos:
a ~ Escrever as equa¢fes villidas na Relatividade Espectial;
b - Substituir WW}UJPOF(%;&v e a derivada ordinadria pela derivada
covariante. . .

Usando a lingdagem tensorial podemos expfessar_ma;s sim-
plesmente alguhsroperadorés. Por éxemplo:
a - Gradliente

oxM
b - Rotaclional
\]}J_;\j - \J\J;u = M/.\:}L —_ _5._\_]__:1
' 3 X X

c - Dlvergéﬁcia covariante de um vetor contravariante

\ILEAL E} égi;Ak\rigj \}%&

onde

% s peT ( %PJ‘*)
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Apéndice C

Propriedadea Algébricas do Tensor Curvatura de Riemann-Christof-

fal.

Ag propriedades algébricas do tensor curvatura s3o vis-
tas mals facllmente quandoc este é colocado na forma totalmente

covariante.

e
. R)\}.&_\ik = %)‘a" R’}-L‘;’K

Substituinde (11-18) e (A-6) em (C—l). teremos:

Q.)\M\)K J""%)\D’ ng fM,_F_ PY — Z%MV} 4.
=

XM
_1ﬂ 1. e Q7P ' —
ey %x‘déxv% {'8 pu S f K %%ﬁm} +
kel _ -
%XG{ kn“ZIZZZ?}

Usando a relagio

' o
(bvgkﬁ "“%‘F}

—

< - %v’ﬂ(/')"'f%’hé,_‘_ /m_%m\

obtemos que

el - s 53 -

«x(a"nv‘ + /-’46‘ %ﬂv\x\/ﬂz + (71; C}hc%‘ +
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: Ty o M7 " =8
_ '"“’Pv“gf%-nA) /,u:,a. + gkzr( /M\.) /K"Y( B ‘i—tjfc ‘7\?4’1 )
=. A __2 . > e Ku}.,‘_}__g,,u\at)_}_
| é(éxkia* BXK%X“ XYM DXIIXT
' | 1 o
| -?w(ﬂm ak-a;’%) | (c-2)

Dessa equag¥o vemos melhor as propriedades do tensor curvatura:

la - Simetria
Riuvk = Rukag | (c-3)
b - Antisimetris
QNWK = "Qw;,\vk. = =~ By ky = Ron &y (C-4)

c - Ciclicidade

. . |
Contraindo R, » ., temos:
| PN K ' :
Q%45< = glﬁ&>\K . _ _ - {-8)

onde R;xv & o tensor de Ricci,_que por sua vez contrafde com o

tensor métripo, dé a curvatura escalar R .
_ MK . |

Q = 9} M, ; (C" 79

Podemos também escrever o tensor de Riccl da forma:
AV o | '

Q»ua = C_} QA}J.\JK _ (¢~ Q)
Da propriedade a vemos que o tensor de Ricci & simétrico

Ry = Ruu | | (C-9)
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0 tensor de Riccl Ry, e a curvatura éscalar R s%o multo
importantes na Reiatlvidéde Geral pols aparecem explicltamente
nas equa¢des de campo |

Rju - .i_%wﬁl =~ E?/?“G'ljw
onde: G € a constante gravitacioné} = 6,670 x 10" 8(cgs)
¢ é a velocidade da luz no vdcuo
T,y € o tenszor momento-energia.
Considerando um sistema de cbordenada; localmente iner-
cial, em que ZL:, se anula em X (mas nﬁo suas derivadas), encon-—

tramog uma importante identidade diferencial péra o tensor curva-

tura, a ldentidade de Bianchi . Derivando (C-1) com relaq%o ax™M

Q)suvk"’l é‘ax,\(*‘%ﬂxk M “—%"&XK B. Xgé
= R o o

Permutando ~» , K e n ciciicamente, obtemnos:
Q'AM\)K;'Y'[ + RX}-&’VI‘\’;K + QR}AK’Y\;V - O ((‘ll)

: < A
Observando que a derivada covariante de (3 se anula e contrain-

do A com V , encontramos que:
Qukim = Rumer + Rognew = O (C-12)
MK M MBS )«Kﬁ,v , :

Contraindo novamente,

v

Qh-Q“M Rn:v = O | (C-13)
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ou -
(e, -_;%Sx(\ Q);;LL = 0 . | (_(-iﬂ

cuja forma mals usual &

(quw __ii—-%*‘kvﬂ.);“: O | : (C\!S‘)
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‘ Apendice D
0 Limite Newtonlanc,

Para estabelecermos conex¥o da Teorla da Relatividade Geral com a
Teoria de Cravitag3o de Newton, faremos aproximag¢Bes na equacHo
<de movimento, equacﬁo (11-14>

A5 L D dxsdy” L oo (rI-1y)

d“rL d?‘ CiT

&

~Considerando que uma partfcula move-se lentamente em wum

campo gravitacional fraco e estacionério, podemos negligenciar

dX/C{'T' com respeito a d‘t'/d’?‘ Assim
AEM dt - | (p-
Li) L N -(D 1)

dny?

onde conforme a eqﬁacﬁo (A-4),

A Y )
loo = LQ lu%w .  {D-2)
ob DX | '
visto que todas as derivadas temporais se anulam. Como o campo &

fraco, podemos tomar um sistema de coordenadas cartesiano em que

%Nﬁ = VNeap + kxﬁ | (D-3)

onde

I hapl << 1

De (D-2) e (D-3) e tomando apenas termos de primeira ordem em h«ﬂ
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06 = - —L-hoéﬁ .2_‘3_00
Z . oxP
Substituindo esse resultade em (D-1), teremos:

d= . o

dvz |
T TlE) The

Da primeira equag3o vemos que @Lﬁij ¢ constante
quando dividida por (d{1dq71,

&

A% _ L Vhe
o v 2

0 resultado newtoniano & dado por:

4% ..V
Ve

onde ¢’ é o potencial gravitacional dado por:

B - - am
1‘(.

comparando (D-4) com (D-5) vemas que
\f\oo = -2,¢ + (OPNST

como para r—® , hge teré que se anular,

de (D-3),

%oo = - (l"""l ¢)

a constante &€ nula

Da segunda,

(p-v)

( D-%)

e

Vemos assim, que a Teoria Newtoniana da Gravitaclio ¢ o limite da

Teoria de Gravitac¥o de Einsteln para campos fracos.
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