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RESUMO

Neste trabalheo, estudamos o© prdcesso da formagdo de
padriies espaciais como szolugles deo equaglies nIo-lineares, e, no
caso, especificamente, as estruturas conhecidas como  Anéis de
Liesegang. Em tal sistema, os padries sHo formados pela
precipitagio descontinua do produte de uma reag3o quimica. Para
sua descrigfo, utilizamos um conjunto de squagles difarenciais do
tipo reag¥o~difus¥o, onde os Lermos nlo-lineares da reagdo
quimica =20 substituidoz por expressles que representem a
precipitagfo. Para tanteo, utilizamos equagbes feonomenoldgicas
derivadas dos modelos cléassicos para transigties de fase de
primeira ordem, Apds a escolha deste sistema, analisamos come
suas seolugBes s3o afestadas pela variaglc das concentragiss
iniciais dos reagentes. O modelo foi aplicado para a
precipitagfo do iodeto de chumbo (Pblz), compreendendo trés tipos
de calculos. No primeiro, a concentrag3o inicial do 1° & fixada,
e variamos a do Pb°' dosde regi@ies onde n8o ha formaglo de Anéis
até aquela em que se forma um Anel, obtendo as concentragles
(Pb>*1c onde as sol uglies mudam de comportamento. Repetindc o©
calculo para valores distintos de [I”}, contruimos uma curva com
os ponteos C[I'J,[Pbﬂl). Para os outros dois tipous de célculoes,
definimos a diferenga A=[1"1/2-[Pb”] e a raz¥o S+l=
[Pb>*1LI"1%/Kps, onde Kps & o produte de solubilidade e as
concentrages s3o as iniciais. Num dos c&lculos, mantivemos A
constante @ variamos S+1, anquanﬂo. no outro, o oposto & feito.
Com este procedimento, mostrameos, pela primeira vez, que um
modslo cCOoms o descrito acima & Capaz de reproduzir,

qualitativamente, resultados experimentais. '



ABRSTRACT

Ve study in the present work the formation of spatial
patiterns as particular solutions of non-linear equations. We are
interested in the specific preocess known as Liesegang Rings. In
this system the patterns are formed by +the discontinuos
pracipitation of a chemical reaction product. In order to modsl
it, a system of reaction-diffusion differential egquations i#
used, where terms describing thé precipitation are used in place
of the reactions terms. The precipitation iz described wvia a
first—-order phase~itransition classical theory equations. Wo are
interested in the behavior of the soluticons when we vary the
initial concentrations of the reagents.f Using the salt lead
iodate (Pbl2d, we performed three types of calculations. In the
first one, we fix the I~ initial ccncant.ratic;n and vary the Pb**
ane {rom regions where no rings are formed to regions where just
one ring appears. Wo obtain in this way the concentration
tP*tic responsible for the change in the solution behavior.
Repeating this procedure for different I” initial concentrations
we build a curve for the points C[I“],[Pbmij. The difference
4={1"1/2-1Pb%>*] and the quotient S+ =[Pb>’1[171%/Kps, where KXpe
is the solubility product and all are initial concentrations, are
defined for the last two numerical simulation. In the first one
A is kept constant and S+1 is varied, the opposit procedure being
done in the other calculation. Therefore, we showr;. for the
first time, that a model like ours can provide results in

agreement, at least qualitatively, with the experimental ones.



INTRODUGAO

O estudec de sistemas n%o lineares &, hoje em dia,
importante Area de pesquisa. Uma série de propriedades
interessantes sZo caracteristicas de equagSes nZo lineares, tais
como os fendmenos de caos (Haken 19810 e de bifurcagio (looss e
Joseph 1980D.

Dentre tais sistemas, estamos especialmente interessados
naqueles que envolvem reag@es quimlicas acopladas ao transporte de
matéria por difusio. Estes Ltém sido alvo de vasto nUmero de
pesquisas, pois sua importancia e generalidade val desde o
desenho de reatores quimicos alé a descrigic de conjuntos de
reacBes biolédgicas (Kubicek e Marek 19083 Cap. 1D.

Uma das maneiras de se estudar tals sislemas envolve a
variagZc de parametros caracteristicos do processc em quest3o, os
quals sZo geralmente denominados parameiros de controle, e podem
ser, por .exemplo. taxas de rea¢lNo, temperatura, comprimentos
caracteristicos ou concentraglies iniciais. O objetive é
determinar comc as solugBSes s3o afeladas pela variaglio dos
parametros, e, principalmente, para quais valores ocorrem
alteragBes significativas no comportamento das solugtes C(pontos
de bifurcag¢fod.

Nos pontos de bifurcagfio, a solugdo antiga perde sua
estabilidade. permitinde que o sistema evoiua para uma nova
situag¢fo de equilibrio. Varios estudos deste 'tipb tém sido
feitos para equagBes de reag3o-difusZo, destacando-se as anilises
das reacges de Belousov-Zhabotinskii (Tyson 1976)e do modelo do
“Brusselator” CNicolis e Prigogine 18977 Cap. 72, que sfo sistemas

homogéneos.



Por ocutre lade, sistemas heterogdénecs nZo tém racebi-do a
devida ateng3o, a despeito de sua importincia (Smoes 1982).
Dentre os sistemas heterogéneos, nosso interesse focaliza-se ﬁas
estruturas denominadas Andis de Liesegang.

Tais estruturas sAo compostas pela precipitagfo
descontinua do produto de uma rea¢lio quimica. Com isso, a
descrigZo dos Anédis envolve equagBes de reagfo—difusio que
representam a precipitagio, o gque dificulta a analise.

Varios nodel os tedricos foram propostos para a
explicag®o da formag3c dos Anédis de Liesogang.. mas ainda ha
controvérsias quanto a descrigdo correta. Apesar da existéncia
destes modeloes, n3o hia qualquer estudp tedrico scbre o
comportamento das soluglies com relaglic A4 variag3o de parametiros
de controle. Pouco se conhece, quantitativamente, a respeiioc dos
parametros envolvidos, e ha poucos trabalhos experimentais que se
preacuparam com este aspecto.

E‘ nessa linha que se encaixa este trabalho. Nosso
objetivoe é, apés a escolha de um sistema de equagBes diferenclais
que descreva satisfatoriamente o fendmenc da precipitagio
descontinua, estudar como as solu¢Bes deste sistema s3o afetadas
pelas variag®es das concentrages lniciais dos reagentes. Al ém
disso iremos variar a tens3oc interfacial das particulas
precipitadas.

Para tanto, no Capitulc I, fazemos uma breve discussio
scbre sistemas genéricos de reagio-difusio, e como os Anéis de
Liesegang se encaixam nesta categoria.

No Capitule II, os Anégls s3o analisados em detalhe.
Apresentamos suas principais caracteristicas, bem como uma

resenha das teorias utilizadas em sua descrigio.



Estudos dos processos de difusSoco e pracipitag&o s3o
feitos no Capitule III. Apds a anilise destes _fenémenos. é
estabelecido © sistema de equagdes diferenciais ”parciais que
iremes utilizar. |

Todos os nosSsos cilculos s&o nﬂméricos, sendo
desenvolvidos no Capituleo IV. Nossos parametros de controle s3o
a . tensdo interfacial das particulas precipitadas e as
concentragBes iniciais dos reagentes. - Estas s3o variadas desde
valores onde n3o ha formag8o de Anéis. ComparagBes com estudos
experimentais s%oc feitas sempre que possivel.

Finalmente, © Capitulo V traz as conclusles, onde o©s
resultados obtidos s3oc analisados sob uma perspectiva global em

relac8o as aproximag®es utilizadas.



Capitulo I

EQUAGDES DE REAGCAO - DIFUSAO

Fendmenos nio lineares tém atrafdo, nos dltimos
anos,cada vez mais a atengZo cientifica. Tal fato deve-se, sem
divida, ao | grande numerco de processos que s3o modelados por
sistemas de equa¢Bes n3o lineares, abrangendo as mals variadas
dreas do conhecimento. Apenas com © intuito de exemplificar,
citamos a ocorréncia de turbuléncia em hidrodin&mica CJoseph
1976), estudos em ecologia do tipo predador-presa C(Peschel e
Mende 19860, propagagldc do potencial de aclio em células nervosas
(Scott 1978, conjuntos de reagBes quimicas (Fijfe 1878), estudos
urbancs e econdmicos (Wilson 188l1). Esta lista, ainda que
pequena, ¢ uma amostra do nimerc de processos n3co lineares que
tém sido objeto de pesquisa, mas jA & suficiente para evidencilar
sua general idade.

&) ciue mais tem atraido atengdoc para fendmenos n3o
lineares & a existéncia das chamadas “estruturas dissipativas",
as quals s3oc sclug@es particulares de sistemas n3o lineares, cujo
interesse esti relaclonade ao problema de auto-organizag3o ou
emergéncia espontinea de ordem (Prigogine 1980 Cap. 5.

Na presenga de efeitos dissipatives, normalmente um
sistema macroscépico evolui de modo a chegar a um estado final
estacionario de maxima ‘“desordem”, chamado de equilibrio
termodinimico. Tal evoluglo ¢ consequéncia da segunda lei da
termodin&mica, a qual introduz o conceito de irreversibilidade em
Fisica.

Recentes desenvolvimentos da Lar modinmica, contudo,

mostram que dissipagio e irreversibilidade nio s¥o



necessariamente incompativeis com um aumento da “ordem™ no
sistema (Nicolis 19812,

Em presenga de n3o linearidades, e com o sistema bem
longe do equilibrio termodindmico C(caso o sistoema esteja a uma
pequena distancia do equilibrio, em geral ¢ possivel fazermos uma
aproxima§§o linear CGlansdorff e Prigogine 1974_Cap.'3), aparecem
novas solugBes para as equagles 'de evolugio quando certos
parametros variam, ocorrendo © gque se denomina bifurcagdo
(Nicolis @ Prigogine 1977 .Caps. 5 e BD.

Essas solugles bifurcativas, as quais apresentam,
geralmente, padr@es espaciais e ou temporais, sHo as estruturas
dissipativas. A distlncia ao eqguilibrio & normalmente mantida
através de fluxe de matéria e energia entre © sistoma o sua
vizinhanga.

E bastante grande o nimero de exemplos relativos as
estruluras dissipativas em varios campos da ciéncia nalural
CStakgold 1971D. Assim, podemos citar as células de Bénard em
hidrodinamica C(Kreuzer 1884 Cap. 42, ramificagl¥es dendriticas
Clanger 19800, geraglo de luz cosrente laser (Haken 1978 Cap. B,
sistemas bioldgicos (George 1874 p. Bl2) e reagles gqguimicas
CTygson © Light 1973, Caplan et al. 1973, Herschkowitz-l(aﬁfmn
19750, | '

Embora todos sejam alvos de ateng8oc, o dltimo tipo de
sizstema tem merecido intensos estudes. Este envolve somenie
reages quimicas e processos de Lransporte come difus3c, sem
movimentos conveclivos, Tais sistemas s8o gehericamente
denominados sistemas de reagSo-difusfo (Fife 187eD, e sZHo

descritos pelo conjunte de equagles



- [

S5 ° DiVPCi + FCC CI.1d>

Na equagio acima, Ci=Cilx, td repreéenta .a concentragfo
do {-ésimo elemento quimico, onde © indice ¢ vai de 1 até n Cn &
¢ numero de substincias que participam das reagdesd. D é& o

coeficiente de difusfo para a espécie { e FiCC) & uma fung3oc da

n-upla C=CC1,C2,...,Cn), sendoc o termo que descreve as reagties
quimicas. Neste termo estiA presente a n%o linearidade do
sistema,

Na apresentagXo acima dos _sistems de reagio-difusio,
referiamo-ncs & reag%c e difusZe de espécies quimicas.
Entretanto, equag®es dou tipo (I.1> s3io frequenlLemente utilizadas
para modelar uma populagio com muitas espécles, onde os
individuos interagem entre si gerando ocu eliminando outros
individuos, além de se locomoverem de alguma maneira randémica.

nglquer sistema com éstaé caracteristicas, e que
satisfagca algumas hipdteses adicionais, pode ser descritec por
equactes de reaglo-difusiic (Fife 1879, Cap. 1D. Por exenmplo,
estudos de dinAmica de popula¢®es em ecologia. Tal generalidade
é responsavel pela existéncia de vasta literatura sobre o assunto

Cef'. Fife 1Q79).

Retornando ac alvo de nossa atengSic, qual seja os
sistemas quimicos propri amen£e ditos, os primeiros estudos
visando a obter padf Ses espaclals oul temporais foram os trabalhos
de Lotka (1910, 19202, onde ¢ pr oposto um modelo simples de
reagtes quimi c'as autocataliticas. Tals rea¢®es, na presenca de
fluxo de matéria através do sistema, apresentam oscilagBes
temporais nas concentragBes das espécies que se autocatalizam.

Apesar deste medelo ser puramente hipotético, foram observadas



oscilag@es quimicas em situacBes reais, tals como reagSes de
éxido-redug3oc (Bray 1821).

Turing (1952 publicou importante trabalho utilizando
sistemas de reaglo-difuszic. Nele fol propostoe um modelo para a
morfogénese, no qual o mecanismo responsavel por tal fendmeno
seriam reag@es quimicas acopladas & difusdo. O autor mostrou que

um sistema com essas caracteristicas, mesmc sendo originalmente

homogéneo, ¢é capaz de desenvolver estruturas espacialmente
inomogéneas, desde gque as reag@ies quimicas possuam taxas
apropriadas.

Neste caso, certas perturbacez do estado homogéneo
podem, ao invés de regredir, ser amplificadas, tornande tal
estado instavel, o que daria origem a padr@ies espaciais
associadps a4 diferenciag3o celular gque ocorre nos organismos
vivos., Tal trabalho serviu de base para teorias mals recentes
sobre morfogénese (Hiernaux e Erneux 1882D.

Belousov (1958) descobriu gque a oxidag8io do acido
citrico pelo bromato na presenga de ions de cério n3dco caminhava
para © equilibrio de maneira uniforme, come a maioria das reages
quimicas. Mas oscilava com freqiidncia bem caracteristica entre
um estado incolor e outro amarelo. Este sistema foi
posteriormente estudado por Zhabotinskii (18642 sendo hoje
conhecido como reagBes de Belousov-Zhabotinskii (B-Z20,

Interessante nodel o, constituido por conjunto de
equagBes diferenciais ordinarias, fol proposto por Field e Noyes
(19740 para explicar as reagfes de B-Z, que ficou conhecido pelo
nome de “Oregonator®,

Nesse meio tempo, Prigogine e Nicolis (18670 mostraram

que um sistema particular de rea¢Bes quimicas com difus3o,



baseado no modelo de Turing, possula solugBes que eram

espacialemnte inomogéneas. Neste trabalhe foi utilizada,
provavelmente pela primeira vez, a expressio "estrutura
dissipativa®™.

Posteriormente, Prigogine e coclaboradores da escola de
Bruxelas publicaram outros trabalhos na mesma linha CPrigogine e
Lefever 1068, Prigogine et al. 1980, Herschkowi ta—Kaufman e
Nicolis 1972, Auchmuty e Nicolis 1975), estabelecendoc um modelo
que consiste em um conjuntc de reag¥es quimicas, denominado
"Brusselator®. Hoje em dia, boa parte dos estudos envolvendo
equagles de reag3o-difus¥o baseiam-se em reagtes de B-Z ou
anélise do Brusselator (Nicolis e Auchmuty 1874, Tyson 1973,
Tyson 1976).

Os chamados Anéis de Liesegang podem ser classificados
como sistemas de reag¢fo-difuszo. Tals estruturas, a serem
descritas detalhadamente no préximeo capitulo, sSurgem em processos
que anvol vém reagio quimica e difus¥o de substéncias que formam
um produto pouco soldvel. Os Anéis sZEo formados pela
precipitagciio de tal produto. A caracleristica peculiar deste
fendmeno reside no fato da precipitagfo n¥o cocorrer de maneira
continua, mas somente em faixas discretas, foermande um padrXo
espacial. ’

Existe, entretantc, uma diferem;é entre os Anéis de
Liesegang e outros sistemas de rea¢fo-difusZo comentados
anteriormente. Para anidlise dos Anédis, ¢ termo nXo lil"sear FulC
da equacfio (I.1) deve descrever‘ a precipitagio do produte da
reagio.

A precipitaglic, sendo uma transigiio de fase de primeira

ordem, nic ¢ fenomenclogicamente descrita de maneira t%o si mples



coma os processos de reagic quimica e difus8o, © que dificulta a
anidlise das equagles para os Anéis de Liesegang. Além disso,
como mostrado em trabalhos recentes (Dee 1986, LeVan e Ross
19897), a descrig3co dos Anéis & bastante sensivel a escolha do
termo de precipitagdo.

O primeiro estagic da precipitagdc ¢ a formagdo de
ntdcleos, ou seja, pequencos aglomerados de moléculas, Tal
processo Lem carater estocdstico, & a escolha do modelo para sua
descrigio ¢ crucial no estudo dos Anéis.

Outro ponto polémico é se a nucleagidio ocorre somente nos
locais onde se formar3o os Anédis de Lissegang ou ao lohgo de todo
© @sSpage. O primeiro caso & chamado de pré-nucleaglo, pois o
fenémeno que determina a localizagdo dos Anéis & a ccorréncia,
antsrior 4 nuclea¢Xo, de supersaturag3o nestas regites. Casc
centrario, quande o fator determinante esta ligado a
instabilidades de crescimento dos nucleos ja formados em tode
espago, diz—sa que o processo ¢ de pds-nucleagio.

Apesar de ainda ser uma quest3o em aberto, utilizaremos,
no presente trabalho, um modelo de pré-nucleagio. Baéeados neste

modele, iremos escolher wum particular éonjunt.o de sggquagles
diferenciais que descreva o processo fisico de interesse. Feito
isso, o préximo passo ¢ decidir como analisa&-lo.

Como j& mencionado, iremos estudar o comportamento das
solugBes do sistema de equaglBes que descrevem os Anéis. Nosso
interesse focaliza-se em analisar come as solugles sio alteradas
pela variag¥o das concentragles iniciais dos reagentes.

Existem varias maneiras de abordar este problema, dentre
as quais destacam-se trés. A pr-_imeirg. mais geral & qualitativa,

utiliza-se de teécnicas topolédgicas para classificar diferentss



tipos de comportamento para um dado modelo. Fundamentacio
matematica tem sido desenvolvida para esta abordagem, onde
podemos incluir a teoria de catastrofe (Thom 19780 e a de
singularidade (Golubitisky e Guillemin 1Q973).

Uma segunda maneira consiste na utilizag3o de técnicas
analiticas aproximadas, como linearizag¢iic das equagBes nas
vizinhangas de pontos singulares (Nicolis e Prigogine 1977 Cap.
72 e expansBes assintéticas (Fife 19780, de maneira a se
construir descrig¢gBies locais para as estruturas dissipativas. Uma
das vantagens destes métodos & a descrigic explicita das
solugles, mesmo que aproximada. Todavia, em boa parte das
situagCes, obtlém-se somente solugBes particulares em tornoe de
certos pontos,

Finalmente, quando se deseja uma analise do
comportamento das solugBes para um conjunto de valores dos
pardmetros, ou quando se necessita de soclugBes precisas para
compara¢do com resultados experimentals, o método empregade ¢ a
analise numérica (Kubicek e Marek 18983),

B este Gltimo que utilizaremos , visto que nosso sistema
de equagfies sera solucionado sem aproximages C(exceto as
utilizadas na construgio das equagfes). | Isto impossibilita a
obtengiio de solugles analiticas dada a complexidade das equagles,

O que iremos fazer ¢ rescolver o sistema de equagdes
proposto para um conjunto de concentragles ‘iniciais dos
eletrélitos, as dquals serfio os pat*énletros de contirole.
Ut.ilizare:ﬁcs b método numérico de diferengas finitas C(Ames 18969D
por ser, ac mesmo tempo, confidvel e de facil aplicagZo. Uma

descrigZfo do método e sua implementagio & exposia no Apéndice.,



Capitule II

ANEIS DE LIESEGANG

O fenémeno da precipitagiio periddica, ou Andls de
Liesegang, ¢ conhecido had muitos anos, sendo a sua descoberta
geralmente atribuida ao quimico Raphael E. Liesegang (1896a,bd,
donde o© nome do fendmeno, embora héa quém afirme +ter sido
inicialmente observado por Runge Ci88S; cf. Flicker e Ross 1974).

Na experiéncia original de Liesegang, um cristal de
nitrato de prata ¢ AgNOa) era colocado sobre uma lamina de vidro,
recoberta com uma solugfo diluida de dicromato de potassio
C KECP O.> em gelatina. O precipitado de dicromato de prata

27
CAg..Cr_ 0,0 nZc se formava continuamente a partir do cristal de

2" 27

nitrato de prata, como seria de se esperar, mas era, outrossim,
caracterizado pela presenga de espagos vazios, ou seja,
formava-se em bandas concéntricas, ou anédls, em torno do cristal.

Esse comportamento inesperado despertou (e ainda
despertad o interecuse de um grande nimero de pesdquisadores (Stern
19672, dando origem a uma vasta col eglo de trabalheos
experimentais. e A formulagio de varias teorias, n3o existindo
ainda, apés tantos anos, um modelo totalmente aceito (Schibeci e
Carlsen 1988D. |

De rorm;x alguma isso se deve a4 incapacidade das teorias
em descrever o fendmeno, visto que solugBes periddicas em bom
acordo qualitativo com os dados experimentais s3io obtidas através
de vArios modelos CPrager 1956, Keller e Rubinow 1981, Dee 1986,
LeVan o Ross 1987). As controvérsias existem i:uorqua. apesar dos

Andis serem estudados ha tantce tempo. ainda perduram ddavidas

sobre os processos responsaveis pela sua formagZo (Pillal el al
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1980ad.

Os modelos tém, em geral, procurado descrever a formagdo
dos Anéis através de mecanismos envolvendo a difusZo, reag3o
quimica e posterior precipitag¥o.

No tocante & difusiio, nZo h& davidas guanto a sua
importancia e come trata-la. Com relagio A reagdo quimica,
muitos autores nZo se preocupam com esta etapa, transferindc o
problema para a descrigiic da precipitagio. Aqui surgem as
divergénci as. |

Ainda nZc é claro come este processo ocorre e da origem
aocs Anéis, pois poucos estudos foram realizados no sentido de se
acompanhar a evolug¢do do precipitade desde seus estagios
inicials. Controvérsias existem soare a forma¢3c de um estado
coloidal antes do aparecimento dos Anéis, ou ainda, em que
estagioc ¢ definida a formag3o dos mesmos Ci{.e. se antes ou depois
da fase de.nuclea¢ﬁo).

Além destes problemas, a aplicagZo de um modeloc para se
fazer uma compara¢io precisa com a experiéncia necessitaria da
inclusZo de outros fendmenos, tais como adsorgSo do eletrdlito
interno, influéncia de pH, estrutura do gel, impurezas etec. Isto
dificulta sobremaneira a analise tedrica.

A seguir, faremos uma discussio scbre os principais
fatores que influenciam a formagZo dcs_Anéis e uma breve resenha

das principais teorias.

I1.1 Principais caracteristicas
Experimentalmente, a quantidade de dados acumulados ao
longo de gquase um século de pesquisas em An¢is de Liesegang toma

um vulto significativo. Muitos +trabalhos foram feitos na



Lent.ativa de se provar uma ou outra teoria, levando & situagiio,
~omo observado por Hedges (1932, que todas as teorias s3o
i ncompletas, pols sempre ¢ possivel encontrar um experimento no
qual uma condig¢o necessaria da tecoria n3o seja satisfeita.

A variedade de substancias que formam Anéis ¢ enorme,
Lendo-se afirmade que todas as reag@es que produzem precipitado
soderiam ocorrer ritmicamente quando sujeitas as condigUes
apropriadas (Stern 1954, Kannich et al 188lad. Apesar da
afirmagio parecer um pouco ambiciosa, o numero de rgacﬁes que dio
origem ac fendmeno da precipitaglio periddica e realmente grande.

Isemura €1939) apresenta uma lista de mais de 30 reagDes
am gelatina, enquanto Morse (1930) analisa vinte e seis reagles
que manifestam pericdicidade em solugBes aquosas. Aldm disso, os
Anéis de Liesegang podem ser formados também na fase de vapor
CGoodeve et al 1834), em sélidos CKlueh e Mullins 186820, ou
ainda em sistemas poliméricos (Feeney et al 1983), caracterizando
a variedade do fenomeno.

As experiéncias scbre os Anéis s¥%o, em geral, ou
efetuadas em tubos de ensaioc, levando & formag¥o de bandas
verticais C(figura 1I.1ad>, ou em placas horizontais, onde sZo
obtidos Anéis concéntricos C(figura 11.13D, como nas experiéncias
originais de R. Liesegang. Apesar destes serem oS resul tados
padr¥es nas experiéncias sobre Anéis de Liesegang, ¢ possivel a
obtengio de estruturas mais complexas, como, por exemplo, bandas
espirais em tubos de ensaio (Brand et al 1986).

Na maioria das experiéncias. utiliza-se um gel como meio
dispersor. Un dos reagentes é adicionadec ac gel antes deste
solidificar, sendc geralmente chamado de eletrdlite interno.

Apts a solidificagdao do gel, o outro reagente (eletrdlito
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externol) ¢ colocado no topo do tubo (ou no centro do discod,

difundindo-se através do gel,

1cm

Figura IT1.1 (3) Anéis de Liesegang em tubos de ensaio;
(b> em placas horizontais CMuller o Venzl

19830,

A partir da interface de contato gel-eletrélite externc,
forma-se@ uma regifo continua de precipitagSc, o, apds essa
regido, obtém-se as bandas descontinuas C(figura II.1), A
estrutura das bandas ¢ também bastante rica, sendo em geral
composta por cristais dos mais variados tipos: grandes,
microcristais ou em forma de agulhas (Stern 1854, Menisch 1973 P-
180 dentre oulros. Alem das bandas que constituem os Anéis,
observa-se, muitas vezes, a formag¥c de estruturas entre as
regides de precipitagdo, as quais recebem © nome de bandas
secundarias C(lsemura 1939, Ramaiah 18320).

Um estudo extensco sobre a formag¥o de Anéis em g¢is foi
realizado por Isemura (1939), embora quase todos os artigos

experimentais wutilizem wum nmeic gelatinoso. Nesse trabalho
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Isemura apresenta dados que demonstram a influéncia do gel na
formag3o dos Anéis, A concentragfo, pH e tipo de gelatina
empregada sZIo fatores que alteram ou até mesmo impedem
Cdependendo dos valores) a formagdo dos Anéis.

E importante observar gque a presenga de um gel, apesar
de sua marcada influéncia, nZo & essencial A& formag3io dos Anéls,
come jA foi mencicnado anteriormente. J& em 1003, Morse o Pierce
(1203> chamaram a ateng3o para o fato da precipitagio ritmica
ocorrer em agua pura.

Um estudo bem extenso desse caso pode ser encontrade em
Morse (19300, onde ele concluli que, gqualquer teoria que tente
explicar a precipitagfo periddica deve evitar introduzir efeitos
envolvendo propriedades especiais de géis ou outros coldides.

A utilizagZo de géis deve-se, basicamente, & sua
caracteristica do evitar correntes convectivas, o que facilita a
execucdo das experiéncias.

Qutros fatores importantes s3o as concentragles do
eletrélite interno e externo. Normalmente, afirma-se que a
concentracZo do eletrélito externo deve ser significativamente
maior que a do eletrélito interno (Stern 18854D. Realmente
cbserva-se que, <quantce maior a concentragiic do eletrdlito
externo, maior o numerc de Anédis formados e menor a disténcia
entre eles, tornando-sc continua a precipitagdo para
concentracdes muito altas (Iserura 193€).

Algumas observag@es indicam que um parametro importante
seria a diferenca entre a concentragdioc dos dois eletrdlitos, e
n¥o os seus valores absolutos (Muller et al 1882a). Em geral,
qualquer dos dois reagentes pode ser feito eletrdlito externo ou

interno, apesar de em alguns casos ocorrerem alterag@es devido a
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essa troca (Isemura 1930).

Com‘ relagZc a temperatura, tanto a sclubilidade do
precipitade, como a velocidade de difusZo, sZo- por ela
influenciadas, o que leva, obviamente, a uma altera¢3io nos Anéis.
Com o aumento da temperatura, menos bandas sZoc formadas, e a
distancia entre elas aumenta, apesar do inverso ocorrer em certos
casos (Isemura 19390, Alguns fatores que também podem
influenciar a formag3c dos Anéls sZo: luz (Kant 19630, presenga
de impurezas no gel (Hillson 1981) e valor do pH (Pillal et al
i1980ad.

Quira caracteristica importante dos Anéis e que, a
medida que a distancla até o ponto de contato dos eletrédlitos
aumenta, a separagfo entre as bandas também aumenta C"normal
spacing'). Mais uma vez, entretanto, o oposte pode ocorrer
C"revert spacing"), dependendo da concentragio dos reagentes
(Kanniah et al 1981b, Flicker e Ross 1874D.

Se Xn e Tn denotam a posig3co e tempo de formag3o da
n-ésima banda, respectivamente, observa-se em geral (Xannich ot
al 1081b, Pillai et al 1080bdque as raz@es Pn=Xn+t Xn e Qn=Xn/Tn
s¥o aproximadamente constantes, gque dependem das concentragBes
iniclais. A primeira relagXo & conhecida como lei dos
espagamentos ou relagfic de Jablczynski C19233, a quem ¢ atribuida
sua descoberta, & a segunda relagdo é chamada de lei temporal.

RelagBes mais complexas foram propostas para levar em
conta o fendémenoc do "“revert spacing” (Kanniah et al 19812). Além
disso, tais relag@es tendem a nZc ser obedecidas A medida que o
gradiente de concentragiic entre os eletrélitos & reduzido CMuller
et al 1982a). ObservaglBes demonstram que quanpo mals o gradiente

diminui, a localizac¥e dos Anéis deixa de ser determinista,



tornando-se estocAstica CKai et al 1083).

As solugBes dos elelrdlitos devem ser potencial mente
supersaturadas com rélac;ﬁo ac produto da reagZio, pois de outro
medo a solug®o resultante seria estavel com relag¥o A
precipitagXo. Observa-se que, nos locals onde os Anédis se
formam, ha& supersatura¢XZc do produto final da reagaoc precedendo o
aparecimento do precipitado, mesmo na presenga de cristais
pré-existentes (Van Hook 1938),

Kai et al. €(1082) ocbservaram a formag@io de particulas
coloidais anteriores ac aparecimento dos Anédis. Essa observagXo
¢ bastante importante, pois levanta_ a questZio se a formag3o dos
Anéls seria um fenémenc de pré-nucleag®o - ou seja, a localizagXo
dos Anéis seria determinada por eventos anteriores a nucleagdo -
ou de pds-nucleagZo, onde primeiramente cocorreria a nucleacfo ao
longo de toda a solugXo, e sé depois é que haveria a formagso dos
Anéis.

A‘questﬁo da formagqo de uma dispers¥o coloidal anterior
ac aparecimento dos Anéis Ja& havia sido levantada por Dhar e
Chatterji (16220 com a teoria de coagulaglo, que assumia ser a
precipitagio ocasionada pela coagulag¥o do ccldide. Esta teoria
fol revis_ta por Shinohara (1970, 19742, e, apesar de alguns
trabalhos a ulilizarem para explicar seus dados experimentais
CAmbrose et al 1982, Kanniah et al 1982b, Krishnan et al lgs2d,
ela, hoje em dia, n¥c possui, aparentemente, mais adeptos, tendo
em vista que suas hipéteses n3o seriam convincentes CVenzl 1986bd

A idéia da formagZo de particulas coloidais antes da
fase precipitada, entretanto, n%oc 1_‘01 abandonada, tendo sido
realizados alguns estudos para comprova-la CMuller e Venzl 1983,

Muller et al 1982b, Kai et al 1982). O fato da formagZo dos



Anéis de Liesegang ser um fendmenc de pré ou pdés-nucleaglio &
crucial do ponto de vista tedrico, sendc ainda objeto de
discuss@es, como veremos a seguir. Entendemos que um maior
esforce experimental deve ser dedicado ao esclarecimento desse

aspeclo,

II.2 Modelos tedricos

Em 1897, logo apés a publicagZic do artigo coriginal de R.
Liesegang, Wilhelm Ostwald (1897) publicou uma explicag@o para o
fendmeno, cuja idéia bisica permanece até hoje presente enm
indmeros trabalhos. Seu modelo ficou conhecido com o nome de
Teoria de Supersaturagzo.

Ostwald supds que a precipitag@io n¥o ocorria t8c loge o
prodqt.o da rea¢3o se formasse, mas somente apds ser atingido um
certo grau de supersaturag3o, Ou seja, inicialmente haveria a
difus3o dos ions, © que iria aumentando o va;or do produte de
solubilidade,até que, em algun ponto, atras da frente de difus3o,
o wvaloer critico de supersaturagiio seria atingido, o que
provocaria a precipita¢fo nesse local.

Os ions em sclugio, em torno desse local,
difundir-se-iam para o ndclec de precipitacfio, deixando um vazio,
o que impediria a ocorréncia da precipitac;:&q em outros pontos,
pois o valor critico de supersatura¢?o n¥o seria alcangado. A
partir desse momento, & como se tudo comegasse novamente, peodendo
o primeiro Anel ser considerado como uma nova origem de contato
entre os eletrdlitos, o que acarretard a precipitagZo somente a
certa distancia Cponto onde o© valer critico sera atingido
novamented,

Tal processc repetir-se-a, formando assim uma sérle de
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bandas descontinuas. A medida que iste ocerre, as concentrages
diminuem, o que provocar& um aumento na separagac entre as bandas
C"normal  spacing®d. Un argumente contrarie a tese de
supersaturagic é que ela nio seria capaz de explicar o fendmeno
de "revert spacing” (Flicker e Ross 1974). Essa teoria, como se
nota, é de pré-nucleagic, pois © local onde ocorre a precipitaglo
¢ determinade pelo valor do produto de solubilidade dos ifons
antes que ocorra a nucleagdo.

Apesar de engenhoso, © modeleo possuia varios
oponentes. Un dos principais era Hatschek (1€123, que
argumentava ser possivel a formag3io dos Angls mesmo em presenga
de c¢ristais do precipitado, colocados antes da difus3o. O
argumento de Hatschek baseava-se no principio de gque n3o
existiria supersaturag3o nos locais onde hi fase sdlida.

Muitos trabalhos foram feitos com © intuitoc de provar
que a teoria de supersaturagZo & compativel com os experimentos
de Hatscﬁek. Dentre eles, Notboom (1832 argumentava que o
cristal pré-existente adsorveria gelatina, Esta adsorgio
evitaria que os cristais= ég:l. ssem como nuclecs para a
precipitag®o, criando um efeito de “encapsulagZio”, © qual tambénm
fol sugerido por Morse (1930), gue obteve Anéis em meio aquosc na
presenga de cristais.

Morse observa que, se o gradiente de concentragiio entre
a solugSc e os cristais for pequeno, a velocidade de crescimento
dos mesmos serd também baixa. o que n3o impediria a formagio dos
Anéis. Além disso, experimentalmente, observou-se o fendmeno de
supersatura¢gfo mesmo na presenga de cristails (Van Hook 1838).

Em meio a essa polémica, outras tecorias foram propostas.

Em 1922, Bradford (1822) tentou explicar os espagos vazios entre
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Anéis como sendo causados pela adsorgfo do eletrdlito interno
pelo precipitado. Para essa tecria, um ponto importante seria o
grau de dispersZc do precipitado, que determina a capacidade de
adsor¢3o, Para se obter a adsorg3ic necessaria a formag3c dos
Anéls, as particulas do precipitado n%¥o poderiam ser, nem muito
grandes, nem muitco pequenas. Se um desses casos ocorresse, nZfo
haveria formag3o de Anédis (Stern 1954).

A explicagZo de Bradford n3o era satisfatdéria, pois
tantoc Hatschek (1928) como Morse C1930) mostraram ser possivel a
formagdo de Anéis com o crescimento de cristais grandes, Apesar
da ads;orr;ﬁo realmente ocorrer, ela n3o consegue, sozinha,
explicar todos os fenduenos observados.

Outro modelo proposto nesse pericdo, foli a chamada
teoria de coagulagdo (Dhar e Chatterji 1922.193’?). Sua principal
caracleristica ¢ a hipédtese segundoc a qual a substlncia a ser
precipitada seria produzida, primeiramente, comec uma dispersio
coloidal'. e nio como uma solugdo supersaturada, o que caracteriza
uma teoria de péds—nucleagio.

Segundo © modelo, © pre—ipitadc se formaria devido a
coagul agio (ou floculagio) do coldide, ocasionada pelo elelrdlito
em difusZo. Os espagos vazios entre os Anéis seriam causados
pela adsorgio ou nova fleculagiio das particulas cololdais que se
difundiriam para regi®es onde j& ocorrera a precipitagfo.

A principal dificuldade dessa teoria & no tocante A
difus3io das particulas coloidais. Em geral, tais par;ticulas nio
conseguem difundir-se por distAncias apreciaveis, tornando
dificil a visualizag¢lic de um mecanisme possivel que permita as
particulas peptizadas viajarem até o Anel de precipitagiio (Stern

1954). Outro argumento contraric ¢ a formag3io de Andéls de
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Liesegang em sdlidos, onde as bandas n&o seriam formadas pela
coagulagdo de um coldide (Klueh e Mullins 1962ad.

Apesar dessas dificuldades, a teoria de coagula¢Xo,
Juntamente com a teoria de Ostwald, f‘o:lt uma das poucas que sempre
possuiu adeptos (Traetteberg e Devik 1962, Deuvik 1862).

| Shinohara (1970, 1874), postericrmente, reviu o modelo,
o qual assumia ser o precipitade formado também pela floculagXo
da dispers3do coloidal, evitando, porém, a necessidade da difusXo
das particulas coloidais. Alguns trabalhos experimentais
utilizaram esta nova teoria para Jjustificar seus resultados
C(Kannich et al 1982a, Krishnan et al 1982, Ambrose el al 1882,
mas, recentemente, ela foi gquestionada em suas hipdteses (Muller
e Venzl 1983, Venzl 1986a)d,
| Outra explicag3o para a ocorrénclia de Anéis de Liesegang
fei proposta por Wo. Ostwald (19285), conhecida como teoria da
onda de difusfo. A principal diferenga entre ela e as outras ¢ a
importéncia dada ac produto soldvel formado na reagZo,
importancia que, hoje em dia, também n3oc ¢é levada em
consideragio. Seu argumento baseia-se em duas idéias:

t Em todas as reagfes que dio origem a Andis, trés
principals ondas de difusZco formam-se e interferem
entre si. Duas sZo devidas A difusio dos reagentes
iniciais, uma contra a outra, enquanto a t.erfceira
forma-se no ponto de  contato, caminhando nas
duas direg¢Ses simultaneamente;

it Muitas reaglies periddicas s¥o reversiveis, no
sentido da lel de agdo das massas. Cu seja, o

eletrélito que ‘& formado pode inibir a reac3o

posterior.
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£ fundamental a esta teoria que a reagio de‘precipitaqﬁo'
seja auto-inibidora. A principal objegfo, contudo, esta no féto
de existirem sistemas de Angis que ndoc contém um terceira
eletrélito C(Liesegang 10186). Apesar do eletrdélito scldvel afetar
a precipita¢Xo ele nXo & essencial.

J4 Bolam e Donaldson (19333 explicavam os espagos entre
os Anéis como sendo causados pela repuls3io coulombiana entre os
fons adsorvisdos no precipitado e os em solugZoc. A precipitagdo
sé ocorreria novamente quando a dist&ncia fosse suficiente para
que a repulsic se tornasse negligivel.

Esse ponto de vista ¢ consistente com algumas rel agSes
quantitativas scbre os Anéis, mas apesar da repulsfo coulombiana
realmente existir, a principal causa do processo de difusZ3io ¢ o
gradiente de concentragfo dos ifons, e n3c a repulsdo. Al ém
desta, gutras formulag®es que se baseavam em lendmenos
eletrostaticos foram apresentadas (Christomanos 1950, Gold 19645
sem malores repercussdes.

Como pode ser observado, varics modelos foram propostos
na tentativa de se explicar o fendmeno da formag3dio dos Anéis,
nenhum sendo complelamente aceito, pois sempre era possivel, como
jA mencionamos, encontrar um fato experimental que lhe fosse
contrario. Apesar disso, a teoria de Ostwald era a que explicava
de maneira mais satisfatéria as propriedades qualitativas dos
Anéis CHolmes 1918, Van Hock 1941, Stern 198542,

Isso fez com que ela se tornasse a mais aceita, como
pode ser visto nas palavras de Wagner (19500 - “Apesar da opiniZo
coniréria de alguns autores, a teoria de supersaturaglic de
Wilhelm Ostwald & atualmente adotada pela maioria dos

pesquisadores®”.



Varios modelos matemdticos foram apresentados com o
objetivo de quantifica-la. Estes baseavaﬁ—se en equa;ﬁé&
diferenciais para descrever a difus3o, juntamente com a condigZo
do limite metaestavel para a precipitagdo. Alguns trabalhos
nesta linha foram desenvolvidos por Freundlich (19322, Van Hook
1941, Wagner (18950) e Prager (1856), dentre os quais se destaca

este Ultimo, que propéds um sistema de equagBes do tipo

@ = Da _-__.a::
at T
z
é‘_l_)_ = Dw ad : CII.4iD
at ax

onde Da e Db s3o os coeficientes de difuslo, e a e & as
roncentragties dos eletrédlitos externo e interno respectivamente.

A precipita¢®io ocorre quando o produtc de solubllidade
Kpa = a?“bpb; atinge © valor critico Kc. Na relagZfo anterior, ve
> b 530 os coeficientes estequiométricos da reagdoc quimica.
Aplicando aé condi¢®es iniciais e de contorno apropriadas, Prager
~onsegue obter bons resultados qualitatives.

Un problema deste modelo, e de outros que utilizavam a
déla do limite metaestavel, ¢4 o pouco interesse pela
precipitagieo. Nas palavras do préprio Prager - "...o fendmeno
je Liesegang, provavelmente, nZ%o depende seriamente do mecanismo
jetalhado de nucleagZio e crescimento das particulas ...'". Essa,
~omo veremos, ni¥o é a posi¢3c considerada atualmente.

Outros trabalhos (Meeks e Veguilla 1981, Zeldovich 1862,
Klueh e Mullins 1869b) foram posteriormente realizados com
relativo sucesso, © que mais reforgou a posigio do madelo.

A partir de 1974, entretanto, com o artigo de M. Flicker



e J. Ross, o modeleo de Ostwald foi seriamenté posto em ddvida,
tendo sido proposta uma explicagifo alternativa, similar 4 teoria
de coagul agio.

Os principais dades contrarios ao modelo de Ostwald

levantados por Flicker e Ross sHo:

i ObtengBo de Andis na presenca de cristal
pré—existentes, evidéncia contraria a
supersaturagio;

ii{ Evidéncias da formagZfc de colédides antes do
aparecimente das bandas (Kal et al 1982);
il Existéncia de Andlis com "pormal" e “revert
spacing', enquanto a teoria de Ostwald sé prediz
“normal spacing";
iv Dificuldade por parte da teoria de supersalturagfo
aem explicar a evolugiio de estruluras secundarias.
Finalmente, um ponto considerado fundamental fol a
obtengiio de estruturas espacialmente inomogéneas a partir de
dispers@es uniformes, ou s&ja, na auséncia de gradientes de
concentragio. Iste, a principio, elimina a aplicagdo da teoria
de Ostwald na analise deste fendmeno.
Para a explicagfio da precipitagBic periddica, Flicker e
Ross propBem mecanismo baseado em instabilidades quimicas. Esse
modelc segue a linha dos trabalhos sobre instabilidade em
sistemas de reagfo~-difusZo (Turing 1952, Prigogine e Nicolis
19673,
Os autores mostram que reagBes autocataliticas para o
crescimento e formagico de particulas colo;dais. acopladas a
difusfo, levam ao aparecimento de inomogeneidades macroscépicas,

mesmo na auséncia de gradientes de concentragSo.



Ao contrario da teoria de supersaturag3o, o ponto mais
importante do modelo diz reépeito ao processo de nucleaglo e
crescimente dos eristais. A autocatilise & justamente
introduzida para descrever a nucleagio. |

A diferenca de enfoque leva & divisio das tecrias eam
dois tipos basicos: as teorias de prd-nucleagiico, como a de
Ostwald, em que antes da precipitagio exisile uma soluglo
supersaturada, ocorrendo a nucleagic somente nos pontos onde fol
ultrapassade ¢ valor critico metaestavel <(a nucleaglo ¢é
descontinua e seu padrZo espacial determina a localizaglc das
bandas); e as teorias de pés—nucleaglo, como a de Flicker e Ross,
onde, inicialmente, ocorre a nucleagZo em todeos os locals,
originando uma solugXo coloidal, e s& posteriormente, devido a
instabilidades, ocorre a precipitagfo.

Poucos anos depois, em 1978, um nove modelo de
pés-nucleagio, semelhante ao de Flicker @ Ross, fol preposto pelo
grupeo de; Indiana (Feinn et al 18978, Lovett et al 1078). A
diferensa entre as duas tecrias esti na origem da instabilidade,
a qual seria cinética, neste Gltimo, e devida a uma competiglo
entre as parliculas pele #eu craescimento.

SupBe-se que a taxa de crescimento das particulazs seria
fﬁnqﬁo do seu tamanho. | Para determinados valores da
supersaturag¢fo, particulas pequenas teriam uma velocidade de
crescimento negativa, ou seja, seriam redissolvidas. Desta
forma, apds a nuclea¢Xo, particulas maiores tenderiam a crescer
As custas das mencores ClLifshitz e Slyozov 186123, e uma flutuagdo
no seu rale médio poderia ser amplificada, ocasionando o

aparecimento de estruturas macroscéopicas.

Una série de +itrabalhos tedricos (Venzl @ Ross 1082b,
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Feeney et al 1983, Venzl 1986ad foram, posteriormente, realizados
com © objetive de aperfeigoar o modelo acima citade; bem como
varios artigos experimentais C(Xai et al 1982, Muller et al
igs2a,b, Kai et al 1983, Muller e Venzl 1983) foram publicados
cém o propdsito de evidenciar a existéncia de dispersiio coloidal
antes da formagZo dos Anéls, ¢ que caracterizaria um mecanismo de
pés—-nucleagfo.

A malor dificuldade destes modelos ¢ que eles ndc
explicavam, concretamente, a formacio de regides descontinuas de
precipitagZo na presenga de gradientes de concentragfo. NZo
havia sido deduzido que a localizagio dessas regilies obedecem, em
certos casos, leis deterministas como a relagio de Jablczynski.

O tnico fato realmente demonstrado & que o mecanismo de
instabilidades cinéticas era capaz de explicar a formagXoc de
padr@es inomogéneos e aleatérios em sclug@es inicialmente
homogéneas. Desta forma, portanto, n§§ havia evidéncias
convincentes que descartassem os modelos baseados na teoria de
supersaturagfo.

Keller €1980) e Keller e Rubinow (19812 formularam uma
tecoria de supersatura¢iio nos mcldes da de Ostwald. A diferenca
entre ela @ a de Prager reside na inclusio de termos que
descrevem as reagdes quimicas. N2o ha ainda, entretanto,
preccupa¢cZo em detalhar o processc de nucleagio.

Com base nesta limitaglo, Venzl o Ross (C1082ad
argumentaram gque um modelc de supersaturaglo, qué descrevesse
minuciosamente a precipitago, n¥o seria capaz de explicar a
formago de Andis de Liesegang. Eles propuseram ecdquagdes
semelhantes As de Prager, mas incluiram termos descritores da

nucleacZoc e posterior crescimento das particulas. Com a
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particular escolha que cos autores fizeram destes Lernos, eles
cbtiveram uma nucleagio espacialmente continua, concluindoe com
iste que a hipédlese de pré-nucleagl3io era incorreta.

Apesar disso, a teoria de Ostwald n%o foi abandonada.
Novos modeleos surgiram, todos, agora, preccupados em disculir
cuidadosamente a fase de nucleagﬁq.

Emith (18B4) propds o que ele chamou de reinterpretacifo
da teoria de Ostwald. A idédia da supersaturaglio é mantida, mas a
existéneia de um simples limite metaestavel & trocada por um
modelc mals realista, onde se procura levar em conta a formagio
de particul as coloidais anteriores ao aparecimeaentoe do
precipitado. O autor, entretanto, n3c entra em maicres detalhes
sobre o processo de precipitago,

Dee (10860, posteriormente, considera, basicamente, as
mesmas equag@es que Venzl & Ross (1@82ad utilizaram para mostrar
que a teoria de Ostwald era incorreta. Ele usa, entretanto,
outra expressio parala taxa de nucleaglo, construida a partir de
teorias para transi¢®es de fase de primeira ordemn. Argumenta,
ainda, que a taxa de nuclea¢io aplicada por Venzl e Ross (1982Zad
ndo possuia a dependéncia funcion;l correta com a supersaturag¢io.

Esta seria uma rdpida variagXo daquela taxa em torne de
um valor critico de supersaturagfio, O ndmero de nilcleos
formados, por unidade de tempo, passaria de um valor quase nulo
para um valor bem grande, quando este ponto critico fosse
atingido. Tal comportamento seria cruclial para explicar a
estrutura dos Anéis de Liesegang.

Dee (10860 afirm#. ainda, que as instabilidades
cindélicays realmente ocorreriam, mas afetariam somente a

morfologia intra-bandas em estigios postericres da evolug3lIo dos



Anéis, e, portanto, nZ¥o teriam papel na formagic iniclal dos
padr3es observados. Com este modelo, mést.ra.' a0 contrario de
Venzl e Ross (1082a0, que uma teocria de supersaturag@io produz
bandas descontinuas.

Por outro lado, Venzl (1986a,b) publicou dois artigoes
defendando uma tecoria de pés-nucleacdo, revisando a idéia da
competic3o no crescimente das particulas como  mecanismo
responsavel pela formaglo dos padrBes. Pala primeira vez este
mecanisme foi aplicade para um sistema com gradiente de
concentraglio (Venzl 1i8806b), Apds algumas simplificagBes, o Autor
consegue derivar a lei espacial para os Andis de Liesogang,

Finalmente, LeVan e Ross (10870 realizaram estudos
detalhados sobre os estigios iniclais da formagRo dos Andis,
concluindo que um modele na linha de Ostwald seria adeguado a
descrigio deo fendmeno, desde que, comoe Jja havia sido concluido
por Dée C1886), a taxa de nucleag3o possua a dependéncia correta
com a supersaturagio.

Apds quase um século de estudos, como ficou evidenciado,
o fendmeno dos Anéis de Liesegang n3Ec possul uma explica¢lio
universalmente aceita. HNenhum modelo, além disso, fol utilizado
para se estudar come as solugBes varlam em funglo de parametros
de controle, tais como as concentra¢@es iniciais dos eletrdlitos.
Todas as teorias sé se preocuparam em mostrar que era possivel
lo_bter a precipltagfo descontinua.

Considerando que as observacdes mals recentes (LeVan e
Ross 1087 defendem uma teoria de Ostwald gque descreva

adequadamente a fase de nucleag®o, utilizaremos no prescnte

trabalho um modelo deste tipo.



Capitulo I1I

SISTEMA DE EQUAGSES

Discutimos no capitulo anterior s varios fendmenos que
influanciam a formag3c dos Anéis de Liesegang. Iremos agora
analisar, de maneira sucinta, cada um deles, de forma a podermos
montaf um sistema de equagles diferen?iais que descreva
adequadamente o processo de formagdo dos Anéis.

Este sistema, como veremos posteriormente, sera composto
por equagBes diferenciais parciais n3o lineares. Iﬁto, aoc mesmo
tempo em que torna a analise mais dificil, & responsivel pelas
caracteristicas interessantes que se manifestam para certos

valores dos parametros de controle.

IIT.1 Aspectos gerais

Nosso modelo ser& para experiéncias execuladas em tubos
de ensaio, as quais produzem bandas distribuidas ac lengo do eixo
central do tuboc C(fig.Il.1ad., Tal géometria foi escolhida porque,
assumindo que n¥o ocorrem variaglies na diregSo perpendicular a
este eixo, podemos nos ater a uma analise unidimensional.

A explicagdo detalhada de uma experiéncia nos levaria a

formular um sistema de equagBes do tipo

p.

+

at

= Fontes - Sumidouros CI11.1>

onde e, denota a concentraglo dos reagentes.

A literatura experimental demonstra gue, para uma
descrigf@o precisa do procossc de formagdo dos Anéis, deveriamos

considerar ne lado direito da equag¥o III.1 uma série de fatores:
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efeitos de evaporagio, efeitos de impurezas, pH e até
particularidades do gel ou meio utilizado como suporte para a
experiéncia, além da difus3o e precipi tagio.

4 iremos levar om conta, entretanto,os deis Gltimoes
acima citados. Isso porque acreditamos serem eles oS
r espoﬁsé.vei s pelas caracteristicas basicas dos Anéis. Os culros
fatores poderiam ser importantes em alguns casos par ticulares,
mas n¥c seriam fundamentais & formag¥o dos Anéis.

Os eofeitos de evaporagfio, por exemplo, podem ser
praticamente eliminados alravés de cuidados experimentais (Feinn
el al 1978D.

Efeitos de pH ® do gel, apesar de infl uenciarem a
formagXo, n¥o s¥o diretamente responsaveis por ela. Eles podem

impedi-la se n¥o forem escolhidos adequadamente (Isemura 1939,

provavelmente por interferirem na difus3c e pr ecipitagdo. Mas,
uma vez corretamente fixados, nfEo ser8e determinantes na
precipitag&o discreta. Exemple disso & a peossibilidade de se

obter Anéis em agua, vapor e em sdlidos.

Com relac3o as impurezas, ¢ certo ser a precipl tagSo
alterada por elas, pois estas constituem centros nucleadores
(nucleag¢3c heterogéneald. Essa influéncia feoi descrita, por
exemplo, no trabalhe de Hillscon C18812, Devide a grande
generalidade dos Anéis de Liesegang, € rarxnavel supcormos que a
distribui¢®o de impurezas varia tanto de caso para caso que nZo
deve ter um papel imprescindivel. Além dissca, ha evideéncias da
nucleaclc em géis ser homgénea CDennis e Henisch 1987, HNenisch
1972 cap. 4).

Come vemos, os UGnicos fatores sempre present,es, na

formag3c dos Anéis, s3o a difus¥o o a posterior ‘precipitagio do



produto da reagdo. Deste modo, a equagio I11.1 reduz-so a

dp.

1

i Difusdo + Precipitagioe CIII.2D

Wl

Antes de prosseguirmes, entretanto, =) importante
salientarmos que alguns autores (Keller e Rubinow 1981, Dee
19880 incluem na equagice IIl.Z2 termes que descrevem a cinética da
reagdo quimica. Esses autores consideram que os fons reagem
entre si formandeo um produto pouce soldvel. Este produtc é que
difundiria e precipitaria.

NZo iremos adotar este ponto de vista, pois acreditamos
ser improvavel que ¢ produtco da reagfic fosse estavel suficiente
para difundir-se, Ele tenderia a se dissociar novamente, nEo
permanecendo em solugdo na forma melecular (Galembeck 1988),

Em nosso modelo, entendemos que os fons em sclugXo
difundem-se, sendo, posteriormente, adsorvidos no processo de
crescimento dos cristais iénicos que produzirZco os Anéis.
Discutiremos a seguir, separadamente, cada um dos termos da
equagio i1Il1.=2, de maneira a detlerml nar mos expressles

fenomencl dgicas que os descrevam.

I11.2 Difusi3o (Crank 1975, Jost 19502

O processo de difus3oc ¢ aquele pelo qual a matéria &
transportada como resultado de movimentos molecul ares aleatédrios,
o qual acaba levando a uma equalizag®o da concentragfo. Apesar
do movimento microscédpico ser aleatdrio, observa-se um transporie
efetive de matéria das regiﬁes- de maior para as de menor
concentragdo,

A teoria matematica para a difusZo, em meios
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isotrépicos, baseia-se na hipétese de que a taxa de transferéncia
da substancia difusora, através de uma seg80 de area unitdria, &

propercional ac gradiente de concentrag®ico normal a esta segdo,

onde J ¢ a corrente de difus3o ou taxa de tfansf‘eréncia por
unidade de area, C & a concentragioc da substéncia difusocra, x ¢ a
coordenada espacial e D, © coeficiente de difusa. A relagdeo
II1.2 é conhecida como primeira lei de Fick.

@] coeficiente D tem .dimenszo de
Ccomprimanto)szt.empo)_i, sendo indepéndente da unidade que se
mede C. O sinal negativ&: em III.3 mostra-nos que o fluxc de
matéria & oposto ac gradiente de concentragdo.

A oquaglBc diferencial para o preocesseo de difus3o pode
ser deduzida da equagXc da continuidade, que em uma dimensZo o

gscrita como

Deste modo; usando III.3, obtemos
2
a _ p2¢C CITI.SD
at 2
ax

que ¢ a conhecida equagic de difﬁéﬁo. chaﬁada de segunda lei de
Fick.

Para obtermos III.B consideramos que o coeficiente de

difus3o & constante®, © que nem sempre ¢ verdadeiro. Este pode
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depender da concentragfio €, como na di fusSc de vapores crganicos
ou em substBncias poliméricas (Crank 1975 p.4J. Para nos,
entretanto, D & uma constante independente de C.

A difusZo, sendo o processci responsavel pelo transporte
dos reagentes ac longe do tubo de ensaio, -é o fator determinante
dos tempos de formagHo dos Anéis. Uma experiéhcia completa pode
levar dias para atingir um estado estacionarie.

Na difusfo, o tempo caracteristico depende da magnitude
do ceoeficiente D. Para difusZo em gé&is, tal coeficiente tem
ordem de grandeza de 10 ° cm’ss CleVan e Ross 1687>.
Considerando gue a distdncia a ser .percorrida seja da ordem de @

a 85 cm, e utilizando a equagfio de Einstein (1905
x =2D ¢ : CII1.6

egntre o©o tempo t, o desvic quadritico médio da disténcia
percorrida x, e 6 coeficiente de difus3e D, obtemocs tempos da
ordem de 2 a 14 dias, o que estid de acordo com os tempos oblidos

experimental mente.

111.2 Precipitagio

A passagem de uma substancia da fase em scolug3c para a
forma de cristais, ou seja, a precipitagdic, & um processc fisiceo
o gual envolve a mudanga do estado de agregacSo das moléculas.

Ela & classificada como transigSo de fase de primeira
_ordem. Qutros exemplos desse 'Li.po de mudanga de fase s3o a
condensagio, evaporagio, fus3o, cristalizag%o ou ainda a
dissolugfo de alguma substincia num meio liquido, i.e., © oposto

da precipitagia.

A=



O estudo per si de transigles de fase de primeira ordem
constitui intensa Area de pesquisa. N3o @ nosso abjetivo fazer
uma revisdo scbre o assunto. O que necessitamos & um termo
fenomenol dgice que descreva o namerce de particulas que passa da
fase em sclugBo para a fase precipitada, por unidade de tempo @
de volume.

Embora n3o desejemos nos aprofundar demasiadamente no
assunto da precipitagio, para oblermes o termo desejado, sera
necessario discorrermos um pouco scbre ¢ mecanisme das traﬁsi;ﬂas

de fase de primeira ordem.
Para que ocorra uma mudanga de fase, & necessarioc gque o

sistema n3c se encontre em equilibrio, ou pelo menes nic em um

estadoe de equilibrio estavel. Gaso contrario, n8o haveria
transi¢®o alguma. O estade inicial deve, portanto, ser
metaestavel ou instavel. Preccupar-nos-emos somente com a

precibitag&o gque ocorre via um estado metaestavel, como s30 oS
sslados superagquecidos, super-resfriados ou, comg sera de nhosso
interesse, supersaturados,

Teoria compleila da din8mica de transi¢@es de fase de
primeira ordem deveria tratar, de forma adequada, uma variedade
de processos fisicos que ocorrem em escala de tempo e distancias‘
diferentes, Nesses incluem-se a nucleagSo € crescimenio das
particulas j& formadas.

A mudanga de um estado metaestavel, para a fase estivel,
se inicia come resultade de flutuagles, as quais d3oc origem a
pequenas quantidades (ou regifes) da nova fase, que s3oc chamadas
de nucleos (Frenkel 1958 Cap. 7, Kahlweii 1970). A formag8c de
gotas de um liquide, por exemple, no meio do vapor.

Esse processo recebe o nome de nucleagio. Se os centros



formadores de nicleos s3o impurezas, como grios de poelra, a
nucleagc¥oc & chamada heterogénea. Case contrario, de homegénea, a
qual estudaremos (pois como j& comentado, iremeos desprezar o
efeito das impurezas na formag3o dos Anéis).

A c¢riagBc de um ndcleo da nova fase envolve a formagdo
de uma superficie, que &, geralmente, um processo energeticamente
desfavoravel. Desse modo, a estabilidadé do nucleo depende da
competig8o entre um aumeﬁto de energia devido a criagdo de uma
superficie, @ a diminuig%o da energia livre, por unidade de
volume, na nova fase (Mullin 1972, Waltorn 1987D.

Caso o nucleoc seja menor que um certo tamanho, ele é
instavel o desaparece. Somente nUcleos cujos tamanhos sejam
maiores que um valor critico s¥o estaveis. O nucleoc que possui
exatamente esse valor ¢ chamado de nicleo critice.

A necessidade de uma flutuagXo, com um cerio valor
critico, pode ser encarada come uma energia de ativaglc para a
transig8o de fase, come nas reagdes quimicas, © que garante a
metaestabilidade do sistema Cver fig. I1I1I.23 (Waiton 1967 cap.1D.

Apés © nlcleo ter-se formado, e&le continua a crescer
através da incorporag3o dos ifons em soluglo. Em estagios mais
avangados do processo, quando o grau de supersaturag®o tornou-se
pequenc, a formag3o de nicleos através de flutuagles praticamente
cessa, pois o tamanho do nucleo critico aumenta com a diminuigso
da supersaturagdo CKahlweit'1970).

Deste modo, alguns ﬁﬁcleos Jja formados, que eram
anteriormente estAvels, passam a ser instaveis, sendo
dissolvidos. Esse estégio, no qual os gr3os maiores crescem as
expensas dos menores, & chamado de coalescéncia, e dara origem ao

estado final da transig3o (“Ostwald ripening”? (Lifshilz e
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Slyozov 18610,

Todas essas fases sHo passiveis de andlise bastante
complexa, sendo, em geral, estudadas separadamente. No presente
trabalho, utilizaremos um model o simples, que trate,
simul taneamente, da fase de nucleaglo e posterior crescimenio dos
nucleos.

Consideremos um intervalo de tempo di. Nesse intervalo,
como j& discutimos, o numerco de fons dque passa para a fase
precipitada s¢ deve essencialmente a dois fatores. Un deles & a
nucleagio e, ouitro, o crescimento das particulas anteriormente
nucl eadas. |

Vamos definir a taxa de nucleagic Jx,td como © nUmero
de nicleos criticos formados no tempo dﬁ. no ponto x, por unidade
de volume. Deduzimos, entXo, gue © ndmerc de moles, por unidade
de tempo e de volume, que passa para a fase sdlida devido a
nucleag3o vale
a

u .
nucl, ~ 3 v

47
Cx, LD CIXI1.72

cnele re 4 o reio do nicleo criticeo, admitide como sendo esférico,
v & o volume molecular na fase precipitada e &, © numero de
Avogadro,

Cabem, aqui, alguns comentarios antes de prosseguirmos,
Em primeiro lugar, o fato de estarmﬁs considerande as particulas
como esféricas & s6& uma aproximagdo, O erro dessa aproximagdo e
pequenc se as particulas precipitadas forem suficientemente
compactas (Nielsen e Sohnel! 19710, come &, em geral, © caso dos
An$is de Liesegang.

O problema seria grande no caso de particulas extensas,



cone dendritos, Além disso, em algumas situagles, cristais de
iodato de chumbo (Pbl2), que ¢ a sdbst&ncia que analisaremo# no
proximo capituloe, s83o esféricos (Walton 1967 cap.BD.

Outro ponto & o fato de estarmos considerando o nucleo
como um cristal em miniatura, possuindo as mesmas caracteristicas
como volume molecular, potencial quimice, otc. Essa posigio é
muitas vezes criticada (Khamski{ 18700, com o argumento que
particulas t3o pequenas n3oc teriam as mesmas propriedades da fase
precipitada final.

Para nossos propésitos, as aproximag®es sZo razocaveis,
pois o mais importante-para ndés & a caracteristica da taxa de
nucleagic variar rapidamente com a supersaturagSo, que ¢ uma
propriedade observada experimentalmente (Nancollas e Purdie
1964D .,

A equagio CIII.72 ja4 ¢ o termo que descreve a nucleag3o.
Resta, agora, obtermos a express3o para crescimento dos cristais.
Para calcularmos © nuimero de particulas que se ligam aos nlclecs

Jja& formados, consideremos a figura abaixo

dV=4nr dr

Figura III.i1 Particula nucleada de raio r sofre um
aumenlo dr de seu raic no intervalo de tempo dt,
como consequéncia do fluxoe de monémeros,

resultando num aumento de volume dV=4nr dr.

O nicleo ja formado sofre um aumento dr de seu raio, num



intervalo de tempo di¢, devido aoc fluxo das pariiculas. Com isso,

o numero de particulas adsorvidas pode ser escrito como

ANt = AT - CCITI.SD

e, ainda, se quisermos por unidade de tempo e em unidades de

meles, a equagio anterior transforma-se om

o = 4nro CITI. O

(12
dr ay _ 1 cres.

dit d ucrae._ r’ 4 ai -

O indice (1) na equagBio acima representa que calculamos

onde r =

a taxa somente para um nlcleo. Para oblermos 6 termo desejade,
vamos, primeiramente, definir rlx,t,t'> come o raio no tempo i,
de uma particula que foi nucleada no tempo t¢°. Da mesma forma,
::"Cx.t,_t’) & a velocidade de crescimento do raio rix,i,t'2 neo
tempo ¢, do niGclec formado no tempo t’.

Com isso, come o npumerce de nucleos formados em um
intervalo dt’, por unidade de volume, & J3(x,t’2dt’, a taxa de

crescimente, para os niclecs formados om dit' wvale

ce'd = 22 30, 0000%x, ¢, 40300, ¢, L7 0ae CI11.100

crees,

Como "desa&a{n?g a taxa para todos os nGeleos formados

entre t'= 0O é_t’= t, obtemos finalmente

= 4n f NCxs 67002, £, 8700 C, £, L2’ CITI.11D
o]

que & a expressXo desejada para © crescimento das particulas.
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Deste mode, a taxa total de precipitagio que utilizaremos fica

= CIII.1izd

o = u + U
prec. nucl, cres,

Este mesmo termo poderia ser obtido de outra forma (Dee

1986). Considerande as defini¢Bes dadas anteriormente, o numero

de moles que se encontra na fase precipitada, por unidade de

volume, pode ser escrito como

t
— 4 n » a L »
NCx, td = Sox IOSCx,.‘. dricx,t,t’adt CIIT1.13

Por conservagio de matéria, a taxa de crescimento umwo

e de 11I1.12 cbtemos

pode ser escrita como u = N,
prec.,

t
Yorec, 3—,,_% [3 I SCx.t’)rsz,t.t’)er,_t..t’)dt.' +
) o

+ Cx, Or2Cx, L, 8D ] CI1I.14D

@, definindo rlx,t,td = rc. chegamos aoc mesme resultadoe anterior.
-Obtivemos, assim, os dols termos gque necessitavamos na
equagio II1.2, os quais s%o: 1I11.8 e II1I.14, Deste modo, temus

que resolver o sistema de equagBes (LeVan e Ross 1987)

ac L .
33_ - P“.axa -v u?roc.
'z CIIT.1sD
ob ab -
= Db v = pu
at axz prec.

cnde a & b s8o as concentragBes dos fons A'e B, que formam o sal

insol tvel A;+B;—. e que obedecem i reag%oc gquimica
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+ 4

- - + -
» A + » B — Ap-n-Bv- CITIT.A1ED

A primeira vista, podemos perceber que o© termo de
precipitag¥o torna mais dificil a resolugdc do sistema de
squag®es que estamos estudando, pois este passa a ser um sistema

integro-diferencial.

Para podermos iniciar nossos c&alculeos, falta ainda
obturmos expressdes para a taxa de nucleagSo J(lx,td & a
velocidade de crescimento rCx,t,t’d. Come iremos mostrar,
fazendo algumas aproximag@es na escolha de r, & possivel

simplificar substancialmente nossas equagfes.

ITI.4 Taxa de nucleagdo

NucleacZo, por ser © infcio do processo de cristalizagdo
ou precipitagSo, ¢ um fenémene largamente astudado. Yarias
tecrias (Walton 1967, Nielsen 1984, Toschev 1973, Khamskit 18702
axist,e;m na tentativa de explica-la, mas por ser bastante complexa
n3o ha qualquer modelo totalmente satisfatério (Langer 1898050,

0O que, em Gltima instancia, todas as tecrias procuram
deduzir s%o express@es para a taxa de nucleaglo0, ou seja, ©
numero de particulas criticas que s3o formadas por unidade de
volume e Lempo.

Essas varias teorias fornecem expresslies variadas para a
taxa de nucleaglo. Todas elas, entretanto, deduzem que tal taxa
depende exponencialmente da supersaturag8o, sendo este o fato
‘rel evante para nds.

Desta forma, como ja dissemos, n3o iremos nos preoccupar
em fazer um estudoc detalhado da precipitagldo, mas, sim,

ulilizaremos modelos simples que fornegam expressfes adequadas
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para o qu# necessitamos,

A interagSo entre Jfons, que 1leva & formagso de
aglomerados e eventualmente & evolug8o de cristais, tem sido
muitas vezes modelada em analogia a reagBes quimicas (Kalton
1967). MNas reagBes quimicas, had uma energia de ativaglo que deve
sor suplantada antes que os produtos se formem. Igualmente, como
ja citado, o processc de formagdo de nucleos envelve uma barreira
de energia que deve ser vencida antes gue a cristalizagdo ocorra.
Isso requer um certo grau de saturagdo que torne frequente a
formago de aglomerados moleculares de tamanho necessario.

A formagd3oc desses agloﬁerados dificilmente se dia pela
colis¥o simulténea das particulas. Processo mais provavel seria
a adig¥o bimolecular, segundo o esquema (Nancellas e Purdie 1954,

Mullin 1972

A + A &= A CIII.17D

A + A o> An Cnicleo crilicod

onde A representa os mondmeros e Ai um aglomeradeo composia por i
monﬁmgros.

A estrutura do conjunto de fons que formam o© nicleo
critico n¥%c & conhecida, pois ele ¢ muitc pequenc para ser
obser vado diretamente. Alguns modelos s3o propostos assuminda
que ele seria uma miniatura do cristal, possuindo todas as suas
caracteristicas, enquanto outros prop@em que o nucleo seria
difuso, com os ifons solvatados numa distribuig3o n3o muito
.di ferente da ocupada na fase em solugHo C(Walton 19867).

A primeira situag¥oc, a qual consideraremos em nosso
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trabalho, & descrita pelas denominadas formulag@ies classicas
CTwrnbull e Fisher 1849, Frenkel 1888, EBradley 1881, Wallon
1965), enquante a outra, pelas tecrias n3c clissicas (Cahn e
Hilliard 1958).

Seguindo a analogia com reagdes guimicas, as teorias

classicas propdem express3o para taxa de nucleaglo na forma da

equagic de Arrhenius, a qual e
3=Aexp[-£9-"l] CIII.18)

onde kR & a constante de Bolilzmann, 7T, temperatura absoluta em
kelvins e AGn, a energia de alivaglio, que corresponde a mudanga
na energia livre associada ao processo de formag8o do nucleo
critico.

Consideraremos que o© nuclec é esférico, possuindo a
mesma energia livre, por unidade de volume, que a fase cristalina
@ cuja interface pode ser caracterizada simplesmenie por uma
energia interfacial, por unidade de area, o.

Desta forma, gquando um nicleo de raio r & formado, a
mudanga na energia livre total pode ser escrita como a soma da
energia livre superficial AGes mais a energia livre voluméirica
AGv. AGas & uma quantidade positiva de magnitude proporcional a
rZ, e AGv & negativo, proporciocnal a r. A energia livre total

vale, portanto,

AG = AGe + AGv = 4nrlo - %nr’Aao CIII.10D

Na relag3o acima, AGv representa a diferenga entre a

energia livre, por unidade de volume, entre a fase cristalina e a



fase ligquida, sendo definida, aqui, como positiva. A equaglo
CII1.190) nos diz que, para nucleos bem pequencs, um aumnanto do
raio implica em aumento da energia livre (fig. I11.25,

tornando—-os instaveis.

A7

P

8

o
i

EMERGIA LIVRE €107*% ergd
o

| RAIOzh (A) |

Figura I1I1.2 Grafico da energia livre AG em fung3o do
raio do niclec (Equag3o III1.1€D. O maximo da
curva esta associade ao nlcleo critico, Os
parametros usados s3o os mesmos do capitulo 1V,

com ¢0=100 er gs/cmz.

Somente nucleos acima ‘de um certo tamanho seriam
estaveis, pois seU4 creécimento acarretaria uma diminuigSoco da
energia liwvre. Isso ocorre, nesses casos, porque a variagdo da
energia volumétrica supera a variagdo da energia superficial.
Fica evidenciada, assim, a existéncia de uma enérgia de ativag3o
para © processe de nucleagiio, a qual pode ser obtida através da
rel agio

dCAGY _
AR = o CIII.20

A3



Que nos da

r =292 CIII.21)
c AGv
e
16no”
A6n = =T ClIX.22
3AGY
Na dedugBo acima, desprezamcos variages de o com r. A

variag®c AGY na energia livre, devida & formagdc de uma
quantidade da nova fase cristalina, pode ser escrita como a
diferenga entre os potenciais quimicos da velha e da nova fase
CNielsen 1964, Khamskii 19700,

Consideremcs A&n comoe © numerc de moles que sofreu a
transi¢Bo. Ou seja, »'An moles do fon A° e v An moles do fon B
passaram da fase em sclugfio para a fase cristalina, formando An
moles do sal idnico A;ﬁB;-. Desta forma, a energia livre Gi1 na

velha fase (supersaturadal pode ser escrita como
Gs = v An u 4+ VAR CIIT. 23

onde y+ e 1 s3o os potenciais quimicos de A* e B” na soluglfic

supersaturada. Para a nova fase, a energia livre vale

Ga = An He ‘ CIIT.24

ande Mg $ o potencial gquimico da fase sdlida., O cristal formado

estaria em equilibric com os fons de uma scolugqo saturada, os

+

quais possuem, nessa situag3oc, os potenciais quimicos ,ueq e

p;q . O potencial p_ cbedece, portanto, A equaglo (Prigegine e
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Pefay 1973 p., 4472
+ + - -
uo= vt + 3 U CITII.25

Usando (IIT1.232,CI11.240 e (II1.282, a variagio de

energia livre para a transig¢8o, 66=Gi1—-Gz, fica

- + * + - - _ -
&6 = An [ v [;..z Heq. ] + W [y ‘ueq. ] ] CIII.26D
O potencial quimico para soluglies reals pode ser escrito

como (Prigogine e Defay 18732 p, 88)

M, = M, * R In (a.‘.') C1I11.27>

Na relag3c acima, ¢ © valor de K, para um sistema

Hio
ideal de referéncia, extrapolade para o caso do componente 4 ser
unico. R é a constante universal dos gases e e, ¢ a atividade do
componente 4 para o sistema real, com relagfio ac sistema de
referéncia ideal. E_la pode ser escrita em termos da concentrag8o

idnica C‘.P. e do coeficiente de alividade fi. através da relagio

CMullins 1972 p. 47D
o, =. F‘ f‘. B - _ CIII.28d
Para sais pouco soluveis, gque & © caso que nos
interessa, os coeficientes de atividade f i s%0 aproximadamente

iguais a unidade CMullins 1@72). Utilizando este falo, e as duas

relacBes acima, a equagio (III.26) pode ser reescrita como

48



&G = An RT CIXI.2e
eq. eq.

O grau de supersaturagfo pode ser definido de varias
maneiras (Khamskii 1970 Cap.13, mas iremos usar a definig8e
proposta em outros trabalhos scobre Anédis de Liesegang (Venzl e

Ross 1982a, LeVan o Ross 1987), wviz.

+ -
+p -
g=c C Kpe C11I.300

Kpe

onde Kps & o produto de solubilidade, definido como

+* -
Kpe = C*¥ 7% CIII.31D
eq, e,

Além dissco, © que queremcs ¢ AGY, que é a variag@io da
onergi-a livre, por unidade de wvolume. Temos, portanta, que

dividir 466G pelo volumc &6V do nicleo, que & igual a

&V An A o CI1I. 32D

e lembrando que MR = R, obtemos, finalmente
A60=-—1n Ls+1] o - CIII.3

Das equa:;&as CIII 28) @ CIII 33) cbtemos

KRN r&f & N R 53

SR - BRI L L e -
AGn = - —3Bnw o | CII1.34)

2CRTD21n3Cs+1D
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Com isso a equagio (I11.18) fica

1611020'3
% = Aexp | - =2 ., $>0 CIIX.3S)
3CRT) 1In" CS+1D

Na relag8c acima, a itensi3o interfacial o ap#reca elevada
ac cubo, &, portante, seu valor influencia bastante a magnitude
da taxa de nuclea¢So CFigura III.3>. Como a tens3e interfacial &
uma. grandeza de difficil determinagdoc C(Nielsen 18984 Cap.1,
Kahlweit 1878), iremos realizar calculos para dois valores
diferonles doe o, de modo a estudar a influéncia desle parametro
nas solugBes do nosso sistema de equagBes.

A importancia do valor de ¢ na determinagio da taxa de
nucleaglo pode ser observada na figura II1.3. HNela 5@ vé como o©s
valores de supersaturaglo, para o5 quais a nucleagic passa a sor

relevante, sifo fortemente modificados quando o varia.

60

50+

30+

20+

104

. e m omm o R As AE o s = o o o — —

TAXA DE NUCLEACAO (NUC./CM3S)

O —— ey Tl T
{ 10 164 16* 10+
S+1 :

Figura 1III1.3 Grafice da taxa de nucleagiio (Equaglo
III.33 para valores diferentes da tensio
interfacial o. Curva cheia: =100 ergs/bnﬁ;

curva pontilhada: o=B0 ergs/cmz. Os outros

parametros s3o os mesmos usados no capitulo IV.
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Q termo pré-exponencial A representa um fator cinético,
que deve incluir a mobilidade dos fons na fase liquida CKahlwett
19702, Express@ies para ess¢e termo foram propostas por varios
aytores (Turndbull e Fisher 1949, Nielsen 1884 Cap.2, Reiss 1950,
Turnbull 19562, mas para nossa presente necessidade ele pode ser
considerado constante e igual a 10%° ndcleos/cm’s CNielsen 19642,
pois estamos mais interessados em estudar a infludncia da
exponencial, que ¢ © termo responsidvel pela rapida variac3o de
com a supersaturagfo. Essa rapida variagio, gque pode ser
observada na fig. I1I.3, define uma supersaturag8io critica s*
abaixo da qual a nucleagfo ¢ bastante lenta.

Este falo, observado experimentalmenie C(Nancollas e
Purdie 1864), serviu de base para as teorias de pré-nucleag3o, na
linha de Ostiwald, para Anéis de Lissegang. Outra maneira de
visualizarmos que a nucleac;ﬁo' torna-se mais frequente, A4 medida
que a. supersaturagdo aumenta, & o fato do raic critico diminuir
com o aumento de S5, como se vé da expressio para L deduzida a

partir das equagtes (111,212 e CIII., 33D,

_ cou
re T RFIRCETS CIIX.36E2
Tendo deduzido a expressBico para a taxa de nucleagSo,
resta-nos, agora, obter o termo para a velccidade de crescimento

Ir.

III.S C(Crescimento dos cristais
A formag8ico dos nicleos estaveis da nova fase ¢ seguida
do seu crescimednto, que ocorre pela incorporagfc dos jfons em

solugdo.
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A taxa de crescimento dos cristais ¢ basicamentie
governada por dois fatores: a difusS3c dos ions para a superficie
do cristal e sua incorporago na estrutura da rede cristalina
Cwalicon 1937 Cap.2d. Este Wltiimo processe eonvolve varios
estagios CKhamskii 1970 Cap.3): a adsorc¥o dos fons pela
superficie do cristal, ou melhor dizendo, por uma camada
superficial de adsorg3c (Doremus 19580, migragdo ao longo da
superficie e, finalmente, a incorporagdo a rede,

Na precipitagic de um cristal idnico, os fons de cargas
gpostas =s¢ devem combinar estequiometricamente em algum desses
oeslAdgios, de forma a manter a neutralidade eléirica da rede
cristalina. Essa reag3co pode ocorrer de duas formas (Doremus
1958): na superficie das particulas em crescimento sEo formadas
as moléculas do sal, que, entXo, se difundem, sendo
posteriormente incorporadas a rede; ou os fons de cargas opostas
s¥o, ‘alternadamente, incorporados diretamente da camada de
adsor¢3o.

De qualquer maneira, o fato da reacg8o gquimica entre os
fions ocorrer na superficie reforga ¢ neossoe medelo, o qual, ao
contrario do de Keller & Rubinow (1980) e Dee (198813, considera
somente a difusZo dos fions em solugldo, n8c introduzindo nas
equagles diferenciais termos de reaglo quimica e difusic do sal
formado.

A taxa de crescimento dos cristais depende de qual
estigio ¢ o mais lénto. As tecrias, de forma geral, para a
cinética de crescimento podem ser divididas em duas categorias:
as que consideram como fator limitante © transporie de ions atée a
superficie; e outras para as quais a taxa seria limitada por

processos que ocorrem na superficie. SituagBes descritas pelo



primeire tipo sdo denominadas limitadas por difusEo, e, peloc
segunde, de crescimento control ado pela interface,

QO crescimento dos cristals é influenciado por uma série
de fatores (Khamskii 1970 Cap.2), dentre os quais incluem-se:
temperatura, presenga de impurezas, viscosidade da solugBo,
maneira de se agitar a sclugfo e grau de supersaturagfo.

A supersaturagio possui um papel de destaque. Seu valaor
¢ 3o importante que, quando alterado consideravelmente, o
mecanismo de crescimento das particulas também muda. Quando a
supersaturagdc & reduzida, as interag@ies dos fons com a
su;ﬁerficie passam, em georal, a ser mais importantes, limitando o
crescimento, FPor outro lado, para val oreos altos da
supersaturagio, o crescimentae dos cristais & controlade
principalmente pela difuslo (Khamskii 1970 Cap. 3.

Como a taxa de crescimento depende de tantos fatores,
vérios modelos foram proposios na tentativa de descrevé-la
(Doremus 1958, Mullins 1972 Caps.B e B). Existem muitas rela¢gBes
para a velocidade de crescimenic, tanto controlada pela difusio,
como pela interface; ou até expresstSes que levam em conta os dois
processos simul t#neamenta,' algumas das qualis s8o baslante
complexas CDoremus 1858, Nancellas e Purdie 18540,

Iremos, entretanto, utilizar uma relag®o aproximada, a
qual j& foi aplicada em trabalhos antericres sobre Anéls de
Liesogang (Venzl e Ross 1982a, Dee 198G, Lelan e Ross 1987),
Esta relag3o se baseia numa dependéncia linear da taxa de

crescimenioc com a supsrsaluragdo, ou seja

r=£5 ses5>0
CIII.=7D

r =0 se S 5O
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Apesar de ser uma aproximag3o, a relagdo acima descreve
corretamente um aumente na velocidade de crescimento com um

aumento da supersaturagfo, e possui, como grande vantagem, sua

simplicidade.

Estamos desprezando, entretanto, alguns processos
importantes. Um deles ¢ a dissoluglo das particulas, que ocorre
simultaneamente com o© crescimento. Para nés, as pariticulas

crescem irreversivelmente, nfo sendoc permitida sua dissolugdo.
Outro ponto, correlato, ¢ o fato da taxa nZo depander do
tamanho das particulas, As expressBes para a velocidade de
crescimente, normalmente, dependem do raic das particulas
CLifshitz e Slyozov 1961, Venzl e Ross 1982b), o© que pode
ccasionar, como mencionado no capituleo anterior, que particulas
muito pequenas tenham, para certos valores da supersaturagfo,
velocidades de crescimento negativas. Isso resulta na sua
dissolugSio e posterior incorporagio dos fons Aas particulas
maiores C"Ostwald ripening*? (Margusee e Ross 1984, Venzl 198%).
Esta scquéncia de eventos sé6 é relevante em estigios
avangados da precipitag3o (“aging"). Estamos, com isso,
desconsiderando os fendmenovs acima por entendermos que o©s locais
de'f‘crmaqsc» dos Andis s3o determinados nos estiagios iniciais da

precipitago, ou seja, pela nucleagioc.

A dissolug3ico e "Ostwald ripening”, se tiverem alguma
importéncia, serd, no nosso entender, na determinagdo da
morfologia final dos Anéis. Algumas observagBes, entretanto,
evidenciam a n3o ocorréncia de "Ostwald ripening” durante a
formag®o do Anéis de Liesegang (leVan e Ross 19875,

O valar da constante § na relag8c (II1.38) determina se

o crescimento ¢ controlade por difus3e cou por fendmencs de



superficie. Apesar das controvérsias sobre qual o© processo
determinante® no crescimento dos cristais que formam as bandas, ©
trabalho mais recent® sobre Anéis de Liesegang indica que a. taxa
de crescimento, nos estagios iniciais, seria controlada pela
difus¥o (LeVan & Ross 1887), OQutras obseorvagies indicam tambsm
que o crescimentoc de cristais em géis & controlado pela difusSo
(Dennis & Henisch 1987D.

Vamos supor, portanto, ser esse realmente o fator
limitante. O valor de ¥ pode ser delerminado usando-se um modelo
simples. Consideremos um aumento dr no raio de uma particula,
ocorrendo num tempo dt C(Figura III.1D. O numero de moles dM gque

foi acrescido npesse aumento de volume vale

C(III.38

Esse numero deve ser igual ao numero de moles que chegou

pela difus8o, o qual vale

CC-Csupd) dt 4nr® CIII.33®

&

Nesta relag%o, Ceup & a concentragc molar do soluto
existente na superficie do cristal. O comprimento é & definido
come uma camada que envolve a particula, e alravés da qual ocorre
a tranferéncia de massa por difusdo. Igualando <(III.38) e

C111.38) obtemos

dr _ #vDleq : S
a s — s CIII. 400

Nessa férmula, aproximamos Cesup pela concentraglo de
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equilibrico Ceq & definimos a supersaturagdoc como S5=C(C~Ceqd/Ceq.
O valor de ¥ ¢ obtido igualando-se (III.37) A& expressio acima.
Utilizando wvalores numéricos para o Pblz (Venzl e Ross 1982b,

Muller et al 18982, LeVan e Ross 19872, os gquais s83o

v=1.24x102cm?, D=10"cm®xs™ e Ceq=1.51x10 °molxem ®?, e usande

para & o valor de B.02x10%%mol™* e para &6 o de 107%cm CMullins

1972 Cap.B8), obtemos
€ %10 ° cmxs * CIII. 41D

Esse resultado é bastante razovivel se comparado & figura

14 du artigo de LeVan e Ross (1987).

I11.6 Sistema de equagdes

Estamos, agora, aptos a resolver ¢ sistema de equagles
diferenciais (I11.18). Antes, porém, vamos mosirar que, por ser
a taxa de crescimento fung3c somente da supersaturag8o, isto
facilita bastante nossas equagles.

Consideremos a taxa de crescimento (Ill.112. Como agora
r s depende de S, isto é, todas as particulas crescem com a
mesma  velocidade, este termo n3o é& fung3o de L', & pode ser

retirado da integral, ou seja

i
= arn 4 T 2 ] » .
v = g TOX D IOSCx.t 3r%Cx, b, £*Ddt CIII. 42>

Vamos definir as funglles JCx,12, RLx, i) o HUx,i2 como

CleVan a Ross 189872



t
FCx, 1> = 4n [ JCx, t72r%Cox, ¢, t*OdL’
L]
i
RCx, LD = j 3o, 'drCx, t,L"2dL® - CIII.43
L+]
i
HCx, 8D = [ Jlx,t°ddt’
©

Com isso, podemos escrever as relaglies

_rr
ucreo. = 33— CIII. 44D
3% = 4nr? 3 + 8ur R | CIII. 45
g'f;.?a-rc I+ r CIII. 4B
g”{ =3 CII1. 470
@, _consequentemente, transformamos Nesso sistems

integro-—diferencial original em um sistema que s6 contém equactes

diferenciaiz, as quais sfo

6a=D —aa——ﬁ[%nr‘z:s-kr‘?]

at I i m

CIII. 48
b _ a2 Yo ra » .
ﬁ‘”o“ax=“33[§'“‘ 3“‘"’]

mais as equages (1II.480 a CIII.47D. | Como vamés. o fato da taxa
r n3o depender do raio | das particulas simplificou sobremaneira
nosso sistema de equ-aqse;s.

Para resoclvé-lo devemos definir ainda as condigBes
iniciais e de contorno. A gebmat,r-ia do exporimentce que estamos

model ando est& ilustrada na figura II1.B. Come j& dissemos,
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estamos considerando a formag3co de Anéis em tubos de ensaio,

Numa experiéncia, esse tubo ¢ inicialmente preenchidc
com gelatina contendo a substéncia 8, dissolvida homogeneament
com concentragBo inicial bo até uma altura de L-/2. Sobre ossa
regiic coloca-se mais gelatina, agora com a substancia A
dissovida, também homogeneamente, com concentragio inicial Q.

Esta regido também Lem altura Lr2 (lLeVan ¢ Ross 18987).

1r x = Q
a
o
s x = L8
b
o .
Moo= L

Figura III.S Ilustragio da geometria utilizada na

resolugido do sistema de equagles diferenciais.

A origem do eixo espacial estA mostrada na figura 11I.5.

Com esta geometria nossas condig¢@es de contorno ficam

aa _ aa =
Fx ln=o - © Fx |x=r - O
CIITI. 490
ab ' ab ~
Fx lx=o0 = © 3% |xan = ©
e a8 condig¥es iniciais sio
a =a e & =0 O x< L2
° CIII.S0)
a =0 [~ L = bo L2 £ x £ L



At$d hoje, todos os modelos para Andis de Liesegang
limitaram~-se a uma andlise unidimensional como a que deduzimos
acima. Para trabalhos futurcs, seria interessante construir
modelos em duas dimensUes, o© gue permitiria comparar com

resultados experimentais como o© ilustrado na figura II.1b,



Capitule IV

RESULTADOS

Neste capitulo solucionamos numericamente © sistema de
equacBes deduzido no capitulo anterior C(equagles I1I.48 a
II1.482, Escolhemos para estudo a formagdo de Anéis pelo sal
pouce soluvel iodeta de chumbo (PbIz), Esta escalha deveu—-ss 3
existéncia de trabalhos experi méntai s recentes CMuller et al
1982, Kar et al 1983., MHul ler e. Venzl 1983, LeVan e Ress 1987)
que, usande o Pblz, estudaram o efeite da variaglBo da
concentragdo inicial dos reagentes sobre a formagdo dos Anéis.

Normalmente, utilizam-se come reagentes formadores do
Pblz o nitrate de chumbo (Ph(NQOad22) e o icdeto de potassio C(KID,
sendo a reagdo quimica III1.16 escrita como |

z+

Ph + 217 =« Pblz CIV.1>
+ -
onde » = 1 & v = 2.
Os valores de Ltodas as constantes utilizadas om nosSsos
cadlculos est3c apresentados " na tabela IV.1 , incluinde o

comprimente L definido na figura I111.85.

Tabsla IV.1
Kpo® = 1.38x107° M kR = 1.38x10"1% orgX 1
ot = 1.2440™ cn® T = 300 K
pfb = 0.9x107° cm’s & = 6,02x10%° mol ™!
Df = 1.78x10° em‘ss A = 10%° nuclecsscm’s
¢ = 10"° cms L =3 cm

* Muller et al 1982, t* Venzl o Rosg 1982b, % LeVan e Ross 1087



Como j& comentado, a determinag3ic da tensZo interfacial
o é& muito difiecil de ser realizada. Por este motivo, iremos

realizar cllculos para dois valores diferentes de o. A maloria

das contas sera feita para ¢ = 100 erg/cmz. mas, também, seri
usado o valeor de ¢ = BO erg/cmz. Desta forma, poderemos estudar
a influéncia da tensfc interfacial scobre a formagio dos Anédis.

Iremos executar trés tipos de c¢alculos. No primeiro,
que chamaremos de grupo 1, as concentragSes iniclais (I7) e
[Pb**) serZo variadas livremente. Fixamos um valor para [I7) e
variamos [Pb*'} desde regies onde nZo ha formagio de Anéis até
aguela em que se forma um Anel, determinando, desta maneira, o
ponto CLITI, [Pb**lc) onde as solugBes mudam de comportiamento.
Repete-se este céllculco para valores diferentes de (I°), e, com
isto, construimos um grafico de (Pb*'1c em func¥o de [I71. A
influéncia de o ¢ examinada neste grupe, onde a curva dos
CII"1,IPb%'lc) & obtida para os dois valores da tens3o
interfacial.

Os outros dois tipos de calculos, qua chamaremos de
grupo 2 e grupo 3, foram motivades por resultados experimentals
CKal et al 1983, Muller et al 18821, Nestes trabalhos,
argumenta-se que parAmetros de controle convenientes seriam: 2 a
diferenga, A, entre a concentrag®o inicial dos dois ions,
definida como A = [171/2 ~ [Pb°'] e; i1i) o queclente S+1 entre o
produto das concentra¢®es inicials dos ions e © produto de
solubilidade Kps., t.e., S+ = [Pb*1{I1%°/Kps.  No grupe 2,
ircemos manter A constante e variaremos $41, enquanto no grupo 3 o
oposto & Tfelto. Todas as contas foram realizadas utilizando-se o
método de diferencas finitas, descritoc no Apéndice, juntamente

com o algoritimo do programa utilizado.
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Antes de apresentarmos os resultados para os trés grupos

descritos acima, ilustramos na figura C(IV.12 a evolugioc temporal
de uma “experiéncia computacicnal®. Nesta figura, vemos os tipos
de graficos que iremos analisar. S3o graficos da concentragdo
molar dos reagentes e precipitades em fungfo da distancia ao
poento de contato entre os eletrdélitos.

A medida gque o tempo passa, ocorre a difusdo dos
reagentes (linhas pontilhadas larga CIIT1) e estreita CIPBb'ID) e
a formagSo do precipitado Clinha cheial’ ao lengo do tube de
ensal o. Em certas regies, ocorre a formagfic dos Anéis de
Liesegang, que sXo os picos na concentragic do precipitado. Apés
um tempo de aproximadamente dois dias, chegamos a uma situag3c de
estado estacionario para os reagentes, enquantc o precipitado ja
possui sua distribuigXo definitiva a parlir de aproximadamente 14
horas.

O reagente menos concentrado (no caso o Pb*') & eliminado
4 medida que © precipitade se forma, sendo que sua concentragio
nZc mals aparece para a escala escolhida a partir de 14 horas.
Na figura IV.2, pode-se ver como esta concentragiio se comporta ac
longo do tempo alé atingir um estado estacionario.

O primeiroc pico junto & origem nZo corresponde a um
Anel, mas, Sim, a regifo de precipitag@o continua que sempre se
forma no contato entre os reagentes. Esse pico ndoc sera
apresentado nos préximos resultados, os quals sd incluem a
concentracio do precipitado. Resultados como os descritos acima,
que envolvem a simples evoluglio temporal da formagZo dos Anéis,
jA haviam sido obtidos para modelos semelhantes aoc nosso CDee
19868, LeVan e Ress 1987). Passemos, agora, aos célculos

originais, que envolvem a variag¢Zo de paraAmetros.
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Figura IV.2 Craficos das concentrag@es para dois tempos

distintosi= — = =~ [I7]; wmeem [Pb**) e

[precipitadol. As concentrag@es iniclals foram:

[171=0.246 M e [Pb°'1=22.08 mM e o=100 erg-cm>.

V.1 Grupo 1

Neste grupe, como jid mencionamos, fixam-se valores da
concentrag¥o inicial do fon I, sendo variada a concentracXo ini
do ifon sz*. de maneira a determinar o3 pontos C[I ]1,I Pb* 1)
onde principia a formagSo de um Anel. Ainda aqui estudamcos a
influéncia da tensfo interfacial, repetindoe os mesmos calculos.

para o=80 @ 100 erg/cmz. Os resultados sio apresentados na

figura IV.3, .

A determinag¢iio da concentracgio [sz"']c. foli feita da
seguinte forma: fixada a concentragSico inicial do I, escolhe-se
uma concentragZo inicial do Pb™ correspondente a um valor alt.o‘
do termo [Pb*"1II71%/Kps-1, de modo que pelo menos um Anel era

formado, A partir deste ponto, a concentragZo [PBZ*]  era
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sistematicamente abaixada até um val.or para © qual nZoc mais se

forma Anel.
03 . 10%3
1 xr
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Figura IV.3 Curvas de: Cad) concentraglo critica [Pb')c e
Cb) supersaturagZo critica (S+1dc em fungio da

concentrag3io inicial do fon 17; para =80 erg/cmz

Clinha cheia) e =100 erg/cmz Clinha pontilhadad.

Supomos que n¥o ha formagdo de Anel quando a
concentragio do precipitade ¢ menor dque i0° M Cfigura 1IV.40.
Este valor foi escolhido porque, experimentalmente, verifica-se
que, na regi¥c onde ha formagio dos Anéis, a concentragio do
precipitado chega a ser _quat,ro vezes maior do que a concentragfio
inicial do reé_ugent.e mais diluido C(LeVan e Ross 1987D. Esta, em
nosse caso, ¢ em geral da ordem de 10-9—10—*.1'4. Consideramos que
um valor cem vezes menor reflete a auséncia de formagio de Anéis.
£ uma escolha arbitraria, mas outra diferente s¢é levaria a um

deslocamento vertical das curvas da figura 1V.3.
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consideramos que formam-se Angis, enguanto que
CcD nio & considerado um Anel dentro do critério

escolhide Cconcentra¢fio do precipitade < 1 o M.

[171=0.01 M; (Pb®1= Cad2.088 M: (b>1.668 M e

Ccl1.39 M.
Como nao estamos interessados em resul tados
‘quantitativos, este fato nEo ¢ relevante para nos. Mais

importante & a influéncia da tensdo interfacial sobre o=
resul tados. Como pode ser observado na figura 1IV.3, quando
mudamos a {.ensﬁb interfacial de um fator dois, isto &, de S0
qrg/cmz para 10_0 _erg/::mz.. a curva das r.:.oncentrat;.Ses tPb*1c muda
p.c:nr' um fator da ordem de 100, analogamente ac que ocorre para a
taxa de nucleaclo 3.

Isso indica que a formaglc dos Anédis, no nosso modelo, @
comandada pela nucleagdo. Outro ponto interessante é o falc das

curvas para diferentes o ndo possuirem & mesme perfil. Para o =
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50 arg/cmz. os valores de [.sz*lc carrespondem a supersaturagtes
qus sdo, aproximadamente, constantes, como esperado s o fator
détarminant.e for somente a taxa de nucleagio. J& para o = 100
erg/cmz. os valores da supersaturagZo associados a [Pb*'lc n3o
s¥o constantes, aumentando A medida que a concentragfe inicial do
ion iodeto aumenta.

Isto pode ser explicado através da diferenga A entre as
concentragdes iniciais dos eletrdlitos. Observames que, qguando
este valor € pegueno, nioc hd formaglio de Andis, ocorrende somente
precipitagdo na regific central de contato entre os reagentes.
Isso ja havia sido delerminado experimentalmente (Muller el al
1282a0.

No caso do o = BO erg/cmz, a concentragfio do fon mais
concentrado & pelo menos quatro vezes maior que a do outro ion.
Para o = 100 erg/cmz, o requisite da diferenca das concentragtes
possuir um valor minimo para gue haja formag3e dos Anéis implica
em um aumento da supersaturag¥o a4 medida que a concentragfoc do 1~
aumenta.

| Infelizmente n8oc h& resultados experimentais para

comparagdo com oz cilculoz apressntados na figura IV.3.

IVv.2 Grupo 2

Na figura IV.S5, estc mostrados alguns resultados
experimentais CKai et al 1883 para a formaglo de Anédis de
Liesegang em Pblz. Os gréficos.' nesﬁa figura, representam a
intensidade de luz transmitida através do gel' onde os Anéis aram
formados. A intensidade ¢ baixa onde houve a precipitac¢io,

As varias curvas apresentadas na figura Iv.B

correzpondem a diferentes situagles experimentais, todas com o©
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mesmo valor da supersaturagio S5+1. Em cada experiéncia usou-se

um valor diferente de A. Observa-se que, com © aumentce deste
parimetro, passa-s@ de uma situaglo onde se forma somente um Anel
para outra em que se formam dois Anais. Este comportamento

recebeu © nome de bifurcagfo espacial (Kail et al 1883).

~ 1, (arbitrary units)

x{mm)

Figura IV.8 Intensidade Il da luz transmitida atraves
do gel deniro do tubo de ensaio em fung3co da
posigio x, ©Os minimos de It caracterizam o local
ondo formam-so Anéis. A regifoc sombreada
representa © precipitadeo na jung3o entre os
eletroélitos. A bifurcag%o espacial da primeira
banda em duas bandas distintas ocorre entre os

tubos 9 & 10 (Kai e! al 1883).

0 mesmo procedimente fol executado por nés em nossa
simulag3o numérica. Usamos valor de o = 100 ‘efg/cmz para a
tens¥o interfacial e de $+1 = 4x10* para a supersaturagdo. A foi
variado desde 12 mM até 200 mM. Os resuliados mais

representativos est%o na figura IV.B8, a qual apresenta varios

graficos da concentrag3c do precipitade em fung3o da distancia aoc
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ponto de contalo entre os eletrélitos.

Importante observar que a scgquéncia dos graficos. nao
representa uma evoluglo temporal como na figura IV,.1, mas, sim,
os estados estacionarios oblidos para diferentes valores de A, ©O
pico aszociado & precipitagio continua na regifo de contato sntre
os wletrélitos foi omitido em todox oz graficos.

Para valoreu muito baixos de A (A < 20 mM> n3o hi
formag3o de Aneis. Entre A = 20 @ 40 mM forma-se somente um Anel
e, para 40 mM { A ¢ 70, obtivemos a formagio de dois Andis, de
maneira semelhante ao resultado experimental da figura IV.S3,
Para wvalores de A ainda maiores, ocorre © aparecimento de um
terceiro Anel, o que também foi observado experimentalmente para
um valor de 5+1 diferente daquele utilizado na figura IV.B C(Kat
et al 1983, |

Nozso modelo, portanto, reproduz, de forma qualitativa,
os dados experimentais apresentados na figura IV.S, Isto @&
bastante positiwvo, considarando—sa todas as aproximagBes foitas e
a forte influéneia de certos paramelros, como, por exemplo, a
tens3do interfacial. Alé onde sabemos, & a primeira vez que
resultados come este sfo oblidos teoricamente, reforgando, assim,
os modelos CDee 1988, LeVan o Ross 1987) baseados nas hipéteses

aqui utilizadas.

IV.2 Grupo 3

Neste grupo, ae contréario do anterior, © valeor de A &
mantido constante, engquanto 5+1 & variado. Os resultados
experimentais (Muller el al 1882a) sBo apresentados na figura
IV.7. O primeiro grafico (fig.IV.7ad traz a coordenada Xi, que

representa o centro do primgirec Anel, em fungioc da supsrsaturagio



5+1, enguanto © segundo (fig, IV.7b) & um grafico da razSoc
Pi=XasX1, em fung8o de S+1, onde Xz estd associada ac segundo

Anal.

- A
€ 2} :
E 1
i 1 /

ol ) L I

[ 0.5 1.0 1.5
S (x103%)

3o}

P, 20| B

10| .
b%
. | ] 7 Lo,
05 0.5 1.0 15 7/_?5.3
S (xwf_ )

Figura IV.7 CAD Posic¥o X1 do primeiro Anel, como
fungSo de S+1=(Pb 1117 1* Kpe, para A=18 mM, apés
10 dias; (B) coeficiente de espagamentoc Pi=Xz/X1
para os dois prirﬁsiros Anéis, como fung8o de S+1:
para A=30 mM ©) e A=1B mM (@, apds 20 dias

CMuller et al 1882aD.

Nossas _ gqqg-g&as foram | resol vidas numeri ca.;mont-e para o =
100 _erg/crﬁg" __.e.f'-'..ﬁ' =50mM A supersaturagSec foi wvariada desde
S+1=1x10* ats S+1=80x10‘ . Para S+1< 85x104 nic ha formagXo de
Anéis. Graficos semelhantes acs apresentados no grupe 2 compBem

a figura IV.B. Para estes resultados medimos X1 e Pi, gerando os

graficos da figura IV.Q.
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O comportamento de X1 para © nosso modelo & opostoc ao
obtido experimentalmente. Fara nés, X1 diminui 3 medida que 5+1
aumenta, engquanto experimentalmente observa—-se © contrario. Tal
resul tado pode ser explicadco lembrando do grupo 1 que os fatores
determinantes na formacgSo dos Anéis sdo a diferenga de

concentragBo A @ a taxa de nucleago.

6 4.0

(a) (b)

o

! 35 -

) d" 10 -

2.5
1

0 —— ] R S " W71 3 F 8 ®

4
s+1 (x10%) S+1 (x10%)
Figura IV.@ Graficos de: (ad) Posiglo central X1 do

primeiro Anel; (b)) razdo Pi=Xz2/Xs entre as
posigBes do segunde @ primeiro Anel, em fungdoc

de $+1, para as curvas da figura IV.8.

Uma vez -que A & mantido constante, a precipitaglo ocorre
L3o logo a .suparsat.urac;so critica seja atingida. Com © aumento
de S+1, a supersaturag¥o critica ocorre para valores cada vez
menores da coordenada x, @, com isso, o0s Andis s¥o formados mais
préximos da origem. Para valores altos de S+1 C S+1 > 18:10%, o
primeiro Anel funde-se com o precipitado da regi3o de contato

entre os eletralitos, tornando-a mais larga.
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Q desacordo com a experiéncia evidencia as limitagBes dc
medsl) o, demonstrandoc qua. outfos fatores, aldém daguel o=
considerados por nds, devem ser incluidos. Un primeiro passc
seria a descrigdo mais precisa do pré-fator cinético, A, da taxa
de nucleag3o.

Apssar destes problemas, a curva para P11 & bastants
razoavel , demonstrando mais uma wvez que, como primeira
aproximag3o, nosso modelo ¢ adequadeo para descrever o© fenémenc

dos An&gis de Liessgang.



Capitulo V

CONCLUSXO

Comoc ficou claro ao longo deste trabalho, © processo de
formag¥o das estruturas conhecidas como Anéis de Liesegang ainda
¢ uma quest3oc em aberto. Apesar de fenémeno estudado ha tanto
tempo, n3o existe até o momento uma explicagdo totalmente aceita.

Virios modelos tém sido propostos, Lodos com pontos
fracos. Dentre estes, a teoria de Ostwald vem resistindo ao
longo dos anos. N2o em sua forma original, & claro, mas a idéia
coentral do limite metasstavel para a supersaturagSo continua
presente. Em nosso modelo, este limite surge naturalmente das
equaglies gue descrevem a precipitagdo.

A outra linha tedrica mais importante, ligada aos
modelos de pés-nucleag¥o, n¥o foi capaz, até agora, de obter
solugBes que produzem Anéis de Liesegang para situagBes proximas
ads experimentais. O dnico trabalho (Venzl 1988b) que ndo s
limitou a estudar a precipitaglic em sistemas sem gradientes de
concentragio fornece resultados que ja4 haviam sido anteriormente
cbiidos por modelos de pré-nucleagioc (Keller e Rubinow 1981, Dee
198260,

Nossos célculos reforgam as teorias de pré-nucleagio.
Conseguimos explicar, de forma qualitativa, alguns resultados
experimentais, como a bifurcaglc espacial e a curva para Pa.
Apesar deste sucesso, muito ainda h&i a ser feito.

Varias aproxi'mag:&es necessitam de revis¥e. Por exempl o,
o efeito de impurezas, que sXo importantes para a nucleag3o
heterogénea, deve ser incluido. Outro ponto seria a melhor

descrigio do pré-fator cinédtico da taxa de nucleagio.

UNICAMP
BIRLIOTECA CENTRAL
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Além disso, nosso modelo & determinista & n3c consegue
expli;ar as experiéncias que produzem Anéis . om pOS:i:t;395
aleatdrias. Talvez isSs0 possa ser resolvido cé:m a inclusﬁo de
Ltermos que descrevam as impurezas, mas com certeza algu;n___,fat.or
estocastico deve ser considerado.

Quira aproximagSo a ser revista & a expressio para a
fLaxa de crescimento, Em nosso modelo consideramos sser essa Laxa
linearmente propor cional 2 supersaturagio. Em anidlises
posteriores dever-se—-& considerar gque ela pode depender ndo
linearmente da supersaturag¢fo ou, ainda, que pode ser fungHo do
raioc das particulas. Esse Ultimo fator & importantie na descrig3o
dos estaigios finais da precipitag¥o (“Ostwald ripening™. Além
disso, modelo mais detal hadol deve considerar a dissolugdo das
particulas ja precipitadas.

Ainda com relagoc A& taxa de crescimento, & importante
sabermos em que situagBes ele & contreolado pela difusdc ou por
f‘ant&n;anos de superficie. Nesse ponto, entram oz exporimentais.
Estes devem acompanhar, como no trabalho de LeVan e Ross (18870,
os estagios iniciais da formag3o dos Anéis e do crescimento das
particulas ja nucleadas, de maneira a determinar com precisdo
COmMo SLUSITF PrOCSSS0OS QCOrT om,

Isso forneceria subsidios para que modelos mais proximos
da realidade fossem f{ormulados. Além dissoc, & imporilante quo
parametros fundamentaisz sejam determinados com precisio, tais
como a tensZo interfacial. Nossos result‘:ados mostram gue desvios
pPequencos nessa granda;a po_dam alterar bastanta. as solugles do
sisteoma de equagles proposto.

Gostariamos, finalmente, de frizar quse um processo

complexo, como a formag¥o dos Anéis de Liesegang, dificilmente
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sera descrito em todos os seus detalhes por um Gnico modelo
tedrico. Provavelmente existirXo situagBes para as quais o
modelo nSc seréd valideo, e novas aproximagles deverfo ser feitas
feitas. Cabe, portanto, aos experimentais (] tedricos
estabel ecerom para guais valores das concentragtes dos

eletrdlitos um modelo & suas hipdleses slo aplicévais.
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Apéndice

RESOLUGAO NUMERI CA DAS EQUAGDES DIFERENCIAIS

O primeiro passo na solugdo numérica de uma eguagio
diferencial parcial ¢ discretizi-la, ou seja, a equagac
diferencial deve ser aproximada por um sistema finito de equagtes
algébricas. Cuidados devem ser tomados com relaglSc a
convergéncia e estabilidade do método usado CAmes 1864,

Dentre varios métodos de discretizaglo, escolhemos o
Método de Diferengas Finitas (MDF) (Rosenberg 1808, Ames 1809
por ser de facil aplicag¥e @ pela sua larga wutilizag3o em
trabalhos na area de sistemas n¥o lineares (Kubicek e Marek 18832
cap.3, Venzl e Ross 1982, Henisch e Garcia-Ruiz 1986).

A idé&éia do MDF ¢ substituir o dominio da equago
diferencial por um conjunto finito de pontos (graded (fig. A.12 @

as derivadas por diferengas entre os valores das fungBes nestes

pontos.
t 4
T
: : i, j+d
j,.,’. - - - -
1
J+— o Al
2
J oA . e Ax =
i""‘oj
z--
1 +
=e — T J T T ] —
iz o 1 2 ... i-1 i i+ L
Figura A.1 Grade utilizada para resclver nosso

sistema de equagles difersnciais.



A coordenada x € discretizada em intervalos Ax e o tempo
em intervalos At, tal que os valores de x @ ( na grade sdo
denotados por xi=i.Ax =] tj=jAt. onde i=0,1,2,...,M @ j=0,1._8,..:...N
e Ax=L/M e At=T-N. L & o comprimentoc 'do gel no tubo de énsaio
como definido no capitule III, o T é o tempo até o qual desejamos
integrar nossas equagles, © wvalor de uma fungdo UCx,td nos
pontos Cxt,tjj da grade sera denotado por U‘u.i Cfig.A. 1D,

O particular MDF que wutilizaremes ¢ o método de
Crank-Nicholson C(Admes 19880, o qual aproxima todas as derivadas
para o tempo j+l1/2 (fig. A.l2. As aproximag@es para a derivada
primeira temporal e segunda espacial ficam

T, j+4 el

g‘;.’ I,,.mx = - CA.1D
g jetr AL

2 [Ui.—s j+;—aui. j+1+ui.+‘1 j+s]
iiz”f x:.-i,Ax - z +
X IRTETY W 2Y.1% 24Ax CA. 2>
[U. —al,  +U J
-1, v, ) vél, )
+
2Ax*
Com isso, nosso sistema de eguagBes pode ser escrito
como

a, |, —-a, |, a, ., . ~a3a, . . +a, .
v, J+14 1, L=-4,j)+1 Ly, J+14 i+1d, j+1d
= D
a

-+
At BAx?
[ Pt PR PN j] p
* 2 - 3% %ru-: 3, 1z
cAx . - itz
r CA. 3

s T ]
Lirs VAR
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. b, . . [b. . .—eb, . _+b, : J
L, j+3 . L=ty Jed v, j+a L+4, j+1
+
At b z

[b\—:l J*Ebi. J+ EF ] J] v
* z - 3’% %"TZ 3, a2
2Ax _ L, jeasz vl
r. r ] CA. 4D
L jvars2 Lejtsr2
= S+ 4nAl rZ 3
i+t 1981 c. . (95T ¥ ]
Litas2 CA. B
+ 2r, . R . ]
L,j4d1r72 L H1s2
.= R+ Al r -
LTS L A Lijsasz Laj+ar2
g CA. 8D
+ T a ]
LT L Yo L is2
.= N+ ALY »i=0,4,. o+ o M CA. 7D
VA i [T -

i=0,4,. v 2 M

A notagio U,‘ 3" para fungles gue dependem da
supersaturag8o 5, significa qtia elas sXo avaliadas 'para Sij,

onde

Ve Chaed _ : :
S = - o 4 o CA. 8

L7 T

Quando 1-0 9 i=M, prac.tsamcs conhacar os valores de a e
b om x = -1 @ x| lfb:l Essns *v_'al:brm padam ser obtidos das
‘condl c,-ESes de contbﬁnb II?P; 49. as qua:.s nc:rs d¥o

-1,j 1.} C =1 1,J S o CA. B>

a , a S . b
M+4,) M~-1,3 M+, M-1,]
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Nas equagBes A.3 a A.7 sHo conhecidas todas as fungles
para o tempo j, @ nossas incégnitas s¥o as fungBes para o Ltempo
j+1. Para resolver o sistema algébrico, entretanto, necessitamos
das fungBes para o tempo j+1/2, que s%o os termos n3c lineares.
Como solugdo deste problema, optamos pelo método de "projegdo

para a frente" (Rosenberg 1980 cap.B), que lineariza as equacles,

Podemos escrever U . como

i,jrarz

At 8y

Yiarz =Yt 2 [ ot ]i.,j Ca.100
au ; . .

e o termo 3T Jui pode ser substituido pelo resultado ja obtido
no Lempo i=jAt. Usamos esse valor projetado de Ui, g nas
nossas equagles, e as resoclvemos, obtendo ¢ valor de U:_‘;“. Se

esse valor for muito diferente de Ui.j’ fazemos
¥

(1

[ U' . * - ‘ ]

v, 5 1,)+1
- = CA. 11D
tjrar2 =3

e refazemos os calculos oblendo U:,z;u' Esse procedimento &

repetido ate que U im+1) dentro da tolerancia escolhida.

i, j+d - v, j4+4
Desta maneira, nosso programa funcicna da seguinte
f'orma:

i3 Inicialmente, projetamos os valores de a @ b para o

tempo j+1-/2, através das equaclies

\ L, =20+ U .
Al D ve4,13 . v, ) t+4, )

1jt1s2 i, e Ll - y 2

e

CA. 120

ird =1



it) Por meio destas relagBes, calculamos 5

@
L ezt T

consequentements, as fungles L ., R . e X .
L)l s taj+d
através das equagies A.B a A.7.

ii{{) Construimocs as novas aproximagles para T 3 r e P no

tempo j+l-/2 comeo

[U. L B ¥ S J
L. L, i+t
- CA.13D

V,jva 2 2

onde U representa as funglies re» 3. re s
{v) Com essas aproximagBes, montamos @ resolvemcs o sistema

A.2 @ A.4 para a & b. A soluglico & oblida av s® usar ©

algoritime de Thomas (Rosenberg 1808D. Consegui mos,
assim, ©s valores de a @ b para © tempo j+1. Esse
procadi mento Ser& repatido quanlas VoIS for

‘necessaric, como j& explicamos anteriormente.
¥) Caso n¥o precise mais iterar, o precipitado P @

calculado através da egquaglo

_ Al 4 a
Poiva = Poit a5 | T, Si..ju/z +
V482
) CA. 140

r . £,
Ljrar2 L, jear2

vi) Esse procedimento & rapat;ido desde j=0 até j=M.
Um diagrama de bl ocos do- algori timo acima descrito esta

ilustrado na figura A.2.



Leitura dos condigoes iniciais
e porametros de controle

M|
|

Projegdo de a e & para
o Lempo j+1-2

Galoulo doe fungdes re, 3,
© J para o Lempo j

[U. AU ]
P,d L, j+1
4=

!'.,j+-z- =]
U= r_» 3 reds
|

cdleulo de & o O
para © Lempo j+i

(tm+ 1) tm {m+1)

. . "U. . ~ . .+U. .

v, )+1 (WP LE ! nao val) vV, J+4
< tolerdncia 2 U a=

i.,j-l-s =

=q,b

Cdleulo do precipitade
para o lempo j+1

ez

TR

Figura A.2 Diagrama de blocos do algoritimo utilizado

na resoluc¥o do sistema de equagBies diferenciais.
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