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RESUHO 

Um modelo analítico para calcular, a partir de pri 
meiros princípios, o espectro Ótico de absorção de dois f~ 
tons, livre do efeito Doppler, de um sistema gasoso à dois 

nÍVeiS de energia é proposto e analizado. O nosso e~tudo e~ 

tabelece inicialmente -a distinção entre abso~ção à dois pa~ 
sos e absorção simultânea de· dois fótons. Os processos hom2 
gêneos -de relaxação(emissão espontânea, coliso~s fortes, 
etc) são introduzidos fenomenologicamente.Introduz-se a s~ 

guir o processo de alargamento irihomogêneo devido ao movi
mento térmico das moléculiõtS do gás, definindo-se as condi -

ç~es para obtenção de um espectro livre do efeito Joppler. 
,\ análise do modelo nos léva à consideração de vários casos 

particulares de interesse: ora c~nsíderamos as amplitudes -
dos feixes iguais, ora diferentes; e ~uanto às su~s frequê~ 

cias são conSiderados os casos: a) frequências iguais; b) 
frequências diferentes; c) frequências muito diferentes • 
Procurou-se em todos os casos explorar, do ponto de vista -
anãl!tico, os particUlares modelos apresentados, com o obj~ 
tivo de encontrarmos expressõ'as analÍticas precisas para -as 

curvas de absorção correspondentes, visando possíveis exten 
sões do modelo~ 

,~· 



ABSTRACT 

An analytical model is proposed to calculate the 
two-photon Doppler-Free absorption spectra. of gas {or va
por systems). The gas system is considered as a two-level 
energy system. Our study stacts considering the differcn
ce between two-photon absorption and t\.JO-steps processes. 
The homogeneous relaxation processes ( spontaneous emis -
sion, hard collisions, etc ) are introduced phenomcnologi 
cally. The inhomogenous -broaJening mech,.:mism due to the 
thermal motion o f the molecules are introduced next. I.Je 
define clearly the conditions for a two-photon Joppler
Free optical spectrum. Our analysis consider severa! ca
ses: a) the laser frequencies are taken to be equal; b) 
the laser frequencies are taken to be different; c) the 
laser frequencies are considered to ~e far apart. The ca
ses of equal amplitudes and different amplitudes of the
laser beams are also cons-idered. Our aim is to derive anã 
lytical expressions for the two-photon absorption curves
an.d analyse them, from the mathematical point of view 1 d;!t 
fining clearly our assumptions for each case. This can be 
consid&red a valuable starting point for future numerical 
applications and possible anlytical extensions of thc mo
dei here presented. 
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CAPITULO I 

1-1 UM BREVE HIST6RICO 

O primeiro trabalho teórico sobre transições de mul 

tif~tons foi realizado por Goeppert-Mayer (1.1), em 1929. Em 

195ü, Hughes e Grobner (1.2) estudando espectroscopia de radi~ 

frequência do Rbf, observcr~m, pelo primeira vez, tr&nsições

de dois fÓtons. Em 1962, Abella (1.3) conseguiu observar tran

sições de dois f~tons na região Ótica do espectro, utilizando

um laser de rubi. Abella observou a transição 6s 112 ~9u 312 , 

aproveitando a coincidência natural entre o dobro da frequên -

cic do laser de rubi e a transição em questão. No césio, as 

trunsições aos níveis 9U5Í 2 e 9U3; 2 correspondem ~. energias-

6 
-1 . ... , . 28.83 e 28.829 cm , as quó~S sao prox~mas do dobro dá energi 

a do fóton do laser de rubi (14.4ü0 cm-1 ) e suas poridades c~ 

incidem com a paridade do estado fundamental. A largur~ da li 

nha ',)oppler para estas tiansições é u,o4 cm-l, que é mui to m~ 
• nor do que a diferença entre o dobro da energia do foton do lg 

ser e o energia do transiç8o, que é da ordem de 30 cm-1 • Usou

se võriações de temperótura para sintonizar L frequência de r~ 

sonância exatõ. A absorç~o de dois fÓtons foi ~etectada obser

vündo õ fluorescênció de comprimento de 011da S.l\47 Á, correspon 

dendo 6 transição espont.;neê.i 9J 3 ; 2 --~>6P 312 • Por est<.o épocé..., o 

pouco desenvolvimento do sistem~ de sintonia da fonte de luz , 

condicioné:Na os experimentos nest<- ~rea c coincidêncic:;s event.!:! 

ois entre á fonte de excitõçZo e o meio absorvente, que foi~~ 

tõmente o maior problemo enfrentodo por ALella, que não ~e a! 

canç6r o estado 9D 512 devido ~ faltá de sintonia do lõser. 

j 



-------- 9DS/2 

9j)J/2 

-----'------- 6 ~1/2 

V = 14 • 400Clll-l 

Pis.~.~ Eequema de excitação à doie fÓtone usado 

por Abella, no césio. 

3 

Em 1910, um i~pulso, neste campo, foi dado por Vasi

lenko e cc-autores (1.4) que propusergm um esquema geométrico-

5propriado para absorçgo de dois fÓtOns e u possibilidade de â 

liminação do efeito Doppler. Neste esquema, a amostra a ser e~ 

tudada é colocóda em umü cavidade de umc ond~ estgcionária, a 

' quul e represemtuda por duãs ondQS viajando em sentidos opos-

tos. Vasilenko previu a form~ da curva de absorçZo, que é con~ 

tituídu por uma Lorentzignu, que corresponde C: absorç~o de um 

fÓton de cada feixe, e que portQnto apresenta-se livre do efe! 

to Uoppler, alargada na base por uma Gaussi~na, que dá a abso~ 

' ção de dois fotons do mesmo feixe. 

' As demonstroções, iniciüis, de ~bsorçcio de dois fob7s 

sem o efeito Uoppler deram-se com os trab&lhos simultâneos de 

' varies grupos, em 1974. Uois grupos gmericonos e um grupo fran 

cês, trobalhando independentemente, observélram transições de ct:ó.s 
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f6 tons, no sÓdio. O grupo de Levenson-Bloembergen ( l. 5) e O·. 9"!! 

po francês ue Bir~ben (1.6) ~ colóboraclores observgram a tran-

sição 3S • ~S, enquLnto outro grupo gmericano, o de Hdnsch

Schuwlow (1.7) observãva g transiçgo 3S-.-.4J. us uois grupos 

que investigavam <.., tr;;;.nsição 3S_.SS, utilizcr<;.m-se de l~sers 

de corc.nte pulsado, cvm luz line<..:r e circularwente polé .. rizádd. 

Levenson-Bloembergen conseguem resolver u estrutura hiperfina

do estado 5S, o que não foi conseguido por BirQben, deviuo a 

imprecisão do seu equipamento. O grupo de Hânsch utilizou um 

laser de corante Je onda contlnuu com o quul, inUuziu tranq,! 

ções 3S-.-.4D. A trunsiç=o foi monitorada pela fluorescência -

ultr~-violeta emitida no pásso 4P--.3S du cuscata Je emissão 

espontânea do nível 4u. Hànsch conseguiu·.resolver a estrutura 'fi 
nQ do nível 4D. 

5S--or~~------

~·~6.2JOcm-1 
16.250cm 

5PJ/2 
JPl/2 

V= 16.600cm-l 

JS 

FIG.1.2 Esquema dos niveis de energie do ~tomo do sÓdio. 

TransiçÕes usadas pelos grupos Biraben e Levenson

Bloembergen. Neste experimento resolveu-se a est~ 

tura hiperfina do estado 5S. 



-1 
30280cm 

35 

41? --,--

I 

i> 

40--;r-

-1 V= 17,280 cm 

FIG.~.3 TransiçÕes no átomo de sÓdio, utilizadas pelo 

grupo H&nsch-Scbawlow, para processos de dois 
• 

~otons livre do e~eito Doppler. 

5 

Em seguidó Bjorkholm e Liao (1,8) mostrâróm que se

pode obter crescimento da secç~o transversal de obsorção de 

dois fÓtons qut~ndo se tem estados intermedib'rios reuis, resso

nantes com u frequência de um dos losers. Utilizou-se dois la

sers de frequências diferentes para estudar a trúnsição 3~0 

do sódio, com os níveis 3P como ~.::stados intermediários. Enquõ.Q 

tó um feixe é mõntido em frequêncio fixa, sintoniza-se com a 

outra frequência a 

crescimento de 107 

transição de dois fotons. Observou-se um 

n~s secções de choque quando ~ frequência -

fixa é ressonante com os estados intermeJiarios 3P1; 2, 312 • Ob

servou-se, também que, quando a frequ~ncia fixo cai entre e.§. 

tes dois estados intermediários, 6 secç~o de choque cai abrup

tamente em consequêncio da interferência destrutivd Uos contri 

buições do dois estados intermedi:rios. 



1-2 FUNOAMENTOS TE6RICOS 6 

Um átomo pode ;:,bsorver dois ou mais fótons e evoluir 

de um estado inicial \i) para um estudo final \f), cuja ene~ 

gia seja d somg d5s energias desses fÓt0ns. Existem dois pro

cessos físicos distintos de se dur essa übsorção: 

A) ABSOk-~0 Â JOIS PASSúS 

Neste processo o átomo evolui do est~do inicidl para 

um estodo intermediário reál pela óbsorção de energiu ~W1 e em 
, 

seguida evolui para um estado fin~l pela absorção de outro fo-

ton de energia ~W 1 • Cada uma dessas etóp~s é um processo de 

primeira ordem. CaJa um de:....ses póSSos é fisic~;.~mente independeo. 

te do outro e se a probõbilidade do átomo passür ao estado in

termedicirio for 11 e é deste ao estgdo final for ~ , podemos

escrever a probabilida~e do ~tomo púSSar do estado iniçial ao 
((J ((J 

final como o produto dc...s prob<:..bilid<..des H e jl • Nt=ste caso 

podemos dizer que o átomo absorveu primeiramente o fóton de ~ 

nergiê;l 1;w1 para depois absorver o fS'ton de energia '1\uJ.~. e que 

o inverso n~o acontece, pois o átomo não tem condições de evo

lUir para o mesmo ~stédo intermediu'rio absorvendo primeiramen

te o f<fton de energia 1-.w.._. 

lf> 

lk) 

FIG.l.4 Representação de transiçÕes à ,dois passos. 



, 
8) AB>ORÇ~u úL úOlS Fu~ 7 

ü átomo evolui do estado inicial, através Je estodos 

virtuais, até o estodo final, pela aUsorção simultdn€g de dois 

fótons. L um processo de segundd ordem e y prob~bilidade de 

que êle ocorra nbo pode ser escrita como o produto d~s probab! 

lidúdes de absorção dos fotuns individuais. Contrariamente ao 

processo à dois passos a ordem de ubsorção dos fótons, neste -

processo é indistinguível. Como o tr·otamento do nosso sistema

quântico se dá apen~s na aproximação de dois nÍveis, a exigên-

cia de que pelo menos um dos estodos n~o tenha por~d~de bem de 

finida deve ser satisfeita. ~,Jui.nUo os c...utoestados tem paridade 

ber11 definida, a transição de dois fótons ocorre entre estados 

de mesma paridade. 

I~) 

FIG.1.5 Representação de transiçÕes de dois fÓtoa. 

em um sistema de dois niveia. 

C) 
, 

ABSJRC.IíO JE JJ!S FvTJI,S SEM U EFEITO JüPPLER (1.9) 

r subido que ~ velocid~Je dos ~tomos (ou moléculas) 

num vapor (ou gás) produz um efeito dr~stico de alõrgamento-

de linha. Na região Ótica do espectro, este ~lurgamento é cem 

a mil vezes maior do yue o alurgamento ngturol dQ tr~nsição. -

~..ste ft.:lto não permite, salvo por proccss~s es~eciuis, obter-



se um espectro com resoL.~ç::o maior do que <.l lgrgurQ Joppler. y 

ma das formas de eliminar o efeito Joppler é através da absor

ção de dois f~tons livre do efeito uoppler. A técnica emprega

da neste processo ~ a seguinte: um ~tomo é colocado numa cél.!::!, 

la sob a oção de dois feixes de luz viójando na mesma direção

mQS em sentidos contrários. As frequências desses feixes podem 

ser igugis ou diferentes. Essg situgçbo é descrita no referen

ci~l do laboratório e no referencial solidário ao átomo nas fi 

guras l.6a,b respectivamente. 

b) • 
"'• ( 1.- .li.c ) <.U ( 'L) • !+ ç 

FIG.1.6 Interação de fre~uências num processo 

de dois f6tons. R representa o refere~ 

cial do laboratÓrio, enquanto que N re-

' presenta o ligado ao atamo, 

M 

Em presença desses feixes o ~tomo pode tomar um fóton de coda 

feixe ou tomar dois fÓtons de um Único feixe. Se o átomo tomar 

um fÓton de cada feixe o bal~nço de energig é o seguinte: 

No caso do ~to1;~o tomar dois f:>tons de um Único feixe temos:-



Z"iíw,[t +f] z1iru~ 

Z-li0z[1-n = Z~4.!z 

+ .e 1i w .... .l{ 
c 

onue *w. é u energia de sepvr.:...~ão dos níveis inicial e 

9 

(1.2.02) 

No condiçZo de ressonbnciéa, ng qu,:..l u sornu dus energius dos dois 

f6tons se igualg à energia d~ transiçbo consideroda, u freqyê~ 

cia de ressonância é dt.::slocudo em t_.~dos os cusus pela com!Drm_ 

te V de velocidude do ..:-tomo aO longo da direçáo de propagação

dos feixes de luz. Esse deslocumentu, qu<...nuo os dois fÓtons S!D 

do mesmo feixe é grande o suficient(·~ pc..ré.l produzir um pico de

absorçGo muito moiS lorgo do que a 1or8uru de linhu n.;.tural da 

transição. No entQnto, quundo o ~tomo absorve um fótun de cada 

feixe, o Je~locamento produzido na frequência de ressonância -

depende do.s diferenças entre as frequt:nció:S dvs feixes. tJo ca

so pç.rticular em que ess~s frequências s::o igu<..is,o deslocc:.mento 

da frequência de resSOil~nci<.> se <:;nula e port~nto se tor·nu ,ind~ 

pendente d~ velocidude do partículo. Neste CáSO todos os cimmos 

independentemente de sua velocidude esti:o ern ressonâncio com 

os dois feixes e a largura de linha do trcnsic;i;o se torn<.> a .ls_r 

gur~ de linha noturul. 

J) lFEITO JOPPLcR RLSlJUAL {).lO) 

Hi.iVÍumos visto que quundo o ~torno absorve um fóton -

de c.;.du feixe, h.: um de::ilocamento du frequênci;.;. de ressonclnciu 

dado por 

(1.2.03) 
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Temos que. consideror, no entanto o distribuiç~o de veLJcidades 

de Maxwell. A distribuiçZo de um .... componente da velocidade de 

uma particula de m~ssa m, de um gás à temperotura absoluta T é 

dada por: 
j_ 

f(v) = "1'\ Lm,_JY exP[- mvz.J d..V 
L21f K81J z Ke T (1.2.04) 

onde K
8 

é a constante de Boltzmann e n o número de particulus

por unidade de volume. Define-se como~VG, a ldrgura da curva 

de distribuição de velocidade, calculada como sendo o dobro do 

intervalo de velocidade com o q~al o valor máximo da curva de 

' velocidade se reduz a metade. 

(1.2.05) 

Se V é a componente da velocidade da partícula ao longo da di

reção dos feixes de luz e como W:::: uJ,l1+Y)- , temos em fünção das 
c 

frequências 

o que nos dá paró a lurgura Joppler, definida d.:... mesma 

I . I 
6L0o = 2. ~ 1 ~2 ks T J, 2. 

c >n . 

(1.2.06) 

forma 

(1.2.07) 

e ~ distribuiçbo d6S frequências em função deste purcimetro ' e 



~(ww,) = .n,..,~(e...zl exP - 4/.nZ cw-W.) li. f 2!] 
' lf ~ .11Jr, 6"1. ". 

(1.2.08) 

Com isto podemos calcular o alargamento Doppler residual pa~

duGs freqUencias"diferentes como 

(1.2.09) 



CAPITULO I): 

2.1 INTROúUI,IIu 12 

O sistema fÍsico em consider~ç~o é um g~s(ou vapor), 

constituído por moléculas(ou ~tomos; em interaç~o com ondas 6e 

ti"omaf:jnétiCdS pL ... nas e monocromátic<;;s produzidas por lasers. A 

somo dos frequências dos lasers est~ próxima de umg dado tran

si~ão dQ molécula ou do átomo em considerú~âo e, dessa forma, 

nos restringirern:Js ~ um sistema de dois níveis ue energiõ. O ~ 

!emento do ensemble estatístico é uma molécula no banho térmi-

co constituído pelas demais moléculé.,s do g.;s. O nosso princi

pal objetivo é estudar a absorç~o de dois f6tons livre do efe! 

to Joppler. Como posso preliminar, caracteriz~remos a teoria -

de absorç~o de dois fÓtons em geral, no presençó do efeito Jo2 

pler .. Isto nos possibilitãr~ distinguir m~is claramente um pr2 

cesso do outro, além de se constituir num estudo em si. Estes

cálculos são feitos em a?roximações sucessivas usando o trata-

mente perturbativo para resolver jiretamente a equação Je Schrõ 

dinger como também para resolver o modelo vetorial de Feynman , 

Vernon e Hellwarth. Este modelo representa, com~ veremos, um a~ 

xiliar mui to importante nos cálculos, pois é f::>rrnulado em termos 

de combinações convenientes ~os anplitudes de probabilidade de 

ocupaç~o dos diversos estados de energia do sistema. 

2.2 HAMILTONIA~A 

Vómos tr~tor o problemc pelo método perturbativo, de 

forma que a Hamiltoniana po~e ser escrit~ como some de dois ter 
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mos: um independente do tempo, que representa a energia do átQ, 

1no não perturbado e outro Liept:nUente do·tempo, que é a perturbª 

çê;o do átomo pel< ... onda eletromi...gnéticu; então 

H = l-/o T lf( i.) (2.2.01) 

H
0 

possui um conjunto completo de outofunções \n) tol que 

(2.2.U2) 

onJe E é a ener~ia do enésimo nível n~o perturbt.do, enqur.lnto -n 

V(t) acopla os diversos estauos do átomo permitindo que ocorl311 

tréinsições. 

Usaremos inici6lmente a represent~~bo de Schrõdinger 

pgr<... o vetar de est.ado, que é Lscrito como: 

I "V>= L Cn(t) exP(-i.tc),.t) 1'1'1> (2.2.03) ., 
Temos interesse em determinúr os coeficientes Cn(t) com osquns 

obteremos informãções sobre éS tr.::.nsiçõe~ que ocorram no siste . -
mo. Para isto l '+'>deve ser so1uçi.o de E!quaç5o de Schrõdinger-

-i.i=-. "d\'f> = H I 'I'> (2.2.o4J 
"dt 

UsanJo (2.2.01) e (2.2.U3) em (2.2.J4), obtemos: 

(2.2.u5) 

onde 

e 

<K l V"(t) I n> 



2.3 O Müúllü VETuRIAL 

Um conjunto de ~tomos ou moléculc...s que n~o interagem 

entre si e yue f-!Ode ser tl'atodo nc.. é.proximaç~o de dois nÍveis_, 

qL!ando submetidos c influênci<;> de um<.. perturbúção, tem como Hs. 

mil toni~na (2.1) 

H =H.+ 'f(t) (2.3.01) 

e funç.ão ue onda de cadc elemento individual 

(2.3.02) 

onde ~L e ~~ s~o dois õUtoestc..dos do opergdor H
0

, com ãutoval2 

res respectívgmente E1 e E2• As ~ropriedades físic<..s do sist~ 

me. são c~.;lculadc.s resolvendo-se ü eq4á;;ão de Schrõdinger páreo 

os coeficientes c1(t) e c2(t), os q4üis não dão, diretgmente 

os valores dos observáveis físicos re~is. u que fizeram Feyn -

man, Vernon e Hellwarth, em 1957, foi construir três funções -

reais, a pgrtir dos coeficientes du fun~ão de ondu, aS 

tem signi ficódo direto e l..jUe s~o uindú ""s três componentes de .. 
um vetar R(R1 ,R2,R3) e s~o dõdúS ~or: 

(2.3.03) 

A componente R
3 

est~ ligQda ao valor esperado do operador H0 
e meJe diretómente a di ferenr;u de popuL:.çâo entre os nÍveis, ou 

seja 

< f.l.) = f lj-!* H.lf d.V =~E. R~ (2.3.04) 
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onde n.E é <.:> metc.de du energia de separaç;:;o dos níveis, e o f.s, 

to de se usç.r um referenciE.! particulár, não implico em perda 

de generalidade do modelo vetaria!. 

+t.E 
E ~o 

-I> E. 
li) 

Fic.2.l &.quem& de doi• nivei.• utilizado por Fey:nman et M.l. 

O ~alar esperado do O!Jen .. dor interoçZo, que provo c.;;. as transi

ções, é na m~iori~ das vezes, de grande interesse na descrição 

dé:is propried'-tdes físic<.:>s do material, e no modelo vetorial, ele 

está inteiramente relacionado com a componente R1 • Ou seja 

(2.3.05) 

onde fizemos ~ 12 real, ~ 11 = ~22" R
0 

é o módulo do vetar R, 

sendo consequência Uiretó da definição dos três compo~entes e 

' e expresso como 

R o = VRf 
2 R2 I + R2 + 3 

(2.3.06) 
• * R o = c lcl + c2c2 

f)ora tr.;;nsições dipolur~...s elétríCi.os ou magnéticas, R1 está r~ 

locionodo com a componente d.:. polarização ou maf::Jnetização ao 

longo do Cúmpo elétrico ou mugnético respectivomente. 

A equ~ção de movimento de R pod~ s0r outida através

da equo<,-ão de SchrOdinger, pel(;j substi tuiç:~o Ja funt;ão de onda, 

Ce onde se poJe tirar expre;__sões pG.ra <..s u~..:riv·adi:.!s Lemporuis -
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dos coeficientes que sao usados nas derivadas das componentes 

Ri. Feito isto podemos escrever: 

(2.3.07) 

com 

(2.3.08) 

A expressão (2.3.07) é exatümente o arranjo de um produto veto - ~ 
ria!, ou seja W'X R 

. -• uesta forme ~odemos expressar R como 

cL"R _ 
d.t (2.3.09) 

' q~e e exótamente como u equüçao dg precessão do spin ao reJor 
~ 

do campo ffiúgnético. Neste caso R precessionc ao re~or do vetar 
_, 

pertubativo tú • 

~ 

Fic.Z.2 l'receaaão do vetor R 
.... 

em torno do vetor ~ • 
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Vamos considerar a eq~~ç~o (2.2.05) para tratar um

sistema material ideal de dois níveis. IniciQlmente não levar~ 

mos em conta os processos ue relaxoçào. Resolveremos da manei 

ra usual através de Teoria de PerturbcçSo Jependente do Tempo. 

Logo: 

• ihC1= c1v11 + c2v12exp(ik1 2t) (2.4.0l)a 

ihC2= clv21exp(iQ2lt) + c2v22 (2.4.0l)b 

l•) (.o) 
Consider~ndo o ~tomo no estado inicial, temos c1 ~ l e c2 = O; 

de forma q4e podemos escrever em primeira orJem 

Consideremos uma perturbc:-ção hsrmônica 

(2.4.02)• 

(2.4.02)b 

V(t) = W(exp(i~) + exp(-iwt)) (2.4.03) 

onde W é independente do tempo. Levando (2.4.03) em (2.4.02)b 

temos 

C(l} -
2 - (2.4.04) 

onde usamos o fato de c 2(o) = u. O primeiro termo é muito m.!! 

nor do que o segunuo pbra valores de W da ordem de W2i, e po~ 

t~nto pode ser abandonado; destú forma podemos calcular o mo

dulo quadrado de (2.4.u4) como 
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?c"'>= 
2 sen (w" -w)t/.z 

(w., -w)~ 
(2.4.05) 

que é a probabilidade que ocorrá uma tn:insição l 1)-\2) pelo 

absorção de um Único fÓton. Procuraremos, ãgora, umQ expressão 

an~loga, e~ segundo ordem, p~rg vbsorção de dois fótons. A eq~ 

ção (2.4.0l)b em segunda ordem é 

(2.4.06) 

Calculondo O) cl de (2.4.02), temos 

CU> _ , , f l<ot -iwtJ :1 - - wu e - e 
iiw 

(2.4.07) 

41.:1e levada a eq. (2.4.06) e integrando obtém-se 

~ 
'('" -' .. ·'t J f i'W -Zw)t ~ --~,, w W e' """~• "'""" - 1 'li -.J e ' :z, -! 

(.,.2 - .51.!!ll - ~ 
- t,• i(u,,-w)( w.,- !<o) 1;' w w,,- 2w 

(2.4.08) 

onde desprezamos os termos ...;e alta frequência. Ou ainda 

A 

W~ ~fica 
1. 

iç. I w., I' I w .. -'o! ui ' 
1\2 (j; tú,)' 

(2.4.09) 

2 
5e l\ (w.,- 2ou)t/2 

(w.,- Zw)2. 
(2.4.10) 

Comparando as soluções (2 4 OS) (2 4 l") • • e • • u , vemos que; 

' tr&nsição Je um foton Uepende do yu<...drado do elemento de 

matriz que acopla os dois estudos, enq~anto que ó transição de 
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dois fotons, além dessa depend~ncia, depende também do quadrado 

do diferença dos elementos diagonais da matriz de interação e eh 

inverso do quódr~do dó energig da transição; e para que ocor~ 

transições de dois fÓtons num sistema de dois n!veis,é necessá 

rio que pelo menos um elemento diagonal do mutriz ue interação 

seja não nulo. 

O essa particulBr em que um dos elementos diagonais~ 

da matriz de interaçao é nulo nos pemite escrever (2.4.09) cg_ 

mo 

4/Wz./' IW..i2 se~(w.,-2w)t/z 
~+ (Wz1-<V)2 (Wz,- 2w)' 

(2.4.11) 

l importante notar que i;l expressão fc2(J)) nZo pode ser escrita

como sendo o produto de probabilidades individuois da forma da 

expressão (2.4.05). Par<> que isto ccontecesse o termo w,,- 2W 

deveria ser substituído por W2,-w , o que nos darif> um prece.§. 

so de absorçto à dois passos, com o itomo Lbsorvendo dois • fo-

tons independentemente. Neste caso g energiQi seritt conservc..da

em c~da uma d~s ubsorções e seri~ necess~rio um estgdo interm~ 

diário real. A presenç~ do termo W2 1 -2~ implica que a conse~ 

vação da energia só pode se dur ~ m~dida que o átomo absorve -

simult&neamente Jois fótons de frequência ~ (2.2) 

Podemos comporor as magnitudes 'f(..,) e TIZ<o), lembri() 

do que 

(2.4.12) 

de forma q~e no limite 

e 
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teremos respectiv~mente, nó ~onJição de resson~ncig perfeito 

J{w):: 

'ftzw) 4 lw./ )w..-"'"i'·t! 
ii' (-F. «~,,f 

Tomando a razão e11tre estes Uois termos, temos 

?c.z<o) = 4/Wzz-W,/z fCw) 
(fr. %,)' 

temos que 

2.5 Modelo envolvendo processos de relaxação(2.3) 

( 2. 4.13)a 

( 2. 4.13)b 

(2.4.14) 

Um átomo excitado, devido ao tempo de vida finito -

do estado excitado, executa transições pgra o est~do fundamen

damental, através de transições espont~neus. As colisões e a i~ 

teração dipolo-dipolo também provocgm o relaxação dos estados

excitados. Estes efeit~s, átuom em todos os elementos do ensem 

ble, homogênegmente e provocóm o alargúmento de linha homogên~ 

No nosso problema os processos de relaxação são tratados através 

de uma constante de decoimento 1' , é.. ser incluidu na 

(2.2.05) da m~neiró usual, ou seja 

equação 

onJefk é a raz~o Je decaimento do nível k. Par~ dois níveis

(2.5.01) torn"-se 



3i,~ 1 +tlc1 ) - c 1 v-11 é c2 v-
12

exp(il<\
2
t) 

ifí,C 2 ;·:f[ 2 J "~ 1 v- 21 c'xp(iW2lt) + c2v-22 

(2.5.02.\J 

(2.5.02)b 

Us•,.,ndo o mcsnu métoUu .n:.erio.r, supondo o ...:ton.o .iniciullficnte 

no e:,>t{.Jdo fuiJd<..o~nenL ... l c t.Jil1unUo uma ~erturUur,-:o hdri11Ônica, .... e 

(2.5.03) 

r~um c6lculo de segunde- ordem, p.: .. n. dois fótons, obtém-se 

C(Z)

' -

' LJUC lh. pura 

anue utilizamos o fdto ~ue 

(2.5.ü4) 

.(2.5.u5) 

uutiua nu !:>{-;q,..Oo cnterior, 

LJUUndo f<..lzemos )~---YU. A .i.nclusWo de rel.. ... x,~c;;:jo r11clhor..., o sol.\;! 

t ... do:.:, irdcL:d e finul inJefinid'-l''tôrl te nuu tru yu0 evolui utru 
' 

ve~, ,_jc um tr .... nsi,_-nte j-J·~l'u L ... n1 v'--,lor cor1st<Jntc. lsL .. s Juu~ solu-

'>-Ões, stZ,;o r.·.;.·c:-~~:~cnLl--,;·,nu fi·J· 2.3, anue v~riu:> solucÕ·~S fo

râl•l sobrepo·";tus puro ui ferer1t,~ v .... L>rE';S uc r ;,:• /1, fig. 2.4 mostru 

' ' i), ) .,) 
'-' d1;;pendu1cia <JC J(.2~, e J(2u~Yz) em fun,.r;o d._. ·~esintoniu ·.;>s;:.:; 
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(2.5.06) 

onde 

(2.5.07) 

é umc Lorentziana de lsrgurc 6LLlll = Zf.,. 

Devemos, no entanto, somar as prob~bilidades da molé

cula efetuar UrTlG tr€.nsição, no tempo t, para todo JL. Para i§. 

to escrevemos: 

(2.5.08) 

O que nos dá para o sistema sem amortecemento e amortecido re~ 

pectivamente 

A lG lWzol'lw-.-W.,\' 

1i2 (h w..)" 

(2.5.09) 

(2.5.10) 

A fig.2. 5 mostra as curvas para :f. e ~ em função do tempo, 

onde se pode ver como ó inclusão do amortecircento tnmsforma -

uma solução, linear no tempo, noutra, onde a probabilidade de 

excitação à dois fótons não transcende para tempos crescentes, 

mas evolui para valore3 constantes •. 



o 

--------- --------- -~------~~-~~- ---------

:Pczw, J',) 
o 

.z 

1. 

f=Z. 

2 4 6 8 

Fig.2.J Comparaç&o da probabi~id&de da transição de dois fÓtona para diferentas 

taxaa de rel.axação. ~ e o tempo estão parametrizados em unidades de ..Cl., 

enquanto 1-t'2w1-g)e•tá em unidade• arbiti"'Í.riaa. 

t. 
"' w 

1 



!f(zw,1.) 

-8 -6 -4 -2 o 2 4 6 

Fi •• 2.4 tft~) • 'f(ew,~) •• função da deaintollia Sl.=w., -Zw , parametrizada em 

unidade• de 1z • .Aa p:robabil.:i.d.aclee estão em nnjdadee arbitrárias. 

8 -'2. 
~ 
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CAPÍTULO~ 

3.1 INCLUSAO JA VELOCIDAJ[ JA MOLéCULA 

Vamos incluir,oqui,os efeitos provocados pela velocid~ 

de da molécula na absorção simul t~nea de dois fÓtons. A perturba 

çao vtt) será tratúdQ como a interução entre o campo elétrico -

da luz e o momento. de dipolo elétrico da molécula. Duas ondas, 

planas e monocromátic&s, de mesma frequéncio e mesma umplitude,

compõem o campo elétrico total, propagçndo-se atrbvés da amostra 

em sentidos contrarias. A direção de propagação dgs ondas é toms 

da ao longo de z. Tais condições podem ser obtidas fazendo-se o 

feixe de luz voltar sobre si mesmo, através d~ reflexão por um 

espelho, de forma que a luz incidente e a refletido possam pa~ 

sar pela amostra,. ou a amostra pode ser montada dentro da cavids. 

de de oscilação do l~ser. 

-

LASER 

Ah~u-

'--
ESl-'ELIIO 

FIG.J.l Esquema para excitação à dois I~tons. 

Escrevemos enti:to ptir;., a perturbaç~o e P'-rc o cumpo el étrico 

(3.1.01) 

(3.1.02) 



27 

lm relaçgo ao referencial R, do laboratório, uma molécula tem 

sua posição óO longo do eixo Z ddda por 

l = l
0 

+ Vt (3.1.03) 

onde V é a velocidade ao longo da direção ~ e l
0 

suu posição 

inicial. Os argumentos da funçao cosseno em (3.1.02) tornam-se 

respectivamente 

u.L = (l-V/C )lo) -\(I 
0 

(3.1.04) 

W+ = (l+V/C )c.l + tjlo (3.1.05) 

com ~o = kZ
0

• Em relação ao referencial M, solid~rio ~ molécu

la, sua velocídóde é zero e a situaç~o é descrita através de 

léisers cuja freq4êncía aparente é W..e tl.L. Então 

e 

Ê = Êéos(ul_t- \jl
0

) + Eéos(ul.t + cp
0

) 

I{'=- j).l
0

fcos(u,l_t -lj)
0

) + Eéos(<J..t + C/)
0

)) 

(3.1.06) 

(3 .1. 07) 

Utilizando ~s equóçÕes (2.5.02), o método du Teoria de Perturba 

ção e a equação (3.1.06) podemos escrever 

onde os elementos de matriz do momento de dipolo elétrico são 

dados por 

Integrando, obtém~se 
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-c("'-t-C/l) i.<l. -M: 
c: - e 

(3.l.u8) 

+ (3.1.09) 

As expressões (3.1 .. 08,9) sEo utilizadas p<:..rú Cédcular c aproxi 

rnt:~çáo de segunda ordem e obtemos, depois de desprezar os teJITDs 

cow frequências gr.:.ndes no denominador 

~(W..,- M,)t - 2o.P., -2i<l\. -l',t 
+ ""--:---:-:-:----_,e'--

(w. + •t,)(w, -2w+ -•1.) 

(3.1.10) 

AgrupE>ndo os termos, tomando o est<...do fundumentdl como o estu-



podemos escrever: 

' • 4 IJJ,.I (u.,-JJ .. ) E 
-Ult -J<it 

l.+ e - ze c.oo;(.ll..+Zk~Jt + 

'f 1i2 (li u),J• z 2. 
(-'2+2KV) + 'tz 

+ l+t-~J",t_2.êr.tCDs'Q.-2kV)t 

(-'2- zl<.v)' + T,2 

onde -'2 = W..,-Z«J. 

+ 4 1 +e - 2e c.os.qJ -2t.t -l'.t J 
-.ll.. z + 1, > 
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(3.1.11) 

Pará um tempo suficientemente grande, a expressão -

acima passa a independer do tempo e torna-se 

(3.1.12) 

Podemos interpretar estes três termos assim: 

a) Os dois primeiros, dependentes da velocidade, s~o devidos 

ao fato da molécula óbsorver dois fótons do feixe incidente e 

dois fótons do feixe refletiuo respectivamente. Estes.processos 

sbo independentes entre si o ql.!e resulta que éS intensidades de 

;:,bsorção devido à Códà um dos feixes são somoJos. 

b) O Último termo, iríJependente da velocidóde, é devido o inte 

ração entre os feixes. A molécula sbsorve um fóton de cada fei 

xe. Ngose pode distinguir entre o processo da moléculg absorver 

primeirómente um fÓton do feixe inciJente e depois um fóton do 

feixe refletido, do processo inverso. Lstes dois processos in-

distinguíveis s~o som .... Jos fazendv com que c.p .... reçu o fator 4 no 

termo independente de v. 
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3. 2 O TRA;•SIENTE - CARACTER!STICAS GERAIS 

O estudo ~qui est& restrito g resposta dada por Códa 

grupo de moléculas COI•• velocidgde V na direção de propagação -

dos feixes de luz, isto é, e:..tómos consideramlo b respostõ hQ. 

mogêneó do gás à intE:rôç.ão com os lasers. A expressão (3.1.11) 

é forteme;.te t;mortecida no tempo, d<...nJo origem a um comportall3.J, 

to transiente untes de se est<:.bíliz.sr num valor constante. 

-- --~------------------- --· ----------- .n.:o 

------------------------------------------

'"'~- ----· -----------------------------------

"'----------------------------------------------
.Q= 3. ----------·-· -----------------------------------
-'2.: 4. 

l. 3 4 5 6 

F . J 2 O lruns~cntL' ·2o..:.. 1-·rol.Jabilúlt:.dc U8 wxcita··&i'o ~g. • ~ ..... • -s--

unidades de _!_ r • . 
unid~dcs de 1~ e V c;:1 unü:ades de 

• . 

...Q. cm 

.L.... 
:2K 
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A fig.3.2, mustr~ o tr~nsiente par~ diferentes dg 

sintoniés .Q.:%1 -.Zttl. lstes gráficos·forbm obtidos par&metri 

z&ndo-se o tempo em unid&UES 

moléculos em unid&des de 1 ~ 
ZK 

de r. . a velocidade do grupo de 

e ú desintonis em uniüwdes de~. 

Valores crescentes Je S2 pr ..... duzem umg reduçi::o do Vulor estabili 

zgdo da probabilidúde de trLnsi~~o, o que está perfeitémente -

de ocordo com o ft.:.to que, qué;.;,to mais distante da sintoni<.~ de 

ressonância m<:>is improvável se torna o tn.nsição de dois fó_; 

tons. A relaçi::o ent~e ~s grnplitudes do primeiro mi;ximo e do vs. 

lor estéobilizódo tende a auments.r enquunto que o tempo de gl

c&nce do primeiro máximo diminui paro desintoni~s crescentes.

t: possível determinar, c.:tnwés de uma svluç~o analÍticü, o tem 

po no qual a probabilidade Je trónsição ~tinge seu valor máxmo. 

3.3 A FORMA úA LINHA HOMOGtNEA 

A forma da linhi.: homogêneé.i, pára um s.rupo de moléc.!:!. 

las com componente de velocidade V é constituído por três Lo

rentzianas de largura ll.Wu=21.,.. Umg delés, proveniente d& i.!J. 

teração dos dois feixes e centrada em Sl=O , enquconto que as -

outrõs duas proveniE-ntes de cada um dos feixes individuolménte 

e centradas em ...J;l=:t-:Zkv'respect;ivamente. A curva resultgnte ' e 

mos trc.do para çii ferentes V, onde parametrizou-se 52. em unidúdes 

Je ~e V em unidõdes de~. é 
Z-11: 

na Peformgda simetricbmente na 

funda,.entç;lmente umg 
-- ----- -~ ~- ,•·•-_v" .I / 

base (,f:l'g\),3). Esta 

Lorentzia-

deformação 

é que irá constituir, com b justbposição de infinitãs curv~s,

para diferentes V, o alargamento Uoppler resiJu.:sl du curva in-
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homogénea (fi~.3.4). Psró V suficiente pe4ueno, a ábsorç~o de 

cadó um dos feixes individugis é cobeita pela ~Lsorçgo do intg 

rgçi;io dos feixes, livre cio efeito Joppler, des~purecer.do com 

isto a Ueformação residu~l e a formo dú curvo é umu Lorentzia-

na puré (fig.3.5). 

3.4 A FORf.A uA CURVA lNHOmGtNLA 

Vomos calcular ó forma Jô L:Urv .... de absorç..8o inhomogê 

ne~ fazendo a integral da express~o (3.1.12) sobre a distribui 

-~o gaussiana (1.2.04) 

(3.4.úl) 

onde definin1os o f.Jé..r~metro 

Jessa fcrmu a integral u ser resolvid~ ser~ 

~(-Sl) = 

+ 
4 }F\.v)dv 

-<2-z .. r: (3.4.02) 

A referênci.::. (3.1) nos perm.$. te_ espress&r os dois prirr.eiros te .r 
,__ < .- • • 
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mos de (3.4.02) gtrcvés de uma funçi:io tabelada, enquanto que o 

terceiro termo permite a integrc-ç~o di reta. Então sobendo que 

(3.4.03) 

onde o)().) é .:. função êr·ro de urgument..; complexo e 

podemos escrever 

(3.4.04; 

que é o;..> forma da curvQ procurada. O· comport<.;.mento d<.. função 

lt>\X + i.~) é conhecido, e o centro de:... curva encontra-se em lC•Q 

ou seja .Q:O, que é qu<...ndo se u: u sintonió perfeiL:, E.ntre a 

energia de... tr.:...nsiç6o e c SOfllt.; do energü. de dois fótons. 

Foi desenvolvido um progr'"rf!.:..;, em lingu.;.gem ·fortn .. n,

p.:...r .... o c.:lculo de ·. '3CJ'l) , tendo por b<...se o Jesenvulvin1ento em 

série 

-.!:z{ ao Z 2>L+i } 
W(t.) = e 1 + L W L ~--'"----

""" "Yt.! (h+!) 
(3.4.05) 

encontr;;.do em ( 3.1). u prognlom<.... impl·irr,e /1, Z, W, T, V : A é car6!c

terÍ;;.tico dC:i r•laxa<_:t:o de C<..di.. sistem& investigudo e ;,.. pc::arte -

reül de Z representa ~ desintvnió de dois f!tcns. Ambos os p~ 

r~metros sto meJidos: em~·;.intd6des de 2KV. W e T representam o 

primeiro e o segundJ Ú•t~!I'J' ,R~ q, 4~04) e V represento ~(.Sl.) • 



34 

Podemos comparan as amplitudes de pico d~s curvas ho~gênea e 

inhomogênea tomando g razZo entre T e w. Obtemos entbo 

A Re ú.l( i.Á) 
(3.4.06) 

3.5 A dependênciü de V 

Estudomos o comportamento d~ expressão (3.1.12) em 

função da componente do velocidade da moléculü na direç~o Je 

propagação dos feixes de luz, púr~ váriás t~xas de relax~ção.

Nota-se o apLrecimentu de um poço que se torn.:J muis profundo-

com a diminuição de 1a, e se torna Códa vez m<:.is rbso, até de

saparecer, pa.ra valores cret.centes de ?'z. Podemos avaliór fz., 
para o quc.l se dá o t...pérecimento do poço, escrevendo os té:rmos 

dependentes de V na expressão (3.1.12) como 

Derivando, e impondo cundiç~o de eXttemo púrQ V = O. 

J.61<.'v(AV' ... ev•..-c) - (l!~·v'.D)(4AV
3
+2B~) 

(AV4 + B~~+C): 

;J{o) =,!,(extremo) 

(3.5.01) 

(3.5.0.2) 
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C~lculando & segundu derivaJá e impondo condiç~o de mínimo. 

cf't(")= /AV4+e/'+c t{M4
+B/+l,ci(•+4A'I" +25/J~K'"J 

ifv"' iAv"' .. sv<~+ct" 
! Ali-+ Bv•..c )~ f (fk.v"+DXItAV'"+ZII) + 1€.Kv(4AV3 +<l61/ )J 

tAV4 
-t-BV

4
+C t 

_ [(Al+BV'.c.)J'Kv -(SKV'"+D)(4AV3+2BV)}{z(AV 4+Bl+c)(4AV3•zu)! 

tAl"+Bv"+ct 

Resolvendo (3.5.04) obtemos 1z<.J3'.Q. 

3.6 ESTUDO JA POLARIZAlM 

(3.5.03) 

(3.5.ol,.J 

Ue úCordo com o moJêlo vetorial põra a equóção de

Schrõdinger, uesenvolviwo por Feynman et. al (2.1), podemos ex

pressgr o valor médio do momento de dipolo da forma 

(3.6.01) 

• o produto c
1
c

2 
pode ser escrito em 

segunda ordem como 

C • c"'" ,c. ='- z 
(3.6.02) 

• 
Semelh<....ntemente podt::mOS expreSSE.r o produto clc2 , de forma que 



{3.6.01) nos permite escrever: 

<A/ = (.«."/ + <Jl."') -;. <;/") 

ou 

(3.6.03) 

O termo (u.'oJ) é n . .üo, um~. vez que na aproximuçi:o ze

ro o CQm?O do lóser é nulo, ~nyuanto que 

+ 

e 

i(W.r"4)i +<</J, 

w .. , + "4 -•t. 

+ 

i(ul,,-04)t. _,r.p, 
+ .. e._ ____ _ 

~. -<0+ -·~ 

•C"'~·-aJ-)t -ri'(!, 

ulu-UL -i12 

+ c.cJ 

<14 )= .., Ji.e .,__,,e +Jõe +C.c. .PI IJI •'e:f t(.ll+ZkV)t T i(.sl-ZkV)t i-<l:t.} -

41i~ . 

onde 

(3.6.04) 

(3.6.05) 

(3.6.07) 

(3.6.G8) 



onde Ó = w..,-«J. 

O momento de dipolw de uma · 

relccionado à polarizaç~o do-~ás. 

N moléculos identicas, temo~ então 

1 

' ' I, ,, 
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(3.6.09) 

• i! ,, -,, 

Dessa forma exp.te•s•mos a polorizaçõo macroscópico do 9ás'· c~mo 

(3.6.10) 

~::;-

' . '>--
-_ ';"-, 

,_,_ 

• 

' ., 

·-·~ 

-~ 

~ 
-~· ) 

' ·, .. { --: 
ç. .. 
.• !; 

' 
' I 

•• 

1 
"" •• ·, i ' / .. · 

~( 
\t 

~ 
\ .. I' 

' I ' 

' 
-~ 

•,_ "-.. 
; .. •:"*'-... 

-·~ ,, . :,; 
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Fig.J.J 

Pcw 

-4 -2 o 2 4 
. ... ... . 

Fvrma da linha homogenea na absorçao de doJ..s f'oton.s parD 

diferentes grupos de 

de fa , enquanto V em 

unidades arbitrárias. 

velocidatles • J'l. é medido em wúdades 

unidades de Ã, • 1f4} é medido em 
Zk 

6 .n.cr,) 

w 

"' 
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f 1\-'lJ 

-4 -2 o 2 4 

Fig.J.5 O mesmo da f'ig.3.3, permitindo ver o desaparecitlu:~nta 

do ef'eito Do;ppl.er residual, quando V é su:ficienten:e.!l 

te pequeno. 

6 .n.(t,) 

.,. 
o 



' f'u.ca;." uv~-.l.~ i-1:;:; atr.:_.vc.'.., do::; Li..~:o~ coletudd..; t:o p.ru 

- A< 



A fi.g. 

tude e 
mostra as curvas que compoem ~: J.i.). A de lllel«or ampl,! 

a Cllrva o..Iargad~ pelo af ... dto Uopp~er e corre•ponde 

ao primeiro termo de (J.4.U4). A curva do meio e o termo

nào &fetado pelo efeito Uovpler. A aowa dessas duas re•ul

ta em s<.n.) • .n. e rl estão parametrizado& em unidades de 2'r:.\i. 
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C rOR~A UA CURV~ OE ABSURCAO PARA DOIS ~OTONS 

5 

'i 
lü 

2<;0 
3 t; 

COMPLEX z,z~,ZB,CMPL~ 1 SU~,k,~M 

A=l. 
X•O. 
WRIH(5, 7) 
rofi~,ArrTij, • A •, -r2:J, • x •, T3s, • yí, rsl, • w •, rt>e:, • r •, re5, • v •, '> 
Z•Cf!!PLX(X,A) 
ZA•Z. 
Z.Vs:i.**2 
SUMs;t. 
DO ~00 Ms:1,10()0 
R:l 
DO 100 Nct,H 
PM•~B•I2•N•I)/(N•!2•N+I)l 

R.cRM•R 
IFICABSIR).LE.I.E•8) GU TO 20 
CONTINUE 
SUMcSUMtR 
lf(CA&S(P/SUM).LE.I.E•7) GO TO 30 
COhTINUE 
•=1.7724~/A*~EAL(C~XPI•:b)lt 

12/A*Al~AGIZAI*(AlMAG(C~XP(•~~)l*AIMAG!SD•I•R~AL(CEXP!•ZBII* 

2R~ALISUMll•2/A*~EdL(ZAl*IREàL(CEXP(•Z•li*AIMAGISU•I+ 

lA I MAG (C t.XF' ( •Zb) ) •t-:r:,d ... ( SU ,., ) ) 
T=2/CREAL(Z)•*2•A•*:) 
ValllritT 
WRllE(~,ti)~,z,~,r,v 

FORMAT(T~,G,T20,G,T3S,G 1 T50 1 GrT65,GrTbO,G,I) 

x•x+.tl2 
IFCA~~(l).LE.1.6) GO TO lO 
CAU EXH 
ENO 



ll. 

Fig. J. 3 
• 

Variação da razao entre as amp1itudcs de pico 
• • das curvas howo~nea e i.nhomogenea. dz está -

parametrizado em uni.d&des de 2K\] 
.... .... 
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?c v> 

.---..+----...'fi' 

- -
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Fi.;.J.9 Gráfico de :Pcv) contra i para diversas taxas de 

rcla..xação·. 1.a e V :forai .. para!.:etriz<:::.dos cm uni

dades Ue .Sl.. e ~ r~::..pec Liva.mente. 'j'c.ll) é meU.ida 

e:1: unidades arbi l.;rarias. 

6 v( E-\ 
2KJ 

~ 

~ 
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'?cvl 

·I 

·4 

4 

Hc.).l.O O mesmo da f'ic.).9, maa para taxa• de 
reJ.axaçÃo menorea. 
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, 
4.1 GENERALIZAÇ~O UA ABSúR,Âú JL JOIS FuTONS 

PARA AMPLITUUcS L FREQUtNCIAS UIFERENTES 

No c~pítulo III trat~mos a absorção de dois 
, 

fotons 

com feixes de luz de frequência e umplitude iguúis, ·propugand.Q. 

se em sentidos opostos através da amostra. Um tratamento m~is

geral exige feixes de luz com freyuêncios, smplitudes e veta

res de propag~ç6o diferentes. Escrevemos psra e~te fim o campo 

elétrico total como soma de outros dois tais que 

Ê1 = ~ 10 cos(W 1 t -€k1z) 

~ 2 = [ 20 cos(~ 2 t - k2z) 

onde € é um por~metro que ossume os Vél.lores: 

~ = +1 (ondus copropcg•ntes) 

€ = -1 (ondus contr•propagantes). 

(4.1.01) .. 

(4.l.01)b 

Os cálculos soo feitos de maneira usual através ue Teoria de-

Perturbação, envolvendo él. interaçi:o do momento de dipolo com o 
~ ~ ~ 

campo total E = E1 + E2 • Agindo como nos cálculos ,,nteriores-

obtemos, depois de integr•rmos as equações (2.5.02)• 

(4.1.02) 



LluJ,,+w,)t-K,zL -ik,.Z-t.t 

-t 

i(w,.-w,)t+<~"''_ iE.:,z- Y,t l 
W,, -uJ,- i'l'z j 

(4.1.03) 

tstamos interessados em Cólcular a probabilidgde de transiçdo 

para o estado \2) , entbo precisamos unicumente dó amplitude ce 
probébilid<..de C~. Tomando,então, ú eq~aç~o par<:. C~J com o auxílio 

u.,s equ<>ções (4.1.02) e (4.1.03), e mantendo apenos os termos 

ressonantes em dois fótons; pouemos escrever: 

• • •lw..-zw,)t + zitk,< ize<;l-t.t l 
z .t, l. .e,.. e - e 

(4.1.04) 

Rebgrupé.ndo os termos podemos escrever de múneira m~is simples. 



" -,t.J,, .&,o) 

w, + .:11 

+ ~ {\.il,,.f,.)( ij .. :~ • .l + (i.,.Ê.;jii,. f.,J - ( ~ .. .Ê.}(.ii ... f.o)-
41\ Wz,,-W,-t.f,_ W,1 -u.Jz-Lf: u1 1 +~~1 

ta .. Ê~}( 4 ... ;.,)1 " 
w, t-it. ) 

X 

onde 

i(-'l. t + s6) iii - -t, t 
- e 

' 

.Q., = uh, - ;Zu.J, 

.Q. = w., - w, ....v. 
~ == (é:t<, +14,)~ 

(4.l.v5) 

Calculando o modulo quadrgdo de C~, podemos expres

sL.r ó probabilidade de transição de dois fótons como 

\-" • .\' IJ.4 .. -JJ.,\2
E

4 

4n'\.tt<Uu)' 

-21',t -1,t j 1t e -2 e w5..Q.,t 

Si}+ t/ 

(4.1.06) 

P<..lra tempos suficientemer1te gn::~ndes, (4.1.06) se torna r.;stacion,á 

ria e é expressa como 

• 
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(4.1.07) 

Introduziremos '-' dctJendêncic., da velocidóde da molécuL~ 

n._ cxpress~o (4.1.07) ~trav~s das seguintes e4u~~oes; 

..o.,• --+ ...o.,,(v) = .Q.z -+- zw, V 
c (4.l.u8) 

' ~uando introduzimos (4.1.08) em (4.1.07), esta ultima se torna-

2 z 

Integrando (4.1.09) sobre ci distribuição de velocidades de lhx

well, obtemos a forma du: curvi;j de gbsorçi:;;o de dois fÓtons de d,i 

ferentes energias 

(4·.l.lc) 



onde 

Q. =: -<ZC 

V(EW,+~) 

' '7 

ÍIJ = 

c' .).L 

?!c 
ztw,v 

t,c 

zw.íi 

Uu Tllesma muneira que fizemos n.:.; seçtio 3.6, po~emos e.§. 

tud;:.r a polurização do gC::s por intermédio do V.;...lor médio do mo

mento de dipolo. C<;.lculundo este Último puru frequências diferen 

tes, obtemos a oproximcç~o de primeira e segund.::.. ordeni como: 

onde 

L(uJ~I ... uJ,a.)t -iE."'z: 

w~l .... wl. -~t~ 
~ l ~' ~J.}t. +i6 "'J. 'l) +e . 
u.Jll- u.l1 - L.l'a 

+E,. E,. J'3 e + c. c. ' i(-Qt+~)J 

Ut.Lll) 

(4.1.12) 
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, 
5.1 FORMA JA CURVA OE ABSuR,~O DE DOIS rUTONS 

OE FREQU[NCIAS MUITO JIFERE~TES. (5.1) 

Já discutimos a absorção de dois fótons impondo a condi

ção que~ e ~sejam prÓximos de~ Esta aproximação permite 

-nos obter para a probabilidode de absorção uma expressão cujos 

coeficientes independ~m de uJ~ e U)~ ; e, consequêntemente quando 

eotas freqü~ncias são substituídas por suas equivalentes modifi 

cadas pelo efeito Doppler, independem da velocidade da molécula; 

o que torna mais simples a resoluçSo das integrais nc obtenção

da curva de absorção. Porém, acontece muitos vezes que as fre

quências --de excitação Ws. e ula são muito diferentes. Isto oco!. 

re qu~ndo uma das frequências est6 no ultrdvioleta e á outra no 

infravermelho. Estudaremos este Último caso. 

Usaremos o seguinte esquema de excitação. 

IZ> 

I .L> 

Fig.5.1 Esquema de excitação nw11 sistema de dois 
' . , ..... 

U:.LVC1S uLraves cie c.U:::>orçao Uc duis fotoJ;s 

de f'requ~nc:i.<.•s J .. uiLu dl.ft.'rcn'Les. 

vem Neste esquema W~ '»W< , o que 

que <Í 1
2
~~ onde Ó1 =UJ21 -w, • Tendo isto em 
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conte, a express6o (4.1.05) nos conduz, depois de abundonç.rmos 

...• •' ' . . os termos com V':Z e o1 no aenom1nuJor, a 

com 

onJe 

"'·'''e· 
8":1. + 1~,1. 

-"'! -.et.t 
l+e "-ze 'aJ;;>Lt-

sz. t + 1/ 

- a{,· f)(, lêl' 
<d. -<t.)\<V,- 't.) 

'= j(., .Ê,. 

(5.1.01) 

(5.1.02) 

Para ,;, dependência d~ componente da velocidode ;;,o longo da d! 

reçZo de propóg~ç~o dos feixes, escrevemos 

• Isto levQ, por sue.. vez o 

ou sejg 

-'2. - SJ.(v) 

\MI'- \Mtv)\' 

rp --P(v) 

.SU.v) = Sl + (E.<•\ +W.)Y 
c 

(5.1.03) 

(5.1.04) 

(5.1.05) 



... 

(5.1.06) 

o q~e nos permite escrever t.1 forma explÍcito de ~l~ . 

A forma dü curva de absorção é calculada pela inte

gração sobre~ distribuição de velocidade de Maxwell f(v), en

tão 
+00 

~(Sl.) =,L '?{v) t(v) dv 
(5.1.07) 

A integral (5.1.07) é resolvida com o •uxilio da equação (5.1. 

cl) independente do tempo, e a~ equações (5.1.05) e (5.1.06), 

podendo ser escrita em quatro i~tegrais da sesuir~te forma: 

-~ ~:OI,Ifl' r eXP(-v/'J) dv u. ·-c<
2
.---

l6~~ fi' v .::l,[w..-"',('-~l-'t,]tw.t'-"zl-'t•H[.<J. ... t€"',+"'·)~)+ t~·) 
(5.1.00) 
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Resolveremos ê...S integr<"is (S.l.Oü) fazendo uma nova definiçt:o 

de variável 

X = V/V • 

Últimos de (5.1.08) • Somaremos os dois termos num~ unica inte-

" gral, tom11ndo ElO real de forma que 0(, =<X, 

prezando o termo de segunda ordem do efeito 

te forma podemos esqrever, depois Je algum 

onde definimos os seguintes par~metros: 

a., = (!!!;:, -.W,) c 
4..)4 v 

!f, = -nc_ 
c uJ," 

ct. 
u) .• 

"" 

• e c(, = '~'· ; e de~ 

Joppler x2 ;c 2. De.§. 

cálculo 

(5.1.09) 

As duas primeiras integrais de (5.1.09) poUem ser-

resolvidQS fator.;;ndo-se o denominudor do integrando e recorre!J. 

do w. funçt:o êrro de urgurro€1•tO complexo 



Obtemos, então, para a primeira integral 

onde 

com 

:l1= A1- i'j1Az 

~z : A. -i.'! A-r. 

• z z 
A - (a.+b.) + 7t - 'i 

• - [ 2 , 'J' ( J' (n.+ll.) -r-7, -~ + Z(a..+b.)'l. 

E, para a segunda integral 

onde 
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(5.1.10) 



com 

~., Bi-•7.a. 

J4-= flt.-i.1(~ 

2 2 z 

lli= ((h.-<t,)~~~~'i: jz~'i(zcbo::a,J?.r 

-t,(D,-a,) 
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A terceir" integral de (5.1.09), por ser mcis comp~ 

cudu será resolvida explicitámente. Est~ integr~l, como verenos, 

pode ser decomposta em v~rias integrais; ulgum~..:os do tipo das ~ 

teriores e outras mais cornplexai, de forma LjUe sug resoluç~o -

permite esclurecer o método de resolução Ji:.os du,us primeiras. -

Lscrevamos, entgo, o denomin~dor d~ terceiru in~egral de (5.1. 

U9),com o método de decomposição em frações purcié.iÍs, nQ forma 

c,_ ... c,<, a.- lt) + 

(Íl.-xf + 1.' 
Co 1- c,;(b.,..X) 

(b,;..x/' + '!.l 

onde temos que impor a seguinte condiç.i;o 

(5.1.13) 



, 

{c, -1-Cz(a.-:x:)${ (a.,;- xf+ 'íz '}[c.&, +,t/+ '1.-'J 

+ {c~ + C~(Q,•X)][ C ao-X/+ -r,. j{ (b. + ;~é) 2 + '1.'} 

+{c,+ ~C!>..-rx))\Caa-x;f + 1: • ]{CQ,+X;" + 1/] 1.. 
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(5.1.14) 

Jnde .:.s constantes Ci devem ser encontradas. As soluções dessu 

equgç&o podem ser obtidas da seguinte mgneira: 

Se 

(5.1.15, 

( z • 
3º) Q,-,x) +i =o 

obtemos, respectivamente, através de (5.1.14) os seguintes r~ 

1ações entre as constan~es 

(5.1.16) 

Jefinindo 
M, =- 2 "-\.Óz - 2 '/.''/, (5.1.17) 

t-lz = 2uJ,(w,- f.~z>"V/c (5.1.15) 

e utilizando (5.1.13), podemos express<..r ó terceiro;;, integral ce 
(5.1.09) da forma mais compacta 
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(5.1.19) 

A pi..lrte deste integri.ll em M1 pode ser resolvidc;, ex

pressando (5.1.10) em su~s purtes regl e imoginária 

com o que se obté." paro a p"rte em M1 de ( 5.1.19) 

onde 

~ .. =c, -l'].4 

.'J.,=Cs-<t~ 

(5.1.21) 

(5.1.<2) 

(5.1.23) 

s~o obtidos respectivumente das rela~ões ( 5.1.16). Ficam entãu 

definidas uS relações com us qu.:.is se pode cr...lcular os valores 

dos pari:.metros C i, obtendo-se, depois de igualar as p&rtes reéds 

e imaginarias de (5.1.23) 

c,= J !f, c, = K 
J" +I<. J2+ K~ 

c,= F f,C4= 6 
F'-rG 2 F2 + G' 

• 



onde 

T J"'K' J 11 K11 
..J=J.L-1L I= H.' I:- 1-1: I," 

H H'I' H" • =tt+LIJ L. - L' 6' - r:' 6" U "- r1. I 1 l 

yue são ex~ressos em função dos parâmetros conheci~o~ como 

I 2 çl. ~ J, = (a,+<~.) + I• -), 

r:= z<a • .-t~.>lf· 

I ( Z < l I,= a,-b.) +'i. -'I. 
I~= Z(a,--&,)1f. 

' r. a • • fi = \O.+Q,) +'r, -']; 

Fi'= zca.+Q,Jr"' 

I z z ,::-2 Ki"' (Q,+b,) +'!. -l, 

11 
K, = 2(a.+~)1< 

H:= la.·~/+~.'- '1."' 

H:'= 2(a.+b,)'l. 

1 .G 2 eZ 
G, = {b,.-a,) + "1. - I• 

6;' = 2(b,-a,) 1• 
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üevemos, ainclé .. ,resolver áS integrais relocion~das can 

J coeficente M2 para completarmos a resolução de (5.1.19). O§; 

to da variavel X aparecer no numerv.Jor produz !Jrimeir'"'mente -

uma integri>l que pode ser resolviwa combirknUo c..S expressões .-

(5.1.20) e (5.1.21), ou seja 

-~-r:.o - x.: 

1 xe dz 
z 2 

_,. (Q:!:l:) + :1 
=+ll ~<J(Qtij) ± YJ,W(G•i~) 

~ 

A outra integrúl,que Lp~rece,depende, ~lém de tudo, do segundy 

put~ncia em X , ú qual nbo IJO~e ser resolvido diretúmente peld 
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expressão (5.1.10). Mais precisómente, tal int~gral tem a se

guinte forma 

onde 

1
..,. 2 -x< 

x e· dx 
z 2 

"' (a-x.) + !:f 

a.' a.=-v 

• 
(5.1.25) 

e 

' -Nõ sua resoluçi;io vol toren1os a utilizar V como Vdr~ovel de intg 

groção, Desta forma (5.1.25) é escrita 

onde definimos o par~metro 

.L 
-l v 

(5.1.26) 

Com i:i derivadõ em relac:,:ão ~ "' , podemos ex)Jrt.::ssor ( 5 .1. 26) no 

forma mais cvnveniente 

(5.1.27) 

de forma que iJOdemos escrevê-la em termos da fun~fiv Ú) , sendo-
. 

igual a 

= - J!'. 2 Re w(~(a' +-i~?.' = - 1. Re l_ W(l) f do(, v ~' (}c/, 
(5.l.2J; 

onde 



Usando a regra do cgdeig 

(5.1.29) 

e 

(5.1.30) 

temos 

(5.1.31; 

A referência (5.2; nos fornece 

(5.1.32) 

Levando (5.1.31,32; em (5.1.28) e operando, conseguimos 

(5.1.33) 

Utilizando (5.1.11), (5.1.12) e (5.1.22) e cp1iccndo

os resultados obtidos em (5.1.24) e (5.1.33) ern (5.1.19) podemos, 

finalmente, escrever para (5.1.09) 



• 

+ ~{(a: - í.') R e IJ(Z.) - Z a,~" J,. IU(l,) + ~} 

- i1{(a.:- ~/)1<ew(Z,)- za,Sf,I...,ú.X.z..) + '1•l 
~ ~J 

- f:-{ (I:: -1!
2
)'ReiJ(l.) - Zb..1t J,.úl(Z,) + if J} 

onde 

z.= bo + i'l. 

(5.1.34) 
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5-2 CONCLUSOéS E PU:SPECTIV,\S 

O objetivo deste trubalho foi o de estudar analÍti 

camer1te o processo de absorção ~;imul tfmea de dois fótons Ó 

ticos ( na região do visível e do ínfrdvermelho ) produzi 

dos por feixes de lasers, por parte de um sistema de gJs ou 

vapor. Os processos de alarg~mento homogêneo são introdUzi~ 

dos no modelo, bem como a influência do movimento térmico -

-~as partículas do sistema no espectro de absorção de dois 

fótons. S!o estudadas as condições para obtenção do espec

tro livre do efeito Lloppler c o comportdmento das curvas de 

absorção sob condições de frc·quências iguais, diferentes e 

muito diferentes. Também o estudo do modelo é realizado con 

siderando-se diferentes amplitudes (ou intensidades) dos 

dois feixes contrapropugantes de l~scrs, mantenCo-se sempre 

um esquema de dois níveis de energia pura o sistema atómico 

ou molecular, enfatizando-se sempre o estudo mate~ático do 

modelo, a nível analítico, com vista a calculor as curvas -

de absorção. Pretende-se em co~tinuação a esse trabalho a

plicar os resultados anolÍticos obtidos ao estuCo de esta -

dos de Rydberg de alcalinos e compar os resultodos com os 

tratâtltentos envolvendo batimLntos ~uânticos e métodos de. d.Y, 

pl~ resso~~~iJ.--- Unra extensão do modelo para absorção de -

tr~s fótons a fim de analizar o processo de ionização do sQ. 

dio e outros alcalinos a três fótons terS,nesse tr~balho, o 

seu ponto ele f=:artida, Sem como a generalização para proces

sos de multif6tons com eliminação ~o efeito Jop;;ler nos es-

pcctros Óticos Je absor~Jo d( ~as~~ e vGpores. 
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