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Resumo

Estudamos og efeitos da nao-integrabilidade no modelo do Maser de
Dicke, através da observagio nas alteragies dos padrdes de distribui¢des de
valores esperados nos auto-estados de energia de alguns operadores relevantes
a0 sistema, graficados contra os autovalores de energia. A densidade de es-
tados semicldssica e os valores médios de observéveis, do ponto de vista do
ensemble microcandnico, sdo obtidos e comparados com o padrio de dis-
tribuigio dos valores médios quanticos com uma boa concordincia tanto no
caso regular como no caso com caos. A andlise das flutuagdes em torno dos
valores médios semicldssicos sio feitas através de segdes de Poincaré clssicas
e mosiramos evidéncias de que existe uma conexio com o comportamneto
das 6rbitas periddicas cldssicas e suas estabilidades.

Calculamos também, na aproximagio de campo médio, grandezas ter-
modinémicas, como o calor especifico para o modele como fungio da tem-
peratura. Esta funcio mostra uma descontinuidade com a temperatura de
transigho de fase superradiante T,, para interagbes suficientemente forte, e
também o fato de que este resultado nio & sensivel & presenca do caos. A
andlise dos pontos fixos da dinamica & temperatura finita é feita tanto para
o caso regular colmo para 0 CASO COM CROS, € & estabilidade das solugbes sdo

discutidas.



Abstract

We study the effects of nonintegrability in the Dicke Maser Model
by observing the modifications in the patterns of distribution of expectation
values in the energy eigenstates of some selected operators plotted against
energy eigenvalues. The semiclassical density of states and the mean values of
observables in the microcanonical ensemble are obtained and compared with
the quantum plots with a very good agreement for both regular and chaotic
case. Analysis of fluctuations around the semiclassical mean values are made
by means of classical Poincaré sections, and evidences of its connections with
the behaviour of the classical periodic orbits and their stabilities are shown.

We have also calculated, in the mean field approximation, the quan-
tities like the specific heat of the model as a function of the temperature.
Such a function displays a discontinuity at the superradiant transition tem-
perature T, for large enough interaction, and the fact that this result is net
sensitive to the presence of chaos. The fixed point analysis of the dynamica
at finite temperature is done for regular and chaotic cages and their stability

conditions are discussed.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é investigar diferentes manifestagies do caos
no modelo de maser de Dicke [1]. Resultados tericos interessantes tem sido
obtidos para este modelo simples de interagio enire itomos e um campo
no interior de uma cavidade idealizado para descrever fendmeno de emissio
coletiva. Recentemente muitos trabalhos que estudam a dinimica cadtica
classica tem sido desenvolvides desde os primeiros trabalhcs publicades a
este respeito [2] [3).

Ag manifestagies quinticas deste caos foram primeiramente apresen-
tadas por Kds [4], estudos a respeito da distribuicio no espectro de energia
foram apresentados por Graham e Hohnerbach [5] e sobre sinais de existéncia
de cicatrizes de orbitas periédicas e localizagio de fungio de onda nas dis-
tribui¢des de Husimi [7] foram publicadas por Furuya et al {6] .

A prova rigorosa da existéncia de uma transicio de fase de segunda or-

dem da fase normal para a superradiante no limite termodinimico foi obtida



para o modelo na aproximacio de onda girante (casc integrivel) por Hepp
e Lieb [8],[9] e K. Wang and F. T. Hice [10]. Em seguida Hioe [11] calculou
a temperatura critica para o caso nio-integrivel no limite termodindmico,
porém nenhuma mensao ¢ feita a respeito do efeito do caos. A dinamica &
temperatura finita para o caso cadtico, obtida através do cilculo variacional
a partir da aproximaciio de campo médio, foi apresentada por Blin et al [12],
onde se calcula uma expressfio analitica para a temperatura critica do sis-
tema e para a energia livre e também ¢ discutida pela primeira vez o efeito
do caos sobre a transigio de fase. Estes resultados nos estimularam a iniciar
este estudo sobre as manifestacdes do caos cldssico e quéntico no modelo de
maser de Dicke.

No segundo capitulo, mostraremos a obtencio do operador hamiltoni-
ano para o maser na aproximacao de dipolo elétrico, bem como suas pro-
priedades e as condigdes de existéncia do regime superradiante. No terceiro
capitulo iremos apresentar uma manifestagio da nao-integrabilidade no mod-
elo do maser, discutindo a obtengido de um segundo invariante quintico do
sistema, como proposto no trabalho apresentado por Peres [13). Analisare-
mos também esse efeito no que diz respeito a dispersao dos valores esperados
de operadores nos auto-estados de energia do sistema.

No quarto capitulo, prosseguiremos nosso estudo seguindo a linha de in-
vestigagio de Feingold [14], onde se argumenta que para um sistema ergédico
é possivel se comparar, no limite semicldssico, o valor médio de grandezas
fisicas obtidas do ponto de vista do ensemble microcandnico, com a média
dos valores esperados de observéveis associados a estas grandezas nos anto-

estados de energia. Determinamos para isso, as expressdes para a densidade
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de estados e de valores médios de grandezas fisicas relevantes ao sistema. En-
tretanto como o nosso sistema pode apresentar caos, mas ndo é um sistema
ergédico, seguimos a partir daj um procedimente mais na linha do Gutzwiller
[15]. Definimos entio os valores médios oscilantes para esses observaveis e ire-
mos efetuar uma analise comparativa enire a alteragio das fintuagtes dessa
média & estabilidade de 6rbitas periédicas visiveis nas se¢des de Poincaré
correspondentes.

No quinto capitule, estudaremos a termodindmica do sistema, deter-
minando a partir de resultados obitidos por Blin ¢t al {12]-e Providéncia
¢ Fiolhais[16], uma expressio para o calor especifico C.(T') e mostramos o
efeito do caos na transigio de fase, da normal para a superradiante. Posteri-
ormente, seguindo a linha de estudo de Aguiar et al [17], sobre o estudo dos
pontos fixos da dinfmica do sistema, efetuamos a andlise destes pontos fixos
agora no contexto da dinfmica & temperatura finita.

Finalmente no capitulo seis, delinearemos as conclusbes obtidas ao
longo dos capitulos precedentes.

No apéndice A discutimos o efeito da escolha da rotago em torno do
eixo-x no célculo variacional da energia livre, discutida no capitulo cinco. No
apéndice B apresentamos um exemplo de como se efetua o cdlculo dos tragos

utilizados para se obter a energia livre e valores médios & temperatura finita.
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Capitulo 2

O Sistema de Interacgao

Spin-béson: Modelo de Maser

Neste capitulo iremos descrever o sistema de interacio de spin-bdson
que propomos estudar. Primeiramente faremos um breve resumo sobre as
equagdea do eletromagnetismo clssico e obter a fungiio hamiltoniana clissica
para o sistema, cuja quantizagio serd apresentada.

O sistema de interagio spin-béson conhecido como Modelo de Maser
de Dicke foi proprosto por Dicke {1} nos idos de 1954. O sistema consiste
de um feixe lento de atomos de dois niveis de energia nio degenerados em
uma cavidade de volume V. Para simplificarmos o problema consideramos em
primeira aproximagio os Atomos em repouso, portanto os efeitos da agitagdo
térmica serio desprezados, bem como os efeitos relativisticos. A distancia
entre o8 4tomos ¢ suficientemente grande para que nio haja interagio entre

eles, a dimensfo da cavidade ¢ considerada grande em relagio acs compri-
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mentos de onda a fim de podermos desprezar os efeitos de borda. A tinica
interagéo sera entiio entre o8 dtomos e o campo eletromagnético no interior
da cavidade, entretanto o suficiente para promover comportamento coletivo

entre 08 4tomos no caso da interagido ser adequada e suficientemente forte.

2.1 A func¢ao hamiltoniana cldssica

O estudo cléssico do problema tem como partida as equagies de Maxwell,
onde deixamos as funcdes potencias arbitririas para podermos resolver o sis-
tema de equagdes diferencias para casos gerais, sendo que a escolha dessas
funcdes potencias sio arbitririas desde que obedegam a condigio de in-
variancia sob transformagoes de calibre. Como o sistema em estude néo
leva em conta efeitos relativisticos, a escolha mais apropriada dessas fungoes
é feita obedecendo as condigdes do calibre de Coulomé (18], [19]. Pelo teorema
de Helmholtz, onde se afirma que qualquer vetor que defina um campo pode
ser expresso como a soma de duas componentes, uma com o divergente nulo
e outra com o rotacional igual a zero, pode-se obier equagdes diferencias para

o sistema em termos das fungdes potencias escalar ¢(r;,t) e vetor A7,
- a(Ft
— w5 = 200 @2.1)

o 1 BA(F, t .
- d0+ 5200 < i) (22)
onde ¢ é a densidade de carga, Jr ¢ a componente tranversal do vetor den-

sidade de corrente elétrica, r; o vetor posigio do j-éssimo elétron do dtomo.
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Levando em conta que o micleo de um i-éssimo dtomo é considerado em
repouso, centramos o mesino ha origem do sistema de coordenadas e denom-

inamos por Z o niimero de prétons do niicleo do 4tomo, definimos entao:

o() = — T eb(F — ;) + Zeb(0) (2.3)

7

J(F,1) = - 3 (7 — 75) (2.4)

Com estas informagdes, podemos escrever a fungéo lagrangeana para o

gistema como se segue:

oz 1 .2 1 o T "
L(F,rt) = Smr; + 5 E2(F, 1) — poH(F, 1)) dV — S,V +
(7700 = T {5mFs + 3 [ (aB00) = wol* (1) 8V — [ ot )

+ [ T Ay 0av} (25)
substituindo as equagdes (2.3),(2.4) em (2.5) obtemos a forma do momento
conjugado de 7;:

" 8L _ . o
pri,t) = A eA(F;, 1) ) {2.6)
i

Podemos agora escrever a fun¢do hamiltoniana para o sistema, uti-

lizando o momento conjugado descrito em (2.6):
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2

HGE 70 = 3 [ (B Fot) — A5 1) Vo T (50550 + oA 1)
I

- ez¢(ﬁ: t) + Zeg(0y2t) (2.7)

A fungiio hamiltoniana pode ser expressa como a soma de trés termos:
" H=Hr+Hr+Ha (28)

onde Hpg representa a fungéio hamiltoniana para o campo eletromagnético,
‘H; a interagio entre o dtomo e o campo € H, o dtomo.

Vamos agora considerar que apenas o elétron mais externo do dtomo
sofre interaciio com o campo, ou seja, que a carga efetiva do niicleo do itomo
seja e (a carga dos demais prétons é blindada pela nuvem eletronica) e um
elétron de cargs -e, e que o comprimento de onda do campo eletromagnético
seja muito grande em relagio ao raio da érbita desse elétron, portanto o
comportamento desse dtome pode ser considerado como de um dipolo elétrico
COIN Massa m.

A aproximagio de dipolo eléirico consiste em desprezar o termo e’ﬁ;’(i‘}, t)
do momento conjugado (2.6), em relagio a0 termo de primeira ordem em

A(7,1), temos portanto:

Ha = 3 [ (B0 - b7, ) dV (2.9)
H = %ﬂ;,t).z(r*,t) (2.10)
Ha = -ﬁﬁ*(?,t)—eq&(:‘-‘,t)+2c¢(0,t) (211)
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2.2 Quantizacido do campo eletromagnético

Considerando apenas um modo de oscilagio do campo ¢letromagnético
no interior da cavidade com freqiiéncia w e vetor de onda E, o campn elétrico
E(7,1) e o campo magnético H2(F,t) podem ser escritos como fungio do
potencial vetor AR, 1)

-

B(#,t) = iww { Aexp (—iwt + iE.F) — A exp (iwt —ik7)} (212)
45,0 = () B {Rexp (ciun + 57) — e exp st =89} @219)
substituindo {2.12) e (2.13) na fungéo hamiltoniana que representa o campo

eletromagnético (2.9), e resoivendo a integral em dv temos:
Hp = 2V LA (2.14)

onde V ¢ o volume da cavidade.
Escrevendo A como fungio de coordenadas normais de posicdo q e «
momento p candnicos:

1

A= VieVor (we -+ ip) E (2.15)
i = \/alv—w (wg —ip) & (2.16)

onde as propriedades direcionais do peotencial vetor A estdo contidas agora
108 vetores de polarizagio £. Considerando que a onda eletromagnética se.-
linearmente polarizada, ou seja, que £ = £* (¥f* = 1) e ainda substituindo

{2.15) e (2.16) em (2.9), podemos escrever:
1
e = L (7 747 (2an)

15



A funcio hamiltoniana (2.17) que passa ser expressa em termoede p €
q tornou-se idéntica a uma hamiltoniana de um oscilador harménico simples
unidimensional mecinico de massa unitaria.

A quantizagio dessa hamiltoniana pode ser efetudada de maneira sim-
ilar & do oscilador harménico simples definindo operadores de criacio e
aniqfiilagdo. Esses operadores estio relacionados aos operadores de momento

do campo P. e posi¢io do campo @, através de:

1 :
tl.+ = \/ﬁ (ch -_— 1.P¢) (2.18)
a= 72% (WQ. +iP.) (2.19)

inversamente, podemos obter P, e §. em termos dos operadores a* e a:

P.= \/g (a+at) (2.20)

Q.= —i\/% (a—at) (2.21)

Substituindo {2.20) e (2.21) em (2.17) obtemos o operador hzini®
para a radiagio em termos doe operadores de criagho e aniqlii , . - - fotons
de freqiiéncia w:

Hp = o (ata+ %) 2.22)

Assim todas as propriedades quinticas do oscilador harmonico sio, de
maneira aniloga, validas para o campo de radiagio quantizado.

Utilizando os resultados dessa quantizagio, podemos obter a partir da
fungio potencial vetor:

A7, 1) = {At exp (+iE.7) + Alt) exp (—ik7)} (2.23)

16



uma expressdo para o operador A em termos dos opetadores de criacio e
aniqiiilagio. Basta para isso, substitnirmos as relagdes operacionais (2.20)
e (2.21) nas expressbes analogas a (2.15) e (2.16) vistas como relagdes en-
tre operadores, ¢ a partir delas podemos escrever (2.23), como fustic dos

operadores de criagio e anigiiilagdo:

A = ‘/ —2%/; {aexp (+iEF) &+ at exp (-7 &} (2.24)

Subetituindo (2.24) na hamiltoniana de interagio, obtemos uma fung ao

para o operador hamiltoniano de interagio

Hi(F) = i\/%}; {aP,, exp (+i§.ﬂ +a*tP, exp (—il-c..i-‘)} (2.25)

onde P, é o operador de momento do &tomo.

2.3 Quantizagao do termo de interacao

Vamos primeiramente definir um operador hamiltoniano até
brando que cs dtomos no interior da cavidade sio considerad:: - 15 niveis
de energia nio degenerados. Para exemplificarmos esta suposicao podemos
considerar a maser de aménia [20] [21], neste caso a molécula de aménia &
considerada em primeira aproximagio como umn sistema de dois niveis.
Definimos para esse itome, um espago de estados de dimensio dois.

sendo que um vetor genérico pode ser escrito em tertnos de uma base {11}, [2)}:
le} = a1 [1) + ez 2) (2.26)
I!::1|2 + IC:I2 =1

17



onde {1} representa o 4tomo no nivel de energia mais baixa e |2} representa

o0 4tomo no nivel de energia mais alta e em termos matriciais:

= ( 0 ) (EE
1
0

Expressando as relagbes de ortonormalidade e completeza:

zy={2n=0 (2.29)
{11={22=1 (2.30)
1) {1} +[2} (2] =T (2.31)

onde I representa a matriz unitdria (2 X 2).

Podemos definir um operador hamiltoniano atémico, tal que:

By = Halt) = 22 1y 2:32)

B2 =Hal)=+2212) (2.33)

podemos escrever este operador em termos da base acima definida como:
fin
ma= (% el 22 ) (235)

na forma matricial

HA=%(1 0 ) - (2.36)



e em termos de matrizes de Pauli

woh (2.37)

Hy = 3

Retornando a0 estudo do hamiltenianc de interagio (2.25) na apro -
imagéo de dipolo elétrico, justificado pelo fato de que o comprimento de onda

do campo cosiderado é muito maior que a dimenséo do dtomo. Isto implica

e h
Hy= 2, /E%V—w {aP. +a*R,} (2.38)

o operador hamiltoniano de interagio, no espago de estado acima definido

que B 0,0u seja:

pode ser escrito como:
> 5 6 61 Ha i) Gl (2.39)
4 +
Substituindo (2.38) em (2.39) temos

Hy = = ((al2) 2 (G2l )+

+{a* 1) (1) (U A 1)) +
+a[|2) (1 (2| P 1) + 11) 2] (1] P, [2)] +
+a*(12) (12| P 1) + 1) (2} (1] P, 21} (2
onde o operador F, ¢ hermitianc e possui paridade impar, de forma que 36
o8 termoa
Gl Pals), i # 35

nio sfo nulos, e ainda

P17} = Gl Pali).
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Com estas propriedades podemos escrever (2.40} em termos matriciais,
denominande {j| P, |t} = C/2:

S )
) -

Escrevendo (2.41) na notagio de matrizes de Pauli e reagrupando os

termos, temos

H= %‘ /253% [% (aa'+ + a""a_) + % (aa_ + a*a.,.)] . (2.42)

Feito isto e através das equagdes (2.22), (2.37) e (2.42) todos os termos
do hamiltoniano total esido na forma de operadores quanticos,

Na discussio feita até aqui consideramos apenas a interagic d:- -
inico dtomo. Levando em conta agora N dtomos na cavidade, temos de nos
lembrar que a distancia interatémica foi considerada grande. Vamos supor
que continue vilida a aproximagio de que nio ha interacio entre os 4tomos
e vamos impor ainda que a densidade de dtomos seja uma constante. Assim
temos: ’

N

= F 1 (2‘43)

onde V ¢ o volume da cavidade, N o niimero de 4tomos e p a densidade co:
stante. Substituindo (2.43) em (2.42) podemos obter & hamiltoniana quar-

tizada, a menos da energia de ponto zero da radiagio:

N N
by . @ h ; ;
H=hoata+ Y —ai+ —=Y = (ac) +atoi) +

20



+-& i R (a*e) +a0l) (2.44)
VN 52 *
onde G = i::’o_e;:m
Definindo os operadores de pseudo-spin

T
h=3 :g; o} (2.45)

B
L=3Y et (2.46)

=1

o hamiltoniano {2.44) torna-se:
H = kwate +wpd, + G (aJ+ + a"’J_) +
VN

+_\% (a1 +al), 2.47)
0 hamiltoniano (2.47) difere do hamilioniano conhecido na literatura
como o Hamiltoniano de Dicke pelo termo conhecide como ¢ termo "contra-
onda girante” {Counter Rotating Wave). Esta nomenclatura tem sua origem
nos trabalhos que descrevem um 4tomo de dois niveis na presenga de um
campo elétrico { on magnético) oscilante em que Autier-Townes {22] leva em
conta o termo que descreve um campo "girando” no sentido opcst no do
movimento de precesséio da particula. A sua contribuigiio pati.c
gistema & muito pequena quande o campae aplicado & fraco e com fregienc:
w préxima a wo (fregiiéncia de Bohr),
Notamos que no modelo de spin-bdson dado pela equagio (2.47), & ra-
diagio é tratada como parte do sistema total conservativo, em contrapartida

a0 modelo Autler-Townes onde nao & levada em consideragio a reacio da
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interacio particula-campo no préprio campo, que poderia ocasionar perdas
de energia do campo interagente.

A aproximaciic em que o termo "contra-onda girante® ¢ desprezado e
designada como "aproximacio de onda girante {RWA)” € aplicada a equacio
(2.47), temos:

H = hoa*a+wol, + \/—Gﬁ (ady +a*J) (2.48)

que é a forma conhecidada na literatura como o Hamiltoniano de Dicke.
Neste trabalbo iremos utilizar o hamiltoniano em sua forma completa, € para
fins de estudo, a constante de acoplamento do termo contra-onda girante sera
diferenciado do acoplamento na expressio {2.48). Além disso, consideraremos
em nosso estudo que w = wy (caso ressonante), daqui em disn - i

(A = 1.) e definimos um valor de energia € = w = wy; levand.. . .

estas consideracdes, a equagao (2.47) passa a ser escrita como:

H=catate + % (ady +a*J ) + % (a*Ji+al)  (249)

2.4 Caracteristicas do modelo de interacao
spin-béson

O modelo de interagio spin-béson representado no hamiltonianc ... ,
descreve um sistema composto por um conjunto de 4tomos de dois niveis, cuja

tinica interagdo ocorre entre o dtomo ¢ 0 campo no interior da cavidade, sendo
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que a interacio inter-dtomos ocorre indiretamente via radiagio e o estado do
campo pode sofrer um efeito coletivo para interagio suficientemente forte.
Iremos analisar a emissio de radiagiio do Atomo apenas para o termo
no hamiltoniano de interagio que depende da constante G (aproximagio de
onda girante), mas os resultados obtidos sio extensivos ao termo em G’(com
o termo contra-girante).
A taxa de transicio do estado inicial |¢;) para um estado final |4} é

escrita comeo [1],[23]:
T = |/ Ho )P = K (s (* T +ad ) W] (250)

A taxa de transigio depende portanto da definigao do estado |;), que
pode ser feita através do produto dos N estados dos atomos com o produto

tensorial do estade que descreve o campo de radiagio:

N
Wiy = IT ;)P @ In) . (2.51)

j=1

Expressando [1};) na base de estados de dois niveis definida em (2.26):
[y =le1 &2 ... en) @ |n}, (2.52)

onde ¢; pode tomar os valores 1 ou 2.

O estado |4} € um autoestado do hamiltoniano atémic..
Hylth) = edz|th) = em i) (2.53)
onde m = %(N, - M), (2.54)

e Ny3 determinam o mimero de &tomo que se encontram no nivel 1 ou 2
respectivamente,

N=N+M (2.55)
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Podemos obter através de (2.50) a seguinte regra de selegio:
Am=4+41, An=+1 (2.56)

O autoestado de energia (2.53) depende somente de m e néo de como
o3 dtomos estio distribuidos nos niveis 1 ou 2, portanto a energia me poasui
a degenerecéncia:

N N!
T (MD(NSY) (N2 m)(Nj2—m)]

A fim de removermos esta degenerecéncia, podemos construir um novo

dm

{2.57)

conjuntos de estados estaciondrios [y} de tal maneira que possamos conectar
a transigio (2.50) do estado de mais alta energia com o estado de mais baixa

energia, e para isso definimos operadores pseudo-spin (2.45) e {2.46), tal que
P=L+ T+ J; {2.58)
onde Jo = (Jy +iJ_), Jy = (Jy —iJ ) e Jy.

O operador J? comuta com H, portanto podemos construir simuitane-

amente, o antoestado |j,m} para J2 e Hy (b= 1.):
Ji,m) @ |n) = §(5 + 1) [j,m) @ |n) {2.59)
el |5,m) @ ln) = em |f, m) @ |n)

Jj pode ser um niimero inteiro nio negativo ou semi-inteiro posiiive & m varia

de —j a +j. Através destas propriedades e das expressdes (2.54) e (2.55):
lml<j< —g—r (2.61)

O niimero quintico § foi denominado por Dicke [1] como némero de

cooperacédo, € a razio deste nome &€ que j caracteriza o montante de &tomos
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que se comportam de maneira coletiva (coerente) quando a interagio com o
campo ne interior da cavidade for intensa o suficiente.

O conjunio completo de estados |, m) pode ser construido exatamente
como & feito para 0 momento angular, aplicando-se de maneira suscessiva o
operador J_ a partir do estado nio degenerado [/N/2, N/2), obtendo assim
estados com m variando de Nf2 a —N/2, todos ndo degenerados.

De maneira geral, existe mais de um estado com o mesmo m, por ex-
emplo com m = N/2 - 1, um deles é o estado {N/2, N/2 — 1}, o outro com
mesme valor de m devido a (2.61) serd |[N/2 — 1, Nf2 - 1}). Mas como es-
tamos interessados no caso de cooperacio maxima J = N/2, extendemos as

regras de selegio (2.56) para:
Aj=0, Am=+41 eAn==*l (2.62)

A taxa de emissio espontinea de dois estados |3} com valores de m

vizinhos € proporcional a
(G, m = 11 Ly m)P & G+ m) (G —m +1). (2.63)
Assim podemos escrever a partir de (2.63) a funcio
IG,m)=(+m){j-m+ 1),

onde Jy = I(1/2,1/2) representa a taxa de fransigio para um inico dtomo.

Se todos os N dtomos estiverem inicialmente exitados |) = [N/2, N/2} ®|n}:
I(Nf2,N[2) =Nl (2.65)

Este resultado representa o valor esperado quando N dtomeos irradiam

de maneira independente (incoerentemente). A fun¢do I{j,m) atingird um

25



méximo quando;

%’;ﬂ‘l =-2m+1=0 (2.66)

Temos como solugio para (2.66) m = 1/2, mas se impusermos que N
seja par a solugio de (2.66) serd os niimeros inteiros mais préximos de 1/2,
isto &, m = 0 ou m = 1. Se o valor de m for igual a zero significa que metade

dos atomos estio excitados (2.54), temos entio:
1(7,0) = I, 1) = j(i + Nl (2.67)

Se o campo de radiagio no interior da cavidade for suficientemente
grande e a interagio suficientemente forte para que tenhamos o nimero de

cooperagio méximo, a taxa de transicio para N Atomos serd:
I(N/2,0) = % (% + 1) %o (2.68)

para valores de N grande I & (N?/4)1,. Este regime sé é possive, :

o8 &tomos itradiarem em fase (coerentemente), fazendo com que a taxa de
emissdo se torne proporcional a N2 ao invés de N, e este estado & denominado
de estado superradiante, que é ativado quando temos nimero de cooperagio

grande e pequenos valores para [m|.

2.5 O Anédlogo Clédssico para o modal: ¢
Maser

Obteremos nesta secho o andlogo classico do operador hamiltoniano

para o modelo do Maser via estados coerentes como foi feita no trabalho
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[3]. Com a fungio hamiltoniana cléssica associada para o sistema determi-
nada, podemos estabelecer as equagdes de movimento ¢ através de segdes de
Poincaré, analisar as mudangas no sistema do regime regular para o cadiic:
influénciadas pelas constantes de acoplamento do sistema.

Definimos um estado coerente para o sistema de spin-boéson como:
|zw) = |} ® |w}, (2.69)

onde o estado |z} & correspondente ao oscilador {béson) e o estado lw) ao
estado coerente de spin [24]. Estes estados escritos na base do oscilador e do

spin possuem a seguinte forma:

|z) = e™f3e** |0y {2.70)
1
) WBM |J,=J}, {2.11)

sendo [0} e |J,—J) os estados de referéncia do oscilador e de spin respec-
tivamente. A hamiltoniana ciassica associada ¢ definida como fungio das
variiveis complexas z e w fem a estrutura hamiltoniana [25], mas a corte-

spondéncia s6 poder4 ser vista no limite & — 0, N — co (Vh fixo).
Ha = (zw| H |zw)

onde
G G’
H=cata+ e + W (aJ.,.a"'J.) + W (G+J.|. + GJ_)
calculando o valor esperado de H nos estados coerentes, encontramos oa

seguintes resultados parciais
{zla]z) = = (2.73)
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{z]at|z) = = (2.74)

(w] Lo |w) = % (2.75)
(ol Jufo) = (oo (2.76)
wl i) = —J (1;33) (2.77)

Utilizando estes resultados, obtemos para H, a expressin:

Hy = ezz—eJ (E—l"uﬁ%)-l-(lgw) [G(Dz + wz) + G (wz + BZ)] (2.78)

Podemos expressar w e z em termos de varidveis de &ngulo e agdo

I A (90N -
w = J—I.e (2.7
= Le*

escrevendo (2.72) em termos dessas varidveis, obtemos:

2 J3
Ha=eltelt (2‘/% , (G cos(6: — 05) + G cos(6s + 62)], (281)

onde J; representa a varidvel clissica associada & componente J;, variando

através das equacbes

N
|

de —J a J, I; representa a intensidade do campo de radiagdo. Definindo
uma transformagéo de coordenadas

\/2(1 + I,)sinﬂl

Q=

o= 2T+ h)cosd,

g = 21;5in b,

P2 = J2hoosby (2.82}
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A hamiltoniana cléasica escrita em fungio dessas novas coordenadas, possui

seguinte forma

: 27 — i}
Hy=eH +eHy—eJ+ ( 37 l) (Geprp2 + G-qraa) (2.83)
onde
2 1
H'I - (pl -lg-ql)
2
Hfg = (P?I ';QE)
Gy = GG

A equaco (2.83) representa a fungiio hamiltoniana clissica associada
ao modelo do Maser, escrita como fungio dos momentos e coordenadas
candnicamente conjugadas dos graus de liberdade do oscilador (p, 74 e e
spin (p1, @) [3]; a pattir desta funclio obhtemos as equagdes *

para o sistema:

. 2J - Hy
ho= —an—( —57 | G-®
['4]1
+ G +G_qmg 2.84
2 2J(2J—H1)( +hh 192) { )
S 2J - Hy G
Q= —th 27 +P

b
+m (G4p1pa + G-t1@a) (2.85)

. 27+,

b= eq:+(\/%—"6'-q: (2.86)
. 27 H)

g = —cpz—( ——-,;} ) Gepm (2.87)
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Na funcio hamiltoniana, bem como nestas equagdes de movimento, a

dependéncia do termo de interagio com a raiz quadrada

ﬂ2J——Hl
2J

expressa o fato de que a energia no espago de fase dos dtomos (spin) é lim-
itada; quando todos os N Atomos estiverem excitados H; atinge seu valor
méximo permitido, ou seja H; = 2J. A partir desse valor qualquer acréscimo
de energia serd efetivado no espaco de fase do oacilador (campo), isto de-
termina caracteristicas interessantes nas secdes de Poincaré obtidas para o

gistema.



Capitulo 3

Manifestagao da
nao-integrabilidade quéantica

no Maser de Dicke

Discutiremos neste capitulo a integrabilidade e a naoc-integrabilidade
para o Maser de Dicke, e mostraremos como isso afeta o comportamento dos
valores esperados de operadores nos anto-estados do hamiltonianc '

Um sistema quintico genérico com N graus de liberda -
se existirem N operadores globalmente definidos In, (P, ..., Py ooy idm)

comm = 1,..., N, cujos comutadores miituos sejam nulos,
L, In] = 0, (3.1}

para todo m,n = 1,..., N [27], isto significa que ¢ possivel encontrar auto-

10s resultados apresentados neste capitulo encontram-se publicados na referéncia [26]
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estados comuns aos operdores I,
O Maser de Dicke, descrito pelo operador hamiltoniano

H=catatel, + % (adi +a*d) + -% (a*Fp+al),  (32)

possui dois graus de liberdade, ¢ grau de liberdade correspondente aos dtomos
(pseudo-spin), e o grau de liberdade correspondente as particulas (bésons).

Para o valor de G’ = (., os operadores

P

(a*a+4,) e (3.3)
(a*J_+al), (3.4)

Hg

comutam entre si e com o operador hamiltoniano (3.2). Portanto, quando
G = 0. o sisiema & considerado integrivel. Ji para o caso onde G' # {,
os comutadores mituos nio sio nulos, logo o sistema é nio-integrivel nest~

Caso.

3.1 Os auto-estados do hamiltoniano do mod-
elo do Maser
Na secio (2.4), apresentamos uma base de estados {|m,n}}, onde
Im, ) = li,m} ® ), (3.5)

onde

m=-—3—-3+1,...,5en=0,12,...
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Utilizando o fato do operador P, definido em (3.3}, ser uma constante
de movimento no caso integrdvel, e ainda que a base de estados {|m,n)} é

uma base de anto-estados de P com autovalores Py, = m + n:
Pim,n) = (J, + ata) |m,n) = (m +n) |m,n},

podemos ordenar os elementos dessa base colocando em ordem crescente os
autovalores de P.

A matriz que representa o operador P nesta base, é formada por ma-
trizes bloco-diagonais com no maximo 2J+1 linhas € colunas. Exemplificando
para J = 9/2, temos:

({)Fen = —4.5 o tinico autovetor de P é |[m = —9/2,n = 0)

(ii) Pan = —3.5, 08 autovetores de P sio:
Im=-7/2,n =0}

I = —9/2,n = 1)

e assim por diante,

(iii) P = +4.5, temos

m = ~9/2,n = 9)
|m =~7f2,n= 8)
Im==5/2,r =T7) (27 + 1)vetores

Im = 9/2,1 = 0)
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—45 0 0 |-9/2,0)
0 -35 0 |-7/2,0)

P)=
@) 0 0 -35 |-9/2,1)

(3.6)

A base de estados {|m,n}} é infinita, pois n pode tomar infinitos val-
ores, portanto para calcularmos os auto-estados do hamiltoniano temos gue
truncar a base para um valor de P, determinado. Como conseqifiéncia desse
truncamento, os auto-estados do hamiltoniano, determinados pela diagonal-
izagio de H, nio séo exatos, portanto sua convergéncia deve ser sempre ver-
ificada. No nosso caso, comparamos as auto-energias de matrizes (800x800}
com as auto-energias de matrizes (1000x1000), onde podemos concluir que
aproximadamente o8 500 primeiros niveis estio com convergéncia aceitdvel;
os pardmetros utilizados sio J = 9/2, e = 1., G = S e &' = .2. A estatistica
de niveis nos mostra que para estes valores de G e ' com nove dtomos na
cavidade (J = 9/2) é o suficiente para termos uma distribuicéo do tipo GOE,.

3.2 Meédia temporal de operadores como um
invariante

A partir dos operadores de niimero de fétons a*a e niimero . -
excitados J,, & possivel construirmos invariantes através dos valori. uzs
médias temporais desses operadores relevantes ao sistema seguindo o pro-

cedimento de Peres [13] ¢ Feingold [14].
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E
Figura 3.1: Valor esperado (E;| J, |E;) como fungéo de E, para o caso in-
tegrivel{e= 1., G =5, J =19/2)

A média temporal A de um operador A(t) € uma constante de indepen-
dente de movimento para hamiltonianos nio degenerados. Podemos expres-

sar o valor de A utilizando a completeza dos auto-estados do hamiltoniano

como:
E=1§i_ﬂ%[fdt‘4(t)=
= i £ 55 [ vy (LETEE) 15 (5 401153 81 -
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Figura 3.2: Valor esperado (E;| J; |E;} como fungde de E, para ('=.2 (e =
L, G=.5 J=9/2)

=Y 2 81E) (Bl A(0) |E;) (Ej = 30 (E:| A(0)|B) |E) (E:| (3.7)

onde |E;) 80 0s auto-estados do hamiltoniano do Maser e sio escritos de
uma maneira geral como
m=+J oo .
)= 3, 3 CL)|m,n}. (3.8)
m=md nad
Os valores esperados do operador J, nos auto-estados do hamiltoni-

ano conira os autovalores de energia no caso integravel, estio representados
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E
Figura 3.3: Valor eaperado de P no caso integravel (e = 1., G = .5, J = 9/2}

na figura (3.1), onde podemos notar um padrao regular na distribuicdo dos
valores, onde cada ponto representa o valor esperado correspondente a wm
auto-estado do hamiltoniano com energia E,. Os correspondentes valores
esperados versus energia para o caso nio-integravel estio representados na
figura (3.2), onde podemos observar claramente a quebra parcial da regu-
laridade na distribuicio dos pontos. Notamos também, que as regides de
energia onde a regularidade é mais afetada, energias em torno de 8. e 40.,
correspondem a regides de energia no espaco de fase cldssico em que o efeito

da existéncia da borda no espago de fase de spin se faz sentir no compor-
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Figura 3.4: Valor esperado de P para G'=2 (e = 1., G =.5, J =9/2)

90.0

tamento das érbitas periddicas em meio as érbitas instaveis (vide referéncia
[3]). Voltaremos a discutir esta analogia na segio (4.3), onde apresentaremos
secbes de Poincaré para o modelo do Maser nesses e em outros valores de
energia apropriados.

01 valores esperados do operador P (3.3) versus energia estéio repre-
sentados, para o caso integrivel, na figura (3.3) e no caso nio-integrivel
na figura (3.4), onde podemos observar ainda mais claramente a quebra da
regularidade na distribuicio dos pontos.

Quando P é constante de movimento (G’ = 0), podemos observar na
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figura (3.3) a influéncia da bloco-diagonalidade da matriz de P na base
{|m,n)}, através das linhas horizontais formadas pelos pontos que repre-
sentam valores esperados de P constante.

De fato, podemos notar que o nimere maximo de pontos pertencentes

a cada linha horizontal pode ser expresso como:
Np=2J+1,

no caso da figura {3.3), J=9/2 portanto Np = 10, que ocorre para valores de
(P} >9/2

A limitagio do espago de Hilbert para o operador de pseudo-spin J,
também pode ser observado no comportamento dos valores esperados de J,

nos auto-estados do hamiltoniano
(E;|J: |E;) < J,

j& 0 mesmo néo ocorre para os valores esperados de P, pois o espaco de
Hilbert para os foténs € infinito.

Podemos notar ainda na figura (3.1) que para grandes valores de ener-
gia (E > 50), a tendéncia dos valores esperados de J, éir a zero, isto significa
que todos os estados possiveis de pseudo-spins estio aproximadamente igual-
mente ocupados. Por outro lado com 0 aumento da energia total do sistema,
a quantidade de energia correspondente ac grau de liberdade da particula
(fétons) torna-se dominante em {P).

A anilise dessas figuras nos permitem ter uma nogio do quanto de
energia do sistema vai para cada grau de liberdade e como elas aio afetadas
pela nao-integrabilidade do sistema. E importante notar que tal estudo é

feito através de quantidades puramente quinticas.
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Figura 3.5: Dispersio de J, para G=.5 e G'=0. (e=1., J=9/2)

3.3 O efeito do termo nao-integravel na dis-
persao
A dispersie dos valores esperados de um operador A é expressa como:

AA=/(A7) — (4% (3.9)

Encontramos na figura (3.5) a dispersio do valor esperado de J,, nos
auto-estados do hamiltoniano para o caso iniegravel e na figura (3.6), para o

caso nio-integrivel,
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E
Figura 3.6: Disperséo de J, para G=5e G'=2(c =1, J =9/2)

Podemos notar, no caso integravél, uma regularidade na distribuigio
dos pontos, que caem sobre (2J + 1)/2 linhas horizontais uma vez que AJ;
& positiva. As figuras correspondentes para o operador nimero de fétons
AN, é inteiramente anéloga a AJ, para ambos os casos, de mado que ndo
apresentamos aqui.

A regularidade das dispersdes como fungio da energia para G = 0.
caracteriza um comportamento que ocorre nos auto-estados do hamiltoniano

para o caso integrivel. Um auto-estado do hamiltoniano para modelo do
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Figura 3.7: Coeficientes de um auto-estado do hamiltoniano para G=.5 e

G'=0. (¢ = 1., J = 9/2), ordenados como indicado na equagio (3.6)
Maser, é escrito em geral como:

m=+J oo .

|E) = ¥ 2 ClIm,n), (3.10)

m=—J n=(
e quando encontramos e sistema no caso integrével, apenas 2J+1 coeficientes
CY) sdo nio nulos, além de serem, nos estados convergidos, constantes e
aproximadamente iguais dois a dois. Isto pode ser melhor compreendido na

figura (3.7), onde estdo representados os coeficientes de um auto-estado do

hamiltoniano para o caso integrivel.
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Por questio de simplicidade, tomemos o caso da dispersio de J;, o valor
do termo {J,)? tende a zero rapidamente, predominando somente ¢ termo
{J?). Discutiremos um caso hipotético onde J = 1/2, portanto teremos dois
valores de C(*) n&o nulos e similares. Suponhamos que para um auto-estado

do hamiltoniano | ;) tenhamos, como visto em (3.5):
|Ee} = a{—1/2,n} + b|1/2,n — 1) (3.11)

s demais termos do auto-estado do hamiltoniano sdo nulos (Cam = 0), 1 é
o niimeto de fétons para este estado.
O valor do termo {J3), no auto-estado de E; é dado por:

(72), = laP=1/2) + 1°(1/2)", (3.12)

mas se calcularmos o valor desse termo para o nivel de energia seguinte Eys,
teremos:
(T2) 4 = Vol CLL2)° + (B (- 1/20% (3.13)

Podemos notar que o valor de {J3), para o auto-estado Ejyy € 0 mesmo
valor que ¢ encontrado em Ej, j4 que a 2 b,

Tsto explica o fato de que para J=1/2, encontraremos apenas uma linha
horizontal. Quando a integrabilidade do sistema é quebrada, esta carac-
teristica dos coeficientes C{*) desaparece ¢ teremos eatéo virios valores de
C nao nulos e distintos, distribufdos de maneira irregular entre os termos

que compdem a base dos auto-estados da hamiltoniano.
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Capitulo 4

O limite classico

Estudaremos nesie capitulo seguindo a linha de investigagio de Fein-
gold [14] a obtengao da fungho densidade de estados cldssica para o Maser de
Dicke bem comeo os valores médios de grandezas fisicas do modelo no limite
classico. Calcularemos por outro lado os valores médios quinticos dos op-
eradores quanticos associados e realizaremos a comparagéo com 08 valores
cléssicos. Tal comparagio sera feita tanto no caso regular quanto no caso

cO1N CADS.

4.1 A densidade de estados

Para um sistema bamiltoniano do ponto de vista do ensemble micro-
canénice, a densidade de estados pode ser calculada no limite claasico con-

tando quantos hipercubos de lado k de dimensionalidade igual & do espago



de fase pode caber na superficie de energia:

oE) = 7w [ [ 686, - Eriag (41)

onde A & o nimero de graus de liberdade desse sistema. Iremos calcular

a fungdo p(E) para o modelo do Maser a partir da fungdo hamiltoniana do

sistemna
Hy=eH +eH; —eJ + (&2}5—1)% (Gypip2 + G_ai@), 42)
onde:
B = (p? -; tﬁ)
H = (pﬁ 42-43)
Gy = G£G.

Neste caso , existem 2 graus de liberdade, o do dtomo e o de particula
(bésons), portanto A" = 2. Passamos agora & solugio da integral (4.1}

A fungao hamiltoniana (4.2) pode ser expressa como uma fungio poli-
nomial de segundo grau em p;, assim podemos utilizar a propriedade da
fungio Delta

-1

(/1)) = btz - 20)| 242) (43)

&=

Esta propriedade aplicada a um polindmio de segundo gran {az®+br+c)

resulta um
8z — ) | 8z~ 2

oUte) = A+ A

onde i representam as rafzes do polinémio e A = 5 — dac.

(44)
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Escrevendo (H — E) como um polindmio em py:
1 1
(Ec) 92+ (RGapr) P2 + (Ecqg + ety —eJ + RO_qias — E) =0 (45)

onde

2J - H,
o

podemos calcular as raizes do polindmio.

R=

Com estes resultados podemos expressar p{E) como a integral (£ = 1.):

- 8(ps — p") 8(p2 — p5™)
o) = [ [ | | i a mimindnt | | [ [ ooyt mtn
{4.8)
onde p{,") sio a8 raizes de H — E como polindmio em py (4.5). Resolvendo a

integral em dpa obtemos:
#(E) = et j f f dqzdpldql 4.7
onde
81 = —eq? = (2:RG-q1) 2 + (R°Gip} — B + 28T + 2E) . (48)
O intervalo de integracio de (4.7) em dg; possui a seguinte restrigdo:
A 20

mas A, também pode ser visto como um polindmio de segundo grau em
gz, portanto basta resolvermos a inequagio acima. Esta é satisfeita para

o S 9 < gf?, onde

2eRG.q1 + /A

q.(,n = = a 2 4.9)
2eRG 1 —

q((,z) = ——-—-—qéez ‘/E (4.10)
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onde
Ay =4 R G pl + 42 RPGR qf + 8c'J — 86'H, + 8°E {4.11)
Por sua vez, as raizes (4.9) e (4.10) 86 seriio reais se
Ay 20,

Novamente temos que resolver a inequagio acima, que depende de

(pla ‘Il)-
a) Caso regular (G'=0.):

No caso regular (G' = 0) a solugio se simplifica, pois conseguimos
escrever (4.11) como um polinémio de segundo grau em H:

= £ G’H, + (6% = E)Hy + T + E 2 0. (4.12)

A inequagio (4.12) é um polindémio com o termo quadratico negativo

ou seja, 0 polindmio serd positivo ou nulo para H:(o) <H < H{f,),), onde

6 — ) — JB;
Bl = =) =vhs (4.13)

==
&G -2
a = St VE (4.14)

J

As = (&(6° - )) 25G2(‘J+53E) (4.15)

+/ZH; tem o papel de raio de um circulo no espaco de fase em (py, ), que
de acordo com a fungio hamiltoniana (4.2) & limitado por um valor méximeo
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de v/4J, portanto
0<H <2J.

A raiz H{fgj & sempre positiva {|/Ag| 2 ¢(G® — ¢*) para E = —eJ) e

deve ter seu valor maximo 2J ¢ isso ocorre quando
E<£el,

para valores de energia maiores que eJ fixamos Hy = 2J, com isso determi-
namos um intervalo de integragio para dp; e dq., a outra solugho & descar-
tada.

Resolvendo a integral (4.1) em ¢z, entre o8 valores de Ve i descritos

em {4.9) e (4.10) respectivamente, obtemos:

1 V2 VI E) -t
p(E) = — - dpd (4.16)
2re Jo 2N E) -/ 20(E) -4}

Completando a integragio em dpy e dg;, obtemos para a densidade de

energia a expressio: .

J(E
o(8) = 75 (417)
onde

H®, E<el,
2, Eze

J(B) = { (4.18)

e & fungao HU) ¢é definida na equagao (4.14).
1{c)

b)Caso néo-integrivel (G’ # 0}:
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A solugéo da integral (4.7} para o caso em que G' # 0 terd que ser feita

numericamente. Escrevendo (4.11) em termos de um pelindmio de quarto

grau em ¢!
4G Ae (63 +G=)
'T + (et -¢) - 4J
—-‘Q—T}ﬁﬂ’ (Gy — ) 2 +26(J +€B) 20, (4.19)

resolvendo esta inequagio, encontramos como limite de integragio os valores

dv = /A, (4.20)
@ = VA, (4.21)
onde
- (G + GL) pl + 406 (G2 - &) +4IVE,
A= YTy . (4.22)
Ccom
e (G-’i— + Gf_) : Gt EGLpd
—_ 2 4) _ - +&1
8s= ({02 - ) Iy “‘( 4.1)( i

+6(Gy — ) p} + 28 (J + ¢E)}

A, é necessariamente positivo, portanta o numeradar da equagdo (4.22) tem
que ser pogitivo, ou seja

4J[,/Z\‘+e=( _-é)]
RS @+ a)

(4.23)

A inequagio (4.23) é transcendental, j4 que A; também depende de p;. Re-

sumindo, no caso cadtico os limites de integragio para dp, e dg; serdo:
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i) Se (pF + ¢)/2 < 2J, entho

VB, re(E)
E)= dp:d. 4.24
p()f_mf_vﬂ)rqu (4.24)
ii) Se (p} + 4i)/2 2 2J entéo:
V- /AT
E) = d 4.25
oB) = [* o [ temda (4:25)
A soluciio da integral (4.24) é expressa comno uma integral definida em
dap
ol pE) [ —e (G?,_+G'?_)p§+4Je’ (G'i --e“) +4J /B éd
p(E} = 2re Jopim) 2re2GR 7

(4.26)
onde p(E) sio solugbes numéricas de (4.23). Obtemos o valor da integral
(4.26) numericamente.

A fungio p(E) para o case regular (' = 0.) e caético (G' = .33) estéo
apresentados na figura {4.1). Podemos notar que para valores de energia
intermedidrios, o caso regular atinge a borda do espago de fase dos dtomos
em um valor de energia menar que para o caso cadtico, visto que, de acordo
com (4.17) ao atingir a borda p(E) passa a ser uma constante igual 2 2.J. Isso
j4 era esperado pois o termo que quebra a regularidade do sistema contribui
negativamente para a energia total. O fato da densidade se tornar uma
constante apés atingir a borda do espago de fase relacionado acs &tomos
também é fisicamente razoivel para ambos os casos, j4 que guando todos os
itomos estiverem excitados, todo acréscimo de energia ao sistema sé poderd
ger adicionado ao espago de fase do osciladar (pz, q2) (e é bem conhecido o

fato de que a densidade de estados do oscilador harménico é constante).

50



10.0 —T—— ——

R (E)

4.0 |

20 f

c"910.0 0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0

E
Figura 4.1: A densidade de estados do modelo do Maser(¢e=1., G= .5, J =

9/2)

4.2 Valores médios de grandezas fisicas

O valor médio de uma grandeza fisica classica A(F, §) para um ensemble
micro-candnico, pode ser expresso em termos da integral:
S A DE(H(p, §) — E)dpdg
A}l = = = 4.27
A== TG, - Byaen az)

onde o denominador é o "volume” no espago de fase compativel com a energia

E j4 oblido na sego anterior para o célculo de p(E).
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O interesse em calcular médias classicas de grandezas fisicas associadas
ao sistema é que desejamos comparai-las com os valores esperados quénticos
desses observéveis nos auto-estados de energia, como apresentamos na segéo
(3.2).

Discutiremos de inicio oz valores médios do termo H; associcados &
componente de spin J, ( 2 menos de uma constante aditiva) da fun¢ao hamil-
toniana (4.2) nos casos regular e irregular, ou seja, iremos calcular o valor da
integral:

)= [ | Bu(pr,0)b(H (5. D - E)igaq, (4.28)
toda a discussdo a respeito dos intervalos de integragio analisados na segio
anterior sao validos aqui.

a) Caso regular

Como H, é fungio apenas de py e g1, a integracio em p; e gqp resulta
para o caso regular (4.16):
VAKE) AIE-a

YT Y Y
Integrando (4.29) em dp, e dg;, obtemos

(P: +qf) dprdgs - (4.29)

273 J3(E)

[Hi]= (4.30)

Dividindo [H,] pelo volume do espaco de fase 4x3p(E) , obtemos o valor
médio de Hy com fungio da energia

)y =18 (431)
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cnde
HR, E<ed

, (4.32)
2J, Exe

J(E) = {

e H{gg,, é definida na equagao (4.14).

b)Caso com caos:

Para o caso cabtico o valor de [H] é obtido numericamente através da

integral:

#E) (—e’ (GL+G1) i +47¢ (G ~ &) +4Jm)§d
P1

b = ./ 2re?G?.

-p{E}
(4.33)

onde p(E) sdo solugbes de {4.23). {H,(E)} para este caso é obtido pela

diviso do resultado de (4.33) pelo resultado nemérico obtide para (4.26).

Lembrando a forma do operador hamiltoniano para o sistema:
G G’
H=cata+ed, + Wi (aJ.,. + a"’J._) + 7R (a."‘J+ + aJ_) ’ (4.34)

podemos expressar o andlogo cléssico para o valor esperado do operador J;

comeoe

{7(E)} = {HW(E)} - J (4.35)

Os resultados para o caso regular do valor esperado do operador J, e
da fungio {J,(E)} estio apresentados na figura (4.2), e para o caso catico
encontram-se na figura (4.3). Para ambos os casos, a comparacio entre os
valores esperados e das médias sio satisfatérias, mesmo para o caso regular,
€ mesmo para N=2J=9 onde o limite cldssico (N >> 1) ainda poderia ser

considerado ndo totalmente alcancado.
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Figura 4.2: O valor esperado quéntico {E;| J | E:) versus energia E;. {J.(E)}

¢ dado pela curva continua, ambos no caso regular (J = 9/2, e =1., G = .5).

Vameos calcular agora o valor médio de H, que é a grandeza fisica
classica associada A intensidade do campo na cavidade cuja contrapartida
guéntica é o nimero de fétons N = ata. Os estudos dos intervalos de inte-
gragio discutidos para o célculo da densidade de energia continuam validos.
Primeiramente, de maneira andloga ao valor médio de Hy, iremos efetuar a

seguinte integracio:
= [ [ [ [ b - Bydpedardpday (4.36)
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Figura 4.3: O valor esperado quéntico {E;] J, | E;} versus energia F;. {J:(E)}
¢ dado pela curva continua, ambas no caso cadtico (J =9/2, e=1., G =

5 G =2)
2 2
Hy= (1#) _

Integrando em ps obtemos

[H:] = f / f (}::\G/;Ee 523‘1_ \/E) dgadpdy, (4.37)

onde A; ¢ dado pela equagio (4.8) efetuando a integracio em g¢;, nos inter-




valos j4 definidos, encontramos

[Ha} = 2w/f (R’qu,’ + RGLp? — f? + % + E_Ii) dpydy, . (4.38)

a)Caso regular:

A integracéo em p; ¢ ¢1, como nos demais casos, para o caso regular é
efetuada de maneira analftica e encontramos como resultado
FEN? — 14( F(EN)2 i fl EY)? i
{H] = 25 (% [121(](1‘7)) 14(J(E)) ] + 2JJ€(E) _JEN + 2J(E]E)

3J € e
(4.39)

Para encontrarmos a fungio {H;(E)}, dividiremos (4.39) pelo volume
4x2p(E). O valor da fungio {H;(E)} sera portanio
G [12JJ(E) — 14{J(E))? +2 JHE) L E
€2 6J £ 2 ¢

{Hy(E)} = (4.40)

2J E>el

Na figura (4.4), apresentamos o8 valores esperados do operador mimero

JE) = { Hf:g) E £ ¢&J (vide equagao (4.14})

de fétons a*a nos autoestados de energia e o valor da funcio {Hy(E)}.

b)Caso nao-integrivel:

Aqui novamente a integragio é feita numericamente e o resultado da
integracio numérica da expressiio (4.38) para G' = .2, dividido pelo valor da
densidade de energia estio apresentados na figura (4.5) onde encontramos
também os valores esperados do operader nitmero de fétons ata para o caso

em que G' = .2,
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Figura 4.4: O valor esperado de {E;|ata|E;} versus E; e a média cldssica
correspondente {H;(E)} para o caso regular (J =9/2, G=.5, ' =0, ¢=
1)

4.3 Termo oscilante da média de operadores

Como pudemos observar nas figuras apresentadas na segio anterior, 0
valor médio clssico representa o valor médio dos valores esperados dos oper-
adores nos varios auto-estados de energia, como encontrames exemplificado
na figura (4.6), onde apresentamos o valor médio tomado a cada grupo de

dez valores esperados do operador N, para o caso G = .2, estes valores estao
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Figura 4.5: O valor esperado de {E;|a*a|E;} versus E; e a média cldssica
correspondente{ Hz(E)} para o caso com caos (J = 9/2, G = .5, ¢ =
2,e=1)

representados pelo sinal "+", a curva continua representa a média clissica
{ para melhor clareza da figura estio representados apenas um a cada vinte
valores médios).

Observamos na secio anterior que a existéncia do caos afeta a flutuacio
dos valores esperados em torno da estrutura cldssica, definimos entio o termo

médio oscilante de um operador retirando-se o valor médio cldssico do valor
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Figura 4.6: Valores médios do valor esperado de N (nimero de ftons}), a
curva continua represenia a média cldssica microcandnica. (¢ = 1., G =

5, J=19/2)
esperado desse operador nos anto-estados de energia do sistema,
(Ao = (A)p — {A(E)}2 (4.41)

Nas figuras (4.7) e (4.8) apresentamos os valores médios oscilantes para
o opetador J, no caso regular e com caos respectivamente. Observando as
figuras, podemos notar a alteragio na distribuigio dos valores causada pelo

caos, a amplitude da oscilagio é maior pata 0 caso G' = .2 do que para o
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caso regular, esta é uma caracteristica do operador J,. Em algumas regites
de energia esta amplitude diminui, como en torno de E = 15., ou se amplia
como em torno de E = 30..

Se o sistema fosse ergédico, o que se esperaria € que as oscilagbes em
torno do zero praticamente desaparecessem, entio é razoével pensarmos que
as ilhas de estabilidade em torno das érbitas periédicas se tornam maiores ou
imenacres para certoa valores de energia, jd que estamos num regime misto onde
hé caos e toros regulares . Esta hipétese pode ser verificada se observarmos
as figuras (4.9), (4.10) e (4.11), onde séo apresentadas uma seqiiéacia de
segbes de Poincaré, para diversos valores de energia (G’ = .2}, associada bs
varidveis (p1, ) correspondentes ac operador J,.

Estas segdes foram obtidas para ¢z = 0. e py > 0., a correlagio entre
eslag segbes e o3 autovalores de J, séio as seguintes:

(1}Quando o autovalor de J; for —J, o valor correspondente na seglo € a
origem.

{ii)Quando o autovalor de J, for 0., o valor correspondente serd um circulo
de raio R = v2J (R = 3 no caso de J = 9/2).

{iii)Quando o autovalor de J; for +J, ¢ valor correspondente sera a borda
do espago de fase, que é um ciculo de raio R = VAT (R = /18 ~ 4.2426 no
caso J = 9/2).

Analisando as segées, podemos observar que para certos valores de ener-
gia, como E = 8.5, existe uma grande regido regular imersa no caos; seguindo
a seqiiéncia das segdes, para E = 15, ocorre uma reducéo significativa da
regizo regular, que coincide com a redugio da amplitude de oscilagio nesta

energia para a média oscilante correspondente, ji nas energias seguintes,
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Figura 4.7: Termo médio oscilante de J, no caso regular.(c = 1., G = b, J =
9/2)

surgem novamente regides regulares e para E = 30., figura (4.10), as regides
regulares sio bem significativas em relagio as regides cabticas que as cir-
cundam. Podemos ainda acompanhar a existéncia de regies regulares coex-
istindo com o caos até E = 50., sendo que n3o s6 o tamanho das ilhas mas
também o fato de haver mudanga de localizagio (isto &, diferentes familias de
orbites periddicas mudam de estabilidade) parecem afetar a amplitude das
médias oscilantes, Isto est4 em espirito de acordo com a férmula do trago de

Gutzwiller [15] onde as érbitas periddicas ditam o comportamento da parte

61



2-0 T T T T T M T

G'=2

1.0 b -_"". g

0.0

<JZ>08C

2.0 1 ! L 1 i L
-10.0 10.0 30.0 50.0 70.0 90.0

E
Figura 4.8: Termo médio oscilante de J,, no caso com caos. (e=1,G=

5 G'=.2, J=19/2)

oscilante densidade de estados.

Encontramos nas figuras (4.12) e (4.13) as médias oscilantes para o
operador N no caso regular e cadtico respectivamente. De uma maneira
geral, podemos notar que além da variagio no padrio de distribuigio dos
valores médios, a amplitude das oscilagées & menor para G' = .2. Notamos
também uma sdbita redugiio da amplitude em torno de E == 35., esta redugio,
ou umna espécie de "torgho” tem seu inicio em F = 15.. As sedes de Poincaré

correspondentes sio apresentadas nas figuras (4.14) e (4.15) para G' = .2.
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Fataa segbes foram calculadas para ¢; = 0. e py > 0., e formam uma regio
anular que aumentam de raic médio e tornam-se relativamente mais estreitos
com o aumento da encrgia. Note que a escala ¢ alterada nas segdes a partir
de E = 30..

Na segio E = 8.5, existe uma regido regular significativa imersa no caos,
regiso esta que desaparece para E = 15., onde encontramos duas pequenas
regides regulares em regides distintas da anterior. Em E = 30., volta a existir
uma regido regular na parte superior da segio na posigio correspondente &
secio de E = 8.5 mas esta retorna bastante reduzida para E = 35., que
coincide com & redugio de amplitude encontrada na média oscilante de N.
Para E = 50. na figura {4.15), identificamos duas regiGes regulares na parte
superior da segic imersas no-caos. O que observamos também para o caso
do valor médio oscilante do operador N, é a coexisténcia de regides regulares
e cadticas nos diversos valores de energia.

Como caréter ilustrativo de observivel incluindo ambos os graus de
liberdade (apin e béson), mostramos os valores médios oscilantes de P nas
figuras (4.16) e (4.17) para o caso regular e cabtico respectivamente. Como
P ¢ uma constante de movimento para G' = 0., podemos observar que neste
caso a distribuigio dos valores &€ bem regular, o que difere do operador V
principalmente nos primeiros valores, J4 para valores de energia bem acima
de 10., 6 termo N do operador P, domina a distribui¢io, como podemos

observar comparando as figuras (4.12) e (4.16)
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Figura 4.9: Segdes de Poincaté com ¢; = 0 no plano (p1, ¢1), correspondente
s varidveis classicas associadas ao grau de liberdade dos stomos para € =

1., G= 5, G’ = .2, e J = /2 e energias a) 8.5, b) 15.0, ¢) 20.0, d) 25.0.
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Figura 4.10: Segbes de Poincaré com g2 = 0 no plano (pi, q1), correspondente
4s varidveis clissicas associadas a0 grau de liberdade dos dtomos para € =

1., G=.5, G = 2, eJ = 9/2 c energias a) 30.0, b} 35.0, ¢)38.5, d} 43..
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Figura 4.11: Segdes de Poincaré com ¢z = 0 no plano (g1, ¢1), correspondente
s varidveis cldssicas associadas ac grau de liberdade dos Atomos para ¢ =

1., G=.5 G'=.2, eJ =9/2 e energia 50.0.
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Figura 4.12: Termo médio oscilante de N (nimere de fotons) no caso regular

(e=1, G=.5 J=9/2).

67



20.0 y T - T T T T

10.0 | R

<N>osc

00| ]
_20.0 L L 1 1 1
100 100 300 500 700 800

E
Figura 4.13: Termo média oscilante de N (nimero de fétons) no caso cadtico

(e=1,G=.5G'=.2 J=9/2).
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Figura 4.14: Segdes de Poincaré com ¢, = 0 no plano (pz, g2) correspondentes
as varidveie cldssicas associadas ao grau de liberdade do campo, para ¢ =
L, G=.5, G'= 2, eJ = 9/2 e energias a) 8.5, b) 15.0, c) 30.0, d)35.

69



12 ¥ T T Y T T v T

Figura 4.15; Secbes de Poincaré com g; = 0 no plano (p2, ¢3) correspondentes
s varidveis classicas associadas ao grau de liberdade do campo, pata ¢ =

1., G =35, G'= .2, eJ =9/2 e energia 50.0.
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Figura 4.16: Termo médio cscilante de F no caso regular (¢ = 1., G =

5, J=9/2).
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Figura 4.17: Termo médio escilante de P mo caso cadtico (e=1, G =

5, 6'=.2,J=9/2).
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Capitulo 5
Termodinimica do Sistema

Discutiremos neste capitulo a termodin&mica do sistema para o caso
cabiico. Resultados encontrados na literatura estudam as propriedades do
sistema tanto no caso integravel [8] [9], como alguns resultados no caso néo-
integrével [11] [12].

Pode-se obter, através de cilculos que envolvem & matriz densidade do
sistema na aproximagio de campo médio, uma expressdo para a energia livre
[12], de forma que, a partir da energia interna calculamos o calor especifico
do sistema e analisamos ¢ seu comportamento quando a transigio de fase de
segunda ordem [8] ocorre quando o sistema passa da fase superradiante para
a fase normal a0 aumentarmos a temperatura.

Também estudamos o analogo cléssico para a transicio superradiante
obtida através do estudo de pontos fixos da fungio hamiltoniana dependente
da temperatura. Para isso, mostramos a obtengio da fungho lagrangeana

dependente da temperatura tamnbém a partir da matriz densidade na aprox-
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imagio de campo médio [12].

5.1 O operador Densidade

Iniciaremos nossa discussio recordando algumas propriedades da ma-
triz densidade para um sistema genérico. Seja {¢n} uma base ortonormal de
estados de um sistema, considerando uma mistura estatistica desses estados

com um peso estatistico W, tal que

Wa20

Zwﬂ =1,
podemos expressar a matriz densidade ou operador densidade para esta mis-
tura como[28], [29]:
p=23, Walda) (¢al (5.1)

p é também denominado de operador estatistico. Analisando (5.1) podemos
observar que o operador p é hermitianc e que a probabilidade de encontrar

o sistema em um dos estados puros |¢n} é dada pelo elemento diagonal
(éml P |¢m) = z Wn i(ém I¢n)|2 = Ewn&mn = Wm (5.2)
¢ pata um estado |(2)} qualquer, temos:

(’»‘(’(t)l P I'f’(t)) = z Wa |('¢b(i) |¢n)|2 = Ewn |an(t)|2 (53)

O trago de p & uma constante independente da base em que estiver

representada. Através da ortonormalidade de uma base {|iy,)}, obtemos a
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condigdo de normalizagio para o trago de p nesta base:
tp = T = T iwlolv = =5 (S W) =
L] 3 +

= W (6 145) =1 (5.4)
F]
Podemos obter o valor esperado de qualquer operador ¢ através do
trago do produto deste operador pelo operador densidade:

@ = 3 (4a1Q1¢n)
= ):Z WoGmntmn (¥l @ om)
= E (el 1o} () Q [P}
- weQ) (5.5)
de uma maneira mais genérica,
(Q)=%§£§)) (5.6)

O operador densidade contém toda informagio possivel de se obter de
um sistema, mesmo gue o conhecimento sobre o sistema seja parcial.
Podemos descrever a probabilidade de se encontrar um sistema hamil-
toniano em equilibrio térmico com um reservatério com temperatura 8 (8 =
1/kT, onde k; ¢ a constante de Bolztmann), com volume e nimero de partic-
ulas constante, portanto do pontc de vista do ensemble canbdnico. Para isto,
consideramos o hamiltoniano H, com autovalores E, e autoestados |1h.). A
probabilidade W; no estada |4} é dado pelo peso estatistico de Boltzmann
{30]:
W, = %c'ﬂs‘. 5.1
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Assim, expressando o operador densidade para este sistema:
= EWn [#a} (nl (5‘8)
n

onde W, = %e‘w",
como |y} sdo auteestados de H, temos
p=g T ) (bl (59)
Entretanto, para normalizarmos o sistema temos que ter a condigao:
Y w.=1 (5.10)

portanto,
Z=Y e =ir(eFE) (5.11)
n

Z é denominada de fungio partigio do sistema. Substituinde entdo (5.11)
em (5.9) obtemos a matriz densidade como funcio de H:

e~BH

p= m}—f)- (5.]2)

A energia média do sistema, ou a energia interna I/ pode ser expressa

entdo através da matriz densidade do sistema:
U =tr(pH) (5.13)

A entropia § de um sistema é em geral definida em termos dos pesos

estatisticos como

§=-L WilaW,
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e tamhém pode ser definida em termos da matriz densidade:
S = —tr(plnp) {5.14)

Uma vez determinada a entropia e a energia interna do sistema, pode-

mos determinat a energia livre:
aF
BF

gU -8 (5.15)
Btr(pH) + tr({pln p) (5.16)

5.2 A energia livre do modelo de Maser na
aproximacao de campo médio

A energia livre aproximada no modelo de Maser é obtida através do
cilculo variacional, utilizande o hamiltoniano na aproximacio de campo
médio [12]. A forma geral da matriz densidade na aproximagho de campo
médio é dada por:

Dy = K exp(Bhon) (5.17)
onde Bhoy = any + axdy + o J_ + fhata + frat + fia

¢ a forma mais geral do hamiltoniano de campo médio que envolve operadores
de "um corpo®, e K é uma constante de normalizagio, o, ¢ B sdo reais e
az e B2 complexos. O conjunto {ay, 5;} =50 parimetros variacionais a serem
determinados.

A energia livre da sistema, como foi visto na segio (5.1) 6 escrita como:
BF = ,Btr(DaH) + tt‘(Dg In Du) (5.18}
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com 8 = 1/kT (k = 1).
A fim de podermos diagonalizar Do, definimos de maneira genérica um
operador unitdrio I/, que depende dos operadores nao diagonais:

U = exp [i(nJy +97J) + Ea* + £ (5.19)

onde % e £ 950 niimeros complexoe. Aplicando o operador unitdrio acima em
Du:
D =UDU* (5.20)

queremos que D represente o operador densidade de campo médic em sua
forma diagonal. Assim a forma de D ¢ escolhida neste calculo variacional
utilizando os termos diagonais do operador hamilioniano na aproximagéo de
campo médio multiplicados por parimetros variacionais a serem determin-
dados pela minimizacio da energia livre (5.18). Para o caso do modelo de

Maser, a forma diagonal de D € dada por:
D = kexp (77, + v'a*a) {s.21)
A energia livre (5.18) pode ser escrita agora como fungio de I:
BF = pt(U*DUH) + t1{D In D) {5.22)
utilizando a propriedade ciclica do trago:
BF = Bte(DURU*) + tr{ D In D). (5.23)

A energia livre (5.23) esta expressa em termos da temperatura -

parametros variacionais -y, ¥, , £.
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Para tornar mais clara a forma do operador unitirio U, vamos expressa-

lo como um produto de dois operdores unitarios:

U = Ul.Uﬂ (5.24)

onde:
Uy = expli(nds +4°7.)) (5.25)
U; = exp(fat +¢a) (5.26)

expressando o operador untério I/} em termos de operadores de pseudo-spin
Js e Jy

U = exp {i{de(n + %) +idy(n — 7)1} (5.27)
nesta forma fica mais claro a maneira na qual se deve escolher a princfpio
o valor de %, se quizermos que [/} represente uma rotagao de # em torno d-

eixo y, escolhemos 7 na forma:

o
7= 5 (5.28)
Substituindo (5.28) em (5.27), temos
Uy = e ¥, (5.29)

e caso estejamos interessados que Uy represente uma rotagio de & em torno

do eixo x escolhemos:

b

=2 (5.20)

e novamente, substituindo (5.30) em (5.27), temos:
U = e~ (5.31)
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A discussio sobre a escolha de £ sera feita posteriormente.

Os autorea do trabalho onde se apresenta o calculo da energia livre [12]
discutem o resultado obtido apenas considerando uma rotagio em torno do
eixo y (o que é suficiente para encontrarmos D). Posteriormente mostraremos
no Apéndice A a solugiio obtida para a rotacio em torno do eixo x (e a
parametrizagio adequada).

Aplicando o operador (5.29) na expressio (5.22) obtemos para a energia

livre a expressio:

BF = 8 f-jxms(ﬂ)tanh(7)+ +eb + —(E+E“)7msm(6)tanh( )

er

+In(l —¢”) - Nlnmoosh(*)) (5.32)

2 e‘r'
lembrande que Gz = (G+ + G’_). A energia livre tem que ser um niimero
real, isso nos obriga a impor:
£=¢, (5.33)
assim reescrevemos (5.32):
BF = B [e— cos(6) tmh(”’) e+ N{T_ sm(e)tmh( )

+gth(") R L &+ a1 = &) = Nin(zcosn(D)). (534

Para determinarmos os parametros variacionais v, 7', #, e £, mini-
mizamos a energia livre do sistema com respeito a estas varidveis. Vamos
analisar primeiro o3 pontos criticos da fun¢do com relagio a f e £:

OF _ o= 2e + /NG, sin #tanh(~/2) (5.35)

G...\/_

0= _% sin 8 tanh(+/2) — £ cos 8 tanh(v/2) (5.36)

3
2
E)
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Este sistema de equagGes possui duas solugdes:

#=0ef=0 (5.37)

cosf = -5 1 (5.38)
G3 tanh(/2)

£ = —g% sin @ tanh(y/2) {5.39)

Resultados publicades sobre o andlogo clissico da superradiincia sem
temperatura [17], nos mostram que a fase superrradiante somente existe se
G} > €% Levando este fato em conta, e o fato de que a solugio (5.38)
também vale somente para valores G% > &, podemos afirmar que o conjunto
de solugbes {5.37) pertence a fase normal e as solugdes (5.38) e (5.39) a fase
superradiante.

De forma similar, encontramos o ponio critico da fungéo (5.34) para ~

%’f =0= ﬂei—v cos Bsech?(7/2) + ﬂ@f& sin Gsech?(v/2;

y g seck(/2), (5.40)
substituindo {5.37) em (5.40), obtemos para a fage normal:
¥ = =P, (541)
e para a fase superradiante utilizamos (5.38) e {5.39)
1=25 (542)
Derivando a fungio com relagio a v/, obtemos uma tinica solugido, que

vale para ambas as fases;
+ = B¢ (5.43)
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A ligagio entre v e f é evidente nas equacdes (5.41) e (5.42)e o parametro
~ funciona como nma escala térmica para o Maser, portanio deve ser continuo
come fungio de 4. Igualando (5.41) a (5.42), obtemos uma expressio para a

temperatura critica para o Maser:

(;_i — — tanh(—ef./2) (5.40)

A equacio {5.44) obtida é equivalente ao resultado encontrado na lit-
eratura [8] [9] para o caso em que G' = (. Substituindo (5.38) em (5.42)

obtemos a relagio entre B e ¥ para a fase superradiante:

y= E_C%mh(q/z) (5.45)

O parametro 7 est portanto ligado 4 temperatura f por uma equacéo
transcendental, que podemos resolver numericamente e encontrar ¥(5,. .
figura (5.1) encontram-se plotados valores de 8 versus || obtidos para valores
fixos de ¢ = 1. & virios valores de G;: G4=0.7, 1.1 e 1.5. Para G = 0.7,
nio ocorre & transigdo de fase, portanto como vemos na figura, a solugdo é
continua e com derivada continua. Para G, =1.1 e 1.5 a transi¢iio para a fase
superadiante ocorre em 5=2.3534 e 0.9555 respectivamente, onde na figura
pode-se observar uma descontinuidade na derivada. A descontinuidade ob-
gervada na fungio para G4 = 1.5 ocorre devido a limitagbes na convergencia
numeérica no calculo das solugbes da equagao (5.45).

Com todes os pardmetros variacionais determinades, podemos calcular
algumas grandesas fisicas do sistema, como por exemplo, a densidade média

de [6tons e a densidade média de dtomos excitados. A densidade média de
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G+=15

iyl

6.0
Figura 5.1: A escala térmica para 0 Maser
fétons é dada por:
Lﬂz’:rﬁ = Sir(Duata) = Fu(DUa*al*)
_ { 0 (fase normal) (540
G, /(esin@tanh(v/2) (fase super.)

0O que mostra uma das caracteristicas importantes de fase superradiante.

A densidade média de dtomos excitados é dada por:

Je 1
iwz = ﬁtl‘(DoJ.)=tl'(DUJ,U+)
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Figura 5.2: A densidade média de 4tomos excitados

_%tmh(—,fz) (5.47)

Esta quantidade fisica como fungio de § esta plotada na figura (5.2),
onde podemos notar claramente a ocorréncia da transigio de fase, mostrando
uma mudanga no comportamento em J. para cada valor de G..

E possivel caleularmos agora a calor especifico C, para o Mase:_ inicial-
mente iremos expressar a energia interna do sistema como .. 1
intensiva, consideraremos entio o limite termodinimico onde (N -

V — o0} e N/V constante:



AP SR (548)

U"'=—@:_el—e’f‘ 4e

&
1—e"

onde U, representa a energia interna para a fase superradiante e Uy, &

Upn = %tn.nh(-yﬂ) + (5.49)

energia interna para a fase normal.

O calor especifico C, é dado por:

o- ()3

substituindo (5.48) e (5.49) em (5.50):

[%sechz(l(jﬂ) + zl_-t%‘)!] B {normai,
ColB) = {(u__:::)’) + [(3;t tmh(%ﬂ)mh“(l?l)) x (5.51)

. (%n‘%%)]}ﬂ’ (superr.)

Na figura (5.3) moatramos o calor especifico C, para e = 1, G4 = .7
e pata efeito de comparagio mostramos também o calor especifico para um
oscilador harmonico simples como fungéo da temperatura T'. Neste regime
nio ocorre a transi¢io para a fase superradiante. Podemos observar que
para valores de T pequeno hé um aumento nos valores de C, relativo ace
oscilador, € com o aumento de T a curva tende para a do oscilador. Este
comportamento  devido a limitagiio do espago de fase de spin, a partir de

uma certa temperatura critica todos os dtomos estio exitados, somente o
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1.5 T - T v T T

Gi=7
1.0 |
oscilador
3
0.5 F E
0.0 = . L L 1 .
0.0 1.0 2.0 3.0 40 B

T
Figura 5.3: O calor especifico para fase normal

grau de liberdade de particula (boson} do sistema pode absorver energia, por
isso no limite de T grande a curva coincide com o C, a6 do oscilador. J&
nas figuras (5.4) e (5.5),G4 = 1.1 e G4 = L.5 ocorre a transicho para a fase
superradiante na temperatura critica T, = 42 e T. = 1.05 respectivamente,
onde a solugio da fase sofre uma descontinuidade.

Uma observagao importante € o fato de que a ocorréncia do caos no
sistema nio altera os resultados termodinidmicos, j4 que a dependéncia dos
reaultados 8¢ envolvem termos em (G, basta considerarmos G' = 0. e Gy

torna-se apenas G que é a constante de acoplamento do termo integrdvel
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0.5

°’°o.o 10 20 3.0 40 5.0

T
Figura 5.4: O calor especifico com @, = 1.1

na equagio (2.49). Portanto os resultados termodinimicos obtidos servem
tanto para o caso cadtico como para o caso regular, isto ocotre devido ao
fato de estarmos utilizando a aproximagio de campo médio para obtermos

as propriedades do sistema.
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Figura 5.5: O calor especifico com Gy = 1.5
5.3 A hamiltoniana cldssica como funcao da
temperatura

A fungio hamiltoniana cldssica associada como funcho da temperatura foi
obtida na referéncia [12} ¢ isto pode ser feito a partir da fungéo lagrangeana
média escrita em termos da matriz densidade e da tranformacao unitéria j4

descritas na secio anterior como se segue:
£ = tr{pL) = ite(DUU+) — tr(DUHTT) (5.52)
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onde

obtemos entao

=%(€E’-€£)+=[ —J, (ni* — g} sin? (V)] —

—elucos (/e + 6" +

+~/—'g{/: (in"€2J, sin y7* ~ ing"2, sin VT +
‘/_\/___ (m'f’?.l sin /oy — in¢2J, sin \/177_) (5.53)

onde as varidveis 5 e 7* nio sdo canonicamente conjugadas, mas é

possivel encontrar um par de varidveis canonicamente conjugadas através da

transformagao:
5 = n(=2J) \/fl'stm e (5.54)
5 o= (=2 i . 5.55
n(-2J.) Wbl (5.55)
onde
J. = —J tanh(1(8/2)), (5.56)

contém a dependéncia na temperatura, substituindo (5.54) e (5.55) em (5.53),
temos a lagrangeana como fungio das varidveis &, §*, Eel:

£ o= LE-8)+ S —EE) — e b8 e

G ) = "
+m—(sa'.s-s)(-;)\/—21.\/1 - _5_;:
+%(£‘6' — (=i -2y / 1- :%, (5.5T)
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Definindo novas variiveis reais py qu, ps gz através de:

i = ("E") (5.58)
¢ = ("’}';‘) (5.59)

obtemos a forma final da fungiio lagrangeana cléssica associada, dependente
da temperatura através da equacéc (5.57) para o modelo do Maser:

-2J, -

H
57 ) (Gampe + G_qsa) -

(5.60)

Efetuando as devidas tranformacbes de Legendre, a hamiltoniana fica

£=919"1+Pzﬁ3—€H1—6H2“6-7;—(

escrita como:

~2J, — H

]
27 ) (Gyprpz + G-y

{9

Higryaasprypa) = elfy + cHa + €J, + (

onde: Hy = %(pf +qf) , Ha= % p§+q§)
e J, dada pela equagio (5.56). E ficil verificar que tomando o limite de
T — 0 a equagio (5.61) torna-se a hamiltoniana cléssica associada (2.83)
obtida via estados coerentes [17] [3] que discutimos na segéo (2.5).
Uma vez determinada a hamiltoniana podemos expressar o conjunto de

equagbes de movimento que determinam a dindmica do sistema com temper-
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atura:

G1= em+G, [(-2'7; -~ Hl)ﬁ-’]ih
o {22~ B029) ) Gupp + C_aiar) (@)

= eu+G_ [(—2.7, - H,)J,'g_]]i @
o {20~ 5]} Gumpr + G ) (58D

@1= epr+Gyl(-2J, — Hy)/2Jd)ip (¢)

Pr= —eq— Gi[(-2J, — Hy)/2J)bqy (d)

A tnica diferenga significativa da fungio hamiltoniana comparada ao
caso T = [ é encontrada no termo J,. Consegiientemente, devido 80 te-:.
que envolve a raiz quadrada, como ji foi discutido na segio (2.5
fase nas varidveis (p, ¢1) associado ao spin ¢ limitade por uma cui- . . - i
de raio B, dado por B} = p} + ¢f = 2N para T = (.Tal raio limite corre-
sponde av estado onde todos os N 4tomos do sistema estdo exitados. Com
a dependencia térmica este raio passa a ser RZ = —4J, > 0 para v > 0, isso
significa um efeito de "scaling”, em que por exemplo o efeito da borda que
atua como limite no espago de fase de (py, 1) passa a influénciar o compor-
tamento das érbitas classicas num valor de energia bem menor que para o
case onde T = 0. [12]. Quando T = 0, tomando por simplicidade a fase nor-
mal, todos os dtomos estdio no estado de menor energia, com o acréscimo da
temperatura os dtomos passam a ficar excitados, com isso a energia que este

grau de liberdade pode dispor torna-se menor & medida que a ternperatura
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aumenta.

5.4 Andalogo cléssico para a superradiancia
com funcio da temperatura

O anslogo cléssico para a superradincia pode ser interpretado e anal-
isade da mesma maneira que foi discutido na referéncia [3]. Para isso, cal-
culamos os pontos fixos do modelo e estudamos sua estabilidade, ou seja,
tomamos conjunto de equagbes de movimento do sistema e as igualamos a
zero, a fim de determinarmos os pontos fixos da fungio hamiltoniana:
a=0= em+Gy (-2~ B2

o {[(-22. - 1)20] ) Gapm + Gonigr) (@)

R
-q {[(—2.7,= - H1)2J]—%} (Gimpr+Goqm) (b)) (5:63)

Ga=0= ep+ Gel(—27. — H)/2J}im ()

Pr=0= —eg— G l(-2]. — Hi)/20]} ey (4
Resclvendo as equacdes (5.63¢) e (5.63d) para p2 € g e substituindo
respectivamente nas equagbes (5.63a) e (5.63b) obtemos o scguinte sistema

de equagdes:

1038 resultados obtidos nesta secio serdo publicados na referéncia [31).

92



n {47 [@ - GL(=F)] +(CL + GR)el + 26201} =0 (o)
a{t/[¢ - E(F)]+(G + ) +262¢} =0 ()

Fate sistema de equacbes possui as seguintes soluges:

(5.64)

i) Para o caso em que G2 < ¢%, onde

c-ci (),

temos:

ii) No caso em que &% > €%, mas G? < ¢%, temos duas solucdes, a

origem € uma outra que designaremos de raizes-p:

q= 0 (a)
@= 0 (5
n= £ G-I -]t (@
m= F[HOU-T1IY - eyaie)t ()

(raizes-p) (5.66)

iii) Finalmente para o caso em que iy > €@ e (% > &, temos trés

solugdes, a origem, as rafzes-p e a que serd designada como raizes-¢:
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p=0 (a)
p= 0 (&
w= i@l -e] @
a= FPEU-TIY -]t @

(rahizes-q) (5.67)

Analisaremos a estabilidade dessas solugbes através do estudo dos an-

tovalores da matriz das derivadas segundas de H{q1, gz, 01, p2):
H;" = O H[8x,8z;

onde os indices (21, T2, T3, 34) = (ql,Q‘:,PhPﬁ)-

i) Para a origem (1 =qz = p1 = P2 ={):

e G 0 0
=] ¢ "0 (5.68)
1] e G
0 0 G+ €
onde Gy = G;t[t&!lh(—'?‘(ﬁ)ﬁ)]%
ii) Para as raizes-p:
z’;—:’.ﬁ g_:(:’-t‘(}"l )% 0 0
G- 2463 ) 0 0
(H"), = & Oz ) € . oz | B9
0 Ty ©lave)
0 0 i €



iii) Para as raizes-g:

Teod 1
&=oy  Clah 0 0
e’(eg—:a-)i' € 1} 0
(H”), = el sl g iy (5.70)
0 == =)
0 0 gf(i’“i)i €

Os autovalores correspondentes as solugdes da origem sao:

Ay = ¢*+ G5 tanh(v/2) (5.71)

Para as demais solugdes, o8 autovalores sdo as raizes das equagdes:

ot (3e“+éi),\__ (€+6D(6L -G _, (5.72)

2 € 261

&+ &G +2G4
N (W) +2CE ) =0 (5.73)

Estes resultados nos mostram uma completa analogia com o caso da
temperatura nula {3}
i) Se é'i < €2, a origem representa um ponto de minimo, nas demais situagdes,
a origem torna-se um pouto de sela. '
ii) Se G2 > €%, as solugdes rafzes-p formam um novo ponto de minimo.
iii)As sclugdes raizes-¢, quando existem, comportam-se como um ponto de

sela.
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Figura 5.6: Evolugio dos pontos de minimo e do valor da "borda” pata a

-3.0

SR
40 | R

variavel associada acs Atomos com a temperatura, no caso Gi=1ll>e=1.

Na figura (5.6) encontramos graficadas as solugdes dos minimos da
fungios hamiltoniana versus a temperatura, para valores de Gy = 1.1 e
€ = 1..Para as temperaturas abaixo de T., o sisterna encontra-se na faze sy-
perradiante com as raizes-p como pontos de minimo, na temperatura critica
(7. = .43), as raizes-p colapsam para a origem, indicando que para a fase
normal a origem é o tnico ponto de minimo,

Os resultados para o caso regular (¢ = 0} que deve ser analisada

separadamente, também possui completa analogia com o caso da temperatu: .
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nula. Neste caso o sistema de equagdes (5.64) torna-se:

{u [é -G ('j)] +26% (g3 + pf)} =0 (5.74)

Além da solugiio trivial, para o caso em que 72 > ¢? este sistema possui

como solugéo um circulo no espaco de fase de spins, cujo raio e dado por:

2
B=g+p=2J, (f& - 1) (5.75)
e nm cireulo no espago de fase do oscilador, que é obtido substituinde

estes resultados nas equacdes (5.63c) e (5.63d):

R=p+¢=2J, (-g; - 1) (5.76)

O raio R; esta associado com a agio [ do oscilador cldssico associado,

cujo valor representa a densidade média de fétons no sistema. Da mesma

forma o raio R, esta associado ao valor J + 27, que representa a densidade

média de itomos exitados no sistemas, valores agora com a dependéncia
térmica definidas,

A figura, (5.7) est30 representados os valores de Ry e R; contra a temper-

atura 7", nela podemos observar que na temperarura critica o8 raios colapsio

para a origem, que representa ¢ ponte de minimo para a fase normal.
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Figura 5.7: Raios dos circulos de minimos para o caso regular
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho abordamos virics aspectos das manifestages do caos
cléssico no modelo do maser de Dicke. A primeira consiste no estude do
comportamento dos invariantes quanticos na representagio de energia quando
passamos do caso integrivel para o néc-integrivel, a0 acionarmos um acopla-
mento que classicamente sabemos ser responsivel pelo aparecimento do caos.
O efeito da quebra de constantes de movimento pode ser visualizado no
padrio de distribuigio dos valores esperados de operadores nos auto-estados
de energia plotados contra os autovalores de energia para os operadores asso-
ciados ao nimero de dtomos excitados e o operador niimero de fétons. Este
estudo nos permitiu também observar como em média a energia do sistema
& distribuida nos dois grans de liberdade do sistema (de spin e de béeon) e
como ela é afetada pela ndo integrabilidade. E importante ressaltar que tal
anélise & feita com ingredientes puramente quéinticos.

O préximo passo consiste em calcular as grandezas médias classicas
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como fungio da energia correspondentes aos mesmos observiveis analisados
quénticamente. Para tanto, primeiro obtivemos uma expressio analitica para
a densidade de estados do sistema no caso regular e uma solugiao numérica
para o caso caGtico. Encontramos as fungbes cléssicas que representam oa
valores médios da densidade de atomos excitados e da densidade de fétons
como fungdo da energia: analiticamente no caso regular ¢ numericamente
para o caso cadtico. Ao comparamos esses valores médios com o comporta-
mento médio dos valores esperados de observidveis quanticos correspondentes,
a concordéncia € bastante boa ji para nimero de 4dtomos N=9. Por meio
desta comparagio foi poszivel concluirmos que o resultado de tal procedi-
mento para este sistema , ¢ muito bom, mesmo para o caso regular e ainda
notar que a existéncia do cacs afeta a flutnagio em torno da média cléssica
da distribui¢io dos valores esperados desses observéveis.

Definimos entdo as médias oscilantes como fungio da energia desses
observéveis ¢ realizamos no caso com caos um estudo classico sobre o tamanho
relativo das ilhas regulares nas segdes de Poincaré associadas aos graus de
liberdade de spin ¢ béson respectivamente para virios valores de energia. Este
estude nos mostrou que o padrio de oscilagio como fungio da energia para
o caso com caos deste sistema é o resultado da oscilagio das ilhas regulares
imersas em regides cadticas nas segdes como fungio da energia. Neste sistema
estas ilhas regulares ndo diminuem gradualmente com a energia como em
geral ocorre para sistemas que nio envolvem espaco de fase finito num dos
graus de liberdade.

A segunda parte deste trabalho é relativo 3 manifestacio do caos em

relagio & termodinimica a temperatura finita neste sistema. Utilizagdo o
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principio variacional e a aproximacio de campo médio, obtivemos as ex-
pressbes para o calor especifico Cy(T'), mostramos que & descontinuidade que
ocorre em Co(T) com a transigdo da fase normal para a superradiante so-
mente acontece para acoplamentos fortes (G, (8) > €). Mostramos ainda qu-
a existéncia do caos ndo afeta o comportamenta de ., na aproximagio de
campo médio.

Fizermos também uma analise dos pontos fixes da dinamica do sistema
com temperatura o que nos possibilitou acompanhar o efeito da transigio de
fase (para acoplamentos fortes (. (8) > €} no que diz respeito aos pontos de
minimos de energia 1o espago de fase. Para o caso com caos, a0 passarmos
da fase normal para a superradiante (G, (f) > ¢), o ponto de minimo, que
era a origem no espago de fase, se bifurca em duas solugdes, designadas de
raiz-p (eq. 5.66) . Para o caso regular (G(8) > ¢, G' = 0), o ponto de
minimo também representade pela origem na fase normal, passa a ser uma
regiio esférica no espago de fase na fase superradiante. Isto corresponde a um
circulo no espago de fase dos 4tomos e outro no espago de fase das particulas
{fétons), cujas 4reas sio proporcionais respectivamente a densidade média de
itomos e a densidade média de fétons, nio nulos para o estado de minima

energia na fase superradiante.
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Apéndice A

O calculo da energia livre a
partir de uma rotacio em

torno eixo-x

Os resultados que obtivemos na segdo (5.2}, basearam-se em uma ex-
pressdio para a energia livre obtida através da rotagio do operador hamilto-
niano (4.34) de # em torno eixo-y. Mas se efetuarmos uma rotagio em torno

do eixo-x (5.30), obtemos uma expressio para a energia livre diferente da

equagio (5.32)
oF = [ei"-cos(o)tanh( 3 T - e = =€) sn(e)aa )
+24 tanh(]) + 75 _";1, +10(1 — ¢%) - N In(2cosh (1)) (A1)
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A energia livre é uma grandeza fisica, portanto é um nimero real, logo
£=-¢.

Os resultados discutidos na segio (5.2) no que diz respeito a mini-
mizacio 530 totalmente andlogos para esta nova expressio, trocando-se ape-
nas Gy por G_. Temos entdo para esta energia livte uma temperatura critica
(G->¢)

—é:—_ = —tanh (e—gc) , (A.2)
que esta associada a solugdo raiz-q (5.67), apresentada na secio anterior, ou
seja, esta é a temperatura na qual a solugio raiz-q deixa de ser vilida. Por-
tanto a equagio (A.1) nao estd associada a um minimo e sim a um ponto de
sela, logo ndo pode representar a energia livre do sistema. Podemos notar
ainda que para ' = 0., as expressdes (5.32) e (A.1) tornam-se idénticas,
havendo pertanto uma {inica expressio para a energia livre, independente-

mente da escolha do eixo sobre 0 qual se efetue a rotagio.
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Apéndice B
O calculo dos tracos

Neste apéndice vamos mosirar em cariter ilustrativo a técnica uti-
lizada para o célculo dos trages utilizados na segio (5.2) para a obtencio da

expressio da energia livre (5.18). Iremos entdo calcular a expressao para J,,

(BAi)

onde
D =exp(vJ. + 7'a*a).

Primeiramente vamos calcular o tr{D) na parte que se refere ao grau
de liberdade dos 4tomos, ou seja, calculamos o valor do tr(e?’r). Isto & feito
escrevendo J, em termos de matrizes de Pauli,

Jy = 3 > ok (B.2}
Pt

Podemos entéo obter o tr(exp{yJ:)) desenvoivendo as somas como pro-



dutérias de somas

t.l'(e'\'.h-) = 2 E. . E (ml,m,, veey le cng.u”; Imlumﬂ, A mN)
= Yo {mi)ed tmy) Y (mgf 3 [ma) ..
. E {mn| e¥ok |‘""N)
= [eret )+ (-let ]
= [e} + g_;]N
N
= oo (3)] (B.3)
O calculo de tr{DJ.) pode ser feita através da derivada de (B.3),
a
ta) - e ()
N 1 ,
= ZN? cosh? (%) sinh (-g—) (B4}

Efetivando a divisio da equagio (B.4) pela (B.3), obtemos a expresséo
de J,,

(D) 2% cosh™ (3)sinh (3)

w3
_ Nsioh(y/2) _N
= S ooeh(v/2) ~ 2 tanh(v/2) (B.5)

Todos os demais tragos utilizados no célculo da energia livre sio obtidos

de maneira similar.
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