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Resumo

Na primeira parte deste trabalho analisamos o 
ampo el�etri
o fora de 
on-
dutores resistivos esta
ion�arios 
onduzindo 
orrente 
onstante. Exploramos
aqui o ponto de vista das 
argas super�
iais. Apresentamos problemas re-
solvidos na literatura sobre este assunto, assim 
omo resultados novos para

ondutores em forma de pla
as e tamb�em um anel �liforme (neste �ultimo 
aso

al
ulamos numeri
amente o poten
ial), 
omparando os resultados te�ori
os

om dados experimentais retirados da literatura.

Na segunda parte, tratamos da propaga�
~ao de sinais em 
ondutores 
om-
pridos. Seguimos a abordagem de Kir
hho� para o problema, utilizando a
for�
a de Weber 
omo modelo de intera�
~ao entre 
argas. Conseguimos derivar
a equa�
~ao da telegra�a para diversos 
asos, e mostramos que a abordagem
maxwelliana (
ampos) n~ao �e ne
essariamente a �uni
a que 
onduz �a equa�
~ao
da telegra�a.

O Apêndi
e A apresenta o 
�al
ulo das integrais envolvendo o poten
ial
devido a uma pla
a retangular transportando uma 
orrente 
onstante. O
programa para 
al
ular o poten
ial de um anel �liforme est�a listado no
Apêndi
e B. No Apêndi
e C, 
onsideramos o fenômeno da explos~ao de �os
que a
onte
e quando uma alta 
orrente el�etri
a 
ui em um 
ondutor. Apre-
sentamos o resultado da tens~ao 
oulombiana, gerada pelo apare
imento de

arga no interior do �o devido ao efeito Hall radial. Con
lu��mos que esta
tens~ao �e v�arias ordens de grandeza inferior �aquela ne
ess�aria para romper
um �o met�ali
o, ver [AH99b℄.



Abstra
t

In the �rst part of this work we analyse the ele
tri
 �eld 
reated outside
stationary resistive 
ondu
tors, with a 
onstant 
urrent. Here we explore the
point of view of surfa
e 
harges. We present solved problems in the literature,
on this subje
t, and also new results for 
ondu
tor plates and for a thin ring
(in this last 
ase we 
al
ulate the potential numeri
ally), 
omparing our
theoreti
al results with experimental data present in the literature.

In the se
ond part, we treat the propagation of signals in long 
ondu
tors.
We follow Kir
hho�'s approa
h to the problem, utilizing Weber's for
e equa-
tion as a model for 
harge intera
tion. We derive the telegraphy equation for
several 
ases, and show that the Maxwell's approa
h (based on �elds) is not
ne
essarily the only one that leads to the telegraphy equation.

Appendix A presents the 
al
ulation of the integrals involved in the po-
tential resolution for a re
tangular plate transporting a 
onstant 
urrent.
The numeri
al program to 
al
ulate the potential of a thin ring is listed on
Appendix B. On Appendix C we 
onsider the phenomenon of wire explosions
whi
h happens when a high ele
tri
 
urrent 
ows in a 
ondu
tor. We present
the result of 
oulombian tension generated by the appearan
e of 
harges in
the interior of the wire 
aused by the radial Hall e�e
t. We 
on
lude that
this tension is several orders of magnitude smaller than the one ne
essary to
break a metalli
 wire, see [AH99b℄.
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Cap��tulo 1

Introdu�
~ao

Consideremos um 
ondutor parado (imaginemos um �o resistivo, por sim-
pli
idade), 
onduzindo uma 
orrente 
onstante. Podemos entender que esta

orrente est�a rela
ionada 
om um 
ampo el�etri
o existente em seu interior.
Adi
ionalmente, interpretamos que esta 
orrente gera em todo espa�
o um

ampo magn�eti
o. Mas fora do �o, existe um 
ampo el�etri
o n~ao nulo? Ou
seja, se 
olo
armos uma 
arga parada fora do �o, ser�a que ela vai sofrer a
a�
~ao de alguma for�
a?

Podemos entender que uma 
arga livre 
olo
ada pr�oxima a um 
ondutor
induz neste uma distribui�
~ao de 
argas em sua superf��
ie. Este fenômeno �e

onhe
ido 
omo indu�
~ao eletrost�ati
a. O apare
imento destas 
argas faz 
om
que surja uma for�
a entre a 
arga livre e o 
ondutor. Esta for�
a n~ao depende
da velo
idade ou a
elera�
~ao relativas entre a 
arga e o 
ondutor, apenas de
sua distân
ia, do valor absoluto da 
arga e da geometria do 
ondutor. Por
este motivo este tipo de for�
a �e 
onhe
ido 
omo de ordem zero em v=
, onde
v �e a velo
idade relativa entre a 
arga e o 
ondutor, e 
 �e a velo
idade da
luz no v�a
uo. J�a o fenômeno que vamos apresentar aqui envolve for�
as de
primeira ordem em v=
, ou seja, propor
ionais �a 
orrente i. �E sobre este
�ultimo fenômeno que vamos nos 
on
entrar neste trabalho.

Muitos 
ientistas a�rmaram erradamente, por muito tempo, que n~ao e-
xiste um 
ampo el�etri
o fora de 
ondutores 
om 
orrentes 
onstantes. Id�eias
expressas por:

um 
ondutor 
om 
orrente 
onstante gera apenas um 
ampo mag-
n�eti
o em seu exterior,

e:
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o �o �e neutro em seu interior e na sua superf��
ie,

presentes em artigos e livros-texto sobre eletromagnetismo, têm es
ondido
o problema de estudantes e pesquisadores, 
onfundindo-os, vide Figura 1.1.
Muitos exemplos deste tipo podem ser en
ontrados em [ARM99℄, dos quais
apresentamos alguns deles.

Um exemplo de um autor do s�e
ulo passado �e Clausius. Em 1877 ele
es
reveu:

\A
eitamos 
omo 
rit�erio o resultado experimental de que uma

orrente fe
hada 
onstante em um 
ondutor esta
ion�ario n~ao e-
xer
e for�
a em eletri
idade esta
ion�aria", [O'R65, p�ag. 589℄.

Apesar de a�rmar 
laramente que este �e um \resultado experimental", ele n~ao

ita nenhuma experiên
ia que 
omprovasse sua de
lara�
~ao. Sua eletrodinâmi-

a predizia (entre 
ol
hetes v~ao nossas palavras):

\A lei formulada por mim leva ao resultado de que um 
ir
uito
fe
hado esta
ion�ario [
om 
orrente℄ 
onstante n~ao exer
e for�
a em
uma 
arga esta
ion�aria", [O'R65, p�ag. 589℄.

Veremos que este prin
��pio est�a errado, pois mostraremos que existe uma
for�
a fora de um �o 
om 
orrente 
onstante.

Maxwell, ao 
omentar sobre a teoria eletrodinâmi
a de Weber, deduz que,
se tal teoria estivesse 
orreta, um �o 
om 
orrente exer
eria for�
a em outro
�o que estivesse 
arregado, mesmo sem 
orrente. Ele a�rmou:

\Agora, n�os sabemos que 
arregando o segundo �o 
ondutor 
omo
um todo, podemos fazer e0 + e0

1 [
arga total no �o sem 
orrente℄
tanto positivo 
omo negativo. Tal �o 
arregado, mesmo sem 
or-
rente, de a
ordo 
om esta f�ormula [baseada na eletrodinâmi
a de
Weber℄, agiria no primeiro �o 
arregando uma 
orrente no qual
v2e + v21e1 [soma das 
argas positiva e negativa do �o 
om 
or-
rente multipli
ados pelo quadrado de suas velo
idades de deriva℄
tem um valor diferente de zero. Tal a�
~ao nun
a foi observada",
[Max54, vol. 2, art. 848, p�ag. 482℄.

Ele n~ao fez 
ita�
~oes de experimentos que tentaram dete
tar esta for�
a, qual
o limite superior deste efeito, et
. O mesmo tipo de 
r��ti
a �e feito por
Whittaker, a�rmando que, se a teoria de Weber estivesse 
orreta, 
orrentes

3



Figura 1.1: Existe um 
ampo el�etri
o fora de 
ondutores resistivos esta-

ion�arios 
om 
orrente 
onstante? Se 
olo
armos uma 
arga parada fora
deste 
ondutor vai haver alguma for�
a entre eles?

el�etri
as exer
eriam for�
as em 
argas paradas, [Whi73, p�ag. 205℄. A for�
a de
Weber prediz, adi
ionalmente aos efeitos de ordem zero e de primeira ordem
em v=
, um termo extra de segunda ordem. �E em rela�
~ao a este �ultimo termo
que esses autores se referem. Entretanto, n~ao h�a 
onsidera�
~oes em rela�
~ao
aos termos de ordem zero nem aos de primeira ordem nos es
ritos desses
autores.

Em livros-texto atuais en
ontramos de
lara�
~oes similares. Reitz, Milford
e Christy pare
em a�rmar que n~ao h�a 
argas super�
iais em �os resistivos

onduzindo 
orrente, [RMC82, p�ags. 142{143℄:

\Consideremos uma amostra 
ondutora que obede
e �a lei de Ohm,
na forma de um �o reto de se�
~ao reta uniforme 
ujas extremidades
s~ao mantidas a uma diferen�
a de poten
ial 
onstante ��. Sup~oe-
se que o �o seja homogêneo e 
ara
terizado pela 
onstante de

ondutividade g. Nestas 
ondi�
~oes, existir�a um 
ampo el�etri
o
no �o, rela
ionado 
om �� atrav�es da rela�
~ao:

�� =
Z

~E � d~̀:

�E 
laro que n~ao pode haver 
omponente, em estado esta
ion�ario
de 
ampo el�etri
o, perpendi
ular ao eixo do �o j�a que, pela Eq. (7-
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10) [ ~J = g ~E℄, isto produziria uma 
arga 
ont��nua da superf��
ie
do �o. Dessa forma, o 
ampo el�etri
o �e puramente longitudinal".

Neste presente trabalho mostramos que n~ao apenas estas 
argas super�
iais
existem, mas tamb�em que s~ao elas as respons�aveis pelo apare
imento do

ampo el�etri
o no interior e fora dos �os. Mostramos tamb�em que o 
am-
po el�etri
o no interior de um �o 
om 
orrente 
onstante n~ao �e puramente
longitudinal (veja Apêndi
e C).

Similarmente, temos as de
lara�
~oes de Edwards, Kenyon e Lemon:

\H�a muito se sabe que as for�
as de ordem zero e de primeira
ordem em um objeto 
arregado, pr�oximo a um 
ondutor neu-
tro 
om 
orrente 
onstante, parado no laborat�orio, s~ao nulas em
magnitude", [EKL76℄.

Existe tamb�em a id�eia de que um �o 
om 
orrente n~ao gera 
ampo el�etri
o
em seu exterior porque assumem que o magnetismo �e um efeito relativ��sti
o.
Um exemplo �e o livro do Feynman, de onde podemos 
itar:

\Em um 
ondutor normal, 
omo 
obre, as 
orrentes el�etri
as vêm
do movimento de alguns de seus el�etrons negativos { 
hamados
el�etrons de 
ondu�
~ao { enquanto as 
argas positivas nu
leares e o
resto dos el�etrons �
am �xos no 
orpo do material. Denominamos
a densidade dos el�etrons de 
ondu�
~ao de �� e sua velo
idade
em S [referen
ial do laborat�orio℄ de ~v. A densidade de 
argas
paradas em S �e �+, que tem de ser igual ao negativo de ��, j�a
que estamos 
onsiderando um �o des
arregado. N~ao h�a portanto

ampo el�etri
o fora do �o, e a for�
a na part��
ula em movimento
�e somente ~F = q~v0 � ~B", [FLS64, vol. 2, p�ag. 13{7℄.

Neste ponto, podemos 
omentar que os autores a
ima n~ao levaram em

onsidera�
~ao a existên
ia das 
argas super�
iais e sua a�
~ao na 
arga externa
q.

Veremos que estas de
lara�
~oes de Reitz, Feynmann, e outros, est~ao er-
radas. Mesmo que des
onsideremos o efeito de ordem zero (ou seja, a indu�
~ao
de 
argas no 
ondutor devido �a proximidade de uma 
arga externa), ainda
temos um efeito de primeira ordem em v=
. Este efeito deriva da presen�
a
de 
argas na superf��
ie dos 
ondutores quando por estes 
ui uma 
orrente.
Vamos 
al
ular as 
argas super�
iais em 
ondutores resistivos 
om 
orrente

onstante e o 
ampo el�etri
o fora destes 
ondutores. Vamos 
omparar nossos

�al
ulos 
om resultados experimentais na literatura.
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Cap��tulo 2

Casos Conhe
idos na Literatura

Neste 
ap��tulo apresentamos alguns 
asos envolvendo 
argas super�
iais e

ampos em 
ondutores, 
ujos tratamentos est~ao publi
ados na literatura. Em
primeiro lugar, vamos apresentar a fonte das �guras experimentais, que servi-
ram de base para nossas 
ompara�
~oes 
om os diversos tratamentos te�ori
os,
apresentados em seguida. Estas �guras experimentais ser~ao apresentadas
mais adiante quando 
omparadas 
om os 
�al
ulos te�ori
os.

2.1 Cargas Super�
iais

Na primeira parte deste trabalho, todas as situa�
~oes envolvem um 
ondutor
resistivo 
onduzindo uma 
orrente 
onstante. �E um resultado experimental
que nestes 
asos a densidade de 
orrente �e distribu��da uniformemente na
se�
~ao reta, [Whi73, p�ag. 90℄.

Vamos primeiramente dar uma vis~ao qualitativa da rela�
~ao das 
argas lo-

alizadas na superf��
ie dos 
ondutores 
om a 
orrente 
onstante que 
ui em
seu interior. Uma fonte de 
orrente { por exemplo, uma bateria, { 
one
tada
ao 
ondutor mant�em, nas extremidades deste 
ir
uito, uma distribui�
~ao de

argas. Esta distribui�
~ao de 
argas espalha-se ao longo da superf��
ie do 
on-
dutor, gera a 
orrente no interior do 
ondutor, e tamb�em um 
ampo el�etri
o
fora do 
ondutor. Esta situa�
~ao est�a mostrada na Figura 2.1, �a esquerda. �A
direita desta mesma �gura temos uma amplia�
~ao de uma pequena se�
~ao do

ir
uito, mostrando as 
argas super�
iais gerando o 
ampo el�etri
o dentro
do �o.

Consideramos o 
aso de 
ir
uitos 
om 
orrente do ponto de vista da dis-
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Figura 2.1: A bateria mant�em a distribui�
~ao de 
argas super�
iais, que geram
o 
ampo el�etri
o dentro (e fora) dos 
ondutores.

tribui�
~ao de 
argas super�
iais gerando os 
ampos el�etri
os. A rela�
~ao entre
o 
ampo el�etri
o e a densidade de 
arga pode ser dada pela lei de Gauss:

�r � ~E = �; (2.1)

onde � �e a permissividade el�etri
a do meio, ~E �e o 
ampo el�etri
o e � �e a den-
sidade volum�etri
a de 
arga. Resolvendo esta equa�
~ao num 
ilindro 
om �area
de base arbitr�aria e altura in�nitesimal envolvendo a interfa
e na superf��
ie
do 
ondutor, 
om o ar ou v�a
uo ao seu redor, obtemos:

�1 ~E1 � n̂1 + �2 ~E2 � n̂2 = �; (2.2)

onde ~Ei �e o 
ampo el�etri
o, n̂i �e o vetor unit�ario normal �a superf��
ie gaussiana,
e � �e a densidade super�
ial de 
arga na interfa
e entre os dois meios. O
��ndi
e i = 1 se refere ao meio 
ondutor, e o ��ndi
e i = 2 se refere ao meio fora
do 
ondutor, o qual assumimos ao longo deste trabalho 
omo sendo o v�a
uo.

Nesta tese utilizou-se esta rela�
~ao para 
he
ar os 
�al
ulos. Ini
ialmente
propôs-se uma distribui�
~ao de 
arga super�
ial 
onhe
ida e 
om ela 
al
ulou-
se o poten
ial. A partir da�� obteve-se o 
ampo el�etri
o. Com a Eq. (2.2)
obteve-se ent~ao uma nova densidade super�
ial de 
arga que foi 
omparada

om a ini
ial para ver se 
oin
idiam.

Existem v�arios trabalhos na literatura dis
utindo estas 
argas super�
iais
[Som64, p�ag. 125{133℄, [Hea84℄, [Gri89, p�ag. 336{337℄, [Ja
96℄, [ARM99℄ e
[AC00℄. Aqui apresentamos uma vis~ao geral destes 
asos 
onhe
idos, e um
estudo detalhado de 
asos novos.
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2.2 Resultados Experimentais

As �guras demonstrando a existên
ia de 
ampos el�etri
os fora de 
ondutores
foram obtidas em [Jef62℄ e [Jef89℄. Je�menko usou sementes de grama 
omo
part��
ulas-teste. Estas sementes, neutras no estado natural, polarizam-se na
presen�
a de um 
ampo el�etri
o, alinhando-se ao longo das linhas de 
ampo
el�etri
o. Aqui podemos fazer uma analogia 
om uma situa�
~ao bastante popu-
lar: as limalhas de ferro, na presen�
a de um 
ampo magn�eti
o, polarizam-se e
se alinham ao longo das linhas de 
ampo magn�eti
o. As �guras de Je�menko
s~ao apresentadas neste trabalho 
omo 
ompara�
~ao 
om os resultados te�ori
os.

Em [Jef62℄ est�a bastante 
lara a maneira de 
onfe

ionar estas �guras.
Em pla
as de vidro, 
om dimens~oes t��pi
as de 25
m� 30
m, desenha-se um

ir
uito, 
om dimens~oes aproximadas de 12
m � 15
m, 
om tinta 
onduto-
ra (nas �guras apresentadas aqui esta tinta têm um tom 
inza-
laro). Os
terminais do 
ir
uito s~ao pintados 
om tinta 
ondutora (nas �guras esta tin-
ta �e representada pela 
or preta). Apli
ando-se tens~oes da ordem de 10kV
aos terminais do 
ir
uito, s~ao espalhadas as sementes de grama por toda a
superf��
ie, que �e ent~ao fotografada. Neste trabalho, n~ao h�a estimativa das

orrentes que 
uem nos 
ondutores.

Je�menko tamb�em mediu diretamente as 
urvas equipoten
iais fora de

ondutores 
om 
orrente 
onstante, [JBK62℄ e [Jef89, p�ag. 301℄. Para isto
utilizou uma fonte de radioatividade alfa para ionizar o ar no ponto onde
o poten
ial seria medido. A fonte alfa adquiria o mesmo poten
ial que este
ponto. O poten
ial era ent~ao medido em rela�
~ao a um ponto de referên
ia

om um eletrômetro eletrôni
o 
one
tado �a fonte alfa.

Um exemplo desta medida que pode ser 
omparado 
om 
�al
ulos te�ori
os �e
o de uma 
orrente 
onstante de 0; 4 mi
roamp�eres 
uindo na superf��
ie de um

ondutor o
o esta
ion�ario ao qual foi apli
ado uma diferen�
a de poten
ial de
80 volts. Foi medido o poten
ial dentro e fora do 
ondutor [JBK62, Fig. 3a℄.
Esta �gura experimental ser�a 
omparada mais adiante 
om a �gura te�ori
a
obtida por Assis, Rodrigues e Mania [ARM99, Fig. 5℄.

As 
ompara�
~oes feitas na tese s~ao qualitativas. Isto �e, 
omparamos as
formas das linhas de 
ampo el�etri
o (ou das equipoten
iais) 
al
uladas teori-

amente 
om as mesmas linhas obtidas experimentalmente por Je�menko.
Para se fazer uma 
ompara�
~ao quantitativa seria ne
ess�ario 
omparar o valor
da for�
a 
al
ulada entre o 
ondutor 
om 
orrente 
onstante e uma 
arga-teste
parada externa ao 
ondutor, 
om uma medida direta desta for�
a. Mas a �uni
a
experiên
ia de que temos 
onhe
imento que tentou medir diretamente esta
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for�
a �e a de Sansbury, [San85℄. Infelizmente, embora ele tenha 
on
lu��do que
existe uma for�
a n~ao nula utilizando uma balan�
a de tor�
~ao, sua experiên
ia
n~ao 
hegou a dar resultados quantitativos pre
isos que permitissem esta 
om-
para�
~ao.

Passamos agora aos resultados te�ori
os 
onhe
idos da literatura.

2.3 Cabo Coaxial Longo

O 
�al
ulo do 
ampo el�etri
o e das 
argas super�
iais em um 
abo 
oaxial
longo 
om 
orrente 
onstante i foi feito por Sommerfeld, GriÆths, Je�menko,
e Assis e Cisneros: [Som64, p�ags. 125{130℄, [Gri89, p�ags. 336{337℄, [Jef89,
p�ags. 318 e 509{511℄ e [AC00℄.

Esta situa�
~ao 
onsiste de um 
abo 
oaxial in�nito 
omposto de um �o de
se�
~ao reta 
ir
ular de raio a 
om 
ondutividade g1, e uma 
as
a 
il��ndri
a de
raios interno b e externo 
 (
 > b > a) 
om 
ondutividade g2. Sommerfeld e
GriÆths obtiveram um 
ampo el�etri
o n~ao nulo apenas na regi~ao r < b, mas
nulo para a regi~ao r > b por 
onsiderarem 
asos parti
ulares desta situa�
~ao: o

aso de um raio externo in�nito (
!1) foi tratado por Sommerfeld, e o 
aso
de 
ondutividade in�nita da 
as
a 
il��ndri
a externa (g2 ! 1) foi tratado
por GriÆths. Na Figura 2.2 apresentamos as equipoten
iais (linhas 
heias)
e linhas de 
ampo el�etri
o (linhas pontilhadas) obtidas por Sommerfeld.

O 
aso 
om raio externo 
 �nito e 
ondutividade externa g2 �nita foi trata-
do por Je�menko e por Assis e Cisneros. Je�menko 
on
entrou-se apenas na
regi~ao entre os 
abos (a < r < b) obtendo a�� o poten
ial e o 
ampo el�etri
o,
assim 
omo as densidades super�
iais de 
arga nas superf��
ies r = a e r = b.
Assis e Cisneros estenderam o tratamento dado por Je�menko, e obtiveram
tamb�em a densidade super�
ial de 
arga na superf��
ie externa r = 
, e um

ampo el�etri
o n~ao nulo fora do 
ondutor externo (r > 
).

Apresentamos em seguida o tratamento do problema dado por Sommer-
feld, ou seja, o 
abo 
oaxial 
om 
ondutor de retorno 
om raio externo in-
�nito. Vamos utilizar 
oordenadas 
il��ndri
as, onde o eixo z 
oin
ide 
om o
eixo do 
ilindro. Temos uma 
orrente i 
uindo uniformemente no 
ondutor
interno (0 � r � a, 
om 
ondutividade g1) e retornando pelo 
ondutor ex-
terno (b � r � 1, 
om 
ondutividade g2). A densidade de 
orrente �e dada
por:

~j =

(
iẑ=�a2; r < a;
0; b < r <1:

(2.3)
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Figura 2.2: Resultados te�ori
os en
ontrados por Sommerfeld para o proble-
ma do 
abo 
oaxial in�nito. As linhas de 
ampo el�etri
o s~ao representadas
pelas linhas tra
ejadas, e as equipoten
iais s~ao representadas pelas linhas

ont��nuas.
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Lembramos que o 
ondutor de retorno tem �area de se�
~ao reta in�nita, de
modo que uma quantidade �nita de 
orrente est�a distribu��da em uma �area
in�nita, e �e por isto que a densidade de 
orrente �e nula na express~ao a
ima.
O 
ampo el�etri
o ~E dentro dos 
ondutores pode ser en
ontrado pela lei de
Ohm, e �e dado por:

~E =

(
~j=g1 = iẑ=�a2g1; r < a;
~j=g2 = 0; b < r < 
:

(2.4)

Na regi~ao entre os 
ondutores, a < r < b, onde supomos v�a
uo, vale a
equa�
~ao de Lapla
e para o poten
ial el�etri
o �:

r2� = 0;

ou, expresso em 
oordenadas 
il��ndri
as:

�2�

�r2
+

1

r

��

�r
+

1

r2
�2�

�'2
+

�2�

�z2
= 0: (2.5)

Neste problema temos simetria de rota�
~ao em torno do eixo z, ou seja:

��

�'
= 0: (2.6)

Al�em disto, o poten
ial ao longo dos 
ondutores �e uma fun�
~ao linear em
z, e devemos ter que o poten
ial �e uma fun�
~ao linear em z na regi~ao entre os

ondutores [Rus68℄. Com isto obtemos o poten
ial nesta regi~ao:

�(r; z) =
iz

�a2g1 ln(b=a)
ln

r

b
; a < r < b; (2.7)

a partir do qual podemos en
ontrar o 
ampo el�etri
o nesta mesma regi~ao:

Er(r; z) = ���

�r
= � i

�a2g1 ln(b=a)

z

r
; a < r < b;

Ez(r; z) = ���

�z
=

i

�a2g1 ln(b=a)
ln

b

r
; a < r < b: (2.8)

As densidades super�
iais de 
arga nas superf��
ies r = a e r = b podem
ser fa
ilmente en
ontradas 
om (2.2):

�a(z) = � �0i

�a3g1 ln(b=a)
z; r = a;
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�b(z) = +
�0i

�a2bg1 ln(b=a)
z; r = b; (2.9)

onde �0 �e a permissividade el�etri
a do v�a
uo.
S~ao estas 
argas super�
iais, sustentadas pela bateria, as respons�aveis

pelo 
ampo el�etri
o que mant�em a 
orrente 
uindo, e que geram o 
ampo
el�etri
o no 
ondutor interno e na regi~ao entre os 
abos, a < r < b. Isto pode
ser demonstrado 
al
ulando-se, por integra�
~ao direta, o poten
ial gerado por
estas 
argas super�
iais, o que resulta exatamente (2.7) na regi~ao entre os

ondutores.

�E a bateria tamb�em que vai de�nir onde a densidade de 
arga �e nula. No

aso da Figura 2.2 ou da Equa�
~ao (2.9) a origem do eixo z foi es
olhida para

oin
idir 
om � = 0. Isto signi�
a que a bateria que d�a origem �a 
orrente, n~ao
representada na Figura 2.2, deve estar simetri
amente 
olo
ada em rela�
~ao �a
origem z = 0. Isto devido ao fato de que a parte do 
ondutor mais pr�oxima
do terminal positivo (negativo) da bateria �
a 
arregada positivamente (neg-
ativamente), 
omo representado qualitativamente na Figura 2.1.

Como 
uriosidade, podemos tamb�em 
al
ular a 
arga por unidade de

omprimento no eixo z:

�a(z) = 2�a�a(z) = � 2�0i

a2g1 ln(b=a)
z; r = a;

�b(z) = 2�b�b(z) = +
2�0i

a2g1 ln(b=a)
z; r = b; (2.10)

ou seja, o 
ondutor se 
omporta 
omo um 
apa
itor, 
om �a(z) = ��b(z).
Lembramos que esta n~ao �e uma situa�
~ao real, apenas uma aproxima�
~ao

para o 
aso de um 
abo 
oaxial 
omprido. Al�em disso, fazendo o raio externo
in�nito restringe ainda mais uma 
ompara�
~ao deste 
aso 
om um real. En-
tretanto, vale ressaltar que estamos interessados primariamente no entendi-
mento da rela�
~ao entre as 
argas super�
iais, a 
orrente e o 
ampo el�etri
o
que existe na regi~ao fora do 
ondutor.

A seguir, vem o 
aso menos restritivo de um 
abo 
oaxial �nito.

2.4 Cabo Coaxial Finito

Ja
kson [Ja
96℄ apresentou a solu�
~ao exata para o problema do 
abo 
oaxial
de 
omprimento �nito, 
al
ulando os 
ampos e as 
argas super�
iais na regi~ao
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entre os 
ondutores. Assim 
omo GriÆths (veja Se�
~ao 2.3), ele 
onsiderou
a 
ondutividade do 
ondutor de retorno (externo) 
omo sendo in�nita. A
geometria deste 
aso pode ser vista na Figura 2.3.

N~ao entramos em detalhes na resolu�
~ao deste problema. Essen
ialmente,
ele 
al
ulou a fun�
~ao de Green para a equa�
~ao de Lapla
e, usando 
omo 
on-
di�
~oes de 
ontorno o poten
ial nas paredes dos 
ondutores. Seu resultado
mais interessante �e a 
ompara�
~ao das linhas equipoten
iais entre 
ir
uitos
abertos e fe
hados. Neste 
aso, o resistor �e 
olo
ado simetri
amente no 
on-
dutor interno. A Figura 2.4 mostra a metade superior do 
ir
uito da Figu-
ra 2.3 sem o resistor, ou seja, o 
ir
uito est�a aberto. A Figura 2.5 mostra a
mesma situa�
~ao, ex
eto que agora o 
ir
uito est�a fe
hado. Esta �ultima �gura
foi feita, segundo o autor, utilizando m�etodos num�eri
os.

Comparando as duas �guras, notamos que a diferen�
a entre as equipoten-

iais �e m��nima. Conseq�uentemente tamb�em �e m��nima a varia�
~ao nas 
argas
super�
iais, apresentadas na Figura 2.5 apenas de forma qualitativa, e na
Figura 2.6 de forma quantitativa. Isto ilustra o qu~ao importante s~ao estas
distribui�
~oes de 
argas na superf��
ie dos 
ondutores para o fenômeno da 
on-
du�
~ao de 
orrente, posto que uma varia�
~ao pequena determina se existe ou
n~ao uma 
orrente.

Figura 2.3: Geometria de 
abo 
oaxial �nito 
onsiderada por Ja
kson.
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Figura 2.4: Linhas equipoten
iais do 
abo 
oaxial �nito quando o 
ir
uito
est�a aberto, ou seja, sem o resistor. O resistor est�a lo
alizado simetri
amente
no meio do 
ondutor interno. Esta �gura 
orresponde �a regi~ao representada
pela ha
hura na Figura 2.3 no 
anto superior esquerdo.

Figura 2.5: Linhas equipoten
iais para a regi~ao superior esquerda da Figu-
ra 2.3 quando o 
ir
uito est�a fe
hado. .
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Figura 2.6: Cargas super�
iais ao longo do 
ondutor interno do 
abo 
o-
axial tratado por Ja
kson. Os pontos representam a distribui�
~ao de 
arga

om o 
ir
uito aberto (sem o resistor). Os pontos na regi~ao onde n~ao existe
o resistor representam apenas a 
omponente normal ao 
ir
uito do 
ampo
el�etri
o. A linha 
ont��nua representa a distribui�
~ao de 
arga 
om o 
ir
uito
fe
hado.
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2.5 Cir
uito Poloidal

Considere uma 
as
a 
il��ndri
a 
ondutora uniformemente resistiva de 
om-
primento in�nito e de raio a, sem espessura, 
om uma 
orrente poloidal

onstante, veja a Figura 2.7. Este problema foi tratado por Heald [Hea84℄.
Heald assumiu que a bateria fosse uma linha paralela ao eixo do 
ilindro, ali-
mentando o 
ir
uito 
om uma diferen�
a de poten
ial �0. A partir da equa�
~ao
de Lapla
e (r2� = 0), ele 
al
ulou o poten
ial em todo o espa�
o (dentro e
fora do 
ilindro), assim 
omo o 
ampo el�etri
o e as 
argas super�
iais.

O poten
ial n~ao depende da 
oordenada z por simetria, sendo o eixo z o
eixo de simetria do 
ilindro. Seu valor ao longo do 
ir
uito varia linearmente

om a 
oordenada polar ':

�(r = a; ') =
�0
2�

'; �� < ' < �: (2.11)

Fazendo uma expans~ao em s�erie de Fourier na vari�avel ', no intervalo
espe
i�
ado �� < ' < � para o poten
ial � temos:

�(r = a; ') = ��0
�

1X
n=1

(�1)n sinn'
n

; �� < ' < �: (2.12)

Podemos resolver a equa�
~ao de Lapla
e em 
oordenadas polares, usando
a Equa�
~ao (2.12) 
omo 
ondi�
~ao de 
ontorno. O resultado �e:

�(r; ') = ��0
�

1X
n=1

�
�r

a

�n sin(n')

n
=

�0
�

ar
tan
r sin'

a+ r 
os'
; r � a;

�(r; ') = ��0
�

1X
n=1

�
�a

r

�n sin(n')

n
=

�0
�

ar
tan
a sin'

r + a 
os'
; r � a:

(2.13)
Repare que para este 
aso parti
ular o autor 
onseguiu en
ontrar uma

forma fe
hada para as express~oes do poten
ial. As linhas equipoten
iais no
plano z = 0 dadas por esta equa�
~ao s~ao dadas na Figura 2.8 (resultado obtido
por Heald).

O 
ampo el�etri
o, 
al
ulado a partir do poten
ial 
om ~E = �r�, �e:

~E(r; ') = ��0[a sin'r̂ + (r + a 
os')'̂℄

�(a2 + r2 + 2ar 
os')
; r < a;
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Figura 2.7: Geometria do problema 
onsiderado por Heald. H�a uma den-
sidade de 
orrente super�
ial K 
uindo uniformemente na dire�
~ao poloidal
sobre a superf��
ie do 
ilindro.

~E(r; ') = �a�0[� sin'r̂ + (a=r + 
os')'̂℄

�(a2 + r2 + 2ar 
os')
; r > a: (2.14)

Na express~ao anterior para o 
ampo el�etri
o podemos ver 
laramente as

omponentes radiais e tangen
iais do 
ampo el�etri
o 
om rela�
~ao ao 
ir
uito.
Com isto, podemos en
ontrar as 
argas super�
iais no 
ir
uito:

�(') = �0[Er(r ! a+; ')� Er(r ! a�; ')℄ = �0�0

2�a
tan

'

2
: (2.15)

Na Figura 2.9 apresentamos um 
orte transversal do 
ilindro, 
om as
linhas de 
ampo el�etri
o; as 
argas super�
iais s~ao representadas qualitati-
vamente pelos sinais positivo e negativo ao longo do 
ir
uito.

Na Figura 2.10, mostramos a �gura equivalente en
ontrada experimen-
talmente por Je�menko [Jef62℄. Dis
utimos estas experiên
ias na Se�
~ao 2.2.
Note que as aproxima�
~oes utilizadas por Heald, 
omparadas 
om o 
aso real
de Je�menko, 
ontinuam muito boas, e podemos observar a n��tida semelhan-
�
a entre estas duas �guras. Note que a pla
a experimental de Je�menko �e
essen
ialmente uma �gura bidimensional (a 
orrente est�a 
on�nado em uma
pla
a), enquanto que a �gura das linhas de 
ampo el�etri
o de Heald �e uma
se�
~ao transversal ao eixo z do 
ir
uito.
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Figura 2.8: Resultado te�ori
o obtido por Heald para as equipoten
iais no

ir
uito poloidal (
orte transversal ou de se�
~ao reta do 
ilindro). O eixo z �e
perpendi
ular �a �gura passando pelo 
entro do 
��r
ulo. A linha de bateria �e
representada pela bola preta.
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Figura 2.9: Resultado te�ori
o en
ontrado por Heald para as linhas de 
ampo
el�etri
o no 
ir
uito poloidal.

Figura 2.10: Pla
a experimental de Je�menko para as linhas de 
ampo
el�etri
o 
orrespondente ao resultado en
ontrado por Heald.
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2.6 Fio Reto Longo de Se�
~ao Reta Cir
ular

O 
aso do �o reto ma
i�
o e longo est�a detalhado em [ARM99℄. Neste artigo
tamb�em h�a uma extensa dis
uss~ao a respeito dos motivos que levaram 
ien-
tistas a ignorarem a abordagem de 
argas super�
iais que exploramos neste
trabalho.

A geometria 
onsiderada neste problema �e a de um �o de 
omprimento
` e raio a, homogêneo e 
om 
ondutividade 
onstante. O �o transporta uma

orrente i 
onstante no tempo e na se�
~ao reta. Sup~oe-se uma densidade
super�
ial de 
arga linear 
om o eixo do �o, �f = �Az=`+�B . Este resultado
tem de valer neste 
aso, 
omo foi provado por Russell, [Rus68℄. O ponto onde
�f = 0 vai depender da posi�
~ao da bateria. Com isto 
al
ula-se o poten
ial
dentro e fora do �o por integra�
~ao direta das 
argas super�
iais:

�(r; z) =
1

4��0

Z 2�

0
d'0

Z `=2

�`=2

dz0(�Az
0=`+ �B)q

1� 2(r=a) 
os'0 + r2=a2 + (z0 � z)2=a2
:

(2.16)
Na aproxima�
~ao `� a, obtemos o poten
ial e o 
ampo el�etri
o:

�(r; '; z) =

(
a(�Az=` + �B) ln(`=a)=�0; r < a;
a(�Az=` + �B) ln(`=r)=�0; r > a;

(2.17)

~E(r; '; z) =

(
�a�A ln(`=a)ẑ=`�0; r < a;
a(�Az=`+ �B)r̂=�0r � a�A ln(`=r)ẑ=`�0; r > a:

(2.18)

Podemos ver as linhas equipoten
iais nas Figuras 2.11 (resultado te�ori
o
en
ontrado por Assis, Rodrigues e Mania) e 2.12 (resultado experimental
en
ontrado por Je�menko).

As linhas de 
ampo el�etri
o, aqui apresentadas na Figura 2.13, en
on-
tradas teori
amente, podem ser 
omparadas 
om a �gura experimental 
or-
respondente de Je�menko, aqui apresentada na Figura 2.14. H�a �otima 
on-

ordân
ia.

Note que este 
aso teve tratamento inverso aos 
asos apresentados at�e
aqui. Ou seja, ao inv�es de resolver a equa�
~ao de Lapla
e na regi~ao fora dos

ondutores e, a partir do poten
ial 
al
ular o 
ampo el�etri
o e as 
argas su-
per�
iais, os autores propuseram que se 
onsiderasse a existên
ia de uma
distribui�
~ao linear de 
argas na superf��
ie do 
ondutor. A partir desta dis-
tribui�
~ao de 
argas 
al
ula-se o poten
ial por integra�
~ao direta, e a partir do
poten
ial, o 
ampo el�etri
o. Supondo a linearidade das 
argas super�
iais,
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Figura 2.11: Linhas equipoten
iais en
ontradas por Assis, Rodrigues e Mania
para o problema do �o reto longo.

Figura 2.12: Pla
a experimental de Je�menko para um 
ir
uito o
o em forma
retangular, 
onduzindo 
orrente 
onstante e uniforme em sua superf��
ie.

21



Figura 2.13: Linhas de 
ampo el�etri
o en
ontradas por Assis, Rodrigues
e Mania no problema do �o reto longo. Podemos 
onsiderar a se�
~ao reta
longitudinal 
omo uma aproxima�
~ao da �gura experimental de Je�menko.

Figura 2.14: Pla
a experimental de Je�menko mostrando linhas de 
ampo
el�etri
o em 
ir
uito bidimensional 
om 
orrente 
onstante.
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�
amos 
om o valor de seus 
oe�
ientes (linear e 
onstante) inde�nidos at�e
impormos as 
ondi�
~oes de 
ontorno: o poten
ial na superf��
ie do 
ondutor.

Uma maneira de testar a validade deste m�etodo �e veri�
ando sua 
oe-
rên
ia: a partir do 
ampo el�etri
o, �e poss��vel 
al
ular, 
om a lei de Gauss, as

argas super�
iais. Estas 
argas devem 
oin
idir 
om aquelas 
argas super�-

iais ini
iais que deram origem ao poten
ial. Al�em disto, dentro do 
ondutor
deve existir um 
ampo el�etri
o 
onstante, 
ompat��vel 
om a suposi�
~ao de 
or-
rente 
onstante. Todas estas exigên
ias foram 
on�rmadas neste problema,
ver [ARM99℄.

2.7 Linha de Transmiss~ao

O 
aso da linha de transmiss~ao, 
onstitu��da por dois �os resistivos 
ondutores,
foi tratado pela primeira vez em [Str41, p�ag. 262℄, e detalhado em [AM99℄.

A geometria do problema �e dada na Figura 2.15. Temos dois �os retos de
se�
~ao reta 
ir
ular de raio a e 
omprimento `, imersos no ar. Seus eixos est~ao
separados por uma distân
ia R e est~ao paralelos ao eixo z. A 
ondutividade

onstante e homogênea dos �os �e g. Os terminais dos �os est~ao submetidos
�as diferen�
as de poten
ial �A e �B, �a esquerda, e ��A e ��B, �a direita,

onforme mostra a Figura 2.15. O resultado �nal para o poten
ial em todo
o espa�
o �e:

�(x; y; z) = �
 
�A � �B

`
z +

�A + �B
2

!
1

2 ln R�
p
R2�4a2
2a

� ln
(x�pR2 � 4a2=2)2 + y2

(x +
p
R2 � 4a2=2)2 + y2

: (2.19)

O 
ampo el�etri
o �e dado por:

~E(x; y; z) = �
 
�A � �B

`
z +

�A + �B
2

! p
R2 � 4a2

ln R+
p
R2�4a2
2a

(x2 � y2 + a2 � R2=4)x̂+ 2xyŷ

a4 +R4=16� R2(x2 � y2)=2 + (x2 + y2)2 � a2(R2 � 4x2 + y2)=2

+
�A � �B

`

1

2 ln R�
p
R2�4a2
2a

ln
(x�pR2 � 4a2=2)2 + y2

(x+
p
R2 � 4a2=2)2 + y2

: (2.20)
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Podemos 
omparar estes resultados 
om aquele en
ontrado por Je�menko.
Apesar dele n~ao forne
er as dimens~oes, podemos estimar a raz~ao por R=2a �
10=3 a partir de sua �gura experimental. Juntamente 
om �A = 0 e �B = 1V ,
obtemos a partir da Equa�
~ao (2.19) as equipoten
iais em y = 0, mostradas
na Figura 2.16. As linhas de 
ampo el�etri
o para esta mesma situa�
~ao est~ao
na Figura 2.17, enquanto que a pla
a experimental est�a apresentada na Figu-
ra 2.18.

Assim 
omo no 
aso anterior, Se�
~ao 2.6, a 
ompara�
~ao n~ao �e perfeita,
visto que temos uma linha de transmiss~ao 
omposta por dois �os 
il��ndri
os
paralelos no 
aso te�ori
o, enquanto que no 
aso experimental de Je�menko
temos um 
ir
uito bidimensional. Entretanto, os resultados 
oin
idem bas-
tante bem.

Ini
iamos no pr�oximo 
ap��tulo os 
asos novos que 
onstituem o 
orpo
deste trabalho.
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Figura 2.15: Dois �os paralelos de raio a, separados por uma distân
ia R. O
�o de 
ima 
arrega uma 
orrente 
onstante I ao longo da dire�
~ao positiva de
z, enquanto que o de baixo 
arrega uma 
orrente de retorno I, ao longo da
dire�
~ao negativa de z.
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Figura 2.16: Linhas equipoten
iais para o plano y = 0 no problema da linha
de transmiss~ao 
om 
orrente 
onstante.
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Figura 2.17: Linhas de 
ampo el�etri
o no plano y = 0 no problema da linha
de transmiss~ao 
om 
orrente 
onstante.

Figura 2.18: Pla
a experimental de Je�menko mostrando linhas de 
ampo
el�etri
o nas duas pla
as grossas 
onduzindo 
orrentes em dire�
~oes opostas.
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Cap��tulo 3

Casos Novos

Apresentamos neste Cap��tulo 
asos que ainda n~ao foram tratados na litera-
tura. Primeiramente apresentamos resultados dos 
ampos em pla
as retan-
gulares. Apesar de n~ao haver trabalhos sobre esta geometria parti
ular na
literatura que seja de nosso 
onhe
imento, es
olhemos esta geometria porque
ela �e bastante simples. Apli
amos o resultado de uma pla
a para os 
asos de
duas e quatro pla
as paralelas, sob diversas 
ondi�
~oes. Alguns destes resul-
tados foram apresentados em [AH99a℄. Ao �nal do 
ap��tulo, apresentamos a
solu�
~ao num�eri
a para o poten
ial gerado por um anel �liforme 
onduzindo
uma 
orrente 
onstante.

3.1 Pla
a Retangular

A geometria que estamos 
onsiderando �e a de uma pla
a retangular de 
om-
primento `x no eixo x e `z no eixo z. Ela est�a situada no plano y = 0. O

entro geom�etri
o da pla
a est�a lo
alizado na origem do sistema 
artesiano de

oordenadas. Assumimos que a 
orrente 
ui uniformemente de �`z=2 para
`z=2, veja a Figura 3.1.

A resolu�
~ao deste problema a partir da equa�
~ao de Lapla
e esbarra em
di�
uldades anal��ti
as na imposi�
~ao das 
ondi�
~oes de 
ontorno. Por este
motivo, tomamos o 
aminho inverso 
omo no 
aso do �o reto (Se�
~ao 2.6),
ou seja, a partir da distribui�
~ao de 
argas super�
iais 
al
ulamos o poten
ial
el�etri
o.

Vamos tomar uma densidade super�
ial de 
arga � que seja linear ao
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Figura 3.1: Esquema da pla
a 
ondutora 
om 
orrente 
onstante.

longo de z:
�(z) = �z + �: (3.1)

O fato de que a densidade de 
argas super�
iais nos 
ondutores varia
linearmente 
om a distân
ia ao longo da dire�
~ao da 
orrente vai ser utilizada
em todos os 
asos de 
ondutores retil��neos longos tratados nesta tese. A
justi�
ativa para isto �e um teorema provado por Russell em 1968, [Rus68℄.
Ele parte da equa�
~ao de Lapla
e r2� = 0 fora dos 
ondutores e apli
a a

ondi�
~ao de 
ontorno de que o poten
ial �e linear ao longo da dire�
~ao da

orrente sobre o 
ondutor. Apli
a ent~ao a lei de Gauss, Equa�
~ao (2.2), na
interfa
e 
ondutor-v�a
uo e 
hega ent~ao em (3.1).

Note que �, de maneira geral, �e uma fun�
~ao de ambas as 
oordenadas,
�(x; z), para o 
aso de `x �nito. Entretanto, a dependên
ia em x introduz
di�
uldades anal��ti
as para a resolu�
~ao deste problema, di�
uldades estas
que est~ao al�em dos objetivos deste trabalho. Assumimos deste modo que a
densidade super�
ial de 
arga seja dada simplesmente por (3.1), 
omo apro-
xima�
~ao no tratamento deste 
aso, v�alida para `x � j~rj, onde ~r �e o ponto de
observa�
~ao (ver Equa�
~ao (3.4)).

O poten
ial el�etri
o �e prontamente dado pelas 
argas super�
iais � a
ima
por:

�(~r) =
1

4��0

Z Z
S

�(z)dA0

j~r � ~r 0j ; (3.2)

onde dA0 �e um elemento de �area, e S �e a superf��
ie onde existe a distribui�
~ao
de 
arga �(z). Estamos interessados apenas no poten
ial no plano sim�etri
o
x = 0. Isto �e feito para realizarmos 
ompara�
~oes 
om as �guras experimentais
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de Je�menko, logo em seguida. Assim, o poten
ial neste plano �e:

�(0; y; z) =
1

4��0

Z `z=2

�`z=2
dz0

Z `x=2

�`x=2
dx0

�z0 + �q
x02 + y2 + (z � z0)2

: (3.3)

Resolvemos estas integrais utilizando três aproxima�
~oes diferentes, (A),
(B) e (C) (veja a resolu�
~ao das integrais no Apêndi
e A), de�nidas por:

(A) `x � `z �
p
z2 + y2;

(B) ` = `z = `x �
p
z2 + y2;

(C) `z � `x �
p
z2 + y2:

(3.4)

O poten
ial, respe
tivamente para as aproxima�
~oes (A), (B) e (C), �e dado
por:

�(0; y; z) =

"
(�z + �)

 
`z
2�
� jyj

2

!
+

�`z
2�

ln
2`x
`z
� z2

�`z

�
2�z

3
+ �

�

+
y2

�`z
(2�z + �)

#
=�0; (3.5)

�(0; y; z) =

"
(�z + �)

 
`

2�
ln(
p
2 + 1)� jyj

2

!
+

�`

2�
ln(
p
2 + 1)

�
p
2z2

2�`

�
5�z

6
+ �

�
+

p
2y2

�`

�
3�z

2
+ �

�#
=�0; (3.6)

�(0; y; z) =

"
(�z + �)

 
`x
2�

ln
2`z
`x
� y2

�`x

!
+

�`x
2�

#
=�0: (3.7)

Vamos tamb�em de�nir as 
onstantes �1 e �2, para 
ada aproxima�
~ao:

�1 �2

(A) `z=2�
`z
2�

ln(2`x=`z)

(B) `
2�

ln(
p
2 + 1) `

2�
ln(
p
2 + 1)

(C) `x
2�

ln(2`z=`x) `x=2�

(3.8)

As 
onstantes �1 e �2, têm dimens~oes de 
omprimento, da ordem da
largura da pla
a, nas aproxima�
~oes utilizadas, e muito maiores que os pontos
de observa�
~ao r =

p
y2 + z2.
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Desprezando termos da ordem 1=`x, 1=`z e 1=`, obtemos o poten
ial
el�etri
o para uma pla
a, dado por:

�(0; y; z) =
1

�0

"
(�z + �)

 
�1 � jyj

2

!
+ ��2

#
: (3.9)

Podemos ver as equipoten
iais na Figura 3.2, onde usamos a aproxima�
~ao
(A), 
om os valores `x=`z = 3, e poten
iais �(0;�`z=2) = �0=2, �(0; `z=2) =
��0=2. A rela�
~ao entre as 
onstantes �, � e o poten
ial �0 para este 
aso
parti
ular �e:

� = �2��0�0
`2z

; � = 0: (3.10)

O 
ampo el�etri
o �e prontamente dado por ~E = �r�:

~E(0; y; z) = � 1

�0

"
��z + �

2
ŷ + �

 
�1 � jyj

2

!
ẑ

#
; (3.11)

onde o sinal superior vale para a regi~ao y > 0, e o inferior para y < 0.
Note que podemos re
uperar a distribui�
~ao super�
ial de 
arga original,
Equa�
~ao (3.1), a partir do 
ampo el�etri
o. Sendo n̂ o versor normal �a su-
perf��
ie, a densidade de 
arga �e dada por (2.2):

�(z) = �0[Ey(0; y ! 0+; z)� Ey(0; y! 0�; z)℄ = �z + �:

As linhas de 
ampo el�etri
o podem ser obtidas pelo m�etodo des
rito no
livro do Sommerfeld, [Som64, p�ag. 128℄. Suponha que uma fun�
~ao  (0; y; z)
represente as linhas de 
ampo el�etri
o. Em todos os pontos vale ent~ao que es-
sas linhas s~ao perpendi
ulares �as equipoten
iais. Em nota�
~ao vetorial temos:

r � r� = 0: (3.12)

Neste 
aso as linhas de 
ampo el�etri
o s~ao dadas por:

 (0; y; z) =

(
z2 + 2�z=�� y2 + 4�1y; y > 0;
z2 + 2�z=�� y2 � 4�1y; y < 0:

(3.13)

Esta fun�
~ao nos d�a duas fam��lias de hip�erboles nas regi~oes a
ima ou abaixo
da pla
a. Um exemplo desta fun�
~ao  pode ser visto na Figura 3.3, onde
usamos a aproxima�
~ao (A), 
om os mesmos valores que na Figura 3.2.
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Figura 3.2: Linhas equipoten
iais para uma pla
a 
ondutora no plano longi-
tudinal x = 0.

Figura 3.3: Linhas de 
ampo el�etri
o na pla
a 
ondutora no plano longitu-
dinal x = 0.
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3.2 Duas Pla
as Paralelas

Com o resultado para o poten
ial de uma pla
a podemos analisar os ex-
perimentos de Je�menko. Primeiramente 
onsideramos [Jef62, Fig. 1℄ ou
[Jef89, Pla
a 6℄, aqui apresentadas na Figura 2.14. Nestes 
asos temos uma

orrente 
onstante 
uindo uniformemente ao longo do eixo z do 
ondutor
de 
ondutividade g em forma de paralelep��pedo de dimens~oes `x, a e `z.
Correspondentemente, h�a 
argas livres somente ao longo de suas superf��
ies
externas, lo
alizadas em y = a=2 e y = �a=2 (
onsiderando o 
ondutor de
espessura a 
entrado na origem). Em ambas as superf��
ies as 
argas livres
s~ao dadas aproximadamente pela Equa�
~ao (3.1). Ser�a mostrada adiante a
validade desta suposi�
~ao. A superposi�
~ao das duas pla
as 
arregadas situ-
adas em y = �a=2, utilizando a Equa�
~ao (3.9) e substituindo a posi�
~ao y = 0
das pla
as por a=2 ou �a=2 
onvenientemente, resulta o poten
ial no plano
x = 0, dado por:

�(0; y; z) =
1

�0

"
(�z + �)

 
2�1 � jy � a=2j+ jy + a=2j

2

!
+ 2��2

#
: (3.14)

Este poten
ial pode ser visto na Figura 3.4 na aproxima�
~ao (A), 
om
`x=`z = `z=a = 6. Dadas as 
ondi�
~oes de 
ontorno:

�(0;�a=2;�`z=2) = �0=2 e �(0;�a=2; `z=2) = ��0=2; (3.15)

podemos obter uma rela�
~ao entre � e � 
om o poten
ial dado �0 para este

aso parti
ular, ou seja:

� = � �0�0
`z(4�1 � a)

; � = 0: (3.16)

O 
ampo el�etri
o �e dado por:

~E(0; y; z) =

8><
>:
�[�(2�1 � y)ẑ � (�z + �)ŷ℄=�0; y > a=2;
��(2�1 � a=2)ẑ=�0; �a=2 < y < a=2;
�[�(2�1 + y)ẑ + (�z + �)ŷ℄=�0; y < �a=2:

(3.17)

�E interessante que, 
omo deveria ser esperado, o 
ampo el�etri
o na regi~ao
entre as pla
as �e 
onstante. �E exatamente este fato que nos permite 
omparar
nossas duas pla
as paralelas 
om uma situa�
~ao um pou
o diferente, 
onforme
des
rita no in��
io desta Se�
~ao: um paralelep��pedo 
onduzindo uma 
orrente
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Figura 3.4: Linhas equipoten
iais no 
aso de duas pla
as 
onduzindo 
orrente
na mesma dire�
~ao.

uniforme e 
onstante na se�
~ao reta de dimens~oes `x e a, ao longo de seu

omprimento `z. Estas pla
as 
arregadas paralelas seriam an�alogas, portanto,
�as superf��
ies superior e inferior do paralelep��pedo. Com isto, justi�
amos
a suposi�
~ao de que as 
argas na superf��
ie do 
ondutor seja linear 
om z,

onforme indi
amos no in��
io desta Se�
~ao.

Note que, assim 
omo no 
aso da pla
a �uni
a, tamb�em podemos re
u-
perar a distribui�
~ao super�
ial de 
arga a partir da 
omponente do 
ampo
el�etri
o perpendi
ular �a pla
a. Cal
ulando a fun�
~ao que d�a as linhas de

ampo el�etri
o temos:

 (0; y; z) =

8><
>:
z2 + 2�z=�� y2 + 4�1y; y > a=2;
�ay=2; �a=2 < y < a=2;
z2 + 2�z=�� y2 � 4�1y; y < �a=2:

(3.18)

Na Figura 3.5 �zemos o gr�a�
o para esta fun�
~ao usando as mesmas 
on-
di�
~oes que na Figura 3.4, de modo a ter dimens~oes similares �as do experimento
de Je�menko, apresentado na Figura 2.14.

Neste ponto, vale lembrar que a 
ompara�
~ao que fazemos aqui �e qualita-
tiva. Na Se�
~ao 2.5, 
omparamos as �guras obtidas a partir do 
ir
uito 
om

orrente poloidal. As linhas de 
ampo el�etri
o te�ori
as est~ao na Figura 2.9,
enquanto que as linhas experimentais est~ao na Figura 2.10. A Figura 2.9
representa a se�
~ao reta de um 
ondutor muito 
omprido no eixo z, no plano
onde 
ui a 
orrente. Entretanto, a 
ompara�
~ao 
om 2.10 �e muito boa.
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Figura 3.5: Linhas de 
ampo el�etri
o para duas pla
as paralelas 
onduzindo

orrente na mesma dire�
~ao { ou para um �uni
o 
ondutor 
om espessura.

Neste mesmo sentido, 
omparamos a nossa �gura te�ori
a 3.5 
om seu
an�alogo experimental apresentado na Figura 2.14. Ou seja, uma se�
~ao ao
longo do plano onde 
ui a 
orrente (neste 
aso, o plano x = 0) mostra linhas
de 
ampo el�etri
o muito pare
idas 
om aquelas en
ontradas experimental-
mente, numa situa�
~ao estritamente bidimensional. As pla
as modelam as
superf��
ies externas do 
ondutor, que seriam representadas pelas linhas su-
perior e inferior que limitam o 
ondutor de Je�menko. Ainda assim, dentro
das regi~oes de aproxima�
~ao, nossa 
ompara�
~ao tamb�em �e muito boa.

Para uma 
ompara�
~ao quantitativa seria ne
ess�ario 
omparar o 
�al
ulo
da for�
a entre o 
ondutor 
om 
orrente e uma 
arga parada externa a ele,

om uma medida direta desta for�
a. Mas 
omo dis
utimos na Se�
~ao 2.2 a
�uni
a experiên
ia de que temos 
onhe
imentos em que foi feita esta medida,
[San85℄, n~ao forne
eu dados quantitativos pre
isos.

35



3.3 Quatro Pla
as Paralelas

Agora desejamos modelar as Figuras 5 e 6 de [Jef62℄, ou o segundo resultado
da Pla
a 6 de [Jef89℄.

Temos essen
ialmente uma linha de transmiss~ao na qual a 
orrente 
ui
uniformemente ao longo do eixo z de um paralelep��pedo de 
ondutividade
g1 e espessura (b� a)=2, 
om b > a, retornando uniformemente ao longo do
paralelep��pedo paralelo, de mesma espessura mas de 
ondutividade g2. Os

entros dos dois 
ondutores est~ao separados por uma distân
ia (b + a)=2.
Neste 
aso h�a 
argas livres nas quatro pla
as situadas em y = �b=2 e y =
�a=2.

Tratamos dois 
asos espe
iais: primeiro, quando os paralelep��pedos para-
lelos têm poten
iais opostos para 
ada valor de z. Segundo, quando um dos

ondutores �e um 
ondutor perfeito, ou seja, n~ao h�a queda de poten
ial em
seu interior.

3.3.1 Poten
iais Opostos

Neste 
aso os dois paralelep��pedos 
ondutores têm a mesma 
ondutividade
�nita g1 = g2 = g. Assumimos que os poten
iais s~ao exatamente opostos
nas duas pla
as espessas, para 
ada valor de z. As densidades super�
iais de

arga para as pla
as lo
alizadas em y = b=2, y = a=2, y = �a=2 e y = �b=2
s~ao dadas respe
tivamente por:

�b=2 = �b=2z + �b=2;
�a=2 = �a=2z + �a=2;

��a=2 = ��a=2;
��b=2 = ��b=2:

(3.19)

Podemos obter o poten
ial utilizando a Equa�
~ao (3.5) 
om valores apro-
priados para a posi�
~ao em y de 
ada uma das quatro pla
as. De�nimos
tamb�em as 
onstantes �1 e �2 para 
ada uma das aproxima�
~oes (3.4):

�1 �2

(A) 1=(�`z=4a� 1) 1=(�`z=2a� 1)

(B) 1=(�`=3
p
2a� 1) 1=(�`=2

p
2a� 1)

(C) 1=(�`x=2a� 1) 1=(�`x=2a� 1)�

(3.20)

As 
onstantes �1 e �2 n~ao têm dimens~ao e vale que 1� �1 e 1� �2.
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Pre
isamos que o poten
ial n~ao dependa de y nas regi~oes a=2 < y < b=2
e �b=2 < y < �a=2, pois nestas regi~oes a 
orrente 
ui apenas ao longo da
dire�
~ao z. Disto resultam as rela�
~oes (ver (3.20)):

�b=2 = �a=2�1; �b=2 = �a=2�2; (3.21)


om o que o poten
ial se torna, fazendo �a=2 ! � e �a=2 ! �:

�(0; y; z) =

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

[a(�z + �) + (b� 2y)(�z�1
+��2)℄ =2�0; y > b=2;

a(�z + �)=2�0; a=2 < y < b=2;
y(�z + �)=�0; jyj < a=2;
�a(�z + �)=2�0; �b=2 < y < �a=2;
� [a(�z + �) + (b+ 2y)(�z�1

+��2)℄ =2�0; y < �b=2;

(3.22)


omo pode ser visto na Figura 3.6, na aproxima�
~ao (A) 
om `x=`z = 2`z=(b�
a) = 6.

O 
ampo el�etri
o �e dado por:

~E(0; y; z) =

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

� 1
�0

n
�
2
[a+ �1(b� 2y)℄ ẑ � (�z�1

+��2) ŷg ; y > b=2;
�a�ẑ=2�0; a=2 < y < b=2;
�[y�ẑ + (�z + �)ŷ℄=�0; jyj < a=2;
a�ẑ=2�0; �b=2 < y < �a=2;
1
�0

n
�
2
[a + �1(b + 2y)℄ ẑ + (�z�1

+��2) ŷg ; y < �b=2:
(3.23)

As linhas de 
ampo el�etri
o s~ao dadas por:

 (0; y; z) =

8>>>>>><
>>>>>>:

z2 + 2�z�2=��1 � y2 + y(b+ a=�1); y > b=2;
�ay=2; a=2 < y < b=2;
z2 + 2�z=�� y2; jyj < a=2;
ay=2; �b=2 < y < �a=2;
z2 + 2�z�2=��1 � y2 � y(b+ a=�1); y < �b=2:

(3.24)
Na Figura 3.7 gra�
amos esta fun�
~ao nas mesmas 
ondi�
~oes que a Figu-

ra 3.6, de modo a termos dimens~oes similares �as dos experimentos de Je�-
menko, Figura 2.18. A pla
a superior (a=2 < y < b=2) tem os poten
iais em
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Figura 3.6: Linhas equipoten
iais para quatro pla
as 
arregadas { ou dois

ondutores grossos 
onduzindo 
orrentes em dire�
~oes opostas.
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Figura 3.7: Linhas de 
ampo el�etri
o para duas pla
as 
om espessura 
on-
duzindo 
orrentes em dire�
~oes opostas.

suas bordas dados por:

�(0; a=2 < y < b=2;�`z=2) = �0=2;
�(0; a=2 < y < b=2; `z=2) = 0;

(3.25)

enquanto que a pla
a inferior (�b=2 < y < �a=2) tem os poten
iais em suas
bordas dados por:

�(0;�b=2 < y < �a=2;�`z=2) = ��0=2;
�(0;�b=2 < y < �a=2; `z=2) = 0:

(3.26)

A rela�
~ao entre o poten
ial �0 e as 
argas super�
iais para este 
aso �e
dada por:

� = ��0�0

a`z
; � =

�0�0

2a
: (3.27)
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3.3.2 Pla
a Condutora Perfeita

Suponha que a pla
a inferior seja um 
ondutor perfeito. Ou seja, suponha
que ela esteja submetida ao mesmo poten
ial 
onstante �(0;�b=2 < y <
�a=2; z) = � em toda sua extens~ao no eixo z. Este resultado experimental
�e mostrado na Figura 6 de [Jef62℄ (ele usou g1 � g2).

Supomos densidades super�
iais de 
arga, respe
tivamente para y = b=2,
y = a=2, y = �a=2 e y = �b=2 dadas por:

�b=2 = �b=2z + �b=2;
�a=2 = �a=2z + �a=2;

��a=2 = ��a=2z + ��a=2;
��b=2 = ��b=2z + ��b=2:

(3.28)

O poten
ial ser�a dado pela superposi�
~ao da Equa�
~ao (3.5) ou (3.9) para

ada uma das pla
as. Para modelar este 
aso pre
isamos que o poten
ial n~ao
dependa de y na regi~ao a=2 < y < b=2, e que seja 
onstante (n~ao dependa de
y nem de z) em �b=2 < y < �a=2. Com isto en
ontramos as rela�
~oes entre
as 
argas super�
iais das pla
as:

�a=2 = �b=2
4�1�b

a
; �a=2 =

�b=2(4�1+4�2�b)�2��0
a

;
��a=2 = ��a=2; ��a=2 = ��a=2;
��b=2 = �b=2; ��b=2 = �b=2:

(3.29)

O poten
ial el�etri
o �
a ent~ao na forma:

�(0; y; z) =

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

1
�0

h
(�b=2z + �b=2)(4�1 � b

2
� y)

+4�2�b=2
i
� �; y > b=2;

a(�a=2z + �a=2)=�0 + �; a=2 < y < b=2;
(�a=2z + �a=2)(a=2 + y)=�0 + �; jyj < a=2;
�; �b=2 < y < �a=2;
(�b=2z + �b=2)(b=2 + y)=�0 + �; y < �b=2:

(3.30)

As equipoten
iais s~ao mostradas na Figura 3.8 nas mesmas 
ondi�
~oes que
na Figura 3.6.
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Figura 3.8: Linhas equipoten
iais para o 
aso em que o 
ondutor grosso
inferior �e um 
ondutor perfeito.
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O 
ampo el�etri
o �e prontamente dado por:

~E(0; y; z) =

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

� 1
�0
[�b=2(4�1 � b=2� y)ẑ

�(�b=2z + �b=2)ŷ℄; y > b=2;
�a�a=2ẑ=�0; a=2 < y < b=2;
�[�a=2(a=2 + y)ẑ + (�a=2z + �a=2)ŷ℄=�0; jyj < a=2;
0; �b=2 < y < �a=2;
�[�b=2(b=2 + y)ẑ + (�b=2z + �b=2)ŷ℄=�0; y < �b=2:

(3.31)
As linhas de 
ampo el�etri
o s~ao dadas por:

 (0; y; z) =

8>>>>>><
>>>>>>:

z2 + 2�b=2z=�b=2 � y2 + (8�1 � b)y; y > b=2;
�ya=2; a=2 < y < b=2;
z2 + 2�a=2z=�a=2 � y2 � ay; jyj < a=2;
�a2=4; �b=2 < y < �a=2;
z2 + 2�b=2z=�b=2 � y2 � by; y < �b=2:

(3.32)
As linhas de 
ampo el�etri
o est~ao gra�
adas na Figura 3.9 nas mesmas


ondi�
~oes que na Figura 3.6. O poten
ial 
onstante na pla
a inferior �e � =
��0=2. A �gura equivalente en
ontrada experimentalmente por Je�menko
est�a apresentada na Figura 3.10.

A rela�
~ao entre o poten
ial �0 e as 
argas super�
iais para este 
aso �e
dada por:

�b = � �0�0
`z(4�1 � b)

; �b =
�0�0

2(4�1 + 4�2 � b)
: (3.33)
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Figura 3.9: Linhas de 
ampo el�etri
o para o 
aso em que o 
ondutor inferior
�e um 
ondutor perfeito.

Figura 3.10: Experimento de Je�menko em que o 
ondutor inferior �e muito
mais 
ondutivo que o superior.
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3.4 Anel Filiforme

Nesta se�
~ao apresentamos o poten
ial no espa�
o gerado por um anel 
on-
duzindo 
orrente.

Nossa motiva�
~ao para tratar este 
aso vem do fato de que todos os 
asos
anteriores referem-se a 
asos pou
o reais, 
om limita�
~oes pr�ati
as. Por exem-
plo, Sommerfeld, GriÆths, Je�menko, e Assis e Cisneros (veja Se�
~ao 2.3)
trataram um 
abo 
oaxial in�nito; Heald (veja Se�
~ao 2.5) tratou de um

ilindro in�nito 
om 
orrente poloidal; at�e mesmo Ja
kson (veja Se�
~ao 2.4),
apesar de apresentar o resultado para um 
abo 
oaxial de 
omprimento �nito,
faz 
om que a 
ondutividade do 
ondutor externo seja in�nita (e assim n~ao
existe um 
ampo el�etri
o n~ao-nulo fora do sistema). Desse modo, pensamos
em tratar um 
aso de dimens~oes �nitas.

Uma primeira abordagem seria a resolu�
~ao anal��ti
a da equa�
~ao de Lapla-

e para a 
orrente 
uindo em um anel, por exemplo em 
oordenadas toroidais,
[MS88, p�ags. 112{115℄. Entretanto, a solu�
~ao, envolvendo polinômios de Le-
gendre toroidais, resulta express~oes por demais 
omplexas, que n~ao aumen-
tam nossa intui�
~ao por tr�as da f��si
a do problema. Por este motivo, n~ao
tratamos o problema 
om esta abordagem.

Utilizamos um m�etodo num�eri
o para a resolu�
~ao da equa�
~ao de Lapla
e,
r2� = 0. Supomos um anel �liforme (sem espessura), 
onduzindo uma

orrente 
onstante. A bateria que mant�em esta 
orrente 
onstante �e puntual,
ou seja, em um ponto do 
ir
uito existe uma des
ontinuidade do poten
ial
(por exemplo, se a bateria provê uma diferen�
a de poten
ial de �0, existe um
salto do poten
ial de ��0=2 para �0=2 no ponto onde se situa a bateria). A
geometria utilizada en
ontra-se na Figura 3.11.

Consideramos a resistên
ia espalhada uniformemente por todo o �o. Isto
signi�
a que a 
omponente tangen
ial do 
ampo el�etri
o �e 
onstante ao longo
de todo o �o. Logo o poten
ial el�etri
o �(r; �; z) ao longo do �o �e uma fun�
~ao
linear do ângulo polar �. Para o 
aso da Figura 3.11 temos ent~ao (
om r = a
e z = 0):

�(a; �; 0) =
�0

2�
�; 
om �� < � < �: (3.34)

Basi
amente, o m�etodo 
onsiste em resolver a equa�
~ao de Lapla
e em

oordenadas 
il��ndri
as, onde o eixo z �e o eixo de simetria do anel. Fazemos
uma expans~ao em s�erie de Fourier tanto do poten
ial linear no anel quanto
da solu�
~ao, e tomamos um n�umero �nito de termos nesta expans~ao.
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Figura 3.11: Um anel �liforme de raio a 
om uma 
orrente 
onstante i. A
baterial ideal est�a situada em � = �, gerando uma diferen�
~ao de poten
ial
entre seus terminais de valor �0.

A equa�
~ao de Lapla
e em 
oordenadas 
il��ndri
as �e dada por:

r2� =
1

r

�

�r

 
r
��

�r

!
+

1

r2
�2�

��2
+

�2�

�z2
= 0: (3.35)

Uma expans~ao em s�erie de Fourier de uma fun�
~ao f �e do tipo:

f(�) =
a0
2

+
1X
n=1

(an 
osn� + bn sinn�); �� < � < �; (3.36)

onde:

an =
1

�

Z �

��
f(�) 
osn�d�; bn =

1

�

Z �

��
f(�) sinn�d�: (3.37)

O poten
ial dado em (3.34) pode ser expandido em s�erie de Fourier por:

�(a; �; 0) = ��0
�

X
n=1

(�1)n sinn�
n

; �� < � < �: (3.38)

Note que este �e exatamente o mesmo resultado da expans~ao do poten
ial
do 
aso tratado por Heald, Se�
~ao 2.5, do 
ilindro 
om 
orrente poloidal.
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Tomamos um n�umero �nito N = 200 destes termos. Com isto, nos resta
uma equa�
~ao de Lapla
e de duas dimens~oes, r e z. Dividindo este espa�
o
numa malha de J �K pontos, 
ada um destes pontos obede
e �a equa�
~ao de
Lapla
e dis
reta:

1

rj

1

dr

 
rj+1=2

�j+1;k � �j;k

dr
� rj�1=2

�j;k � �j�1;k
dr

!

+
�j;k+1 � 2�j;k + �j;k�1

dz2
� n2�j;k = 0: (3.39)

onde o valor das 
oordenadas �e representada pelas vari�aveis rj e kj, 
om
intervalos de dr e dz, nos eixos r e z respe
tivamente. O poten
ial em 
ada
ponto �e �j;k, e n �e o n�umero do termo da s�erie de Fourier. Assim, para

ada valor de n (1 a N) temos um sistema de equa�
~oes 
om as in
�ognitas
�j;k e 
om a 
ondi�
~ao de 
ontorno (3.38). O resultado �nal d�a o poten
ial
para os pontos perten
entes �a malha ini
ial, de modo que realizamos uma
interpola�
~ao para os pontos intermedi�arios.

O poten
ial no anel est�a representado na Figura 3.12, 
om �0 = 1V .
Note que nas extremidades, onde existe a des
ontinuidade da fun�
~ao em
� = �, ou � = ��, existe uma altera�
~ao da forma da fun�
~ao na forma de um
serrilhado. Este serrilhado desapare
eria utilizando-se mais termos, ou seja,
N � 200. Entretanto, tamb�em �e vis��vel um sobrevalor nas extremidades:
�(r = a; � = ��) < ��0=2 e �(r = a; � = �) > �0=2. Este fenômeno �e

hamado de fenômeno de Gibbs [AW95, p�ag. 836{839℄, e �e 
ara
ter��sti
o de
determinadas expans~oes em autofun�
~oes (
omo �e o 
aso da s�erie de Fourier).

Apresentamos na Figura 3.13 linhas equipoten
iais no plano do anel. No-
tamos aqui que as equipoten
iais ao longo do 
ir
uito est~ao muito pr�oximas
ao pr�oprio 
ir
uito. Assim, gra�
amos adi
ionalmente valores extremamente
baixos do poten
ial (j�j � 10�3V , por exemplo) para fa
ilitar a visualiza�
~ao
das equipoten
iais longe do 
ir
uito. Por este mesmo motivo, n~ao podemos
per
eber nesta �gura que as linhas equipoten
iais saem obliquamente ao 
ir-

uito (e n~ao paralelas ou perpendi
ulares ao 
ir
uito). Assim, mostramos na
Figura 3.14 as equipoten
iais no plano � � r, no plano do anel. Aqui pode-
mos ver 
laramente a forma das equipoten
iais, espa�
adas uniformemente ao
longo no 
ir
uito.

A representa�
~ao qualitativa do 
ampo el�etri
o no plano do anel est�a re-
presentada na Figura 3.15. Este resultado �e similar ao do experimento de
Je�menko, Figura 2.10. Nossa representa�
~ao te�ori
a do 
ampo el�etri
o �e qua-
litativa no sentido de que a dire�
~ao dos vetores est�a 
orreta, 
al
ulada 
om
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base na fun�
~ao poten
ial. Entretanto, todos os vetores têm o mesmo m�odulo
para fa
ilitar sua visualiza�
~ao.

A Figura 2.10 n~ao �e totalmente similar �a Figura 3.15, prin
ipalmente na
metade direita no interior do 
��r
ulo. Provavelmente isto se deve a que o

�al
ulo te�ori
o foi feito 
om um anel �liforme enquanto que na experiên
ia
de Je�menko a 
orrente 
ui por uma faixa 
ir
ular de espessura �nita.

A listagem do programa, feito usando o software Mathemati
a, est�a apre-
sentada no Apêndi
e B.
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Figura 3.12: Poten
ial no anel, em fun�
~ao do ângulo em 
oordenadas 
il��n-
dri
as. A
ima temos o poten
ial ideal { uma reta des
ont��nua em � = � ou
� = ��. Abaixo, temos a representa�
~ao da reta em uma expans~ao em s�erie
de Fourier 
om N = 200 termos.
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Figura 3.13: Linhas equipoten
iais no plano do anel, nas 
oordenadas 
arte-
sianas x�y. Note que a bateria est�a situada �a esquerda, e n~ao �e representada
pelo ponto do modelo original pois o m�etodo num�eri
o que utilizamos n~ao
permitiu isso.
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Figura 3.14: Linhas equipoten
iais no plano do anel, nas 
oordenadas �� r.
A bateria est�a lo
alizada nos extremos � = �� e � = �. Podemos ver

laramente que as equipoten
iais saem obliquamente ao 
ir
uito.
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Figura 3.15: Representa�
~ao qualitativa do 
ampo el�etri
o no plano do anel.
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Cap��tulo 4

Dis
uss~ao e Con
lus~ao

Apesar da opini~ao geral de que 
ondutores resistivos esta
ion�arios 
om 
or-
rentes 
onstantes n~ao exer
em for�
as em 
argas paradas externas a eles, 
er-
tamente h�a uma 
omponente da for�
a el�etri
a devida �as 
argas super�
iais
no 
ondutor. Comprovamos isto atrav�es de resultados te�ori
os nossos e de
outros autores, e 
om os experimentos de Je�menko. A abordagem que uti-
lizamos envolve o 
on
eito de 
argas super�
iais, que �e pou
o dis
utida em
problemas que tratam de eletromagnetismo 
l�assi
o.

Os resultados te�ori
os apresentados neste trabalho, para os 
asos de pla-

as 
ondutoras, nun
a haviam sido obtidos. O �uni
o 
�al
ulo que existia na
literatura para essas geometrias �e o da Equa�
~ao (3.22), e mesmo assim ape-
nas para a regi~ao entre as pla
as [Jef89, p�ags. 303{304℄. Je�menko tamb�em
obteve as 
argas livres mas somente nas superf��
ies internas y = �a=2. Ele
n~ao analisou as 
argas livres nas superf��
ies externas, y = �b=2, nem o po-
ten
ial e o 
ampo el�etri
os fora das pla
as (jyj > jb + aj=2). Seu resultado
[Jef89, p�ag. 304℄:

' =
�0

`d
xy; (4.1)


oin
ide 
om o nosso, Equa�
~ao (3.22) na regi~ao jyj < a=2, juntamente 
om
(3.27), fazendo z ! x� `z=2, `z ! ` e a! d.

As �guras te�ori
as apresentadas aqui est~ao em 
on
ordân
ia ex
elente

om os experimentos de Je�menko. Os 
�al
ulos apresentados neste trabalho
podem ser 
onsiderados 
omo um 
omplemento de seu brilhante trabalho. O
fato mais importante a enfatizar aqui �e a existên
ia de um 
ampo el�etri
o
fora de 
ondutores esta
ion�arios resistivos, 
onduzindo 
orrentes 
onstantes.

Para dar uma id�eia da ordem de grandeza deste 
ampo el�etri
o vamos
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supor um �o de 
obre (
ondutividade de 5; 7 � 107
�1m�1) 
om o 
ompri-
mento ` = 1m e diâmetro 2a = 1mm, sendo a seu raio. A resistên
ia deste
�o �e R = 0; 02
 e se h�a uma diferen�
a de poten
ial entre suas extremidades
de 1V ent~ao ele vai transportar uma 
orrente i = 45A, 
om velo
idade de
drifting dos el�etrons de 
ondu�
~ao da ordem de vd = 4mm=s. A 
ompo-
nente longitudinal do 
ampo el�etri
o fora do �o, mas bem pr�oximo de sua
superf��
ie, �e dada por (ver [ARM99℄) E � Ri=` � 0; 9V=m. Este 
am-
po el�etri
o, devido �as 
argas super�
iais, �e propor
ional �a 
orrente no �o.
Tamb�em o 
ampo magn�eti
o no exterior do �o �e porpor
ional �a 
orrente e �e
dado por B = �0i=2�r. Podemos 
omparar o m�odulo da for�
a el�etri
o 
om o
da for�
a magn�eti
a supondo uma 
arga teste q movendo-se 
om velo
idade v
pr�oximo ao �o (para simpli�
ar vamos supor que move-se em dire�
~ao normal
ao 
ampo magn�eti
o). Temos ent~ao:

jq ~Ej
jq~v � ~Bj �

R

`

2�a

v�0
� 10�5

2� 10�7v
=

50

v
; (4.2)

onde v tem unidade de m=s. Os m�odulos das duas for�
as se equiparam
para 
argas-teste movendo-se 
om velo
idades da ordem de 50m=s. Para
velo
idades menores domina a for�
a el�etri
a enquanto que para velo
idades
maiores domina a for�
a magn�eti
a. Este resultado aproximado vale apenas
pr�oximo de um �o longo e �e apresentado aqui apenas para dar uma id�eia das
ordens de grandeza envolvidas neste problema.
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Parte II

Propaga�
~ao de Sinais
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Cap��tulo 5

Introdu�
~ao

At�e aqui tratamos do 
aso de 
orrentes 
onstantes. Nesta segunda parte

onsideramos 
orrentes que dependem da posi�
~ao no 
ondutor e do tempo,
e tratamos a propaga�
~ao de sinais el�etri
os em 
ondutores. Veremos adiante
que as 
argas super�
iais têm um papel importante neste fenômeno.

Kir
hho� e Weber, de maneira independente em 1857, foram os primeiros
a derivar a equa�
~ao da telegra�a levando em 
onta a 
apa
itân
ia, a auto-
indutân
ia e a resistên
ia totais de um �o, [Whi73, p�ags. 230-232℄, [JM86,
p�ags. 146 e 296-297℄. Kir
hho� mostrou que um sinal el�etri
o em um �o

om resistên
ia desprez��vel se propaga �a velo
idade da luz no v�a
uo, [Kir57℄
e [GA94℄. O trabalho de Weber atrasou-se na publi
a�
~ao at�e 1864, [Web64℄.

A forma 
l�assi
a de se 
hegar �a equa�
~ao da telegr�a utiliza a teoria
eletromagn�eti
a desenvolvida por Maxwell, envolvendo a resistên
ia R, a

apa
itân
ia C e a auto-indutân
ia L totais do sistema. Ela foi, nessa for-
ma, primeiramente obtida por Heaviside em 1876, [Whi73, p�ags. 228{229℄,
[LLP84, p�ag. 318℄, e �e dada por:

�2j

�z2
� LC

`2
�2j

�t2
=

RC

`2
�j

�t
; (5.1)

onde j �e a densidade de 
orrente.
Ambos, Kir
hho� e Weber, 
onsideraram a propaga�
~ao de um sinal el�e-

tri
o em �os 
ondutores longos (de 
omprimento `), de se�
~ao reta 
ir
ular
(de raio a), 
om pequena 
urvatura em toda sua extens~ao. Supuseram ainda
`� a. A Figura 5.1 ilustra um esquema geral do problema.

Tamb�em ambos utilizaram a teoria eletrodinâmi
a de Weber 
omo modelo
de intera�
~ao entre 
argas, e 
hegaram �a equa�
~ao que rege o 
omportamento
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Figura 5.1: Esquema do problema de propaga�
~ao de sinais tratado original-
mente por Kir
hho� em 1857.

das 
argas na propaga�
~ao de um sinal el�etri
o. Esta dita equa�
~ao �
ou 
o-
nhe
ida 
omo equa�
~ao da telegra�a.

Embora o tratamento de Heaviside tenha sido posterior aos de Kir
hho�
e de Weber, �e o mais 
onhe
ido e desenvolvido hoje em dia, sendo apli
ado a
diversas 
on�gura�
~oes diferentes. O nosso objetivo nesta parte do trabalho �e
o de retomar os tratamentos de Kir
hho� e Weber, apli
�a-los para gometrias
nas quais ainda n~ao foram utilizados, e 
omparar os resultados obtidos aqui

om os j�a 
onhe
idos pelo eletromagnetismo 
l�assi
o.

5.1 Cargas que Geram as For�
as

As fontes de 
arga que exer
em for�
a em uma 
arga-teste q1 podem ser di-
vididas em três: 
argas super�
iais livres �f (z; t) no �o, respons�aveis pelo
apare
imento do 
ampo el�etri
o dentro e fora do �o, e que s~ao mantidas
pela fonte el�etri
a; 
argas negativas em movimento dq2� (dadas por uma
densidade volum�etri
a �2� ou super�
ial �2�, 
onforme a situa�
~ao) que 
ons-
tituem a 
orrente de 
ondu�
~ao; e 
argas positivas paradas dq2+ (dadas por
uma densidade volum�etri
a �2+ ou super�
ial �2+) que 
onstituem o 
orpo
do 
ondutor. A Figura 5.2 mostra esquemati
amente as 
argas envolvidas
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Figura 5.2: Esquema das fontes de 
arga interagindo 
om a 
arga-teste q1.

no problema.
Desta
amos aqui a importân
ia das 
argas super�
iais na 
ondu�
~ao de

sinais. Vimos na primeira parte deste trabalho que elas s~ao fundamentais
na 
ondu�
~ao de 
orrente: sustentadas pela bateria, espalham-se ao longo
da superf��
ie de todo o 
ondutor e mantêm a 
orrente 
onstante 
uindo.
Nos 
asos tratados nesta segunda parte do trabalho, existe uma 
orrente

uindo no 
ondutor, e uma perturba�
~ao 
aminha em sua extens~ao. Como
ser�a mostrado ao �nal das deriva�
~oes, este sinal 
aminha devido �as mesmas

argas super�
iais e �as 
argas de 
ondu�
~ao.

Consideramos 
omo primeira aproxima�
~ao que as densidades positivas
e negativas de 
arga dq2+ e dq2�, que 
onstituem o 
orpo do 
ondutor, se
anulam quando somadas, nas formas:

�2� = ��2+; ou �2� = ��2+: (5.2)

Al�em disso, podemos 
onsider�a-las essen
ialmente 
onstantes ao longo do

ondutor, de tal modo que n~ao dependem nem do tempo t nem da posi�
~ao
~r.

Vamos tratar aqui apenas de 
ondutores retil��neos longos nos quais as
densidades de 
arga, velo
idades e a
elera�
~oes dependem apenas da 
ompo-
nente longitudinal z e do tempo t.
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5.2 For�
a de Weber

Consideramos as for�
as atuantes segundo a express~ao dada pela teoria eletro-
dinâmi
a de Weber, [Ass94℄. Por esta teoria, a for�
a que um elemento de

arga dq2 (de posi�
~ao ~r2, velo
idade ~v2 e a
elera�
~ao ~a2 em rela�
~ao a um refe-
ren
ial S) exer
e na 
arga-teste q1 (de posi�
~ao ~r1, velo
idade ~v1 e a
elera�
~ao
~a1 em rela�
~ao ao mesmo referen
ial S) �e dada por:

d~F21 =
q1dq2
4��0

r̂12
r212

�
1 +

1


2

�
~v12 � ~v12 � 3

2
(r̂12 � ~v12)2 + ~r12 � ~a12

��
: (5.3)

Aqui temos que 
2 = 1=�0�0, �0 �e a permissividade el�etri
a do v�a
uo,
�0 �e a permeabilidade magn�eti
a do v�a
uo, e est~ao envolvidas as grandezas
relativas ~r12 = ~r1 � ~r2, ~v12 = ~v1 � ~v2 e ~a12 = ~a1 � ~a2.

Histori
amente, Weber derivou sua lei de for�
a a partir da for�
a de Amp�e-
re (que rela
iona elementos de 
orrente interagindo entre si) e da lei de in-
du�
~ao de Faraday, [Ass94℄.

Esta express~ao de for�
a representa uma intera�
~ao direta entre as 
argas,
na forma forte da ter
eira lei de Newton (a�
~ao e rea�
~ao ao longo da linha
que une as 
argas interagentes), e depende somente de grandezas relativas:
distân
ia entre as 
argas, suas velo
idades e a
elera�
~oes relativas. Assim,
esta for�
a n~ao depende do observador nem do referen
ial. Ou seja, o obser-
vador pode ter uma velo
idade e/ou a
elera�
~ao em rela�
~ao a estas 
argas,
entretanto obter�a a mesma for�
a que outro observador em um outro sistema
de referên
ia de a
ordo 
om esta express~ao. Ela tamb�em representa, em sua
forma original, uma intera�
~ao �a distân
ia e instantânea, n~ao existindo a�� os

on
eitos de 
ampos e poten
iais retardados (embora estes 
on
eitos possam
ser introduzidos na teoria, [MS54℄, [Wes90a℄, [Wes90b℄ e [Wes91℄).

Assim, por exemplo, o 
on
eito de poten
ial el�etri
o, e seu 
ampo el�etri
o
asso
iado, �e perfeitamente 
ompat��vel 
om a for�
a de Weber. Isto foi feito
adiante para simpli�
ar as 
ontas.

5.3 C�al
ulo das For�
as

Primeiro, vamos apresentar o efeito devido �as 
argas super�
iais. Mostra-
remos mais para a frente que a magnitude das 
argas super�
iais �e muito
menor que a das 
argas que 
onstituem o 
ondutor ou que as das 
argas de
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ondu�
~ao. Por este motivo desprezamos os efeitos devidos ao movimento das

argas super�
iais.

O poten
ial devido �as 
argas super�
iais livres �f e a for�
a eletrost�ati
a
na 
arga-teste q1 s~ao dadas respe
tivamente por:

�(~r1; t) =
1

4��0

Z Z
S2

�f (z2; t)

j~r1 � ~r2jdA2; (5.4)

~F�(~r1; t) = �q1r1�; (5.5)

onde S2 �e a super�
ie do 
ondutor e dA2 �e um elemento de �area.
Estamos interessados apenas na 
omponente longitudinal (que denomi-

namos de eixo z) das for�
as, para tratar a propaga�
~ao de sinais. Kir
hho�
introduziu uma aproxima�
~ao neste ponto, [Kir57℄. A id�eia prin
ipal �e que, na
integral a
ima para o poten
ial, o denominador u = j~r1�~r2j se torna da ordem
de 
omprimento do 
ondutor, `, quando z2 est�a longe de z1 (jz1 � z2j � a).
J�a quando z2 � z1, o denominador �e da ordem do raio a. Supondo ` � a,
o integrando se torna muito pequeno, ex
eto para ~r2 � ~r1. Isto nos permite
remover �f (z2; t) do integrando, tomando seu valor em z2 = z1:

�(z1; t) =
�f (z1; t)

4��0

Z Z
S2

dA2

j~r1 � ~r2j : (5.6)

De uma forma alternativa, podemos fazer uma expans~ao em s�erie de
Taylor da Equa�
~ao (5.4) em torno do ponto de observa�
~ao r1. Tomando
o primeiro termo desta s�erie, que �e o mais relevante, obtemos exatamente
(5.6).

Agora, vamos tratar a for�
a devida �as 
argas que 
onstituem o 
orpo do

ondutor e devidas �as 
argas de 
ondu�
~ao. De a
ordo 
om nossa suposi�
~ao
da neutralidade no interior do 
ondutor, a parte 
oulombiana das for�
as
devidas a �2+ e �2� se anulam. A 
omponente longitudinal da soma das
for�
as exer
idas pelas 
argas que 
onstituem o 
ondutor devido �a a
elera�
~ao
dos el�etrons de 
ondu�
~ao resulta, a partir da Eq. (5.3):

FW;z(~r1; t) =
�0q1�2�

4�

Z Z Z
V2

r̂12 � ẑ
r12

r̂12 � ~a2�(z2; t)dV2; (5.7)

onde dV2 �e um elemento de volume.
Utilizamos novamente a aproxima�
~ao de Kir
hho� para tirar ~a2� = a2�ẑ

do integrando vem:

FW;z(~r1; t) � �0q1�2�
4�

a2�(z1; t)
Z Z Z

V2

(r̂12 � ẑ)2
r12

dV2: (5.8)
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Note que aqui tamb�em podemos fazer uma expans~ao em s�erie de Taylor
de (5.7) e tomar o primeiro termo para, analogamente, 
hegar exatamente �a
(5.8).

Podemos desprezar os termos de velo
idade em (5.3), da ordem de v2=
2,
pois as velo
idades t��pi
as de 
ondu�
~ao dos el�etrons em metais s~ao da ordem
de mil��metros por segundo. Isto signi�
a que v2=
2 � 10�22 � 1.

5.4 Equa�
~ao da Telegra�a

Fazemos 
om que a 
arga-teste seja um dos el�etrons de 
ondu�
~ao no interior
do 
ondutor, q1 = �e = �1; 6� 10�19C. Devemos in
luir tamb�em uma for�
a
de atrito ôhmi
a:

~FR = �b~v1; (5.9)

onde b �e uma 
onstante que depende da 
onstitui�
~ao do 
ondutor. Para um

ondutor de 
omprimento ` e �area de se�
~ao reta uniforme A, 
om 
ondutivi-
dade g, o valor de b 
ompat��vel 
om a lei de Ohm �e dado por ([Ass97℄):

b =

�����e�g
����� ; (5.10)

onde � �e a densidade de 
arga da rede 
ristalina do 
ondutor (� = 1; 4 �
1010C=m3 para o 
obre). Como a resistên
ia �e dada por R = `=gA pode-se
es
rever b 
omo:

b =
e�A

`
R: (5.11)

No 
aso em que a 
orrente 
ui pela superf��
ie de um 
ondutor 
om 
ompri-
mento `, densidade de 
arga � e per��metro d (no 
aso de uma 
as
a 
il��ndri
a
de raio a temos d = 2�a, no 
aso de uma pla
a retangular de 
omprimento
` e lado s temos d = s) vem:

b =
e�d

`
R: (5.12)

Neste ponto 
onsideramos uma estimativa do efeito gerado pela movi-
menta�
~ao da 
arga super�
ial sobre a 
arga-teste. Podemos imaginar que
ela se move junto 
om os el�etrons de 
ondu�
~ao. Neste 
aso, obter��amos
essen
ialmente a Equa�
~ao (5.8) ao inv�es de (5.6), subtituindo a integral de
volume por uma de superf��
ie. O resultado �nal �e essen
ialmente o mesmo
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om �f no lugar de a�
�=2, onde a aqui �e o raio do �o. A densidade de

arga dos el�etrons de 
ondu�
~ao em um metal �e tipi
amente j�
j = 1010C=m3.
Podemos estimar �f 
onsiderando ser esta uma fun�
~ao linear da 
oordenada
longitudinal, ver [Hea84℄. Podemos tomar 
omo exemplo um 
abo 
oaxial
de raio interno a e externo b, de 
ondutividade g. A densidade de 
arga
na superf��
ie interior, �af , quando 
ui uma 
orrente i, �e dada por ([Som64,
p�ags. 125{130℄): �af = ��0iz=�ga3 ln(b=a). Para um �o de 
obre 
om raio
interno 1mm, raio externo 2mm, 
onduzindo uma 
orrente de 100A, a den-
sidade de 
arga a uma distân
ia de 100m �e �af = 10�7C=m2. Temos ent~ao
que �af = 10�7C=m2 � a�
�=2 = 107C=m2. Isto justi�
a que desprezemos o
efeito do movimento das 
argas super�
iais nas intera�
~oes para a propaga�
~ao
de sinais.

Apli
amos a segunda lei de Newton para o el�etron na 
omponente longi-
tudinal (que nos interessa aqui):

F�;z + FW;z + FR = mea2�; (5.13)

onde me �e a massa do el�etron. Desprezamos o termo que envolve a massa
no lado direito de (5.13) 
omparado 
om o termo FW;z de (5.8), ver [Ass97℄.
Por exemplo, no 
aso de um �o de 
obre de 
omprimento ` 
om se�
~ao reta

ir
ular de diâmetro d, a integra�
~ao de (5.8) forne
e:

FW;z = �
 
�0e�d

2

8
ln

2`

d

!
a2�: (5.14)

O termo entre parênteses tem dimens~ao de massa, vamos 
ham�a-lo de
mW . Para um �o de 
obre (� � 1010C=m3) 
om 1 metro de 
omprimento e
diâmetro de 1mm vem, 
om e = 1; 6� 10�19C: mW � 10�20kg. Como me =
9 � 10�31kg, obtemos mW � me. Isto permite desprezar o termo do lado
direito de (5.13). O mesmo vai a
onte
er nas outras geometrias 
onsideradas
aqui. Disto resultam duas in
�ognitas na equa�
~ao a
ima: �f e v2� (ou a2� =
�v2�=�t). Para rela
ion�a-las, utilizamos a equa�
~ao de 
onserva�
~ao de 
argas:
r �~j = ���f=�t, nas formas:

�i

�z
= �2�a��f

�t
; ou

�k

�z
= ���f

�t
: (5.15)

Aqui i �e a 
orrente el�etri
a total e k a densidade de 
orrente super�
ial.
Como temos duas equa�
~oes e duas in
�ognitas podemos obter ent~ao a equa�
~ao
de propaga�
~ao de sinais que nos interessa aqui. A equa�
~ao da telegra�a obtida
depende da geometria do problema.
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Cap��tulo 6

Casos Conhe
idos na Literatura

Apresentamos neste 
ap��tulo as equa�
~oes de propaga�
~ao de sinais eletromag-
n�eti
os obtidas 
om a eletrodinâmi
a de Weber nas geometrias j�a publi
adas
na literatura.

6.1 Fio Reto Longo de Se�
~ao Reta Cir
ular

Tomemos o 
aso de um �o reto, de 
omprimento ` e raio a (de tal modo que
vale ` � a), por onde transita uma 
orrente i(z; t), uniforme na se�
~ao reta.
Este problema foi tratado em [Kir57℄, [Web64℄ e [Ass00℄, veja a Figura 6.1.
Temos dois 
asos distintos: quando o �o �e o
o (
as
a 
il��ndri
a) e quando
ele �e ma
i�
o. Em ambos os 
asos, obtemos para a Eq. (5.6), em 
oordenadas

il��ndri
as:

�(r; z; t) =

(
a�f (z; t) ln(`=a)=�0; r � a;
a�f (z; t) ln(`=r)=�0; r � a:

(6.1)

Para a Equa�
~ao (5.8) obtemos para o �o o
o e para o �o ma
i�
o, respe
-
tivamente:

FW;z(r; z; t) =

( �q1�0a�2�a2�(z; t) ln(`=a); r � a;
�q1�0a�2�a2�(z; t) ln(`=r); r � a;

(6.2)

FW;z(r; z; t) =

( �q1�0a
2�2�a2�(z; t) ln(`=a)=2; r � a;

�q1�0a
2�2�a2�(z; t) ln(`=r)=2; r � a:

(6.3)

A Equa�
~ao (5.13) �
a, respe
tivamente, para os �os o
o e ma
i�
o:

ea

�0

��f
�z

ln
`

a
+ ea�0�2�a2� ln

`

a
+

2�eaR�2�
`

v2� = mea2�; (6.4)
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Figura 6.1: Esquema da propaga�
~ao de um sinal em um �o reto.

ea

�0

��f

�z
ln

`

a
+

e�0a
2�2�
2

a2� ln
`

a
+

e�a2R�2�
`

v2� = mea2�: (6.5)

Derivando as equa�
~oes a
ima em rela�
~ao a z, desprezando os termos de
massa do lado direito, e utilizando a equa�
~ao de 
onserva�
~ao de 
arga, obte-
mos para ambos os 
asos:

�2�f

�z2
� 1


2
�2�f

�t2
=

2��0R

` ln(`=a)

��f

�t
: (6.6)

Esta mesma equa�
~ao vale para j, i e �.
A auto-indutân
ia e a 
apa
itân
ia para esta geometria s~ao:

L =
�0`

2�
ln

`

a
; C =

2��0`

ln(`=a)
: (6.7)

Estes valores, substitu��dos em (5.1) resultam exatamente na equa�
~ao en-

ontrada a
ima, (6.6). Ou seja, existe uma total 
on
ordân
ia entre os resul-
tados 
l�assi
o e weberiano.

6.2 Cabo Coaxial Longo

Suponha a existên
ia de um 
abo 
oaxial, 
omposto de duas 
as
as 
il��ndri
as
de raio interno a e externo b, e 
omprimento `, tal que vale a aproxima�
~ao
` � b > a. Assumimos que o 
ondutor externo tenha resistên
ia nula.
Neste 
aso existem densidades super�
iais de 
orrente, Ka(z; t) e Kb(z; t),
e de 
arga, �f;a(z; t) e �f;b(z; t), nos 
ondutores interno e externo (veja a
Figura 6.2). Este 
aso foi tratado pela primeira vez em [Ass00℄. Supomos
que um sinal el�etri
o 
aminha pelas 
as
as 
il��ndri
as na mesma dire�
~ao
longitudinal z, sob as 
ondi�
~oes:

2�a�f;a(z; t) = �2�b�f;b(z; t); (6.8)
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Figura 6.2: Esquema da propaga�
~ao de sinais em um 
abo 
oaxial formado
por duas 
as
as 
il��ndri
as.

2�aKa(z; t) = �2�bKb(z; t): (6.9)

O poten
ial el�etri
o e a 
omponente longitudinal da for�
a de Weber, Equa-
�
~oes (5.6) e (5.8), s~ao dados por:

�(r; z; t) =

8><
>:

a�f;a(z; t) ln(b=a)=�0; r � a;
a�f;a(z; t) ln(b=r)=�0; a � r � b;
0; r � b;

(6.10)

FW;z(r; z; t) =

8><
>:
�q1�0a ln(b=a)�Ka=�t; r � a;
�q1�0a ln(b=r)�Ka=�t; a � r � b;
0; r � b:

(6.11)

A equa�
~ao da telegra�a neste 
aso resulta:

�2�f
�z2

� 1


2
�2�f
�t2

=
2��0Ra

` ln(b=a)

��f
�t

; (6.12)

onde Ra �e a resistên
ia da 
as
a 
il��ndri
a interna (j�a que a resistên
ia da

as
a 
il��ndri
a externa �e nula) e �f se refere tanto a �f;a quanto a �f;b.

Em [BA98a, Equa�
~ao (2.18)℄ temos a indutân
ia de um 
abo 
oaxial: L =
�0` ln(b=a)=2�. A 
apa
itân
ia de um 
abo 
oaxial �e: C = 2��0`= ln(b=a).
Substituindo na Equa�
~ao (5.1), novamente obtemos a mesma equa�
~ao da
telegra�a seguindo o m�etodo de Kir
hho�.

Apresentamos no pr�oximo 
ap��tulo 
asos novos, utilizando este mesmo
tratamento para outras geometrias.
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Cap��tulo 7

Casos Novos

Apresentamos neste 
ap��tulo as equa�
~oes de propaga�
~ao de sinais eletromag-
n�eti
os obtidas 
om a eletrodinâmi
a de Weber em geometrias novas. Alguns
destes resultados foram apresentados em [AH00℄.

7.1 Pla
a Retangular

Seja agora uma pla
a retangular, de dimens~oes `x e `z nos eixos x e z, res-
pe
tivamente. Supomos a pla
a lo
alizada no plano y = 0 
om 
entro em
(x; y; z) = (0; 0; 0). Esta pla
a n~ao tem espessura, e transporta uma densi-
dade de 
orrente K(z; t) e um sinal el�etri
o ao longo do eixo z. Utilizamos
a aproxima�
~ao `z � `x � j~rj, onde ~r �e a posi�
~ao de observa�
~ao. Tamb�em
supomos a existên
ia de uma distribui�
~ao de 
arga na superf��
ie da pla
a
dada por �f (z; t). Desprezamos tamb�em a varia�
~ao destas grandezas 
om a
largura no eixo x da pla
a. Veja o esquema na Figura 7.1

Neste 
aso, o poten
ial el�etri
o (5.6) devido �a uma distribui�
~ao super�
ial
de 
arga �f (z; t) �e dado por:

�(x; y; z; t) =
1

4��0

Z `x=2

�`x=2
dx0

Z `z=2

�`z=2

dz0�f (z
0; t)q

(x� x0)2 + y2 + (z � z0)2

=
�f (z; t)

4��0

Z `x=2

�`x=2
dx0

Z `z=2

�`z=2

dz0q
(x� x0)2 + y2 + (z � z0)2

: (7.1)

Na segunda igualdade utilizamos a aproxima�
~ao de Kir
hho� para tirar
�f (z

0; t) do integrando, 
al
ulado em z0 = z. Dentro de nossas aproxima�
~oes,
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Figura 7.1: Esquema da propaga�
~ao de sinais em uma pla
a retangular no
plano y = 0. A �gura a
ima apresenta uma vis~ao lateral deste plano.

o resultado �nal �e:

�(x; y; z; t) =
�f (z; t)

2��0

"
`x

 
ln

`z
`x

+ ln 2 + 1

!
� �jyj

#
; (7.2)

A 
omponente longitudinal da for�
a el�etri
a devida �as 
argas super�
iais,
atuando em uma 
arga-teste q1, �e:

F �
z (x; y; z; t) = �q1

��

�z
= � q1

2��0

��f
�z

"
`x

 
ln

`z
`x

+ ln 2 + 1

!
� �jyj

#
: (7.3)

A 
omponente longitudinal da for�
a de Weber (5.8) que envolve a a
ele-
ra�
~ao dos el�etrons de 
ondu�
~ao em uma 
arga-teste q1 �e dada por:

FW
z (x; y; z; t) = ��0q1�


4�

Z `x=2

�`x=2
dx0

Z `z=2

�`z=2
dz0

r̂1
 � ẑ
r1


r̂1
 � ~a
(z0; t)

= ��0q1�
a
(z; t)

4�

Z `x=2

�`x=2
dx0

Z `z=2

�`z=2
dz0

(r̂1
 � ẑ)2
r1


= ��0q1
2�

�K

�t

"
`x

 
ln

`z
`x

+ ln 2

!
� �jyj

#
: (7.4)

Para a segunda passagem da equa�
~ao a
ima utilizamos novamente a apro-
xima�
~ao de Kir
hho� para retirar ~a
(z

0; t) do integrando, 
al
ulado em z0 = z.

66



Apli
ando a segunda lei de Newton em um dos el�etrons de 
ondu�
~ao (q1 =
�e), 
om uma for�
a resistiva do tipo ôhmi
a (�bv
, onde b = q1�
R`x=`z e
R �e a resistên
ia da pla
a) e substituindo K = �
v
, obtemos 
omo equa�
~ao
do movimento:

e`x
2��0

ln
`z
`x

��f

�z
+

e�0`x
2�

ln
`z
`x

�K

�t
+

eR

`z=`x
K = mea
: (7.5)

Podemos desprezar o termo que envolve a massa do el�etron, derivar a
equa�
~ao a
ima em rela�
~ao a z e substituir a equa�
~ao de 
onserva�
~ao de 
arga,
na forma bidimensional �K=�z = ���f=�t para obtermos a equa�
~ao da
telegra�a para este 
aso:

�2�f

�z2
� 1


2
�2�f

�t2
=

2��0R

`z ln(`z=`x)

��f

�t
: (7.6)

Podemos 
al
ular a auto-indutân
ia pelo m�etodo des
rito em [BA98a,
Equa�
~ao (2.1)℄:

d4Mij =
�0

4�

1

wiwj

"
1 + k

2

^̀
i � ^̀j
rij

+
1� k

2

(r̂ij � ^̀i)(r̂ij � ^̀j)
rij

#
daidaj; (7.7)

onde wi e wj s~ao as larguras por onde passam as 
orrentes super�
iaisK(z; t),
^̀
i e ^̀

j s~ao vetores unit�arios que representam as dire�
~oes das 
orrentes, ~rij =
~ri�~rj �e o vetor que une os elementos de 
orrente interagentes, e dai e daj s~ao
elementos diferen
iais de �area. A 
onstante k �e um n�umero (adimensional) da
ordem da unidade, 
ujo valor depende da express~ao para a auto-indutân
ia
que estivermos usando [BA98a, Se�
~ao 1.7℄: para k = 1 vem a express~ao
de Neumann, k = 0 a de Maxwell, k = �1 a de Weber e k = �5 a de
Graneau. Em [BA98a℄ foi provado que a integra�
~ao da Eq. (7.7) para um

ir
uito fe
hado de forma arbitr�aria n~ao depende da 
onstante k. Ou seja,
Mij tem o mesmo valor para todo k.

No 
aso da pla
a, usamos (7.7) 
om:

wi = wj = `x; ^̀
i = ^̀

j = ẑ; dai = dxidzi; daj = dxjdzj;

~rij = (xi � xj)x̂+ (zi � zj)ẑ;

^̀
i � ^̀j = 1; (r̂ij � ^̀i)(r̂ij � ^̀j) = (zi � zj)

2

r2ij
: (7.8)
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Integramos ent~ao (7.7) 
om xi e xj indo de �`x=2 at�e `x=2, e 
om zi e
zj indo de �`z=2 at�e `z=2. Isto resulta na seguinte express~ao para a auto-
indutân
ia:

L =
�0`z
2�

ln
`z
`x
: (7.9)

Neste 
aso espe
���
o, para en
ontrar a 
apa
itân
ia C utilizamos a rela-
�
~ao:

LC

`2
=

1


2
; (7.10)

v�alida para 
ondutores retil��neos 
ompridos de se�
~ao reta arbitr�aria [Ja
75,
p�ag. 262℄. Com isso, obtemos: C = 2��0`z= ln(`z=`x). Substituindo esses
valores na equa�
~ao 
l�assi
a (5.1), obtemos novamente a equa�
~ao da telegra�a
en
ontrada pela eletrodinâmi
a de Weber, Equa�
~ao (7.6).

7.2 Duas Pla
as Paralelas

Sejam duas pla
as paralelas, de dimens~oes `x e `z, nos eixos x e z, sem
espessura, separadas no eixo y por uma distân
ia a. Supomos as pla
as
situadas nos planos y = �a=2. Existem 
orrente iguais e de sentidos opostos
nas pla
as, 
om dire�
~ao no eixo z, e um sinal el�etri
o 
aminhando tamb�em
no eixo z, veja a Figura 7.2. Vale a aproxima�
~ao `z � `x � a. Supomos que
as densidades de 
arga nas pla
as s~ao opostas: �f;a(z; t) = ��f;�a(z; t) =
�f (z; t).

O poten
ial el�etri
o devido �as densidades super�
iais de 
arga �e dado pela
superposi�
~ao dos poten
iais devido a 
ada uma das pla
as, e estamos inte-
ressados apenas na 
omponente longitudinal da for�
a eletrost�ati
a apli
ada
na 
arga-teste q1:

�(x; y; z; t) =

8><
>:

a�f (1� 4y=�`x)=2�0; y > a=2;
y�f(1� 2a=�`x)=�0; �a=2 < y < a=2;
�a�f (1 + 4y=�`x)=2�0; y < �a=2;

(7.11)

F �
z (x; y; z; t) =

8><
>:
�q1a(1� 4y=�`x)��f=�z=2�0; y > a=2;
�q1y(1� 2a=�`x)��f=�z=�0; �a=2 < y < a=2;
q1a(1 + 4y=�`x)��f=�z=2�0; y < �a=2:

(7.12)
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Figura 7.2: Esquema da propaga�
~ao de sinais em duas pla
as paralelas.

A 
omponente longitudinal da for�
a de Weber devida �a a
elera�
~ao dos
el�etrons de 
ondu�
~ao na 
arga-teste �e dada por:

FW
z (x; y; z; t) =

8><
>:
�1

2
q1�0a(1� 4y=�`x)�K=�t; y > a=2;

�q1�0y(1� 2a=�`x)�K=�t; �a=2 < y < a=2
1
2
q1�0a(1 + 4y=�`x)�K=�t; y < �a=2:

(7.13)

Seguindo o pro
edimento apresentado anteriormente, fazendo as substi-
tui�
~oes b = q1�
R1`x=`z e q1 = �e, obtemos a seguinte equa�
~ao do movimen-
to:

ea

2�0

��f
�z

+
�0ea

2

�K

�t
+

eR1

`z=`x
K = mea
; (7.14)

onde R1 �e a resistên
ia de uma das pla
as (a resistên
ia total �e R = 2R1).
Derivando a equa�
~ao anterior em rela�
~ao a z, desprezando o termo mea

do lado direito e utilizando a equa�
~ao de 
onserva�
~ao de 
arga �K=�z =
���f=�t, obtemos a equa�
~ao da telegra�a:

�2�f
�z2

� 1


2
�2�f
�t2

=
�0R

a`z=`x

��f
�t

: (7.15)

Para 
omparar 
om a equa�
~ao 
l�assi
a (5.1) pre
isamos da auto-indutân-

ia e 
apa
itân
ia do sistema. Usando (7.7) 
om:

wi = wj = `x; ^̀
i = �^̀

j = ẑ; dai = dxidzi; daj = dxjdzj;

~rij = (xi � xj)x̂ + aŷ + (zi � zj)ẑ;
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^̀
i � ^̀j = �1; (r̂ij � `i)(r̂ij � `j) = �(zi � zj)

2

r2ij
; (7.16)

obtemos a indutân
ia m�utua entre as duas pla
as:

M = � �0`z
4�`x

 
2`x ln

2`z
`x
� 2�a+ k`x

!
: (7.17)

A auto-indutân
ia total do sistema �
a:

L = 2L1 + 2M = �0
a`z
`x

; (7.18)

onde L1 �e a auto-indutân
ia de uma pla
a, dada por (7.9). Juntamente 
om
a 
apa
itân
ia deste sistema de duas pla
as, dada por:

C = �0
`x`z
a

; (7.19)

podemos re
uperar a equa�
~ao da telegra�a (7.15) substituindo L e C em
(5.1).

7.3 Linha de Transmiss~ao

Apresentamos em seguida o resultado da deriva�
~ao da equa�
~ao da telegra�a
para o problema de dois �os o
os 
il��ndri
os, de 
omprimento ` e de raio
a, separados por uma dist̂an
ia d entre seus eixos, de tal modo que vale a
aproxima�
~ao `� d� a. Veja a Figura 7.3. Esta situa�
~ao �e 
onhe
ida 
omo
linha de transmiss~ao.

Sejam os �os 
om os eixos em y = d=2 e y = �d=2 denominados �os A
e B, respe
tivamente. Para uma 
arga-teste q1 situada em A, temos que o
poten
ial no qual ela est�a �e dado pela soma dos poten
iais de 
ada um dos
�os:

� = �A + �B; (7.20)

onde �A �e dado por (6.1), deslo
ando-se apropriadamente a origem, e �B �e
dado por:

�B = � a

4��0

Z 2�

0
d�0

Z `=2

�`=2

dz0�f(�
0; z0; t)q

b2 + (z � z0)2
� �a�f (z; t)

4��0
I; (7.21)
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Figura 7.3: Esquema da propaga�
~ao de sinais na linha de transmiss~ao.

onde b2 = (x�x0)2+(y� y0)2 = (d+ a 
os �� a 
os �0)2+ a2(sin �� sin �0)2 �
d2 + 2da(
os � � 
os �0) + 2a2 � 2a2 
os(� � �0) � d2. Na �ultima passagem
utilizamos novamente a aproxima�
~ao de Kir
hho� e, devido �a aproxima�
~ao
d� a, tamb�em desprezamos a dependên
ia em � de �f . A integral I �e dada
por:

I =
Z 2�

0
d�0

Z `=2

�`=2

dz0q
d2 + (z � z0)2

=
Z 2�

0
d�0 ln

`=2� z +
q
d2 + (`=2� z)2

�(`=2 + z) +
q
d2 + (`=2 + z)2

�
Z 2�

0
d�0 ln

`2

d2
= 4� ln

`

d
: (7.22)

Com isto o poten
ial resulta:

�(z; t) =
a�f (z; t)

�0
ln

d

a
: (7.23)

O 
�al
ulo da 
omponente longitudinal da for�
a de Weber que envolve a
a
elera�
~ao dos el�etrons de 
ondu�
~ao tamb�em pode ser feito do mesmo modo.
A for�
a ser�a dada pela soma dos termos devidos a 
ada um dos �os, A e B,
sendo FW

z;A dado por (6.2), e FW
z;B dado por:

FW
z;B =

aq1�0

4�

Z 2�

0
d�0

Z `=2

�`=2
dz0�


r̂1
 � ẑ
r1


r̂1
 � ~a
(z0; t)
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� aq1�0�
a
(z; t)

4�
I 0; (7.24)

onde a integral I 0 �e dada por:

I 0 =
Z 2�

0
d�0

Z `=2

�`=2

dz0(z � z0)2

[b2 + (z � z0)2℄3=2
� I � 4� � I: (7.25)

Assim, esta for�
a se torna:

FW
z (z; t) = �aq1�0�
a
(z; t) ln

d

a
: (7.26)

Assumindo que a 
arga-teste q1 seja um dos el�etrons de 
ondu�
~ao do �o A,
a for�
a resistiva que ele sofre �e dada por FR = �bv
, onde b = 2�aq1R1�
=`
e R1 �e a resistên
ia de um dos �os. Apli
ando a segunda lei de Newton
neste el�etron de 
ondu�
~ao, desprezando o termo que envolve a massa do
el�etron, derivando em rela�
~ao a z e usando a equa�
~ao da 
onserva�
~ao de

arga, obtemos:

�2�f
�z2

� 1


2
�2�f
�t2

=
��0R

`(d=a)

��f
�t

; (7.27)

onde R = 2R1. Esta equa�
~ao tamb�em 
on
orda 
om (5.1), substitu��da dos
respe
tivos valores de auto-indutân
ia e 
apa
itân
ia:

L =
�0`

�
ln

d

a
; C =

��0`

ln(d=a)
: (7.28)

7.4 Cabo Coaxial Resistivo

O problema do 
abo 
oaxial apresentado na Se�
~ao 6.2 utiliza a simpli�
a�
~ao
de que o 
ilindro 
ondutor externo n~ao tem resistên
ia. Tratamos aqui o

aso em que ambos os 
ilindros 
onstituintes do 
abo 
oaxial apresentam
resistên
ia. Tamb�em n~ao impomos as 
ondi�
~oes (6.8) e (6.9).

Nosso problema 
onsiste de duas 
as
as 
il��ndri
as 
on
êntri
as, de raios
a e b e de 
omprimento ` (` � b > a), ver Figura 6.2. Em 
ada uma delas

ui uma 
orrente super�
ial Ka(z; t) e Kb(z; t), 
om densidades super�
iais
de 
arga livre �f;a(z; t) e �f;b(z; t). As resistên
ias dos dois �os s~ao Ra e Rb,
respe
tivamente. Usando os resultados 
onhe
idos para uma 
as
a 
il��ndri
a,
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(6.1) e (6.2), temos neste 
aso, para o poten
ial gerado pelas 
argas super�-

iais livres e para a 
omponente longitudinal da for�
a de Weber que envolve
a a
elera�
~ao dos el�etrons de 
ondu�
~ao:

�(r; z; t) =

8><
>:

[a�f;a ln(`=a) + b�f;b ln(`=b)℄ =�0; r < a;
[a�f;a ln(`=r) + b�f;b ln(`=b)℄ =�0; a < r < b;
(a�f;a + b�f;b) ln(`=r)=�0; r > b;

(7.29)

FW
z (r; z; t) =

8><
>:
�q1�0� [aKa ln(`=a) + bKb ln(`=b)℄ =�t; r < a;
�q1�0� [aKa ln(`=r) + bKb ln(`=b)℄ =�t; a < r < b;
�q1�0�(aKa + bKb)=�t ln(`=r); r > b:

(7.30)
As for�
as resistivas para a 
arga-teste q1, situada nos �os de raio a e b

s~ao, respe
tivamente:

FR;a = �2�aq1Ra

`
Ka; (7.31)

FR;b = �2�bq1Rb

`
Kb: (7.32)

Usando a segunda lei de Newton para um el�etron de 
ondu�
~ao (q1 = �e)
situado no �o de raio a e outro situado no �o de raio b, desprezando seus
termos de massa, diferen
iando em rela�
~ao a z e substituindo as equa�
~oes de

onserva�
~ao de 
arga, respe
tivamente dadas por:

�Ka

�z
= ���f;a

�t
; e

�Kb

�z
= ���f;b

�t
; (7.33)

obtemos as equa�
~oes:

a ln
`

a
2�f;a + b ln

`

b
2�f;b =

2�a�0Ra

`

��f;a
�t

; (7.34)

a2�f;a + b2�f;b =
2�b�0Rb

` ln(`=b)

��f;b
�t

; (7.35)

onde de�nimos o operador 2 por:

2 =
�2

�z2
� 1


2
�2

�t2
: (7.36)

Analisamos separadamente três 
asos espe
iais, a saber: quando Rb �e
nulo, quando Ra �e nulo, e quando nenhuma das duas resistên
ias �e nula.
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7.4.1 Caso 1: Rb = 0

Da Equa�
~ao (7.35) podemos isolar o termo b2�f;b:

b2�f;b = �a2�f;a; (7.37)

que, subtitu��do em (7.34) resulta:

2�f;a =
2��0Ra

` ln(b=a)

��f;a

�t
: (7.38)

Estas duas �ultimas equa�
~oes tamb�em valem substituindo simultanea-
mente �f;a ! Ka e �f;b ! Kb. A solu�
~ao para estas rela�
~oes, de maneira
geral, �e:

2(a�f;a + b�f;b) = 0 ) a�f;a + b�f;b =  ; (7.39)

onde  �e a solu�
~ao da equa�
~ao de onda sem amorte
imento, 2 = 0. Um 
aso
parti
ular �e o obtido anteriormente: �f;b = �a�f;a=b 
om a Equa�
~ao (7.38)
v�alida tanto para �f;a quanto para �f;b.

7.4.2 Caso 2: Ra = 0

Neste 
aso temos, a partir das Equa�
~oes (7.34) e (7.35):

2�f;a = � b
a

ln(`=b)

ln(`=a)
2�f;b; (7.40)

2�f;b =
2�b�0Rb

` ln(b=a)

ln(`=a)

ln(`=b)

��f;b

�t
: (7.41)

Novamente, estas equa�
~oes tamb�em valem quando substitu��mos simul-
taneamente �f;a ! Ka e �f;b ! Kb. Como estamos supondo `� b > a, vem
que (ln `=a)=(ln `=b) � 1. Ou seja, obtemos equa�
~oes do mesmo tipo que a
anterior. Um 
aso parti
ular �e quando �f;b = �a�f;a=b e Kb = �aKa=b.

7.4.3 Caso 3: Ra 6= 0 e Rb 6= 0

Podemos apli
ar o operador 2 em (7.35) e isolar o termo b2�f;b de (7.34),
resultando respe
tivamente:

a22�f;a + b22�f;b =
2�b�0Rb

` ln(`=b)

�

�t
2�f;b; (7.42)
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b2�f;b =
2�a�0Ra

` ln(`=b)

��f;a

�t
� a ln(`=a)

ln(`=b)
2�f;a: (7.43)

Substituindo a Equa�
~ao (7.43) em (7.42) resulta em:

2
2�f;a � 2��0

` ln(b=a)

Ra ln(`=b) +Rb ln(`=a)

ln(`=b)

�

�t
2�f;a +

4�2�20RaRb

`2 ln(b=a)

�2�f;a

�t2
= 0:

(7.44)
Utilizando a aproxima�
~ao ` � b > a, vem que podemos desprezar o

ter
eiro termo de (7.44) pois ele tem `2 no denominador. J�a a segunda
fra�
~ao do termo do meio simpli�
a-se para Ra + Rb, pois ln(`=a) � ln(`=b)

om `� b > a. Isto resulta na seguinte equa�
~ao diferen
ial de quarta ordem:

2

"
2�f;a � 2��0(Ra +Rb)

` ln(b=a)

��f;a

�t

#
= 0: (7.45)

De�nindo  (z; t) 
omo sendo a solu�
~ao da equa�
~ao de onda sem amorte-

imento 2 = 0, temos:

2�f;a � 2��0(Ra +Rb)

` ln(b=a)

��f;a

�t
=  : (7.46)

Note que esta equa�
~ao vale tamb�em para �f;a ! �f;b. Uma solu�
~ao
parti
ular �e  = 0, 
om o que obtemos a forma 
l�assi
a para a equa�
~ao da
telegra�a. Ou seja, obtemos a Equa�
~ao (5.1) pois neste 
aso:

L =
�0`

2�
ln
b

a
; C =

2��0`

ln(b=a)
; R = Ra +Rb: (7.47)
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Cap��tulo 8

Dis
uss~ao e Con
lus~ao

Na primeira parte deste trabalho analisamos 
ondutores resistivos esta
io-
n�arios 
om 
orrente 
onstante. Apresentamos 
asos 
onhe
idos na literatura
e tamb�em 
asos novos. Mostramos que em todos os 
asos o
orre uma dis-
tribui�
~ao de 
argas ao longo das superf��
ies dos 
ondutores, 
argas estas
mantidas pela bateria. Estas 
argas super�
iais geram n~ao apenas o 
ampo
el�etri
o no interior dos 
ondutores mas tamb�em um 
ampo el�etri
o no espa�
o
externo aos 
ondutores. Cal
ulamos os poten
iais e 
ampos el�etri
os fora dos

ondutores para diversas geometrias, gra�
ando tamb�em as equipoten
iais e
linhas de 
ampo el�etri
o. Finalmente 
omparamos estas �guras 
om os resul-
tados experimentais de Je�menko, quando havia analogias ou semelhan�
as
geom�etri
as que permitissem esta 
ompara�
~ao.

Este trabalho abre as portas para alguns desenvolvimentos futuros. E-
xemplos de generaliza�
~oes poss��veis: pode-se estudar a 
orrente 
onstante
propagando-se em uma longa �ta retangular bidimensional 
om lado de
tamanho �nito. Em vez de (3.1) ter��amos agora �f (x; z) que teria de ser
determinada (ou seja, ter��amos de levar em 
onta a varia�
~ao lateral da den-
sidade de 
arga). Pode-se tamb�em estudar o 
aso do anel (se�
~ao 3.4) mas
levando em 
onta sua espessura n~ao nula (ou seja, ele deixaria de ser tratado

omo �liforme). Pode-se tamb�em tentar lidar 
om uma bateria de tamanho
�nito e n~ao mais puntual. Embora o tratamento destes 
asos esteja al�em dos
objetivos deste trabalho de mestrado, a
hamos importante alinhavar estas
perspe
tivas futuras.

Na segunda parte deste trabalho tratamos de 
orrentes vari�aveis levando
em 
onta o papel preponderante das 
argas super�
iais (agora as densidades
de 
arga passam a depender tamb�em do tempo). Tivemos 
omo objetivo
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analisar a propaga�
~ao de sinais eletromagn�eti
os utilizando a eletrodinâmi
a
de Weber, para podermos 
ompar�a-la 
om os 
asos mais 
onhe
idos que
utilizam o eletromagnetismo 
l�assi
o. Apresentamos ent~ao 
om o formalismo
weberiano os 
asos j�a 
onhe
idos na literatura e depois 
asos novos ainda n~ao
publi
ados.

A abordagem utilizada por Kir
hho� eWeber leva 
orretamente �a equa�
~ao
da telegra�a em todos os 
asos analisados. Esta abordagem utiliza, 
omo
modelo de intera�
~ao entre as 
argas, a for�
a de Weber. Juntamente 
om
uma for�
a resistiva, apli
ando a segunda lei de Newton e 
om a equa�
~ao de

onserva�
~ao de 
argas, obtemos a mesma equa�
~ao 
onhe
ida no eletromag-
netismo 
l�assi
o, Equa�
~ao (5.1).

Notamos aqui que n~ao �e ne
ess�aria a no�
~ao de 
ampos retardados para

hegar �a equa�
~ao que rege a propaga�
~ao de um sinal el�etri
o 
om uma ve-
lo
idade �nita. A velo
idade �nita vem diretamente da pr�opria express~ao da
for�
a de Weber. Podemos, 
omo exemplo, fazer uma analogia 
om a propa-
ga�
~ao de sons em meios materiais, derivada 
om a me
âni
a newtoniana.
A intera�
~ao entre os primeiros vizinhos, apesar de tamb�em ser instantânea,
resulta numa equa�
~ao de onda 
om velo
idade de propaga�
~ao �nita. Note
entretanto que a analogia n~ao �e perfeita: no 
aso do som, a intera�
~ao envolve
os primeiros vizinhos, enquanto que no 
aso do sinal el�etri
o, a intera�
~ao
envolve todas as 
argas existentes no 
ondutor!

Uma das motiva�
~oes que nos levaram a estudar todos estes 
asos era a
possibilidade de que pud�essemos en
ontrar um 
aso em que o resultado fosse
diferente do 
l�assi
o. Isto permitiria 
om que pud�essemos propor experimen-
tos que talvez pudessem distinguir qual teoria des
reve melhor a natureza.
Infelizmente, en
ontramos que todos os 
asos analisados 
oin
idem 
om o
previsto pela teoria eletromagn�eti
a 
l�assi
a (e pare
e-nos tamb�em que to-
dos os 
ondutores retos 
ompridos levar~ao ao mesmo resultado).

Existem tamb�em 
asos que n~ao foram analisados em que resultados i-
nesperados podem apare
er. Por exemplo, na aproxima�
~ao de Kir
hho� (ou
nas s�eries de Taylor 
orrespondentes) das Equa�
~oes (5.4) e (5.7) poder��amos
tomar n~ao apenas o termo dominante, mas alguns dos termos seguintes.
Ou ent~ao um 
ir
uito 
il��ndri
o (
omo des
rito na Se�
~ao 2.5) 
onduzindo
uma 
orrente vari�avel na dire�
~ao '̂, ou seja, 
onduzindo um sinal no sentido
poloidal. Como �e a equa�
~ao que rege a propaga�
~ao deste sinal? Qual sua
velo
idade? Como �
a sua 
ompara�
~ao 
om o eletromagnetismo 
l�assi
o?
Diversas outras geometrias sugerem d�uvidas semelhantes. Estas s~ao apenas
algumas das possibilidades de desenvolvimento deste trabalho que podem ser
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seguidas no futuro.
Finalmente, a propaga�
~ao de sinais fora de meios 
ondutores, por exemplo

no v�a
uo, tamb�em n~ao foi dis
utida neste trabalho. Entretanto, pare
e-nos
um assunto fas
inante se tratado adequadamente 
om Weber, e uma 
om-
para�
~ao 
om o eletromagnetismo 
l�assi
o poderia sugerir muitas respostas.
Qual a natureza dos 
ampos? Existe um limite superior para a propaga�
~ao de
um sinal? �E ne
ess�ario introduzir a no�
~ao de 
ampos retardados e avan�
ados
no eletromagnetismo?

Todas estas s~ao quest~oes em aberto para as quais ainda n~ao temos res-
postas 
ompletas. De qualquer forma, em todos os 
asos 
on
retos estudados
neste trabalho obteve-se, 
om a eletrodinâmi
a de Weber, equa�
~oes de propa-
ga�
~ao de sinais eletromagn�eti
os idênti
os �a equa�
~ao da telegra�a do eletro-
magnetismo 
l�assi
o, Eq. (5.1). Ou seja, a eletrodinâmi
a de Weber tamb�em
mostra que, para 
ondutores 
om resistên
ia desprez��vel, as perturba�
~oes
el�etri
as se propagam �a velo
idade da luz, 
omo 
on�rmado experimental-
mente.
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Apêndi
e A

C�al
ulo do Poten
ial Devido a

uma Pla
a Carregada

Neste apêndi
e apresentamos o 
�al
ulo das integrais envolvidas no poten
ial
el�etri
o devido a uma pla
a, de dimens~oes `x e `z nos eixos x e z, respe
tiva-
mente, sem espessura. A pla
a est�a lo
alizada no plano y = y0 e queremos
saber o poten
ial no plano sim�etri
o x = 0. Esta pla
a 
ont�em uma densi-
dade super�
ial de 
arga dada pela Equa�
~ao (3.1). O poten
ial ser�a dado
pela Equa�
~ao (3.3), ou seja:

� =
1

4��0

Z `z=2

�`z=2
dz0

Z `x=2

�`x=2
dx0

�z0 + �q
x02 + (y � y0)2 + (z � z0)2

=
�I 0 + �I

4��0
:

Nesta express~ao as integrais I e I 0 s~ao dadas por:

I =
Z `z=2

�`z=2
dz0

Z `x=2

�`x=2

dx0q
x02 + (y � y0)2 + (z � z0)2

=
Z `z=2

�`z=2
dz0 ln

`x=2 +
q
`2x=4 + (y � y0)2 + (z � z0)2

�`x=2 +
q
`2x=4 + (y � y0)2 + (z � z0)2

= (`z=2� z) ln
`x=2 +

q
(`z=2� z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

�`x=2 +
q
(`z=2� z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

+(`z=2 + z) ln
`x=2 +

q
(`z=2 + z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

�`x=2 +
q
(`z=2 + z)2 + (y � y0)2 + `2x=4
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�2jy � y0j
2
4ar
tan `x(`z=2� z)

2jy � y0j
q
(`z=2� z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

+ ar
tan
`x(`z=2 + z)

2jy � y0j
q
(`z=2 + z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

3
5

+`x ln
`z=2� z +

q
(`z=2� z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

�(`z=2 + z) +
q
(`z=2 + z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

; (A.1)

I 0 =
Z `z=2

�`z=2
z0dz0

Z `x=2

�`x=2

dx0q
(z � z0)2 + (y � y0)2 + x02

=
Z `z=2

�`z=2
z0dz0 ln

`x=2 +
q
(z0 � z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

�`x=2 +
q
(z0 � z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

=
`x
2

�q
(`z=2� z)2 + (y � y0)2 + `2x=4�

q
(`z � z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

�

+
`2z=4� z2 + (y � y0)

2

2

2
4ln `x=2 +

q
(`z=2� z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

�`x=2 +
q
(`z=2� z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

� ln
`x=2 +

q
(`z=2 + z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

�`x=2 +
q
(`z=2 + z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

3
5

�2zjy � y0j
2
4ar
tan `x(`z=2� x)

2jy � y0j
q
(`z=2� z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

+ ar
tan
`x(`z=2 + z)

2jy � y0j
q
(`z=2 + z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

3
5

+z`x ln
`z=2� z +

q
(`z=2� z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

�(`z=2 + z) +
q
(`z=2 + z)2 + (y � y0)2 + `2x=4

: (A.2)

A partir deste ponto, fazemos as aproxima�
~oes dadas na Equa�
~ao (3.4).
Os resultados das integrais s~ao, respe
tivamente para as aproxima�
~oes (A),
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(B) e (C):

I =

8>>><
>>>:

2`z
�
ln 2`x

`z
+ 1

�
� 2�jy � y0j � 4 z2�(y�y0)2

`z
;

4` ln(
p
2 + 1)� 2�jy � y0j � 2

p
2 z2�2(y�y0)2

`
;

2`x
�
ln 2`z

`x
+ 1

�
� 2�jy � y0j+ 4 (y�y0)2

`x
;

(A.3)

I 0 =

8>><
>>:

2z`z � 2�zjy � y0j+ 8z (y�y0)2

`z
� 8z3

3`z
;

2z` ln(
p
2 + 1)� 2�zjy � y0j+ 6

p
2z (y�y0)2

`
� 10

p
2 z3

3`
;

2z`x ln
2`z
`x
� 2�zjy � y0j+ 4z (y�y0)2

`x
:

(A.4)

Com isto podemos obter o poten
ial na forma da Equa�
~ao (3.9) usando
as de�ni�
~oes (3.8).
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Apêndi
e B

Listagem de Programa

Neste apêndi
e apresentamos a listagem do programa utilizado para 
al
ular
o poten
ial de um anel �liforme. Usamos um m�etodo num�eri
o para resolver
a equa�
~ao de Lapla
e em 
oordenadas 
il��ndri
as, e a linguagem segue o
software Mathemati
a. Os textos entre (� : : : �) s~ao 
oment�arios.

Clear[r,z,g,f,�,n,�℄
J=K=71;(*Tamanho da rede: J x K pontos no plano RZ*)

Nterm=200;(*Numero de termos na expansao de Fourier*)

Jh=Quotient[J,2℄+1;(*Aqui temos o raio do anel no plano XY*)

Kh=Quotient[K,2℄+1;(*Este e' o raio do anel, ou seja, sua

posi
ao no eixo Z*)

raio=(Kh-1)J+Jh;(*Este e' a posi
ao do poten
ial do anel na

lista de variaveis: fi
a no meio da rede J x K*)

dr=dz=1.;(*Este e' o valor do diferen
ial entre os pontos da

malha*)

rj=Table[r,fr,1,J,drg℄;(*Esta lista guarda o valor dos pontos

em R*)

zk=Table[z,fz,1,K,dzg℄;(*Esta lista guarda o valor dos pontos

em Z*)

drh=dr/2;

ran=rj-drh;(*Esta lista guarda as posi
oes R subtraidas da

metade do diferen
ial*)

rap=rj+drh;(*Esta lista guarda as posi
oes R adi
ionadas da

metade do diferen
ial*)

v=1.;(*Este e' o valor da diferen
a de poten
ial forne
ida pela
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bateria*)

v0=-(v/�)Table[(-1)^n/n,fn,1,Ntermg℄;(*Esta lista guarda os


oefi
ientes da expansao do poten
ial linear em � na bateria

em serie de Fourier*)



1=Table[f0,z,0g,fz,1,Kg℄;


2=Table[fr,0,0g,fr,0,J+1g℄;


3=Table[fr,K+1,0g,fr,0,J+1g℄;


4=Table[fJ+1,z,0g,fz,1,Kg℄;


=Flatten[f

1,

2,

3,

4g,1℄;(*Uma gaiola de Faraday

aterrada envolve o anel; esta gaiola tem a forma 
ilindri
a*)

�[r_,�_,z_℄=0;(*Esta fun
ao vai guardar o resultado

final do poten
ial*)

Timing[Do[(*Esta fun
ao Timing da' o tempo total de

pro
essamento*)

M=Table[0,fJ Khg,fJ Khg℄;(*Esta matriz vai guardar os


oefi
ientes dos poten
iais �_ij. Aqui temos uma otimiza
ao:

os pontos de z a
ima do anel sao simetri
os aos pontos abaixo

do anel, portanto pre
isamos 
al
ular apenas a metade dos

pontos*)

Clear[j,k,i℄;

Do[

i=(k-1)J+j;(*Vamos transformar o indi
e duplo (i,j) em um

uni
o: (i-1)J+j*)

M[[i,i℄℄=-2(1/dr^2+1/dz^2)-n^2;

If[i-1>=1,M[[i,i-1℄℄=ran[[j℄℄/(rj[[j℄℄dr^2)℄;

If[j<J,M[[i,i+1℄℄=rap[[j℄℄/(rj[[j℄℄dr^2)℄;

If[k<Kh,M[[i,i+J℄℄=1/dz^2,M[[i,i-J℄℄=1/dz^2℄;

If[k>1,M[[i,i-J℄℄=1/dz^2℄;

,fk,1,Khg,fj,1,Jg℄;(*Este loop 
olo
a os 
oefi
ientes nas

posi
oes 
orretas da matriz*)

M=Transpose[M℄;

b=-v0[[n℄℄Delete[M[[raio℄℄,raio℄;(*A variavel b 
ontem os

termos 
onstantes do sistema de equa
oes*)

M=Delete[Transpose[Delete[M,raio℄℄,raio℄;(*Apos isto,

eliminamos a 
oluna e a linha 
orrespondentes ao ponto sobre

o anel, onde sabemos o valor do poten
ial*)

ans=Insert[LinearSolve[M,b℄,v0[[n℄℄,raio℄;(*Cal
ulamos a

resposta do sistema de equa
oes lineares, 
ujos 
oefi
ientes
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sao os poten
iais �_ij que queremos, e adi
ionamos o

poten
ial sobre o anel*)

Do[AppendoTo[ans,ans[[(K-k)J+j℄℄℄,fk,Kh+1,Kg,fj,1,Jg℄;
(*Copiamos o valor dos pontos abaixo do anel para seus

lugares a
ima (veja nota sobre a otimiza
ao a
ima)*)

ans3d=Table[fr,z,ans[[(z-1)J+r℄℄g,fr,1,Jg,fz,1,Kg℄;
ans=Flatten[ans3d,1℄;(*Montamos entao uma lista 
omposta de


onjuntos de tres termos: fposi
ao r, posi
ao z, poten
ialg*)
ans=Flatten[fans,

g,1℄;(*Adi
ionamos as 
ondi
oes de


ontorno: o anel esta' dentro de um 
ilindro aterrado -

gaiola de Faraday*)

Clear[f,g℄;

f[r_,z_℄=Interpolation[ans℄[r,z℄;(*Fazemos uma interpola
ao

dos pontos para uma fun
ao 
ontinua*)

g[r_,�_,z_℄=�[r,�,z℄+f[r,z℄Sin[n �℄;(*Adi
ionamos `a fun
ao

total este termo, multli
ado por sin(n�)*)
Clear[�℄;
�[r_,�_,z_℄=g[r,�,z℄;
,fn,1,Ntermg℄;
℄
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Apêndi
e C

Explos~ao de Fios

C.1 Introdu�
~ao

H�a diversos experimentos que 
omprovam a existên
ia de for�
as longitudinais
em 
ir
uitos fe
hados de 
orrente. Podemos 
itar 
omo exemplo: a propuls~ao
a jato em l��quidos, os a
eleradores de proj�eteis (railgun a

elerators), a ex-
plos~ao de �os e as explos~oes eletrodinâmi
as em l��quidos.

Neste trabalho, vamos abordar espe
i�
amente o fenômeno da explos~ao
de �os, [Gra83℄, [Gra84℄, [Gra85b℄, [Gra87℄, [Nas85℄ e [Asp87℄. Numa ex-
periên
ia t��pi
a des
arrega-se um ban
o de 
apa
itor 
om alta voltagem
(70kV ) de 8�F atrav�es de um indutor gerando pulsos de 
orrente os
ilat�oria
que de
ai exponen
ialmente no 
ir
uito, 
om amplitude de at�e 10kA e 
om
uma freq�uên
ia de 2kHz, durante um per��odo de 5 a 10ms, [Gra83℄ e [Gra84℄.
A des
arga passa atrav�es de um �o de alum��nio 
om diâmetro de 1; 2mm que
se rompe em 30 a 50 peda�
os.

H�a diversas opini~oes sobre o assunto. A expli
a�
~ao mais 
omumente uti-
lizada �e a for�
a longitudinal de Amp�ere [Gra85a℄. Entretanto, foi obtido
re
entemente que um 
ir
uito fe
hado 
om 
orrente n~ao exer
e for�
a resul-
tante longitudinal ao longo do 
ir
uito, de a
ordo 
om as for�
as de Amp�ere e
de Grassmann, [AB96℄, [BA97a℄, [BA97b℄, [BA98a℄ e [BA98b℄. Diante disto
analisamos agora uma outra possibilidade.

Consideramos aqui a repuls~ao 
oulombiana ao longo de um �o 
il��ndri-

o, devido ao apare
imento de 
argas livres no interior do 
ondutor e na sua
superf��
ie. O apare
imento destas 
argas �e 
onseq�uên
ia do efeito Hall radial,
[AH99b℄. Mostramos aqui a relevân
ia deste efeito na explos~ao de �os.
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C.2 Efeito Hall Radial

A 
orrente el�etri
a 
onstante no interior de um �o 
ondutor produz um 
ampo
magn�eti
o poloidal fora e dentro do �o. Este mesmo 
ampo exer
e uma for�
a
magn�eti
a nos el�etrons de 
ondu�
~ao, fazendo 
om que eles se movam em
dire�
~ao ao eixo do �o. Para que a 
orrente seja uniforme na se�
~ao reta (
omo
�e o 
aso de 
orrentes esta
ion�arias no tempo), deve existir uma for�
a el�etri
a
(ou seja, de origem 
oulombiana) que anule a for�
a resultante na dire�
~ao
radial na situa�
~ao de equil��brio em que h�a apenas 
orrente longitudinal.

Uma forma de obtermos a densidade de 
argas no interior do �o �e es
rever-
mos a lei de Ohm generalizada ~J = g( ~E +~vd� ~B), onde g �e a 
ondutividade

do material, ~J �e a densidade de 
orrente, ~B �e o 
ampo magn�eti
o na posi�
~ao
da densidade de 
orrente e ~vd �e a velo
idade de arraste ou de drifting dos
el�etrons que 
onstituem a 
orrente. ~E �e o 
ampo el�etri
o total na posi�
~ao da
densidade de 
orrente, 
om 
omponentes longitudinal (que gera a 
orrente)
e radial (que anula o efeito do 
ampo magn�eti
o).

O problema 
onsiste em um �o 
il��ndri
o ma
i�
o uniforme, 
om o eixo z
no eixo de simetria do 
ilindro. O �o tem raio a e 
omprimento `. Usamos
a seguinte aproxima�
~ao, onde r �e a posi�
~ao radial de observa�
~ao da for�
a
(r � a):

`� a � r: (C.1)

Supomos a 
orrente i uniforme na se�
~ao reta, [Whi73, p�ag. 90℄ e esta-

ion�aria no tempo. O 
ampo magn�eti
o dentro do �o �e dado por:

~B =
�0ir'̂

2�a2
; (C.2)

onde '̂ �e o versor na dire�
~ao poloidal e �0 = 4��10�7F=m �e a permeabilidade
magn�eti
a do v�a
uo. Neste 
aso, a for�
a magn�eti
a atuando num el�etron de

ondu�
~ao 
om 
arga q = �e = �1; 6� 10�19C �e:

~FB(r � a) = q~vd � ~B = ��0jevdijrr̂=2�a2: (C.3)

Esta for�
a 
ria uma 
on
entra�
~ao de 
argas negativas no �o. No equil��brio,
temos um 
ampo el�etri
o radial ~Er = ��0jvdijrr̂=2�a2, que exer
e uma for�
a

el�etri
a ~FEr = �e ~Er (e > 0) que anula a for�
a resultante radial nos el�etrons.

Ou seja, q~vd� ~B+q ~Er = 0. A solu�
~ao para a distribui�
~ao de 
arga volum�etri
a
��, a partir de lei de Gauss r � ~E = �=�0, �e:

�� = � jivdj
�a2
2

: (C.4)
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A densidade volum�etri
a de 
arga �� �e 
onstante em todos os pontos no
interior do longo �o reto (na aproxima�
~ao 
onsiderada aqui). Por 
onserva�
~ao
de 
argas vem que este a
�umulo de 
arga negativa no interior do �o 
om

orrente 
onstante �e 
ompensado por uma 
arga positiva na superf��
ie do �o.
Numa espessura dz a 
arga negativa no interior do �o de raio a �e dQ� =
���a

2dz = �jivdjdz=
2. Igualando isto ao negativo da 
arga positiva na
superf��
ie do �o (dQ+ = �+2�adz, onde �+ �e a densidade super�
ial de

arga) vem:

�+ =
jivdj
2�a
2

: (C.5)

Esta densidade super�
ial de 
arga �e 
onstante ao longo do �o reto. Deve-
se observar que ela �e diferente da densidade de 
argas livres que gera o 
ampo
el�etri
o longitudinal no interior do �o, dada por �f = �z + �.

Aqui queremos analisar as for�
as longitudinais de atra�
~ao e repuls~ao entre
duas partes de um �o reto devidas �as densidades de 
arga �� e �+, para ver
se �e poss��vel expli
ar a explos~ao de �os 
om elas.

C.3 Repuls~ao Coulombiana

Apresentamos nesta parte a tens~ao exer
ida por estas 
argas ao longo do
�o, e 
omparamos 
om valores experimentais. Para isto 
onsideramos o �o
dividido em duas partes na posi�
~ao z0 do eixo z: parte A (�`=2 < z < z0) e
parte B (z0 < z < `=2), veja a Figura C.1. A tens~ao no �o (for�
a longitudinal
que a parte B exer
e na parte A) �e devida �as densidades de 
arga �� e �+.
Para 
al
ul�a-la vamos usar a aproxima�
~ao (C.1) e a aproxima�
~ao:

z0 � a � r; `=2� z0 � a � r; (C.6)

onde z �e a 
oordenada longitudinal de um ponto na parte A ou na parte B.
A for�
a que a parte B do �o exer
e na parte A devida �as densidades

volum�etri
as de 
arga �e:

~F�B�A =
�A�B
4��0

Z z0

�`=2
dzA

Z 2�

0
d�A

Z a

0
rAdrA

Z `=2

z0
dzB

Z 2�

0
d�B

Z a

0
rBdrB

~rAB
r3AB

; (C.7)

onde ~rAB = (rA 
os �A � rB 
os �B) x̂+(ra sin �A � rB sin �B) ŷ+(zA � zB) ẑ e

rAB = j~rABj =
q
r2A + r2B � 2rArB 
os (�A � �B) + (zA � zB)

2. Esta equa�
~ao
pode ser es
rita 
omo:

~F�B�A =
�A�B
4��0

~J�A�B : (C.8)
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Figura C.1: Repuls~ao 
oulombiana entre as partes A e B do �o, devido ao
apare
imento de 
argas no interior e na superf��
ie do 
ondutor.

De�nindo u =
q
r2A + r2B � 2rArB 
os(�A � �B) podemos resolver a inte-

gral na aproxima�
~ao (C.6):

~J�B�A =
Z a

0
rAdrA

Z 2�

0
d�A

Z a

0
rBdrB

Z 2�

0
d�B

Z z0

�`=2
dzA

Z `=2

z0
dzB

�(ra 
os �A � rB 
os �B)x̂+ (rA sin �A � rB sin �B)ŷ + (zA � zB)ẑ

[u2 + (zA � zB)2℄3=2
: (C.9)

Estamos interessados apenas na 
omponente longitudinal (z) da integral
~J�B�A. Integrando em zA e zB temos:

Jz
�B�A

= �
Z a

0
rAdrA

Z 2�

0
d�A

Z a

0
rBdrB

Z 2�

0
d�B

� ln
u(�`+pu2 + `2)

[�(`=2 + z0) +
q
u2 + (`=2 + z0)2℄[�(`=2� z0) +

q
u2 + (`=2� z0)2℄

� �
Z a

0
rAdrA

Z 2�

0
d�A

Z a

0
rBdrB

Z 2�

0
d�B ln

`2 � 4z20
2`u

; (C.10)

onde na �ultima passagem utilizamos as aproxima�
~oes (C.6). Cal
ulando as
integrais restantes a
ima:

Jz
�B�A

= ��a2
Z a

0
rAdrA

Z 2�

0
d�A

 
ln

`2 � 4z20
2`a

+
1

2

!

= ��2a4
 
ln

`2 � 4z20
2`a

+
1

4

!
: (C.11)

88



Usando �A = �B = ��, resulta uma for�
a de repuls~ao da parte B na parte
A dada por:

~F�B�A = ��2��a
4

4�0

"
ln

`2 � 4z20
2`a

+
1

4

#
ẑ: (C.12)

Exe
utando 
�al
ulos semelhantes para a intera�
~ao entre �A e �B temos
(
om �A = �B = �� e �A = �B = �+):

~F�B�A =
2�+a

4��0
Jz�B�A ẑ: (C.13)

Aqui Jz�B�A �e dado pela integral:

Jz�B�A =
Z a

0
rAdrA

Z 2�

0
d�A

Z 2�

0
d�B ln

`2 � 4z20
2`u0

= 2�
Z a

0
rAdrA

Z 2�

0
d�A ln

`2 � 4z20
2`a

= 2�2a2 ln
`2 � 4z20

2`a
: (C.14)

Esta integral d�a o mesmo resultado da integral ne
ess�aria para 
al
ular
F�B�A e, na aproxima�
~ao que estamos usando, tamb�em d�a o mesmo resultado
para F�B�A .

~F�B�A = ~F�B�A =
2�+
a��

~F�B�A = ����+�a
3

2�0
ln

`2 � 4z20
2`a

ẑ: (C.15)

A for�
a total que a parte B exer
e em A, ou a soma vetorial das for�
as
(C.12) e (C.15), �e repulsiva. Com (C.4) e (C.5) vem que �e dada por:

~FBA = ��2��a
4

16�0
ẑ = � i2�0

16�

v2d

2
ẑ: (C.16)

C.4 Dis
uss~ao e Con
lus~ao

Con
lu��mos que existe uma tens~ao longitudinal repulsiva ao longo do �o,
simplesmente devido ao fato de existir uma 
orrente uniforme no �o. Para
ilustrar a magnitude das 
argas (C.4) e (C.5) e da for�
a (C.16) 
onsideramos
um �o de alum��nio (densidade de el�etrons n � 6 � 1019=mm3) de raio a =
0; 6mm, 
omprimento l = 1m e uma 
orrente da ordem de i = 6� 103A (ou
seja, 
om velo
idade de drifting vd � 0; 55m=s). Isto resulta em densidades
de 
arga da ordem de �� � �3; 2 � 10�8C=m3 e �+ � 9; 7 � 10�12C=m2,
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numa for�
a da ordem de FBA � 3 � 10�18N , e uma tens~ao da ordem de
T � 2; 7� 10�18N=mm2.

Devido ao fato de que, para romper um �o de alum��nio, s~ao ne
ess�arias
tens~oes da ordem de 50 a 500N=mm2 [Gra63, p�agina 48℄, 
on
lu��mos que a
repuls~ao 
oulombiana (C.16) n~ao expli
a a explos~ao de �os.
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