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Resumo

Na primeira parte deste trabalho analisamos o campo elétrico fora de con-
dutores resistivos estacionarios conduzindo corrente constante. Exploramos
aqui o ponto de vista das cargas superficiais. Apresentamos problemas re-
solvidos na literatura sobre este assunto, assim como resultados novos para
condutores em forma de placas e também um anel filiforme (neste tltimo caso
calculamos numericamente o potencial), comparando os resultados teéricos
com dados experimentais retirados da literatura.

Na segunda parte, tratamos da propagacao de sinais em condutores com-
pridos. Seguimos a abordagem de Kirchhoff para o problema, utilizando a
forca de Weber como modelo de interacao entre cargas. Conseguimos derivar
a equacao da telegrafia para diversos casos, e mostramos que a abordagem
maxwelliana (campos) ndo é necessariamente a unica que conduz a equagao
da telegrafia.

O Apéndice A apresenta o calculo das integrais envolvendo o potencial
devido a uma placa retangular transportando uma corrente constante. O
programa para calcular o potencial de um anel filiforme estd listado no
Apendice B. No Apendice C, consideramos o fenomeno da explosao de fios
que acontece quando uma alta corrente elétrica flui em um condutor. Apre-
sentamos o resultado da tensao coulombiana, gerada pelo aparecimento de
carga no interior do fio devido ao efeito Hall radial. Concluimos que esta
tensao é varias ordens de grandeza inferior aquela necessaria para romper
um fio metdlico, ver [AH99b].



Abstract

In the first part of this work we analyse the electric field created outside
stationary resistive conductors, with a constant current. Here we explore the
point of view of surface charges. We present solved problems in the literature,
on this subject, and also new results for conductor plates and for a thin ring
(in this last case we calculate the potential numerically), comparing our
theoretical results with experimental data present in the literature.

In the second part, we treat the propagation of signals in long conductors.
We follow Kirchhoft’s approach to the problem, utilizing Weber’s force equa-
tion as a model for charge interaction. We derive the telegraphy equation for
several cases, and show that the Maxwell’s approach (based on fields) is not
necessarily the only one that leads to the telegraphy equation.

Appendix A presents the calculation of the integrals involved in the po-
tential resolution for a rectangular plate transporting a constant current.
The numerical program to calculate the potential of a thin ring is listed on
Appendix B. On Appendix C we consider the phenomenon of wire explosions
which happens when a high electric current flows in a conductor. We present
the result of coulombian tension generated by the appearance of charges in
the interior of the wire caused by the radial Hall effect. We conclude that
this tension is several orders of magnitude smaller than the one necessary to
break a metallic wire, see [AH99D).



Parte 1

Cargas Superficiais



Capitulo 1

Introducao

Consideremos um condutor parado (imaginemos um fio resistivo, por sim-
plicidade), conduzindo uma corrente constante. Podemos entender que esta
corrente esta relacionada com um campo elétrico existente em seu interior.
Adicionalmente, interpretamos que esta corrente gera em todo espaco um
campo magnético. Mas fora do fio, existe um campo elétrico nao nulo? Ou
seja, se colocarmos uma carga parada fora do fio, serd que ela vai sofrer a
acao de alguma forca?

Podemos entender que uma carga livre colocada proxima a um condutor
induz neste uma distribuicao de cargas em sua superficie. Este fenomeno é
conhecido como inducao eletrostatica. O aparecimento destas cargas faz com
que surja uma forca entre a carga livre e o condutor. Esta for¢a nao depende
da velocidade ou aceleragao relativas entre a carga e o condutor, apenas de
sua distancia, do valor absoluto da carga e da geometria do condutor. Por
este motivo este tipo de forga é conhecido como de ordem zero em v/c, onde
v é a velocidade relativa entre a carga e o condutor, e ¢ é a velocidade da
luz no vacuo. J& o fenomeno que vamos apresentar aqui envolve forcas de
primeira ordem em v/¢, ou seja, proporcionais a corrente i. E sobre este
ultimo fendomeno que vamos nos concentrar neste trabalho.

Muitos cientistas afirmaram erradamente, por muito tempo, que nao e-
xiste um campo elétrico fora de condutores com correntes constantes. Idéias
expressas por:

um condutor com corrente constante gera apenas um campo mag-
nético em seu exterior,



o fio é neutro em seu interior e na sua superficie,

presentes em artigos e livros-texto sobre eletromagnetismo, tém escondido
o problema de estudantes e pesquisadores, confundindo-os, vide Figura 1.1.
Muitos exemplos deste tipo podem ser encontrados em [ARM99], dos quais
apresentamos alguns deles.

Um exemplo de um autor do século passado é Clausius. Em 1877 ele
escreveu:

“Aceitamos como critério o resultado experimental de que uma
corrente fechada constante em um condutor estacionario nao e-
xerce forga em eletricidade estaciondria”, [O’R65, pag. 589].

Apesar de afirmar claramente que este é um “resultado experimental”, ele nao
cita nenhuma experiéncia que comprovasse sua declaragao. Sua eletrodinami-
ca predizia (entre colchetes vao nossas palavras):

“A lei formulada por mim leva ao resultado de que um circuito
fechado estacionario [com corrente] constante nao exerce forga em
uma carga estaciondria”, [O’R65, pag. 589).

Veremos que este principio estd errado, pois mostraremos que existe uma
forca fora de um fio com corrente constante.

Maxwell, ao comentar sobre a teoria eletrodinamica de Weber, deduz que,
se tal teoria estivesse correta, um fio com corrente exerceria forca em outro
fio que estivesse carregado, mesmo sem corrente. Ele afirmou:

“Agora, nos sabemos que carregando o segundo fio condutor como
um todo, podemos fazer e’ + e} [carga total no fio sem corrente]
tanto positivo como negativo. Tal fio carregado, mesmo sem cor-
rente, de acordo com esta férmula [baseada na eletrodinamica de
Weber]|, agiria no primeiro fio carregando uma corrente no qual
v?e + v?e; [soma das cargas positiva e negativa do fio com cor-
rente multiplicados pelo quadrado de suas velocidades de derival
tem um valor diferente de zero. Tal agao nunca foi observada”,
[Max54, vol. 2, art. 848, pag. 482].

Ele nao fez citagoes de experimentos que tentaram detectar esta forca, qual
o limite superior deste efeito, etc. O mesmo tipo de critica é feito por
Whittaker, afirmando que, se a teoria de Weber estivesse correta, correntes
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Figura 1.1: Existe um campo elétrico fora de condutores resistivos esta-
cionarios com corrente constante? Se colocarmos uma carga parada fora
deste condutor vai haver alguma forca entre eles?

elétricas exerceriam forgas em cargas paradas, [Whi73, pag. 205]. A forca de
Weber prediz, adicionalmente aos efeitos de ordem zero e de primeira ordem
em v/c, um termo extra de segunda ordem. E em relacao a este ultimo termo
que esses autores se referem. Entretanto, nao hé consideragoes em relacao
aos termos de ordem zero nem aos de primeira ordem nos escritos desses
autores.

Em livros-texto atuais encontramos declaracoes similares. Reitz, Milford
e Christy parecem afirmar que nao ha cargas superficiais em fios resistivos
conduzindo corrente, [RMCS82, pags. 142-143):

“Consideremos uma amostra condutora que obedece a lei de Ohm,
na forma de um fio reto de secao reta uniforme cujas extremidades
sao mantidas a uma diferenca de potencial constante A¢. Supoe-
se que o fio seja homogéneo e caracterizado pela constante de
condutividade ¢g. Nestas condicoes, existirda um campo elétrico
no fio, relacionado com A¢ através da relacao:

Ang:/E-dZ

E claro que nao pode haver componente, em estado estacionario
de campo elétrico, perpendicular ao eixo do fio ja que, pela Eq. (7-
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10) [J = gE], isto produziria uma carga continua da superficie
do fio. Dessa forma, o campo elétrico é puramente longitudinal”.

Neste presente trabalho mostramos que nao apenas estas cargas superficiais
existem, mas também que sao elas as responsaveis pelo aparecimento do
campo elétrico no interior e fora dos fios. Mostramos também que o cam-
po elétrico no interior de um fio com corrente constante nao é puramente
longitudinal (veja Apéndice C).

Similarmente, temos as declaracoes de Edwards, Kenyon e Lemon:

“H4 muito se sabe que as forcas de ordem zero e de primeira
ordem em um objeto carregado, proximo a um condutor neu-
tro com corrente constante, parado no laboratério, sao nulas em
magnitude”, [EKLT76].

Existe também a idéia de que um fio com corrente nao gera campo elétrico
em seu exterior porque assumem que o magnetismo é um efeito relativistico.
Um exemplo é o livro do Feynman, de onde podemos citar:

“Em um condutor normal, como cobre, as correntes elétricas vem
do movimento de alguns de seus elétrons negativos — chamados
elétrons de conducao — enquanto as cargas positivas nucleares e o
resto dos elétrons ficam fixos no corpo do material. Denominamos
a densidade dos elétrons de conducao de p_ e sua velocidade
em S [referencial do laboratério] de ¥. A densidade de cargas
paradas em S é p,, que tem de ser igual ao negativo de p_, ja
que estamos considerando um fio descarregado. Nao ha portanto
campo elétrico fora do fio, e a forca na particula em movimento
é somente F = qiiy x B”, [FLS64, vol. 2, pag. 13-7].

Neste ponto, podemos comentar que os autores acima nao levaram em
consideracao a existéncia das cargas superficiais e sua acao na carga externa
q.

Veremos que estas declaracoes de Reitz, Feynmann, e outros, estao er-
radas. Mesmo que desconsideremos o efeito de ordem zero (ou seja, a indugao
de cargas no condutor devido a proximidade de uma carga externa), ainda
temos um efeito de primeira ordem em v/c. Este efeito deriva da presenga
de cargas na superficie dos condutores quando por estes flui uma corrente.
Vamos calcular as cargas superficiais em condutores resistivos com corrente
constante e o campo elétrico fora destes condutores. Vamos comparar nossos
calculos com resultados experimentais na literatura.



Capitulo 2

Casos Conhecidos na Literatura

Neste capitulo apresentamos alguns casos envolvendo cargas superficiais e
campos em condutores, cujos tratamentos estao publicados na literatura. Em
primeiro lugar, vamos apresentar a fonte das figuras experimentais, que servi-
ram de base para nossas comparacoes com os diversos tratamentos tedricos,
apresentados em seguida. Estas figuras experimentais serao apresentadas
mais adiante quando comparadas com os céalculos tedricos.

2.1 Cargas Superficiais

Na primeira parte deste trabalho, todas as situacoes envolvem um condutor
resistivo conduzindo uma corrente constante. E um resultado experimental
que nestes casos a densidade de corrente é distribuida uniformemente na
secao reta, [Whi73, pag. 90].

Vamos primeiramente dar uma visao qualitativa da relacao das cargas lo-
calizadas na superficie dos condutores com a corrente constante que flui em
seu interior. Uma fonte de corrente — por exemplo, uma bateria, — conectada
ao condutor mantém, nas extremidades deste circuito, uma distribuicao de
cargas. Esta distribuicao de cargas espalha-se ao longo da superficie do con-
dutor, gera a corrente no interior do condutor, e também um campo elétrico
fora do condutor. Esta situacao estd mostrada na Figura 2.1, a esquerda. A
direita desta mesma figura temos uma ampliacao de uma pequena secao do
circuito, mostrando as cargas superficiais gerando o campo elétrico dentro
do fio.

Consideramos o caso de circuitos com corrente do ponto de vista da dis-
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Figura 2.1: A bateria mantém a distribuicao de cargas superficiais, que geram
o campo elétrico dentro (e fora) dos condutores.

tribuicao de cargas superficiais gerando os campos elétricos. A relagao entre
o campo elétrico e a densidade de carga pode ser dada pela lei de Gauss:

eV - E =p, (2.1)
onde € é a permissividade elétrica do meio, EF é o campo elétrico e p é a den-
sidade volumétrica de carga. Resolvendo esta equacao num cilindro com area
de base arbitraria e altura infinitesimal envolvendo a interface na superficie
do condutor, com o ar ou vacuo ao seu redor, obtemos:

GIEI . fll + 6252 . /fl2 = 0, (22)

onde El é o campo elétrico, n; é o vetor unitario normal a superficie gaussiana,
e 0 é a densidade superficial de carga na interface entre os dois meios. O
indice ¢ = 1 se refere ao meio condutor, e o indice i = 2 se refere ao meio fora
do condutor, o qual assumimos ao longo deste trabalho como sendo o vécuo.

Nesta tese utilizou-se esta relacao para checar os calculos. Inicialmente
propos-se uma distribuicao de carga superficial conhecida e com ela calculou-
se o potencial. A partir daf obteve-se o campo elétrico. Com a Eq. (2.2)
obteve-se entao uma nova densidade superficial de carga que foi comparada
com a inicial para ver se coincidiam.

Existem varios trabalhos na literatura discutindo estas cargas superficiais
[Som64, pag. 125-133], [Hea84], [Gri89, pag. 336-337], [Jac96], [ARMI9] e
[AC00]. Aqui apresentamos uma visao geral destes casos conhecidos, e um
estudo detalhado de casos novos.



2.2 Resultados Experimentais

As figuras demonstrando a existéncia de campos elétricos fora de condutores
foram obtidas em [Jef62] e [Jef89]. Jefimenko usou sementes de grama como
particulas-teste. Estas sementes, neutras no estado natural, polarizam-se na
presenca de um campo elétrico, alinhando-se ao longo das linhas de campo
elétrico. Aqui podemos fazer uma analogia com uma situacao bastante popu-
lar: as limalhas de ferro, na presenca de um campo magnético, polarizam-se e
se alinham ao longo das linhas de campo magnético. As figuras de Jefimenko
sao apresentadas neste trabalho como comparacgao com os resultados teoricos.

Em [Jef62] estd bastante clara a maneira de confeccionar estas figuras.
Em placas de vidro, com dimensoes tipicas de 25cm x 30cm, desenha-se um
circuito, com dimensoes aproximadas de 12¢m X 15¢m, com tinta conduto-
ra (nas figuras apresentadas aqui esta tinta tém um tom cinza-claro). Os
terminais do circuito sdo pintados com tinta condutora (nas figuras esta tin-
ta é representada pela cor preta). Aplicando-se tensdes da ordem de 10kV
aos terminais do circuito, sao espalhadas as sementes de grama por toda a
superficie, que é entao fotografada. Neste trabalho, nao hé estimativa das
correntes que fluem nos condutores.

Jefimenko também mediu diretamente as curvas equipotenciais fora de
condutores com corrente constante, [JBK62] e [Jef89, pag. 301]. Para isto
utilizou uma fonte de radioatividade alfa para ionizar o ar no ponto onde
o potencial seria medido. A fonte alfa adquiria o mesmo potencial que este
ponto. O potencial era entao medido em relacao a um ponto de referéncia
com um eletréometro eletronico conectado a fonte alfa.

Um exemplo desta medida que pode ser comparado com calculos teéricos é
o de uma corrente constante de 0,4 microamperes fluindo na superficie de um
condutor oco estaciondario ao qual foi aplicado uma diferenca de potencial de
80 volts. Foi medido o potencial dentro e fora do condutor [JBK62, Fig. 3a].
Esta figura experimental serd comparada mais adiante com a figura tedrica
obtida por Assis, Rodrigues e Mania [ARM99, Fig. 5].

As comparacoes feitas na tese sao qualitativas. Isto é, comparamos as
formas das linhas de campo elétrico (ou das equipotenciais) calculadas teori-
camente com as mesmas linhas obtidas experimentalmente por Jefimenko.
Para se fazer uma comparacao quantitativa seria necessario comparar o valor
da forca calculada entre o condutor com corrente constante e uma carga-teste
parada externa ao condutor, com uma medida direta desta forca. Mas a tinica
experiéncia de que temos conhecimento que tentou medir diretamente esta



forga é a de Sansbury, [San85]. Infelizmente, embora ele tenha concluido que
existe uma forca nao nula utilizando uma balanca de torcao, sua experiéncia
nao chegou a dar resultados quantitativos precisos que permitissem esta com-
paracao.

Passamos agora aos resultados tedricos conhecidos da literatura.

2.3 Cabo Coaxial Longo

O célculo do campo elétrico e das cargas superficiais em um cabo coaxial
longo com corrente constante ¢ foi feito por Sommerfeld, Griffiths, Jefimenko,
e Assis e Cisneros: [Som64, pags. 125-130], [Gri89, pags. 336-337], [Jef89,
pags. 318 e 509-511] e [ACO0].

Esta situacao consiste de um cabo coaxial infinito composto de um fio de
secao reta circular de raio a com condutividade ¢, e uma casca cilindrica de
raios interno b e externo ¢ (¢ > b > a) com condutividade g;. Sommerfeld e
Griffiths obtiveram um campo elétrico nao nulo apenas na regiao r < b, mas
nulo para a regiao r > b por considerarem casos particulares desta situagao: o
caso de um raio externo infinito (¢ — oo) foi tratado por Sommerfeld, e o caso
de condutividade infinita da casca cilindrica externa (go — o00) foi tratado
por Griffiths. Na Figura 2.2 apresentamos as equipotenciais (linhas cheias)
e linhas de campo elétrico (linhas pontilhadas) obtidas por Sommerfeld.

O caso com raio externo c finito e condutividade externa g, finita foi trata-
do por Jefimenko e por Assis e Cisneros. Jefimenko concentrou-se apenas na
regiao entre os cabos (a < r < b) obtendo ai o potencial e o campo elétrico,
assim como as densidades superficiais de carga nas superficies r = a e r = b.
Assis e Cisneros estenderam o tratamento dado por Jefimenko, e obtiveram
também a densidade superficial de carga na superficie externa r = ¢, e um
campo elétrico nao nulo fora do condutor externo (r > c).

Apresentamos em seguida o tratamento do problema dado por Sommer-
feld, ou seja, o cabo coaxial com condutor de retorno com raio externo in-
finito. Vamos utilizar coordenadas cilindricas, onde o eixo z coincide com o
eixo do cilindro. Temos uma corrente i fluindo uniformemente no condutor
interno (0 < r < a, com condutividade g;) e retornando pelo condutor ex-
terno (b < r < oo, com condutividade ¢;). A densidade de corrente é dada
por:

- iz/ma?, r < a,
‘7:{0,/ b<r<oo. (2:3)
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i‘ F4C
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Figura 2.2: Resultados tedricos encontrados por Sommerfeld para o proble-
ma do cabo coaxial infinito. As linhas de campo elétrico sao representadas
pelas linhas tracejadas, e as equipotenciais sao representadas pelas linhas
continuas.
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Lembramos que o condutor de retorno tem area de secao reta infinita, de
modo que uma quantidade finita de corrente estd distribuida em uma &area
infinita, e é por isto que a densidade de corrente é nula na expressao acima.
O campo elétrico E dentro dos condutores pode ser encontrado pela lei de
Ohm, e é dado por:

P ]j/glzié/waZQI, r < a, (2.4)
3/g2 =0, b<r<ec. '

Na regiao entre os condutores, a < r < b, onde supomos vacuo, vale a
equacao de Laplace para o potencial elétrico ¢:

Vi =0,
ou, expresso em coordenadas cilindricas:

Po 100 189 99

- T g 2.
8r2+r8r+7"28g02+8z2 0 (2:5)

Neste problema temos simetria de rotagao em torno do eixo z, ou seja:

o
= 0. (2.6)

dp
Além disto, o potencial ao longo dos condutores é uma funcao linear em
z, e devemos ter que o potencial é uma funcao linear em 2 na regiao entre os

condutores [Rus68]. Com isto obtemos o potencial nesta regiao:
12

¢r,z) = ma’g; In(b/a)

In %, a<r<b, (2.7)

a partir do qual podemos encontrar o campo elétrico nesta mesma regiao:

0¢ 7 z
E(rz)=——F=————"7"-, b,
(r,2) or wag, In(b/a) r @esrs
' b
E,(r, 2) :—% :;ln—, a<r<b. (2.8)

0z  ma?gyIn(b/a)
As densidades superficiais de carga nas superficies r = a e r = b podem
ser facilmente encontradas com (2.2):

607:

04(2) = _Wn(b/a)z’ r=a,

11



——i-#z
~ma?bg In(b/a)”’

onde €, é a permissividade elétrica do vacuo.

Sao estas cargas superficiais, sustentadas pela bateria, as responsaveis
pelo campo elétrico que mantém a corrente fluindo, e que geram o campo
elétrico no condutor interno e na regiao entre os cabos, a < r < b. Isto pode
ser demonstrado calculando-se, por integragao direta, o potencial gerado por
estas cargas superficiais, o que resulta exatamente (2.7) na regido entre os
condutores.

E a bateria também que vai definir onde a densidade de carga é nula. No
caso da Figura 2.2 ou da Equagao (2.9) a origem do eixo z foi escolhida para
coincidir com o = 0. Isto significa que a bateria que da origem a corrente, nao
representada na Figura 2.2, deve estar simetricamente colocada em relagao a
origem z = 0. Isto devido ao fato de que a parte do condutor mais préxima
do terminal positivo (negativo) da bateria fica carregada positivamente (neg-
ativamente), como representado qualitativamente na Figura 2.1.

Como curiosidade, podemos também calcular a carga por unidade de
comprimento no eixo z:

op(2) r=b, (2.9)

2€0i
>\a =2 a = T 11\~ )
(2) = 2mao,(2) = ln(b/a)z r=a
M(2) = 2mboy(2) = 40! b (2.10)
2) = 27hoy(2) = +————2 r= .
’ ’ a?gyIn(b/a) ’
ou seja, o condutor se comporta como um capacitor, com A,(z) = —A(2).

Lembramos que esta nao é uma situacao real, apenas uma aproximacao
para o caso de um cabo coaxial comprido. Além disso, fazendo o raio externo
infinito restringe ainda mais uma comparacao deste caso com um real. En-
tretanto, vale ressaltar que estamos interessados primariamente no entendi-
mento da relacao entre as cargas superficiais, a corrente e o campo elétrico
que existe na regiao fora do condutor.

A seguir, vem o caso menos restritivo de um cabo coaxial finito.

2.4 Cabo Coaxial Finito

Jackson [Jac96] apresentou a solu¢ao exata para o problema do cabo coaxial
de comprimento finito, calculando os campos e as cargas superficiais na regiao

12



entre os condutores. Assim como Griffiths (veja Secao 2.3), ele considerou
a condutividade do condutor de retorno (externo) como sendo infinita. A
geometria deste caso pode ser vista na Figura 2.3.

Nao entramos em detalhes na resolucao deste problema. Essencialmente,
ele calculou a funcao de Green para a equacao de Laplace, usando como con-
di¢oes de contorno o potencial nas paredes dos condutores. Seu resultado
mais interessante é a comparacao das linhas equipotenciais entre circuitos
abertos e fechados. Neste caso, o resistor é colocado simetricamente no con-
dutor interno. A Figura 2.4 mostra a metade superior do circuito da Figu-
ra 2.3 sem o resistor, ou seja, o circuito estd aberto. A Figura 2.5 mostra a
mesma situacao, exceto que agora o circuito estd fechado. Esta ultima figura
foi feita, segundo o autor, utilizando métodos numéricos.

Comparando as duas figuras, notamos que a diferenca entre as equipoten-
ciais ¢ minima. Conseqiientemente também é minima a variacao nas cargas
superficiais, apresentadas na Figura 2.5 apenas de forma qualitativa, e na
Figura 2.6 de forma quantitativa. Isto ilustra o quao importante sao estas
distribuicoes de cargas na superficie dos condutores para o fenomeno da con-
ducao de corrente, posto que uma variacao pequena determina se existe ou
nao uma corrente.

at?

EBateria

Figura 2.3: Geometria de cabo coaxial finito considerada por Jackson.
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Figura 2.4: Linhas equipotenciais do cabo coaxial finito quando o circuito
estda aberto, ou seja, sem o resistor. O resistor estd localizado simetricamente
no meio do condutor interno. Esta figura corresponde a regiao representada

pela hachura na Figura 2.3 no canto superior esquerdo.

1 \
| Il\l- \ -".H_. R '- 1 |Ill |I
.\\ byt i N S

1
b

._\x x&m
""‘--\_\___ -h\_\_““-u_ﬂ-\,_\_i\xnl
J-:l'- uu———_.—l—___
N =
G J:I‘:l

Figura 2.5: Linhas equipotenciais para a regiao superior esquerda da Figu-

ra 2.3 quando o circuito esta fechado. .
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Figura 2.6:

L™

Cargas superficiais ao longo do condutor

interno do cabo co-

axial tratado por Jackson. Os pontos representam a distribuicao de carga
com o circuito aberto (sem o resistor). Os pontos na regiao onde nao existe
o resistor representam apenas a componente normal ao circuito do campo
elétrico. A linha continua representa a distribuicao de carga com o circuito

fechado.
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2.5 Circuito Poloidal

Considere uma casca cilindrica condutora uniformemente resistiva de com-
primento infinito e de raio a, sem espessura, com uma corrente poloidal
constante, veja a Figura 2.7. Este problema foi tratado por Heald [Hea84].
Heald assumiu que a bateria fosse uma linha paralela ao eixo do cilindro, ali-
mentando o circuito com uma diferenca de potencial ¢q. A partir da equacao
de Laplace (V2¢ = 0), ele calculou o potencial em todo o espago (dentro e
fora do cilindro), assim como o campo elétrico e as cargas superficiais.

O potencial nao depende da coordenada z por simetria, sendo o eixo z o
eixo de simetria do cilindro. Seu valor ao longo do circuito varia linearmente
com a coordenada polar ¢:

o(r =a,p) = ;)—Ogo, —T < < T (2.11)
v
Fazendo uma expansao em série de Fourier na varidvel ¢, no intervalo
especificado —m < ¢ < 7 para o potencial ¢ temos:
Po o= (=1)" sinng

o(r=a,p)=— - -— —T < <. (2.12)

n=1 n

Podemos resolver a equacao de Laplace em coordenadas polares, usando
a Equacao (2.12) como condigao de contorno. O resultado é:

0o 0o .
(]5(7”, SO) — —@ (_C) Sln(ngp) — @ arctan ﬂ, r S a/,
T a n m a + rcosy
o(r, ) —@ <_2> sin(ng) = @ arctan _asmy , T > a.
T r n s T+ acosy
(2.13)

Repare que para este caso particular o autor conseguiu encontrar uma
forma fechada para as expressoes do potencial. As linhas equipotenciais no
plano z = 0 dadas por esta equagao sao dadas na Figura 2.8 (resultado obtido
por Heald).

O campo elétrico, calculado a partir do potencial com E = —Vo, é:

Golasin pF + (r + acos p)P|
7(a? 4+ 12 + 2ar cos p)

E(T,@):— r<a,
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Figura 2.7: Geometria do problema considerado por Heald. Ha uma den-
sidade de corrente superficial K fluindo uniformemente na direcao poloidal
sobre a superficie do cilindro.

E(r - _aqﬁg[— sin of + (a/r + cos p)Q]
)= m(a? + 12 4 2ar cos p)

, T>a. (2.14)

Na expressao anterior para o campo elétrico podemos ver claramente as
componentes radiais e tangenciais do campo elétrico com relacao ao circuito.
Com isto, podemos encontrar as cargas superficiais no circuito:
€090 ¥
— ta

n’. (2.15)

o(¢) = &[Er(r — at+,¢) = E(r — a—,¢)] = org P0G

Na Figura 2.9 apresentamos um corte transversal do cilindro, com as
linhas de campo elétrico; as cargas superficiais sao representadas qualitati-
vamente pelos sinais positivo e negativo ao longo do circuito.

Na Figura 2.10, mostramos a figura equivalente encontrada experimen-
talmente por Jefimenko [Jef62]. Discutimos estas experiéncias na Se¢ao 2.2.
Note que as aproximacoes utilizadas por Heald, comparadas com o caso real
de Jefimenko, continuam muito boas, e podemos observar a nitida semelhan-
ca entre estas duas figuras. Note que a placa experimental de Jefimenko é
essencialmente uma figura bidimensional (a corrente est confinado em uma
placa), enquanto que a figura das linhas de campo elétrico de Heald é uma
secao transversal ao eixo z do circuito.
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Figura 2.8: Resultado tedrico obtido por Heald para as equipotenciais no
circuito poloidal (corte transversal ou de se¢ao reta do cilindro). O eixo z é
perpendicular a figura passando pelo centro do circulo. A linha de bateria é
representada pela bola preta.
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Figura 2.9: Resultado tedrico encontrado por Heald para as linhas de campo
elétrico no circuito poloidal.

Figura 2.10: Placa experimental de Jefimenko para as linhas de campo
elétrico correspondente ao resultado encontrado por Heald.
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2.6 Fio Reto Longo de Secao Reta Circular

O caso do fio reto macigo e longo estd detalhado em [ARM99]. Neste artigo
também ha uma extensa discussao a respeito dos motivos que levaram cien-
tistas a ignorarem a abordagem de cargas superficiais que exploramos neste
trabalho.

A geometria considerada neste problema é a de um fio de comprimento
¢ e raio a, homogeéneo e com condutividade constante. O fio transporta uma
corrente ¢ constante no tempo e na secao reta. Supoe-se uma densidade
superficial de carga linear com o eixo do fio, 0y = 042/{+0p. Este resultado
tem de valer neste caso, como foi provado por Russell, [Rus68]. O ponto onde
o = 0 vai depender da posi¢ao da bateria. Com isto calcula-se o potencial
dentro e fora do fio por integracao direta das cargas superficiais:

1 gon 0/2 ' '

b(r2) = / dgo'/ dz'(oa2' [0+ o) '

4meg Jo —0/2 \/1 —2(r/a) cos ¢ +12/a? + (' — 2)2/a?

(2.16)
Na aproximacao ¢ > a, obtemos o potencial e o campo elétrico:
| aloaz/l+ o) In(l/a)/e, T < a,

¢(7"7 SO,Z) - { G,(O'AZ/K + O_B) ln(Z/r)/eO, r>a, (217)
= | —acaln(l/a)z/ley, r<a,
Elr.¢,2) = { a(oaz/l+ op)i/eor — aoaIn(l/r)2/leg, T > a. (2.18)

Podemos ver as linhas equipotenciais nas Figuras 2.11 (resultado teérico
encontrado por Assis, Rodrigues e Mania) e 2.12 (resultado experimental
encontrado por Jefimenko).

As linhas de campo elétrico, aqui apresentadas na Figura 2.13, encon-
tradas teoricamente, podem ser comparadas com a figura experimental cor-
respondente de Jefimenko, aqui apresentada na Figura 2.14. H& étima con-
cordancia.

Note que este caso teve tratamento inverso aos casos apresentados até
aqui. Ou seja, ao invés de resolver a equacao de Laplace na regiao fora dos
condutores e, a partir do potencial calcular o campo elétrico e as cargas su-
perficiais, os autores propuseram que se considerasse a existéncia de uma
distribuicao linear de cargas na superficie do condutor. A partir desta dis-
tribuigao de cargas calcula-se o potencial por integracao direta, e a partir do
potencial, o campo elétrico. Supondo a linearidade das cargas superficiais,
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Figura 2.11: Linhas equipotenciais encontradas por Assis, Rodrigues e Mania

para o problema do fio reto longo.

Figura 2.12: Placa experimental de Jefimenko para um circuito oco em forma
retangular, conduzindo corrente constante e uniforme em sua superficie.
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Figura 2.13: Linhas de campo elétrico encontradas por Assis, Rodrigues
e Mania no problema do fio reto longo. Podemos considerar a secao reta
longitudinal como uma aproximacao da figura experimental de Jefimenko.

Figura 2.14: Placa experimental de Jefimenko mostrando linhas de campo
elétrico em circuito bidimensional com corrente constante.
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ficamos com o valor de seus coeficientes (linear e constante) indefinidos até
impormos as condic¢oes de contorno: o potencial na superficie do condutor.
Uma maneira de testar a validade deste método é verificando sua coe-
réncia: a partir do campo elétrico, é possivel calcular, com a lei de Gauss, as
cargas superficiais. Estas cargas devem coincidir com aquelas cargas superfi-
ciais iniciais que deram origem ao potencial. Além disto, dentro do condutor
deve existir um campo elétrico constante, compativel com a suposicao de cor-

rente constante. Todas estas exigéncias foram confirmadas neste problema,
ver [ARM99].

2.7 Linha de Transmissao

O caso da linha de transmissao, constituida por dois fios resistivos condutores,
foi tratado pela primeira vez em [Strdl, pag. 262], e detalhado em [AM99].

A geometria do problema ¢é dada na Figura 2.15. Temos dois fios retos de
secao reta circular de raio a e comprimento £, imersos no ar. Seus eixos estao
separados por uma distancia R e estao paralelos ao eixo z. A condutividade
constante e homogénea dos fios é g. Os terminais dos fios estao submetidos
as diferencas de potencial ¢4 e ¢p, a esquerda, e —p4 e —pp, a direita,
conforme mostra a Figura 2.15. O resultado final para o potencial em todo
0 espaco é:

. Pa— OB $a+ OB 1
¢(I,y,2)——( / z+ 2 2111R7\/W

(x — VEE—da2/2) + ¢

x In . 2.19
(z + VR? — 4a2/2)? + y? (2.19)
O campo elétrico é dado por:
Bla,y,2) = — ¢A—¢Bz+¢A+¢B VR? — 4a?
7y7 - é 2 ln R+ /12{274042
(22 —y? + a® — R*/4)% + 2y
a*+ R*/16 — R?*(2? — y2) /2 + (22 4+ y2)? — a®>(R? — 422 + y?) /2
— 1 —VR2 — 4q2/92)? 2

2 |p &= VE Z4a8/2)" +y (2.20)

n .
(o BVEIE T (R — 42 2)? + g
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Podemos comparar estes resultados com aquele encontrado por Jefimenko.
Apesar dele nao fornecer as dimensoes, podemos estimar a razao por R/2a ~
10/3 a partir de sua figura experimental. Juntamente com ¢4 = 0e ¢pp = 1V,
obtemos a partir da Equacao (2.19) as equipotenciais em y = 0, mostradas
na Figura 2.16. As linhas de campo elétrico para esta mesma situacao estao
na Figura 2.17, enquanto que a placa experimental estd apresentada na Figu-
ra 2.18.

Assim como no caso anterior, Secao 2.6, a comparacao nao é perfeita,
visto que temos uma linha de transmissao composta por dois fios cilindricos
paralelos no caso tedrico, enquanto que no caso experimental de Jefimenko
temos um circuito bidimensional. Entretanto, os resultados coincidem bas-
tante bem.

Iniciamos no préximo capitulo os casos novos que constituem o corpo
deste trabalho.
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Figura 2.15: Dois fios paralelos de raio a, separados por uma distancia R. O
fio de cima carrega uma corrente constante I ao longo da direcao positiva de
z, enquanto que o de baixo carrega uma corrente de retorno I, ao longo da
dire¢ao negativa de z.
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Figura 2.16: Linhas equipotenciais para o plano y = 0 no problema da linha
de transmissao com corrente constante.
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Figura 2.17: Linhas de campo elétrico no plano y = 0 no problema da linha
de transmissao com corrente constante.

Figura 2.18: Placa experimental de Jefimenko mostrando linhas de campo
elétrico nas duas placas grossas conduzindo correntes em diregoes opostas.
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Capitulo 3

Casos Novos

Apresentamos neste Capitulo casos que ainda nao foram tratados na litera-
tura. Primeiramente apresentamos resultados dos campos em placas retan-
gulares. Apesar de nao haver trabalhos sobre esta geometria particular na
literatura que seja de nosso conhecimento, escolhemos esta geometria porque
ela é bastante simples. Aplicamos o resultado de uma placa para os casos de
duas e quatro placas paralelas, sob diversas condi¢oes. Alguns destes resul-
tados foram apresentados em [AH99a]. Ao final do capitulo, apresentamos a
solucao numérica para o potencial gerado por um anel filiforme conduzindo
uma corrente constante.

3.1 Placa Retangular

A geometria que estamos considerando é a de uma placa retangular de com-
primento /, no eixo x e £, no eixo z. Ela esta situada no plano y = 0. O
centro geométrico da placa esta localizado na origem do sistema cartesiano de
coordenadas. Assumimos que a corrente flui uniformemente de —¢,/2 para
(,/2, veja a Figura 3.1.

A resolucao deste problema a partir da equacao de Laplace esbarra em
dificuldades analiticas na imposicao das condicoes de contorno. Por este
motivo, tomamos o caminho inverso como no caso do fio reto (Segao 2.6),
ou seja, a partir da distribuicao de cargas superficiais calculamos o potencial
elétrico.

Vamos tomar uma densidade superficial de carga o que seja linear ao
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Figura 3.1: Esquema da placa condutora com corrente constante.

longo de z:
o(z) =az+p. (3.1)

O fato de que a densidade de cargas superficiais nos condutores varia
linearmente com a distancia ao longo da dire¢ao da corrente vai ser utilizada
em todos os casos de condutores retilineos longos tratados nesta tese. A
justificativa para isto é um teorema provado por Russell em 1968, [Rus68].
Ele parte da equacao de Laplace V?¢ = 0 fora dos condutores e aplica a
condicao de contorno de que o potencial é linear ao longo da direcao da
corrente sobre o condutor. Aplica entao a lei de Gauss, Equacao (2.2), na
interface condutor-vicuo e chega entao em (3.1).

Note que o, de maneira geral, é uma funcao de ambas as coordenadas,
o(z,z), para o caso de /, finito. Entretanto, a dependéncia em x introduz
dificuldades analiticas para a resolucao deste problema, dificuldades estas
que estao além dos objetivos deste trabalho. Assumimos deste modo que a
densidade superficial de carga seja dada simplesmente por (3.1), como apro-
ximagao no tratamento deste caso, vilida para ¢, > |7], onde 7 é o ponto de
observacao (ver Equagao (3.4)).

O potencial elétrico é prontamente dado pelas cargas superficiais o acima

por:
o) = 47360 / /s T;Z)df ’ (32)

_r"-/|

onde dA" é um elemento de area, e S é a superficie onde existe a distribuicao
de carga o(z). Estamos interessados apenas no potencial no plano simétrico
x = 0. Isto é feito para realizarmos comparagoes com as figuras experimentais
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de Jefimenko, logo em seguida. Assim, o potencial neste plano é:

1 /2 0.)2 '
#(0,y,2) = / dz'/ dz' oz + 0 . (3.3)
dmeg J-e./2 N \/1-12 Fy2+ (2 — 2)2

Resolvemos estas integrais utilizando trés aproximacoes diferentes, (A),
(B) e (C) (veja a resolucao das integrais no Apéndice A), definidas por:

(A) >0, > 22+ 12,
(B) b=1,=10,> 22+ 1>, (3.4)
(C) £, > 0, > /22 + 42

O potencial, respectivamente para as aproximagoes (A), (B) e (C), é dado
por:

l, l, l, 2
N R T

27 2
y?
+7ng (2az + 5)] /€0, (3.5)
_ ¢ lyl\ |, B¢
#(0,y,2) = l(az + ) (27r In(v2 + 1) 5 ) + o In(v2+1)
V222 /5az V2y? [3az
ot U5 )+ (5 r0)|/e 0)
#(0,y,2) = l(az—i—ﬁ) <% In o W&:) + 27’(’] /€o- (3.7)
Vamos também definir as constantes A; e Ay, para cada aproximagcao:
AL A2
(A) 0, /2m 5—; In(2¢4,/¢,) (3.8)
(B) £In(v2+1) L£hn(vV2+1)

©) Lwe,/e,) 0,)2m

Lo
2w
As constantes \; e Ay, tém dimensoes de comprimento, da ordem da

) )
largura da placa, nas aproximacoes utilizadas, e muito maiores que os pontos

de observacao r = /y? + 22.
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Desprezando termos da ordem 1/¢,, 1/¢, e 1/¢, obtemos o potencial
elétrico para uma placa, dado por:

6(0,y,2) = — l(az +8) <A1 - M) + m] | (3.9)

€0

Podemos ver as equipotenciais na Figura 3.2, onde usamos a aproximagao
(A), com os valores ¢, /¢, = 3, e potenciais ¢(0, —(,/2) = ¢o/2, $(0,(,/2) =
—¢o/2. A relacao entre as constantes «, 5 e o potencial ¢, para este caso
particular é:

2meg o
a=-——"F g =0. (3.10)
O campo elétrico é prontamente dado por E= —Vo:
- 1
B0,y 2) = - |95 80 4o (0 = ) 5 (3.11)
€o 2 2

onde o sinal superior vale para a regiao y > 0, e o inferior para y < 0.
Note que podemos recuperar a distribuicao superficial de carga original,
Equacao (3.1), a partir do campo elétrico. Sendo n o versor normal & su-
perficie, a densidade de carga é dada por (2.2):

0(2) = €[Ey(0,y = 0+,2) — E,(0,y = 0—,2)] = az + 5.

As linhas de campo elétrico podem ser obtidas pelo método descrito no
livro do Sommerfeld, [Som64, pag. 128]. Suponha que uma funcao (0, y, 2)
represente as linhas de campo elétrico. Em todos os pontos vale entao que es-
sas linhas sao perpendiculares as equipotenciais. Em notacao vetorial temos:

Viy Vo =0. (3.12)
Neste caso as linhas de campo elétrico sao dadas por:

22+ 2B2/a —y* +4\y, y >0,

P(0,y,2) = { 2 20— Ay <0 (3.13)

Esta func¢ao nos da duas familias de hipérboles nas regides acima ou abaixo

da placa. Um exemplo desta fungdo ¢) pode ser visto na Figura 3.3, onde
usamos a aproximacao (A), com os mesmos valores que na Figura 3.2.
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Figura 3.2: Linhas equipotenciais para uma placa condutora no plano longi-

tudinal z = 0.
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Figura 3.3: Linhas de campo elétrico na placa condutora no plano longitu-

dinal z = 0.
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3.2 Duas Placas Paralelas

Com o resultado para o potencial de uma placa podemos analisar os ex-
perimentos de Jefimenko. Primeiramente consideramos [Jef62, Fig. 1] ou
[Jef89, Placa 6], aqui apresentadas na Figura 2.14. Nestes casos temos uma
corrente constante fluindo uniformemente ao longo do eixo z do condutor
de condutividade g em forma de paralelepipedo de dimensoes /., a e £,.
Correspondentemente, ha cargas livres somente ao longo de suas superficies
externas, localizadas em y = a/2 e y = —a/2 (considerando o condutor de
espessura a centrado na origem). Em ambas as superficies as cargas livres
sao dadas aproximadamente pela Equagao (3.1). Serd mostrada adiante a
validade desta suposicao. A superposicao das duas placas carregadas situ-
adas em y = +a/2, utilizando a Equacao (3.9) e substituindo a posi¢ao y = 0
das placas por a/2 ou —a/2 convenientemente, resulta o potencial no plano
x = 0, dado por:

ly —a/2[ + |y + a/2]
2

€o

1
#(0,y,2) = — l(az + /) <2)\1 — ) + QB)\Q] . (3.14)
Este potencial pode ser visto na Figura 3.4 na aproximacgao (A), com
l.]l, =1,/a = 6. Dadas as condigoes de contorno:

6(0,4a/2,—0,/2) = ¢o/2 e  #(0,+a/2,0,/2) = —o/2,  (3.15)

podemos obter uma relacao entre o e 8 com o potencial dado ¢, para este
caso particular, ou seja:
Poco

O campo elétrico é dado por:

B —[a(2A\1 —y)2 — (az + B)y]/€0, y > a/2,
E(0,y,2) =4 —a(2\ —a/2)z /e, —a/2 <y<a/2, (3.17)
—[a(2X\ +y)2+ (az+ B)y] /e, y < —a/2.

E interessante que, como deveria ser esperado, o campo elétrico na regiao
entre as placas é constante. E exatamente este fato que nos permite comparar
nossas duas placas paralelas com uma situacao um pouco diferente, conforme
descrita no inicio desta Secao: um paralelepipedo conduzindo uma corrente
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Figura 3.4: Linhas equipotenciais no caso de duas placas conduzindo corrente
na mesma direcao.
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uniforme e constante na secao reta de dimensoes ¢, e a, ao longo de seu
comprimento £,. Estas placas carregadas paralelas seriam andlogas, portanto,
as superficies superior e inferior do paralelepipedo. Com isto, justificamos
a suposicao de que as cargas na superficie do condutor seja linear com z,
conforme indicamos no inicio desta Secao.

Note que, assim como no caso da placa tnica, também podemos recu-
perar a distribuicao superficial de carga a partir da componente do campo
elétrico perpendicular a placa. Calculando a funcao que da as linhas de
campo elétrico temos:

22+ 28z)a —y* + 4Ny, y>a/2,
7/)(0,%2) = _ay/2a —(Z/2 <y< 0/2, (318)
22+ 2Bz]/a —y* —4\y, y < —a/2.

Na Figura 3.5 fizemos o grafico para esta funcao usando as mesmas con-
digoes que na Figura 3.4, de modo a ter dimensoes similares as do experimento
de Jefimenko, apresentado na Figura 2.14.

Neste ponto, vale lembrar que a comparacao que fazemos aqui é qualita-
tiva. Na Secao 2.5, comparamos as figuras obtidas a partir do circuito com
corrente poloidal. As linhas de campo elétrico tedricas estao na Figura 2.9,
enquanto que as linhas experimentais estao na Figura 2.10. A Figura 2.9
representa a secao reta de um condutor muito comprido no eixo z, no plano
onde flui a corrente. Entretanto, a comparacao com 2.10 é muito boa.
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Figura 3.5: Linhas de campo elétrico para duas placas paralelas conduzindo
corrente na mesma dire¢do — ou para um unico condutor com espessura.
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Neste mesmo sentido, comparamos a nossa figura teédrica 3.5 com seu
andlogo experimental apresentado na Figura 2.14. Ou seja, uma secao ao
longo do plano onde flui a corrente (neste caso, o plano x = 0) mostra linhas
de campo elétrico muito parecidas com aquelas encontradas experimental-
mente, numa situacao estritamente bidimensional. As placas modelam as
superficies externas do condutor, que seriam representadas pelas linhas su-
perior e inferior que limitam o condutor de Jefimenko. Ainda assim, dentro
das regioes de aproximacao, nossa comparacao também é muito boa.

Para uma comparacao quantitativa seria necessario comparar o calculo
da forca entre o condutor com corrente e uma carga parada externa a ele,
com uma medida direta desta forca. Mas como discutimos na Secao 2.2 a
unica experiéncia de que temos conhecimentos em que foi feita esta medida,
[San85], nao forneceu dados quantitativos precisos.
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3.3 Quatro Placas Paralelas

Agora desejamos modelar as Figuras 5 e 6 de [Jef62], ou o segundo resultado
da Placa 6 de [Jef89].

Temos essencialmente uma linha de transmissao na qual a corrente flui
uniformemente ao longo do eixo z de um paralelepipedo de condutividade
g1 e espessura (b —a)/2, com b > a, retornando uniformemente ao longo do
paralelepipedo paralelo, de mesma espessura mas de condutividade gs. Os
centros dos dois condutores estao separados por uma distancia (b + a)/2.
Neste caso hd cargas livres nas quatro placas situadas em y = +b/2 e y =
+a/2.

Tratamos dois casos especiais: primeiro, quando os paralelepipedos para-
lelos tém potenciais opostos para cada valor de z. Segundo, quando um dos
condutores é um condutor perfeito, ou seja, nao ha queda de potencial em
seu interior.

3.3.1 Potenciais Opostos

Neste caso os dois paralelepipedos condutores tém a mesma condutividade
finita g1 = g = ¢g. Assumimos que os potenciais sao exatamente opostos
nas duas placas espessas, para cada valor de z. As densidades superficiais de
carga para as placas localizadas em y = b/2, y = a/2,y = —a/2 e y = —b/2
sao dadas respectivamente por:

Opj2 = Qpjaz + By)a,

Oaj2 = Qgj22%+ 5(1/27 (319)
O_a/2 = —0q/2,
O-b/2 — —Op/2-

Podemos obter o potencial utilizando a Equagao (3.5) com valores apro-
priados para a posicao em y de cada uma das quatro placas. Definimos
também as constantes k; e ko para cada uma das aproximagoes (3.4):

K1 )

(A 1/(rl./4a—1)  1/(xl,/2a — 1) (3.20)
(B) 1/(7/3v/2a —1) 1/(nl/2v/2a — 1)
(@) 1/(wly/2a—1) 1/(xly/2a — )7

As constantes k; e ko nao tém dimensao e vale que 1> k1 e 1 > Ko.
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Precisamos que o potencial ndo dependa de y nas regides a/2 < y < b/2
e —b/2 < y < —a/2, pois nestas regioes a corrente flui apenas ao longo da
diregao z. Disto resultam as relagoes (ver (3.20)):

Qp/2 = Qg 2R1, 517/2 = Ba/2f‘é2, (3-21)

com o que o potencial se torna, fazendo a2 — a e B2 — f:

[ [a(az +B) + (b — 2y)(azr
+5/€2)] /260, y > b/2,
a(az + B)/2e€, a/2 <y <b/2,
$(0,y,2) =4 ylaz+ B)/e, lyl < a/2, (3.22)
—a(az + B)/2e, —b/2 <y < —a/2,
—lalaz + B) + (b + 2y) (azk,
{ +0k2)] [2€0, y < —b/2,

como pode ser visto na Figura 3.6, na aproximagao (A) com ¢, /¢, = 2(,/(b—
a) = 6.
O campo elétrico é dado por:

( —% {% la+ k1(b—2y)] 2 — (azKy
+Bk2) G}, y > b/2,
_ —aaz/2e, a/2 <y <b/2,
E(0,y,2) =4 —[yaz + (az + B)i)/eo, [yl < a/2,
aaz [2¢, —b/2 <y < —a/2,
= {% la+ Kk1(b+2y)] 2 + (azky
\ +Bk2) Y}, y < —b/2.
(3.23)

As linhas de campo elétrico sao dadas por:

22+ 202k Jary — y* +y(b+a/k1), y > b/2,

—ay/2, a/2 <y<b/2,
Y(0,y,2) = § 2"+ 282/ —y?, lyl <a/2,
ay/2, —b/2 <y < —a/2,

22+ 202k Jaky — y* —y(b+a/ky), y < —b/2.
(3.24)
Na Figura 3.7 graficamos esta funcao nas mesmas condicoes que a Figu-
ra 3.6, de modo a termos dimensoes similares as dos experimentos de Jefi-
menko, Figura 2.18. A placa superior (a/2 < y < b/2) tem os potenciais em
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Figura 3.6: Linhas equipotenciais para quatro placas carregadas — ou dois
condutores grossos conduzindo correntes em direcoes opostas.
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Figura 3.7: Linhas de campo elétrico para duas placas com espessura con-
duzindo correntes em direcoes opostas.
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S

suas bordas dados por:

$(0,a/2 <y <b/2,—0,]2) = ¢y/2,
¢(0,a/2 <yy <b/2,0,/2) 0, (3.25)

enquanto que a placa inferior (—b/2 < y < —a/2) tem os potenciais em suas
bordas dados por:

#(0,—b/2 <y < —af2,—L,/2) = —¢o/2,
¢(0,—b/2 gy < —a/2,0,/2) = 0. (3.26)

A relacao entre o potencial ¢, e as cargas superficiais para este caso é
dada por:
_€o¢o

al,

€0Po
2a

, b= (3.27)

o =
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3.3.2 Placa Condutora Perfeita

Suponha que a placa inferior seja um condutor perfeito. Ou seja, suponha
que ela esteja submetida ao mesmo potencial constante ¢(0,—b/2 < y <
—a/2,z) = ® em toda sua extensao no eixo z. Este resultado experimental
é mostrado na Figura 6 de [Jef62] (ele usou g; > go).

Supomos densidades superficiais de carga, respectivamente para y = b/2,
y=a/2, y=—a/2ey=—b/2 dadas por:

Obj2 = QpaZ + By,

Ua/? O461/22‘/ + Ba/?a (328)
0_a/2 Q_g/2% + 6—(1/27
O_p2 = Q_pj22 + By

O potencial serda dado pela superposi¢ao da Equacao (3.5) ou (3.9) para
cada uma das placas. Para modelar este caso precisamos que o potencial nao
dependa de y na regido a/2 < y < b/2, e que seja constante (nao dependa de
y nem de z) em —b/2 <y < —a/2. Com isto encontramos as relagoes entre
as cargas superficiais das placas:

6()/2 (4A1 +4)2 —b) —2P¢g

Qgj2 = Qg2 4)‘;_(), Bajz = P )
O _q2 = —0Qg2, Bfa/2 = _Ba/% (329)
A_p/2 = Qp/2, be/Z = Bb/2-

O potencial elétrico fica entao na forma:

(& [(%/22 + Bo2)(4M — 5 — )
+4oBys| — @, y > b/2,
¢(0, Y, z) = a(aa/Zz + Ba/Z)/GO + (I), (l/2 <y< b/2, (330)
(qaj2z + Bap2)(a/2 +y)/eo + @, |y| < a/2,
D, —b/2 <y < —a/2,
L (g2 + Byy2) (/2 +y)/eo + @, y < —b/2.

As equipotenciais sao mostradas na Figura 3.8 nas mesmas condigoes que
na Figura 3.6.
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Figura 3.8: Linhas equipotenciais para o caso em que o condutor grosso
inferior é um condutor perfeito.
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O campo elétrico é prontamente dado por:

( —é[ab/2(4)\1 — b/2 — y)2
—(wp2z + Boy2)0l, y > 0/2,

- —aQg 2%/ € a/2<y<b/2
E 0, L z) = a/2 / 0 . . / )
002 = Zfara(a/2 4 )2 + (@upsz + Bumlilfeos 1] < o2
0, —b/2 <y< —a/2,
( —law2(b/2 + )2 + (awjaz + Brp2)il/e0, y < —b/2.
(3.31)
As linhas de campo elétrico sao dadas por:
22+ 2822/ e — y? + (8AL — b)y, y > b/2,
—ya/2, a/2 <y <b/2,
1/)(07 Y, Z) = Z2 + 25a/2z/aa/2 - y2 —ay, |y| < a/27
—a?/4, —b/2 <y < —a/2,
2+ 2Bpj22/ apy2 — y? — by, y < —b/2.
(3.32)

As linhas de campo elétrico estao graficadas na Figura 3.9 nas mesmas
condicoes que na Figura 3.6. O potencial constante na placa inferior é & =
—¢o/2. A figura equivalente encontrada experimentalmente por Jefimenko
estd apresentada na Figura 3.10.

A relacao entre o potencial ¢, e as cargas superficiais para este caso é
dada por:

€090 €0Po

=Ty =) T s ran =)

(3.33)
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Figura 3.9: Linhas de campo elétrico para o caso em que o condutor inferior
¢ um condutor perfeito.
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Figura 3.10: Experimento de Jefimenko em que o condutor inferior é muito
mais condutivo que o superior.
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3.4 Anel Filiforme

Nesta secao apresentamos o potencial no espago gerado por um anel con-
duzindo corrente.

Nossa motivacao para tratar este caso vem do fato de que todos os casos
anteriores referem-se a casos pouco reais, com limitacoes praticas. Por exem-
plo, Sommerfeld, Griffiths, Jefimenko, e Assis e Cisneros (veja Secao 2.3)
trataram um cabo coaxial infinito; Heald (veja Secao 2.5) tratou de um
cilindro infinito com corrente poloidal; até mesmo Jackson (veja Secao 2.4),
apesar de apresentar o resultado para um cabo coaxial de comprimento finito,
faz com que a condutividade do condutor externo seja infinita (e assim nao
existe um campo elétrico nao-nulo fora do sistema). Desse modo, pensamos
em tratar um caso de dimensoes finitas.

Uma primeira abordagem seria a resolucao analitica da equacao de Lapla-
ce para a corrente fluindo em um anel, por exemplo em coordenadas toroidais,
[MS88, pigs. 112-115]. Entretanto, a solucao, envolvendo polinémios de Le-
gendre toroidais, resulta expressoes por demais complexas, que nao aumen-
tam nossa intuicao por tras da fisica do problema. Por este motivo, nao
tratamos o problema com esta abordagem.

Utilizamos um método numérico para a resolucao da equacao de Laplace,
V2¢ = 0. Supomos um anel filiforme (sem espessura), conduzindo uma
corrente constante. A bateria que mantém esta corrente constante é puntual,
ou seja, em um ponto do circuito existe uma descontinuidade do potencial
(por exemplo, se a bateria prové uma diferenca de potencial de ¢, existe um
salto do potencial de —¢y/2 para ¢y/2 no ponto onde se situa a bateria). A
geometria utilizada encontra-se na Figura 3.11.

Consideramos a resisténcia espalhada uniformemente por todo o fio. Isto
significa que a componente tangencial do campo elétrico é constante ao longo
de todo o fio. Logo o potencial elétrico ¢(r, 8, z) ao longo do fio é uma fungao
linear do angulo polar 6. Para o caso da Figura 3.11 temos entao (com r = a
ez=0):

Po

#(a,0,0) = 2—9, com —m < 6 <. (3.34)
m

Basicamente, o método consiste em resolver a equacao de Laplace em
coordenadas cilindricas, onde o eixo z é o eixo de simetria do anel. Fazemos
uma expansao em série de Fourier tanto do potencial linear no anel quanto
da solucao, e tomamos um nimero finito de termos nesta expansao.
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Figura 3.11: Um anel filiforme de raio a com uma corrente constante 7. A
baterial ideal esta situada em 6 = 7, gerando uma diferencao de potencial
entre seus terminais de valor ¢y.

A equacao de Laplace em coordenadas cilindricas é dada por:

10 ( 0¢ 1 0% 0%
2, -9 (Y% il ST S
Vo= ror (r 87“) * 2 06? * 022 0 (3:35)
Uma expansao em série de Fourier de uma funcao f é do tipo:
(o) = % + Y (ay cosnb + by, sinnd), —T<f<m, (3.36)
n=1
onde:
1 1 /7 )
a4y = = / £(6) cosnfdd, b, = - / £(6) sin néds. (3.37)
mJ—7 mwJ—-7
O potencial dado em (3.34) pode ser expandido em série de Fourier por:
—1)"sinnf
é(a, 0,0) :—@Z()%, —r<f<m. (3.38)
s

n=1

Note que este é exatamente o mesmo resultado da expansao do potencial
do caso tratado por Heald, Secao 2.5, do cilindro com corrente poloidal.
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Tomamos um nimero finito N = 200 destes termos. Com isto, nos resta,
uma equacao de Laplace de duas dimensoes, r e z. Dividindo este espaco
numa malha de J x K pontos, cada um destes pontos obedece a equacao de
Laplace discreta:

L1 ( Pjt1k — ik bk — ¢j1,k>
— Tjp1ja— " — T —

rj% dr e dr

Pik+1 — 205k + Qi1

dz?
onde o valor das coordenadas ¢é representada pelas varidveis r; e k;, com
intervalos de dr e dz, nos eixos r e z respectivamente. O potencial em cada
ponto é ¢;, e n é o numero do termo da série de Fourier. Assim, para
cada valor de n (1 a N) temos um sistema de equagoes com as incégnitas
¢, € com a condicao de contorno (3.38). O resultado final dd o potencial
para os pontos pertencentes a malha inicial, de modo que realizamos uma
interpolagao para os pontos intermediarios.

O potencial no anel estd representado na Figura 3.12, com ¢y = 1V.
Note que nas extremidades, onde existe a descontinuidade da funcao em
f = m, ou § = —m, existe uma alteracao da forma da funcao na forma de um
serrilhado. Este serrilhado desapareceria utilizando-se mais termos, ou seja,
N > 200. Entretanto, também é visivel um sobrevalor nas extremidades:
o(r = a,0 = —1) < —o/2 e ¢(r = a,0 = 7) > ¢y/2. Este fenémeno é
chamado de fenémeno de Gibbs [AW95, pag. 836-839], e é caracteristico de
determinadas expansoes em autofungoes (como é o caso da série de Fourier).

Apresentamos na Figura 3.13 linhas equipotenciais no plano do anel. No-
tamos aqui que as equipotenciais ao longo do circuito estao muito proximas
ao proprio circuito. Assim, graficamos adicionalmente valores extremamente
baixos do potencial (|¢| ~ 1072V, por exemplo) para facilitar a visualizagao
das equipotenciais longe do circuito. Por este mesmo motivo, nao podemos
perceber nesta figura que as linhas equipotenciais saem obliquamente ao cir-
cuito (e nao paralelas ou perpendiculares ao circuito). Assim, mostramos na
Figura 3.14 as equipotenciais no plano 6 x r, no plano do anel. Aqui pode-
mos ver claramente a forma das equipotenciais, espacadas uniformemente ao
longo no circuito.

A representacao qualitativa do campo elétrico no plano do anel estd re-
presentada na Figura 3.15. Este resultado é similar ao do experimento de
Jefimenko, Figura 2.10. Nossa representagao teérica do campo elétrico é qua-
litativa no sentido de que a direcao dos vetores esta correta, calculada com

_|_

—n’¢r = 0. (3.39)
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base na funcao potencial. Entretanto, todos os vetores tém o mesmo modulo
para facilitar sua visualizacao.

A Figura 2.10 nao é totalmente similar a Figura 3.15, principalmente na
metade direita no interior do circulo. Provavelmente isto se deve a que o
calculo tedrico foi feito com um anel filiforme enquanto que na experiéncia
de Jefimenko a corrente flui por uma faixa circular de espessura finita.

A listagem do programa, feito usando o software Mathematica, esta apre-
sentada no Apéndice B.
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Figura 3.12: Potencial no anel, em funcao do angulo em coordenadas cilin-
dricas. Acima temos o potencial ideal — uma reta descontinua em 6 = 7 ou
0 = —x. Abaixo, temos a representacao da reta em uma expansao em série
de Fourier com N = 200 termos.
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Figura 3.13: Linhas equipotenciais no plano do anel, nas coordenadas carte-
sianas x X 3. Note que a bateria esta situada a esquerda, e nao é representada
pelo ponto do modelo original pois 0 método numérico que utilizamos nao
permitiu isso.
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Figura 3.14: Linhas equipotenciais no plano do anel, nas coordenadas 6 x r.
A bateria esta localizada nos extremos # = —7 e # = w. Podemos ver
claramente que as equipotenciais saem obliquamente ao circuito.
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Figura 3.15: Representacao qualitativa do campo elétrico no plano do anel.
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Capitulo 4

Discussao e Conclusao

Apesar da opiniao geral de que condutores resistivos estacionarios com cor-
rentes constantes nao exercem forcas em cargas paradas externas a eles, cer-
tamente ha uma componente da forca elétrica devida as cargas superficiais
no condutor. Comprovamos isto através de resultados tedricos nossos e de
outros autores, e com os experimentos de Jefimenko. A abordagem que uti-
lizamos envolve o conceito de cargas superficiais, que é pouco discutida em
problemas que tratam de eletromagnetismo classico.

Os resultados tedricos apresentados neste trabalho, para os casos de pla-
cas condutoras, nunca haviam sido obtidos. O tinico cdlculo que existia na
literatura para essas geometrias é o da Equagao (3.22), e mesmo assim ape-
nas para a regiao entre as placas [Jef89, pags. 303-304]. Jefimenko também
obteve as cargas livres mas somente nas superficies internas y = +a/2. Ele
nao analisou as cargas livres nas superficies externas, y = +b/2, nem o po-
tencial e o campo elétricos fora das placas (|y| > |b + a|/2). Seu resultado
[Jef89, pdg. 304]:

Do

o= Y (4.1)

coincide com o nosso, Equacao (3.22) na regido |y| < a/2, juntamente com
(3.27), fazendo z — = — £, /2, £, — (L e a — d.

As figuras tedricas apresentadas aqui estao em concordancia excelente
com os experimentos de Jefimenko. Os célculos apresentados neste trabalho
podem ser considerados como um complemento de seu brilhante trabalho. O
fato mais importante a enfatizar aqui é a existéncia de um campo elétrico
fora de condutores estacionarios resistivos, conduzindo correntes constantes.

Para dar uma idéia da ordem de grandeza deste campo elétrico vamos
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supor um fio de cobre (condutividade de 5,7 x 10°Q2~'m~") com o compri-
mento ¢/ = 1m e diametro 2a = 1mm, sendo a seu raio. A resisténcia deste
fio ¢ R = 0,022 e se ha uma diferenca de potencial entre suas extremidades
de 1V entao ele vai transportar uma corrente ¢ = 45A, com velocidade de
drifting dos elétrons de condugao da ordem de vy = 4mm/s. A compo-
nente longitudinal do campo elétrico fora do fio, mas bem préximo de sua
superficie, é dada por (ver [ARM99]) F ~ Ri/l =~ 0,9V/m. Este cam-
po elétrico, devido as cargas superficiais, é proporcional a corrente no fio.
Também o campo magnético no exterior do fio é porporcional a corrente e é
dado por B = pyi/2mr. Podemos comparar o médulo da forga elétrico com o
da forca magnética supondo uma carga teste ¢ movendo-se com velocidade v
préoximo ao fio (para simplificar vamos supor que move-se em dire¢ao normal
ao campo magnético). Temos entao:

gE| _R2ra _ 1075 50 (42)
|qﬁx§|N€vu0N2x10*7v_v’ '

onde v tem unidade de m/s. Os mddulos das duas forcas se equiparam
para cargas-teste movendo-se com velocidades da ordem de 50m/s. Para
velocidades menores domina a forca elétrica enquanto que para velocidades
maiores domina a forca magnética. Este resultado aproximado vale apenas
proximo de um fio longo e é apresentado aqui apenas para dar uma idéia das
ordens de grandeza envolvidas neste problema.
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Parte 11

Propagacao de Sinais
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Capitulo 5

Introducao

Até aqui tratamos do caso de correntes constantes. Nesta segunda parte
consideramos correntes que dependem da posicao no condutor e do tempo,
e tratamos a propagacao de sinais elétricos em condutores. Veremos adiante
que as cargas superficiais tém um papel importante neste fenomeno.

Kirchhoff e Weber, de maneira independente em 1857, foram os primeiros
a derivar a equagao da telegrafia levando em conta a capacitancia, a auto-
indutéancia e a resisténcia totais de um fio, [Whi73, pdgs. 230-232], [JM86,
pags. 146 e 296-297]. Kirchhoff mostrou que um sinal elétrico em um fio
com resisténcia desprezivel se propaga a velocidade da luz no vécuo, [Kir57]
e [GA94]. O trabalho de Weber atrasou-se na publicacao até 1864, [Web64].

A forma classica de se chegar a equacao da telegrfia utiliza a teoria
eletromagnética desenvolvida por Maxwell, envolvendo a resisténcia R, a
capacitancia C' e a auto-indutancia L totais do sistema. Ela foi, nessa for-
ma, primeiramente obtida por Heaviside em 1876, [Whi73, pags. 228-229],
[LLP84, pag. 318], e é dada por:

9°j LCd*j RCOIj 51
022 (2 02 2 ot (5-1)
onde j é a densidade de corrente.

Ambos, Kirchhoff e Weber, consideraram a propagacao de um sinal elé-
trico em fios condutores longos (de comprimento ¢), de se¢ao reta circular
(de raio a), com pequena curvatura em toda sua extensao. Supuseram ainda
¢> a. A Figura 5.1 ilustra um esquema geral do problema.

Também ambos utilizaram a teoria eletrodinamica de Weber como modelo
de interacao entre cargas, e chegaram a equacao que rege o comportamento
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Figura 5.1: Esquema do problema de propagacao de sinais tratado original-
mente por Kirchhoff em 1857.

das cargas na propagacao de um sinal elétrico. Esta dita equacao ficou co-
nhecida como equacao da telegrafia.

Embora o tratamento de Heaviside tenha sido posterior aos de Kirchhoff
e de Weber, é o mais conhecido e desenvolvido hoje em dia, sendo aplicado a
diversas configuracoes diferentes. O nosso objetivo nesta parte do trabalho é
o de retomar os tratamentos de Kirchhoff e Weber, aplica-los para gometrias
nas quais ainda nao foram utilizados, e comparar os resultados obtidos aqui
com 0s ja conhecidos pelo eletromagnetismo classico.

5.1 Cargas que Geram as Forcas

As fontes de carga que exercem forga em uma carga-teste ¢; podem ser di-
vididas em trés: cargas superficiais livres of(z,t) no fio, responsdveis pelo
aparecimento do campo elétrico dentro e fora do fio, e que sao mantidas
pela fonte elétrica; cargas negativas em movimento dgs_ (dadas por uma
densidade volumétrica p,  ou superficial oy, conforme a situac¢ao) que cons-
tituem a corrente de conducdo; e cargas positivas paradas dg,; (dadas por
uma densidade volumétrica p,y ou superficial o4, ) que constituem o corpo
do condutor. A Figura 5.2 mostra esquematicamente as cargas envolvidas
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Figura 5.2: Esquema das fontes de carga interagindo com a carga-teste ¢ .

no problema.

Destacamos aqui a importancia das cargas superficiais na conducao de
sinais. Vimos na primeira parte deste trabalho que elas sao fundamentais
na conducao de corrente: sustentadas pela bateria, espalham-se ao longo
da superficie de todo o condutor e mantém a corrente constante fluindo.
Nos casos tratados nesta segunda parte do trabalho, existe uma corrente
fluindo no condutor, e uma perturbacao caminha em sua extensao. Como
serd mostrado ao final das derivagoes, este sinal caminha devido as mesmas
cargas superficiais e as cargas de conducao.

Consideramos como primeira aproximacao que as densidades positivas
e negativas de carga dqy, e dgs_, que constituem o corpo do condutor, se
anulam quando somadas, nas formas:

P2— = —pa2y, ou Oy = —09 . (5.2)

Além disso, podemos considera-las essencialmente constantes ao longo do
condutor, de tal modo que nao dependem nem do tempo ¢ nem da posicao
T

Vamos tratar aqui apenas de condutores retilineos longos nos quais as
densidades de carga, velocidades e aceleragoes dependem apenas da compo-

nente longitudinal z e do tempo ¢.
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5.2 Forca de Weber

Consideramos as forcas atuantes segundo a expressao dada pela teoria eletro-
dindmica de Weber, [Ass94]. Por esta teoria, a forca que um elemento de
carga dqy (de posigao 75, velocidade ¥, e aceleracao ds em relagao a um refe-
rencial S) exerce na carga-teste ¢; (de posicao 77, velocidade ) e aceleragao
d; em relagdo ao mesmo referencial S) é dada por:

dﬁgl —

q1dgo flz{ 1 {q I Y S ]}
o “U1g — 5 (P12 - : . (63
Arey 12 V12 - V12 2(7”12 U12)” + T2 - 1o (5.3)

Aqui temos que ¢ = 1/eyug, €o ¢ a permissividade elétrica do vdcuo,

1o € a permeabilidade magnética do vacuo, e estao envolvidas as grandezas
relativas F12 = 7?1 — 772, ?712 = 171 — 172 e 612 = (_7:1 — 62.

Historicamente, Weber derivou sua lei de forca a partir da forca de Ampe-
re (que relaciona elementos de corrente interagindo entre si) e da lei de in-
ducao de Faraday, [Ass94].

Esta expressao de forca representa uma interacao direta entre as cargas,
na forma forte da terceira lei de Newton (acdo e reagdo ao longo da linha
que une as cargas interagentes), e depende somente de grandezas relativas:
distancia entre as cargas, suas velocidades e aceleracoes relativas. Assim,
esta forca nao depende do observador nem do referencial. Ou seja, o obser-
vador pode ter uma velocidade e/ou aceleracao em relagao a estas cargas,
entretanto obterd a mesma forca que outro observador em um outro sistema
de referéncia de acordo com esta expressao. Ela também representa, em sua
forma original, uma interacao a distancia e instantanea, nao existindo ai os
conceitos de campos e potenciais retardados (embora estes conceitos possam
ser introduzidos na teoria, [MS54], [Wes90a], [Wes90b] e [Wes91]).

Assim, por exemplo, o conceito de potencial elétrico, e seu campo elétrico
associado, é perfeitamente compativel com a forca de Weber. Isto foi feito
adiante para simplificar as contas.

5.3 Calculo das Forcas

Primeiro, vamos apresentar o efeito devido as cargas superficiais. Mostra-
remos mais para a frente que a magnitude das cargas superficiais é muito
menor que a das cargas que constituem o condutor ou que as das cargas de
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conducao. Por este motivo desprezamos os efeitos devidos ao movimento das
cargas superficiais.

O potencial devido as cargas superficiais livres o; e a forga eletrostdtica
na carga-teste ¢; sao dadas respectivamente por:

O'f 22,
dAs, 5.4
471'60 //52 |7"1 - 7"2| 2 ( )

Fqﬁ(Fl;t) = —q1 V19, (5.5)
onde Sy é a superficie do condutor e dA; é um elemento de drea.

Estamos interessados apenas na componente longitudinal (que denomi-
namos de eixo z) das forcas, para tratar a propagagao de sinais. Kirchhoff
introduziu uma aproximacao neste ponto, [Kir57]. A idéia principal é que, na
integral acima para o potencial, o denominador u = |7} —7%| se torna da ordem
de comprimento do condutor, ¢, quando zy estd longe de z; (|21 — 22| > a).
Ja quando 2z, =~ 21, 0 denominador é da ordem do raio a. Supondo ¢ > a,
o integrando se torna muito pequeno, exceto para 7, ~ ;. Isto nos permite
remover o(22,t) do integrando, tomando seu valor em zy = 2;:

O'f Zl,
d)(z t 471'60 //52 |7"1 (56)

De uma forma alternativa, podemos fazer uma expanséo em série de
Taylor da Equacao (5.4) em torno do ponto de observagao r;. Tomando
o primeiro termo desta série, que é o mais relevante, obtemos exatamente
(5.6).

Agora, vamos tratar a forca devida as cargas que constituem o corpo do
condutor e devidas as cargas de condugao. De acordo com nossa suposi¢ao
da neutralidade no interior do condutor, a parte coulombiana das forcas
devidas a psy e py_ se anulam. A componente longitudinal da soma das
forcas exercidas pelas cargas que constituem o condutor devido a aceleracao
dos elétrons de condugao resulta, a partir da Eq. (5.3):

¢(T1,

- Moqlpz— g 2
FW,Z(Tl /// F1g -y (22, 1)dV5, (5.7)
Voo T2
onde dV5 é um elemento de volume.
Utilizamos novamente a aproximacao de Kirchhoff para tirar do_ = ay_2
do integrando vem:
S Hogi1P2— (P12 - 2)
FW,z(rla t) = A 21,1 /// de (5.8)
Vo 12
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Note que aqui também podemos fazer uma expansao em série de Taylor
de (5.7) e tomar o primeiro termo para, analogamente, chegar exatamente a
(5.8).

Podemos desprezar os termos de velocidade em (5.3), da ordem de v?/c?,
pois as velocidades tipicas de conducgao dos elétrons em metais sao da ordem
de milimetros por segundo. Isto significa que v?/c? ~ 107%* < 1.

5.4 Equacao da Telegrafia

Fazemos com que a carga-teste seja um dos elétrons de condugao no interior
do condutor, ¢ = —e = —1,6 x 107°C". Devemos incluir também uma forca
de atrito ohmica:

Fr = —bi, (5.9)

onde b é uma constante que depende da constituicao do condutor. Para um
condutor de comprimento £ e area de secao reta uniforme A, com condutivi-
dade g, o valor de b compativel com a lei de Ohm é dado por ([Ass97]):

ep
g

b=+, (5.10)

onde p é a densidade de carga da rede cristalina do condutor (p = 1,4 X
10'°C'/m? para o cobre). Como a resisténcia é dada por R = ¢/gA pode-se

escrever b como:
epA

l

No caso em que a corrente flui pela superficie de um condutor com compri-

mento ¢, densidade de carga o e perimetro d (no caso de uma casca cilindrica

de raio a temos d = 2ma, no caso de uma placa retangular de comprimento
¢ e lado s temos d = s) vem:

b= (5.11)

=g (5.12)

l
Neste ponto consideramos uma estimativa do efeito gerado pela movi-
mentacao da carga superficial sobre a carga-teste. Podemos imaginar que
ela se move junto com os elétrons de conducao. Neste caso, obteriamos
essencialmente a Equacdo (5.8) ao invés de (5.6), subtituindo a integral de
volume por uma de superficie. O resultado final é essencialmente o mesmo
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com oy no lugar de ap._/2, onde a aqui é o raio do fio. A densidade de
carga dos elétrons de condugiao em um metal é tipicamente |p.| = 10'°C'/m3.
Podemos estimar o; considerando ser esta uma funcao linear da coordenada
longitudinal, ver [Hea84]. Podemos tomar como exemplo um cabo coaxial
de raio interno a e externo b, de condutividade g. A densidade de carga
na superficie interior, 0¢, quando flui uma corrente i, é dada por ([Som64,
pags. 125-130]): 0} = —epiz/mga®In(b/a). Para um fio de cobre com raio
interno 1mm, raio externo 2mm, conduzindo uma corrente de 1004, a den-
sidade de carga a uma distancia de 100m ¢é of = 107 7C/m?. Temos entao
que 0§ =1077C/m* < ap. /2 =10"C/m?. Isto justifica que desprezemos o
efeito do movimento das cargas superficiais nas interagoes para a propagacao
de sinais.

Aplicamos a segunda lei de Newton para o elétron na componente longi-
tudinal (que nos interessa aqui):

F¢,z + FW,Z + FR = MeQo_, (513)

onde m, é a massa do elétron. Desprezamos o termo que envolve a massa
no lado direito de (5.13) comparado com o termo Fyy,, de (5.8), ver [Ass97].
Por exemplo, no caso de um fio de cobre de comprimento ¢ com secao reta
circular de didmetro d, a integragao de (5.8) fornece:

2
Fy, = — (uoe8pd In %) as-. (5.14)

O termo entre parénteses tem dimensao de massa, vamos chama-lo de
my . Para um fio de cobre (p ~ 10'°C//m3) com 1 metro de comprimento e
diametro de 1mm vem, com e = 1,6 x 107*°C: my ~ 1072°kg. Como m, =
9 x 10 3'kg, obtemos my > m,. Isto permite desprezar o termo do lado
direito de (5.13). O mesmo vai acontecer nas outras geometrias consideradas
aqui. Disto resultam duas incégnitas na equagao acima: oy e vo_ (ou ay_ =
OJvy_ /Ot). Para relaciona-las, utilizamos a equagao de conservacao de cargas:
V-7 = —0p;/0t, nas formas:

01 . an ok . an
9, —27raﬁ, ou % o

Aqui 7 é a corrente elétrica total e k a densidade de corrente superficial.
Como temos duas equagoes e duas incognitas podemos obter entao a equagao
de propagacao de sinais que nos interessa aqui. A equacao da telegrafia obtida
depende da geometria do problema.

(5.15)
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Capitulo 6

Casos Conhecidos na Literatura

Apresentamos neste capitulo as equacoes de propagacao de sinais eletromag-
néticos obtidas com a eletrodinamica de Weber nas geometrias ja publicadas
na literatura.

6.1 Fio Reto Longo de Secao Reta Circular

Tomemos o caso de um fio reto, de comprimento £ e raio a (de tal modo que

vale ¢ > a), por onde transita uma corrente i(z,t), uniforme na secao reta.

Este problema foi tratado em [Kir57], [Web64] e [Ass00], veja a Figura 6.1.

Temos dois casos distintos: quando o fio é oco (casca cilindrica) e quando

ele é macico. Em ambos os casos, obtemos para a Eq. (5.6), em coordenadas
cilindricas:

| aos(z,t)In(l/a)/ey, T <a,

o(r,2,t) = { aop(z,t)In(l/r) /ey, T > a.

Para a Equacdo (5.8) obtemos para o fio oco e para o fio macigo, respec-

tivamente:

(6.1)

| —qipoaos_as_(z,t) In(l/a), r < a,
Fw(r, z,t) = { —q1 ooy _as (z,t)In(l/r), r > a, (6:2)
2
| —qimeatpe—as—(z,t)In(l/a)/2, r <a,
Fiy,(r, z,1) = { —qupoa’pa_as (2, t)In(/r)/2, r>a (6.3)
A Equagao (5.13) fica, respectivamente, para os fios oco e macico:
0 l ¢  2meaRoo_

Lagor, + eajipoa_ao_In — + Mvg_ = Melo_, (6.4)
€ 0z a a 14
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Figura 6.1: Esquema da propagacao de um sinal em um fio reto.

ea doy lné + LLOGQPQ_ ag_ lné + 7e7ra2Rp2_
€ 0z a 2 a 12

Derivando as equacoes acima em relacao a z, desprezando os termos de
massa do lado direito, e utilizando a equacao de conservacao de carga, obte-
mos para ambos 0s casos:

d*c; 1 0%y _ 2megR Ooy

Vo = MeGy_. (6.5)

— = . 6.6
022 2 0t2 (In(l/a) Ot (6.6)
Esta mesma equacao vale para j, i e ¢.
A auto-indutancia e a capacitancia para esta geometria sao:
/ng 14 27T€0€
L ="—1 -, = . 6.7
or ' a In(4/a) (6.7)

Estes valores, substituidos em (5.1) resultam exatamente na equagao en-
contrada acima, (6.6). Ou seja, existe uma total concordancia entre os resul-
tados classico e weberiano.

6.2 Cabo Coaxial Longo

Suponha a existéncia de um cabo coaxial, composto de duas cascas cilindricas
de raio interno a e externo b, e comprimento ¢, tal que vale a aproximacao
¢ > b > a. Assumimos que o condutor externo tenha resisténcia nula.
Neste caso existem densidades superficiais de corrente, K,(z,t) e Ky(z,t),
e de carga, os.(z,t) e os4(2,t), nos condutores interno e externo (veja a
Figura 6.2). Este caso foi tratado pela primeira vez em [Ass00]. Supomos
que um sinal elétrico caminha pelas cascas cilindricas na mesma direcao
longitudinal z, sob as condigoes:

2ma0 4 (2,t) = —2mbos(2, 1), (6.8)
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Figura 6.2: Esquema da propagacao de sinais em um cabo coaxial formado
por duas cascas cilindricas.

2naK,(z,t) = —21bK,(z,1). (6.9)

O potencial elétrico e a componente longitudinal da forca de Weber, Equa-
coes (5.6) e (5.8), sao dados por:

aorq(z,t)In(b/a) /e, r < a,

(r,z,t) = aosq(z,t)In(b/r) /e, a <r<b, (6.10)
0, r>b
—qialn(b/a)0K,/0t, r < a,
Fw.(r,z,t) = ¢ —qiuoaln(b/r)0K,/0t, a <r <b, (6.11)
0, r>b.
A equacao da telegrafia neste caso resulta:
820f B l@ZUf _ 27meoR, Oof (6.12)

022 ¢z 02 [(In(b/a) O’

onde R, é a resisténcia da casca cilindrica interna (ja que a resisténcia da
casca cilindrica externa é nula) e o se refere tanto a oy, quanto a oy.

Em [BA98a, Equacao (2.18)] temos a indutancia de um cabo coaxial: L =
polln(b/a)/2m. A capacitancia de um cabo coaxial é: C' = 2mepl/In(b/a).
Substituindo na Equacdo (5.1), novamente obtemos a mesma equagao da
telegrafia seguindo o método de Kirchhoff.

Apresentamos no proximo capitulo casos novos, utilizando este mesmo
tratamento para outras geometrias.
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Capitulo 7

Casos Novos

Apresentamos neste capitulo as equacoes de propagacao de sinais eletromag-
néticos obtidas com a eletrodinamica de Weber em geometrias novas. Alguns
destes resultados foram apresentados em [AH00].

7.1 Placa Retangular

Seja agora uma placa retangular, de dimensoes ¢, e £, nos eixos x e z, res-
pectivamente. Supomos a placa localizada no plano y = 0 com centro em
(xz,y,2) = (0,0,0). Esta placa ndo tem espessura, e transporta uma densi-
dade de corrente K (z,t) e um sinal elétrico ao longo do eixo z. Utilizamos
a aproximacao ¢, > (, > |r], onde 7 é a posicao de observacao. Também
supomos a existéncia de uma distribuicao de carga na superficie da placa
dada por oy(z,t). Desprezamos também a variacdo destas grandezas com a
largura no eixo = da placa. Veja o esquema na Figura 7.1

Neste caso, o potencial elétrico (5.6) devido & uma distribuicao superficial
de carga o(z,t) é dado por:

¢(x7 y7 Z? t) -

1 /ZI/Z J ,/ZZ/Q dzlo.f(zl7t)

- T
dmey J—t,/2 —L:/2 \/(x — 24+ y?2+ (2 —2")?

1) rle/? 0./2 dz'
i )/ dx'/ ° . (7.1)

Amey  J—tu/2 —L:/2 \/(x — o)+ yr+ (2 —2)?

Na segunda igualdade utilizamos a aproximacao de Kirchhoff para tirar
o7(#',t) do integrando, calculado em 2’ = z. Dentro de nossas aproximacoes,
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Figura 7.1: Esquema da propagacao de sinais em uma placa retangular no
plano y = 0. A figura acima apresenta uma visao lateral deste plano.

o resultado final é:

T € T

¢(z,y,2,t) = w [& (lnﬁ—z +In2+ 1) — 7r|y|l : (7.2)

A componente longitudinal da forca elétrica devida as cargas superficiais,
atuando em uma carga-teste ¢, é:

0o q Oo l,
¢ — g = — “or zz -
F?(z,y,2,t) o Smeg 02 [ém (ln 0 +In2+ 1) 7T|y|] . (7.3)

A componente longitudinal da forca de Weber (5.8) que envolve a acele-
racao dos elétrons de conducao em uma carga-teste ¢; é dada por:

o. )2 2 P
FV(z,y,2,t) = _ Hoth C/ dx'/ dy' 2" 2p - a.(Z',1)
A J—t,)2 —£,/2 Tlc

4 0, /2 —0,/2 T1e
poqi OK l,
= - In—=+1In2)— . 4
Sy [Em (ngx +In ) 7r|y|] (7.4)

Para a segunda passagem da equagao acima utilizamos novamente a apro-
ximacao de Kirchhoff para retirar @.(2', t) do integrando, calculado em 2’ = 2.
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Aplicando a segunda lei de Newton em um dos elétrons de conducao (¢; =
—e), com uma forga resistiva do tipo 6hmica (—bv., onde b = qo0.Rl,/(, e
R é a resisténcia da placa) e substituindo K = o.v., obtemos como equagao
do movimento:

ely 1 l, 0oy n epoly . L, OK eR

L 1
dme 6 02 | 2m 0, 0f L,

K = m.a.. (7.5)

Podemos desprezar o termo que envolve a massa do elétron, derivar a
equagao acima em relagao a 2z e substituir a equagao de conservacao de carga,
na forma bidimensional 0K/0z = —0Jo;/0t para obtermos a equagao da
telegrafia para este caso:

%oy B ia%f _ 2meR Doy
022 2 o2 [, In(l,/0,) Ot

(7.6)

Podemos calcular a auto-indutancia pelo método descrito em [BA98a,
Equacao (2.1)]:

1 [1+kb-0; 1—Fk (70 :
d4Mij:@ * 74 (Fij - i) (73 - &) da;da;, (7.7)

4 w; W 2 Tij 2 Tij

onde w; e w; sao as larguras por onde passam as correntes superficiais K (z, t),
é e E sao vetores unitdrios que representam as direcoes das correntes, 7;; =

7 — 7 é 0 vetor que une os elementos de corrente interagentes, e da; e da; sao
elementos diferenciais de drea. A constante k£ é um nimero (adimensional) da
ordem da unidade, cujo valor depende da expressao para a auto-indutancia
que estivermos usando [BA98a, Secao 1.7]: para k = 1 vem a expressao
de Neumann, £ = 0 a de Maxwell, K = —1 a de Weber e £k = —5 a de
Graneau. Em [BA98a] foi provado que a integracao da Eq. (7.7) para um
circuito fechado de forma arbitraria nao depende da constante k. Ou seja,
M;; tem o mesmo valor para todo k.

No caso da placa, usamos (7.7) com:

w; = wj; = gw, gl = gj = 2, dai = dxldzl, daj = d.’L‘dej,



Integramos entdo (7.7) com z; e x; indo de —¢,/2 até /2, e com z; e

z; indo de —/,/2 até (,/2. Isto resulta na seguinte expressdo para a auto-
indutancia: 00
Motz z

In —. 7.9

2 l, (7.9)

Neste caso especifico, para encontrar a capacitancia C' utilizamos a rela-

cao:

L=

LC 1
vélida para condutores retilineos compridos de segao reta arbitraria [Jac75,
pag. 262]. Com isso, obtemos: C' = 2meyl,/1In(l,/¢,). Substituindo esses
valores na equacao classica (5.1), obtemos novamente a equacao da telegrafia

encontrada pela eletrodinamica de Weber, Equagao (7.6).

7.2 Duas Placas Paralelas

Sejam duas placas paralelas, de dimensoes /7, e £,, nos eixos = e z, sem
espessura, separadas no eixo y por uma distancia a. Supomos as placas
situadas nos planos y = +a/2. Existem corrente iguais e de sentidos opostos
nas placas, com direcao no eixo z, e um sinal elétrico caminhando também
no eixo z, veja a Figura 7.2. Vale a aproximacao ¢, > £, > a. Supomos que
as densidades de carga nas placas sdo opostas: o07,(2,t) = —oy_.(2,t) =
of (Z, t).

O potencial elétrico devido as densidades superficiais de carga é dado pela
superposicao dos potenciais devido a cada uma das placas, e estamos inte-
ressados apenas na componente longitudinal da forca eletrostatica aplicada
na carga-teste q:

aos(1 —4y/mly)/2¢0, y > a2,
d(x,y,2,t) =& yor(l —2a/mly) /e, —a/2 <y<af2, (7.11)
“a0s(1 1 dy/nla) e, y < —af2,

—qra(l —4y/ml;)00; /02 /26y, y > a2,

Fo(x,y,2,t) = —qy(l —2a/7l,)00;/0z]ey, —a)2<y<a/2, (7.12)
qa(l +4y/nly)00¢/02/2¢y, y < —a/2.
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Figura 7.2: Esquema da propagacao de sinais em duas placas paralelas.

A componente longitudinal da forca de Weber devida a aceleragao dos
elétrons de conducao na carga-teste é dada por:

—%qluoa(l — 4y /ml,)OK/ot, y > a2,
FYV(z,y,2,t) = —qupoy(l — 2a/7l,)0K/0t, —a/2<y<a/2 (7.13)
sqipoa(l + 4y /ml,)0K/0t,  y < —a/2.

Seguindo o procedimento apresentado anteriormente, fazendo as substi-
tuigoes b = quo.R1l, /L, e ¢ = —e, obtemos a seguinte equagao do movimen-

to:
eq @ ugeaa_K eR;

% 02 T 2 o T

onde R; ¢ a resisténcia de uma das placas (a resisténcia total é R = 2R;).
Derivando a equacao anterior em relacao a z, desprezando o termo mea.
do lado direito e utilizando a equagao de conservagao de carga 0K/0z =
—0o/0t, obtemos a equagao da telegrafia:

K =mea,, (7.14)

820f B l@ZJf R 0oy
022 2 012 al,/l, Ot

(7.15)

Para comparar com a equagao cldssica (5.1) precisamos da auto-indutan-
cia e capacitancia do sistema. Usando (7.7) com:

~ ~

w; = ’U}j = Ex, Ez = _gj = 2, dai = dxldz,, da]’ = d.’L’dej,

—

Tij = (l‘l — .'L']).'i' + (lg + (Zz — Zj)é,
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ij
obtemos a indutancia mutua entre as duas placas:
,U/OKZ f
— 20,1 -2 74 1
It ( no— - 2ma + ) (7.17)
A auto-indutancia total do sistema fica:
l,
L =20, +2M = pg==2, (7.18)

by’

onde L; é a auto-indutancia de uma placa, dada por (7.9). Juntamente com
a capacitancia deste sistema de duas placas, dada por:

0,0,

C = (7.19)

podemos recuperar a equacao da telegrafia (7.15) substituindo L e C' em
(5.1).

7.3 Linha de Transmissao

Apresentamos em seguida o resultado da derivacao da equacao da telegrafia
para o problema de dois fios ocos cilindricos, de comprimento ¢ e de raio
a, separados por uma distancia d entre seus eixos, de tal modo que vale a
aproximacao ¢ > d > a. Veja a Figura 7.3. Esta situacao é conhecida como
linha de transmissao.

Sejam os fios com os eixos em y = d/2 e y = —d/2 denominados fios A
e B, respectivamente. Para uma carga-teste ¢; situada em A, temos que o
potencial no qual ela estd é dado pela soma dos potenciais de cada um dos
fios:

b= ¢a+ ¢, (7.20)

onde ¢4 é dado por (6.1), deslocando-se apropriadamente a origem, e ¢p é
dado por:

271' L/2 t t
by = / / ”f ) NELICUN (7.21)
47T€0

02 /h2 4+ dmey
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Figura 7.3: Esquema da propagacao de sinais na linha de transmissao.

onde b? = (z —2')?+ (y—y')? = (d+acosf —acos#)* + a*(sin § — sin 0')? ~
d? + 2da(cos @ — cos0') + 2a* — 2a? cos(f — 0') ~ d*>. Na dltima passagem
utilizamos novamente a aproximacao de Kirchhoff e, devido a aproximacao
d > a, também desprezamos a dependéncia em 6 de oy. A integral I é dada

por:
2m £/2 /
1=["a | dz
0 2\ Jd?+ (2 — 2')?

2 02— 2+ \Jd2 + (£/2 — 2)?
= df' In
0 —(0/2+ 2) +/d? + (/2 + 2)?
o g2 ¢
~ | df' In = 47 In 7 (7.22)

Com isto o potencial resulta:

) d
aoy(zt) ), 4 (7.23)

€o a

¢(2,1) =

O calculo da componente longitudinal da for¢ca de Weber que envolve a
aceleragao dos elétrons de conducao também pode ser feito do mesmo modo.
A forcga sera dada pela soma dos termos devidos a cada um dos fios, A e B,
sendo F%, dado por (6.2), e F,'; dado por:

aqipe (2 (U2 Fie-E. L,
FW:—/ dH/ dz' o, Tie - Qe(2, T
%B 4 Jo —0/2 T1e ! (2',1)
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aq foocac(z, t)

~ I 7.24
4T ’ ( )
onde a integral I’ é dada por:
27r £/2 z’)2
~I1—dr ~ 1. 7.25
/ /z/z b2+ (2 — 2')?)3/? g (7.25)
Assim, esta forca se torna:
W d
F)" (z,t) = —aq poca.(z,t) In —. (7.26)

a

Assumindo que a carga-teste ¢; seja um dos elétrons de conducao do fio A,
a forca resistiva que ele sofre é dada por Fr = —bv., onde b = 2waq; R0,/
e R; ¢é a resistencia de um dos fios. Aplicando a segunda lei de Newton
neste elétron de conducao, desprezando o termo que envolve a massa do
elétron, derivando em relacao a z e usando a equacao da conservacao de

carga, obtemos:
820f _ l820'f _ 7T60R ao—f, (727)
022 2 0t ((d/a) Ot
onde R = 2R;. Esta equagao também concorda com (5.1), substituida dos
respectivos valores de auto-indutancia e capacitancia:

L:M—Ogni C = meol .
T a In(d/a)

(7.28)

7.4 Cabo Coaxial Resistivo

O problema do cabo coaxial apresentado na Secao 6.2 utiliza a simplificacao
de que o cilindro condutor externo nao tem resisténcia. Tratamos aqui o
caso em que ambos os cilindros constituintes do cabo coaxial apresentam
resisténcia. Também nao impomos as condigoes (6.8) e (6.9).

Nosso problema consiste de duas cascas cilindricas concentricas, de raios
a e b e de comprimento ¢ (¢ > b > a), ver Figura 6.2. Em cada uma delas
flui uma corrente superficial K,(z,t) e Ky(z,t), com densidades superficiais
de carga livre o7,4(2,t) e o7p(2,t). As resisténcias dos dois fios sao R, e Ry,
respectivamente. Usando os resultados conhecidos para uma casca cilindrica,
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(6.1) e (6.2), temos neste caso, para o potencial gerado pelas cargas superfi-
ciais livres e para a componente longitudinal da forca de Weber que envolve
a aceleragao dos elétrons de conducao:

laofqoIn(l/a) + bosy In(€/D)] [0, T < a,

(r,z,t) = < [aosaIn(l/r) +boryIn(€/b)] /ey, a <r <D, (7.29)
(aofq +bogp) In(l/r)/eo, r>b,
—q1 100 [aK,In(f/a) + bK, In(¢/b)] /Ot, T < a,
FY(r,z,t) = —qipuo0[aK,In(¢/r) +bKyIn(¢/b)] /Ot, a <1 <b,
—q1 100 (aK, + bKG) /0t In(l/r), r > b.
(7.30)

As forcas resistivas para a carga-teste ¢, situada nos fios de raio a e b
sao, respectivamente:

2 a
Frao = —LZIRKG, (7.31)
2mbq1 R
Frp=—— Zl b Ky (7.32)
Usando a segunda lei de Newton para um elétron de conducao (¢; = —e)

situado no fio de raio a e outro situado no fio de raio b, desprezando seus
termos de massa, diferenciando em relacao a z e substituindo as equacoes de
conservacao de carga, respectivamente dadas por:

8Ka . 8af7a 8Kb . 80”,

o ot oz ot (7.33)

obtemos as equacoes:

14 14 2raegR, 0o+,
aln Doy, +blny Doy, = TO a;’ , (7.34)
2mbeg Ry 0oy,
Oo;, + 60 =— 7.35
50 ORI = Tnlefb) ot (7.35)
onde definimos o operador O por:
0? 1 02

Analisamos separadamente trés casos especiais, a saber: quando Ry é
nulo, quando R, é nulo, e quando nenhuma das duas resisténcias é nula.
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7.4.1 Casol: Ry, =0
Da Equagao (7.35) podemos isolar o termo b0og:

bOofp = —aloy,, (7.37)
que, subtituido em (7.34) resulta:

. _ 2megR, 0oy,
7L = Un(b/a) ot

(7.38)

Estas duas tltimas equacoes também valem substituindo simultanea-
mente o7, — K, e 07, — K. A solucao para estas relagoes, de maneira
geral, é:

El(aaf,a + bO’f,b) =0 = a0 fq + bO’f,b =1, (739)

onde v ¢ a solucao da equacao de onda sem amortecimento, D¢ = 0. Um caso
particular é o obtido anteriormente: oy, = —aoy,/b com a Equacao (7.38)
vélida tanto para oy, quanto para oyy.

7.4.2 Caso 2: R, =0
Neste caso temos, a partir das Equacoes (7.34) e (7.35):

b In(£/b)
__bln(y/b) 4
Ofa a]n(ﬁ/a) Of.bs (7 0)
2mbeo Ry In(¢/a) Doy (7.41)

Uoypp = .
I 0n(b/a) In(¢/b) ot
Novamente, estas equacoes também valem quando substituimos simul-
taneamente oy, — K, e o5, — K;. Como estamos supondo ¢ > b > a, vem
que (Inl/a)/(Inl/b) = 1. Ou seja, obtemos equagdes do mesmo tipo que a
anterior. Um caso particular é quando o), = —aoy,/b e K, = —ak,/b.

743 Caso3: R,#0e R, #0

Podemos aplicar o operador O em (7.35) e isolar o termo b0oy, de (7.34),
resultando respectivamente:

2mbeq Ry, O

D%, + 0%, = ——2—
R N N Y]

DO’f,b, (742)
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2maegR, 0o In(¢/a)
b0, = a_ O0/a. 7.43
P8 T Um(e/ny ot “n(efp) CF (7.43)

Substituindo a Equacao (7.43) em (7.42) resulta em:

2y, 2m€0 RoIn(¢/b) + RyIn(l/a) O 5 AT*eR Ry 00 0
L 0n(b/a) In(¢/b) ot T Inb/a) o
(7.44)

Utilizando a aproximacao ¢ > b > a, vem que podemos desprezar o
terceiro termo de (7.44) pois ele tem ¢? no denominador. J4 a segunda
fracao do termo do meio simplifica-se para R, + Ry, pois In(¢/a) = In(¢/b)
com ¢ > b > a. Isto resulta na seguinte equacao diferencial de quarta ordem:

2meo(Ra + By) 00y | _ (7.45)

0| — =
ohe T T in(b/a) ot

Definindo ¢ (z,t) como sendo a solugao da equagao de onda sem amorte-
cimento O = 0, temos:

2meg(Ry + Ry) 004
lln(b/a) ot

Oofe — = 1. (7.46)

Note que esta equacao vale também para o, — 0. Uma solucao
particular é ¢» = 0, com o que obtemos a forma cldssica para a equacao da
telegrafia. Ou seja, obtemos a Equagao (5.1) pois neste caso:

B M_of b 2mepl

., C=—""  R=R,+R, (7.47)

I — 2
or In(b/a)’
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Capitulo 8

Discussao e Conclusao

Na primeira parte deste trabalho analisamos condutores resistivos estacio-
narios com corrente constante. Apresentamos casos conhecidos na literatura
e também casos novos. Mostramos que em todos os casos ocorre uma dis-
tribuicao de cargas ao longo das superficies dos condutores, cargas estas
mantidas pela bateria. Estas cargas superficiais geram nao apenas o campo
elétrico no interior dos condutores mas também um campo elétrico no espaco
externo aos condutores. Calculamos os potenciais e campos elétricos fora dos
condutores para diversas geometrias, graficando também as equipotenciais e
linhas de campo elétrico. Finalmente comparamos estas figuras com os resul-
tados experimentais de Jefimenko, quando havia analogias ou semelhancas
geométricas que permitissem esta comparagao.

Este trabalho abre as portas para alguns desenvolvimentos futuros. E-
xemplos de generalizagoes possiveis: pode-se estudar a corrente constante
propagando-se em uma longa fita retangular bidimensional com lado de
tamanho finito. Em vez de (3.1) terfamos agora o(r, z) que teria de ser
determinada (ou seja, teriamos de levar em conta a variagao lateral da den-
sidade de carga). Pode-se também estudar o caso do anel (se¢do 3.4) mas
levando em conta sua espessura nao nula (ou seja, ele deixaria de ser tratado
como filiforme). Pode-se também tentar lidar com uma bateria de tamanho
finito e nao mais puntual. Embora o tratamento destes casos esteja além dos
objetivos deste trabalho de mestrado, achamos importante alinhavar estas
perspectivas futuras.

Na segunda parte deste trabalho tratamos de correntes varidveis levando
em conta o papel preponderante das cargas superficiais (agora as densidades
de carga passam a depender também do tempo). Tivemos como objetivo
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analisar a propagacgao de sinais eletromagnéticos utilizando a eletrodinamica
de Weber, para podermos compara-la com os casos mais conhecidos que
utilizam o eletromagnetismo classico. Apresentamos entao com o formalismo
weberiano os casos ja conhecidos na literatura e depois casos novos ainda nao
publicados.

A abordagem utilizada por Kirchhoff e Weber leva corretamente a equacao
da telegrafia em todos os casos analisados. Esta abordagem utiliza, como
modelo de interacao entre as cargas, a forca de Weber. Juntamente com
uma forca resistiva, aplicando a segunda lei de Newton e com a equacgao de
conservacao de cargas, obtemos a mesma equacao conhecida no eletromag-
netismo classico, Equagao (5.1).

Notamos aqui que nao é necessaria a nocao de campos retardados para
chegar a equacao que rege a propagacao de um sinal elétrico com uma ve-
locidade finita. A velocidade finita vem diretamente da prépria expressao da
forca de Weber. Podemos, como exemplo, fazer uma analogia com a propa-
gacao de sons em meios materiais, derivada com a mecanica newtoniana.
A interagao entre os primeiros vizinhos, apesar de também ser instantanea,
resulta numa equacao de onda com velocidade de propagacao finita. Note
entretanto que a analogia nao é perfeita: no caso do som, a interagao envolve
os primeiros vizinhos, enquanto que no caso do sinal elétrico, a interacao
envolve todas as cargas existentes no condutor!

Uma das motivacoes que nos levaram a estudar todos estes casos era a
possibilidade de que pudéssemos encontrar um caso em que o resultado fosse
diferente do clédssico. Isto permitiria com que pudéssemos propor experimen-
tos que talvez pudessem distinguir qual teoria descreve melhor a natureza.
Infelizmente, encontramos que todos os casos analisados coincidem com o
previsto pela teoria eletromagnética cldssica (e parece-nos também que to-
dos os condutores retos compridos levarao ao mesmo resultado).

Existem também casos que nao foram analisados em que resultados i-
nesperados podem aparecer. Por exemplo, na aproximacao de Kirchhoff (ou
nas séries de Taylor correspondentes) das Equacoes (5.4) e (5.7) poderiamos
tomar nao apenas o termo dominante, mas alguns dos termos seguintes.
Ou entdo um circuito cilindrico (como descrito na Secao 2.5) conduzindo
uma corrente variavel na direcao ¢, ou seja, conduzindo um sinal no sentido
poloidal. Como é a equagao que rege a propagacao deste sinal? Qual sua
velocidade? Como fica sua comparacao com o eletromagnetismo classico?
Diversas outras geometrias sugerem duvidas semelhantes. Estas sao apenas
algumas das possibilidades de desenvolvimento deste trabalho que podem ser
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seguidas no futuro.

Finalmente, a propagacao de sinais fora de meios condutores, por exemplo
no vacuo, também nao foi discutida neste trabalho. Entretanto, parece-nos
um assunto fascinante se tratado adequadamente com Weber, e uma com-
paracao com o eletromagnetismo classico poderia sugerir muitas respostas.
Qual a natureza dos campos? Existe um limite superior para a propagacao de
um sinal? E necessério introduzir a nocao de campos retardados e avancados
no eletromagnetismo?

Todas estas sao questoes em aberto para as quais ainda nao temos res-
postas completas. De qualquer forma, em todos os casos concretos estudados
neste trabalho obteve-se, com a eletrodinamica de Weber, equacoes de propa-
gacao de sinais eletromagnéticos idénticos a equacao da telegrafia do eletro-
magnetismo cldssico, Eq. (5.1). Ou seja, a eletrodinamica de Weber também
mostra que, para condutores com resisténcia desprezivel, as perturbacoes
elétricas se propagam a velocidade da luz, como confirmado experimental-
mente.
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Apéndice A

Calculo do Potencial Devido a
uma Placa Carregada

Neste apéndice apresentamos o calculo das integrais envolvidas no potencial
elétrico devido a uma placa, de dimensoes 7, e £, nos eixos x e z, respectiva-
mente, sem espessura. A placa estd localizada no plano y = y, e queremos
saber o potencial no plano simétrico x = 0. Esta placa contém uma densi-
dade superficial de carga dada pela Equagao (3.1). O potencial serd dado
pela Equagao (3.3), ou seja:

1 /lz/2 y ,/fz/Q 5 aZ + ol + 31
= — 2 x = .
ey J-0./2 il )2 \/x’2 +(y— o) + (z — 2/)? 4mey

Nesta expressao as integrais I e I’ sao dadas por:

0./2 02/2 da’
I= dz'/ il
/2 b2 [32 4 (y — o) + (2 — 2)?

g 2B/ = )+ (-2
2 )24 B/ (y— o+ ()
Cof2+ (62— 202+ (y — yo)2 + 2/4
—la)2+ (L2 — 2)2 + (y — yo)2 + 2/4
Cof2 4 \J(0/2+ 2)2 + (y — yo)? + (2/4
—Caf2+ (62 4+ 22+ (y — o) + 63/

=((,/2—2)In

+(¢,/2+ 2)In
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[ 0:(0,/2 = 2)
—2ly — yo| {arctan
2y — yoly/(£:/2 — 2)2 + (y — yo)? + £2/4
0(0,)2 + 2)

+ arctan

2|y—y0|\/ (/24 2)* 4+ (y —yo)* + £2/4

/2= 2+ /(0./2 = 2)2 + (y — po)? + /4
—(0:/2+ 2) +/(0/2+ 22 + (y —yo)? + 2 /4

+/; In (A.1)

0./2 002 dr'
I':/ zdz/ i
—0./2 —l, )2 \/(z — 22+ (y — yo)? + 272

_/ B £/2+\/z —2)2 4+ (y —yo)® + £2/4
e /2+\/z—z +(y—yo)2+2/4
- % W(ez/z — 224 (y — y0)2 + £2/4 — /(L. — 2)2 + (y — o)? +€%/4]
N e e D ll Ce/2+ /(L2 = 2) + (y — 0)? + (2/4
2 —lof2+ /(L2 — 2)2 + (y — yo)? + 2/4
£/2+\/€/2+z) +(y—yo)2+2/4
_g /2+\/€/2+z) + (Y — yo)? + (/4

[ 0,(0,/2 - z)
—2z|y — yo| |arctan
2y — yoly/(£:/2 — 2)2 + (y — yo)? + (2/4
0.(0,]2+ z)

+ arctan

2y — yoly/(£:/2+ 2)2 + (y — yo)? + 2/4
0of2 = 2+ \J(0./2 = 2)2 + (y — yo)? + 2/4
(024 2) + (/2 + 202 + (y — yo)? + 2/4

A partir deste ponto, fazemos as aproximagoes dadas na Equacao (3.4).
Os resultados das integrais sao, respectivamente para as aproximagcoes (A),

+2z0, 1n

(A.2)
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20, (ln% + 1) — 27|y — yo| — 4%,

I=1{ 4In(v2+1) =2y — yo| — 2v/2=420), (A.3)
_ 2
20, (In 2% 1) — 2y — yo| + 4070,
220, — 2mz|ly — yo| + 82(3’;3:0)2 B ?,,;:’,
I'=1 220In(V2+1) = 2m2ly — yo| + 6322000 —10V25;,  (A4)

220, In % —2mz|ly — yo| + 42(1/;1:0)2‘

Com isto podemos obter o potencial na forma da Equacao (3.9) usando
as definicoes (3.8).
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Apéndice B
Listagem de Programa

Neste apendice apresentamos a listagem do programa utilizado para calcular
o potencial de um anel filiforme. Usamos um método numérico para resolver
a equacao de Laplace em coordenadas cilindricas, e a linguagem segue o
software Mathematica. Os textos entre (x...x) sdo comentdrios.

Clear[r,z,g,f,¢,n,0]

J=K=71; (*Tamanho da rede: J x K pontos no plano RZx)

Nterm=200; (*Numero de termos na expansao de Fourierx)
Jh=Quotient [J,2]+1; (*Aqui temos o raio do anel no plano XYx)

Kh=Quotient[K,2]+1; (*Este e’ o raio do anel, ou seja, sua
posicao no eixo Zx)

raio=(Kh-1)J+Jh; (*Este e’ a posicao do potencial do anel na
lista de variaveis: fica no meio da rede J x Kx)

dr=dz=1.; (xEste e’ o valor do diferencial entre os pontos da
malhax)

rj=Table[r,{r,1,J,dr}]; (*Esta lista guarda o valor dos pontos
em Rx)

zk=Table[z,{z,1,K,dz}]; (*Esta lista guarda o valor dos pontos
em Zx)

drh=dr/2;

ran=rj-drh; (*Esta lista guarda as posicoes R subtraidas da
metade do diferencialx)

rap=rj+drh; (*Esta lista guarda as posicoes R adicionadas da
metade do diferencialx)

v=1.;(xEste e’ o valor da diferenca de potencial fornecida pela
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bateriax)
v0=-(v/m)Table[(-1)"n/n,{n,1,Nterm}]; (*Esta lista guarda os
coeficientes da expansao do potencial linear em # na bateria
em serie de Fourierx)
ccl=Table[{0,z,0},{z,1,K}]1;
cc2=Table[{r,0,0},{r,0,J+1}1;
cc3=Table[{r,K+1,0},{r,0,J+1}]1;
cc4=Table[{J+1,z,0},{z,1,K}];
cc=Flatten[{ccl,cc2,cc3,cc4},1]; (*Uma gaiola de Faraday
aterrada envolve o anel; esta gaiola tem a forma cilindricax)
¢lr_,0_,z_1=0; (xEsta funcao vai guardar o resultado

final do potencialx*)

Timing[Do[(*Esta funcao Timing da’ o tempo total de
processamentox)

M=Table[0,{J Kh},{J Kh}]; (*Esta matriz vai guardar os
coeficientes dos potenciais ¢_ij. Aqui temos uma otimizacao:
0os pontos de z acima do anel sao simetricos aos pontos abaixo
do anel, portanto precisamos calcular apenas a metade dos
pontos*)

Clear[j,k,i];

Do [
i=(k-1)J+j; (xVamos transformar o indice duplo (i,j) em um

unico: (i-1)J+j*)

M[[i,i]1=-2(1/dr"2+1/dz"2)-n"2;
If[i-1>=1,M[[i,i-1]1]=ran[[j11/(rj[[j11dr"2)]1;
If[j<J,M[[i,i+111=rap[[j11/(rj[[j11dr~2)1;

If [k<Kh,M[[i,i+J11=1/dz"2,M[[1i,i-J11=1/dz"2];
If[k>1,M[[1,i-J11=1/dz"2];

,{k,1,kKh},{j,1,J}]; (*Este loop coloca os coeficientes nas
posicoes corretas da matrizk)

M=Transpose [M] ;

b=-vO[[n]]Delete[M[[raiol]l,raiol; (*A variavel b contem os

termos constantes do sistema de equacoesx)

M=Delete[Transpose[Delete[M,raio]],raio]; (*Apos isto,
eliminamos a coluna e a linha correspondentes ao ponto sobre
o anel, onde sabemos o valor do potencialx)

ans=Insert[LinearSolve[M,b],v0O[[n]],raio]; (*Calculamos a
resposta do sistema de equacoes lineares, cujos coeficientes
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sao os potenciais ¢_ij que queremos, e adicionamos o
potencial sobre o anelx)

Do [AppendoTo [ans,ans [[(K-k)J+j11],{k,Kh+1,K},{j,1,J}];
(*Copiamos o valor dos pontos abaixo do anel para seus
lugares acima (veja nota sobre a otimizacao acima)*)

ans3d=Table[{r,z,ans[[(z-1)J+r]1l1},{r,1,3},{z,1,K}]1;

ans=Flatten[ans3d,1]; (*Montamos entao uma lista composta de
conjuntos de tres termos: {posicao r, posicao z, potencial}x)

ans=Flatten[{ans,cc},1]; (*Adicionamos as condicoes de
contorno: o anel esta’ dentro de um cilindro aterrado -
gaiola de Faraday*)

Clear[f,gl;

flr_,z_]=Interpolation[ans] [r,z]; (*Fazemos uma interpolacao
dos pontos para uma funcao continuax)

glr_,0_,z_1=¢[r,0,z]1+f[r,z]Sin[n #]; (*Adicionamos ‘a funcao
total este termo, multlicado por sin(nf)*)

Clear[¢];

olr_,0_,z_1=glr,0,z];

,{n,1,Nterm}];
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Apeéndice C

Explosao de Fios

C.1 Introducao

H4 diversos experimentos que comprovam a existéncia de forcas longitudinais
em circuitos fechados de corrente. Podemos citar como exemplo: a propulsao
a jato em liquidos, os aceleradores de projéteis (railgun accelerators), a ex-
plosao de fios e as explosoes eletrodinamicas em liquidos.

Neste trabalho, vamos abordar especificamente o fenomeno da explosao
de fios, [Gra83|, [Gra84], [Gra85b], [Gra87], [Nas85] e [Asp87]. Numa ex-
periéncia tipica descarrega-se um banco de capacitor com alta voltagem
(70kV') de 8uF através de um indutor gerando pulsos de corrente oscilatoria
que decai exponencialmente no circuito, com amplitude de até 10kA e com
uma freqiiéncia de 2k H z, durante um periodo de 5 a 10ms, [Gra83] e [Gra84].
A descarga passa através de um fio de aluminio com diametro de 1, 2mm que
se rompe em 30 a 50 pedacos.

Ha diversas opinioes sobre o assunto. A explicagao mais comumente uti-
lizada é a forga longitudinal de Ampere [Gra85al. Entretanto, foi obtido
recentemente que um circuito fechado com corrente nao exerce forca resul-
tante longitudinal ao longo do circuito, de acordo com as forcas de Ampere e
de Grassmann, [AB96], [BA97a], [BA97b], [BA98a] e [BA98b]. Diante disto
analisamos agora uma outra possibilidade.

Consideramos aqui a repulsao coulombiana ao longo de um fio cilindri-
co, devido ao aparecimento de cargas livres no interior do condutor e na sua
superficie. O aparecimento destas cargas é conseqiiéncia do efeito Hall radial,
[AH99b]. Mostramos aqui a relevancia deste efeito na explosao de fios.
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C.2 Efeito Hall Radial

A corrente elétrica constante no interior de um fio condutor produz um campo
magnético poloidal fora e dentro do fio. Este mesmo campo exerce uma forca
magnética nos elétrons de conducao, fazendo com que eles se movam em
direca@o ao eixo do fio. Para que a corrente seja uniforme na se¢ao reta (como
é o caso de correntes estaciondrias no tempo), deve existir uma forga elétrica
(ou seja, de origem coulombiana) que anule a forga resultante na direcao
radial na situacao de equilibrio em que ha apenas corrente longitudinal.

Uma forma de obtermos a densidade de cargas no interior do fio é escrever-
mos a lei de Ohm generalizada J = g(E + vd X B) onde ¢ é a condutividade
do material, J é a densidade de corrente, Béo campo magnético na posicao
da densidade de corrente e Uy é a velocidade de arraste ou de drifting dos
elétrons que constituem a corrente. Eéo campo elétrico total na posicao da
densidade de corrente, com componentes longitudinal (que gera a corrente)
e radial (que anula o efeito do campo magnético).

O problema consiste em um fio cilindrico macico uniforme, com o eixo z
no eixo de simetria do cilindro. O fio tem raio a e comprimento /. Usamos
a seguinte aproximagao, onde r é a posicao radial de observacao da forca
(r <a):

C>a>r. (C.1)

Supomos a corrente i uniforme na secao reta, [Whi73, pdg. 90] e esta-
ciondria no tempo. O campo magnético dentro do fio é dado por:

5 Jolrd
B = , C.2
2ma? (©2)
onde ¢ é o versor na dire¢ao poloidal e jg = 47 x 10" F/m é a permeabilidade
magnética do vacuo. Neste caso, a forca magnética atuando num elétron de
conducao com carga ¢ = —e = —1,6 x 10719C é:

Fy(r < a) = qiy x B = —pplevqi|r#/2ma’. (C.3)

Esta forca cria uma concentragao de cargas negativas no fio. No equilibrio,
temos um campo elétrico radial E, = —pio|vgi|r/2ma2, que exerce uma forca
elétrica Fy, = —eE, (e > 0) que anula a forca resultante radial nos elétrons.
Ou seja, gy X B+qE =0. A solugao para a distribuicao de carga volumétrica
p_, a partir de lei de Gauss V - E = p/e€o, é:

|ivd|

p- = (C.4)

ra?c?’
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A densidade volumétrica de carga p_ é constante em todos os pontos no
interior do longo fio reto (na aproximagao considerada aqui). Por conservagao
de cargas vem que este acumulo de carga negativa no interior do fio com
corrente constante é compensado por uma carga positiva na superficie do fio.
Numa espessura dz a carga negativa no interior do fio de raio a é dQQ_ =
p-ma*dz = —|ivgldz/c*. Tgualando isto ao negativo da carga positiva na
superficie do fio (dQ; = o0,2madz, onde o, é a densidade superficial de
carga) vem:

. |ivd|

04 = 27{'0/02‘ (05)

Esta densidade superficial de carga é constante ao longo do fio reto. Deve-
se observar que ela ¢ diferente da densidade de cargas livres que gera o campo
elétrico longitudinal no interior do fio, dada por oy = az + 3.

Aqui queremos analisar as forcas longitudinais de atracao e repulsao entre
duas partes de um fio reto devidas as densidades de carga p_ e o, para ver
se é possivel explicar a explosao de fios com elas.

C.3 Repulsao Coulombiana

Apresentamos nesta parte a tensao exercida por estas cargas ao longo do
fio, e comparamos com valores experimentais. Para isto consideramos o fio
dividido em duas partes na posigao zy do eixo z: parte A (—¢/2 < z < zy) e
parte B (zp < z < £/2), veja a Figura C.1. A tensao no fio (for¢a longitudinal
que a parte B exerce na parte A) é devida as densidades de carga p_ e oy.
Para calculd-la vamos usar a aproximacao (C.1) e a aproximagao:

20> a >, )2 —2zy>a>r, (C.6)

onde z é a coordenada longitudinal de um ponto na parte A ou na parte B.
A forca que a parte B do fio exerce na parte A devida as densidades
volumétricas de carga é:

N 2 2 a £/2 2m a =
Py, = PAPs [, / d6,, / radr g / dzp / 05 / rpdrp—2Z. (C.7)
0 0 P 0 0 AB

dmeg J—e)2 0 r

onde 74p = (racosfy —rgcoslp) i+ (rysinfy —rpsinfp) g+ (24 — 25) 2 e

rap = |Fap| = \/7"124 + 1% —2rarpcos (04 — 0p) + (24 — zB)Q. Esta equacao
pode ser escrita como:

= PAPB 7
pBPA — dreg JpApB- (CS)
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F ] : j

I
_zllrz + EIE

Figura C.1: Repulsao coulombiana entre as partes A e B do fio, devido ao
aparecimento de cargas no interior e na superficie do condutor.

Definindo u = \/TE‘ + 1% — 2rargcos(f4 — 0) podemos resolver a inte-
gral na aproximacao (C.6):

5 a 2 a 2 20 £/2
T = /0 radr a /0 do. /0 rpdrs /0 dby [ Y

0

(rocosfa —rpcosfp)i + (rasinfy —rpsinfp)g+ (24 — 25)2
[u? + (24 — 25)2]32 :
Estamos interessados apenas na componente longitudinal (z) da integral

-

Joppa- Integrando em z4 e zp temos:

(C.9)

a 2w a 27
Tigpa == [, radra [ d0s [ rudry [ o

u(—C+ Vu? + ?)
[~ (6/2 + 20) + \Ju2 + (/2 + 20)2)[~ (/2 = 20) + \Ju? + (£/2 — 20)?]

a 2 a 2 62 _ 422
~ / radra / do. / radrg / dfy In 0, (C.10)
0 0 0 0 20u

onde na ultima passagem utilizamos as aproximagoes (C.6). Calculando as
integrais restantes acima:

a 2 ?—422 1
2z o 2 0
JpoA = —Ta /0 TAdTA/O df 4 (ln 570 + 5)

0?2 —422 1
= —7r2a4 (IHWZO + Z) . (Cll)

X In
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Usando p4 = pp = p_, resulta uma forca de repulsao da parte B na parte
A dada por:

2 4 2 2

~ pma =4z 1) .
F, = — 1 — 2. C.12
PBPA 46[] [n 2‘6(1/ + 4 z ( )

Executando célculos semelhantes para a interagao entre p, e op temos
(com pa=pp=p eox=o0p=0):

— 20+a/ ~
Foppn = G Siup (C.13)

Aqui JZ _ é dado pela integral:

oBpA
a 2 2w 62 —4 2
J = / radra / a0, [ doyn —— 250

0 0 0

OBPA 2€ul

a 2m 0?2 — 422 0?2 — 422
:2/ d dfyIn ——2 = 27%% In ———C
T OTA A 0 A 20a e 20a

Esta integral d4 o mesmo resultado da integral necessaria para calcular
F, .5, €, na aproximagao que estamos usando, também da o mesmo resultado
para F;

(C.14)

BOA*

. . 20, = p_oyma®  (*— 422
Fopon = Fopor = 7 Fopos = =75 I s

ap

(C.15)

A forca total que a parte B exerce em A, ou a soma vetorial das forcas
(C.12) e (C.15), é repulsiva. Com (C.4) e (C.5) vem que é dada por:

2 4 22
p_ma” . "o Vg .

— Lol C.16
160~ 16w 2" (C-16)

Fpa=—

C.4 Discussao e Conclusao

Concluimos que existe uma tensao longitudinal repulsiva ao longo do fio,
simplesmente devido ao fato de existir uma corrente uniforme no fio. Para
ilustrar a magnitude das cargas (C.4) e (C.5) e da forca (C.16) consideramos
um fio de aluminio (densidade de elétrons n =~ 6 x 10* /mm?) de raio a =
0, 6mm, comprimento [ = 1m e uma corrente da ordem de i = 6 x 1034 (ou
seja, com velocidade de drifting vy ~ 0,55m/s). Isto resulta em densidades
de carga da ordem de p_ ~ —3,2 x 1078C/m3 e 0, ~ 9,7 x 1072C'/m?,
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numa forca da ordem de Fpy ~ 3 x 107N, e uma tensao da ordem de
T ~2,7%x 1078 N/mm?.

Devido ao fato de que, para romper um fio de aluminio, sao necessarias
tensoes da ordem de 50 a 500N/mm? [Gra63, pagina 48], concluimos que a
repulsao coulombiana (C.16) nao explica a explosao de fios.
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