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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo das propriedades dpticas de Caixas
Quénticas (QDs) semicondutoras.

Iniciamente, um sistema de GaAs/Ing20Gag 76 As/Aly3Gay 7 As, intensionalmente
dopado com material do tipo-n foi considerado, onde ocorre a transferéncia de
elétrons provenientes da dopagem para o pogo quéantico de Ing24Gagreds. Os QDs
encontram-se na interface pogoo/barreira. Apresentamos uma aproximacio simples
para saber como que a presenga (QDs influenciam na transferéncia de cargas. Nossos
resultados mostram que a presenga dos QDs na amostra ndo alterera significativa-
mente a transferéncia de cargas e, basicamente, o que ocorre é uma redistribuicdo
dos elétrons que deixam o pogo quantico e passam ocupar os estados dos QDs.

Quando excitados opticamente, o0 QD ¢ ocupado por um par elétron buraco. Em
materiais do tipo-II, o elétron e ¢ buraco estio em materiais diferentes mas podem
formar um par de particular ligadas, via interagio Coulombiana. Estudamos as
excitages Opticas em QDs de InP/GaAs, que apresenta alinhamento de banda do
tipo-1I, no qual o elétron estd confinado na regido do InP enquanto o buraco se
encontra livre na regido do GaAs. Outro problema abordado foi o problema do
éxciton carregado negativamente (X ~). O elétron extra, que pode ser proveniente
da dopagem ou de uma excitagio dptica acima da barreira, fica confinado na regido
do InP alterando o espectro éptico da amostra. Nossos resultados mostram que o
buraco € ligado em ambos 0s casos. A recombinagio entre complexos do tipo X~
emite fétons mais energéticos do que o foton emitido na recombinagio do éxciton
neutro, contribuindo no deslocamento para o azul do espectro de fotoluminescéncia
quando a poténcia laser é aumentada.
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Abstract

In this work, we present a study of the optical properties of semiconductor Quan-
tum Dots (QDs).

First, we consider a system of GaAs/Ing2.Gap1sAs/Aly3GagrAs intentionally
doped with type-n material, where the electrons are transfer from the doping layer
to the Ing4Gapr6As quantum well. The QDs are in the well/barreir interface.
We present a simple approuch to know how the presence of the QDs influences
the charge transfer. Our results show that the presence of the QDs in the sample
does not modify significantly the charge transfer and, basically, what happens is a
redistribution of the electrons from the quantumwell to the QDs states.

When optically excited, the QD is occupied by a pair electron-hole. In type-
IT material, electron and hole are in different layer but they can form a pair of
bound particles, due to Coumlombian interaction. We studied the optical excitations
in InP/GaAs QD that presents type-II band alignment. The electron is confined
in InP region while the hole are free in GaAs region. Other problem investigated
concerns the negative charged exciton (X~). The extra electron can be from the
doping or from an optical excitation above the barrier, being confined in the InP
region modifying the optical spectrum of the sample. Our results show that the
hole is bound in both cases. The recombination of X~ complex emits photons with
higher energy than the neutral exciton recombination, contributing to the blue shift
of the photoluminescence spectrum with the increasing laser power.
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Capitulo 1
Introducao

Caixas Quinticas (QDs) comecaram a. ser estudadas durante a década de 80 devido
a0 progresso tecnoldgico, especialmente nas técnicas de litografia que permitiram o
desenvolvimento de estruturas de estado sélido que confinam os portadores em trés
dimensdes. Em 1986, Reed et. al. [1] relataram a criagio de QDs quadrados com
dimensdes laterais da ordem de 250 nm. Ainda em 1986, outros centros de pesquisa,
como a AT&T Bell Laboratories [2] e a Bell Comunication Research Incorporated
[3], também reportaram a fabricacio de QDs.

Além de litografia, outras técnicas foram desenvolvidadas para confinar porta-
dores de cargas em trés dimensBes, um breve relato de algumas dessas técnicas pode
ser encontrado em [4].

Os QDs de nosso interesse sao os auto-formados, que crescem espontaneamente
na interface de um pogo quantico. Em 1993, Leonard et.al. [5}, mostraram uma
técnica de se obter QDs com dimensées relativamente uniformes, explorando a
diferenca do pardmetro de rede dos materiais usados para o crescimento de um
sistema bidimensional. A diferenga do pardmetro de rede faz com que haja uma
tensdo local, favorecendo a formagdo de ilhas do material de gap menor e, dessa
forma, criando um potencial de confinamento 3D. No trabalho de Leonard, os QDs
auto-formados tinham, em média, um didmetro de 300A e uma dispersio de 10%
em torno de desse valor médio. Durante esses 10 anos, conseguiu-se um grande
avanco quanto 3 uniformidade das dimensdes dos QDs. Alchalabi et. al. [6], recen-
temente relataram a auto formagio de QDs de PbSe em um substrato de PbTe que

apresentam uma dispersdo em torno de 2%.



O interesse nos QDs estd tanto na perspectiva de sua utilizacido para fabricacio
de novos dispositivos optoeletronicos quanto no interesse em Fisica fundamental.

Com relagdo as aplicagdes tecndgicas, os QDs podem ser a base para a nova
geracao de laser[7]. Também tem se discutido a possibilidade de sua utilizacio para
dispositivos de meméria Gpticas(8].

Em relacao aos aspectos fundamentais dos QDs, destaca-se o acoplamento entre
os niveis do QD e um sisterna bidimensional. Uma situagdo como essa é obtida
através de uma caixa quéntica com poucos niveis eletrénicos, os quais, quando a
amostra € dopada, podem estar ocupados.

Ribeiro et. al. [9] e Nakaema et. al. [10] estudaram uma amostra com essas
caracteristicas. Nos experimentos foram estudados espectros de reflectincia e trans-
missdo fotomodulada, além de foto e microfotoluminescéncia de QDs na presenca
de um gds bidimensional de elétrons. A dependéncia das propriedades dpticas das
caixas quanticas com rela¢do as propriedades do gds de elétrons nos levou a estu-
dar teoricamente a influéncia que a presenga dos QDs causa na formagio do gas de
elétrons.

Outro aspecto fundamental de grande interesse nos QDs é o deslocamento para o
azul do pico da fotoluminescéncia enquanto se aumenta a potencia do laser, em QDs
.do tipo-II. As heteroestruturas do tipo-I1 sdo aquelas nas quais elétrons e buracos
se localizam em materiais diferentes devido a estrutura de banda da amostra. A
(Fig 1.1) mostra o diagrama de banda de uma amostra do tipo-II. No caso da
ilustracdo, o elétron fotoexcitado se localiza na regido no InP enquanto o buraco

estd na regiao do GaAs.

Qutro tipo de heteroestrutura sio as do tipo-I. Nesse tipo de amostra, tanto o
elétron quanto o buraco ocupam a mesma regiio da amostra. A (Fig 1.2) representa
o diagrama de banda de uma amostra do tipo-I. No caso da ilustragéo, tanto elétrons

quanto buracos sao localizados na regido do GaAs.

O tempo de vida de recombinagao radioativa em amostras do tipo-II é muito
maior que em materiais do tipo-I, devide & recombinagio espacialmente indireta.
Essa caracteristica pode fazer dos QDs do tipo-II atrativos para a fabricagao de
dispositivos, como os de memdria dptica.

Nakaema et. al.[11] estudaram uma amostra de InP/GaAs que apresenta alin-
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Figura 1.1: Esquema do alinhamento de banda de uma heteroestrutura do tipo-II.
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Figura 1.2: Esquema do alinhamento de banda de uma heteroestrutura do tipo-I.

hamento de banda do tipo-II, em que 0s elétrons séo localizados no InP e o buracos
est4 na regifio do GaAs. No trabalho de Nakaema, enquanto se aumenta em quatro
ordens de grandeza, a intensidade do laser, o pico da fotoluminescéncia € deslocado
em cerca de 70 meV para o azul (Fig 1.3)

Uma das hip6teses dos autores é que o desvio para o azul possa ser originado
pela recombinacio ndo apenas de complexos excitonicos, mas também de bi-éxcitons
e de trfons, que sdo complexos excitdnicos com cargas extras.

Nesta dissertagio, vamos estudar a possibilidade, nas amostras experimental-
mente estudadas, do estado exciténico formar um estado ligado, ou seja, se o buraco,
que estd delocalizado na regido do GaAs, fica confinado pela interagio Coulombiana
com o elétron. Também determinaremos a energia do féton liberado na recom-

binag¢ao.
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Figura 1.3: Fotomuminescéncia da amostra que estudamos.

Quando a amostra é dopada, ou quando sdo criados portadores por excitagbes
6pticas acima da barreira, como no caso do experimento, pode-se ter excesso de por-
tadores de carga na amostra. Dessa forma, quando ocorrer uma excitacdo 6ptica,
podemos, além do par elétron-buraco, ter cargas extras interagindo com o par. A
situacdo mais simples em que hé excesso de cargas é aquela em que um elétron
confinado no QD interage com um par elétron-buraco, formando um complexo de
trés particulas é chamado de trion X~. Faremos um estudo desse complexo e de-
terminaremos a energia do féton emitido na recombinacéo do elétron com o buraco,
na presenca da carga extra. Estudaremos a diferenca de energia entre esse féton e
o féton liberado na recombinagio em que néo hd excesso de carga, com o objetivo
de estimar a influéncia no deslocamento para o azul da fotoluminescéncia.

No capitulo 2 dessa dissertagdo, apresentamos um cdlculo autoconsistente da
transferéncia de cargas, proveniente da dopagem, para o po¢o quantico.

No capitulo 3, consideramos os QDs na presenca de um gas bidimensional de
elétrons e a influéncia que a presenga dos QDs apresentam na tranferéncia de cargas,
da dopagem para o0 pogo.

No quarto capitulo, investigamos os estados exciténicos em QDs do tipo-IL
Também levamos em conta a presenca de um elétrons extra confinado no QD.

Finalmente, no quinto capitulo, apresentamos as conclusdes gerais de nosso tra-
balho.



Capitulo 2

Caélculo do Auto-Estado de um
Poco Quantico Dopado

Nesse capitulo vamos apresentar o célculo do auto-estado de um sistema de
GaAs/Ing2Gag 76As/Alp 3Gag7As com dopagem modulade do tipo-n (utilizando
como caso exemplo o Si). Os trabalhos apresentados nessa dissertagao utilizam a
aproximacédo da massa efetiva e da fungéo envelope. No plano xy assumimos a dis-
persao parabdlica de energia. Essas aproximagoes tém sido exaustivamente testadas
nos materiais que estamos interessados[12], nos garantido seguranca necessiria para
realizacido de nossas pesquisas.

Em pogos quénticos dopados, a formagao de um gis bidimensional de elétrons
ocorre porque © estado dos doadores na barreira possui um nivel de energia maior
do que o nivel de energia do pogo. Isso faz com que os elétrons livres provenientes

da dopagem tunelem da barreira para o pogo, separando as cargas (Fig 2.1).

A presencga de elétrons livres e de cargas positivas localizadas cria um potencial
eletrostatico que deve ser levado em conta no calculo do auto-estado do pogo. Entao,
a determinacdo de auto-estado ocorre através da solugio da seguinte equagdo de
Schrédinger:

n? o

 2m* d2?

+VamY [—z + -';—] + VaY [Z + g} - e@,c(z)] Y(z) =

Evy(z) (2.1)
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Figura 2.1: Perfil da banda de condugé@o na diregdo de crescimento. Ep é a energia
de ligacgo do doador na barreira. Vg e Vge sdo, respectivamente, o potencial de
confinamento visto pelo elétron no GaAs e no Aly3Guag7A4s, L é a largura do pogo e
W € a distancia entre a interface pogo/barreira até o inicio da regido dos doadores
ionizados. Também estd representado o nivel fundamental do poco.

onde m* ¢ a massa efetiva, considerada a mesma em toda a amostra; Vg, € Vi
séo, respectivamente, o potencial de confinamento visto pelo elétron na banda de
conducio no GaAs e no Aly3Gag1A4s, obtidos através da descontinuidade da banda
de conducao dos dois materiais envolvidos; Y (z) é a fungéo degrau; e é a carga do
elétron, tomada como positiva e ®,.(z) é o potencial eletrostdtico, devido 3 interacio
entre elétrons livres e cargas positivas localizadas, que, calculado na aproximacgao
de Hartree, é obtido pela solugado da seguinte equagio de Poison:

LeE) = 27 (5, (2) - pu(o)) (2.2)

onde x é a constante dielétrica, que foi considerada a mesma em toda a amostra,
pe(2) € pa(z) sto, respectivamente, a densidade volumétrica de elétrons no pogo e a
densidade volumétrica de doadores ionizados na barreira.

Nessa aproximacao, substituimos o potencial de interacdo elétron-elétron, que é

um problema de muitos corpos, por um potencial médio. Assim, na aproximacio

6



de Hartree, considerando apenas um nivel do pogo ocupado e assumindo a dopagem
homogénia, temos :

L3le) 270 (i (a) — put2) (23)

em que N, é a densidade superficial de elétrons no pogo.

®,.(z) pode ser separado em duas partes, uma, que chamaremos de ®.(z), que
é a parte do potencial devido aos elétrons livres, outra, que chamaremos de ®,(z},
¢ a parte devido aos doadores ionizados. Assim, ®,.(z) pode ser escrito da seguinte
forma: ®,.(z) = ®.(z) + ®4(z), onde $.(z) e Pa(2) sfo dados pelas seguinte ex-
pressoes.

d?®.(z) 4
dz?

N, l(2)P (24)

Tl = -

Consideramos uma dopagem assimétrica, apenas no AlGaeAs. A dopagem estd
presente a partir de uma disténcia W da interface InGaAs/AlGaAs, a qual chamamos
espacador. Estamos considerando T = 0K. Para atingir o equilibrio termodinémico,
uma parte dos doadores é ionizada. Chamamos essa regiado de comprimento de de-
plecio, Lp. A distribuicio de cargas positiva, ou de doadores ionizados, se escreve

como:

Ny se %+W<z<-2”+LD+W

2.6
0 se L+W>2z>L+W+1Ip (26)

pa(z) = e{

onde N; é a densidade volumétrica de doadores que, intensionalmente e de forma
controlada, foi inserido na barreira, sendo, portando, uma grandeza conhecida.
A equacdo (2.5) pode ser resolvida analiticamente (ver apéndice A) e ®4(2) se

escreve.

0 se Z2<Z
®,(d) = —2e (5 — 7)° se Z<z<?Z (2.7)
—%’:ﬁNdLD (2z24+Lp—32) se 2z>Z

ondez=Z+WeZ=§+W+1Lp.



A parte do potencial referente aos elétrons ¢ dada por integracao dupla da
equagdo (2.4), que é equivalente a integrar diretamente a seguinte equagdo (ver
apéndice B}:

4me

&.(9) =N |2 [ drlw@)P - [ drhpla)Pe] (2:8)
K —co -0

Para resolvermos o problema, ou seja, resolver a equacao (2.1) e, dessa forma,
determinarmos a fungéo de onda, precisamos calcular ®.(z) que é dado pela equacao
(2.8) e necessita do prévio conhecimento da funcio de onda. Assim, temos que
resolver as duas equagles acopladas de forma auto-consistente.

Esse conjunto de duas equagdes acopladas estd sujeito as seguintes condigbes de
contorno:

i) Equilibrio elétrico= A somatdéria total de cargas deve ser zero, ou seja, todo
elétron livre no pogo deixou um doador ionizado na barreira.

i) Equilibrio termodindmico=- O nivel de Fermi, ou o potencial quimico, deve
ser 0 mesmo em toda a amostra.

O equilibrio elétrico é naturalmente satisfeito se escrevemos: N, = Lp Ny, isto &,
forgamos que o comprimento de deple¢do seja tal que ndo haja excesso de carga. Ji
o equilibrio termodindmico é satisfeito fazendo com que o nivel de Fermi calculado
na barreira seja ignal ao nivel de Fermi no pogo.

O nivel de Fermi na barreira € o nivel de energia dos elétrons dos doadores nio

ionizados (pois sdo os elétrons mais energéticos) que pode ser escrito como:

E?;v = Vgg(z — OO) —Ep (29)

onde E% é o nivel de Fermi na barreira e Ep ¢ a energia de ligacio do doador

na barreira.
Para o pog¢o, o nivel de Fermi é obtido pela energia do elétron transferido mais

energético. A T = 0K temos [12}:

m¥
N.= Z3(E} - E)Y (B} - E) (2.10)

onde E é a energia do estado fundamental (\inico ocupade) eF% é o nivel de
Fermi no pogo. Como N, é conhecido, a equagdo (2.10) determina E¥%.
Resolvemos ¢ conjunto das duas equacgdes acopladas da seguinte maneira:



Primeiro calculamos, pelo método de diferencas finitas(ver apéndice C), a
equacio (2.1) para o pogo ndo dopado (®,.(2z) = 0). A seguir, transferimos elétrons
para 0 pogo, ou seja, colocamos uma densidade NN, de elétrons no pogo e, através
das equagdes (2.7) e (2.8) calculamos @,.(z) usando a fungdo de onda caleulada
anteriormente. Voltamos & equagio (2.1) e recalculamos a fungio de onda, mas
agora levando em conta o potencial eletrostatico. Repetimos esse procedimento até
a convergéncia da energia. Em média, sfo necessdrio 4 ciclos para que ocorra a
convergéncia do estado funda.mental(%":—ls" < 10‘3), onde E; é energia do estado
fundamental calculado no i-ésimo ciclo.

Note que o problema ainda ndo esta resolvido pois ainda n@o asseguramos o
equilibrio termodinidmico. Para fazer isso, calculamos, usando a equagéo (2.10) o
nivel de Fermi no poco e comparamos com o nivel de Fermi da barreira, calculado via
equacdo (2.9). Se o nivel de Fermi do pogo for menor do que o da barreira, significa
que poucos elétrons foram transferidos para o poco, entdo repetimos o procedimento
anterior usando um N, maior do que o usado anteriormente; se o nivel de Fermi
do pogo for maior do que o da barreira, significa que foram transferidos muitos
elétrons e devemos repetir o procedimento anterior usando um N, menor do que o
usado anteriormente. Na pratica, s30 necessérios, em média, dezessete ciclos para
se obter a igualdade do nivel de Fermi (E’%]FE% < 10'3) ¢ com isso temos a solugdo

autoconsistente do problema.

2.1 Resultados

Como estamos trabalhando em um sistema de GaAs/Ing24GagreAs/Aly3Gag 7 As,
vamos usar os seguintes valores para os parametros: Ep = 10meV[9], m* = 0.06Tmy[13],
onde mg é a massa de repouso do elétron ¢ & = 13.2[9]. Vg e Vpg so, respectiva-
mente. 208[14] e 433 meV[12]. A densidade de doadores introduzidos na amostra,
Ny, é 5 x 10¥%em 3.

O primeiro cdlculo que fizemos foi 0 da quantidade de carga que ¢ transferida
em func¢io da lagura do po¢o. A (Fig 2.2) nos mostra o resultado desse calculo para
uma amostra com W=300 A. Vemos que a partir de uma determinada largura de
poco a densidade é dominada pelo potencial eletrostitico e os fatores estruturais
da amostra influenciam muito pouco. Esse fato é refletido na energia do estado



fundamental, que também se estabiliza a partir de uma dada largura de poco (inset
da (Fig 2.2)). Isso acontece porque a presenca de doadores ionizados na barreira faz
com que a funcio de onda ndo seja mais igualmente distribuida em todo PoCo, como
€ o caso do pogo néo dopado, mas tenda a se localizar nas proximidades da interface
pogo/barreira, no lado em que foram inseridos os doadores. Em outras palavras, os
elétrons que estdo no pogo sdo atraidos pelos doadores ionizados da barreira. Em
pogos estreitos, mesmo com essa tendéncia da funcio de onda, em todo o POco 2
fungao de onda apresenta valores significativos, porém, com o aumento da largura
do pogo a fungdo de onda fica praticamente toda localizada para a interface onde
foi introduzida a dopagem, e no se altera com o aumento da dimensio do poco. Na
prética, recuperamos a situagdo de uma heterojuncso simples.

o]
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- T S R bt s ]
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1
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X a0 & B0 W0 1 i e 200
Largura do pogo (A)

Densidade de portadores no poco (10'om?)
& 3
| |
||
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Figura 2.2: Variagio da densidade de carga no pogo em fungdo da largura do POCo.
Inset: Variagdo da energia em funcéo da largura do poco.

Ainda com o objetivo de estudar a transferéncia de carga, fizemos o estudo da
variagao da densidade de carga transferida em fun¢do de W em um pogo de 150 A.
O grifico da (Fig 2.3) nos mostra uma clara diminui¢io da densidade de carga no
pogo com o aumento de W.

Em uma anilise simplificada, podemos explicar o resultado da (Fig 2.3) compara-
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Figura 2.3: Variagdo de portadores no pogo em fungo de W.

ndo nosso sistema com um capacitor de placas paralelas. ‘Para atingir o equilibrio
termodinamico, o nivel de Fermi deve ser igual em toda a amostra, para isso, deve-
se aumentar o potencial em A¢ = E% — E. Parte do potencial é aumentado de-
vido & interacdo eletrostatica e parte devido ao preenchimento do espago de fase.
A parte devida ao potencial elétrostético, no caso do capacitor, é escrita como:
Ay = LLoW . oW o parte devida ao preenchimento do espago de fase é dada

2x 2x
pela equacdo {2.10): Ay = -‘Yﬁﬂ{‘—?l
Dessa forma, temos que:
eW K A¢
= Ne —_— e = T3 7 .
AY {25.+m*]=>N [Zﬂﬂ%] (2.11)

Como Ag é constante com relagio & W , temos que diminuir Ve com o aumento
de W, ou melhor, quanto maior a distdncia W, maior ¢ a energia eletrostatica criada
pelas cargas.

A interagio entre os portadores livres e 0s doadores ionizados alteram o perfil
da banda de conducdo. A (Fig 2.4) rios mostra como fica este perfil para um pogo
de 150 A e com espagador de 300 A.

A energia do estado fundamental do pogo dopado é 67,78 meV, enquanto do
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ndo dopado & 18,77 meV, sempre tomando como zero de energia o ponto de menor
energia da banda de condugdo.

400.0

Energia (meV)
s

/N

0.0 . 1 L 1 . ! L i L
5000  -3000 1000 1000 3000 5000
z(A)

B

A

Figura 2.4: Perfil da banda de condugio, em preto, com o sistema em equilfbrio. O
nfvel de energia e o nivel de Fermi s&o mostrados em verde e azul, respectiva~
mente, a fungdo de onda é mostrada em vermelho. A densidade de elétrons no pogo
¢ 7,94 x 10 em 2.

Ratificando o que dissemos anteriormente, note a assimetria da fungdo de onda.
A parte ndo nula da funcio de onda estd deslocada para o lado da barreira onde a
dopagem foi inserida. Podemos ver isso de outra forma: o entortamento da banda
cria um potencial confinador no lado do pogo mais préximo da dopagem fazendo
com que 0s elétrons fiquem confinados na lateral do pogo.

Com isso, resolvemos a primeira parte do problema, na aproximacéo de Hartree,
determinando o auto-estado fundamental de energia do pogo quintico modulada-.
mente dopado.
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Capitulo 3
Pontos Quénticos Semicondutores

Nesse capitulo vamos estudar os pontos quénticos, ou “quantum dots” (QDs) auto
formados e sua insercdo em uma amostra dopada modularmente. Essas estruturas
podem ser formadas durante o processo de crescimento dos pogos quinticos em de-
terminadas condi¢des. Pode-se, a partir do controle dos pardmentros de crescimento,
controlar a forma e as dimensdes dos QDs. A amostra que estamos interessados apre-
genta QDs com o formato aproximado de uma calota esférica, de modo que podemos

aproximar o potencial do QD pelo potencial mostrado na (Fig 3.1).

O primeiro objetivo desse capitulo, ¢ calcular os niveis de energia dos QDs sob
infludncia de um gas bidimensional de elétrons. Depois, vamos estudar a influéncia

que os QDs causam na tranferéncia de elétrons para o pogo quéntico.

3.1 Caélculo da Energia do QD.

O Hamiltoniano do sistema é dado por:

52
2

L L
) Hdot= _— V2+V31Y (5— Z) +V}32Y (—E'FZ) —
Vi (s = (e = ) ¥ (5= £) # V@Y (5 - 2)-etu)  (01)

onde os dois primeiros termos do potencial referem-se ao potencial das barreiras,
determinando o pogo de potencial, também chamado de camada molhada (wetting
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Figura 3.1: Representacdo da forma do QD. H e p, séo os pardmetros que determi-
nam seu tamanho.

layer), o terceiro termo de potencial representa o potencial da caixa e 9,.(z) é o
termo do potencial do gis de elétrons que foi calculado no capituloe anteior; 1y e 2g
s8o pardmetros que caracterizam o QD e sio dados pelas expressdes (ver apéndice
D):

ro= g (A +H?) (3.2)
w=H+Z-r (3.3)

Um fenémeno chamado difuséo de In ocorre nestes sistemas. Esse fendmeno faz
com que haja um gradiente na concentragiio de In ao longo da diregéo de cresci-
mento. Empiricamente, nota-se que nos QDs a concentragio de In é maior do que
no poge quéntico, como ¢ gap depende da concentragao de In e, desse modo, os
potenciais de barreira também dependem, temos que corrigir os potenciais de bar-
reira de acordo com a concentragio; V,,;(z) é a funcio que faz essa correciio. Nessa
dissertagéo, vamos considerar que a concentragdo de In no poco é aprm:iﬁmda.mente
constante € em torno de 26%, que é um valor controlado experimentalmente. No @D,
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embora a concentracic de In no interior dos QDs seja um valor pouco conhecido,
estima-se um valor em torno de 60%[15], o que nos da Vi,; = 337 meV.

O método que adotamos para resolver (3.1) é projetar o Hamiltoniano em uma
base conveniente. Notando a simetria cilindrica do potencial, a base que escolthemos
para projetar as solugdes de (3.1) sdo os auto-estados de uma particula livre confi-
nada num cilindro de paredes de potencial infinito, com altura D e raio R, muito
maiores que a dimensdo do sistema. Mais explicitamente, a base que usaremos para
projetar (3.1) sdo os auto-estados do seguinte Hamiltoniano:

Ho= — i3 V2 + Vo '
0= -5 (2, Y, 2) (3.4)
onde Voo (z,¥, 2) é o potencial do cilindro, dado por:

Voo, ¥, 2) = Vs Y (z2 - %) Y (:n2 + 92 - R2) (3.5)
em que Vo = 00 '
A solugio da equagdio (3.5) é exata e é dada por (ver apéndice E):

fllp,n,m(z, ¥, z) - ¢n,m(ﬂs @)Xp(z) (3'6)
onde:
cos (%) se p=0,2,4..
= 3.7
Xs(2) { sin (P%) se p=1,2,3.. (8.7)
bom {5y 9) = e ] (1) (3.8)
TLITL b} ﬁ_ﬁ m LT,

onde J,, é a funcdo de Bessel do primeiro tipo e de ordem m; N, é a constante
de normalizagao dada por:

Nopm = (3.9)

V2 1
R |Jm+1(anmR)|
A energia associada i direcdo z e ao plano zy s&o dadas, respectivamente pelas

seguintes expressoes:

E, = (3.10)

2x252

%,—-2—“’57 se p=1,3,5...

{% se p=0,24..
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(Ctumht)?
2m*
onde tnmB = Gum € Gpm € 0 n®*™ zero na funcio de Bessel do primeiro tipo de

E,, = (3.11)

ordem m.
A solucdo geral da equagdo (3.1) é escrita como combinagio linear das solugdes
de Hol

(o, 0,2) = Z Ap,n,m"bp,ﬂ,m(pa ©, 2} (8.12)

pm
Resolver esse problema, isto é, achar Ay, , que minimizem a energia é equiva-
lente a resolver o seguinte problema de auto-valor/auto-vetor (ver apéndice F):

(Ypmam| Haot | g gom)- A& = E. & (3.13)

Esses elementos dessa matriz estdo calculados no apéndice G.

Com esse procedimento, no lugar de termos que resolver uma equacao diferen-
cial de segunda ordem (em trés coordenadas), temos apenas que diagonalizar uma
matriz. Para a diagonalizagdo novamente optamos por usar a subrotina EVESF da
IMSL por nos permitir calcular apenas os menores auto-valores e seus respectivos
auto-vetores.

Como Hg, (equacdo 3.1) ndo depende da coordenada angular ¢ e o operador
momento angular na diregio z é dado por: L, = —ih-a%, temos que: [Hyy, L,) = 0,
ou seja, Hy comuta com o operador momento angular. Isso quer dizer que os
auto-estados de Hy, também sdo auto-estados de L,, com auto-valor mh. O fato
de m ser um bom nimero quantico é uma assinatura da simetria cilindrica e isso
€ refletido no fato de que em todos os elementos de mairiz (ver apéndice G) ter o
termo dum., isto é, ndo hd mistura de orbitais com diferentes momentos angulares.
Na solugéio (3.12), portanto, a somatéria limita-se apenas aos indices p e n, com m
fixo indexando a solugao.

3.1.1 Resultados

Os pardmetros do QD so os seguintes: H=44 A; py = 180 A. O poco é o0 mesmo do
capitulo anterior; R = 1000 A, D = 1000 A. Na (Fig 3.2) mostramos o grifico da
energia do estado fundamental em funcio do niimero de elementos de base do tipo
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Xp(2) usando 17 elementos do tipe @nm(p, ©). Na (Fig 3.3} fizemos o mesmo tipo de
grafico, mas dessa vez usando 40 elementos do tipo x,(z) e variando o niimero de
elementos do tipo dnm(p, ¥)-

Desse resultado, concluimos que uma base com 17 elementos do tipo @nm(p, v)
e 40 elementos do tipo x,(z)} € suficiente para obtermos uma boa convergéncia para
o estado fundamental.

Como ja discutimos, m € um bom nimero quéntico, vamos representar na {Fig 3.4
a energia dos primeiros estados em funcao do momento angular.

Podemos, em analogia a Fisica Atdmica, dizer que os estados com m = 0 séo
os estados do tipo s; os estados com m = 1 s80 os estados do tipo p e assim por
diante. Os estados do tipo s, tém degenerescéncia 2 por conta do spin; j& os outros
estados (p,d,f...) tém degenerescéncia 4, por conta do spin e da simetria do momento
angular (Epm = Ep ).

Os niveis de energia abaixo da energia do estado fundamental do poco estdo
confinados no QD, enquanto os estados com energia maior sdo, na verdade, estados
do po¢o modulados pela caixa. A discretizagio ocorre por causa do confinamento
do espago pelo cilindro de paredes de potencial infinito que fizemos pra projetar as
solugdes de(3.1).

O conceito de probabilidade integrada nos € til para a visualizagao de funcoes

de onda 3D. Definimos as seguintes probabilidades integradas:

-
Po) = [0 [ delutz, )P 3.19)
P = [ a8 [ dolw(z, 0P (3.15)

P,{p) pode ser fisicamente interpretado como a probabilidade de se encontrar um
elétron em um certo p em qualquer ¢ e qualquer z, enquanto P,(z) é interpretado
como a probabilidade de encontrar um elétron em um certo z em qualquer p e
qualquer ¢.

A (Fig 3.5) mostra o comportamento de P,(p) em fun¢éo de p para os primeiros
estados.
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Figura 3.2: Teste de convergéncia, usamos 17 elementos do tipo ¢nm(p, ) € variamos
o nimero de elementos xp(z). A energia converge se usamos 40 elementos do tipo

Xp(2)-

Na (Fig 3.6) é mostrado o comportamento de P,(z) em funcéo de z para os
mesmos estados da (Fig 3.5).

Para ratificar nossa comparagio dos estados do QD com os estados atdmicos,
os estados com m = 0 apresentam méxima probabilidade em p = 0, que é um
comportamento tipico dos estados s atdmicos. Enquanto os outros estados (m =
1,2,3...) tém probabilidade nula em p = 0 ¢ mesmo nlimero de ndés que o estado

atOmico correspondente.

Note, observando o grdfico da (Fig 3.6), que o pico da fun¢éo de onda desloca-
se em diregdo ao pogo com o aumento da energia do estado. Isso quer dizer que
0s elétrons nesses estados encontram-se menos confinados no QD, como era de se

esperar.
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Figura 3.3: Teste de convergéncia, usamos 40 elementos do tipo x,(2} e variamos o

nimero de elementos ¢.m(p, ©). A energia converge se usamos 17 elementos do tipo

Gam(p, ©).
3.2 Influéncia dos QDs na cailculo autoconsistente

Vamos considerar agora o problema da transferéncia de cargas em uma amostra
dopada moduladamente na presenca dos QDs. Para isso, utilizamos os resultados
e a metodologia do capitulo anterior introduzindo uma camada de QDs, 0s quais
podem estar carregados. Este problema é de grande complexidade quando resolvido
tridimensionalmente. Vamos buscar uma solugio aproximada que permita obtermos
uma ordem de grandeza da influéncia dos QDs na transferéncia de carga.

Os QDs sdo aleatoriamente distribuidos em toda a amostra. Em uma primeira
aproximagdo, vamos considerar que efeito conjunto dos QDs pode ser represen-
tado por um plano localizado em uma certa posi¢do Z , e com densidade média

de carga(og,:) constante igual a e.Nj, Ny, onde Z € dado pela seguinte exXpressao:

1 ¥ | '
R Lkl (3.16)

onde N é o nimero total de estado ligados e d; é a degenerescéncia de cada

7=

estado. Ny, é a densidade de QDs na amostra; Ny, € o nimero de elétrons que
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Momento Angular

Figura 3.4: Energia dos estados do QD na presenca de um gés bidimensional de
elétrons em fungio do momento Angular; em vermelho é mostrado o nfvel do estado
fundamental do po¢o e em verde o nivel de Fermi.

estio confinados no QD, calculado pela expresséo:

N
N =3 diN, (3.17)
_ i
O Hamiltoniano desse sistema é:
B & L L
- [... 5o + VY [--z + —2-] +VasY [z - 5] + eNinBan(2) = eBuc(2) | ¥(2)

= E(z) (3.18)

Onde ®;,(2) é o potencial da placa que simula 08 QDs. Pg{2) tem solucdo
exata e é dado por {ver apéndice H):

0 s8¢ 2<%

3.19
Megi(z—2) se 2>% (3.19)

@m(Z) = {

Da (Fig 3.4) vemos que estdo confinados dois estados de degenerescéncia 2 e §
estados de degenerescéncia 4, ou seja, 24 elétrons estariam confinados no QD. Vemos,
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Figura 3.5: Probabilidade integrada da fung¢éic de onda do elétron no QD em fungdo
de p. Em preto, temos o estado fundamental; em vermelho temos o primeiro estado
excitado para m = ( e em verde temos o estado menos energético para m = 1.

porém, que os elétrons do estado 1g (m=4) tém energias muito préximas do estado
fundamental do pogo, de forma que estes podem ser promovidos termicamente para
o continuo, assim sendo, ndo consideraremos esses estados como ocupados. Com
isso, temos 20 elétrons confinados no QD.

Devido ao tamanho finito dos QDs, existe uma densidade maxima de QDs que
a amostra pode ter. A 4rea ocupada por um dnico QD de raio gy ¢ dada por T,
entdo a densidade méxima de QDs que a amostra pode apresentar é:

Npe = (mpf) | (3.20)

A (Fig 3.7) nos mostra como a presenca dos QDs afetam a transferéncia de cargas
para o pogo.

Vemos que a densidade de portadores no poc¢o diminui com o aumento da den-
sidade de QDs. Esta diminui¢do de elétrons transferidos para o o pogo deve-se i
transferéncia desses elétrons para o8 QDs. O aumento no total de elétrons é justi-
ficado pois quando se leva em conta os QDs, existem estados acessiveis com menor
energia do que o pogo, facilitando a transferéncia de carga. Observé.mOS que o efeito
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Figura 3.6: Probabilidade integrada da fun¢fo de onda em funcéio de z. Em preto
temos o estado fundamental, em vermelho o o primeiro estado excitado paxam =0
e em verde, ¢ estado menos energético para m = 1. Também sdo indicados o z médio

dos estados confinados no QD e a regiao dos doadores ionizados.

mais significativo é a tranferéncia de elétrons do pogo para os QDs. A maior trans-
feréncia de carga total é pequena e nic compensa o preenchimento dos estados do
poco, ocorrendo um esvaziamento deste.

Na (Fig 3.8) é mostrado a variagdo do nivel do estado fundamental do pogo em
funcdo da densidade de QDs na amostra. O zero de energia é o ponto de mais baixa
energia da banda de condugéo.

A energia do estado fundamental diminui com o aumento da densidade de QDs
na amostra. Essa diminuicio j4 era esperada, pois, uma vez que a densidade de
elétrons no pogo diminui, hd um confinamento da fungio de cnda, a qual, estende-se
mais no pogo. A diminuigdo do nivel de Fermi, que é mais acentuada do que a
do nivel do estado fundamental, também é observada e deve-se a0 maior nimero
de estados disponiveis 3 baixa energia, 0 que leva & maior transferncia de carga, jé
discutida. -
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Capitulo 4

Estados Excitonicos em Caixas
Quanticas Semicondutoras do
Tipo-11

No capitulo 2, vimos que portadores de carga podem ser criados através da técnica
de dopagem. Qutra forma de se criar portadores ¢ através de excitagdo dptica. Um
par elétron-buraco é criado quando se promove um elétron da banda de valéncia
para a banda de condugdo, deixando, por isso, um buraco na banda de valéncia. O
elétron e o buraco podem formar um estado ligado, ou éxciton, através da interagao
Coulumbiana.

Nesse capitulo, vamos verificar se o estado excitnico é um estado ligado e, se
o for, calcular o estado fundamental através do cdlculo variacional da sua fungio
onda. Além disso, vamos estender o tratamento dado ao €xciton para o caso em
que hé excesso de cargas no QD. O complexo formado pelas cargas extras, no caso
elétrons, é chamado de trion. O trion mais simples é formado por dois elétrons e
um buraco e é conhecido como X ™.
Estamos interessados em uma amostra de InP/GaAs, que apresenta alinhamento
de banda do tipo-II. Em amostras desse tipo, elétrons e buracos ocupam materiais
diferentes. Neste caso,0s elétron estdo confinados na regido do InP enquanto que
os buracos estdo na regifio do GaAs e 86 interagem via interagio Coulombiana. A
(Fig. 4.1) mostra o alinhamento de banda dessa estrutura.

O Hamiltoniano do éxciton é:
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Energia (meV)

!

Figura 4.1: Alinhamento de banda em uma amostra do tipo-II, o entortamento da
banda de valéncia representa o efeito do potencial Coulombiano. Elétrons e buracos
estdo em materiais diferentes. Em vermelho, representamos a funcdo de onda do
elétron e em azul a fungio de onda do buraco.

P2 L? FA
Hm=2+n—;-:-+v;l’[zf——z -VY ze——z—]Y[rﬁ—pz—(ze-—zg)2}
P} L? Ll
+2r:1‘; +%Y[z§—-z-]+w,Y [zh__E]Y r?,—p;‘;—~(z-zo)2]

2

—'m =He+ Hy+ He_s, (4.1)
onde o subindice e se refere as coordenadas do elétron e o subindice k se refere
as coordenadas de buraco. V, é o potencial de barreira da banda de condugéo e V,

¢ o potencial de barreira na banda de valéncia. :
O lado direito da equagio (4.1) nos diz que podemos separar o Hamiltoniano
do éxciton em um operador Hamiltoniano que atua apenas nas coordenadss do
elétron, um operador que atua apenas nas coordenadas do buraco e outro operador
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de interagdo que atua tanto nas coordenadas de elétron quanto nas coordenadas de
buraco.

O elétron sofre um confinamento muito forte devido aos potenciais de barreira.
Esse confinamento é muito mais forte’ do que o potencial Coulombiano, o qual,
além de ser fortemente blindado (constante dielétrica alta ~13.2}, é ainda mais
enfraquecido devido & separagiio espacial entre elétrons e buracos por se tratar de
um material do tipo-II. Assim, numa primeira aproximacdo, podemos assumir que
a funcao de onda do elétron nfo se modifica significativamente e escrever:

Yeae) = |} @ 15) (42)

onde |texc) é a fungiio de onda estado fundamental do éxciton e (72; 74 tesc) =

a(73)B(TR)

onde |a) é a solucdo do elétron na auséncia de buraco.

H.|a) = Eg|o) | (4.3)

Nesta aproximagio, estamos tratando o elétron como um centro de carga rigido

que atuard sobre o buraco como um potencial eletrosttico atrativo.

4.1 Célculo da funcio de onda do elétron.

A equagio (4.3) j4 foi resolvida no capitulo 3, mas, como estamos interessados apenas
no estado fundamental do elétron, uma descri¢io completa, como a feita no capitulo
3, ndo é necessaria. Conseguimos uma fun¢éio de onda mais simples se & calcularmos

variacionalmente. A forma da fun¢io de onda que utilizamos é:

2
o pe; 7e; Pe) = Naf (2:)9(pe) = Naf (ze)e ™58 (4.4)
onde A é o parametro variacional e f(z.) é uma funcdo a ser determinada e N,
é a constante de normalizagio dada por (ver apéndice J):
21

Essa é uma funcio muito mais simples do que a obtida no capitulo 3, simplifi-

cando os célculos da interagio Coulombiana.
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A energia do estado fundamental do elétron é obtida minimizando o valor esper-
ado do Hamiltoniano (4.3}, com o vinculo de normalizacio (a|a) = 1:

{ajH,la) — (o Eelo) =0 (4.6)

Podemos reescrever a equagio (4.6) como (ver apéndice I):

T} + T} + V(ze, NI f) = Eelf) (4.7)

Onde T, é o termo cinético associado & varidvel z., T;()) é o termo cinético
associado s varidveis p. € . € V{(2e, A) = (g|V (pe, 2e, 0e)|9)

V(ze, X) e T (X) sdo calculados explicitamente no apéndice J.

A equagdo (4.7) pode ser reescrita como (usando que {|7})} forma uma base

completa):

azf(zc) _
dz2

A equagdo (4.8) é numericamente solucionada no apéndice K em funcio de A. O

-2 B~ To) - V(e V)] f(20) (48)

problema serd completamente resolvido quande encontrarmos um A tal que minirmize
a energia F,.

Note que nao incluimos o termo que corrige o potencial devido & difuséo de
In, como feito no capitulo 3, 1ss0 porque estamos interessados agora numa amostra
que apresenta um po¢o quantico estreito (L = 2.3 — 2.4 monocamadas) e nota-se
que em amostras desse tipo, a concentragio de [n € praticamente a mesma que a
concentragdo no QD [16].

4.1.1 Resultados

Com a finalidade de comparar 0 método variacional com o cédlculo feito no capitulo 3,
e com resultados de Hawrylak e Wojs[17], fizemos um cédlculo para uma amostra de
GaAs/Ing24Gaqr6As/Aly3Gay 7 As que apresenta os seguintes pardmentros: L = 16
A H=444A; py=180 A

A (Fig 4.2) nos mostra o comportamento da energia com a variacéo de A. Um
minimo ¢ encontrado em A = 834 e para esse A a energia obtida é 105.5 meV,
enquanto a mesma estrutura calculada pelo método do capitulo anterior nos dé uma
energia de 101.5 meV, uma diferenga menor que 4%. O primeiro método nos dd uma
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solugdo melhor (energia mais baixa), ¢ que ji é esperadc uma vez que temos mai
parametros variacionais. No entanto, ambas solugtes sao suficientemente préximas
e estdo em bom acordo com a referéncia [17].

Vamos comparar as probabilidades integradas para ver a concordancia da fungéo
de onda entre os dois métodos no célculo. A (Fig 4.3) nos mostra o gréifico de P,
em funcido de p. Em preto, é mostrado P,(p) calculado pelo método do capitulo 3
e em vermelho mostramos FP,{p) calculado pelo método variacional. Na (Fig 4.4)
comparamos P,(z}, onde em preto € mostrada a probabilidade integrada calculada
pelo método do confinamento no cilindro e em vermelho a probabilidade integrada
calculada variacionalmente.

Embora o iltimo procedimento variacional 86 nos forneca o estado fundamental
do elétron, ele nos é bastante util pois fornece a fungdo de onda desse estado numa
forma bastante simples, simplificando os clculos que seguem. O método do cilindro,
por sua vez, nos fornece uma descricio bastante mais completa, incluindo estados
excitados, mas a forma da func¢éo de onda € mais complexa.

99.95

99.9

Energia (meV}
8
X

8

99.75

30

A(A)

Figura 4.2: Comportamento da energia em fungdo de A
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le-04 - \ =

p(A)

Figura 4.3: Comportamento de P, em fungéo de p. Em preto, P, caleula do pelo
método variacional e em vermelho calculado pelo método do cilindro.

Estamos interessados agora numa amostra com geometria indéntica aquela que
acabamos de caleular, porém, a amostra é de I'nP/GaAs, de forma que o potencial
de barreira & V., = 130 meV [18]. Refizemos os cilculos para esse potencial e a
energia do estado fundamental encontrada é 69.48 meV.

4.2 Célculo da fungio de onda do buraco.

Uma vez determinada a funcaoc de onda do elétron, o problema. que nos resta é
calcular a fungdo de onda do buraco.

Na aproximagio que consideramos deduzimos um Hamiltoniano efetivo pars o
buraco através da seguinte expressso:

[H,(,.-;- (alHe—nla)] B (FL) = EnB (T (4.9)

Note que {e|H._4)c) é o potencial Coulombiano que ¢ buraco sente. Para es-
tabelecermos a forma para a fungdo variacional 8 (7%), devemos conhecer a forma
do potencial efetivo que atua no buraco. Por potencial efetivo entenda-se a soma
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Figura 4.4: Comportamento de P, em fungio de z. Em preto, P, calculado pelo mé
todo variacional e em vermelho pelo método do cilindro.

do potencial Coulombiano com o potencial de barreira, o qual é dado pela segninte

EXPressao:
Vor(7) = VaY [zﬁ - Lﬂ WY [ = 5] Y [ - - -]

1
|7 — Til

QO iiltimo termo da equagio (4.10}, que é referente ao termo Coulombiano sentido

o) (4.10)

2
€

—{a
P

pelo buraco, é escrito como (ver apéndice L):

1

iTa _"'ZI

Lembrando que A é um parimetro conhecido.

2
€
—(Cl!

K

oy = [ dkdo (ko) e % [ da|f (z)e Mo (a1)

A (Fig 4.5) mostra um corte do Vy(73), em z, = -g-, em funcdo de p,. Nesse
ponto o potencial efetivo é escrito como: )

L

Vg (RR) = Vrlow) = Va¥ [ - & = (5 — =] +
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& [ dkJy (kpy) e‘_st dze | f (20))° e—k|5-=|(4.12)
& Jo o

As integrais sdo resolvidas numericamente.
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Figura 4.5: Corte do potencial efetivo sentido pelo buraco em z, = % Note que
esse € o potencial do buraco e ndo o potencial do elétron (que tem sinal oposto ao
potencial de buraco), portanto, um minimo absoluto de energia é encontrado em

p=0.

Na (Fig 4.6} mostramos um corte do potencial efetivo em g, = 0. No pontos
pr. = 0 0 potencial efetivo é escrito como:

2

Vo) = Verle) = i [ - 2] 4 ¥ [~ - 7] -

. o0 2,2 o]
f dke~ 3" f dz, | (z) [ ¥zl (4.13)
0 -0
As integrais também s&o resolvidas numericamente.

Olhando (Fig 4.5) e (Fig 4.6), podemos dar a forma da fungio de onda variacional
do buraco. Primeiro, othando a simetria cilindrica, vemos que o estado fundamental
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Figura 4.6: Corte do potencial efetivo sentido pelo buraco em p, = 0. Aqui, no-
vamente mostramos o potencial de buraco, que é diferente do potencial de elétron.
Dois minimos séo encontrados préximos a interface InP/GaAs.

nao deve ter depéndencia em . O potencial em p; sugere que ¢ estado fundamental
esteja centrado na origem. Embora haja um minimo local na interface, ele nédo deve
influenciar os primeiros estados e pode ser desprezado na comstrucio da fung¢io
de onda. Préximo da origem o potencial pode ser aproximado por um oscilador
harmdnico, sugerindo uma fun¢io de onda variacional do tipo:

2

Flon) = %e_% (4.14)

oude A é a constante de normalizagdo, apéndice J.

O potencial em z, apresenta uma forte barreira repulsiva na regido do QD, com
uma regiao atrativa nas interfaces do poco quéntico e do QD. A funcgio de onda deve
apresentar dois maximos em torno dessas regides.

Procurando uma expressio simples, vamos escrever na forma de uma soma de
gaussianas:
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!=k+§+a3 !2 !s;‘+£-+H+A3!2
e A3 + e 2

9{zn) = B (4.15)

Onde B é a constante de normalizagio,ver apéndice M. A; e A3 sAo pardmetros
variacionais com Ag; determinando a posicdo dos picos da funcdo de onda e A a
extensdo da mesma.

A funcéo de onda variacional total se escreve, entdo, como:

B(zn, pr) = Flpn)a{zn) (4.16)

Como fizemos no caso do elétron, devemos encontrar A, Az, Az € que minimizem
a energia, que é dada por:

(B1Hy + He 1|8} = (BITn|8) + {(B|Ves(on, 24)18) = Er (4.17)

2
onde 7), = 5%.— e pode ser escrito como:
v

T =T +T (4.18)

T, é a parte da energia cinética associada com as coordenadas pp € @y, enquanto
que T, é a parte da energia cinética associada com a coordenada 2;. Dessa forma,

o primeiro termo da equagio (4.17) pode ser escrito como:

(BITh|B1) = (BITpwlB) + (BIT:18) (4.19)

No apéndice N calculamos os dois termo do lado direito da equagdo (4.19) e,
dessa forma, determinamos & parte cinética da energia do buraco.
O termo de energia referente ao potencial efetivo pode ser escrito da seguinte

forma.:
2
L S R
-6 Vow dre™*F f_ : dze |f (2)° M B) (4.20)

No apéndice O calculamos os termos da equacéo (4.20) e dessa forma determi-
namos a fracdo de energia correspondente ao potencial de barreira e 3 interagéo
elétrica.
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Os termos de energia que acabamos de calcular estao em fungio de Ay, Ay e A3,
O problema serd completamente resolvido gquando acharmos os pardmetros para os

quais a energia seja minima.

4.2.1 Resultados

Os pardmetros para o buraco sdo: m; = 0.4 myp [13], Vi, = 110 meV [18]. Para o
elétron, utilizamos 0s mesmos parametros do calculo anterior.

A existéncia de um minimo no funcional indica a exiténcia de um estado ligado.
Experimentalmente [11], encontra-se um pico excitdnico na energia E%,,, = EX 4+
E, + E., no espectro de fotoluminescéncia. Onde E, é a energia do gap, a diferenca
de energia entre o minimo da banda de condugéo ¢ 0 méximo da banda de valéncia,
EX ® representa a energia do buraco e E, € o nivel de energia do elétron no pogo. Este
resultado sugere a existéncia de um estado ligado, embora devemos ter em mente
que uma ressonancia também se manifesta na forma de um pico na luminescéncia.

A (Fig 4.7} mostra a variagio da energia em funcio de \; enquanto ), é mantido
fixo em 79 A; )s é fixado em 80 A. Nota-se claramente um minimo de energia para
M =128 A.

O mesmo tipo de grafico é mostrado na (Fig 4.8), mas nessa figura, fixamos ),
em 128 A; variamos ), ¢ A3 foram fixados nos mesmos valores que usamos para o
gréfico da (Fig 4.8). O minimo de energia ¢ encontrado para A, = 79 A. A (Fig 4.9)
mostra a variagio da energia em funcdo de A3 com A =128 A e X, =79 A.

O conjuntos de grificos mostrados nas (Fig 4.7), (Fig 4.8) e (Fig 4.9) nos diz que
existe um conjunto de parametros pars os quais a energia é minima, ou seja, existe
um estado ligado e encontra-se um pico na transiio |Yese) =+ [¥yung) , onde [¥runa)
¢ o estado fundamental, com a banda de valéncia completamente preenchida e a
banda de condug¢do vazia. A minimizagdo em Ay, Ap € A; é realizada variando os trés
pardmetros de forma a evitar minimos locais. Obtvemos, para o estado fundamental:
A =128 A, Ay =79 A e A3 =80 A. O nivel de energia encontrado para o buraco é
-4.46 meV, onde o zero de energia € o topo da banda de conducio no GaAs. -

Da mesma forma que fizemos para o elétron, definimos as probabilidades in-
tegradas para o buraco. Na (Fig 4.11}, mostramos o comportamento de P,(ps) € na

34



Energia {meV)

0 100 200 300 400 500
Al (A)

Figura 4.7: Comportamento da energia em func¢ao de ;.

(Fig 4.12), mostramos o comportamento de F,(z,), onde P,(ps) e P.(zx) sdo dadas
por:

292

P,(on) = A% (.21)
(snt§+25)° _(""%"”""3}2 ?
Pz)=B*|le % + e & (4.22)

Nés consideramos também a possibilidade da fungio de onda em p, estar deslo-

cada da origem. Para isso, escrevemos a fun¢éo variacional do tipo:

A _(pa-lg)z
f1(Ph)=\/—2—ﬂe M

A (Fig 4.10) mostra a variacio da enegia com );. Vemos, efetivamente, que a

(4.23)

func¢éo de onda deve estar centrada em p, = Q.

Observando a (Fig 4.12), vemos que a fungio de onda tem seus méaximos a

uma disténcia consideravel das barreiras e estd consideravelmente extendidas em
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Figura 4.8: Variagiio da energia em funcio de A
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Figura 4.9: Variagfio da energia em funcao de A3
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Figura 4.10: Variacio da energia em func¢io de A4

2. Isto ocorre porque o potencial confinador é fraco, fazendo com que o efeito da
barreira exer¢a um forte influéncia. Em compensacdo, a fun¢io de onda em py, estd
fortemente confinada na origem. Dvurechenskii ¢ Yakimov, obtiveram fungdes de
onda com comportamento semelhante para QDs de Si/Ge (que também apresentam
alinhamento de banda do tipo-II) [19].

A energia de transi¢do dptica é:

hwioton = Efinat —~ Einiciat = By + En + B, = 1.375eV (4.24)

Com isso, determinamos o estado fundamental do complexo excitonico numa

estrutura semicondutora do tipo-IL

4.3 | Cél(_:ulo do X~.

Em certas situaces, a amostra pode ter um excesso de cargas nos QDs. Nos
capitulos 2 e 3 estudamos o caso em que o excesso de portadores é consguido através
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Figura 4.11: Variagdo da probabilidade integrada em fun¢io de py,.
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Figura 4.12: Probabilidade integra.da. em funcéo de z;. Também sdo representadas
as regides do pogo quintico (em verde)} e do QD (em vermelho)
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da dopagem moduiada e, no caso que estudamos, a dopagem modulada introduzida
foi do tipo-n; de modo que a amostra apresenta excesso de elétrons. Qutra situagio
de se criar excesso de cargas é através de excitacdes épticas acima da barreira.
Nesse caso, quando excitados opticamente, os QDs podem apresentar complexos
carregado. O caso mais simples € o trion X, onde temos 2 elétrons e um buraco.
Estendemos o célculo variacional feito para o éxciton e calculamos a funcio de
onda variacional do X, dentro da mesma aproximacio rigida para os elétrons.
O Hamiltoniano do X~ é escrito como:

P2 L? L
Hyx- = ~2-;;’-f; + V.Y [zfl - T] -WVY [zel - E] Y [f'g - le - (2e1 — 20)2]

c

2 L

P L
2 -+ I/;Y [232 - TJ - %Y [232 - 5:’ b4 [Tg - p52 - (z¢2 — %)2]

2m*

[

+

2

Pz L L
iy - T eur [ g] v F- d- -]

2m>

Y

+

e? e? €2
- - +
kI — T kB —TR| | K|Fal - Tl

Os dois elétrons estdo confinados no QD enquanto o buraco é ligado pela in-

(4.25)

teragdo Coulombiana com eles. Conforme ji discutido, a interagcio Coulombiana é
muito mais frace que o potencial de barreira experimentado pelos elétrons e, como
feito no caso do éxciton, vamos desprezar o potencial de interagfio entre elétron
e buraco no célculo do auto-estado do elétron. Agora, porém, temos a interagio
elétron-elétron que, embora seja pequena comparada com os potenciais de barreira,
€ um termo significativo e necessita ser calculado. Novamente, vamos considerar os
elétrons “congelados” no estado fundamental do QD e consideraremos apenas esse
estado.
A fungéo de onda do estado fundamental do X~ ¢ escrita da seguinte forma:

Px- (ﬁ:: 'r—e;: ‘55) X singleto = ﬁ(ﬁ)a(ﬁ)a(@)x.ﬁnﬂm (4-26)

onde Xsingieto € 0 autoestado do operador Spin com autovalor 0:

Xeinglsto = % [543 + 14 1] (4.27)
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Escrevemos o0 Hamiltoniano (4.25) na forma:

Hy-=Hg+Heop+Hy+ Heyp+ Heap + Her o2 (4.28)

Note que (4.28) é um operador muito parecido com o Hamiltoniano do éxciton
e, por isso, vamos extender o tratamento dado ao éxciton para resolver (4.28). A
energia do estado fundamental do X~ é dada por:

(Ux-|Hx-|¥x-) = {a|Halo) + (c|Hela) + (o] @ (afHa-«|o) ® |a)

(B1Hx|B) + (B8] ® {a| Her-nle) @ |8) + (8| ® (o Hez-nla) @ |8) = By (4.29)

As fungdes variacionais |a) e |3) sdo as mesmas usadas no cédlculo do éxciton.
Resolver Hy- significa achar os pardmetros variacionais que minimizem Ep.
Todos os termos de (4.29) ja foram resolvidos no céleulo anterior.

{(e|Haa) = (e|Hela) = E. (4.30)
(BIHn|B) = Eyar (A1, A2 A3) (4.31)
(8] @ {e| Her-ple) ® 16) = (8| ® (a|Hez-nla) ® 18) = —Eear(M1, A2, A3} (4.32)

onde Ey,, é a energia relativa aos potenciais de barreira. e E.; é a energia
relativa ao termo de ligagio entre elétron e buraco.

Com as trés 1ltimas equagdes, podemos reescrever Ey como:

Ey =2F, + Epr (A1, A2, As) — 2E0(A1, A2, A3) + Eer—e2 (4.33)

Observe que F, ja € previamente conhecido e € apenas uma constante. Devemos
encontrar os pardmetros que minimizem a energia.E,; ..o € calculado no apéndice O
€ também ¢ uma constante

O conjunto de parimetro que minimiza a epergia é: Ay =85 A; A, =60 A; Ay = 40
A A energia do buraco, Ej, € -14,33 meV, onde 0 zero de energia é o topo da banda
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de valéncia do GaAs. Evidentemente a energia do buraco diminuiu pois o buraco
fica mais ligado com a presenca do segundo elétron.

A (Fig 4.13) mostra como fica a probabilidade integrada em funcéo de pp. A
(Fig 4.14) mostra o comportamento da probabilidade integrada em fungdo do de
z,. As (Fig 4.13) e (Fig 4.14) ratificam o que dissemos sobre o buraco estar mais
ligado. Note que as gaussianas, que representam a parte em z,, da fungdo de onda,
estdo mais préximas da interface com a barreira e, além disso, as fungdes de onda
estdo menos extendidas. O célculo de F,;_.; é direto e ndo depende dos pardmetros
variacionais. Encontramos E,; ., = 14,18 meV (ver apéndice P). Este valor deve
ser comparado perturbativamente com a diferenga de energia entre os niveis do QD:
E, — E,, onde E; é a energia do estado fundamental ¢ E, é a energia do primeiro
estado excitado. Essa diferenga é da ordem de 70 meV. Perturbativamente, se

considerassemos acoplamento entre os niveis deviriamos ter [20]:

<.ac|_r_82rfr_f]> =I+J (4.34)

5.0e-04

4.0e-04

3.0e-04

2.0e-04

1.0e-04

0.0e+ 004 50 100 150 200 250

p(A)

Figura 4.13: Densidade de probabilidade integrada em fungao de ps.
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Figura 4.14: Densidade de probabilidade integrada em func¢éc de z,. Em verde
representamos o pogo quintico e em vermelho o QD.

onde :

I= [ &7 [ @7 oD WP st (499

lre -

7= [ &7 [ Eriin D bum () gD (430

As integrais 7 e J sdo conhecidas, respectivamente, como integral direta e integral
de troca. O sinal positivo (negativo) da equaciio (4.34) depende se o estado de spin é
singleto (tripleto). A integral I é obviamente positiva, também pode ser demostrado
que a integral J ¢ positiva. Dessa forma, no estado singleto, o nivel de energia &
maior quando se considera acoplamento entre os niveis.

O pico exciténico no espectro de fotoluminescéncia ocorre, na transigio |¢x-) —
|%sund), onde |t9una) € o estado fundamentel com & banda de valéncia totalmente
cheia e um elétron na benda de conducgdo. A energia do f6ton liberado nessa tranaigio
é:

Efion =hux- =Ey+ E,+ Ey_pp + Eff = 1.379eV (4.37)
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EZ" é a energia de ligacdo do buraco. Com isso, determinamos o estado do X~
bem como a energia de interag@o entre o elétron extra e o complexo excitdnico, além
da energia de interagio elétron-elétron. A separagdo entre a transicdo do X~ e a do

éxciton é:

Efem = Eion = Ear—ez + EX ™ — B¥® = 4,3meV (4.38)

Isso quer dizer que a recombinagio do tipo X~ desloca o pico de emissio em
cerca de 4,3 meV para o azul em relagio & recombinacio do tipo X°.

A (Fig 1.3) é uma fotoluminescéncia da amosta que estamos estudando, retirada
de [11]. O inset da {Fig 1.3) nos d4 os picos de energia em funcio da intensidade
do laser. Observamos que o deslocamento para ¢ azul é da ordem de 70 meV,
cerca de uma ordem de grandeza maior que o deslocamento para o azul devido 3
recombinagéo de complexos carregados. Ent&o, embora esse tipo de recombinagao
contribua para o deslocamento para o azul, essa néo é a principal causa desse efeito.
O efeito que consideremos ser mais influente nesse deslocamento para o azul é a
diferenga nas dimenses dos QDs. Os QDs maiores tém menor energia ¢ quando
a intesidade do laser é baixa, isto €, poucos portadores sio fotocriados, apenas os
niveis desses QDs sio ocupados. A medida em que se aumenta a intensidade do
laser, todos esses niveis sdo acupados, entdo os niveis dos QDs menores, que sio
mais energéticos, comecam a ser ocupados.

Podemos fazer uma estimativa bastante simples da variagdo das dimensdes dos
QDs. A variagdo da energia é cerca de 70 meV (ver (Fig 1.3)). Como estamos
interessados apenas na ordem de grandeza da varia¢do, vamos considerar os QDs
como sendo cubos de lado L. Para esses QDs, a energia do estado fundamental é
dada por:

K2n2
= (4:39)
De modo que: AE oF
ALT T (4.40)

onde AF é a varidncia da energia e AL é varidncia nas dimensdes dos QDs. Con-
siderando I médio igual a 1004 e AL = 30 A, entfio AE ~ 60 meV, que é da ordem
do deslocamento experimental.
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Capitulo 5
Conclusao

Em relagdo ao problema da transferéncia de cargas em uma amostra dopada, uma
anslise simples nos deu uma idéia de como os QDs influenciam essa tranferéncia.
Nosso trabalho mostrou que ocorreu um pequeno aumento no nimero total de
elétrons transferidos com o aumento da densidade de QDs em virtude de mais esta-
dos estarem acessiveis com a presenca dos QDs. O aumento do nimero total elétrons
transferido é da ordem de 10% enquanto a densidade de elétrons no pogo diminuiu
em torno de 50%. Basicamente, o efeito mais importante foi uma redistribuicio dos
elétrons, que deixaram de ocupar os estados do pogo e passaram a ocupar os estados
dos QDs {menos energéticos). Esse estudo sugere que um eslculo mais elaborado,
como um calculo autoconsistente em trés dimenstes ndo é necessario e que a maior
parte dos efeitos dos QDs estao presentes nessa aproximagio simples.

Também mostramos nesse trabalho, que ,em QDs do tipo-11, o estado excitdnico
forma um estado ligado, embora fracamente ligado, pois o potencial Coulombiano
é fortemente blindado pela constante dielétrica e ainda mais enfraquecido devido &
separagao espacial entre elétron e buraco. Também mostramos que a presenga de
um elétron extra confinado no QD (X ™) liga mais o buraco. A interacdo elétron-
elétron é mais forte que a interagao entre o buraco e 0s elétrons. Isso faz com que
a energia do foton emitido durante a recombinagio no X "seja da ordem de 4 meV
maior que a energia do féton emitido na recombinagdo do éxcito para uma amostra
de InP/GaAs. Esse efeito colabora para o deslocamento para o azul observado
experimentalmente por Nakaema et. al. [11], mas néo é o fendmeno preponderante,
uma vez que o pico da fotoluminescéncia se desloca em cerca de 70 meV para o azul.
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A origem do deslocamento para o azul encontra-se, provavelmente, na distribuicdo
de tamanho dos QDs. Para observarmos os efeitos que estudamos, portanto, é
necessario isolar um tnico {ou muito poucos) QDs.

Do ponto de vista tedrico, a possivel presenca de elétrons nos estados do pogo
quéntico, formando um gés de elétrons, deve blindar e enfraquecer a ligagio Coulom-
biana. Este efeito pode alterar a estabilidade dos éxcitons e trions considerados neste
trabalho.
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Apéndice A

Calculo do Potencial Causado

pelos Doadores Ionizados

Nesse apéndice, vamos resolver a seguinte equagdo de Poisson:

?®4(z) 4re

e = - T

d? K

onde py(z) é dado por:

(2) Nd se %+W<z<%+W+LD
2z =
pe 0 se 2+Wo>2z>L+W+ip

(A.1)

(A-2)

Vamos separar a equagio (A.1) em trés regides e usar as seguintes condicdes de

contorno: O campo elétrico (que € a derivada do potecial) e o potencial devem ser

continuos em todo ¢ dominio.
Assim, temos as seguintes equages:

d2d I (Z)

dz? =0

(A.3)

(A4)

(A.5)

Onde aregiio [ & 2 < &+ W,aregifo [T 6: §+W<z<LliW+Lpea

regigo II1 é: 2> 2+W+Lp
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Integrando essas equacgses, tenho

d(bf(Z) _
T2 = (A.6)
2z _ _ (FNye + B) (A7)
d@nf(&’) _
=t ec (A.8)

onde A, B e C sdo constantes.

Essas equagdes fazem com que ¢ campo seja naturalmente continuo em todo
o dominio, a nio ser nas interfaces z = £ + W eem z = £+ W + Lp onde a
continuidade deve ser imposta. Colocando A = 0 (fazendo isso, apenas fizemos com

gque 0 campo seja zer¢ para z < -% + W, o que é consequéncia da neutralidade de

carga.) e usando que :“&'2@) = ‘“’;’z@, onde 7 = £ + W. Também devemos ter:

d8ry(z) __ d%10:(2)
dz dz

,onde Z = % + W + Lp. Com isso feito temos:

d@](Z) _
=0 (A.9)
d@;;(z) _ _411‘6 =
P . (z—72) (A.10)
d@u;(Z) _ Are
Rt 22 (A.11)

Integrando as trés equagdes acima temos:

8;(2) = A (A.12)
4re {22
‘I’U(Z) = —? E —-Zz|+ B (A13)
4re
@11[(2) = —?LDZ +C (A.14)

Novamente as trés equacOes nos garantem a continuidade em todo o dominio,
menos nos pontos Ze Z. Nesses pontos, como fizemos anteriormente, utilizamos a

condigdo fisica da continuidade fazendo: ®;(2) = ®;:(Z) e ®17(2) = @1p:(Z). Temos
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a liberdade de escolher o zero do potencial (pois o que é importante é a diferenca de
potencial). Convenientemente, escolhemos como zero o ponto Z € assim o potencial
fica:

0 se 2<Z
B4(2) = e (7~ z)? se T<2z<Z (A.15)

—-2-}:-9N¢LD (22 +Lp - 22') 1 2>z
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Apéndice B

Solucao da Equagao de Poison por

Integracao Direta

dif;ﬁz)bff-mv(z). = &)= -2 [ dz [~ dely(e)Pde (BI)

Nesse apéndice queremos mostrar que:

f” dz f dz (2} fdzr =z [ " drlu(z)? - ] dez (=) (B.2)
-0 -0 - -0

Prova:

= [e [ 1wtz

= [ 162z =

] = [1W(@ds + 2i(z)? (B3)
= I [ o] - v (B.4)
= [dz [ dzluz / = [ / [zp(z)]?dz] dz ~ [ () Pdz (B.5)

N / dz / dzlp(z) = 2 / () 2dz — f dziw(z) 2 (B.6)

Aplicando os limites de inegracdo, temos:
z z F z
[z [ e =z [ deip)- [7 drzipz)? (B)
— O —x -G fd =
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Apéndice C

Solucao da Equacao de
Schrodinger pelo Método de

Diferencas Finitas

Queremos resolver numericamente a seguinte equagéo diferencial:

_ 1 #u()
2m* 922

+ [me [—z + g] + VagY [z + %] - e@,c(z)] vz)=  (C1)

Ey(2)

Para isso, vamos confinar nosso sistema num poco de paredes de potencial infinito
e de largura muito maior do que as dimensbes do sistema que estamos interessados.
Feito isso, discretizamos o espaco, ou seja, ao invés de tratar z como uma varidvel
continua, vamos trata-la como uma varidvel discreta. Dessa forma, podemos fazer:

(z) o B+ 1) —9(5)
5 SVl = Az (C.2)
onde Az € a distancia entre os pontos do espago discretizado, ou seja 2,41 — 2.
A derivada de segunda ordem é dada por:
ylz)  wrli+1) —9(d) _ (i+2) + o) — 29(i +1)

a2 Az - Az? (C.3)
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Se z é um conjunto de n pontos do espago e calculamos (C.1) nesses pontos,
temos o seguinte conjunto de equagdes lineares acopladas:

Y2 = 24 + Yy = E
3 — 20y + i E ¢

(C4)

Y1 = 20ty + Y1 = E g
onde Q; = 2= + Vg, + Vs, — ey,
De acordo com a condigdes de contorno do problema, ou seja, a fungdo de onda
deve ser zero nas paredes no pogo de potencial infinito, temos que (0} = ¥(n) = 0.

Entdo, escrevendo (C.4) na forma matricial, temos:

2, 1 0 0 0 O 0 W W
1 20, 1 0 0 0 0 s (2
0 1 20 0 0 0 s s
0 0 1 20 1 0 0 Yo | B Uy
0 0 0 1 20 1 0 ¥s s
0o 0 0 0 .. 1 20, 1 Y1 VYn1
0 0 0 0 0 .. 1 20,]]| ¥ Vn

Ou seja, temos um problema de auto—va.lor/auto-;'etor. Como estamos interes-
sado apenas no estado fundamental, encontrar a fun¢ao de onda € calcular o auto-
vetor associado ao menor auto-valor da equacdo acima, mais explicitamente, cada
elemento do auto-vetor é o valor da fung@o de onda num determinado ponto .

Qs elemetos de matriz £2; sdo dados por:

2 . _
L +Va + Ve —e®,,, se  ixAz< L
_ i DL _ ; L
Q; = 3oy — €y, se L <ixAz< 2L (C.5)

%+V31+V32—ecb,ci se fz'>~cA;zz>-D-'.}_i
onde D é a largura do pogo confinador e i € 0 i-ésimo ponto do espago discretizado.
Em nosso caso, usamos um pogo confinador de 1000 A e discretizamos o espago
em 1000 pontos. Portanto, o problema de se encontrar ¢(z) se resolve com a diag-
onalizagcdo de uma matriz banda 1000x1000. Como s6 o estado fundamental esté
ocupado, basta calcular 0 menor auto-valor e seu respectivo auto-vetor para que o
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problema esteja solucionado. Optamos pela subrotina EVESF da IMSL para efetuar
a diagonaliza¢do, uma vez que essa subrotina nos permite calenlar apenas o menor
auto-valor e seu respectivo auto-vetor.
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Apéndice D

Relagoes Geométricas da Caixa
Quantica
Suponha uma esfera de raio 7y e cujas coordenadas do centro sejam (0,0,2;) e imagine

que essa esfera seja cortada por um plano paralelo ao plano xy em z = 0, como

mostrado na (Fig D.1)

/ Ra0 \

(0,0.z0)

Figura D.1: Esfera cortada por um plano

A equacgio dessa esfera é:



P+ (2~ ) =1k (D.1)

O centro de coordenadas estd no centro do pogo quéntico. Da geometria do
problema tenho que:

Para z = y = 0 = z = H + £, que, quando substituido na equagio da esféra,
nos da:

(H+%-zo)2=r§='~zo=H+%——ro

Em z = £= z? + y* = g2, substituindo na equagio da esféra, temos:

2

' L L
Tg=pg+(E—H—E+To) (D2)
8 =pd+ri+ H? - 2Hr, (D.3)
1
=T0=5m (0*+ H?) (D.4)
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Apéndice E

Particula Livre Confinada num
Cilindrido de Paredes de Potencial

Infinitas

Nesse apéndice vamos resolver uma particula livre confinada num cilindro de parades
de potencial infinito, de raio R e comprimento D
No interior do cilindro, a equagdo que temos que resolver é a seguinte:

h2
" 2m»
com as seguintes condicdes de contorno:

V3 = Ey (E.1)

D
WR2) = v (p 0,25 ) =0 (E-2)
O Laplaciano, em coordenadas cilindricas, ¢ dado por:
210 ( 0y 18 &
V= o5 ‘aé‘p + 267 + 37 (E.3)

A solucdo pode ser escrita como:

Yo, 9, 2) = N.a(p).8(p)-x(2) (E4)

onde N € a constante de normalizaggo.
A equacdo (G.1), em conjunto com a equagdo (F.3), aplicada em (F.4), nos d4 o
seguinte:
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? 3a(p))

¥ 1080 5 2 (+%52) + Zx(@a) T2 + a1 228

= E.N.afp).8(p).x(2) (E.5)

Dividindo toda a equagéo (F.5) por N.a{p).8(y).x(2), temos:

1 10 { 8 1 18%8(p 1 x(z
(50755 (P 5 B P 5 -5 @
a equacdo acima s6 € verdadeira para todo o dominio se ¢ somente se cada um
dos trés termos da esquerda da equacéio forem constantes.
Entio, a equagio diferencial em z é:

1 &x(z) . 2m
x(z) 822 ~ AK?
onde E, é uma constante, que serd associada & energia na direcéo z.

E, (E.7)

A soluciio da equagéo (F.7) é facilmente reconhecido como:

Acosk,z
2) = ES
x(2) { Bsink,z (ES)

onde k, = /205
Colocando as condi¢Ges de contorno: que x (—%—) =x (%) = (, temos que:
ni{n+1)2p2
E, = { e (E.9)

inipl
Diam®

onde a primeira solucdo é para solugéo do tipo cos, com n = 0, 2,4... e a segunda
solucdo € para solugdo do tipo sin, com n = 1, 3, 5...
Analisando agora a equagdo diferencial em ¢ e em p:

) A =

(E.10)

1 88(p) _ E;2m* 1 1 8afp) 1 &ap)
B o= s e ol | @
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A parte em ¢ fica:

1 928(p) 2
—_— =— E.12
Be) o - " (E12)
Blp) = e*ime (E.13)
Por simetria, 8(¢) = Bl + 27) => m=0,1,2...
Agora, voltando & equagéo (F.10)}, e ja tendo substituide (E.12), temos:
8%alp)  18afp)  [2m’E, m? _
sz +; ap 52 - F] 0!(,0) =0 (E.14)

fazendo a seguinte mundanga de varidvel: kzyp = z, com kzy = ¢/ 2%5—1 E’, obtemos
a seguinte:

Po(z) . 1da(z) +[ ma] (E.15)

dz? z dz 1- z?
que é uma equagao de Bessel de ordem m, que tem como solucdo: Jy(z), que
530 funcdes de Bessel do primeiro tipo ¢ de ordem m.
As fungbes de Bessel do segundo tipo ndo sio usadas pois elas divergem na
origem, ndo sendo, portanto, normalizdveis €, assim, nfo tern nenhum sentido fisico.
A condig3o de contorno na interface é: J(k.,R) = 0, temos ento:

kzyR = Qpm (E.16)
onde oy, € 0 n-ésimo zero da fungao de Bessel de ordem m. A partir dessa condicéo,
temos que:

(@amh)?
=y (E17)

A constante de normalizacdo é facilmente calculada exigindo que cada uma das
fungbes de uma varidvel seja normal.
Assim:

A? /0 " x(2)Pdz =1 (E.18)

B [ Blordp =1 (E.19)
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¢ [" palp)do =1 (E.20)

A equagdo (E.18) é uma integral de um sin®(cos?) no intervalo [0,7], que facilmente

resolvida:

A= 5 (E.21)

A equagdo (E.19) é uma integral de uma exponencial complexa entre 0 e 27, que
também é facilmente resolvida, de forma que:

1
B~ = (E.22)

A equacdo (E.20) é mais complicada; temos que:

¢ [" do.p. U (camp)]? =1 (E.23)

Fazendo a seguinte mudanga. de varidvel:z = £ € anm = R.0nm, temos:

cr=r [ ' d2.3. [Fn (Gnm)? (B.24)

e usando a seguinte expressio:

f dz.z. [Jm(az)]® = %2 [(m(a2))? = Jrp-1(02) Jrn41 (az)] (E.25)

Podemos escrever (E.24) com a ajuda de (E.25):

C %= %3 [(Jr,,,;(czz,.,,,R))2 = Jn1(CnmR) Fina1 (a.,mR)] (E.26)

Usando a relagdo de recorréncia: Jpo1(@nmR) = —Jns1(0nmR) € usando que
I (QnmR) = 0, temos:

V2 1

c=YX"_
R |Jm+1 (Q‘nmR)I

(E.27)
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Apéndice F

Demonstracao da Equivaléncia
Entre Minimizar a Energia e
Resolver um Problema de

Autovalor/Autovetor

Nesse apéndice, vamos demostrar que encontrar os A, ,», que minimizem a energia
da equacio Hgx|1) = E|¢), onde podemos escrever |1} da seguinte forma:

|¢> = Z An,m,p[¢n,m,p> (Fl)

n,m.p
sujeita ao vinculo (Yn. m. g {¥nmp) = OnnOmmOpyp, € equivalente a resolver a

seguinte equacdo de auto-valor/auto-vetor:

g | H o). A = B. A (F.2)

Demostracao:
A energia minima é dada pela seguinte equagéo:

Hly) = Ely) (F.3)

Escrevendo {) na base dos |1, m):

W)= 3" Apnm|tnms) (F.4)

R,m,p
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Aplicando (F.4) em (F.3) temos:

H Z Anmpl¥nmp) =E Z Anmpl¥nmp) (F.5)

fa.mp n.m.p

Aplicando (|, escrito na base dos |44 mp), nos dois lados de (F.5) temos:

[ 5 b o] [ S dnmsltamel] = [ T 4 nima ]| 2

ML n,m,p SPLELL

5 A..,m,,:w,.,m,,,>] (F6)

Reescrevendo (5) :

Y. Anmp - Anmp(Vnmp [ HlYame) = An o Angnp (W mep | E¥nmp) = 0
n, m,p
n,m,p
(F.7)
Fazendo 5;‘%%-)? e igualando a zero, temos:

> Anmp{Unmp | HlYnms) = O B.Anmo(¥nmep [¥nmp) (F.8)

n,m,p L

como sabemos, {¥n..m. p.|¥n,mp) = Onn Omm Opp de forma gue a equagdo (7) fica:

Z Aﬂsmap('wn’,m'.p' {len,mlp) = E-Am,m»,p (Fg)

n,m,p
Cada multiplicador de Lagrange pode ser identificado com a energia do estado.
Ou seja, temos um conjunto de n X p X m equagdes acopladas { no apéndice G
vamos mostrar que ndo ha mistura de orbitais, de forma que, na realidade s6 temos
n X p equagdes):
AviaWaalHl¥1) + Az H e 1) o Asmp@an | HlYnme) =
Ava(aalHlvin) + AWz |Hie 1) . Anmp(¥eiHiYnme) =

Al,l,l(lbn,m.lelwl,l,l) <+ A2,1,1(¢n,mp|H|¢2,1,1 An,m,p('ubn,m,lelwn,m,p) =

Esse conjunto de equagbes pode ser escrito na forma matricial:
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FZ=pZ (F.10)

onde os elementos de H 880:(¥n.m g [ H |¥nmp}. Dessa forma entdo, demon-
stramos que encontrar o A, ., que minimizem a energia é 6 mesmo que resolver a
equacao (F.10).
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Apéndice G

Calculo dos Elementos de Matriz
do Hamiltoniano do QD

Célculo do elementos de matriz.

(wn,m,lel"»bn-,m',p') = <wn.m.p|Hzl¢n-.mup!) + ('ﬁbn,m,lexylww,m' ,p-)"'

(YnmplV [¥nm.p) (G.1)

k4
onde H, = —-2";;%25, sendo, portando, um operador que sé atua em z; H,, =
B

— 3 [%I% (p;%) -+ a%], que € um operador que atua nas coordenadas p e .

Calculando cada termo:

(wn,m,p]thbn-,m-.p-) = <¢n,m|¢n-.m-)'(Xlez|Xp'> (G'2)

Mas (nm|@n.m.) = Onnbmm. € HilXp) = E;|xp) (ver apéndice E)
De modo que:

(XP'HZFXP*> = Ez(XPlva) = Ez5p,p* (G3)
(vn,m,pIHAwn',m"P') = Ezaﬂ,ﬂ’6m|m'6p'p' (G-4)

onde E, é dado no apéndice E
Agora vamos calcular o segundo termo:
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('Gbn,m,p | Hzy |t m. ,p') = (XplXp- )-(n,m IHa:y | e me ) (G.5)

Mas (Xp|Xp-> = 0pyp. € Hyylhp ;m.) = Eoy|®n.m)
De modo que:

(éﬂ,m‘Hﬂﬂéﬂ’,m‘) = Exy(‘ﬁn.ml‘ﬁn-,m‘) - Ezyé.n,n'am,m- (Gﬁ)

{(Ynmp | Hzy [YUn mep) = Eoybnnbmm. Op.p: (G.7)

O dltimo termo que temos que calcular é:

L
UnmolVlonmop) = ~WnmalVerY (5 = 2) [Ynmp)

~nmslVea¥ (5= 7 = (2= 20)) ¥ (2= Z) Wnmp)

2
+<'¢'n,m.inB2Y (z - %) [":bn-,m-,p!) + ("\bn.m.pfvwly ('{;‘ - 32) hbn»,m',p') (G-S)

Vamos resolver cada um dos termos separadamente:
O primeiro, ¢ terceiro e o quarto termo séo simples pois 0s operadores de poten-

cial sé atuam na coordenada 2, de forma que temos:

2 2

nmsl¥et (5 = 2) Wm0 = nmibmm-tihs? (% =) 1) (@9

Como j4 dissemos (¢nm|@n.m-} = On n O -
Ento:

r o, -5 .2 Pz Pz
(¥n,mp VitV T 7 | [¥rmp) = dnndmm Vi /_ ; dzz cos( 5 )cos( 5 )
(G.10)

sep=10,24..
Ou:
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2

L = )
(":bn,m,plvwfy (T — 22) |ww,m',p‘) = an,u-fsm,m' Vwif L‘f dZE S (p%—z) 51 (
-7

sep=1,3,5
Para o terceiro termo temos:

'p“ﬂ'Z)
D

(G.11)

L
(wn,mmlvBQY (Z - E) |¢w,m-.p-> = (¢n,m|¢n!,mv)-(Xp|VB2Y (Z — %) !Xp-) (G.12)

Entdo temos:

{Ynmp|VB2Y (z - %—) [Yre o) =

+5n,n-5m,m'VBz -/L% dz% COSs (EE) cos (Eﬂ)
T

D D
sep=0,24..
Cu:
L
(Yn,mp|VE2Y (z - ‘5) (Yneme o} =
el
S V2 /% H dz% sin (?-’-“5‘3) sin (’-”-'g—z)

sep=1,3,5..

O primeiro termo é resolvido de forma analoga ao terceiro:

L
WnmalVon¥ (=2 + 3 ) g =
Y PRz PRz
+0n,0.0m,m Ve / - dzz COS (TD—) oS (T)
sep=20,24..
Ou

UnimolVer¥ (=2 + ) W) =

=L
T , 2 . f(pmz\ . [pTZ
On.n-Orm,m Va1 /% dzi- sin (—D )sm (—D )
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sep=1,3,5..
O segundo termo s6 nao envolve a varidvel ¢, de modo que pode escrito como:

('&L’n,m,p|VB2Y (Tg - ,02 - (z - zﬁ)z) Y (Z - ‘g) Wﬂ',m'm’) =

R 2,2 Pz Pz
I ]0 dp. 0. Num Npon. Jon (Cnm 8) Jen. (Ctm 0) ¥ /_ o dz.z €0S (-—H) cos (—)

D
Y (z — -Ié'-) Y (rg Y e zo)z) (G.17)
Sep=0,24..
Ou:
<wﬂ‘mnPIV32Y (T'g - pz - (z - 30)2) Y (z - %) ‘wna,m‘,p') =

R L 2 ,
Omm. Va2 fo 2p.5.- Noum Npon. Jon (O £) I ( Qo £} X f ; dz.z sin (p_g) sin (I%)
)

L 2 _ 2 2
Y(z—E)Y(ro——p —(z—zo)) (G.18)
sep=1,3,5..

As integrais em z podem ser resolvidas exatamente:
Se p=10,2,4..., a integral que temos que resolver é a seguinte:

Vri—et+n prz Pz
-/% dz cos (F) cOos (—"b—') (G.lg)
Se p = p a equagdo (G.19) fica:
/% dz cos (—-1—)—) (G.20)
Fazendo a mudanga de varidvel y = Z2%, a equagdo (G.20) é escrita como:
D 2
E/dycos (¥) (G.21)
Mas, sabemos que:
2
cos{2a) = 2cos?(a) — 1 = cos’(a) = y - % (G.22)
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De modo que:

—/dycos2(y [2 cos(2y)dy— E/dy} ; n(2y) — g (G.23)

Dessa forma que, para p = p:

/;/rg_—puzo dz cos? (p_g) = 415; [sin (2}” Dp2 h zn) — sin (PTF__D_L)] -

(\/rg -2+ zo) L
4

5 -

(G.24)

Resolvendo (G.19) para p # p:
Sabemos que:

prz  pmay _ (P 4 L (PTRY L (pT
cos(D+ D) cos(D)cos(D)+sm(D)sm(D) (G.25)

€ que:

P12 PT2Y _ e (P72 cos (P72 — in (P72 gin (272
%(D D) m(p)m(p) m(D)m(D) (G-26)

Usando (G.25) e (G.26), podemos escrever:

oS (—inb—z) o8 (p_l'r;z_) = -;- [cos (%(p-f-p) + c0s (%(p - p'))] (G.27)

Logo:

j; s dzcos (%) cos (p_’D‘:'[_E) = % fé reeth dz cos (%(P +P’)
T
+5 ’ rg-pi+zo dzcos ( (p— p‘)) (G.28)

Para a primeira integral de (G.28), fazemos a mundanca de varidvel z = 22 (p+p)
e na segunda integral, a mudanga de varidvel é: y = Z(p— p) . Com isso, (G.28) é

escrita como:
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2p+p) (\/,,Dz_,—pzm)

wﬁw . dz cos (:L') +

/ﬂ%u(mﬂn)
m(p—p) Jizgel

sin (222D (3= + ) ))|-

dycos (y) = (G.29)

~7lo+p)
D . L'rr(p+p=))] D ( (p—p) ( ))]
s51n -+ + z
w5 (752 e o Vi
D . {Lx{p—1p) )]
———— isin | ——~ G.30
W(p—p')[ ( 2D (G30)
Agora, se p =1, 3, 5... a integral que temos que resolver é:
Vra—eita  rpmzN | (pwz
/!21 dzsin (F) sin (—D——) (G.31)
Se p = p, a integral (G.31) ¢é escrita como:
VTE-pt+
[V dzsi? (ﬁ) (G.32)
£ D
Fazendo a seguinte mudanga de varidvel y = &5, escrevemos {G.32) como:
D L,
o fdysm (¥) (G.33)
Mas, sabemos que:
2 . 9 1 1
cos(2a) = 1 — 2sin*(a) = sin®(a) = 5~ Ecos(Qa) (G.34)

Dessa forma, a equagéo (G.33) pode ser escrita como:

1D D ... Dy D
—;ﬂ—fdy = opr /dy sin{2y) = Spr + p cos(2y) (G.35)

De modo que:
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frg_pgﬂodzsinz(p"z)_('“Tg-pz-'-zo) L D 2p7r(hr§—p2+zo)
L D)™

2 1 g |8 D

2

sin ( D (G.36)
Para p # p', usamos {G.25) e {G.26) para dizer que:

in (77 sin (P72) < cos (B2 4 PT2Y _ oos (T2 _ B2
sm(F)s;n(D)—cos(D + D) cos( ) (G.37)

De forma que aplicando (G.37) em {G.31) temos:

VrE=Ptn rpmz\ | (pTz 1 pVr§-rtz nz
J; desin (737) sn (*) = 3 | dzoos (Z(p+p) -

%[&mﬂo dz cos (%(p + p‘) (G.38)

Ja resolvemos essas integrais, assim, temos:

- o [ (R (V= + «))] - 755 = (752

257 [ (2 (VB=7 +2) )|+ 72 [ (%%2.]39)

Agora s6 resta a integral em p, que pode ser resolvidas por quadratura gaussi-
nana.

Temos assim o calculo dos elementos de matriz completo.
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Apéndice H

Calculo do Potencial Devido a

Placa que Simula os QDs

Nesse apéndice vamos calcular o potencial da placa que simula os QDs.
O campo elétrico dessa placa é escrito como (lei de Gauss):
Para z < Z, 0 campo é zero, pois nao h§ cargas envolvidas
Para z > Z, o campo é dado por:

(H.l).

4
Egp = —det
K
onde Z é a posi¢ao da placa.
De forma que podemos escrever (H.1) da seguinte forma:
Ey(2) = 4“:"” eY(z-7%) (H.2)
O campo elétrico @4u¢(2) é dado por:
Para 2 < Z:
‘I!dot(z) = A (H3)
Para 2 > Z:
Ban(z) = [ deFanlz) = 25 4 4 (H.4)

Tenho liberdade de escolher A, pois o que importa no problema séo as diferencas
de potencial. Por conveniéncia, escolhemos que o campo seja zero pare z < Z,
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entdo, A= 0. A’ ¢ determinado impondo que 0 campo deve ser contfnuo em todo o
dominio. Para isso, ®4.(Z) = 0. Logo:

, Bur(s) = 4_1:“ o- 3) e (Hs)

¥ R Y e
R P A R fe, ; [T
’ s el

R ORI AP R T PP BN AR A+ 142+ SO Ce e R TIE

,’ i’.ii‘ﬁ{'.‘}({"h Lol . . ) KR . T gt e
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Apéndice I

A Equacao de Schfﬁdinger Efetiva
na Direcao de Crescimento para o

Elétron em um QD

(a|Hela) = (| Eela) (1.1)
H, = ;E‘ + V (0e; Ze, Ce) ) (1.2)

C

onde V(pe, ze,pe) = VoY [22 — B| = VoY [r3 - 2 — (2 — z)?] e P. = 6hV
Podemos escrever (1.2) da seguinte forma:

Ho=T,+Ty + V(pea Zey ‘Pe) (13)
onde, T, = _'2%31:,5 el = —ﬁ%?ﬁ_

Aplicando (I.3) em (1.1) temos:

{alTz|a) + (a|TL(a) + {alV{pe, 2 ¢c}la) = (o E.la) (1.4)

Escrevendo |a) = (g} ® |f) , onde (FZ|a} = g{pe, @e)f(2.). Como T, é um
operador que sé atua em 2z, e T, € um operador que s6 atua em p, € em ¢,, podemos
escrever (1.4) como:

(glgX 151 ) + (9ITLIg{FIf) + {f] ® {gIV(pe, zer pe)lg) @ | ) =
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E.(ff){gl9) (1.5)

Aplicando |z} em ambos os lados de (L5), fazendo a derivada funcional com
respeito & f*(z) e usando a condicio de normalizacdo {g]g), temos:

Tolf) = g\ TLIGNS) + {81V (0e: 2e, 0e)I8) | f) = Ee|f) (1.6)

Para simplificar a notagéo, vamos chamar (9|7, |g) = T, ()) e {g|V (pe, ze, we)lg) =

V(ze, A)
De modo que a equagéo (1.6} é escrita como:

TAS) + TLIf) +V (2, ML) (£7)
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Apéndice J

Calculo dos Termos da Equacao de

Schrodinger do Elétron em um QD

Nesse apéndice vamos calcular T', (}) e V(z, A).

2

= 43
Tilg)=— oy

c

Vigle) (J.1)

2
onde g(p) = Nxe™ %, com N, sendo a constante de normalizagdo. Vamos calcular
N.

b
Niom fum dppe_zf" =1 (J.2)
Fazendo a mudanga de varidvel y = zf;- Assim, a equacBo (J.2) é escrita como:
A2 00 21
Z - = =2z
5 wafo dye 1= N, \/;,\ (J.3)
Escrevendo V; em coordenadas cilindricas:
18 0 1 &
A% =——( —)+-—— J4
L= %8 \P8p) T Fog? (14)
Calculando cada termo separadamente:
Bg(p) _ 20 -2
3 N,\Aze h (1.5)
2 ( Bglp) _ 4N, _& F
3 (p 3 )= " eV |p— 33 (J.6)
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De modo que :

4N, _ 2
J.|g> 2 . A2 %[1_—-2-

B2 ANE g2 g gz o2
(91Telo) = 5 =5 [ dg [ dope [1_§]

Resolvendo cada uma das partes da integral:

K 4 _ 3}
2r N o .Agf dppe™ 3%

Mas temos que:

dppe Ar! - :

2h?
mi A2

A outra integral é:

2

27rNA2 : / d,o,oei

Integrando por partes:

f ® dpge % = A
(i} 8
E entdo a equagdo (J.12) fica:
h2
mi2
E assim, calculamos T, (1) :

2
TL(2) = (giT.ig) =

c

Agora vamos calcular V(z, )
2r o0 242
V(X = 6IVip.2,0)ie) = [ de [~ dooN3e¥rV(p, 2, )
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(J.9)

(J.10)
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2
= Ni2n foo dppe_%ffx
0

L? L
[V;Y [zz - '21“] - VY [z - 5] Y [rg -pr=(z— z0)2]] (J.17)
Resolvendo cada uma das integrais separadamente:

2 2

o0 _2p? L I? oo 2%
N§21r/0 dppe” STV,Y [22 - 71_] = N27V,Y [z2 - -Z—] _/; dppe™ 3T

2
=V.Y [zz - %—] (3.18)
Agora vamos calcular o outro termo:
2
Ni2m fm dppe T V.Y [z - —I-'] Y [rg -t —(z- 20)2] (J.19)
0 2
VrE—(z—20)2 2
= N7V, Y [z - é’-] /o e dppe™ 37 (J.20)

Fazendo & mudanga de varidvel y = %\%3, reescrevemos {J.20) como:

NiZvY [z— 5]

2 f sl e Vdy

0

=% [e- 2] ¥ [~ (o - 7] [1- eli-eonr] (3.21)
Onde o termo Y [r§ — (z — 2)?] foi colocado para garantir que o limite superior

da integral seja positivo.
E dessa forma, determinamos V(z, ) :

V(z,A) = V.Y [z2 - %2-] - WY [ - é] Y [rg —{z- 20)2] [1 - e‘ﬁ["g‘(“"ﬁz]]

(3.22)



Apéndice K

Solugao da Equacao de
Schrodinger Efetiva do Elétron em
um QD

Nesse apéndice, vamos resolver a seguinte equacdo diferencial:

d*f(z)
dz?

onde T, ()} = mi:, e V(z,X) € dado por (ver apéndice J):

= S E-T.() ~ V(= NI £(2) (K1)

Viz,A) =V,Y [z"‘ - 5;]

-VY [z - %] Y [rg -(z- 20)2] [1 - e‘lz"'[’g_{”"’}z]] (K.2)
Para resolver (K.1), vamos separar em 3 solugdo por partes:

Regido It z < ~£.
Para essa regido, V(z, ) = V., entdo (K.1) fica:

d2£;£Z) - 2??" [-E+T.0)+ 4 f1(2) (K.3)
Entéo:
fi(z) = Ak (+8) 4 grohi(s+4) (K.4)
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Onde, A e A’ sdio constantes de normalizagio e k; = \/ i—% [—E +T )+ If;].
Mas para f;(2) ter sentido fisico deve ser normalizavel e para isso acontecer, A deve

Ser zero.

Regido IT: -% <z< £
Para essa regido, V(z,A) = 0, entdo a (K.1) fica:

L) 22 e T funla (K.5)
Entéo:
fr1(z) = Bcos (krrz) + C'sin {(krr2) (K.6)

Onde B e C sdo constantes de normalizacéo e kyy = %‘? [E -T J_(/\)]

Regido III: £ <z<ry+2
Nessa regido, V(z, A) = %e‘ﬁ[’g_(‘_mz], dessa forma a equagdo (K.1) fica:

d*;;,;(z) - %ﬂ; Ve slri-t—=r] _ E+T¢()~)] frrr(2) (K.7)

Essa equagdo néo tem solugdo analitica e teremos que resolve-la numericamente.
Voltaremos a esse ponto mais tarde para detalhar a solucio.

Regido IV: 2> rg+ 2
Nessa regido, V(z, ) = V., por isso, a equacéo (K.1) fica:
& frv(z) _ 2m

— = = [FE T + Vi fv(2) (K-8)

1l

Entdo:
frv(z) = Drekrla—ro—20) | pp—ki(2—ro—2q)

Onde D e D s8o constantes de normalizagio. Mas fry(z) deve ser normalizével,
para ter sentido fisico, assim sendo, D' = 0.

As condicBes de contorno séo: f(z) e sua derivada com respeito  z, f'(z), devem
ser continuas em todo o dominio. Todas as fungdes (fr, frr, frv) e suas derivadas
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séo fungdes continuas em todo o dominio de seus respectivos intervalos, a ndo ser
nos extremos dos intervalos, onde teremos que impor a continuidade. Assim:

L L
1 (“5) = frr (—E) (K.9)

L L
fi (—5) = fir (-'2*) (K.10)

As equagées (K.9) e (K.10) nos dio o seguinte sistema:
A = Bcos (k;;%) — Csin (k;_r%) (K.11)
L : L

k1A = kg1 B cos (kHE) + kyCsin (knE) (K.12)

Fazendo (K.11)xk;y cos (k;;%) +(K.12)x sin (k;;%), temos:

L ky . L
B=A [cos (kni) + E’;sm (kng):' (K.13)
E fazendo (K.11)xkyysin (k_r;%) —(K.12)xk;r cos (kn’g), temos:
C=4|5 o (k,,é) —sin (k;,é) (K.14)
krr 2 2

Assim, garantimos a continuidade da fun¢io de onda e da sua derivada nas
regices I ¢ I[.

Agora temos que determinar fr;r(z) e, para isso, usaremos Runge-Kutta de
quarta ordem. A primeira coisa a fazer é transformar (K.7), que é uma equagdo
diferencial de segunda ordem, num conjunto de 2 equagdes diferenciais de primeira

ordem; dessa forma:

frr(z) =w |

K.15
{ w = B [V # _ p 7,0 (13)

Devemos resolver o conjunto de equagdes (K.15). " Com o método de Runge-
Kutta podemos resolver equagGes diferenciais com erros da ordem de Az%, onde
Az = 241 — %4 , em que 2; é o ponto do espaco onde a fungdo é calculada. Essas
equagdes sdo resolvida pelas seguintes expressdes:[21]
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1
Yiel = % + g [k + 2(ke + k3) + k4]

1
Wi = Wy + 6 [61 =+ 2(02 -+ 63) + 64]

com

k]_ = wiAZ
2
er = 57 Ve F el - p o1y ()] e
1
kg = (w,- + 56]) Az
2m -—-%[rz—{zl-+1Az—zo)] Ky
i
kz = (wi + '2"02) Az
2m [L, G [ri(n+ L ae-20)] ka
(33——-F[Vee 717 3 —E—TL(A)} yﬁ-; Az

ks = (w,- -+ 63) Az

. -2;? [Vier eb-tevtemsl _ TL()] (s + k) Az

(K.16)

(K.17)

(K.18)
(K.19)
(K.20)
(K.21)
(K.22)
(K.23)
(K.24)

(K.25)

Note que a solugdo ainda depende da energia, a qual nés ainda nio conhecemos.

Para resolver esse problema, devemos impor as condigdes de contorno que forcam a

fungéo de onda e sua derivada serem continuas. Runge-Kutta nos dé uma solugéo

continua em toda regido I7J, a menos dos extremos desse intervalo, nesses pontos,

devemos impor as condi¢des de contorno. Assim:

in(2) - (2

fir ("‘;") = finr ('g)
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As equacdes (K.26) e (K.27) nos dé as condi¢des iniciais de resolver o problema,
mais explicitamente:

frr (%) = fr (-g—) = Yo (K.28)
fir (%) = fhr (52'“) = Wy (K.29)
A outra condi¢io de contorno a ser obedecida é:
fre(ro + 20) = frv(ro + z) (K.30)
Fiar(ro + 20} = fry(ro + 20) (K.31)

Para resolver (K.30) ¢ (K.31) devemos conhecer a constante de normalizagio
D, a qual ndo conhecemos. Contornamos esse problema comparando a derivada
logaritimica:

w rrrlro + Zo rvlireo + 2o
= e = 20
onde n ¢ mimero de pontos do espaco nos quais a funcio de onda foi calculada.
A condiggo (K.32) s6 é satisfeita para o valor de E que for autovalor do Hamil-
toniano. Entéo o problema estd resolvido quando encontrarmos E que faca (K.32)
ser verdadeira, dentro da precisao desejada.
Na prética, partimos de um valor de E inicial e testamos (K.32), se (ﬁ? + k;) >
10~ entdo fazemos:

_ Sir(ro + 20) _ fiv(ro + zo)
E=FE+ (f.rrr(T‘O +20)  frv(ro+ Zo)) (K-33)

até que (K.32) seja satisfeita.
Com isso, determinamos f(z} e calculamos a energia do estado fundamental do
elétron no QD. Note que as solugdes de (K.1) dependem de ).
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Apéndice L

Calculo
Sofrido

Presencg

Nesse apéndice, vamos calcular {o

Sabemos que:

{a

T"’l = " % 2 [% =5\)2
o o) —fo dipe. f_mdzelf(zg)l /ﬂ dpepela(T7)| G

do Potencial Elétrico
pelo Buraco Devido a

a do Elétron

rre il

1

_ 21 2% 00 2 o0 1
- ;/\2_/.0 d@e/;mdzelf(ze)l -/0 dpepelﬁ“ﬁ'

1

Podemos escrever Eoded como|[22]:
¥ _

1 —

|72 — 7‘2’ B

Do oo i
Z fo dke“"(“’"“""}.fm(k,ae)Jm(kph)e”"““

m=—00

Substuindo (L.3) em (L.2} temos:

21

T A2

o0 2 o0
i (pe —1aa) 2,—k|ze—zp
[k [ dpe [ dzdfizie x

0o 2
fO dpepee_% I (kpe) T (K pn)
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A integral em o, é:

2 R
dpee™™Pe=en) = 226 o (L.5)

Novamente, 6,0 multiplicar o termo de interacfio € consequéncia da simetria
cilindrica, o seu significado fisico é que néo existe mistura de orbitais (exatamente
da mesma forma que no capitulo anterior). Como 6 temos o estado fundamental
(m = 0), o énico termo da somatéria que resta ¢ o termo envolvendo m = 0.

Substituindo (L.5) em (L.4) temos[23):

4 o0 00 - _ oo _ 2,2
- /0 dkJo(kon) /_ _ dz|f(z.)PeHeel fo dpepee™ 3 Jo(kpe) (L.6)

A dltima integral de (L.6) é exatamente integravel pois:

S
fo eI, (Ba)dz = r5 e L.7)
De forma que:
2 2 _E2?
f dpepee” > Jﬂ(kpe) = —-8 8 (LS)

Substituindo (L.8) em (L.6) temos:

i

oo = [7dkiolkp)e™F [7 anf (z)Petenl (Lg)
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Apéndice M

Calculo das Constantes de
Normalizagao das Funcgoes de

Onda Variacionais

Nesse apéndice vamos calcular a constante de normalizacdo B da seguinte funcéo

de onda:
BTt A R CTY vt fo Vi
B(F)=Ble *¥ +e X3 ] (M.1)
onde A; e A3 530 pardmetros variacionais.
A normalizacéo é dada por:
0o _ HeptEaag)? _ Hep- R -Faag)? 2
32[ dz, [e Az +e X ] =1 (M.2)
—o0
oo _—2{:’.-!-#4-&3}2 0 _ap—k-H-»g)?
= B? / dzne A + / dze Az +
- -0
. [(an+&+39)%+(xp - -7 -2377]
B? |2 f dzxe A3 (M.3)
—00

A tltima integral da equagdo (M.3) é o termo de inteferéncia. A primeira e
a segunda integrais sdo integrais no intervalo [—oo0,00] de gaussisnas de mesma
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largura, apenas centradas em pontos diferentes, de modo que as duas tém o mesmo
valor. Assim, (M.3) pode ser escrita comao:

[GentE+r9)%+(en— &7 -33)7]

+ [ dzye & ] (M.4)

—‘Z(zh+ +A3)

232 /°° d.zhe
-

Resolvendo cada uma das integrais separadamente:

0o -z(s,,+ +xg)?
f done _\/ A2 (M.5)
—00

Onde fizemos a seguinte mudanga de varidvel: T = Y2(y + Z 4 A3).
Agora, vamos calcular a outra integral de (M.4):
Com um pouco de dlgebra elementar, podemos escrever:

2

| H
(zh+~§—+)13)2+(z;,-%—ﬂ—,\3)2 =2 [(z,, - ?) + (5 + )«3) (5 +H+ ,\3) + %Hz]

2 2
(M.6)
De modo que a segunda integral de (M.4) ¢ escrita como:
L) 2 izp ==~ 2
/oo dzhe[( nt% 433) "';;ﬁ §-H-xg) ] _ Ze_x’g[(%+,\a)(%+33+5)+252] y
2
[ dne A (M.7)
—o0

- L

[ = o Hl(Ere) (et in] (M.8)

Note que a distdncia entre os centros das duas gaussianas € % + A3+ H, de modo
que quanto mais afastadas os centros das gaussianas estiverem, menor € o termo de
interferéncia.

Voltando a integral:

[sn+§+33) +(ap~§=F-33)7]

/w dane 5 -21/ dze X %) —21\/—)«3 (M.9)

-0

De forma que:
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e__l_\/§ !
B T VA2l +1] (M.10)

Note que se as gaussianas estiverem muito separadas, isto é, I = 0, a equagio
(M.10) fica:
1 /21
B*=_—,/-= M.11
Az 2 ( )

que é metade da constante de normaliza¢io de uma gaussiana.
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Apéndice N

Calculo do Termo Cinético do

Hamiltoniano do Buraco

Nesse apéndice vamos calcular o termo cinético do Hamiltoniano do buraco. Vamos

escrever a fungdo de onda como:

B(7%) = flon)g(zn) (N.1)

onde:

>"b”

Flon) = Ae M (N.2)

_(3&"‘&1‘)3)2 _(Sh--&—ﬂ—la)zl

9(zn) = q1(2n) + g2(an) = B [8 % te e (N.3)

Primeiro, vamos calcular: {8|T,, |8)Usando a completeza da base {7} }, podemos
escrever T, |3) da seguinte forma, em coordenadas cilindricas:

__M1d( d) 1d&
L) = =g [ (P ) * o] o) (N

-3;3% (Ph%) flpn) = flon) [—_;—‘f; + 4%] (N.5)
De modo gue:

52 28

(BITLi6) = o /_Z dzng*(zs) fow dpbp;.Aze_ A
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A M

Usando a normalizagao de g(z,}, temos:

[_i N 4Ph] (N.6)

2,92

(BITLIB) = /0 % donpnAte 3 x

4 44
[ ¥ + Xl‘] (N.7)
Calculando cada uma das integrais acima, temos:
ﬁ.2
BITLB) = —= (N.8)
m, 1

Agora vamos calcular {8|T;,15).
Novamente usando a completeza da base {7}, podemos escrever Ty, |8) como:

h2
Tzh|ﬁ> 2m. d22 [gl( ) +g2(2-')] f(ph) (Ng)
_ zh+&+k3 ? _ m—&—ﬂ'—ka :
onde g(z) = ¢ Y eglz)=ce 23 , que SA0 as gaussianas que

formam a parte em z, da fungao de onda do buraco.

d? 2 4 L
gigz) = _A_%Ql(z) + ,\_%(zh + 0) + X3)2q1(2) (N.10)
42 2 4 L
j:gz) = “1“%92(2) + /\_g(zn -5~ H- )\3)292(2) (N.11)

De modo que:

BITI8) = [ dowen [ dzhﬁ(_g)azﬁm

Mas, usando as equagdes (N.10) e (N.11), podemos escrever:

(N.12)

() ZECE = o8 |~ 5 n) + syl + 5 + Mlehlan) = 3n(an)onn
2 2 2

4

+/\_%(Zh - ‘2— — s — H)?g1(2n)g2(2n) — 2 Ql(zh)92(zh) + (zh + % + Aa)2g1(2n) 92(zn)
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2 4 L
— g Rlen) + 35— F = = H)ako) (N.13)
2 2

= How) B? ["’% (62(an) + 62(n) + 201 (2n)galan)) + =

L
Y (z;, + =+ Ag)z
Az

2

Vi

L 2 4 L z,
+(zn — 5~ H— A3) ) 91(2n)g2(2n) + Y (Zn +tg+ Aa) gi(zn)

+ (z,, - g _H- )\3)2 gg(z,,))] (N.14)

Mas, note que:

%f (o) B* (93 (2n) + 3 (2n) + 21(2n)g2(2n) ) = *%52 (77) (N.15)
2 2

Dessa forma, temos:

(BT,18) = =55 [ 4mte* )+ [ dowon (o)

BZF [/mdzh [(zh + 3 + )\3) <+ (zh -5 H— Aa) ] 1(zn)g2{2s)
31/-

4 00 L 2 o0 L 2
+ B [/ dzp (zn +-+ )«3) ai(z) + f dzp (Zh -5s—-H- )\3) 93(3:;)”
/\2 -0 2 —oo 2
{N.16)
A primeira integral é:

~5 [ a8 ) =~ 55 (N.17)

74) é normalizada.

pois B (
As duas dltimas integrais sio equivalentes pois:

2 2
/wdzh(zh—-é—H—)\g,) g%(zh)=/°°dzh[(zh—-£—ﬂ—,\3) K

_(zp—k-H-23)?
e . ] (N.18)
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Fazendo a mudanca de varidvel z;, + H = 2, a equagdo (N.18) fica:

00 9 (8 --gux;,) 2
[ g, (z;,--;i-,\g) PR S ‘/—Az (N.19)

De modo que:
4 [ re L L o0 L 7,
FB j;w dzs (z,:, + 3 + }\3) gr{zn) + Lm dzy, (Zh —3 H - )\3) 92(2n)

1
T I+ DA

que ¢é equivalente & peniltima integral de (N.16). Assim, podemos reescrever

(N.20)

(N.16), usando o fato de f(p,) ser normalizada, e em conjunto com as equagdes
{N.19) e (N.20)como:

(OIT18) =~ iy g | o s+ E4n) + (m-F -1 ) 2]

% g1(2n)g2(2s) (N.21)

Ainda nos falta calcular a dltima integral de (N.21). Para isso, vamos trabalhar

0 seu argumento.

Jad mostramos que :
L 2 L 2 H\?
(st 3+%) + (-5 -H-x) =2[(*’h‘?)

+ (% + Aa) (g +H+ ,\3) + 232] (N.22)

De forma que (N.22) pode ser reescrita como:

2
85 /00 dz, [[(Zh+}:) + (é"+/\3) (-.2E+H+/\3)+§H2] x

(N.23)

e-fz[(n—%)ﬁt%u@(&mﬂﬂ**”ﬂ}

§B? [ foo L L 3 21 ~&(=-%)°
= —gf [/;wdzh [(5-'-}\3) (-2-+H+A3) +ZH}8

89



[ (=) 3]

_ 88?2 L L 3 . f Ag\/?
‘"X;’“I{[(E*'\”)(E"’H*"S)Jrsz] Rt gygh

Apéds um pouco de dlgebra elementar (N.25) pode ser escrito como:

h? I 4l (/L L 3,
“2m;{(f+1))~% +53[G+») (§+H+"3)+ZH]}

Finalmente, podemos escrever (3|7, |3} comeo:

K2 2 1 I
BITlB) = —5— {‘;Tg T TS

o

() Grmen)+ 3]

K2 1 4I[/L L 3
—57?;3{‘:;*?3[(5“3) (5+H+*3)+2H’]}
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Apéndice O

Calculo do Potencial Efetivo

Sofrido Pelo Buraco

Nesse apéndice vamos calcular os termos de energia referentes ao potencial efetivo
do buraco.
O primeiro termo a ser calculado é:

LZ
2 — —
V.Y (z 1 )

Weo = (B B) (0.1)

Que pode ser escrito como:

o oo _(zk+‘&+)«3)2 _(zhugn-ff-xa)z I
1/;A2/0 donpn f (pr) B j_m dz, |e g +e X Y (zi - 5)
(0.2)
Explorando que f(p} € normalizada, temos:
% _(xh+‘&+hs)2 _(:h—é—ﬁ—ks)z
Wpq = V,B? /_% dz, le A% +e A2 (0.3)
QOutro termo que devemos calcular é:
j L 2 _ 2 2
Voo = (BY (2= 5) Y (- 4k - (an — 0)?) | 6) (0.4

Que pode ser escrito como:
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o0 _ 2ea=rgd? L
Az‘/.o d,oh,ohe M Y (Z t 5) Y (?“g - pﬁ - (zh - 20)2)] (05)

De forma que esse termo fica:

T2 (z-20)? _2pp-2g)?
A [V dpne T } (06)

Esses foram os termos do potencial efetivo referentes & barreira. Vejamos agora
como fica 0 termo de interacdo Coulombiana V,_;.

e? 1
Ve—h“;(,m@(a i_ﬂr——m a)@ﬁ (07)
Jé vimos que (ver apéndice L):
1 oo §232 fo0
(@@ = [ akhlko)e™E [~ dzlf(z)Petenl (08

De modo que, combinando as equacdes (0.8) e (O.7) , temos:

2

g2 reo _gha? o -2
Vep = Tc-/o dke LéLfo dpspre 1 A2Jo(kpn)x

_(=h+&+33)2 _(:h-é-n-xa)z 2 o0
e M +e X f_ dze| f(ze)2eH=nl (0.9)

L: dthz

A integral em p,, é conhecida, de forma que podemos escrever (0.9) como:

(z;,+§+)~3)2 (:,‘-i-ﬁ-xa)z 2

2,2 —_
[l ] Fi
€ A3 +e A3

Voop = e—: fa * dke f_ Z dz, B?
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[ dnlspe i (010)

Resolvemos as integrais de (0.10) numericamente.
Com isso, determinamos o potencial efetivo que atua sobre o buraco.
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Apéndice P

Calculo da Energia de Interacao

Elétron-Elétron

Nesse apéndice vamos mostrar que a energia de interagdo elétron-elétron pode ser

escrita como:

2 (-] 2,2 0
Ee—e = {al ® (alm'a} ® ]Ct) = j; dke_LaL Lm |f(z,2) |2d232

x [ If(me) ez, (P1)

Jé conhecemos (a["lr—_f—=£—;,1|a} (ver apéndice O):

2 00 3,2 o0
(aimia) = fo dkJo(kper)e™ %" /l _dzat| flza) el (P2
Aqui usamos a completeza da base {[Fe}}} e que (Fel|a) = N)‘e"fa?hL Fza1)
Agora, usando a completeza de {|F3)} e que (Fi}|a) = Ny~ 32 f (2e2), vamos

calcular {a| ® (almm) ® |a)

2 oo 2,2 po0
(a|®(a|me-_‘;77|a)®|a) = (a[jol koo(kpﬂ)e'Lf' f_m dzﬂlf(zﬂ)|2e‘kl‘°"""|a)

2 o o o )
=/0 de2 /_mdzdfo dpe2pe2/0 koO(kpﬂ) [_m dzel|f(zel)|2e-ﬂzd-"2|e-£’"}N§
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oo 2,2 o0
= 27N} fo dke™ %" f dze2] f(2e2) f°° A2e1| f{ze1)|2eHI7e1 22!
.

o0 2

x [ docpado(bpa)e R (P3)

Novamente usando que:

oo A2 .20

fo dperpero(kper)e™ 5 = Te*s'eL (P.4)

Escrevemos (P.3) ¢como:

o0 2,2 o0 oo

[ ke [ Ifea)fdra [ If@a et rldzy  (PS)

Como queriamos demostrar.
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