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Resumo

Sistemas de reagao-difusao podem apresentar, sob certas condigoes, formacao de padroes
espaciais heterogéneos estaciondrios. Chamados padroes de Turing (ou instabilidades de
Turing) devido ao trabalho de Alan Turing, sua formula¢do matematica é importante para o
estudo da formacao de padroes em geral e desempenha papel central em muitos campos da
biologia, tais como ecologia e morfogénese. No presente estudo, focamos no papel exercido
pelos padroes de Turing na descrigao de distribui¢oes de abundancia de espécies de predadores
e presas que habitam ambientes fragmentados com estrutura de rede livre de escala, onde as
conexoes indicam caminhos de dispersao dessas espécies. Para estudar formacao de padroes
em cadeias tréficas maiores, nds estendemos o modelo de presa-predador original, proposto
por Nakao e Mikhailov (Nature Physics, 2010), incluindo pares de presa-predador adicionais.
Mostramos que esses sistemas dinamicos com mais de dois graus de liberdade apresentam
nao apenas padroes de Turing, mas também transigoes entre regimes cadticos, sincronizados e
estacionarios, dependendo dos parametros do sistema. Para o caso dos padroes estacionarios
em uma cadeia tréfica com 6 espécies, identificamos distribuigoes nao triviais das presas nos
sitios da rede, dependendo da forca de acoplamento entre os pares presa-predador, o que
sugere que efeitos de competi¢ao aparente sao importantes nos padroes observados. Nossos
resultados sugerem que diferencas nas distribuicoes de abundancia entre fragmentos podem
ser, pelo menos em parte, devidos a padroes de Turing auto-organizados, e nao necessaria-

mente a heterogeneidades ambientais intrinsecas.



Abstract

Reaction-diffusion systems may lead, under certain conditions, to the formation of steady
state heterogeneous spatial patterns. Named Turing patterns (or Turing instabilities) after
Alan Turing’s work, their mathematical formulation is important for the study of pattern
formation in general and play central roles in many fields of biology, such as ecology and
morphogenesis. In the present study, we focus on the role of Turing patterns in describing
the abundance distribution of species distributed in patches in a scale free network structure,
connected by diffusion. In order to study pattern formation in larger trophic food webs, we
have extended the original prey-predator model proposed by Nakao and Mikhailov (Nature
Physics, 2010) by including additional prey-predator pairs. We observed not only Turing pat-
terns, but also transitions between chaotic, synchronized and stationary regimes, depending
on the system parameters. In the case of stationary patterns in trophic webs with 6 species,
we identified non trivial prey distributions in the networks nodes, depending on the cou-
pling strength between prey-predator pairs, suggesting that effects of apparent competition
are important in the observed patterns. Our results suggest that differences in abundance
distribution among patches may be, at least in part, due to self organized Turing patterns,

and not necessarily to intrinsic environmental heterogeneities.
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Capitulo 1
Introducao

Em 1952, o mateméatico Alan Turing estava interessado no problema da morfogénese.
A morfogénese é o processo em que um conjunto inicial de células embrionarias sofre dife-
renciacao, vindo a formar os diversos tecidos, com formas e func¢oes bastante variadas, que
compoem um organismo. A pergunta feita era: o que explicava essa diferenciacao? Certa-
mente, a “receita”’ para diferenciagao dos tecidos, no desenvolvimento embrionario de cada
individuo, esta codificada no DNA, mas a explicacao que Turing buscava era outra: a partir
de uma receita para a diferenciacao presente no DNA, quais sdo os mecanismos envolvidos
na aplicacao dessa receita?

Turing, que se tornou famoso, devido a contribuicoes notaveis em Matematica e Com-
putagao, encontrou uma descricao fenomenolégica bastante elegante para o problema da
morfogénese. Em seu trabalho a respeito do tema [1], ele foi capaz de mostrar que, sob certas
condicoes, dois reagentes que interagem localmente e difundem num meio homogéneo podem
vir a formar padroes de concentracao espaciais heterogéneos.

A idéia era simples. Suponha que nesse meio embriondario inicial estivessem presentes
duas substancias, que chamaremos de morfégenos, que pudessem reagir e difundir nesse meio.
Suponha também que a resposta das células embrionérias a diferentes concentracoes desses
morfégenos leve a diferenciacao nos varias possiveis tecidos. Nesse cendario, um mecanismo
que conseguisse gerar padroes estacionarios e heterogéneos desses morfogenos seria capaz de
induzir a diferenciagao dos tecidos.

O fato é que, por mais elegante tenha sido a explicagao tedrica, os tais morfégenos nao
foram encontrados, deixando em aberto a questao da validade desse mecanismo para explicar
os padroes de diferenciacao na morfogénese. Ainda assim, o mecanismo de Turing, por vezes
chamados de instabilidade forcada por difusao, chamou atencao de muitos pesquisadores e
acabou se tornando um mecanismo muito importante no estudo de formacao de padroes em
sistemas fora do equilibrio. Uma coisa notavel nesse mecanismo € que a difusao dos reagentes,

que geralmente exerce o papel de forca homogeneizadora do sistema, é o elemento chave para



a formagcao dos padroes heterogéneos finais.

Devido a generalidade do desenvolvimento inicialmente proposto por Turing surgiram
inimeros trabalhos tedricos, nos anos que se seguiram, utilizando o mecanismo de instabil-
idade forcada por difusao para explicar formacao de padroes em varias areas distintas, por
exemplo, formagao de padrdes de peles de animais [2, 3], padroes ecoldgicos em sistemas de
interagao entre espécies [4, 5] e padroes de concentragao em sistemas de reagentes quimicos
[6] (apesar de nao ter esse foco, o sistema proposto ¢é interessante para estudo de formagao
de padroes). Em [7] hd uma comparagao entre alguns modelos nos quais padroes de Turing
podem ocorrer.

Apesar do grande ntmero de trabalhos focando investigagao analitica e numérica, con-
firmacgao experimental da possibilidade de padroes estacionarios heterogéneos originados pelo
mecanismo de Turing sé foi feita no final da década de 80 (veja [3] para referéncias). Nas
duas ultimas décadas, diversos trabalhos surgiram mostrando evidéncias empiricas do mecan-
ismo de Turing, por exemplo, em padroes de listras de peixes [8], sistemas tridimensionais de
reagoes quimicas [9] e sistemas de desenvolvimento de organismos unicelulares [10].

No que tange a padroes ecolégicos de distribuicao de espécies, a importancia desse mecan-
ismo é mais dificil de ser avaliada. Primeiro, pela dificuldade empirica de se obter dados de
distribuicoes de espécies e, segundo, pelo fato de que as condicoes que devem ser impostas
sobre o meio, para testar se o padrao corresponde de fato ao mecanismo de Turing, dificil-
mente podem ser controladas. Ainda assim, alguns trabalhos tem apontando evidéncias de
formagcao de padroes de Turing em ambientes reais com condigoes adversas [11].

Até o momento, grande parte dos modelos havia focado na formacao de padroes de Turing
em meios continuos ou meios discretos com poucos sitios. Buscando uma nova abordagem,
Nakao e Mikhailov propuseram, em 2011, um modelo presa-predador para estudo da formacao
desses padroes em redes complexas relativamente grandes [12].

A teoria de redes complexas tem apresentado, nos tltimos 10 anos, um desenvolvimento
muito grande, apoiado principalmente pela disponibilidade de novos e mais precisos bancos de
dados referentes a redes reais e pelo desenvolvimento de poder computacional para tratamento
desses dados. Os resultados obtidos acerca da estrutura e dinamica dessas redes tem sido
aplicado em diversos estudos na Fisica, na Biologia e na Sociologia [13, 14].

Em Ecologia, a maioria dos trabalhos que faz uso da teoria de redes complexas a utiliza
para descricao e andlise de estrutura de redes de interacao entre espécies. Ha alguns trabalhos,
entretanto, que utilizam esse arcabouco tedrico para analisar redes espaciais, onde os nés da
rede representam sitios geograficos nos quais as espécies estao distribuidas [15]. A idéia da
descricao do espaco na forma de redes nao é nova em Ecologia Espacial, todavia, dados os
recentes avangos na teoria de redes, essa tem ganhado novas abordagens e ferramentas para
analise. Tal descri¢ao é particularmente 1til no estudo de habitats geograficamente isolados

(como lagos) ou ambientes fragmentados [16].



Modelos do tipo presa-predador sao muito importantes para se entender varios aspectos da
interacao entre duas espécies. A maioria dos trabalhos nessa area considera apenas a interacao
entre uma espécie de presa e uma espécie de predador, no entanto, muitas das cadeias troficas
reais sao compostas por intimeras espécies, de modo que um modelo que descreva a evolucao
de apenas duas pode deixar de lado aspectos ecoldgicos importantes. Tomando o trabalho
de Nakao e Mikhailov [12] como ponto de partida, é possivel generalizar seu modelo presa-
predador incluindo mais espécies e construindo uma cadeia tréfica maior, fazendo assim com
que interpretacgoes interessantes dos resultados, do ponto de vista ecoldgico, sejam possiveis.

Na presente dissertacao apresentamos os resultados de nossos estudos acerca da formagao
de padroes de Turing em Redes Complexas, considerando sistemas com mais de 2 varidveis
dinamicas. Tais variaveis podem tanto representar espécies, num problema ecologicamente
motivado, como variaveis dinamicas em um problema mais geral. Nosso foco é estudar quais
sao os elementos mais importantes da formacao de tais padroes em redes e que interpretacoes
podemos dar a esses, em termos de aspectos de formacao de padroes naturais reais.

O texto que segue esta dividido da seguinte forma: no capitulo 2, revisamos os aspec-
tos mais importantes da formulagao classica da formacao dos padroes de Turing em meios
continuos. Nesse capitulo definimos os sistemas de reacao-difusao com que trabalhamos e
derivamos as condigoes necessarias para que o padrao se forme. Damos também um exemplo
simples como forma de clarificar os conceitos trabalhados. No capitulo 3, fornecemos uma
breve revisao sobre teoria de redes complexas. Aqui, mostramos alguns dos conceitos mais
importantes para se caracterizar redes complexas, fornecemos alguns resultados recentes a
respeito de redes reais e discutimos os trés modelos de redes mais comumente utilizados: a
rede aleatoria, a rede mundo-pequeno e a rede livre de escala. No capitulo 4, mostramos
como o desenvolvimento feito para formagao de padroes pode ser aplicado quando trabal-
hamos ndo mais com meios continuos, mas com meios discretos (redes). Desenvolvemos as
condigoes para a formacao de padroes em redes em analogia direta com as condigoes expostas
no capitulo 2 e reproduzimos os principais resultados do artigo de Nakao e Mikhailov [12],
que foi base desse trabalho. No capitulo 5, apresentamos os resultados obtidos para o estudo
de formagao de padrdes de Turing em sistemas com mais de 3 varidveis dinamicas. Apre-
sentamos os sistemas que trabalhamos, analisando a utilidade dos mesmos para formacao
de padroes de Turing e, no modelo ecologicamente motivado, apresentamos resultados de
padroes nao-triviais de abundancia de espécies. Por fim, o ultimo capitulo apresenta as

conclusoes e algumas discussoes a respeito dos resultados obtidos.



Capitulo 2

Padroes de Turing em Meios

Continuos

2.1 Consideracoes iniciais

Esse capitulo tem por objetivo estabelecer o desenvolvimento bésico da teoria de formagao
de padroes de Turing em sistemas de reagao-difusao, considerando tempo e espaco continuos.
Apesar de esse nao ser o foco do trabalho que desenvolvemos, boa parte da andlise para
o caso continuo é bastante similar a andlise para o caso discreto, além do fato de que a
familiaridade com os conceitos aqui trabalhados trarda um melhor entendimento das escolhas
feitas nos desenvolvimentos posteriores. A maior parte do texto e figuras apresentadas nesse
capitulo sao adaptagoes do excelente livro de J.D Murray [3], o qual apresenta também uma
quantidade consideravel de referéncias adicionais sobre o tema.

Pode-se dizer que sistemas de reagao-difusao compreendem, por si s6, um campo de es-
tudo, tendo aplicacoes em diversas areas, como Fisica, Quimica, Biologia e Matematica. Nos
preocuparemos aqui com sistemas de reacao-difusao com dois graus de liberdade, assumindo

a forma genérica:

%—f = F(A,B)+ D,V*A
%—f = G(A,B) + DpV*B, (2.1)

onde F'(A, B) e G(A, B) sao as fungdes de interagao, com formas que dependem da natureza
da interacao entre A e B no problema que se pretende modelar. Para as aplicagoes que
concernem a formacao de padroes, tais fungdes sao sempre nao-lineares. As varidveis A(7, 1)
e B(r,t) podem representar, por exemplo, espécies interagentes num problema ecolégico ou
reagentes quimicos, sendo todas as possiveis interpretagoes também, obviamente, dependentes

da natureza do problema em questao. Por ora, na tentativa de um desenvolvimento mais



geral, nos referiremos a elas apenas como variaveis dinamicas. Por fim, D4 e Dp sao as
constantes de difusao que, num problema bem geral, podem variar tanto de acordo com a
posicao quanto com o valor das varidveis dinamicas num dado ponto. Por uma questao de
simplicidade, utilizaremos valores constantes para Dy e Dpg.

E importante notar que se o sistema

dA
o~ FAB)
dB
= —G(AB

possui uma solugao de equlibrio (4, B) (dada pela solugao de F(A, B) = G(4, B) = 0), entao
esta sera independente de 7 e, portanto, serda também solucao de 2.1. Suponhamos que esse
estado homogéneo (4, B) seja estavel na auséncia de difusdo. Se esse estado se torna instavel
ao considerarmos difusao das variaveis dinamicas, conforme a equagao 2.1, entao pequenas
perturbagoes espaciais em relagao a esse estado tendem a crescer. Essa instabilidade gerada
pelo processo difusivo é a base do mecanismo de formacao dos padroes de Turing.
Frequentemente na analise de sistemas dinamicos, é comum optarmos por trabalhar com
formas simplificadas e adimensionais das equagoes. De maneira geral, sistemas de reacao-
difusao podem, através de um conjunto adequado de adimensionalizacoes e reescalas, ser

escritos da seguinte forma:

uy = vf(u,v) + Vu
vy = vg(u,v) + dV>3v, (2.2)

onde todas as quantidades acima sao adimensionais e o subscrito ¢ denota diferenciagao em
relagdo ao tempo (um tempo adimensional, nesse caso). Essa forma é particularmente inte-
ressante por explicitar os parametros d, que se refere a razao entre as constantes de difusao,
e v, que pode ser relacionado a escalas de comprimento do problema. Além da simplificacao
dos calculos, a forma adimensional apresenta algumas vantagens no que tange a interpretacao
dos resultados. Tais interpretacoes serao tratadas ao longo do desenvolvimento formal.

Um determinado sistema de equacoes apresentard formacao de padroes dependendo cru-
cialmente das formas das funcoes f(u,v) e g(u,v) préximas ao estado estacionario uniforme,
bem como dos valores dos parametros v e d. Em especial, é necessario que as quantidades
u e v tenham taxas de difusdo diferentes (d # 1) e que uma das quantidades apresente um
termo auto-catalitico na dinamica (ou seja, pequenos aumentos dessa quantidade, em relagao
ao estado homogéneo, aumentam a produgao dessa prépria quantidade), a que muitas vezes
se refere como ativagao local.

Estabelecamos, pois, as condicoes para a formacao de padroes de Turing.



2.2 Analise de estabilidade linear e formacao dos padroes

Como dissemos anteriormente, a partir de um sistema de reacao-difusao, padroes de
Turing podem vir a ser formados se um ponto de equilibrio homogéneo desse sistema, que é
estavel (considerando pequenas perturbagoes) na auséncia de difusao, passar a ser instével a
pequenas perturbagoes espaciais, uma vez sujeitas as variaveis dinamicas ao processo difusivo.
Aqui nota-se uma das razoes para o grande interesse nesse tipo de padroes: é a difusao, que,
na maioria das vezes é tida como um processo homogeneizador, a responsavel pela formacao
da heterogeneidade espacial sobre o sistema.

A formulacao matemaética do problema exige que, além do sistema geral de equacoes 2.2,
tenhamos condigoes iniciais e de contorno. Consideramos aqui condicoes iniciais dadas e fluxo

nulo na fronteira do dominio. Definimos assim o seguinte problema:

uy = vf(u,v) + Vu

= v9(u,v) +dV?v
B (2.3)

u

(%
(ﬂV)( 0, para 7em OB
v
u(r,0) e v(r,0) dados

onde OB é a fronteira fechada do dominio B e n é o vetor unitario que aponta para fora na
fronteira de B. A razao para escolher fluxo nulo na fronteira é que nosso foco é a formacao do
padrao através da auto-organizacao das variaveis dinamicas, sem influéncia externa. Se tra-
balhassemos com condicoes de contorno nao nulas, o padrao no sistema poderia ser formado
com influéncia direta dessas condicoes.

Consideremos inicialmente o sistema na auséncia de difusao:

U = ’Yf(u, U)

Uy = ’Vg(uv U) (24>

O estado estacionéario homogéneo, ou ponto de equilibrio, (u,v), relevante, para qualquer

aplicagao, é a solucao positiva de:

f(@, )

0
g(u,v) =0

Vale notar que sistemas de reagao-difusao mais complexos podem vir a apresentar mais
de um estado estaciondario positivo. Isso introduz bastante complexidade ao problema, bem
como aos padroes formados, no entando, optamos por tratar apenas do caso com apenas um
estado estacionério positivo.

Estabelecendo pequenos deslocamentos em relagdo ao ponto fixo (@, v), definimos:



. ou u—1u
w = = _
o v—
Assim, aplicamos u e v conforme definidos acima nas equagoes 2.4 e, tomando a aprox-

imacao em primeira ordem das perturbacoes, temos:

d(ou)  (Of of
dt ! (6u) (,7) out <8U (a,7) o

d(ov) dg dg
dt ! (au>(u,v) Ut < v/ (a5) o

ou, em forma matricial:

wy = AW, A= Ju Ju (2.5)
Gu G (@,v)

onde os subscritos, novamente, indicam diferenciacao em relagao as variaveis. As derivadas
parciais sao sempre avaliadas no ponto fixo (@, v), de modo que, no desenvolvimento que
segue, omitiremos essa indicacao explicita. A matriz vA é conhecida como matriz Jacobiana
do sistema 2.4 ou, no contexto ecolégico, matriz de Comunidade.

Procuramos solugoes do tipo:

W o eM

onde A refere-se aos autovalores da matriz yA. Por essa forma, fica facil ver que se todos os
autovalores da matriz v A apresentarem Re A\ < 0, entao o ponto de equilibrio serd linearmente
estdavel (pra sermos mais precisos, assintoticamente estével), dado que as perturbagdes em
relagdo ao ponto fixo tenderao a zero (W — 0,se t — 00).

O polinomio caracteristico de yA é dado por:

det(vA — M) = A2 = 7(fu + go)A + V2(fulo — fogu) (2.6)

Assim, tomando as raizes de 2.6, obtemos os autovalores:

Ao = 27 [+ 00+ VT 0= 40— o) .7

Para que ambos os autovalores tenham Re A < 0, devemos ter:

(A) = fu+ g0 <0 (25)
det(A) = fugo — fogu >0 (2.9)

Uma vez que o ponto de equilibrio (@, ) é fungdo dos parametros presentes nas fungoes



f e g, as equagoes 2.8 e 2.9 estabelecem o primeiro conjunto de restrigcoes sobre esses.
Tomemos agora o sistema completo, 2.3, considerando a difusao das variaveis dinamicas.

Novamente, fazemos uma linearizagdo das equagoes em torno do ponto (u,v) e obtemos:

10
W, = yAwW + DV*5, D= ( . d) (2.10)

Note que, devido a presenca do operador laplaciano em 2.10, as solucoes W dessa equacao
dependem tanto do tempo quanto da posicao. O truque para resolver essa equacao é procurar
solugoes da forma:

W) =Y e Wi(), (2.11)
k

A

onde a dependéncia temporal é novamente dada por e e as fungoes Wy (7), que representam

a dependeéncia espacial, sao solugoes do seguinte problema de autovalor:
VEW, + K2W, = 0, (7 - V)Wk =0 para 7em OB (2.12)

Ora, mas as solugoes da equacao 2.12 sao ondas planas, sujeitas as condi¢oes de contorno
do problema original! Dessa forma, o que fazemos ao escrever w(7,t) conforme 2.11 é consid-
erar uma superposicao de ondas planas (permitida pela a linearidade do problema), sendo os
coeficientes ¢, obtidos por andlise de Fourier a partir das condigoes iniciais dadas (pode-se
também pensar que sendo Wi, autofuncoes do operador hermitiano V2, elas formam uma base
para o espago em questao, de modo que a perturbagao @ pode ser expandida nessa base). O
autovalor k é, por vezes, chamado nimero de onda e 1/k é proporcional ao comprimento de
onda, w.

Para determinacao da estabilidade do ponto (@, 7) estamos interessados no fator A que
determina a dependencia temporal. Substituindo 2.11 em 2.10 e cancelando os termos e*!,

temos:

)\Wk = ’YAWk + DV2Wk
= ’)/AWIC - Dk2Wk
— (M —yA+ kD)W, =0 (2.13)

Exigindo solugoes nao-triviais W, para o sistema homogéneo 2.13, temos entao que A sera

dado pelas raizes do polinomio caracteristico:

det(A — A+ k2D) = X2 + A[K2(1 + d) — v(fu + g0)] + h(K?) (2.14)



onde:
h(k?) = dk" — y(df, + g,)k* + 7*det(A)

Temos, portanto, que as raizes de 2.14, serao:

Ay = % {—W(l +d) = y(fu+ 9.)] £ VIRA+d) = (fu + 90)]2 — 4h(k2)} (2.15)

Para que o ponto (u,v) seja instdvel a perturbagdes espaciais, devemos ter, para pelo
menos um dos A, Re A(k) > 0, para algum k£ # 0. Todavia, como (f, + ¢,) < 0 (dada a
condigao 2.8 que derivamos anteriormente), entao [k*(1+d) —y(f.+g»)] > 0. Assim, a tinica
forma de que se tenha Re A(k) > 0 é se tivermos h(k?) < 0, para algum k # 0.

Observando a expressao de h(k?), uma vez que a condigio 2.9 impoe det(A) > 0, vemos
que a unica possibilidade de que h(k?) seja negativo é que se tenha (df, + g,) > 0. Essa
nova condigao, em conjunto com a condic¢do (f, + ¢,) < 0, impoe que se tenha d # 1 (caso
contrario, haveria uma contradigao) e que f, e g, (aplicados no ponto de equilibrio) tenham
sinais opostos. Ressaltamos, portanto, uma condicao adicional obtida para a formagcao dos
padroes:

dfy + go > 0 (2.16)

E facil notar, dada a presenca dos outros termos em h(k?), que a condi¢ao 2.16 nao é

suficiente para que se tenha h(k?) < 0. Para determinar o ponto minimo de h, fazemos:

(dfu + gv)
2d

= 2dk* — y(df, + g,) = 0= k2 =
05 V(dfu + 90) c ="
onde, k? é o valor de k% no qual a funcao h(k?) é minima. O ponto minimo é dado, portanto,

por:

(dfu + gv)?

Pumin = 7* |det(A) —
7" |det(A) i
Dessa forma, da condi¢ao de que h(k?) < 0 para algum valor k? # 0, obtemos mais uma

condicao sobre os parametros:

(dfu + gv)2
4d

Vemos aqui que o valor de h,,;, depende também do parametro d. Podemos estabelecer

> det(A) (2.17)

o valor critico do parametro d a partir da condicao h,,;, = 0. Esse valor critico marca a
transicao na mudanca de sinal do minimo da funcao h. Sendo d. o valor critico de d nessa

transicao, esse pode ser obtido pela raiz positiva da equacao:

(defu + gv)2

det(A) = v

= d2f2 +22f0u — fugo)de + g2 =0

Na figura 2.1 temos as variacoes tipicas de h e Re A como funcoes de k? para diferentes



intervalos de variagao de d.

h Re A NUmeros de onda
de modos instaveis

det (A) d>dc

Figura 2.1: Variacdes tipicas de h e de Re A (para o maior autovalor \) como funcdes de k? para diferentes
intervalos de variagao de d. Figura adaptada de [3].

Pela figura 2.1(a) fica facil ver como se dd a mudanga do sinal de h. Para valores de d
maiores que o valor critico, todos os valores de k? que correspondem a valores de h menores
que zero, correspondem, como se vé na figura 2.1(b), a valores de Re A maiores que zero, ou
seja, esses sao os numeros de onda que determinam os modos instaveis. Como esses modos
instaveis apresentam Re A > 0, enquanto que para os outros modos se tem Re A < 0, esses

sao preponderantes para a formacao do padrao, uma vez que, para tempos longos, se tem:

ko
W) =Y () = () ~ Y e (), (2.18)
k k1

em que os valores de k? e k3 sao obtidos através de h(k*) = 0 e sdo dados por:

K2 = 21d [(dfu + g0) — \/(dfa + 90)2 — 4d(det A)}
k2 = % [(dfu + o) + V/(dfu + 90)2 — 4d(det A)} (2.19)

Vale aqui ressaltar que quando se trabalha com dominios finitos, o conjunto dos autoval-
ores da equacao 2.12 é discreto e nao continuo. Dessa forma, em vez de ter um continuo de
nimeros de onda representando modos instaveis, como na figura 2.1, teremos um conjunto
de pontos que representam tais modos. Além disso, nesse caso, é possivel que o valor critico
de d, para o qual aparece o primeiro modo instavel, seja ligeiramente maior que o calculado
para o caso continuo.

Por fim, é importante lembrar que, por mais que os termos na equacao 2.18 parecam

divergir para tempos longos, a expressao das perturbacoes nessa forma sé vale para valores
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pequenos, no limite em que é valida a andlise linear. Para tempos longos, as perturbagoes
sao limitadas pelos termos nao-lineares nas equagoes da dinamica e acabam por formar os
padroes heterogéneos propriamente ditos. Para que isso seja verdade, uma premissa bésica
do modelo é que exista um conjunto limitado, considerando valores positivos de u e v, ao
qual as solucoes de 2.3 estejam confinadas.

Nesse ponto, é interessante resolver um exemplo simples para mostrar como se da a
formacao do padrao de Turing. Tomemos o seguinte sistema reacao-difusao unidimensional,
cujas equacoes foram propostas por Schnakenberg, em 1979, para estudar oscilacoes quimicas

(veja referéncias em [3, 6, 17]):

d d2
d_q; = 7 f (U, 0) + Uge = Y(a — u +u?v) + —d;;
dv N d*v
= = 79w 0) + dvgg = (b — w?v) + ds, (2.20)

considerando o dominio = € (0, p), com p > 0, e fluxo nulo na fronteira.

O estado homogéneo positivo, (u,v), obtido por f(u,v) = g(u,v) = 0 é dado por:

_ _ b
u=a+b, ’U:m, b>0, a+0>0 (221)

e as derivadas parciais, avaliadas no estado homogéneo, sao:

b—a
[ —— v — bQ
—2b
Gu = a——i—b’ g = —(a+ b)2 (2.22)

Como mostrado anteriormente, nos valemos do problema de autovalor:

W .
W =0
dx? + ’
que tem solucoes dadas por:
W, (z) = Ancos(nmx/p), n==+1,+2, ... (2.23)

onde A, sio constantes dependentes das perturbagoes iniciais e os autovalores sao dados
pelos valores discretos k = nm/p. Vemos assim que, se as condigdes 2.8, 2.9, 2.16 e 2.17 s@o
atendidas e existe pelo menos um dos autovalores dentro do intervalo definido por 2.19, entao
a autofunc¢ao (ou modo) correspondente a esse autovalor é linearmente instavel.

Nesse ponto, vale notar algo interessante. Se reescrevemos o intervalo definido por 2.19,
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temos:

2
vL(a,b,d) = k* < k? = (T> < k2 =~M(a,b,d), (2.24)
P

onde L(a,b,d) e M(a,b,d) sdao obtidos substituindo 2.22 em 2.19.

Aqui a escala, definida por 7, tem um papel muito importante: se v for muito pequeno, de
modo que nenhum dos autovalores permitidos se encontre no intervalo dado por 2.24, entao
todos os modos sao estaveis e as solucoes do sistema dinamico tenderao sempre ao estado
homogeéneo.

Suponhamos que o valor de ~ seja ajustado de modo que apenas o autovalor correspon-
dente a n = 1 se encontre dentro do intervalo dado por 2.24. Assim, o tinico modo instavel

é cos(mx/p) e as perturbagoes crescem com (veja equagao 2.18):

7r2
w(x,t) ~ C’le)‘(?>tcos (E> (2.25)
p
2 -
onde \ é dado por 2.15, sendo f., fo, gu € g, dados por 2.22 e k? = — - A constante C ¢,
p

como ja mencionado, determinada através das condigoes iniciais. SO para ter uma idéia do
que ocorre, tomemos C] = (¢, €), sendo € um valor pequeno. Da defini¢ao de W, temos que a

variavel u é dada por:

72
u(x,t) ~u+e 6A<P7)tcos (E) (2.26)
p

A figura 2.2(a) ilustra o que ocorre com a varidvel dinamica w.

U > ug

u < Ug

Figura 2.2: Em (a), ilustragao representativa do padrao formado para tempos longos a partir de pequenas
perturbagoes em relagdo ao estado estaciondrio. Em (b), representagdo do padrao em regides
de alta concentragdo de u (acima do valor estaciondrio), representada como regido escura, e
baixa concentragdo de u (abaixo do valor estaciondrio), representada como regido clara. Aqui
usa-se ug para o valor estaciondrio em vez de @. As figuras foram retiradas de [3].

A partir de pequenas perturbacoes em relacao ao estado estaciondrio, o padrao comeca

a se formar, tomando a forma do dinico modo instavel, que é cos(mx/p) (as amplitudes dos
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demais modos, que s@o estaveis, tendem a zero). Dai, para tempos muito longos, forma-se
um padrao heterogéneo no intervalo (0, p), que nao difere muito da forma do cosseno.

Outra maneira particularmente interessante de se representar o padrao formado é da forma
mostrada na figura 2.2(b). Aqui, a regido escura representa concentracao da quantidade u
acima do valor estacionario e a regiao clara, abaixo do valor estacionario.

Vemos dessa forma, que a analise linear determina as condi¢bes que os parametros do
problema devem satisfazer para que haja a formacao dos padroes, além de, para muitos
dos casos, ser capaz de estimar a forma final do padrao. Os casos de padroes formados em
dominios bi e tridimensionais podem ser facilmente generalizados, embora a andlise linear
nao seja tao eficaz em estimar os padroes formados. Mesmo assim, essa ainda serve como
um guia importante para se ter uma idéia da variedade de padroes possiveis, o que constitui

uma predigao tedrica importante em muitos estudos de biologia do desenvolvimento.
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Capitulo 3

Redes Complexas

3.1 Introducao

Nesse capitulo, apresentamos uma introducao a teoria de redes complexas, mostrando
alguns problemas que fazem uso dessas ferramentas, medidas estruturais importantes e os
modelos de construgao mais comumente utilizados. Nao pretendemos aqui fazer uma apre-
sentacao completa de todos os resultados, o que certamente fugiria ao escopo desse trabalho,
mas construir uma referéncia rapida para varios conceitos que serao importantes nas dis-
cussoes que seguem. Texto e figuras presentes nesse capitulo foram inspirados ou adaptados
das referéncias [13] e [14], as quais indicamos fortemente para o leitor que queira se aprofundar
no assunto.

O que chamamos de rede complexa é o que é comum se definir em Matematica ou em
Computacao como grafo. Grafos nada mais sao do que abstragoes matemdticas para um
problema com elementos interagentes. Dessa forma, para se definir um grafo sao necessarios
dois conjuntos: um conjunto de nds (ou vértices) e um conjunto de links (ou conexdes).
Os nos representam os elementos do problema original, que de, alguma forma, devem ser
individualizados, podendo representar moléculas, individuos, setores de uma empresa, sitios
espaciais, dentre uma infinidade de outras possibilidades que dependem, obviamente, da
natureza do problema em questao. Os links representam alguma forma de interacao entre os
elementos e também dependem da natureza do problema.

A utilizacao de grafos para resolucao de problemas em Fisica e Matematica nao é algo
novo. B comum se referir ao infcio da teoria de grafos com a resolucao, em 1736, por
Leonard Euler, do problema das sete pontes de Kdnigsberg [18]. Em Fisica, em especial
em Mecanica Estatistica, redes unidimensionais ou reticulados bidimensionais, ja vem sendo
utilizados ha um bom tempo em modelos focando os mais diversos tipos de problemas. O
adjetivo “complexas” usado para se referir as redes que aqui tratamos tem sido utilizado

para se estabelecer uma distincao entre a estrutura nao-trivial de ligagoes dessas em relagao
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a topologia regular dos reticulados e redes unidimensionais.

Uma das razoes para o crescente aumento de interesse em problemas envolvendo redes
complexas nos 1ltimos anos é a disponibilidade de novos bancos de dados a respeito de estru-
turas de redes reais, em contextos muito diversos, como biologia, sociologia e economia, por
exemplo. Tais bancos de dados, possiveis gracas a inimeros a avancos na area de tecnologia
de informacao, tem fornecido uma base empirica nunca antes alcangada, tanto em termos
de precisao quanto em termos de quantidade de dados, possibilitando muitos avangos nesse
campo.

A maneira mais usual de representar a estrutura de ligacoes de uma rede complexa com N
nés é através da Matriz de Adjacéncia, A = {A;;}. Essa é uma matriz N x N em que A;; =1
se 0 n6 7 esta relacionado com o né j e A;; = 0 se esses nés nao estao relacionados. Note que
estando o né i relacionado com o né j, nao é necessario que j também esteja relacionado com
i. Nesse caso, temos o que chamamos de um grafo direcionado, uma vez que ha uma “dire¢ao”
para a interacao entre os nés. No caso em que a presenca de um link indica sempre uma
interagao mutua, temos um grafo nao-direcionado e a matriz de adjacéncia é simétrica. Na
figura 3.1 mostramos as representagoes graficas de um grafo nao-direcionado (figura 3.1(a))

e de um grafo direcionado (figura 3.1(b)) e suas respectivas matrizes de adjacéncia.

0 0

:
Q

WwnN—=20O

olololo) o)
A a0a|a
- OOoOoOo|N
OO0O—+ W

eoNeF Jolle
_ O ==
- O=0(N
O_L_Lo (&%)

WwnN—=-0O

(a) (b)

Figura 3.1: Representacao grafica de um grafo nao-direcionado, apresentando matriz de adjacéncia
simétrica, (a), e representacdo grafica de um grafo direcionado, apresentando matriz de ad-
jacéncia nao simétrica, (b). Figura adaptada de [14].

H&a varias formas de caracterizar a estrutura de uma dada rede complexa e essa
caraterizacao é muito importante quando se quer estudar processos dinamicos nessa rede
ou quando se quer entender como se forma a estrutura de interacoes a partir de processos
auto-organizados.

Talvez a medida mais comum para caracterizar a importancia de cada né na rede seja o
grau. O grau de um determinado né, num grafo nao-direcionado, é simplesmente o niimero

de links (ou, se preferir, o nimero de vizinhos) que aquele né apresenta. A partir da matriz
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de adjacéncia, o grau, k;, do n6 i é dado por:

ki =Y Aj (3.1)

Conhecendo-se os graus de todos os nds da rede, podemos perguntar qual a probabilidade
de que um né, escolhido aleatoriamente, apresente grau k. Conhecendo tais probabilidades
para todos os valores de graus possiveis na rede, podemos construir uma distribuicao de
probabilidade, P(k), frequentemente chamada distribui¢ao de grau.

E interessante o fato de que, para muitas das redes reais que se tem estudado, em contextos
completamente diferentes, as distribuigoes de grau apresentam-se na forma de leis de poténcia,
P(k) ~ k=7, com valores bem préximos do expoente 7y, o que sugere algum mecanismo comum
de auto-organizacao na formacao dessas redes, apesar de terem uma natureza tao distinta.

Uma distribuigao de grau na forma de lei de poténcia indica que os nds sao bastante
heterogéneos quanto a estrutura de suas ligagoes: existem muitos nés com poucos links e
poucos nos com muitos links. Esses nés muito conectados, por vezes chamados de “hubs”,
apesar de poucos, tem um papel muito importante nos processos dinamicos nessas redes,
principalmente no que diz respeito a transferéncia de informacao.

Outro elemento crucial para se entender processos dinamicos é como se mede distancia
nessas redes. Da maneira como definimos essas redes anteriormente, podemos dizer que os
nos nao tem uma posicao definida num espago fisico, de modo que nao se pode definir uma
distancia euclidiana entre eles. Quando dizemos que para definir a rede necessitamos apenas
de um conjunto de nés e um conjunto de links, subentende-se que importa apenas quem estd
ligado com quem e nao onde cada nd se encontra.

Portanto, quando se trata de distancia em redes complexas, geralmente se trabalha com
a distancia topoldgica. Assim, a medida mais usual de distancia em redes é chamada menor
comprimento de caminho, l;;, definida como o nimero de links percorridos pelo menor cam-
inho entre os nés 7 e j. Quando nao ha nenhum caminho entre os dois nés, definimos /;; = oo.
Se tomamos a média sobre todos os pares de nds possiveis na rede, temos o menor compri-

mento de caminho médio, (l), da rede:
0 = ——— > L (3-2)
NN 1) 4 '

onde a soma ¢ feita sobre todos os valores possiveis de 7 e de j e a média é feita considerando o
nimero total de pares possiveis (e desconsiderando o fator 2, dado que os somatérios contam
duas vezes 0 mesmo caminho).

Para uma rede totalmente conectada (cada né conectado com todos os outros), temos

(I) =1 e para um reticulado d-dimensional, o menor comprimento de caminho médio escala
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como (I) ~ N4 Curiosamente, o que muitos dos estudos recentes tem mostrado, é que o
menor comprimento de caminho médio de redes reais geralmente cresce com o tamanho da
rede de forma bem mais “lenta” do que em reticulados.

Essa caracteristica, de que existe um caminho relativamente curto entre quaisquer dois
nés numa rede complexa, ficou conhecida como efeito mundo pequeno (ou, como usado com
mais frequéncia, small world effect). Esse efeito, todavia, nao é algo novo. Em 1967, Milgram
(hé referéncias a esse trabalho em [14]) realizou um experimento que consistia em enviar car-
tas para varias pessoas aleatérias nos Estados Unidos pedindo que essas enviassem cartas
a seus conhecidos, pedindo que esses também as enviassem, de modo a construir um cam-
inho de cartas até uma pessoa escolhida pelo experimento. O que Milgram verificou é que
as cartas que chegaram ao destino final tinham um comprimento de caminho médio de 6
pessoas. A partir dai, foi cunhada a expressao “seis graus de separacao” (por vezes perigosa-
mente extrapolada ao se afirmar que quaisquer duas pessoas no mundo estao separadas por
6 pessoas).

Em 2007, uma imensa rede social mundial, construida a partir de trocas de mensagens
pelo Microsoft Messenger [19], teve varios aspectos analisados, dentre eles o comprimento de
caminho médio, em que se constatou um valor de 6,6. Mais recentemente, um outro exper-
imento, com uma metodologia bastante similar a do experimento de Milgram, foi proposta
pelo Yahoo, utilizando a rede social do Facebook, para testar a hipdotese dos “seis graus de
separagao” [20]. Os resultados desse experimento nao foram ainda publicados.

Outra caracteristica muito comum de redes reais é a tendéncia de formacao de agrupa-
mentos de nés. Estando um né i conectado a um né j e, ao mesmo tempo, conectado a outro
noé [, essa tendéncia a formacao de agrupamentos caracteriza uma probabilidade alta de que
j também esteja conectado a [. Pensando numa rede de contatos sociais, essa caracteristica
refere-se a tendéncia de que os nossos amigos também sejam amigos entre si.

Sendo k; o grau do né 7 e sendo e; o nimero de links entre os k; vizinhos do né i, o
coeficiente de agrupamento (também conhecido como clustering ou transitivity coefficient),

C;, é definido da seguinte maneira:

€;

Ci= k(s — 1)/2°

(3.3)

ou seja, C; é dado pela razao entre o niimero real de ligagoes entre os vizinhos e o niimero de
ligacoes possiveis entre os vizinhos. Da defini¢ao de e;, pode-se mostrar que seu valor pode

ser obtido através da matriz de adjacéncia por:

1
€; = 5 Z AijAleli

gl

Por 3.3, é facil ver que C; varia de 0 a 1, onde C; = 0 se nao ha conexoes entre os vizinhos

17



e C; = 1 se todos estao conectados entre si. Se k; < 1, definimos C; = 0. A figura 3.2 mostra

trés exemplos de calculo do coeficiente de agrupamento para pequenos grafos.

CZO C=05 C=1

Figura 3.2: Coeficientes de agrupamento do né central (escuro) para cada um dos grafos.

Para avaliar a tendéncia de agrupamentos na rede, a quantidade utilizada com mais

frequencia é o coeficiente de agrupamento médio:
1
(C) = ~ Z C; (3.4)

Existem vérias outras medidas para se avaliar a importancia de um determinado né ou
link, bem como outras propriedades estruturais da rede, todavia, focaremos nas trés anteri-
ormente apresentadas: distribuicao de grau, comprimento de caminho médio e coeficiente de

agrupamento médio.

3.2 Alguns resultados empiricos

A tabela 3.1 apresenta uma compilacao de resultados referentes a redes reais em diferentes
contextos (veja [13] e as referéncias ali citadas). Para cada rede, sdo indicados o tamanho
(nimero de nés), o grau médio (k), o comprimento de caminho médio ¢ e o coeficiente de
agrupamento médio, C'. Também sao fornecidos, para fins de comparagao, o comprimento de
caminho médio, £,.,4, € 0 coeficiente de agrupamento médio, C.4,q, para um grafo aleatorio
(ver préxima segao) de mesmo tamanho e grau médio.

Como se pode notar, apesar da natureza completamente distinta dessas redes, todas
apresentam o efeito de mundo pequeno, com comprimentos de caminho médios bem menores
que o tamanho das redes. A comparacao desses comprimentos de caminho médios com
os comprimentos de caminho médios para as redes aleatdrias, que, como se sabe, também
apresentam efeito de mundo pequeno, mostra que os valores sao bem préximos, indicando
que deve existir nas redes reais links de longo alcance, interligando grupos distintos de nos.

Todavia, quando comparamos os coeficientes de agrupamento das redes reais com as redes
aleatdrias, que nao apresentam tendéncia a formagao de agrupamentos de nés, vemos que os

valores para redes reais s@o, em geral, bem maiores que os valores para redes aleatérias (em
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Network Size (k) / / vand C Crand Reference Nr.

WWW, site level, undir. 153127 35.21 3.1 3.35 0.1078  0.00023 Adamic, 1999 1
Internet, domain level  3015-6209 3.52-4.11 3.7-3.76 6.36-6.18 0.18-0.3  0.001 Yook et al., 2001a, 2
Pastor-Satorras et al., 2001
Movie actors 225226 61 3.65 2.99 0.79 0.00027 Watts and Strogatz, 1998 3
LANL co-authorship 52909 9.7 5.9 4.79 0.43 1.8%10™* Newman, 2001a, 2001b, 2001c 4
MEDLINE co-authorship 1520251 18.1 4.6 491 0.066 1.1x1073 Newman, 2001a, 2001b, 2001c 5
SPIRES co-authorship 56 627 173 4.0 2.12 0.726 0.003 Newman, 2001a, 2001b, 2001c 6
NCSTRL co-authorship 11994 3.59 9.7 7.34 0.496  3x10"* Newman, 2001a, 2001b, 2001c 7
Math. co-authorship 70975 3.9 9.5 8.2 059  54x107° Barabasi et al., 2001 8
Neurosci. co-authorship 209293 11.5 6 5.01 0.76  55x107° Barabasi et al., 2001 9
E. coli, substrate graph 282 7.35 29 3.04 0.32 0.026 Wagner and Fell, 2000 10
E. coli, reaction graph 315 28.3 2.62 1.98 0.59 0.09 Wagner and Fell, 2000 11
Ythan estuary food web 134 8.7 243 2.26 0.22 0.06 Montoya and Solé€, 2000 12
Silwood Park food web 154 4.75 3.40 323 0.15 0.03 Montoya and Solé, 2000 13
Words, co-occurrence 460.902 70.13 2.67 3.03 0.437 0.0001  Ferrer i Cancho and Solé, 2001 14
Words, synonyms 22311 13.48 4.5 3.84 0.7 0.0006 Yook et al., 2001b 15
Power grid 4941 2.67 18.7 12.4 0.08 0.005 Watts and Strogatz, 1998 16
C. Elegans 282 14 2.65 225 0.28 0.05 Watts and Strogatz, 1998 17

Tabela 3.1: Caracteristicas gerais de redes reais. De acordo com os nimeros da direita, temos: rede de
websites interligados por hiperlinks (1), rede de distribuicao fisica de Internet (2), rede de
participagdo de atores em filmes comuns (3), redes de colaboragoes cientificas em artigos comuns
(4-9), redes metabdlicas de Escherichia coli (10-11), redes tréficas (12-13), redes de correlagoes
de palavras em textos (14-15), rede de distribuigao elétrica (16) e rede neural de C. elegans
(17). Essa tabela e as referéncias aos trabalhos podem ser encontradas em [13].

alguns casos, até 4 ordens de grandeza). Isso mostra uma forte tendéncia de formacao de
grupos muito interconectados em redes reais e indica que deve haver algum mecanismo que
favoreca esse tipo de estrutura no processo de formacao dessas redes.

Quando analisamos as distribuigoes de grau, ¢ comum dividir as redes em duas classes:
as estatisticamente homogéneas e as estatisticamente heterogéneas. As redes homogéneas
apresentam nos com valores de grau proximos ao valor médio, com distribuicoes de grau
geralmente em forma de “sino”, que se aproximam de formas gaussianas ou distribuigoes de
Poisson. Esse decaimento rapido da distribuigao é por vezes referido como “light tail”. J&
as redes heterogéneas apresentam probabilidades nao despreziveis de se encontrar nés com
valores muito distintos de grau. A existéncia de nds com valores de grau bem maiores que o
valor médio faz com que o decaimento das distribuicoes de grau seja bem lento, daf elas serem
chamadas de distribuigoes com “heavy tails”. A figura 3.3 mostra algumas distribuigoes de
grau para redes reais heterogéneas.

Muitas vezes, as distribuigoes com “heavy-tail” podem ser aproximadas por leis de poténcia,
P(k) ~ k™7, (que apresentam aspecto linear num grafico com as ordenadas e abscissas em
escala logaritmica) indicando, como ja falado, a existéncia de hubs. A existéncia desses hubs,
juntamente com a existéncia de nés com todos os valores intermedidrios de grau, mostra que,
pelo menos no aspecto da conectividade, a rede foge a um comportamento tipico, ou seja,
o valor médio do grau, (k), deixa de ser uma escala significativa para a andlise, o que leva

essas redes a serem também chamadas de redes livres de escala (ou “scale-free”).
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Figura 3.3: Distribuicoes de grau para redes reais. De cima para baixo e da esquerda para direita, temos:
rede internacional de aeroportos, rede de participacao de atores em filmes comuns, rede de
distribuicao fisica de Internet e rede de websites interligados por hiperlinks. A rede de websites
é construida de forma direcionada e aqui é apresentada a distribuicao de links que apontam
“para dentro” do né. Figura retirada de [14].

3.3 Modelos de redes complexas

3.3.1 Rede aleatéria - Modelo de Erdos e Rényi

No trabalho cldssico de Erdés e Rényi (ver referéncias em [14]), um grafo aleatério é
definido como um conjunto de N nés indexados e um conjunto de n links, escolhidos aleato-
riamente entre os N (N — 1)/2 links possiveis.

Outra forma equivalente de definir um grafo aleatério é comecar com N nos indexados e
ligar cada par de nés com uma probabilidade p. Dessa forma, o nimero total de links é uma
variavel aleatéria com valor esperado (n) = p[N(N — 1)/2] (note que, por esse processo de
construgio, o que obtemos é um ensemble de grafos Gy, com 2V (N=1)/2 clementos a partir
do qual muitas das suas propriedades podem ser obtidas).

O modelo proposto por Erdos e Rényi, apesar de bem simples, se configura como uma
abordagem importante para o estudo de redes complexas. Uma rede construida dessa forma
expressa uma completa falta de conhecimento a respeito dos mecanismos responsaveis pelo
surgimento das ligagoes entre os nés (o maximo que se pode dizer é que uma ligagdo entre
dois dados nés pode existir com uma probabilidade p). Dessa forma, podem ser muito utéis
também como forma de comparacao ao se estudar mecanismos de formacao de links em redes
reais.

A figura 3.4 mostra trés redes aleatérias construidas com diferentes probabilidades p:
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Figura 3.4: Representacoes graficas de redes aleatérias com N = 100. Em (a), p=0,009, em (b), p=0,05 e
em (c), p=0,5. As representacoes foram construidas com o software Pajek.

Uma vez que cada link contribui para o grau de dois vértices, obtemos o grau médio de

um grafo aleatério por:
(k) =— =N -1p=Np (3.5)

onde a ultima equagao é valida para N grande.
De acordo com a equagao 3.5 e os parametros da figura 3.4, temos: para 3.4(a), (k) ~ 0,9,
para 3.4(b), (k) ~ 5 e para 3.4(c), (k) ~ 50. O grau médio, (k), de uma rede aleatéria é um

fator muito importante para avaliar a estrutura de conectividade. De modo geral:

Para (k) < 1 nao ha ciclos e as redes sdo compostas de pequenas sub-redes pouco

conectadas.

Para (k) > 1 aparece um componente (sub-rede) gigante, ou seja, a maioria dos nés da
rede estd conectada a essa componente, existindo poucos nés isolados. Aqui observa-se

uma transicao de fase similar a transicao de percolacao para dimensao infinita.

Para (k) > In(N) quase nenhuma rede que se obtém com os mesmos parametros

apresenta elementos isolados.

Dado que p é a probabilidade de se criar um link, a probabilidade de se criar um noé
com k links deve ser igual a probabilidade de que esse seja ligado a outros k nds e nao
ligado ao demais N — 1 — k (levando-se em conta todas as formas de se fazer isso). Como o
estabelecimento de cada link é um evento independente, a distribuicao de grau, P(k) para

essa rede aleatéria é dada pela distribuicao binomial:

N -1

Pk = ("

PP —p)N Tt (3.6)

que, no limite de N muito grande e para (k) = Np constante, pode ser aproximada pela
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distribuicao de Poisson:

iy (B
P(k) = e >T (3.7)

A figura 3.5 mostra a distribuigdo de grau referente a uma rede aleatéria gerada por

simulagao numérica.
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Figura 3.5: Rede aleatdria gerada por simulagao numérica. Para essa rede, N = 10000 e p = 0.0015. Note
que a distribuigio é centrada em torno de (k) = Np = 15. A curva de ajuste corresponde a
uma distribuicao de Poisson, como na equagao 3.7.

Como pode-se notar pela figura 3.5, a distribuigao de grau decai muito réapido (exponen-
cialmente) para valores grandes de k, sendo que as probabilidades de encontrar nés com grau
k s6 sao significativas em torno de (k). Dessa forma, o modelo de Erdés e Rényi se configura
como o caso mais simples de rede estatisticamente homogénea que apresenta um componente
de aleatoriedade nos valores dos graus.

Devido a independéncia das conexoes entre os nés, podemos facilmente calcular o coefi-
ciente de agrupamento, (C) para a rede aleatéria. Como, para cada nd, a probabilidade de
que dois dos seus vizinhos sejam conectados é p, para k; vizinhos, temos e; = p[k;(k; — 1)/2].
Pelas equacoes 3.3 e 3.4, temos: )

(©)=p="4 (33)

Da equagao 3.8 vemos que, para um valor fixo de (k), o coeficiente de agrupamento diminui
com o tamanho da rede, indo a zero no limite de N muito grande. Isso leva a conclusao de
que a falta de tendéncia de agrupamento entre os nés é um elemento intrinseco do modelo,

que surge devido a completa aleatoriedade na definicao dos links.
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Para o comprimento de caminho médio, ([), pode-se fazer uma demonstracao rigorosa,
mas nao a faremos aqui (ver [14] para referéncias). De maneira geral, (I) estd relacionado

com N e com (k) da seguinte maneira:

(3.9)

O fato de (I) crescer logaritmicamente com N para redes aleatérias, e nao como alguma
lei de poténcia, mostra que essas redes também estao sujeitas ao efeito de mundo pequeno,

como discutimos qualitativamente acima.

3.3.2 Rede mundo pequeno - Modelo de Watts e Strogatz

Como vimos, pela construcao de Erdds e Rényi, é possivel obter redes que apresentam
efeito de mundo pequeno, com crescimento logaritmico do comprimento de caminho médio
em funcao do tamanho da rede, o que parece ser uma caracteristica marcante de muitas
redes reais. Todavia, as redes aleatorias geradas por esse modelo apresentam coeficientes
de agrupamento que tendem a zero com o aumento do tamanho da rede, mostrando-se bem
diferentes de redes reais, que apresentam coeficientes de agrupamento relativamente altos e
aparentemente independentes do tamanho da rede.

Com base nesse problema, Watts e Strogatz [21] propuseram um modelo capaz de cons-
truir redes de caracteristica intermediaria entre redes regulares, que apresentam valores rel-
ativamente altos para coeficiente de agrupamento e comprimento de caminho médio, e redes
aleatdrias, com valores bem menores para essas duas quantidades. Assim, conseguiram con-
struir redes com efeito de mundo pequeno e coeficientes de agrupamento relativamente altos.
As redes provenientes do algoritmo de Watts e Strogatz sao por vezes chamadas redes mundo
pequeno (small world networks).

A construcao proposta pelo modelo é bem simples. Comeca-se com uma rede unidimen-
sional regular com condigbes periédicas (um anel) com N nés, sendo que cada né é ligado
simetricamente com seus K vizinhos mais préximos (K /2 a esquerda e K/2 a direita), como
na figura 3.6(a). A partir dai, cada link é reescrito com uma probabilidade p, escolhendo-se
aleatoriamente outro né com o qual sera feita a ligacao, evitando auto-conexoes e links dupli-
cados, e mantido com uma probabilidade 1 — p. Dessa forma, sao obtidas redes com (k) = K
e com o mesmo numero de nés e links, mas com um efeito de aleatorizagao na escrita dos
links que varia de p = 0 (rede regular) a p = 1 (aleatéria).

Na figura 3.6 podemos ver trés redes construidas através desse processo, com trés difer-
entes probabilidades de reescrita dos links, p.

Como podemos notar na figura 3.6(b), com uma probabilidade de reescrita nao tao grande,

ja é possivel que sejam criados “atalhos” na rede, ou seja, links entre nés distantes, enquanto
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Figura 3.6: Representacoes graficas de redes mundo pequeno com N = 20 e K = 4. Em (a), p=0,00, em
(b), p=0,05 e em (c), p=1,00. As representagoes foram construidas com o software Pajek.

ainda sao mantidos muitos dos links locais. Dessa forma, os menores comprimentos de cam-
inho sao bastante reduzidos, enquanto que, mantendo boa parte dos links locais, o coeficiente
de agrupamento ainda se mantém muito préximo do valor encontrado na rede regular.

Essa idéia de criacao de links distantes tem bastante coeréncia no contexto social, em
que a maioria das pessoas que conhecemos pertencem a circulos sociais proximos (amigos do
trabalho ou da faculdade, por exemplo), mas sempre temos conhecidos que moram em outro

estado ou pafs.
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Figura 3.7: Coeficiente de agrupamento médio (quadrados) e comprimento de caminho médio (circulos)
como fungao da probabilidade de reescrita, p, para o modelo de Watts e Strogatz. Os valores
obtidos sao normalizados pelo coeficiente de agrupamento, (C')g, e pelo comprimento de caminho
médio, (1), de uma rede regular com mesmos valores de N ¢ K. Aqui utilizou-se N = 1000 e
K =10 e os resultados sdo obtidos por médias sobre 1000 realizacoes. Retirado de [14].

E possivel obter resultados analiticos para o coeficiente de agrupamento médio, (C') e leis

de escala para o comprimento de caminho médio, (1), todavia, vamos nos ater a uma discussao
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qualitativa. A figura 3.7 mostra como se da essa transicao nos valores do comprimento de
caminho médio e do coeficiente de agrupamento no modelo de Watts e Strogatz.

Como é possivel notar, para uma boa faixa de valores de p < 1, é possivel ver uma
queda muito significativa no valor do comprimento de caminho médio, enquanto que, para os
mesmos valores de p, o coeficiente de agrupamento se mantém praticamente constante com
um valor bem elevado e préximo do valor para a rede regular original.

O sucesso do modelo de Watts e Strogatz em construir redes com coeficientes de agru-
pamento médios elevados e comprimentos de caminho médios bem baixos, caracteristicas
marcantes em redes reais, leva a conclusao de que é possivel que pelo menos algumas redes
reais, se originem de redes bastante regulares que passaram por algum processo de aleato-
rizacao dos seus links, algo provavelmente ligado a processos estocasticos naturais.

As distribuicoes de grau das rede construidas por esse modelo podem ser obtidas analiti-

camente (ver [14] para referéncias) e sao dadas por:

fk,K) k—K/2—n
P(k) = Z (KZQ) (1- p)nPK/2_n Ezli/?m _ n>!€_pK/2’ (3.10)

para k > K/2, onde f(k, K) = min(k — K/2,K/2).
No limite p — 1, a equacao 3.10 se reduz a:

(K/2)* 52 k)

P ==k

(3.11)
que é uma distribui¢ao de Poisson para a varidvel ¥’ = k — K/2 com média (k') = K/2.

3.3.3 Rede livre de escala - Modelo de Barabasi e Albert

Como mostrado anteriormente, os modelos de rede aleatoria e mundo pequeno foram
avancos significativos na teoria de redes, conseguindo reproduzir aspectos marcantes de redes
reais. Todavia, tais modelos nao sao capazes de reproduzir as leis de poténcia muitas vezes
encontradas nas distribuigoes de grau de redes reais. Mesmo as distribuicoes de grau de redes
reais que nao tem a forma exata de lei de poténcia, apresentando cortes exponenciais para
valores grandes de grau, sao bem diferentes das distribuicoes de Poisson que emergem das
redes criadas por esses modelos.

Apesar de ser possivel construir redes aleatérias com distribuicoes de grau especificas (ver
[13, 14]), a pergunta que se faz aqui é diferente: é possivel saber quais sdo os mecanismos
mais importantes que atuam na formagao da rede para que as distribuicoes de leis de poténcia
emerjam naturalmente, sem a necessidade de serem impostas?

A resposta positiva para essa pergunta foi dada pela primeira vez por Barabasi e Albert

[22]. O modelo de construgao que propuseram é baseado em dois principios. O primeiro é
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baseado no crescimento do ntimero de nés e o segundo, no fato de que novos links sao criados
preferencialmente com nés que ja tem um numero grande de links.

Pensando em redes reais, esses dois principios parecem bastante razoaveis. Muitas das
redes ja estudadas passam por um constante processo de acréscimo de nés, como a rede de
sites na internet, com cada vez mais sites surgindo na rede, ou a rede de citagoes cientificas,
com cada vez mais nés representando autores surgindo, a medida que mais artigos sao publi-
cados. A ligacao preferencial (preferential attachment) com nés muito conectados é algo bem
comum em redes sociais, em que pessoas que tem muitos amigos tendem a conhecer outras
pessoas com mais facilidade do que pessoas mais isoladas em pequenos grupos, ou mesmo na
rede de sites, sendo que novos sites tendem a estabelecer hyperlinks com sites mais populares.

O algoritmo de Barabasi e Albert é bem simples. Comeca-se com um pequeno ntcleo de
mg n6s conectados. A cada passo de tempo ¢, adiciona-se um novo né com m links (m < my)
que sao ligados aos nos ja existentes na rede. Cada novo link é criado com o i-ésimo né com
uma probabilidade proporcional ao grau, k;, do no i, dada por:

(0] = =y (3.12)
3 R
onde o fator de normalizagao > ik (t) é dado pela soma dos grau de todos os nés da rede no

passo t.

4}‘ W\
ZaVia
X
S Y
oeslif,
AR
)
7

e
0
ORI
e Ne
o

: K

Figura 3.8: Representacao gréafica de uma rede Barabdsi-Albert com N = 200 e (k) = 6. Os nds mais
conectados (hubs) sdo posicionados ao centro. A representagao foi construida com o software
Pagek.

E facil constatar, via simulagoes numéricas, que as redes construidas por esse algoritmo,
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para o limite de N grande, apresentam (k) = 2m e distribui¢oes de grau com a forma
P(k) ~ k3. A figura 3.8 mostra uma rede tipica construida com o algoritmo de Barabdsi e
Albert para N = 200 e (k) = 6.

E possivel mostrar (ver [13, 14]) que, assumindo uma aproximacio de valores continuos

para k, a distribuicao de grau da rede gerada por tal algoritmo no passo t é dada por:

ot (mo/2m) (ko s

P(k,t) =2m
t —|— mo

que, no limite para tamanhos muito grandes, ¢ — oo, recai em:
P(k) =2m?k™? (3.13)

Algo muito interessante nesse resultado é que o expoente de k independe de m ou do

tamanho da rede. A figura 3.9 mostra resultados obtidos para P(k) por simulagdes numéricas.

10° 10°
=]
° (b)
o
L 00
(s}
10% + %
O0
Q.
107 °ooo
Qoo
Ooo
g - 10* | °°°o
o %
§°
4 %oca
10 N
OOO
10° - %
10° 8
10 L | \‘_
10° 10° 10’ 10° 10°

k

Figura 3.9: Distribuigdes de grau de redes Barabési-Albert geradas por simulagdo numérica. Em (a), N =
300000, mg = m =1 (circulo), mg = m = 3 (quadrado), mg = m =5 (losango) e mg =m =7
(tridngulo). A inclinagdo da reta tracejada é 2,9 e representa o melhor ajuste para os dados.
O quadro interno mostra as distribuigoes reescaladas P(k)/2m? para os mesmos valores de m,
com inclinagdo da reta tracejada igual a 3. Em (b), mg = m = 5 para os tamanhos de rede
N = 100000 (circulo), N = 150000 (quadrado) e N = 200000 (losango). Retirado e adaptado
de [13].
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E possivel obter a forma como o comprimento de caminho médio escala com N (ver [14]

para referéncias). Essa é dada por:

In(N)

() ~ In(n(N)) (3.14)

E possivel ver pela equacao 3.14 que, para valores tipicos de N, o comprimento de caminho
médio das redes Barabasi-Albert é bem menor do que o das redes aleatérias do modelo Erdos-
Rényi (ver equagao 3.9), o que mostra que a topologia heterogénea das redes livres de escala é
mais eficiente nessa reducao de caminhos do que a topologia homogénea das redes aleatérias.

O coeficiente de agrupamento pode também ser obtido analiticamente (ver também [14]

para referéncias) e é dado por:
m

T8N

Apesar do coeficiente de agrupamento ser maior do que os coeficientes de agrupamento das

(C) (In(N))? (3.15)

redes aleatérias (dado pela equagao 3.8), com a diferenca crescendo com N, o comportamento
deste para as redes Barabasi-Albert ainda é bastante diferente do obtido para redes mundo

pequeno, em que o coeficiente de agrupamento é independente de N.
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Capitulo 4

Padroes de Turing em Redes

Complexas

4.1 Formacao dos padroes em meios discretos

Esse capitulo concerne a formagao de padroes de Turing, em sistemas de reagao-difusao,
na situagao em que o meio deixa de ser um dominio continuo e passa a ser estruturado de
forma discreta, como uma rede. O desenvolvimento analitico que faremos para esse caso é
bastante similar ao feito anteriormente para meios continuos e, portanto, seremos mais breves
nesse ponto.

O desenvolvimento da teoria e resultados apresentados nesse capitulo foram reproduzidos
a partir do modelo proposto por Nakao e Mikhailov, [12], sendo que essa é a referéncia
primaria para os trabalhos que desenvolvemos ao longo desse mestrado.

Para apresentar a formacgao de padroes de Turing em redes, comecamos com um modelo
simples. Estabelecemos um sistema de reacao-difusao com duas variaveis, u; e v; definidas
em cada um dos nés, i, de uma rede com N nés, ligados entre si de acordo com a topologia
dada pela matriz de adjacéncia, A. As quantidades u; e v; interagem localmente através das
fungoes f(u;,v;) e g(u;,v;) e difundem pela rede através das ligagdes apresentadas por cada

no. O sistema dinamico que descrevemos é dado por:

N
d
aui = f(uz, Ui) + € Zl Aij('LL]' — Ul)
) - (4.1)
i g(ug,v;) + 05;14@-]-(1@ —v;),

onde € é a taxa de difusao de u e 0 é a razao entre as taxas de difusao de v e u. Note que
o processo difusivo das variaveis se da a partir de um gradiente simples, mas apenas com os

nés conectados ao n6 ¢ (lembre que A;; =1 se i e j estao conectados e A;; = 0 se nao estao).
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Temos, assim, um sistema de 2N equacoes diferenciais acopladas para descrever a dinamica
completa do sistema.

De posse da matriz de adjacéncia, A, sabemos o grau, k;, de cada né i (veja equagao 3.1).
Podemos, entdo, definir uma outra matriz, L, com elementos L;; = A;; — k;d;; (onde 6;; é o

delta de Kronecker). E facil mostrar que em termos da matriz L, o sistema 4.1 é dado por:

d N

aui = f(uz, Ui) + € Zl Liju]‘

p N (4.2)
i g(ui,v;) + o€ ; Lijv;

A matriz L damos o nome de Matriz Laplaciana. Como é possivel notar, o sistema 4.2
assemelha-se muito ao sistema 2.2, que usamos para trabalhar o caso continuo. Entretanto, a
utilidade de se expressar o sistema definido na rede em termos dos elementos da matriz lapla-
ciana, vai muito além da pura semelhanca visual com o sistema definido no meio continuo.

Quando fizemos a andlise de estabilidade linear para o caso continuo, utilizamos as aut-
ofuncoes, Wk, e autovalores, A, do operador laplaciano, V?, para expandir as perturbacoes
e determinar as taxas de crescimento, A\;. Na andlise do caso discreto, também estamos
interessados em determinar taxas de crescimento, entretanto, como ressaltado em [12], nesse
caso, as expansoes sao feitas em funcao dos autovetores e autovalores da matriz laplaciana.

A matriz laplaciana é uma matriz real, simétrica (no caso de grafos nao-direcionados)

e negativa semi-definida. Seus autovetores Ple) = (¢§a’, e ,¢§3‘)) e autovalores, A,, sao
definidos através da relacao:
N
Lo = A o' 4.3
i, o®; (4.3)
j=1
ondea =1,---, N sdo os modos (em analogia direta com o caso continuo) e trabalhamos sem-

pre com os autovetores ortonormalizados, Zjvzl ¢§a)¢§5 ) = 0a,3- Os modos a sao ordenados
com ordem decrescente dos autovalores: Ay > Ay > -+ > Ay.

Além de facilitar muito as contas no desenvolvimento que faremos, a matriz laplaciana
tem um papel fundamental na andlise de estrutura de redes complexas, principalmente em
trabalhos focando sincronizagao e andlise espectral. Recomendamos [14] e as referéncias ali
citadas para aprofundamentos no tema.

Voltando ao problema de formacao de padroes de Turing em redes, procedemos de forma
exatamente analoga ao caso continuo. A partir do sistema 4.2, obtemos o estado homogéneo
(u,v) a partir da solugdo positiva de f(u,v) = g(u,v) = 0. Assumimos que esse estado é
linearmente estdavel na auséncia de difusao (fazendo necessario que se escolnam parametros
para as funcoes f e g de modo que as condicoes 2.8 e 2.9 sejam atendidas quando as derivadas

forem avaliadas no estado estacionario).
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Em seguida, definimos as quantidades u; e v;, para cada n6 da rede, como seus respectivos
valores no estado estacionario, acrescidos de pequenas perturbagoes, ou seja:
(ui,v;) = (@, 0) + (0u;, dv;). Substituindo em 4.2, obtemos:

d N
) - (4.4
E(SU,- = g.0u; + g,0v; + o€ ; L;;ov;

onde, como usual, os subscritos denotam diferenciacao em relagao as variaveis e as derivadas
parciais sao sempre avaliadas no estado homogéneo.

Expandindo as perturbacoes na base dos autovetores da matriz laplaciana, obtemos:

N
dui(t) =Y cae ol
= (45)
o (t) = Z caBae’\atngga)
a=1

Substituindo 4.5 em 4.4 e cancelando os termos e*e!, temos:

S Mt =3 bl (fut Baf) D> LY cadl®
a a J

«

Z )\aCaBaﬁbz(‘a) — Z ca¢§a) (gu + Bagv) + o¢e Z Lij Z CaBa¢§a)

a j «

Invertendo a ordem dos somatérios de 5 e o e usando a relagao 4.3, obtemos:

Z Caqsz(a)()‘a - fu - 5Aa - Bocfv) = 0

«

Z cagbga)(Ba)\a — gu — Bagy — Baoed,) =0

[0}

Por fim, dada a ortogonalidade dos autovetores 5("), cada um dos parénteses deve ser

nulo. Sendo assim, podemos escrever, para cada «, a forma matricial:

o) () a) e
Ba Ju gv+U€Aa BCX

A matriz 2 x 2 encontrada é, como era de se esperar, a Jacobiana do sistema 4.2 e {\,}

correspondem aos seus autovalores. Solugoes nao-triviais para os autovetores sao encontradas
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quando )\, satisfaz:

Aa = % futgo+ (1 +0)eA, £ \/4fvgu + (fu—go+ (1 - U)EAQ)Q] (4.7)

A expressao 4.7 para as taxas de crescimento corresponde exatamente aquela encontrada
no caso continuo, 2.15, fazendo a substituicao de —k? por A,. Da condicao de que o maximo
de A\, seja igual a zero, o que caracteriza a transicao a partir do qual os modos passam a ser

instaveis, determinamos o valor critico da razao entre as constantes de difusao, o:

o. = fugv - 2fvgu + 2\/fvgu(fvgu - fugv)
c — ffb

(4.8)

que é também idéntica a expressao que se encontra para d., no caso continuo.

Para o sistema definido na rede, a idéia é a mesma: ajustamos os parametros relacionados
com a dinamica e a difusao, de forma que, para pelo menos um modo «, obtenhamos um valor
positivo para a parte real de \,. Dessa forma, o autovetor correspondente a esse modo, 5(Q),
ditard a forma inicial da conformacao das variavéis u e v na rede (veja equagao 4.5), estando
tal conformacao sujeita, para tempos longos, as limitagoes impostas pelos termos nao-lineares

da dinamica. O padrao final que emerge é o que denominamos padrao de Turing.

4.2 Modelo ecolégico: 2 espécies

Até o momento, todo o desenvolvimento que fizemos para responder a questao da formacao
de padroes de Turing em redes foi feito de forma genérica. Nao demos um significado para as
variaveis u e v e nem uma estrutura definida para a rede que tratamos. Fazemos isso agora,
reproduzindo o modelo e a discussao presentes em [12].

Para a dinamica, utilizamos o modelo de presa e predator inicialmente proposto por
Mimura e Murray, em 1978, [4]. Nesse modelo, u representa a populagao de presas e v

representa a populagao de predadores que interagem localmente através das funcoes:

a+ bu — u?
f(u,v) = (+——v) u

C

g(u,v) = [u— (14 dv)]v, (4.9)

onde a, b, ¢, e d sao parametros do modelo. Essas sao precisamente as fungoes que serao
inseridas em 4.2 para se estabelecer a dinamica local.

Os termos que indicam a forma da interagao entre as espécies sao o termo —vu na equagao
das presas e +uv na equacao dos predadores. Essa é a funcao mais simples que pode ser

usada para representar uma interagao de predagao (muito mais a respeito da natureza dessa
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interagdo, bem como sobre fungdes usadas em modelos, pode ser obtido em [23]).
Os demais termos em f e ¢ indicam, respectivamente, o crescimento das presas e a

mortalidade dos predadores. Para entender o crescimento das presas, ¢ interessante comparar

~ a+ bu — u? o
essa fungao, que chamaremos fJ,(u) = (7) u, com o modelo logistico, dado pela
c

U
equagio fr, (u) =71 <1 — ?) u.

O modelo logistico ¢ um dos modelos mais estudados e utilizados em dinamica de pop-
ulacoes. Ele expressa o que, em ecologia, se conhece por competicdo intraespecifica, ou seja,
individuos de uma mesma espécie competem, seja por recursos, por espaco ou algum outro el-
emento fundamental a sobrevivéncia. Como se vé, ele possui dois parametros caracteristicos:
a taxa de reproducao, r, que expressa a rapidez com que os individuos nessa populagao se
reproduzem, e a capacidade de suporte, K, que expressa um limite ao crescimento dessa
populagao imposto pelo ambiente. O grafico da taxa de crescimento per capita, ff, Ju para

o modelo logistico, como func¢ao de u, é uma reta, como mostra a figura 4.1.

N

Figura 4.1: Fungoes de crescimento per capita como func¢do de u. Em vermelho, f; . /u, modelo logistico, e
em azul, f,/u, modelo expresso pela equacao 4.9. Aqui, K representa a capacidade de suporte.

Como se vé, para o modelo logistico, a taxa de crescimento per capita ¢ maxima quando
a populagdo é bem pequena e decresce a medida que u cresce (expressando um aumento da
competicdo entre os individuos, como ressaltamos acima), sendo nula quando a populacao
atinge a capacidade de suporte K.

Ja o gréfico de crescimento per capita, f,/u, do modelo que utilizamos é uma parabola
com concavidade voltada pra baixo. Isso indica que a taxa de crescimento per capita cresce
com o aumento de u até certo ponto (dado pelo valor de u do vértice da parabola) e passa a
decrescer com o aumento de u, para valores de v maiores que esse ponto, até ficar nulo num
ponto que também corresponde a uma capacidade de suporte desse modelo (aqui o valor da

capacidade de suporte é dado pela maior das raizes da parabola).
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Essa correlacao positiva entre o crescimento per capita e o nimero de individuos de
uma populagao, para populagoes pequenas, é chamado em ecologia de Efeito Allee, [24,
25]. Esse efeito refere-se ao fato de que, para algumas espécies, o aumento do nimero de
individuos numa populacao pequena pode ser favoravel, dada uma maior efetividade para se
encontrar alimento em bandos ou uma maior probabilidade de se encontrar parceiros sexuais
compativeis, mas passa a ser desfavoravel quando o nimero de individuos fica muito grande,
expressando novamente o efeito de competicao intraespecifica.

Para a taxa de mortalidade per capita dos predadores, ¢* /v = (1 + dv), nota-se que ela
também depende do valor de v, sendo que quanto maior v, maior é a taxa de mortalidade. Isso
esta relacionado também a algum tipo de competi¢ao dentro da propria populagao, podendo
indicar competicoes por comida ou brigas por fémeas ou territorio.

Uma vez definidas as equacoes da dinamica, falta definir a estrutura da rede que consid-
eramos como nosso espaco. O objetivo principal do trabalho que desenvolvemos era estudar
formacao de padroes de Turing em redes complexas e, para isso, utilizamos redes livres de es-
calas, construidas de acordo com o algoritmo proposto por Barabasi e Albert (veja referéncias
no capitulo de revisao “Redes Complexas”).

Do ponto de vista ecologico, essa abordagem foca em dois aspectos interessantes: o
primeiro, ao tratarmos o espag¢o como uma rede, é a possibilidade de avaliar formagcao de
padroes de distribuicao de espécies em ambientes fragmentados e o segundo, ao usarmos re-
des livres de escala, é a tentativa de entender como uma estrutura bastante heterogénea de
ligacoes entre esses fragmentos influi nos padroes de distribuicao.

No trabalho de referéncia, [12], foram analisadas redes livres de escala e aleatérias quanto
a seus potenciais a formacao de padroes de Turing. Ambas apresentaram formagao desse
tipo de padrao para os modelos dinamicos trabalhados, cada uma com aspectos particulares
interessantes. Reproduzimos aqui a anélise feita para o caso de redes livres de escala.

Estabelecendo os parametros a = 35,0, b = 16,0, ¢ = 9,0 e d = 0,4 (que serao utiliza-
dos em todos os resultados desse capitulo) nas equagoes 4.9, obtemos o estado estaciondrio
(u,v) = (5,10). Pela equacao 4.8 encontramos o. ~ 15,5. Apds obtermos numericamente os
autovalores da matriz laplaciana, A,, substituimos em 4.7 para encontrar A,.

Na figura 4.2, mostramos os resultados obtidos para \,, bem como os modos criticos, .,
para trés valores diferentes de €, com o = 0., em funcao dos autovalores da matriz laplaciana.
Para comparacao, para € = 0.06 também mostramos os casos de ¢ = 15,0 e 0 = 16, 0.

Como vemos no caso € = 0.06, em analogia direta com o caso continuo, para ¢ < o, todos
os valores de A\, sao menores que zero, de forma que os modos relacionados sao estaveis e nao
ha formagao de padrao. A partir de ¢ = 0., um dos modos cruza o eixo horizontal, passando
a ser instavel e vindo a formar o padrao na rede posteriormente. Para o > o., todos os
modos instaveis que possuem A, > 0 contribuem para a formacgao do padrao final.

Como se vé na expressao 4.8, o valor critico o, independe do valor de €. Todavia o modo
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Figura 4.2: Taxas de crescimento )\, em funcdo dos autovalores da laplaciana A, para uma rede livre de
escala com N = 200 e (k) = 10. Os valores de A, sdo mostrados, juntamente com os indices
dos modos criticos, a., para ¢ = 0,425, ¢ = 0,165 e ¢ = 0,060, com ¢ = 15,5 ~ .. Para
€ = 0,060 também mostramos os casos de o = 15,0 e o = 16,0. Reproduzido a partir de [12].

que se torna instavel depende de ¢, de forma que se tem A, o 1/¢ (o que pode ser mostrado
impondo que o maximo de A, seja igual a 0).

A partir do momento que um dos modos se torna instavel, as perturbagoes em relagao ao
estado homogéneo comecam a crescer, de modo que o conjunto dessas perturbagoes na rede
tomam inicialmente a forma do autovetor da matriz laplaciana referente a esse modo instavel
(de acordo com as expansoes 4.5). H&, nesse ponto, algo interessante a respeito da estrutura
desses autovalores, que se relaciona com os padroes formados posteriormente.

Nas figuras 4.3(a) e 4.3(b), temos os autovetores referentes aos modos criticos (os primeiros
que apresentam \, > 0), quando € = 0,060 e € = 0, 425, respectivamente.

Como se pode notar, em cada um dos autovetores, um certo nimero de componentes
apresenta valores deslocados dos demais (que permanecem préximos de ¢; = 0,0). Estabele-
cendo como ¢; > 0,1 e ¢; < —0,1 (retas azuis) as componentes que consideramos deslocadas,
é possivel notar que esse deslocamento é localizado, sendo que os indices das componentes
deslocadas relacionam-se diretamente com indices dos nds da rede que apresentam valores
proximos de grau (lembre-se que os indices dos nés da rede estao diretamente relacionados
com os indices das componentes dos autovetores através das relagoes 4.5).

Como discutido em [12], as matrizes laplacianas de redes com distribui¢oes de grau bas-
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Figura 4.3: Autovetores da matriz laplaciana, para uma rede livre de escala com N=200 e (k) = 10. Em
(a), autovetor referente a a. = 190 (¢ = 0,060) e, em (b), autovetor referente a a, = 15
(e = 0,425), ambos em fungao do indice ¢ dos nés da rede. As curvas vermelhas em escada
mostram os graus, k;, dos nés da rede. Os indices i foram ordenados de forma decrescente nos
graus. Reproduzido a partir de [12].

tante heterogéneas, apresentam essa caracteristica de localizacao dos autovetores, ou seja,
grupos localizados de componentes apresentam valores deslocados, enquanto a maioria das
demais permanece proxima de 0. Se chamamos k, o valor médio de grau dos indices nos

quais ocorre o deslocamento, é possivel mostrar (veja [12]) que:

(4.10)

sendo que essa localizacao dos autovetores tem bastante influéncia sobre o padrao estacionario
que se forma, ao integrar o sistema dinamico em questao.

Para investigar as propriedades do padrao estacionario que se forma, integramos nu-
mericamente o sistema de equacgoes 4.2, usando as equacoes da dinamica 4.9. Para tal,
inicialmente, construimos uma rede de acordo com o algoritmo de Barabési e Albert e deter-
minamos, em cada no da rede, os valores das variaveis u; e v; como sendo iguais ao valor do
estado estaciondrio do sistema 4.9 (que, para o conjunto de parametros adotados é dado por
(u,v) = (5,10)), acrescido de pequenas perturbagoes aleatérias (0,00005 * p vezes o valor do
estado estaciondrio, onde p é uma variavel aleatéria com distribuicao uniforme, definida de
—lal).

Na figura 4.4 sao mostrados os padroes inicial e final, para uma rede livre de escala, com
N = 1000 e (k) = 20, com o = 15,6, pouco acima do limiar de estabilidade, para dois valores

de ¢, bem como os autovetores referentes aos modos criticos.
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Figura 4.4: Configuragoes da populagao de presas, u, em dois diferentes instantes de tempo, numa rede
rede livre de escala, com N = 1000 e (k) = 20, obtidas via integra¢do numérica das equagoes
4.2, com o = 15,6 (pouco acima do limiar . ~ 15,5). Em (c), t = 200 e ¢ = 0,06, em (d),
t=200ee=0,12, em (e), t = 1500 e ¢ = 0,06 e em (f), t = 1500 e € = 0,12. As linhas
tracejadas indicam o valor do estado homogéneo e os indices dos nés estao ordenados de acordo
com ordem decrescente de grau. As figuras (a) e (b) mostram os autovetores criticos referentes
a esses valores de e: em (a), € = 0,06 (modo critico . = 824) e em (b), ¢ = 0,12 (modo critico
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A formagao do padrao se dd como descrevemos anteriormente. Depois que um ou mais
dos modos se torna instavel, pequenas perturbagoes inicialmente estabelecidas em relagao ao
estado homogéneo comegam a crescer exponencialmente. Esse crescimento exponencial, num
estagio posterior, é barrado pelos termos nao considerados na analise linear, uma vez que
existe um conjunto limitado ao qual as solugoes do sistema dinamico estao confinadas. Por
fim, um padrao estacionario de configuracao das varidveis dinamicas emerge na rede.

Nas figuras 4.4(c) e 4.4(d) temos o estagio inicial (para tempo ¢ = 200) da divergéncia
da variavel u em relacao ao estado homogéneo, para ¢ = 0,06 e € = 0, 12, respectivamente.
Nas figuras 4.4(a) e 4.4(b) sdo mostrados os autovetores referentes ao modo critico quando
sao considerados os dois valores de € acima (a. = 824 e a, = 422, respectivamente). Como
vemos, a configuragao da variavel dinamica toma a forma dos autovetores para tempos curtos.

Para tempos maiores, entretanto, a configuracao da variavel u difere bastante da forma
do autovetor. As figuras 4.4(e) e 4.4(f) dao as configuragoes dos padroes estaciondrios na
rede (aqui, usamos ¢ = 1500). Note na figura 4.4(e) que apenas os nés mais conectados
sofrem diferenciacao significativa em relacao ao estado homogéneo (lembre-se que os indices
foram ordenados com ordem decrescente de grau e a distribuicao de grau segue uma lei de
poténcia), enquanto que na figura 4.4(f) a maioria dos nés diferenciados apresenta valores bem
mais baixos de grau. Aqui é notavel como diferencas nos modos criticos levam a diferencas
nos padroes estacionarios finais, ainda que esses padroes finais sejam bem diferentes dos
autovetores criticos.

E interessante também mostrar como o padrao final da populacao de predadores, v;,
se estabelece na rede. Na figura 4.5 mostramos as configuracoes estacionarias de u e v,

considerando uma rede com N = 1000 e (k) = 20 e os parametros ¢ = 0,12 e o = 20, 0.

-]
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Figura 4.5: Padroes estaciondrios da populagao de presas, (a), e da populagao de predadores, (b). A rede
é livre de escala com N = 1000 e (k) = 20 e os pardmetros de difusdo sdo ¢ = 0,12 e o = 20, 0.

Note que o padroes estacionérios de u e v tem formas bastante semelhantes. Em ambos,

a maioria dos nos pode ser separada em nds com populagoes com “alta” abundancia e nés
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com populagoes com “baixa” abundéancia (sendo “alto” e “baixo” aqui uma referéncia a
“com valor maior que o estado homogéneo” e “com valor menor que o estado homogéneo”).
Comparando com a figura 4.4(f), vemos que o nimero de nés de baixa abundancia de presas,
para o caso com o = 20,0 é bem maior que para o caso com o = 15,6, sendo também maior
a diferenga em relacao ao estado homogéneo dos nés de alta abundancia.

Interessante também é notar que todos os sitios que apresentam diferenciagao significativa
dos nés (principalmente aqueles que apresentam i > 250) e que tem populagao estaciondria de
presas, u;, acima do estado homogeéneo (u = 5,0 no caso das presas), também tem populacao
estacionéria de predadores, v;, acima do estado homogéneo (v = 10, 0 no caso dos predadores),
o mesmo valendo para populagoes u e v abaixo do estado homogéneo.

Para fins que ficarao claros no proximo capitulo, é interessante fazer uma contagem na
figura 4.5(a), dentre os nos significantemente diferenciados (com ¢ > 250), quantos apresen-
tam alta abundancia (u; > 5,0) e quantos apresentam baixa abundéancia (u; < 5,0). Um
histograma para essa contagem é dado na figura 4.6. A relacao entre o nimero de nds que
apresenta alta abundancia de presas e o nimero de nés que apresenta baixa abundancia de
presas ¢ de, aproximadamente, 2:1. Isso é equivalente a dizer que, para esse conjunto de
parametros, a probabilidade de que um né (dentre os que sofrem diferencia¢ao mais pronun-
ciada) apresente alta abundancia de presas é 2/3 e, consequentemente, a probabilidade de

que um né apresente baixa abundancia é de 1/3.

500+
450-
4001
350+
300-
2501
200-
150
100

504
0 . .
0 5 10

ui

Figura 4.6: Histrograma referente a contagem dos nés significantemente diferenciados ¢ > 250 para a dis-

tribuigdo de u na rede, na figura 4.5(a). As contagens sao feitas nos intervalos 0 < u; < 5,0 e
5,0 < u; < 10,0.

Numero de nos

Como se pode verificar, comparando as figuras 4.4(f) e 4.5(a), o aumento da razao entre
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as constantes de difusao de predadores e presas, o, leva a diferencas notaveis no padrao final,
sendo a mais pronunciada o aumento da “abertura” do padrao na rede em relagao ao estado
homogéneo. Como mostrado em [12], além dessa dependéncia com os parametros, hd uma
dependéncia muito forte com as condigoes iniciais impostas sobre a rede.

Para avaliar essa “abertura” do padrao, definimos, segundo [12], uma quantidade a qual

damos o nome de amplitude:

A= Zm — )2+ (v; — 0)? (4.11)

Para avaliar o efeito das condigoes iniciais, comecamos com um valor de o abaixo do
limiar de estabilidade, 0., e com condigoes iniciais levemente perturbadas em relacao ao
estado estacionario e integramos numericamente o sistema dinamico. Depois de um tempo
suficiente para se atingir uma situagao de equilibrio (no presente caso, utilizamos ¢ = 1000),
calculamos o valor de A referente a esse conjunto de parametros. Dai, aumentamos o valor
de o e comecamos com condicoes iniciais iguais a configuracao final anterior. Os resultados

desse procedimento sao mostrados na figura 4.7.
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Figura 4.7: Amplitude, A, como funcao da razao entre as constantes de difusdo, o. As condic¢bes iniciais na
rede sao estabelecidas de acordo com a configuracao final da integracao anterior. Os caminhos
verde, roxo e vermelho, indicam aumentos no valor de ¢ a partir de configuragoes diferentes da
rede. Reproduzido a partir de [12].

Comecando de 0 = 12,0 e condigoes iniciais bem préximas do estado estacionario, vemos
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que pequenos aumentos no valor de o praticamente nao tem efeito sobre a amplitude, uma
vez que nenhum dos modos se tornou instavel e a configuracao permanece préxima ao estado
estacionario. Quando o valor de o passa de 15,5, que corresponde ao valor de 0., ha uma
transicao abrupta no valor de A, relacionado com a formacao do padrao de Turing que
discutimos anteriormente. A partir dai, aumentos de o levam a aumentos progressivos de A,
traduzindo o aumento da “abertura” do padrao que notamos anteriormente.

O mais interessante aqui é que, se o valor de o para as novas integracoes for sendo
reduzido, a partir de uma configuracao com valor alto de A, o que se nota é que os estados
estacionarios obtidos na “volta” nao sao os mesmos dos obtidos na “ida”. Até mesmo quando
se utiliza um valor de o abaixo de ., o valor de A continua decrescendo de forma mais suave,
nao se notando uma queda abrupta nessa quantidade.

Se a mudanca no valor de ¢ volta a ser revertida em diferentes pontos desse processo,
novos estados estacionarios sao obtidos para o mesmo conjunto de parametros, como pode-se
visualizar pelos caminhos com cores diferentes na figura 4.7. Esse fendmeno é denominado
histerese e geralmente esta associado a presenca de multiestabilidade em sistemas dinamicos.
O que vemos é que, para um mesmo conjunto de parametros, varios estados estacionarios
para a evolucao do sistema sao possiveis, sendo que a realizacao de um ou outro desses estados

depende sensivelmente das condigoes iniciais impostas as variaveis dinamicas na rede.

41



Capitulo 5

Padroes de Turing em Redes

Complexas: modelo estendido

5.1 Estendendo o modelo

Até o momento, estudamos a formacao de padroes de Turing para sistemas definidos em
redes complexas que apresentam dois graus de liberdade. Como vimos, é possivel associar
as variaveis a populacoes de espécies interagentes e definir as equagoes da dinamica de modo
que representem essa interacao ecoldgica. Dessa maneira, podemos associar os padroes esta-
ciondrios, formados via mecanismo de Turing, a padroes de abundancia de espécies nessa
rede.

Nesse capitulo, estendemos o modelo original proposto em [12], explorando a formagcao de
padroes de Turing em sistemas de reagao-difusao com mais de dois graus de liberdade. Todos
os resultados mostrados aqui sao originais, obtidos durante os trabalhos que desenvolvemos
nesse mestrado.

Como primeira tentativa de extensao do modelo, pensamos em estudar sistemas com trés

graus de liberdade, z, y e 2z, de acordo com o sistema genérico:

N
d
%xi = f(@i, yi, zi) + 6; Lijx;
d N
7Y = g(zi, yi, zi) +0152Lz‘jyj (5.1)
—1
d N
o= h(zi, i, zi) + 02¢ ; Lijz;,

onde, novamente, cada uma das variaveis dinamicas esta definida em cada né ¢ de uma rede

complexa. As razoes entre as constantes de difusao de y e x e entre z e x sao dadas por oy e
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04, respectivamente, e as interagoes locais entre as variaveis sao dadas pelas fungoes f, g e h.

A anadlise da possibilidade de formagao de padroes de Turing para esse caso é a mesma.
Definimos o estado homogéneo relevante do sistema como a solugao positiva de f(z,y,z) =
9(Z,y,2) = h(Z,y,z) = 0. A partir dai, considerando o sistema com difusao, analisamos a
evolucao de pequenas perturbacoes em relagao ao estado homogéneo, definido em todos os

nés da rede. E fcil mostrar que a Jacobiana do sistema 5.1 é dada por:

Je+ el Jy Iz
9z gy + J15/104 9z ) (52>
Ry hy h. + ope Ay

onde as derivadas parciais sdo avaliadas no ponto (z, 7, z) e A, sao os autovalores da matriz
Laplaciana.

Aqui, estabelece-se uma diferenca crucial em relagdo a analise para o sistema com dois
graus de liberdade: no sistema com dois graus de liberdade, a Jacobiana do sistema é dada
por uma matriz 2 x 2, de modo que pode-se, facilmente, obter as formas analiticas para os
autovalores da mesma. Como essas formas sao relativamente simples, é possivel determinar
para quais intervalos nos parametros do sistema é possivel obter autovalores positivos da
Jacobiana, fazendo com que o estado homogéneo se torne instdavel e o padrao de Turing
possa se formar.

Para o sistema com trés graus de liberdade, entretanto, a Jacobiana é uma matriz 3 x 3
e, embora seja possivel obter formas analiticas para os autovalores de uma matriz de grau 3,
as formas que se obtem para seus autovalores sao muito mais complicadas do que as obtidas
para as matrizes 2 x 2. Sendo assim, nao ¢ possivel obter uma forma viavel de determinar
os intervalos dos parametros para os quais é possivel a formacao de padroes de Turing.

O que se pode fazer, nesse caso, é obter numericamente os autovalores da Jacobiana como
funcao dos autovalores da Laplaciana e analisar se, para algum conjunto de parametros, é
possivel obter pelo menos um autovalor positivo da Jacobiana, que corresponderia a um modo
instavel, de forma que o padrao pudesse se formar.

Para as interacoes locais f, g e h, poderiamos escolher dentre uma grande variedade de
funcoes. Todavia, estavamos interessados em um sistema que exibisse um ponto de equilibrio
positivo e estdvel na auséncia de difusdo (sobre o qual analisarifamos a mudanca de es-
tabilidade devida ao processo difusivo), mas que, através de uma mudanca adequada dos
parametros, pudesse também estar sujeito a regimes caoticos.

E certo que, a rigor, a andlise do sistema difusivo a partir de um regime caracterizado
como caotico na auseéncia de difusao foge ao desenvolvimento que fizemos para padroes de
Turing, entretanto, a justificativa para essa escolha repousa no potencial que sistemas com

tais regimes tem para exibir configuragoes nao-triviais e bastante interessantes.
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A partir dessa idéia, propusemos a andlise a partir das equacoes de dois conhecidos sis-
temas, sendo o primeiro deles o sistema de Lorenz.
As equagoes propostas por Lorenz, em 1963, [26, 27], resultam de uma simplificagdo, num

modelo para estudo de conveccao na atmosfera. As equacoes sao dadas por:

f($7 Y, Z) = —U(ZE - y)
g(x,y,z) =—-zz+rr—y (5.3)
h(z,y,z) =xy— bz,

onde o, b e r sao parametros. Os parametros ¢ e b sao, geralmente, fixos, com ¢ = 10 e
b = 8/3, e o comportamento do sistema é analisado em func¢ao de r. S&o quatro os regimes

mais interessantes:

e Para r < 1, o tnico ponto fixo do sistema é a origem (z,7,z) = (0,0,0) e esse ponto
fixo é estavel;
o(c+b+3)

c—b—-1
a ser instdvel e surgem dois pontos fixos estdveis: C* = (\/b(r — 1), /b(r — 1),r — 1)

e C7 = (—/b(r —1),—\/b(r —1),r — 1);

e Para r > rpy, todos os pontos fixos se tornam instaveis e surge um atrator estranho

e Paral <r<ryg= (para o =10 e b= 8/3, rg ~ 24,74), a origem passa

cadtico na forma de uma borboleta;

E interessante que para r > r; = 24,06 o atrator estranho ja aparece. Assim, no intervalo
r1 < r < rg, os pontos fixos estdveis C*t e C~ coexistem com o atrator estranho. Nesse
intervalo, o sistema apresenta histerese.

O segundo sistema dinamico que utilizamos para estudar formagao de padroes de Turing,
foi 0 modelo ecoldgico de predagao com 3 niveis troficos, proposto originalmente por Hastings

e Powell, 28], cuja forma adimensionalizada é dada por:

f(:L‘,y,Z) :l’<1—l’)—f1($)y
9(z,y,2) = filz)y — foly)z — dry (5.4)
h(x,y,z) - fQ(?J)Z - dQZa

onde as funcoes f; sao dadas por

e a;, b; e d; sao parametros do modelo.
No modelo de Hastings e Powell, x representa uma populacao de presas, que apresenta
crescimento logistico, predada pelos predadores da espécie y, cuja populacao, na auséncia

de x, decresce exponencialmente, de acordo com o termo —d;y. A espécie y é predada
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pelo predador superior z, cuja populacao, na auséncia de sua presa, também decresce ex-
ponencialmente, de acordo com o termo —dzz. As fungoes de predacao f; sao comumente
chamadas respostas funcionais Holling tipo-II, [23], e representam uma predacao que satura,
representando a incapacidade de um dado predador de comer presas indefinidamente.

Como originalmente proposto por Hastings e Powell, b; é o inico parametro que nao
permanece fixo. Os demais sao fixados em: a; = 5,0, as = 0,1, by = 2,0, d; = 0,4, e
dy = 0,01. A dinamica é, entao, estudada variando-se b;.

E possivel mostrar que o sistema acima apresenta varios pontos fixos (veja detalhes na

referéncia [29]), porém o tnico ponto fixo positivo (com as trés componentes positivas) é
dado por (z,9,2) = (Ry + 0,5v/ Ry, R3, Ry), onde:

-1

= = (2R)* -4
Rl 2b1 3 R2 (Rl)

a1y — 1 dy 1+ byy a1z
bl ’ R3:&2—b2d27 R4: (05} (1—|—bll‘_d1)

O ponto fixo acima ¢é estavel para 1,0 < b; < 2,0. Quando b; tem seu valor progressiva-
mente aumentado, a partir de by = 2,0, o ponto fixo acima perde sua estabilidade e surgem
no sistema orbitas periddicas, na forma de ciclos-limites, e atratores cadticos (de acordo com
[28], ciclos-limites comegam a aparecer por volta de by ~ 2,3 e atratores cadticos por volta
de by >~ 2,4)

Definidos nossos dois sistemas de trabalho, procedemos a analise numérica, que consistiu
em avaliar as derivadas parciais de 5.3 e 5.4, de modo a construir a matriz Jacobiana de
acordo com 5.2. Como a matriz Jacobiana deve ser avaliada no ponto fixo, escolhemos os
pontos fixos positivos (no sistema de Lorenz, o ponto C't, e no sistema de Hastings-Powell,
aquele que mostramos explicitamente acima), e escolhemos os parametros r (para o sistema
de Lorenz) e b; (para o sistema de Hastings-Powell) em intervalos que garantissem que o
ponto fixo escolhido seria estdavel na auséncia de difusao.

No caso com duas variaveis, o parametro € nao esta ligado a transicao, de negativo para
positivo, de qualquer dos autovalores da matriz Jacobiana, mas sim com qual dos modos
vai ser o modo critico, uma vez que a transicao ocorra. Isso tem uma razao simples: como
o parametro € s6 aparece multiplicando os autovalores da matriz Laplaciana A,, ele atua
simplesmente como uma reescala no eixo horizontal. Como vemos na matriz 5.2, € atua aqui
também como uma reescala horizontal, de modo que fixamos o seu valor em € = 0, 12.

Para ter todos os elementos de 5.2 definidos, precisariamos também do conjunto de au-
tovalores da matriz Laplaciana, {/A,}, que, obviamente, depende da rede especifica sobre a
qual queremos trabalhar (lembre-se que a matriz Laplaciana é definida como a matriz de
Adjacéncia, que define a topologia da rede, menos os graus de cada né na diagonal princi-
pal). Assim, escolhemos trabalhar com redes livres de escala, construidas de acordo com o
algoritmo de Barabdsi e Albert, com N = 1000 e (k) = 20. Obviamente, as redes obtidas

através de aplicagoes sucessivas do algoritmo nao sao idénticas, todavia, os intervalos em que
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estao contidos os autovalores de cada uma das matrizes Laplacianas obtidas assim nao variam
tanto (no caso de N = 1000 e (k) = 20, os autovalores, geralmente, estao entre —180,0 e
0,0).

Dessa forma, fizemos com que A, assumisse valores de —180,0 a 0,0, com acréscimos de
0,01. Para os valores de o7 e 05, fizemos com que variassem de 1 a 1000, com acréscimos de
1. Para cada conjunto de parametros, obtivemos trés autovalores da matriz 5.2, através de
rotina numérica para calculo de autovalores obtida do pacote LAPACK.

Como resultado da investigagao numérica, ainda que os intervalos utilizados para o; e
09 tenham sido bem grandes, nao encontramos nenhum caso que apresentasse ao menos um
autovalor da Jacobiana com parte real positiva.

Isso quer dizer que, para todos os casos que analisamos, tanto nas equacgoes de Lorenz
quanto nas equacoes de Hastings-Powell, os pontos fixos permanecem estaveis a pequenas per-
turbagoes, mesmo na presenca da difusdo. Dessa forma, integragoes numéricas das equagoes
5.1, com as fungoes f, g e h especificas para cada caso, sempre convergem para o estado
homogéneo, para todos os conjuntos de parametros que investigamos.

Nesse ponto, através da abordagem que utilizamos, nao é possivel concluir se o fato de
nao termos encontrado autovalores com parte real positiva deve-se a uma limitagao dos sis-
temas dinamicos escolhidos ou simplesmente por nao termos escolhido o conjunto adequado
de parametros para o modelo. Qualquer que seja o caso, resolvemos partir para outra abor-
dagem.

Sabemos que o modelo de presa e predador, proposto por [12], com as equagdes dinamicas
dadas pelo modelo de Mimura e Murray, [4], é capaz de apresentar padroes de Turing, através
de uma escolha adequada de o. Uma possibilidade de estudar um sistema similar a esse com
mais de dois graus de liberdade é considerar um par adicional de presa e predador, idéntico
ao primeiro (onde, por “idéntico”, queremos dizer que o par adicional apresenta as mesmas
equagoes para a dinamica, dadas por 4.9, e os mesmos valores para os parametros), e acopla-
lo ao par inicial, de modo que o predador do segundo par, além de possuir um termo de
predagao direta com sua presa, também possua um termo de predagao indireta com a presa
do primeiro par. Dessa forma, consideramos que os pares apresentam dinamicas iguais de
nascimento das presas e morte dos predadores, porém predacao indireta assimétrica, visto
que o predador do primeiro par nao preda a presa do segundo. Essa idéia é representada no
diagrama da figura 5.1.

Essa formulacao apresenta dois pontos interessantes. O primeiro, do ponto de vista
pratico, como os dois pares sao idénticos, se o acoplamento entre os pares é fraco, é de
se esperar que a evolucao da dinamica nao seja tao distinta em relagao ao caso com duas
espécies. Do ponto de vista ecolégico, esse modelo estendido estd mais préximo de cadeias
tréficas reais, que em sua maioria apresentam muitas espécies interagindo entre si, do que o

modelo com duas espécies, de modo que interpretacoes em termos da abundancia das espécies

46



presas predadores

par (1)

par (2)

Figura 5.1: Diagrama de representagdo do modelo com dois pares presa-predador. Além de predar sua
presa direta, o predador do par (2) também preda a presa do par (1).

podem ser mais relevantes.

As equagoes para o modelo estendido, com 4 espécies, sao dadas por:

d b (l) _ (l) 2
Eugl)(t) = (a + o . (ui’) — vi(l) ugl) - Ozugl)vglﬂ) + e ; Lijug.l) .
d '

(t) = [ugl) — (14 du§l))]v§’) + faul(.l_l)vfl) + oe Z Lijvj(.l),

J

—:
dt "

onde [ =1 el = 2 sao os indices dos pares presa-predador. Temos assim, para cada no i da

m @ 0
7T

rede, 4 equagoes que dao a dinamica e dispersao de cada uma das 4 varidveis u;"’, u;

e UEZ) (como anteriormente, as varidveis u representam as populacoes de presas e as variaveis
v representam as populagoes de predadores).

Como os pares sao idénticos, os parametros da dinamica, a, b, ¢ e d, e os parametros da
dispersao, € e o, sao os mesmos nos dois pares. O termo cruzado auy)vi(lﬂ), que representa
a predagao da presa (1) pelo predador (2), faz com que o sistema de equagoes diferenciais,
em cada né i, esteja acoplado. Aqui a corresponde a for¢a da predagao secundéria (ou a
forga do acoplamento entre os pares) e f representa a razao entre o ganho dos predadores e
(0) B3 _ .

a perda das presas. Para o caso com 4 espécies, obviamente, u;, ' = v;” =

Procedemos assim para a investigacao do sistema 5.5.

5.2 Modelo ecolégico: 4 espécies

Para estudar padroes de Turing nesse novo sistema, procedemos da mesma maneira.
Primeiro, estabelecemos o estado homogéneo relevante como o ponto fixo positivo do sistema
sem difusdo (se esse existir). Esse ponto fixo deve ser estdavel na auséncia de difus@o e

passar a ser instavel quando a difusao é considerada na rede. Sabemos que o ponto fixo é
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instavel quando pelo menos um autovalor da matriz Jacobiana do sistema apresenta parte
real positiva. Nesse cendrio, pequenas perturbacoes em relagao ao estado homogéneo tendem
a crescer e, posteriormente, o padrao tende a se formar (se, como ja ressaltado, as solugoes
do sistema dinamico forem limitadas).

Dessa forma, determinamos numericamente os pontos fixos do sistema 5.5 na auséncia de
difusdo (¢ = 0,0). Para isso, fixamos os parametros a = 35,0, b = 16,0, c = 9,0 e d = 0,4,
variando os valores de f e «. Para valores pequenos do acoplamento «, de fato existe um
ponto fixo positivo.

Além disso, também avaliamos a estabilidade desse ponto fixo positivo calculando os
autovalores da matriz Jacobiana (sem difusdo). Vimos assim que independente do valor de f,
a estabilidade desse ponto é garantida se a < 0,08 (vale lembrar que os valores biologicamente
plausiveis para f estao no intervalo de 0 a 1).

Como toda a analise que realizamos anteriormente aponta, a utilidade desse sistema para
o estudo de formacao de padroes de Turing deve ser avaliada no intervalo de parametros em
que o ponto fixo positivo é estavel. Todavia, é interessante fazer aqui uma pausa e analisar
que outros regimes dinamicos podem ser obtidos a partir do momento em que o ponto fixo

deixa de ser estavel.

10 144
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8<
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150 175 200 100 150 200
t t

Figura 5.2: Séries temporais para u(!) obtidas via integracio numérica de 5.5. Em (a), f=0,2ea=
0,25, caracterizando regime periédico, e em (b), f = 0,5 e a = 0,35, caracterizando regime
cadtico. As demais varidveis dinamicas, em cada caso, apresentam caracteristicas de oscilagoes
semelhantes.

Para analisar isso, integramos numericamente o sistema 5.5 até um tempo ¢ = 300 (note
que, aqui, como nao ha difusao, o subindice i pode ser desconsiderado e analisamos puramente
o sistema dindmico com 4 equagoes). As condigoes iniciais das varidveis sao dadas pelo valor
dessa varidvel no ponto fixo, acrescido de uma pequena perturbacao aleatéria uniforme. Os
parametros a, b, ¢ e d sao fixados conforme os valores acima e variamos os valores de f e a.

Duas séries temporais de u") obtidas para diferentes conjuntos de parametros sdo mostradas
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na figura 5.2.

Como é possivel notar na figura 5.2, os regimes dinamicos para os diferentes conjuntos
de parametros sao bem distintos. Enquanto que em 5.2(a) é possivel notar uma oscila¢ao
claramente periddica, em 5.2(b) vemos diferencas marcantes nas posigoes e intensidades dos
picos, o que é marca de um regime cadtico.

Para analisar os outros regimes dinamicos possiveis nesse sistema, fizemos uma escollha
com 50 conjuntos distintos de parametros, obtidos variando f e a. Depois de passado um
transiente inicial, as séries temporais obtidas foram avaliadas via Transformada Rapida de
Fourier (FFT), com o software ORIGIN. Os regimes dinamicos encontrados para o sistema,

em funcao dos parametros f e a sao mostrados na figura 5.3.

0,55

extingéo
0,50

periédico
0,45 i

cadtico

0,40
0,35
0,30
0,25
0,20

0,15
0,1 02 03 04 05 06 0,7 08 09 1,0

f

Figura 5.3: Regimes dinamicos apds transiente inicial obtidos para o sistema 5.5, como funcao dos
parametros f e a. Aqui, a varia de 0,15 a 0,55, com acréscimos de 0,1 e f varia de 0,1
a 1,0, com acréscimos de 0,1 (os centros dos retangulos coloridos indicam os valores adotados
em cada caso). Em azul, regime periédico, em vermelho, regime caético, e em preto, extingao
do par (1), com permanéncia do par (2).

A regiao em preto na figura 5.3 indica os casos em que a dinamica do sistema evoluiu
para completa extingdo do par (1) e permanéncia do par (2) no que seria o ponto fixo do
sistema com duas espécies, a saber, (u,v) = (5, 10). E possivel interpretar biologicamente
esse resultado, uma vez que « representa a forca da predacao secundaria. O aumento de «
aumenta a influéncia que o predador (2) tem sobre a presa (1), de modo que, passado certo
limite, o crescimento da populagao de presas (1) nao é capaz de equilibrar a influéncia de
dois predadores fortes e acaba por se extinguir. Seu predador direto, v(!), sem presas, se

extingue também. As regioes azul e vermelha indicam os casos em que as séries temporais
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das varidveis dinamicas apresentam regimes peridédicos e cadticos, respectivamente.

Quando olhamos para a evolugao do sistema, nao mais considerando nos isolados, mas
definindo as varidveis na rede, sujeitas a difusao através de nés conectados, fenomenos inte-
ressantes emergem. Em particular, se consideramos um conjunto de parametros da dinamica
tal que o regime de cada né individual seria caracterizado como cadtico é possivel notar,
através de uma escolha adequada dos parametros ligados & difusao, uma sincronizagao com-
pleta da variacao temporal das variaveis dinamicas.

A figura 5.4 mostra como varia, com o tempo, a diferenca entre os valores de u") para

dois noés i e j escolhidos arbitrariamente, sendo a dinamica de cada né cadtica.

0,0001 -
= 0,0000- ||“u|'nlk“||l||“nI e
-
S5 .0,0001-

0 ' 50 100

t

Figura 5.4: Evolucao temporal da diferenca ugl) —u!Y. A dinamica é estabelecida sobre uma rede livre

de escala com N = 1000 e (k) = 20. Aqui, e = 0,06 e o = 2,0 e os pardmetros da dindmica,
f=0,5ea=0,35, determinam regimes cadticos.

Veja que depois de um tempo ¢t = 100, a diferenca entre as variaveis definidas nos dois
sitios distintos é nula. Uma vez que as dinamicas de cada né da rede estao acopladas via
difusao entre nés conectados, o que surge é um estado dinamico na rede que ainda é cadtico,
mas que tem todas as variaveis, definidas em cada né, sincronizadas.

E intuitivo pensar que no limite ¢ — 0, a sincronizacao entre as variaveis em cada né
disaparecga e essas oscilem de forma cadtica, mas cada uma a sua maneira. Para avaliar esse
efeito, necessitamos de um parametro de ordem, que avalie o efeito de sincronizacao, parcial
ou total, na rede como fungao de €.

Para isso, usamos o parametro R, definido por Garcia-Ojalvo, Elowitz e Strogatz, [30]:

R= 0 (5.6)

onde M(t) = (1/N) 2N, Xi(t), os colchetes, (-), denotam média temporal ¢ a barra superior,

., (como a que ha no denominador) denota média sobre os nds da rede.
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Como podemos ver, M (t) é a média na rede, num dado instante de tempo ¢, sobre alguma
das varidveis dinamicas. O numerador de 5.6 é, portanto, a variancia temporal de M (t), para
um dado intervalo de tempo. Note que o termo (X2) — (X;)? refere-se & variéncia temporal
da quantidade X no né i, para esse mesmo intervalo de tempo. Sendo assim, o denominador
de 5.6 é a média na rede de todas essas variancias individuais dos nos.

Suponhamos que estamos numa situagao completamente dessincronizada. Nesse cenario,
como cada uma das varidveis X; (para cada no ¢) estd num regime cadtico, suas evolugdes
temporais sao oscilagoes de grande amplitude e descorrelacionadas (dado que as condigbes
iniciais sao aleatdrias). Devido a essa falta de correlagao, a média dessas varidveis na rede,
para cada instante de tempo, M (t), tem um valor aproximadamente constante, de modo que
a variancia temporal de M (¢) tem um valor bem pequeno. Devido as grandes amplitudes de
oscilagao, cada uma das variancias temporais, para cada um dos nds, tem um valor grande,
de modo que a média dessas variancias na rede também tem um valor grande. Assim, para
o caso completamente dessincronizado, temos R =~ 0.

Por outro lado, se as oscilagoes das varidaveis em cada né estao completamente sin-
cronizadas, entao todos os X; sao idénticos em cada instante de tempo. Além disso, a
média dos X; na rede, M (t), também é, obviamente, idéntica a cada X;. Dessa maneira, o
numerador e o denominador sao iguais e temos R = 1.

Vemos assim que o parametro R é adequado para descrever a transicao do regime des-
sincronizado na rede para o regime sincronizado, através de um aumento do parametro €. A
figura 5.5 mostra cédlculos do parametro R em funcgao de ¢, considerando a evolugao temporal
m
(]
rede livre de escala com N = 1000 e (k) = 20.

Como é possivel ver, ja para valores bem pequenos de e, comeca a haver uma sincronizagao

das variaveis u; ’, com parametros referentes ao regime cadtico na auséncia de difusao, numa

parcial (0 < R < 1) entre os nés da rede. Aqui, a topologia tem papel muito importante no
processo de sincronizac¢ao, de modo que quanto mais heterogénea a rede, menor é o parametro
critico, €., a partir do qual alguma sincronizacao parcial pode ser encontrada (de fato, tal
grafico para transicao é bastante semelhante ao encontrado para o limiar de espalhamento de
epidemias em redes complexas. Veja [14] para processos epidémicos em redes complexas e [31]
para sincronizacao em redes heterogéneas). A medida que € aumenta, as variaveis na rede
vao se tornando cada vez mais sincronizadas, até chegar no estado totalmente sincronizado
(R =1) por volta de € ~ 0, 35.

O problema de sincronizagao em redes complexas é topico de inlimeros estudos recentes.
No presente trabalho, por nao ser esse nosso foco principal, optamos apenas por uma descri¢ao
superficial de como a sincronizagao aparece em nosso sistema. Para o leitor mais interessado,
sugerimos [14] e o artigo de revisao [32].

Retomemos agora a discussao a respeito da formacao de padroes de Turing nesse sistema.

Para isso, temos que analisar a situacao em que o ponto fixo positivo do sistema é estavel
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Figura 5.5: Pardmetro R como funcao de ¢, calculado a partir da evolugdo temporal das varidveis u;
Temos f =0,5 e a = 0,35, caracterizando regime cadtico na auséncia de difusdo. As varidveis

difundem numa rede livre de escala com N = 1000 e (k) = 20. Para esse caso, 0 = 2,0. Os
(1

quadrados internos mostram a configuracao das varidveis u,; ’ como funcao dos indices i da rede

para um tempo fixo.

na auseéncia de difusao. Como ja mencionado, para o < 0,08, independente do valor de f,
esse ponto ¢é estavel. Sendo assim, devemos analisar a possibilidade de que esse ponto fixo
torne-se instavel, a partir do momento em que a difusao passe a ser considerada.

Para que o ponto fixo torne-se instavel, pelo menos um dos autovalores da Jacobiana do
sistema com difusao deve ter parte real positiva, entretanto, diferentemente do caso com 2
espécies, nao podemos obter analiticamente qual o valor critico de o para o qual isso ocorre.

A analise deve, portanto, ser feita por métodos numéricos. Para tal, obtemos a Jacobiana
do sistema completo 5.5 e calculamos seus autovalores. E importante aqui lembrar que para
cada autovalor da matriz Laplaciana, temos uma Jacobiana diferente, caracterizada pelo
modo referente a esse autovalor da Laplaciana. Como, nesse caso, a Jacobiana do sistema, é
uma matriz 4 x 4, obtemos 4 autovalores, possivelmente complexos, para cada autovalor da
Laplaciana.

Os célculos que realizamos mostraram que, de fato, é possivel obter um conjunto de
parametros para os quais encontramos autovalores da Jacobiana com parte real positiva,
indicando que, para tais parametros, o estado homogéneo torna-se instavel e os padroes de
Turing podem emergir.

Procedemos assim para a integracao numérica das equacoes 5.5, estabelecidas sobre uma

rede livre de escala com N = 1000 e (k) = 20 (essas serao as caracteristicas das redes usadas
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em todos os demais resultados, a menos que se indique o contrario). Os padrdes estaciondrios

para cada uma das espécies, como funcao dos indices ¢ dos nés da rede sao mostrados na
figura 5.6.
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Figura 5.6: Padroes estaciondrios para ugl), (a), vz(l), (b), ul(?), (c), e vi(z), (d), como fungao dos indices i

dos nds da rede. Os indices dos nés estao ordenados de acordo com ordem decrescente de grau.
Os padroes foram obtidos integrando numericamente as equacoes 5.5 numa rede livre de escala
com N = 1000 e (k) = 20. Temos a = 35,0, b = 16,0, ¢ = 9,0, d = 0,4, f = 0,5, « = 0,05,
e = 0,12 e 0 = 20,0. As linhas pontilhadas indicam o valor do estado homogéneo para cada
uma das espécies.

Como vemos, os padroes formados no modelo de 4 espécies apresentam algumas similari-
dades com os padroes formados no modelo anterior, com 2 espécies. Aqui, também se nota a
divisao dos nés em dois grupos: um em que as espécies apresentam alta abundancia e outro
em que elas apresentam baixa abundancia (novamente, “alto” e “baixo” tem como referéncia
o estado homogéneo para cada espécie). Nota-se também nesse caso que a diferenciagao é
mais acentuada nos nés que apresentam valores menores de grau (a distribuigao dos indices
esta feita em ordem decrescente de grau).

Quando comparamos os padroes estaciondrios de cada presa com o padrao de seu predador
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direto, é possivel mostrar que os sitios que correpondem a alta abundancia da presa também
correspondem a alta abundancia de seu predador. Porém, quando comparamos os padroes
da presa (1) e da presa (2) a andlise nao é tao direta.

Para estudarmos a correlacao entre as presas em cada sitio, construimos os padroes esta-
cionarios da diferenca entre as duas populagoes ugl) — ul(-z) em cada sitio ¢ da rede, variando

o parametro « que corresponde ao acoplamento entre os pares. Tais padroes sao mostrados

na figura 5.7.
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Figura 5.7: Padroes estacionarios da diferenga entre as populagoes de presas, uZ(-D — u§2), em fungao dos

indices ¢ dos nds da rede, para diferentes valores de . Em (a), a = 0,002, em (b), « = 0,01 e,
em (c), « = 0,05. Em todos os casos, a = 35,0, b = 16,0, c=9,0, d=0,4, f =0,5, e = 0,12
e o =20,0.

E possivel notar que os padroes da figura 5.7 apresentam 3 grupos principais de nos
diferenciados: um grupo em torno de +4, um grupo em torno de —4 e um grupo em torno

de 0. Da comparagao com os padroes estacionarios das presas, figuras 5.6(a) e 5.6(c), vemos
que os nés em que ugl) — ul@) tem valor em torno de +4 sao aqueles em que ugl) tem alta
1) (2)
—

A . 2 . A . ,
abundancia e uf ) tem baixa abundéncia e os nés em que u,; tem valor em torno de
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—4 representam o caso contrario. Para os nés em que u; ' — tem valor em torno de 0, ou
ambos tem alta abundancia ou ambos tem baixa abundancia.

A anélise dos padrdes variando o valor de « revela algo bastante interessante. A medida
que o valor de o aumenta, o grupo de nés que corresponde a valores de ugl) — uZ@) em torno
de 0 vai ficando menos denso. Isso significa que o acoplamento entre os pares introduz uma
correlacao negativa entre as distribuigoes das duas presas, que é tanto maior quanto maior
for a forca desse acoplamento.

Para ter uma visao mais clara da densidade de nés, apresentamos um histograma, referente
ao numero de nés em cada grupo diferenciado, para o = 0,002 e para o = 0,05. Os

histogramas sao mostrados na figura 5.8.

450 - B o -0.002
B o=005

4001
3501
3001
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200+
150-
100-
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-6 -2 2 6

1 2
uh - y®

Figura 5.8: Histogramas referentes aos niimeros de sitios em cada um dos 3 grupos de ul(-l) - ul@): de —6 a
—2,de =2 a +2 e de +2 a +6. As contagens referem-se aos padroes das figuras 5.7(a), barras
pretas, e 5.7(c), barras vermelhas. Sé sao contados os sitios para os quais ¢ > 250, que s@o
aqueles em que a diferenciacdo é mais acentuada.

Fica claro pela andlise da figura 5.8 que o aumento de « reduz o nimero de sitios em
que as presas dos dois pares tinham padroes semelhantes de abundancia, introduzindo a
correlacao negativa ja mencionada (para acoplamento forte, nos sitios onde uma das presas
¢ muito abundante, o mais provavel é que a outra presa seja pouco abundante).

Biologicamente, isso traz uma andalise interessante. Note que a correlagao negativa entre
as populagoes de presas nao se deve a competicao direta por recursos ou espago, uma vez
que as equacoes que regem os crescimento de ambas sao idénticas e nao ha nenhum termo
de competigao entre elas (que seria expresso, por algo do tipo —ugl)ugz) nas equagoes). A

correlacao negativa notada entre as presas com o aumento de a deve-se ao fato de que as

95



(2)

duas presas dividem um predador em comum (no caso, v;”’), fendomeno que, em ecologia, é

chamado de competicao aparente.

5.3 Modelo ecolégico: 6 espécies

Nesse ponto, torna-se interessante investigar se a correlacao negativa entre presas de
pares acoplados é um fenomeno particular do sistema de 4 espécies ou se ela pode também
ser encontrada para cadeias tréficas maiores.

Para tal, propomos uma nova extensao do modelo, com a mesma idéia que usamos para
construir o modelo com 4 espécies: adicionamos um outro par de presa e predador, idéntico
aos anteriores, e acoplamos o predador do novo par com a presa do par anterior.

As equagoes desse novo sistema com 6 espécies serao também dadas por 5.5, sendo que,
nesse caso, [ pode assumir os valores 1, 2 e 3, referentes aos indices de cada par presa-predador,
e os valores das constantes de acoplamentos entre os pares sao iguais a «. Além disso, temos
ugo) = 1154) = 0. Integrando numericamente as equacoes 5.5, obtemos os seguintes estados
estacionarios para as populacoes de presas na rede, mostrados na figura 5.9.

Note que os padroes estacionarios que se formam na rede, para cada uma das populagoes
de presas, sao muitos similares aos padroes que observamos nos modelos anteriores. H4,
novamente, uma divisao dos nés da rede em dois grupos: aqueles em que a populagao tem
alta abundancia e aqueles em que tem baixa abundancia. Todavia, a andlise da correlacao
entre as abundancias de presas nesse caso, em que ha 3 valores por sitio para se avaliar, é

um pouco mais complexa. Para tal, definimos a quantidade:

! _
o ﬂ(l)) _ +1, se UE) > g

@

—1, se u;’ < u® 7 (5.7)

o = sng(u

i

onde afl) ¢ definida para cada populacdo de presas (I) e em cada sitio ¢, indicando se a
)

populagao de presas tem alta abundancia, o;” = +1, ou baixa abundancia, afl) = —1, no
respectivo sitio.

Para analisar a correlacao entre presas de pares diretamente acoplados, separamos os
sitios com indices ¢ > 250 (para os quais a diferenciagdo é mais pronunciada) em dois grupos:

2 = —1. Em seguida, analisamos o valor da

aqueles em que ¢(® = 41 e aqueles em que o'
soma ¢ 4+ 03 em cada um desses sitios. Os trés possiveis valores para essa soma, indicam
trés possiveis situacoes: se oM +0®) = 42 tanto uV) quanto u® apresentam alta abundancia
no sitio, se o + ¢ = —2_ tanto u") quanto u® apresentam baixa abundancia no sitio e
se o1+ 03 =0, u) e u® apresentam abundéancias com caracteristicas opostas.

Se a hipdtese de que existe correlagao negativa entre presas de pares acoplados, para o

sistema de 6 espécies, for valida, devemos esperar que, para valores relativamente altos do
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Figura 5.9: Padroes estacionarios das populagoes de presas em fungao dos indices ¢ dos nés da rede, para
o modelo com 3 pares presa-predador. Em (a), u®), em (b), u(® e, em (c), u®. Em todos os
casos, a = 35,0, b=16,0,¢c=9,0,d=0,4, « =0,05, f =0,5,e=0,12 e 0 = 20,0.

acoplamento, «, o grupo de sitios que apresentam ¢® = +1 deve ter a maioria de seus
sitios apresentando, também, ¢! 4 ¢ = —2 (uma vez que por hipétese, hé uma correlacio
negativa entre as presas dos pares (3) e (2) e também entre as presas dos pares (2) e (1)) e
onde 0® = —1, o mais provavel deve ser oM + g3 = 42.

Assim posto, fazemos a andlise acima com os padroes mostrados na figura 5.9, e cons-
trufmos histogramas dos valores encontrados para a soma o 4+ ¢(® na rede, para diferentes
valores de a. Os histogramas sao mostrado na figura 5.10.

Em cada um dos histogramas da figura 5.10, as barras pretas indicam a contagem dentro
do grupo de sitios em que 0(® = —1 e as barras vermelhas indicam a contagem dentro do
grupo 0 = 41.

O histograma da figura 5.10(a) é mostrado apenas como referéncia. Nesse caso, a« = 0,0

2)

e o que o grafico mostra é que u", u® e u® estdo descorrelacionados. Pode-se observar
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Figura 5.10: Histogramas referentes & soma o) + ¢®) considerando fdices dos sitios i > 250. As barras
vermelhas indicam que a contagem foi feita no grupo em que o) = 41 ¢ as barras pretas, no

grupo em que o) = —1. Temos, em (a), o = 0,0, em (b), @ = 0,002, em (c), & = 0,01 e, em
(d), @« = 0,05. Em todos os casos, a = 35,0, b = 16,0, ¢ =9,0,d=0,4, f =0,5,¢=0,12 ¢
o = 20,0.

isso usando como referéncia o histograma da figura 4.6. Se o acoplamento, «, é nulo, entao
o sistema dinamico é constituido de trés pares de equacgoes idénticos desacoplados, para
cada presa-predador (), de modo que os padroes finais para cada uma das presas devem ter
histogramas muito similares ao da figura 4.6. Voltando a figura 5.10(a), se as distribuigdes
finais de cada uma das presas forem descorrelacionadas, o nimero de sitios em que a soma
oM 4+ o) deve ser igual a +2, considerando tanto o grupo ¢® = +1 quanto ¢® = —1, deve
ser, aproximadamente, 2/3 x 2/3 x 750 ~ 333 (que se refere & probabilidade de que tanto u(!)
quanto u® tenham altas abundancias, avaliando o ntimero total de sitios considerados no
histograma, 750). Anélises similares podem ser feitas para mostrar que as somas das barras
pretas e vermelhas, para os casos em que o) + 603 =0 e o) 4+ ¢®) = -2, correspondem
aos valores esperados para o caso descorrelacionado.

A medida que o valor de « cresce, é possivel ver que os padroes dos histogramas vao sendo
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progressivamente alterados, quando comparados com o caso desacoplado. Quando o = 0,05
fica nitido que na maioria dos sitios em que a presa (2) tem alta abundancia, c® = 41,
tanto a presa (1) quanto a presa (3) tem baixas abundancias, o) + 03 = —2, e na maioria

dos sitios em que a presa (2) tem baixa abundancia, o(?) =

—1, tanto a presa (1) quanto a
presa (3) tem abundancias elevadas, o 4 03 = +2.

Dessa forma, é possivel concluir que a correlagao negativa entre presas de pares direta-
mente acoplados nao é um fenémeno particular para o sistema com 4 espécies, uma vez que

notamos também esse efeito quando consideramos uma cadeia tréfica maior, com 6 espécies.

5.4 Consideracoes adicionais

Tratamos nessa ultima secao de trés casos muito similares aos ja trabalhados anterior-
mente, mas que apresentam relevancia para o problema biolégico.

O primeiro deles diz respeito ao nimero de sitios na rede. Até o momento, em todos os
resultados gerados, utilizamos uma rede livre de escala, construida de acordo com o algoritmo
de Barabasi e Albert, com N = 1000 e (k) = 20. Quando se trabalha com estatistica de redes,
esse ¢ um tamanho relativamente pequeno para se estudar estrutura e propriedades de escala
de tais redes. Entretanto, como no nosso caso a rede representa os sitios espaciais através
dos quais as espécies dispersam, N = 1000 é um tamanho relativamente grande. Isso porque
a maioria dos bancos de dados empiricos em ecologia espacial, que consideram o espagco
como discreto (seja pela definigdo dos habitats ou por se tratar de paisagens fragmentadas),
geralmente apresentam um nimero de sitios muito menor (os maiores bancos de dados tem
um ndmero de sitios da ordem de 100).

Dada essa limitacao, definimos o mesmo modelo de 6 espécies dispersando numa rede
menor, para avaliar se a correlacao negativa entre presas de pares diretamente acoplados
ainda ¢ significante nesse caso. Trabalhamos entao com uma rede livre de escala, N = 200 e
(k) = 10. Os resultados sdo mostrado na figura 5.11.

Na figura 5.11(a) sdo mostrados os padroes estaciondrios para as espécies de presas na
rede. Também podemos notar, ainda que com diferencas na forma, a separagao dos nés em
grupos onde as populacoes sio mais abundantes e menos abundantes. Definindo o conforme
5.7, construfmos os histogramas para a soma o™ + ¢®) avaliados em cada um dos grupos
de valores para ¢, para acoplamento relativamente alto, o = 0, 05.

O que vemos é que, também no caso em que consideramos uma rede menor, a maioria
dos sitios em que u® tem alta abundancia, tanto u") quanto u® tem baixas abundancias
e na maioria dos sitios em que u® tem baixa abundancia, tanto v quanto u® tem altas
abundancias, mostrando que a correlagao negativa entre pares acoplados também ocorre para
esse caso.

O segundo caso que tratamos, diz respeito ao fato de os pares presa-predador possuirem
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Figura 5.11: Em (a), padrdes estaciondrios para populagdes de presas uM, u® e u® como funcio dos
indices i da rede. Em (b), histogramas referentes & soma o(*) + ¢ considerando todos os
sitios. Temos a = 35,0, b =16,0, c=9,0,d=10,4, f =0,5, «a =0,05, e =0,12 e 0 = 20, 0.

parametros idénticos. Uma vez que os pares sao idénticos nao ha distincao entre as taxas de
natalidade das presas e mortalidade dos predadores, independente da posi¢ao que uma dada
espécie ocupa na cadeia trofica. Biologicamente, a hipétese de pares idénticos € irreal, uma
vez que nas cadeias tréficas reais ha, geralmente, distingoes notdveis nessas taxas, de acordo
com a “hierarquia”’ da cadeia (onde, por “hierarquia”, queremos dizer “quem come quem”).
Muitas vezes essa hierarquia estd associada ao tamanho das espécies: presas maiores sao
predadas por predadores maiores que podem também vir a comer presas menores.

Para tornar o modelo mais real nesse ponto, definimos as equacoes para o modelo com 6

espécies da seguinte maneira:

d b (l) _ (l) 2
%uz@(t) _ a —+ u,c(l) (ul ) _UZ@ uz(l) —ozugl)v,glﬂ)jLeZLijugl)
J
R0 0 @, O\, O (1-1), (1) 0 (58)
pril t) =[u;’ — (A +dYv; )" + fou; v, —i—O‘GZLZ‘jUj ,
J

onde ¢ = (1,1)"'ce d® = (1,1)""'d. Todos os parametros do modelo anterior permanecem
os mesmo e mudamos os parametros ¢ e d, sendo que para cada par, esses parametros serao
10% maiores que os parametros do par anterior. Essa modificacdo é motivada pela idéia de
que o tamanho corporal aumenta a medida que aumenta o indice do par, [, sendo que presas
maiores possuem taxas de natalidade menores e predadores maiores, na auséncia de suas
presas, possuem taxas de mortalidade maiores.

Integramos numericamente as equacoes 5.8 numa rede livre de escala com N = 1000 e
(k) = 20. Os resultados sao mostrado na figura 5.12.

Como vemos na figura 5.12(a), os sitios também se dividem em grupos de alta e baixa
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Figura 5.12: Em (a), padrdes estaciondrios para populagdes de presas uM, u® e u® como funcio dos
indices i da rede. Em (b), histogramas referentes & soma o!) 4+ ¢(®) considerando indices dos
sitios ¢ > 400. Temos a = 35,0, b = 16,0, c = 9,0, d =0,4, f = 0,5, « = 0,05, e = 0,12 e
o = 20,0.

abundancias, porém a diferenciacao é mais acentuada para os sitios com ¢ > 400. Conside-
ramos entdo i > 400 para construir os histogramas para a soma o) + ¢ novamente para
acoplamento a = 0, 05.

Vemos, também para esse caso, que a maioria dos sitios apresenta caracteristicas alter-
nadas de abundancia de espécies quando consideradas presas de pares diretamente acoplados.
Concluimos assim, que a hipotese de considerar pares idénticos nao interfere na existéncia da
correlacao negativa entre presas.

O terceiro e ultimo caso, trata da questao de termos até o momento, considerado que
as taxas com que as espécies dos diferentes pares dispersam sao as mesmas. Essa é outra
limitagao do modelo, uma vez que é biologicamente mais plausivel considerar que espécies de
pares diferentes dispersam de forma diferente.

Para analisar o efeito de taxas de difusao diferentes, consideremos o modelo com 2 pares
idénticos de presa e predador, dado pelas equagoes 5.5, mas cpom diferentes razoes de taxas
de difusao de predadores e presas, para cada um dos pares. Chamaremos a razao entre as
taxas de difusdo de predadores e presas do par (1) de o; (o subscrito é usado aqui para que
nio se confunda essa razio com a quantidade o) definida por 5.7). As taxas de difusdo das
presas, €, manteremos iguais.

Integramos numericamente as equacoes 5.5 numa rede livre de escala com N = 1000 e
(k) = 20, considerando o7 = 12,0 e 09 = 20,0. Os resultados dos padroes estaciondrios para
as populagoes de presas sao mostrado na figura 5.13.

Como podemos ver na figura 5.13(a), o padrdo estaciondrio obtido para u(® é bastante
similar ao encontrado no sistema em que 07 = o3 (veja figura 5.6(c)). J& o padrao estacionério

para uM), na figura 5.13(b), é algo bastante interessante. Note que h4 uma diferenciacao clara
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Figura 5.13: Em (a), padrdes estaciondrios para populagoes de presas uM e, em (b), padroes estaciondrios
para populacoes de presas u(®. Temos a = 35,0, b = 16,0, ¢ = 9,0, d = 0,4, f = 0,5,
a=0,05¢¢=0,12, 01 = 12,0 e 09 = 20,0.

de um grupo de nds que apresentam caracteristica de baixa abundancia, o que nao era de se
esperar se esse par de presa e predador estivesse desacoplado do outro par. Isso porque oy
encontra-se abaixo do valor critico de formacao do padrao para o modelo com 2 espécies, o,
(dado pela equagao 4.8).

Assim, concluimos que o acoplamento entre os pares induz a formacao do padrao, mesmo
se o valor de o de um dos pares esta abaixo do valor critico de formagao do padrao. Bio-
logicamente, isso indica que cadeias tréficas maiores podem facilitar a formacao de padroes

espaciais heterogéneos de abundancia.
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Capitulo 6
Conclusoes

No presente trabalho, nos propusemos a investigar a formacao de padroes de Turing
em sistemas de reacao-difusao com mais de 2 variaveis dinamicas, sendo que a difusao das
variaveis ocorre através dos noés conectados de uma rede complexa. Todas as analises foram
feitas através de rotinas numeéricas, uma vez que o tratamento analitico nao é vidvel para os
sistemas com os quais trabalhamos.

Para o estudo de sistemas com exatamente 3 variaveis dinamicas, adaptamos as equacoes
dos modelos de Lorenz [26] e de Hastings-Powell [28] ao nosso modelo de reagao-difusao
na rede. Através de cédlculos numéricos dos autovalores das matrizes Jacobianas de tais
sistemas, nao fomos capazes de encontrar valores que indicassem a instabilidade dos estados
de equilibrio homogéneos, condicao essa necessaria a formacao de padroes de Turing. Nao
podemos, entretanto, concluir se tais sistemas sao incapazes de apresentar formacao de tais
padroes ou se nao analisamos os intervalos dos parametros para os quais os padroes poderiam
se formar (ressaltamos novamente que a inviabilidade de um tratamento analitico d4 origem
a essa dificuldade acerca da escolha dos intervalos dos parametros).

Em seguida, tomamos por base o modelo de presa e predador proposto por Nakao e
Mikhailov [12], que apresenta formacao de padroes de Turing em redes complexas. Como
esse ¢ um modelo com duas variaveis dinamicas, fizemos uma extensao, adicionando um outro
par de presa e predador, idéntico ao primeiro, e acoplando esse novo par ao par original, de
modo a haver uma predacao secundaria da presa do primeiro par pelo predador do segundo
par. Assim, estabelecemos um sistema acoplado de 4 variaveis dinamicas.

Sob a perspectiva de anélise geral do sistema dinamico, esse novo modelo estendido apre-
sentou varios regimes interessantes. Detectamos transicoes entre regimes cadticos, periddicos
e estacionarios, além de observar sincronizacao parcial e total entre as variaveis dinamicas nos
diferentes nos da rede. Do ponto de vista de formagao de padroes, verificamos a possibilidade
de formacao de padroes de Turing, através de escolhas adequadas dos parametros.

Obtivemos também, para esse modelo, interpretagoes interessantes dos resultados do
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ponto de vista ecoldgico. Para esse sistema representativo de uma pequena cadeia trofica, a
formagcao dos padroes de Turing na rede, que divide os sitios da rede em grupos nos quais as
populagoes apresentam altas abundancias ou baixas abundancias, sugere que diferencas nos
padroes espaciais de abundancia de espécies reais podem ser, pelo menos em parte, devidas
ao mecanismo de Turing e nao a heterogeneidades do ambiente. Além disso, verificamos
que o aumento da forca de acoplamento entre os pares introduz uma correlacao negativa nas
caracteristicas de abundancia das duas populagoes de presas, ainda que nao haja competicao
direta, por espago ou por recursos, entre elas. Esse efeito, muito provavelmente, esta ligado
ao que em ecologia da-se o nome de competicao aparente e deve-se ao fato de que as duas
presas tem um predador em comum.

Essa correlacao negativa entre populacoes de presas de pares diretamente acoplados foi
também testada para uma nova extensao do modelo, considerando a adicao de outro par
presa-predador idéntico (sendo agora a presa do segundo par também predada pelo predador
do terceiro par). Verificamos que, também para esse caso, o aumento da forga de acoplamento
introduz a correlacao negativa entre as populagoes de presas. A correlacao negativa também
se mostrou significante para o modelo com 6 espécies quando consideramos pares nao idénticos
e tamanhos menores para a rede.

As interpretacoes ecoldgicas que podemos tirar desse modelo, apesar de muito inter-
essantes, devem ser feitas com cautela. Sob a dtica ecolégica, o modelo apresenta duas
limitagoes principais: a primeira deve-se ao fato de que a rede que representa o espaco € uma
rede complexa, na qual a distribuicao de grau é uma lei de poténcia, e a segunda deve-se a
estrutura bastante especifica da cadeia tréfica.

Como mencionado no capitulo destinado a revisao sobre redes complexas, quando se define
uma rede, importa apenas quem estd conectado com quem, de modo que nao se definem
distancias espaciais (euclidianas) sobre essas redes. Todavia, uma vez que se trabalha com
migragoes de individuos, distancia é algo que, geralmente, nao deve ser ignorado. Além
do mais, a estrutura de ligagoes dos sitios como forma de lei de poténcia é dificil de ser
confirmada empiricamente. Isso porque a maioria dos estudos empiricos em ecologia, que
consideram sitios interligados por onde as espécies dispersam, apresenta bancos de dados com
relativamente poucos sitios, de modo que dizer exatamente se uma determinada distribuigao
de ligacoes entre tais sitios segue uma lei de poténcia é algo delicado.

Quanto a cadeia trofica que utilizamos, podemos dizer que sua estrutura é muito es-
pecifica, quando comparada a cadeias troficas reais. Muitas das cadeias troficas reais sao
bastante complicadas, apresentando ligagoes miultiplas, ciclos e um numero relativamente
grande de espécies.

Apesar de nao podermos afirmar categoricamente a validade dos resultados do ponto de
vista ecolégico, ainda é possivel encontrar argumentos que justifiquem a importancia dos

resultados aqui expostos. Embora, de fato, as redes que trabalhamos nao tenham uma
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definicao clara de distancia, os resultados apontam como heterogeneidades nas ligagoes entre
os sitios podem influir nos padroes nao-triviais de distribuigoes de espécies. Isso é interessante
quando se trabalha com habitats fragmentados, para os quais defini¢coes do espago como forma
de redes encaixam muito bem (veja a extensa revisao [16] sobre ecologia de fragmentos).
Para as cadeias troficas que utilizamos, podemos argumentar que, as vezes, o foco de um
determinado estudo repousa nao sobre a cadeia trofica real completa, mas sobre algumas
espécies chaves, as quais formam cadeias mais simples. Nesses casos, a simplicidade da
cadeia que construimos pode ser um elemento interessante para o estudo das interacoes entre
essas espécies.

Lembramos, por fim, que o foco inicial do presente estudo era a formagao de padroes
de Turing em redes complexas. Acreditamos que os resultados que foram apresentados con-
tribuem de forma importante com novas abordagens e interpretacoes, além de apontar vérias

possibilidades para investigacoes futuras.
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