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Resumo 

• 

o objet ivo da tese é apl icar a teoria de plasmas IIloroos, 

[1.2], ao py"oblema de Tr"IV€!lpl6'Ce e (lo~ld. [3,4], sendo qlJ,E: agora, 

além de se Incluir a temperatura ele::trônlca, nao vai se I'"estringil'" o 

estudo ao ca~;o das. ondas lentas. Se estuda então a pr"opa9al;:aO de uma 

onda eletr"omagn"ética e::m uma guia de onda pI'"e::enchida paI'" um plasma mol'"-

no €"~ onde se consid~'f"a tanlbÉnl a Pl'"6'S6'Ol;:a de um campcI magnÉt ico externo 

e constante aplicado ao longo do eD:D da guia. A guia de onda que 11-

mlt:::\ o pla~.ma é conslclel'":ada como sendo lJ,m condutaI'" perfeito de sel;:âo 

nda circular. 

Além rJas equaç;:;es gera i s para o plasma e: para a onda eletro-

magnética sâo apr"esEmtadas a~; condiç;3(;~s de contorno adequ:::\das, [2,5::". 

d obtido o terlsor dielétrlco para o plasma morno, que deixa de ser uma 

m,ür"iz comum como no caso de plasn\i:\s i'rio~; e fica C\9Clra formalmenle 

conlo um operador, sendo entao uma matriz CUJOS elementos são derivadas 

espaciais que vacI aluar- nas componentes do campo elétrico. 

Com a apl icaç:ao das condições de contorno sâo obt idas as re-, 
lações de disper~;ão em várias sit'Jaç:3es dist intas que inc:luem: ,-
plasm~\ preenchendo completamente a guia e plasma preenchendo parcial-

mente .\ gUIa (caso em qUE' há vácuo entre o plasma e a guia>. 2- tenlpe-

l'<:\tur,,,- nula (plasma frio) O'J temperatura finita qual"luer. 3- campo 

magnétiCO externo nulo, ou de intensidade tendendo ~\ infinito O'J de 

valor finito q'Jalquer". 4- plasnla limitado ou plasma illfllitado (raio da 

guia I:€'fltlendo a infinito). 5- ondas r.ípid,",s e ondas l€mtas (l,mite em 

que w/k CC c). Além dIsto as relações de dispersão incluem os casos em 

qUE' a pertul'"bal;:ão não apresenta simetr"ia azimutal. I 



No caso d!~ campo magnétic:o infinito !:iaa obtidos os Illodos de 

prt)p.lgaç.~ío tv·ansvE"v"sQ elétl'·I(:o (TE) e tn:\nSVel'·~;Q m~\9n.aic:o (TM). Q'.mn··' 

dç) o canH'O magnético é finito e naa nulo, se obt€·~m a rotaç:ao d~' Fara-· 

da~ e além di .. tc) se mostra que as cmdas não Il\ai~i pod(·~nl s~~r· SE~p;:\rarJas 

em ond;:\s TE: 6~ TM, e q'Jf~ apenas el.> n~odos hlbl'" Idos podem se fWtlpagar (no 

cas;el em Ill.le a pG~r·tl.lr·baç:ão é SE"m ~;im€tria oU::lhlutal). 



Abstract 

Tt,e aim of this thesis is to appl~ the warm plasma theor~, 

[l.,2J, to the Trivelpiece and Gould pr"obIelll, (3,4], but now, beside'ã 

the inclusion of the electron temperature, the stud~ will not be res­

tr"ie:ted to the 510'"' wave ca'5es. The propagation of an electromag"netic 

\OIa ..... e in a warm plasma-fil1ed waveguide is stlJdied and the presenc:e of 

a constant eHtern&l magnetic fi&.'ld appliecl alon9 the guide axis is al-

50 consldered. The wavesuide that limits the plasma IS considered to 

b~~ õl p~~r"f&.'ct conductor of circ:u\ar c:ross-secticln. 

Besides the plasma and electromagnetie wave equations, the 

suitabl~~ boundar::! c:ondit ions, [2,5), are presented. The warm plasma 

dielectric tensor IS obtairled, which is not the USIJal 8Iatri)( as in the 

c()ld plasma case but it is an opey"ator". This operator is a matr"j}: who­

se elements are sPatial derivatives that, wil1 operate on the electrlc 

fleld cOIHPonents. 

With th&. appllcation af the baundar~ c:onditians the disper­

slem r"~~latians are obtained ln several distinet situatians that Inclu­

de: 1- p)as8la filling e()nIPletel~ the guide and plasma pal·tlall~ fll­

ling the guide (case in which theY"e i~; vacuum between the plasma al1d 

the guide). 2- null temperclture (cold plasma) and an~ finite tempera­

tur"e. 3- null exter"nal magnetic field, ar with intensit~ terlding to 

infinit6.' ar of an~ finlte val'le. 4- ba'lnded ar unbounded plasnla (guide 

radlu~; tending to infinite). 5- fast waves and slow waves Climit in 

which w/k« e). Moreaver the dispersian relations obtained incI'Jde 

the cases in which the per"turbation i~; not azimuthall~ s~mmetrlc. 



ln the ca~e o. infinite magnefic 'ield the transv~rse elec­

trlc (TE) and transverse nlagnet ic (TM) modes of propaga.t ion are obtai·~ 

ned. When the magnetic field is finite and not null, the rarada~ rota-

tion is obtained and it i~ sh()wll that the wave~ can not be separated 

into TE and 1M, and that onl!;J h!:;lbrid mode~ can propagate (in the case 

in which the perturbation has no azinluthal s~:IIl\nletr!;J). 



Capítulo I Intl'"odur;:aCI 

o estudo de: propagar;:ao de: ondas em pla$~\a$ é r.lm assunto inl--

pcwtante e extl'"emanu;;:nte I'"icc). Muitos enfclqrlG.'S distintos podem ser" da-

dos a este tópico dependendo dos objetivos a Clue se visa alcarl(;:~lF". Um 

grande nl.Ínu:IF"O dE! trabalhos já fCI! deel icado a cClnlfweensão da PI'Clpagar;:ao 

de anelas em plasmas iI imitados, sejam homclgeneos ou inomogÉ.'neos, tanto 

atf'av02s de uma análise por teoria de! flrlidos (ver', pc))" exemplo, Fefe'" 

rincia C6J) quanto por" uma arlálise pai" teol-ia cin~tica ([7J). TambÊ-m 

já fOI"am desenvolvidos tl"abalhos de ~lf'Op~1.9ar;:ão de ondas em plas;nla:i ll'~ 

mlt<tl'i!..'" especialmente nas décadas ele 50 e 60 quando entao a c:onstl'"u-' 

tico de plasmas permitiu que se fizesse uma comparar;:ão mais detalhada 

entre teor"ia e exper·imento. Entr-e estes trabalhos cita-se os inIPclf"taw"" 

tes tratlalho$ de Vanelerlplas, C8.9J. e de Trivelf!iece e Goulel, [~!,4J. O 

primeiro tratou do e:f.palhamento de ondas planas pai" uma c:oluna de 

plasma e fez uma compara~io eletall,ada entre a teoria de fllJidos utili--

zada e os l"esr.lltados "exp€~rimentai$, conSf::9ulndo rlma boa c:clnc:cwclâncla 

enhe' ambos. Mais dE1talhadamente, a situaç:~ío estudada POl" Vanclenplas 

foi a de unIa coluna de plasma lilnitada pClr '.Anl tubó cilíndrico de vieira 

circundado pelo ar, E" onde a onda plana inc:identf:: el~a cal"ac:terizada 

por ter t e 5 + + 
(= E X ~I) perpendiculares ao tubCl de plasma e ele anal i'" 

saV;t as ondas n:,:flet idas e transmit idas pela coluna de plasma. Com is--

to pôde detectar as ressonâncias da coluna de plasllla e entao medir com 

grande prec:isao as densidades medias do plasma. 

~á os trabalhos de Trivelpiec:e e: Gould trataraRI ela G:xcitaç:ao 

e propagar;:ao de unia onda dentro da caIr.ma de plasma e também fizE"I".m 

i 



uma cOffiParaiio detalhada entre a teoria'€ os resultados exp~rlmentais. 

o trabalho desenvolvido nesta tESE tEm muitos pontos em comunl cam Q 

que foi desenvolvido por estes aulores e entio ele servirá de base pa-

ra compara~io com alguns dos re5ullado~; obtidos aqui. De qualquer for'-

ma vale ressaltar que o esludo de Trivelpiece SE restringiu a ~rlali5ar 

os casos de plasma frio e quase SEmpre Ele U50U a aproximaç~o eletr'os--

tcít ii" pal~a o esllJdo das ondas 

Além d€':stte:S trabalhos c: Ité\····se tar,lbém o de f-)I! is, Buc!,sb<:\um e 

Bers, [10], onde é tratada a propagaçio de ondas em plasmas ilImitados 

• em guias de onda. Neste livro s~o tratadas duas 

di<;'it inlas quando da propagaçia de ondas em cuias: campo magnitico de 

sar que nestas duas situa~aes a análise i restrita ao Estudo de 

mas frios (quando da obtençio das relaçBes de disp~rsio etc). A dE:no' 

min;;t.;:ao usada por estes ~utores para o termo ·plasma frio· ~ 

h medida em que as máquinas de plasma foram crescefidu de ta-

o estudo da propagaç~a das ondas de alta frequtncla vIa COfiei I .. -

de contorno foi perdendo o interesse Já que entio um 

local deI problema ~ mais do que sufic:iente, COMO ~ o (:a50 en\ 

Nestes casos tem--se usadO a aproxlma,io WI(8 com grancte pr'o-" 

veito. Um outro motIvo para Estes estudos terem parado num cer·to ponto 

dE desenvolvimento foi que a cada dia SE centrou mais atençio no aque-

cimento das ressonincias, o que IMPedia um tl"atamenti] pt:.: 1 a 

teoria de fluiaos. Por outro lado, quando se trata de estudar o aCIUE'" 

cimenta de {ans atrav~s de ondas de baixa frequincia em m~quln~s gran·-

des ou entio quando se estuda a proragaçio de ondas de alta fre~uincia 



em pequenos aparelhos de plasma, entio um tratamento global do proble­

ma SE to~na necess~~iQ. Este trabalho vai tratar da propaga~~o de on'-

das eletromagn~ticas de alta frequincia em plasmas limitados e y<.'I.!····se 

C CHIlC) padrio para 05 cálculos 05 parâmetros da máqu i na 

LISA, [11,12J, da Universidade Federal FlUMinenSE, J~ que ent~o o com­

primento de onda da EKcitaçic) é da or'denl do diimelro da máquin~. 

O obJet Ivo ~JE~I~al deste trabalho ~ o de fazEI- llm €sl!.H.1n ~Hlal i-o. 

tica benl amplo das rela~8es de disper'sio (W K k) ~o caso de se ter' uln 

P1.c:·I"·.f"lB. .rM.wna magnet l:Z.::;<do 1 imita.do POI~ uma !Juia CIE onda de seç~;D 

circular. ~ analisada a rroragaç5o de uma onda eletromagn~tlca ds alta 

fr'equincia como sendo uma pel-turbaçio do Estado de equil{tlrio do pias· 

ma. O movimento dos {ons ~ desprezado em funç:io da alta frequfncia das 

osc j I ao;::::~es €i: a temreratura dos El~trofls ~ inll-oduzida desde o '::Ofl\E:'O;:O 

nas equaç5es que regem o fenSmena. Esle estudo flia se restringe às on--

eletr·ost.,\t ; C <:""\1:; E ent~o a parte perturbada do cam~)o rll.:\gnét: iCCi 

consider~da ao se resolver o problema. 

No Capitulo II s~o apresentadas as equaç8~s básicas que 

CI"eVEm a rropaga,5o de ondas em um plasma morno magnetizaCiCi e t: ~\mb€m 

como ficam estas equaç8es quando i aplicadO um prOCESSO de 

ç50 (o caso SEndo tratado aqui ~ de um rIasola sem velocidade mac:rclsc:6·· 

p i c~, d",~ E.''Il-l j 1 ibr' i o e na presença de Ufll campo magnét i cC) de E·~qU 11 itll- 10 

uniforme). Tamb~nl sSo apresentadas a~i equaç5es para a regjâo de vacuo. 

No Capítulo II! •• p' ••• ntado um r •• umo dCIS r'esult~\dos 

quando da proPBga,âo de ondas planas em plasmas homog@neos e i 1 i !li i ta'" 

No Cap{tulo IV são obtidas e:{pllcjt~H,iE'nte as equaç:2;~;s as 

componentes dos vetares campo elé:trico, campo ruagné:tico €i: vetor Vf:.lo .. 

cid~de dos el~trons (usam-se coordenadas cil{ndricas em funçgo da geo-

3 



metria do problema). Em especial sio apresentadas as equa~oes para as 

- c omp on €o'n t es longitudinais E,. e H_ nos casos de um campo magnético . ... ., de 

e-:quilíbr"io nulo, finito ou infinito. No Capitulo V é ob t I cI o () tensor 

diel~trlco de uln plasma morno magnetizado quando se faz um tratamento 

global do problema e se most~a que os elementos deste t en'SiOl" conl ~:!m 

derivadas espaciais que vao aluar nas componentes do vetar campo el~-

Também contorno nas 

plasma-condutor, plasma-vicuo F vácuo-condutor. No Capítulo VI 5S0 ob-

tidas as relaçScs de di~iPersio nO~i ca~iOS en\ que o plasma pr"eenche cOln-

pletamente a gUia. No caso de um campo magn~ticD finito e nSo nulo SE 

t mO':iítr":Cl" qUE apenas O'S, moclos hibr'ldo'Si podem se prDpag~\r no caso de E):C:I-

azimutalmenlc asslm~trlcas. Já no caso de um campo 

infinito ~ sempre possível a E>:citaçio de modos tr'ansverso elétric:o e 

lr<:~nsverso magnét ICO. A r"otaçao dE.' Farad;:\=t ti obt ida tanto nos casos de 

IJIIi quanto nü'S, 

casos de um plasma friO magnetizado. Uma compara~io com um r~?su I t ado 

de TrivelplEce é apr"esentada. Também se compara o re.ultado gEral ob-

tido com ~~uele apresentado por Ghosh e PaI, [13J, que trataram com um 

análogo a este. No Cap{tulo VII sio obtidas as 

di spersao em tris casos em que o plasma preenche parcialmente ~ gUia 

(havendo uma camada de vicuo entre o plasma e o condutor). No Cap{tul0 

VIII sao apresentadas as conclusSes deste trabalho e no Capitulo IX se 

mostram algumas possíveis linhas futuras de pesquisa em contlnua~ao ao 

qUE foi feito atÉ aqui. 

Cabe aInda ressaltar que partes desta teSE Já haviam aparecl-

do em trabalhos anteriores ([14J a [17J). 

4 



Capitulo II - As Equaç3es B~sicas 

o obJetivo deste trabalho & estudar o problema de Trivelriece 

€' GDI.dd, [;::),4]",~ inlrodllzind(.') agorêt a temperabJ.f'et dos elétrons e consi-' 

derando desde a inrcio a parte perturbada do campo magn&tico. Ou seja. 

o Estudo nia ser~ restrito aos modos eletrostiticos. 

Partindo desta finalidade. USOU-58 como modelo tratar o plas-

ma como sendo um fluido adiabático no qual os ions est~o em repousou 

êtprC)}( i lilaç:ão & v~lida no regime de 
/ 

altas frequincias, 

quando entio o movimento dos {ons ci totalmente desrrez{vel. 

Se considera ainda que no equilíbrio o plasma ~ neutro eletricamente, 

Como os (ons vio s~r considerados em repouso, 
, 

S() 

interessar aqui as equaç5es relativas.aos elitrons~ Com isto as 

equa~6es que descrevem o sistema ficam na forma (equaçio de continui"'-

de transfergncia de momento, dE Farada~. de Ampire-Maxwel1 

equaiio de estado, respectivamente): 

+ + 
àn -I- ".(nv) -"" 0 , 

at 

nm( d 
+ ...... 

+v .. V)v"" 
... ...... 

(E"" _-' ':,,' ne " ," v }~ ~ 
... 
"VP 

(1) 

(3) 



onde ri, 

p ::: nl'8 T 

+ v, m, e, 

= an 

+ 
E, 

7f 

p, 
+ 
.J , T, a € õ "' 5ao, 

a densidade E a velocidade do fluido, a massa e a 

(4) 

(5) 

do 

elétron. os campos elétrico e magn~tico, a permeabilidade magn~t!ca e 

a constante di~l~trica do v~cuo, a PFEssio do plasma, a densloaac de 

CClI'"I"€':nte convec~~o, a constante de Boltzmann, a 

e161'Fons, uma constante de proporcionalidade e a raz~o dos caloves es-

PEc{ficCIS (em gEral tem-se W = (2 ~. N)/N onde N ~ o n0mero de 

de liberdade de urna molécula do gás). Em todo o trabalho vai ser usado 

o Sistema Internacional de Llnidades MKSA. 

Para resolver Estas equaç3es usa-se um processo de 1 irleariza-

çi6, onde se supSe unla onda eletroolagncitica de oaixa inten~ildade 

tl.lrL:-:ildo o EstadO de eqUIlíbriO da plasma. Sup3e--se 

_-'. wt 
cio tipo E-

do campo E-IEtromagr\~tico qUE Excita o plasma. Com isto 

tênl unl valor m~dio dE equilillrio jnd~nendEnte 

mais UMa pequena PEFturbaç~o variando no tempo . 

F(t', t ) 
+ + .... ... _).lJt 

- F'0(r) + Fi (f- :'E 

onde: 1r;1«1 ~I 

6 

(I (j 

an91.1 . 

as 

t €mpo, 

(6) 

(7) 



Supondo qUE nao haJa campa elétl'"ico de equil(bl'"io -" 0), a 

si t UeU;: ~\(j de equilibrio SEJa sem vElocidade macroscoplca - . (v0(r") ""- 0) • 

= ... 
8 0 - c:on~.tante qUalqUEr + -e usando J = - nEV, 

ao Se9UII"\te rEsultado para as tErmo~~ de ordem ZEro" 

V P4~ (7) = 0 

... . 
0 ( 8 ) Vn0(r) --

.... . 
VT 0 (í) " 0 

ou SEJa, todas estas grandezas de eqlJllibrlo sao constantes para q1lal-

quer 
+ 

" 
(,=,er"~io cIEnomlnc~cI;;\s, ele <:\901"",,1. cm diante, <:,pcn~,s j.lOI' P0' 

resultadas obt~m-sE as sEguintes 

... 
"[' ,-'e)' ,o, ) 'I. """ \"" -

iWPt 

.. - ~ .... -'Wr1 0 IllV1. -- 110(":0:: 1 + vI. :< B 0 ) + VPl. 

-+ -+ .... 
V " LI. ,,- iwr0Ht 

.... .... 
E: 0E; -+ 

V" H1 = 'w n0Ev i 

7 

de 

:", 

(9 ) 

( I. 0 ) 

( 11> 

( i 2) 



onde: 

m 

</.t 
) (j.3 ) 

i a velocidade tcirmica dos el~trons Em um plasma adiab~tico (flOS casas 

Isto entâo vi-'se qUE o conjunto de eqUaçZES 

Oua"" situaç3es sâo estudadas neste trabal~\o" plasm<:\ preen·· 

chendo completanlente a guia de onda e plasma preenchendo pa("c i :::'l.lfilent(.;: 

ond.ê:\ eletromagncitica COOl o pla~ma via ser as nleamas, (9) a (13i, 

na ~"('gunda situaçâo sio necess~rlas as equaçZes que descrevem as orldas 

eletromagn~ticas na regjio de vác:uo: 

onde 
.... , 
v 

v " " 

..... 
e H y 

.... 
fly _. 

dt 

.... 
õ Dv :;" 

dt 

.... 
i w;"-0HV 

..... 
IW ê 0 Ev 

primeIra ordem na regjio de v~cuo. 

os campos el~trjco e magn~tico 

Coru isto entâo j~ se obteve o conjunto completo de 

descrevem todos os fen6menos possivejs nesle oladelo. Algi~nlas 

( t 5) 

de 

ob "". 

srrvaç3es se fazem necess~rjas sobre estas equaç3es. A primEira ri de"· 

8 



vide ao fato de se estar usando um modelo de fluido, que ~ uma visão 

macrosc6pica da ~iitua~ão, em VEZ de algo mais sof~sticado como a t (,'0··· 

cjrl~tica, que permite um tratamento microsc6pico do A 

justificativa para isto i que a maior·ia dos fenBmenc)s podem ser explj·-

por modelos de fluidos [18]. Apesar disto Este modelo n~o 

sempre e em Especial ele deIxa de SEr v~lido nas regiBES ae lre"!';<:;()n~;.n··· 

eia, quando ent~o Q tratamento via teoria Cln~tlca ~ Impresciflo(vel. 

qlJ€"" a veloc Idad€.' de fase da onda tende a zer·o, o qUE-: irllpl icú 'FH':· d €o: i··· 

de ser v~lida a rela~ão Vi « w/k. Ainda em termos da <:II,"~: Inç:~{o 

entre 05 tratamentos por teorIa cln~tlca e por teoria de fluldoa, vem 

qUl· uS~lallnente ao se considerar a temperatura de um plasma pela teoria 

cin~tica se usa a expressão ·plasma quente:, enquanto q~e se a tempe·· 

ratura ~ introduz!ela via modelo de fluido se usa o termo ·plasma mar·· 

no". Como o tratamento neste trabalho ~ por teor·la de Fluido. ~e optoll 

por usar o termo plasma morno, para ficar mais de acordo CGffi a t 10:·:1·· mi·· 

ncll.ogia 1.I~;u<:\l. 

Outra obSErvaç~o e que na equaçao (2) fOI desprezada a fon;::a 

cl€·:vido callsoes. Isto ci justi{ic~vEl pelo fato de que 

collslonals. Uma apr·oxlma~io r·azoável para a deflsidade 

dE·vida ~5 colisSes ~ dada pai" ([19,20]) 

( 1. 6 ) 

onde: ( 17 ) 

9 



Spitzer, qUE dePEnde de "0 e TO ' embora variE POUCO em rElaç~o 

91'"andez<:Hi, E e:-ntGo tipicamefltE~ pode--'sE utilizar ln.L'l.- -- 10 com 

boa Aplicando-sE Esta expreS5~O em (lO) v&· se os 

t 0'1 I'" ',s bislCOS a serem cOMParadas para ver da necessidade de ln"" 

c:luir" Cil"dem 

dt,st es tEI-mos sio usados 05 parimetros' da 

LISA, Ctt,12J .. Lm Ol.1tl'"OS momentos d(·~~;t€~ tl"<;ibalho t<õ\ml:lém 5<~tO li~ic ... do'''; 0:'5'-

lo desta tese com a LISA. ji que esta máqUina ~ caracterizada por um 

c6pica de equil{brio, limitado por uma gui~ de onda metillc:a (Ie 

alta frequência .. Suas caracterrsticas principais sâo 

BO = O,089 T 

R _ .. O,085 m 

-3 
m =:: 5,04.10

10 

Wc - 1,57.1.0-1
0 

s-1 

40 -1 
f = 2,45 Gtiz i W - 1,54.10 5 

sendo R o raio da guia. 

t0 

5 

(iO) 



Substituindo em (17) v pela velocidade tirmica dos el~trons e 

usando estes dados vem qu~ 

-. 
:.' 

mtl~;trando 

w 

-1-
3.10 

quÉ·'nc I ,01. de colls~o nesta sjtuaç~o. Como a frequ&ncia de 

COnlO 512 o plasma mais aqu~'c I do as 

a 

cal is~to 

mEnores e a aproxima~~o melhor ainda (para uma mesma densidade). 

n~o fell levado enl conta nestas equaçBcs o 

do spin dos clétrons com o campo magnético externo uma 

( t 9 ) 

fre-

SE.'/," ao 

de: 

que este efeito ~ completamente mascarado mesmo ~ temperatura ambIente 

Outra observaçâo ri que pode-se usar o mesmo conjunto de equa-

~.ões isto 

Y =. 1 em (5). O coeficiente ~ depende ent~o da lei de perturbaç58 es-

colhida p~ra a equaçâo de estado (E esta E5c:olha vai depender do pr'o-

blema fíSICO que estiver sendo estudado'. 



Antes de entrar no estudo das equaç3es (9) a (13) para trataI'" 

limitados. ~ feito um breve resumo do Estudo de plasmas 

iI imitados, estudo este que se enc()ntra na ruaic)ri~ dos 

"., <" ~-> condiç3es de contorno, podem se propagar ond~\::, 

perturbando o meio homogªneo. Estas sâo car'acterizadas por 

todas as quantidades perturbadas na forma 

.... ..:.(K'.X- lJt) 
-"" Fie 

.... ~ 

o que faz com que o oP&Tadol"- \7 possa ser" subst: itu(do por ik. 

gia mõ:ds U"\:i:ada n€:.'ste assunto de PFOpag"i:t~~\O de orldas ([i8]): 

ondas per"perldiculares: 

ondas longitudinais: - .... qU:C"l.ndo k // Et - -ondas tl":=.\n"ivel",,;ai~;: q!.lé1.ncio k..L. Fi ' 

ondas eletrost~ti[:as: 

-quand o 8 i I 0 

.... 
quando B 1 ::: 0 

ondas lentas: quando w/k « c 

onde c ~ a velocidade da luz no václJO das 

ondas planas ~ fácil ver, pelas equaç3es de Maxwell, que as onclas 10n-

12 



gitudinais tamb~m s~o eletrostáticas e que as ondas transversais tam--

b~m sio eletromagn~tlcas. AI~m disto VEm que no caso das ondas ele-

lrostática5 d poss{vel derivar o campo el~trjco de um potencial eSC:a--

(~~2 ) 

+ 
PC)['- I k nas equi';u;:;:'€·:s ( 

Q-. . , se - ~, .... obtEm vi em funçao de E1 - Escolf,endo os eixos de tal forma que 

(24) 

vem que rode-se escrever (12) na fOI-ma (depoIs de substituir a expres-

-
OlldE.' é é () ten~.or dielrill-ic:o de um pl;,olsm,,\ mOI--no I llmit<:\do (1-i·H_''..i pcw 

13 



onde' 

.. 
" 

w" .. - Wc: 

"" .. k.lo LJ 

t ~'Jc. (w~ .;. k1U
ool

) 

... 
IJ.l p ... ( "OE-: 

III€.0 

w(w..e 

<!.z 
) 

... 
" 

"' 

. ... 
r wc:wp 

.. 
Wp 

w.t. __ Wool 
c: 

o 

"­W ... 
L 

... 
. k '-, I 

-~ I Wc'' : ._'k ... ' . ,. 

.. 
w 

.. .. 
k /' i U 

(2.6 ) 

sâo. reSPEctivamente, a frequ€ncla de pla$ma e a frequ&ncia cc cíclo-

tron dos el~trons. [,sta e>:pressâo par'a o ten~or dlel~trlco f,c,~ muito 

~,i 1"<1)" '1 j -r i Cctcla IJfl1 plasma 

~ 

(k 

cmcle: 

-Fr i o (U , •• 0), 

.. ~ -
_. IIi 1<. t:.l. .. 

c: 

A equa~io (28) ainda pode ser Escrita na fOI"ma 

01.1 



onde 

tHlde. 

CO!\lO 

~ i i 

.t 
I ~<Jc (~'Ip 

W ("lA. 

( ... /-' 
P 

{- k1 Uot.:. 

," l, ) o 

k k l- ..l, -..t U") -'// '.L .~'J ~c ., 

"t14 , .. -t- 1<..1.. _ ) ~'J + 

.. ' 
wc: } 

...... 
W,_I<: "o:: 

l. I" 

.... ,l 
l/ICe _~I 

"' ... '-,..L.. '. 

t ~.) ;:,~ .... _"_~ ___ (_'_" "="_'_"_"_:=,_'_' _kc~c'cl_C_"-,-_<_'_k_::'-,--C_"_i_"'_" ___ "'c:c' _"_"c7c'cl_,_" __ '_'_""::1,--c_"'_ 
W.t..(loJ'" 

-n~o se quer' a sClluçio trivIal C 1 

~ 

det ( ~ 

.. 
W o.o} , 

" 

sio dados aquI apenas (IS f'CSllltados aO~i casos llmlccs Elll que 

... ..... - -k /1 1:1 0 t·; k ..L B0 No primCll"O destes casos tlá trfs modos qlJ~ podE:m 

o 

modo circularmente polarizado para a esqlJcrda (CrE) e o modo de B()h~l"" 

15 



Gross, com as segUIntes relaç6es de dispersio, respectivamente: 

• 

• lo (w .. .... ... .. 
0 w + wcw + k//c. )w wck//c --p 

• .. .. kA .,J, .. ... 
0 w wcw CW p 

., / /c } W + wck//c .-

.. .. ... .. 
w = wp 

.. k;;U (36) 

As duas PI' ImE~iras sao ondas tranSVErsaIs quo?·: nao sao influen--

t r1,d qllC nao é InfluE~nciada pelo campa magnétIca. O gráfico dE~>tas 

la~Bes de dlspers~o (w x k//) e também o da velocidade de fase 

w sio mostrados ~ SEgUIr (estas figuras e as seguintes foram t I rada~> 

cIo lIvro de Bittencour-t, [23J, com autol"lzar;:~\o do <':\Iltor:' 

16 



~ 

1 

"'02 
LC?'... 

, , , 

ELECTROII 
PLt\St·1A y 

/' 
./ 

/' 
<U

p
, ~ ____ ~.L.:::"...!./~ __ ~=-::::-::_:-:/ ..-::.. ___ _ 

1 /' 
I-w ... ck /' 

/ ./ --:-- W: Vso k 
/ /' 

1 / 
I / 

/' 
1 ----7-

/ 
/ 

./ 

/- - - - - - - - --

1 
/ 

/ /' 
1/ 

/ 

/ 

~~---------------------------~ 
o k 

F'~IJra 2.: Relaçâo de dlspersicl para ondas propagallclo naralElo 

a B0 em um plasma MOrntl. 
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c 

v" 

o 

LCP-4-
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

__ RCP 

I I 
- - - - - - - -1- _ I_ 

I 1 
I I ElECTHOtl rlASJ-1A 

I I I I - - - - - - - r - ,_ ~:--''------
I I I 

.,-_,/RCP I I : 
1 
I 

'---_--,:-.--1 
Wçe wOI Wpn 

'----;----' .. 
w 

ondas propagando na direçio 
... 

de 8 0 em um plasma morno. 

J,',; 1'1 () {oi~i.9nf.:t: I CD 

dlil<":Í.rIO (qlj~' n~;o é InfluenCiada Pe-i<i.i i:elllper"c\tur-"l. nf;.'m pi.;:lo c<.~m[-"O ma'.:!ne·" 

tico), o modo tr'an5verso Extraordinário (influenciado pela t0illl)~r'atuFa 

• 
tl'"()llIagnét ica extraordinária no limite de alta velocidade de 

longitudinal (onda de el~tron--pla5ma rio limite ll~ b,,\ I :-:8. 

veloc: i d~de oe 
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.. w" .... 
(37) w = + k,J. c: p 

.. .. 'I 1/", 
w •.. w" + ( wç1 4w6 ) (3H) 

2 

.. ... w _. w,a (39) 

-------
2 

• _~ ..t. i/A.. 
( "' .. .. k- .... ",,-U-) w:= .:dt/p+W + ,c +'" a c ... 

(40) 

o gráfica destas curvas ~ mostrndo ~ seguir" 
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dicular a B0 em um plasma morno. 
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I 
I 
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-------T 
1 
1 

-------~ 

o 
1 

I 
I 
I 
I 

x 
1 
I 
I 
1 
I 
I 

, 
I 
1 

bBo 

1 
I ! ' :::L::CTRO~; 
I I ?LAS;:';' 

-1- -I "-''-----
1 1 
1 1 
i 1 

Figura 4: Velocidade de fase como uma funçic da 

-.. 
para ondas propagando perpendicular a 8 0 em um plasma morno. 

En) f(sic~ de plasmas a terminologia onda ordln~rla se refere 

às ondas que nia sâo afetadas pelo campo nlagncitl~o, enquanto 

de prc)baga~io perpendicular a 

em 6t/ca de cristais. 

-.. 
8 0 '. Esta termInologia ci oposta à 

que as 

Com isto se encerra o breve resumo para plasmas ilimitados. 



Capítulo IV - Equaç5es para as·Componentes dos Campc)s El~tri-

co e Mc\SHlét i co 

Neste trabalho os casos estudados 550 aqueles em qlJe () plasma 

limitado por uma gUIa cilíl1drica de seç50 r-ela circular, um 

C:~ltllPO magnético uniforme par·alplo ao e[:·(Q da guia. EscalhencIC! ent~ío o 

sistema d~ coord~nadas cilíndricas, com eixo Z cOincidindo c:om d 

da guia, vpm (vpr tamb~m equaçSo (23) 

v70ZZZIllZ I 7LI?i?1 ???/) ::: ::~-:;f:~2::Z:2?')., 
~ -8. _._._._._._._._.-.. 

R 
Z 

, 
GUIA CILlNDRICA DE 
SEÇAO RETA CIRCULAR 

e I )o_o.) 

SupBe-se qlJe todas as quarltidades envolvidas no prot!l~nla tim 

uma dependgncla espacial na forma 

..:(K Z-I>\&) 
) e '1/ ( 41) 

22 



-sendo· F.l.(I'·) == Fr(I'·)Ê.'r'" Fe(r)(~'e (42) 

o sistema tem de SEr PErlcidico em e, II de 

SEr inte-:II'·O, C)IJ seja, 

fI-0,±i, (43) 

A dlscretlzaçâo do numero de onda paralelo ao campo 

CD, k;;, tamb~m deve ser conSiderada em má~ulnas finitas. Caso a <;JI.1 i a 

qlJe 

contorno ao longo do eixo entio k / ; pode assumir '.'a 1 eH·· Se 

Em vez disto se supor um mOdelo de tordiae linear, ou seja, UOl 

dr o de comPI~ Imento Irlflnito mas com periodicidade 

raio malar do tor·citds), entio tem-se que 

k "' "';>1" ~ <n" 1; .. ·1I"0-· .... nm O'j k l / ._. r,l 

'" .,.pR .... II 0 

c 11 i n 

s0:ndo o 

(44) 

onde m ~ um inteiro pOSitiVO. Uma OIJtra quantlzaç50 ocorre ~e ~(vermos 

uma gUia cllindrlca de comprimento L, limitada 16n91tudlnalmente 

placas met~llcas perfeitamente condIJtor·as. Neste CaS(i as c:ond I -

,5es de contorno em z = 0 e em z = L Imporiam que ([24]). 

(45 } 

i nd I cando IlH:.~ i os 

comprimento de onda. 
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Ap6s Estas c()nS,dEra~3ES parte-se agora para a obt~n~id das 

e~ua~3Es para as componentes dos vetot-es velocidade, campo el~trlco e 

c: ,,1. III P o magnét i c.o. 

Sep;;u-ando (i1) em partes paralela e perpendicular ao eIxo Z 

vem 

onde' Ê: d r 

+ ikl/(Ê.'z 

d f' t-

(46) 

(47) 

(48) 

cando o resultado elll (10) SE obtem (separando ji o r'esultado final em 

.. ~ -é
0

k il,U ('1..1:, ... Ik l ",:._.),~~ . .. -.. ,,. •.. ,~-

... 
IW C ( ik//HJ. 

w 

= /w é. 0 "JJ. , 
.. .,. 

wpE.l. + é ~ 
0 wc l:".J,. 

.. ... - ... 
}( fi- é.u Y'J. ( '?c . E J. , 

z .. 
w w 
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... ikllEz) (50) 

Multiplicando vetOFlalmente ambos 05 lados de (47) por E_ e 

aplIcando o resultado em (49) e (50) se'obtem: 

w 

+ 

k f 

~ 

Ik/lwC~Hz 

w 

- ( 
.. 

I'J 

" < 

.. 
k/l ) 

-H.L ) 

'4 

1""1-­<e}-~z.+ 

, ke -- w" ... 
( Wp 

" c 

~ 

(5i) 

.. ,;.. 
"II ) 

Apllc~lnd() (4/) EIII (~i0) e tll'-ando Cl gl--;.::~alt::'nte d() dl'/\;·,!'q(-\'ntc d(2 

i 7 , e colocando todos Estes result:adC)$ em ~49) se.ClbtEnl 

w 

+ ~ -'" ~ (\7-,- -, K..l. ,F + E ':2 -----
k 1/ ( c-l. _. Li.&.) w 



. ~;,zmdo 

Separando (5i) e (53) em componentes se obtem" 

GEr = nAiEz + nBiHz + CidEz + DidHz 

i DEe -

~~t .0. -

n C 1. E7.. 

t· 

... 
w 

... 

tk//w..::( --.. 
t"C W 

nD l H" T 
o _ 

'o 

t· 

.. wp 
.. 

c 

dr" dr' 

< l'"f-'\j dE.~ ., t'~B dI--! 
• . ,c~ l. " 

dtO dt-

dr (Ir 

.. "" .. ..... o" ) 1.:: U k i' < Y'.J.. + ke .. ... .. 
0.0 U 1<;; 

) 

(:=:"14 ) 

<55) 

C57 ) 



Ainda: 

B W)A-0 ( ... .. "' ~ k 0;:' wck.[' ). .. 
\' W 

.. .. .. LJ~k~~ 
~ .. 

k"' , elo =~ i k 1/( k E-~ ~ljck f' ... (V.l. + €:~ } i 

.. k..t . .... .. 
W I/I.. C LJ ) 

Di :::: ." /0wCw~ 

c" 

10-1.-) :::: ,- é (w" -0 

WF 

'k .. I //wçW p 

r·lJJc~ 

t<J: ) .( k"' (.: 

C"'} é 0 1J!ç(. k" k" .. 
" fW 12 0, 

.. .. 
w 

"'k" .ii. ..!l .... .,2 

Wc f + k c .... u <v € .J. .. .. 
( I;J'<- .. ) , .. w w" , .. wp .e 

.. ~ ..t. ~ -.<; 
k'" wp k fC LI (V~ + ) e} .. .. w (ç U"') 

(~i9 ) 

... .. 
1< e } 

- l'~· ., ) 

Tirando Q divergente de (12) E aplicando o resultado em (9) e 

aplicando tudo isto em (10) fornece. ar6s usar tamb~m (47) e (48) 
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... .. 
J €~ ( Er IW E 

..a ~ , ..... ,.,e 
I ~ 'r" w wcvr = - 'wc nc: U ('\7.J., .. < -, } ;~". .. 

c " t .: . .. k ..: - -lo lj"~ i w mw w w r" "//wp(C 

+ u.i i ) 

,.~-
LJ } di" 

.. .. ,e( j wcEI" Fo 
-t ...e +-t 

k-:;)E~: " - wc;ve 
.. .. .. fie U <V"..l. + .. 

r--kllljoJ:(c:~ U'" ) w mw w 

"u.t ,;!;..t J,~ - d"" c ~v..L. -,- 1'\ e} LZ (6~) .. 
LJ )dr" 

.2 -é! _-lo 
k" ) }C Vz - i e( J. c: li (V1J... + z e (63) 

mw w"" (c"" LJ~ ) 

De (61) e (62) se observa que Wc: ~ uma frequinclB ue r&:5S0"-

nânr.: I '=1. O~; elétl~Clns POIS qU;:"lndo \A! ...,. 'JoJ_. vem que v.o~ ao c. _ 

torne) da fr'equ€ncia de c(clolron a teoria de flulclos deixa de ser' vi-

Ilda e a condiçio de mu I to 

maior cio ~ue a velocidade de fase da or\da. 

Com (54) a (63) V€·'·SE que as cOMPonentes dos 

c~mpC)s elétr"lc.cl e mB.9nétlco, :':l.~>Slrll CCHllCl tod:.:\s B-:i C()lI1p()niõ:ntE·:~.; cio V(·:t DI'" 

velocidadE E tamb~m a preseio (através de (9», sio obtIdas ap~nas em 

ternlClS das componentes longitudinais E_ e H __ Isto rEdu~ todo o ... ... PI"O -

b 1 e: III a da re501u~io das equa~3es (9) a (12) ~ obten~io de E_~r de 
,'" 
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Para SE obter as equaçBes satisfeitas por estas duas compo-

nentes lira-se o rotacional de ambos os membros de (50) e SE I,lsa entio 

w 

Usando então que o divt'~FSjentr.~ do campo magnét ico ti nu10 junt':\E;j,:'nl.:e com 

a Equação (49) e o ,'esultado do rotacional de ~ffibo5 os membrus de (46j 

... W~k~ /c_.t U"') [;:;: .. --.. --
w c 

Aplicando o rotacional Em ambos os membros de (47) E jilntando 

este resultado com o divergente de ambos 05 rnembrc)s da e~u~~,au 

vem' 

-.. .... .. .. .... ,z .. .. -.. 
(~ .:- k ) H = I [ k;;c U V. + C I Li ~ I f ;: .L 

/,\wc 
.... k ... .. .. c ;;~c U ) ( 

.. -.. .... .. .... .. 
+ k e,~ ) ( '7.L , w 

_ . wp 
.- k/IU J Ez (66) 

.... .. 
c c 
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onde 

De (65) pode"se obter a equa~io para 

.z, 
Wpl 

[ 

JE - 0 z. 

(w at --

H z quando B0 "" 

.. ..,., 
)(w ... kl/U 

De pod€-:--se obter a eql.1ao;:ão para ~(~: quando B0 ~ 

tamb~m a equação para Ez quando 00 = 0. 

onde:: 

-- 0. -.. .. "'-" (v, ... k ) <V, + 
.1. € .1. 

.. = ( ~J .. 
U 

</.I, 
) 

30 
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CII1 d e 

No caso de 8 0 finito e nia nula pade-'sE Juntar (65) 

H.... -
~ 

k.t _ :-: :t (v'" 
+ 

x = .. 
k ... ., 

k~, _W_"_-;_k.!.~-",-,l_J" .. 
li 

acoplado5 no caso de um campo magn~tlca finito E nia nulo. 

(74) 

(75) 

Aplicando o operador -... .. <Q'.L + kt;') em ~'I,mlHiS os membl'''o';; de (.,.'4) 

utilizando (65) se obtem uma equaçio de SExta ordem para a componente 

longitudinal do campo el~tr,co 

(76) 
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onde 

o," k"' ... w'" .. .. 
bl. --- + !,o/c kllU ~ e s .. u.z w 

k'l 2k~k~ .l[ ( k.4. .. .. .. .. .. .. .. .. 
b •• = + -- Wc " ... kf)w k _ .U -,- k//wpc i.! J • ~ e e J; .. .. .. "' w U c U 

( 77 ) 

'I .. .. .. 
I" .. 

.. .. .. .... .. 
b ~) -- \c: eks 1:1 c i( f ( k / /U ,- k ;/wpc U ) 

" 
t.

12
w .. .. 

c.!.U"'" W LJ 

E~te resultado ~ mais gEral do que o obtido por Ghosh e PaI, 

[13 J, ji que o resultado que eles obtiveram, par"tlndo exalamente das 

quarta ordem, a saber" 

~.. .. 
-1- a)(V..L + k~; + b)E~: -" 0 (78) 

• = b = (79) .. .. 
w wp 

Para c.legarem a este resultado partiram 00 conjunto de equa-

,Ses (9) a (12) e em SEgUida fizeram algumas slmnliflcaç3es ntl nlElO do 

c~mlnho (5Impljfica~3Es estas nia espeCificadas) para entio ct.egarem a 

(78). Acontece qUE sem usar nenhuma Slfllpliflcaçio se chega à equa~So 

de sexta ordem (76), o que ~ mUito natural em vista do rato de que 

nesta situaç50 h~ a presença de um campo magn~tlco e de uma temperalu-
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ra finitos e rlio nulos (mesmo para um plasma friO e magnetizado se 

chega a uma equa,So de quarta ord~m). 

Em v i ~it a da diferença entre 

um pouco mais a an~11se. Usando a fcirmula de ( VET 

Apêndice A e refer&ncla [25]) rode-se obter algebricamente a~i 

de uma eQuaç50 c~bjca e com Isto pode-sE colocar (76) na forma 

(00} 

(76). Pode -se al~m dIsto mostrar que nia eXiste nenhum conJunto de 

k~ :::: '.' I ,. - _ .. 1,2,3 (81) 

que satisfaça a equaçâo (76). Para se chegar neste i··e~ult~· 

05 par&nteses e ver· que nia ~ pass(vel se reabter o resultadcl (!6i CO!ll 

tim uma forma ruais complicada do que (8].), sendo sua fornla e~utd oiltl··· 

da da rcirmula de Cardan. Com Isto se vi 'Iue a disparidade em 

.. 1.05 resultados de Ghosh e ral ~ grande Visto que a soluç~o ql.1E OIJt:.f:lIl 

aprec:-.enta" '5 do tipo (81), - i em especial com ~I 0, 

fi c1. S de quarta ordem. Com Isto a pr6prlB relaç~o de obt ida 

neste trabalho, ne~te caso dE temperatura e campo nlagnit IceI 

V~l.j ,.,_-·r· mais geral que a que eles obt Iveram, em flJnç~{o de se p;:u·-t Ir" de 
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uma equaçio diferente para a comporlente longitudinal do campo El~tri-

CC) M 

componentes dos cam~os el~trico e ma9n~t,co na regiâo de pla~injcl pode 

SEI- utilizado para se obter a equaç~o para estas componentes ria "'enlio 

W..2. _ .. k~ /c~ E9y = .. 
c: r 

r 

I W/,0dHzv 

di" 

dr 

(82) 

I.B3) 

(84) 

(ü5 ) 

Novamente se observa que as componentes transversais dos ve-

torES campo El~trlco e magn~tlco sâo obtidas à partir das coo\pOnel'l~e5 

lç,rloitudlnalS E.".v e I-L.v • As equaç::é:es satist€.'ltas POi- €.'stas ciU<;l~; com-o. 
~ . 

ponent €,~-=; sao' 

,'7"' ., j..;~ )Ezv = 0 
"'-

(86) 

..... 
k ~ H-I zv (~ .. -- 0 
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COR' isto se completa então a obtenção de todas as equações 

para as componentes de todos os vetores de quantidades físicas que in~ 

te:nl~5-Saftl ao problEma qlJe está sendo abordado. 

I 

I , , 

! 
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Capitulo V - O Tensor Olel~trlcO do Plasma e as Condiç3Es de 

Contorno 

No Capitulo III foi apresentado o tensol- diel~trlcO cle um 

PE~I'" ""-

do tiro de ondas planas. Quando o plasma ~ limitado POI- l.1ma 

guia cilindr"ica de seçâa reta circular essa SUP051Çio ji nâo 

v~llda, já que Esta onda nia satisfaz ~s condiç3es de contorno, e ar'E­

nas pode ser usada como uma arroxlmaçio nos casos em que o comprimento 

de onda ~ muito menor do que as dimens3es caractcristicas da m~cluina. 

Este nio i o caso da nláquina linear LISA e entio um tratamento global 

d0.'senvol 

veu todo Este tratamento via equaç3es dlfer"enClals no ~ap{~ulo ante"" 

rlC)I". Para se ter uma ordem de grandeza, para uma excltaçio 2,45 

GHz (caso da LISA) tem-se um comprlmerlta de onda da ordem de 12 C"OI, c 

qu.e faz com que O/À;; i,"4 ondf:' D ~ o diámetro dc\ L.ISA. Pcw ~lí se ve 

qu.e apenas um tratameflto global rode ser" l.1sado nesta situa,:~o". ar, con"-

tr!:rlo do que OCOl-re em tokamaks grandes onde um tratamento local é 

usualmente utilizado e com um grande proveito. 

Com isto em mente apresenta--se aqUI o tensol- diei~tl·ICO de um 

plasma morno e magnetizado, limitado e~ternamEnte por uma gUIID de geo 

ru~tri~ cilindrlca. Este tensor pode ser obtido apllcando-"SE diretamen-

tE-~ CI rEsultado (6t) a ({l3) E-:1I1 (t2), mas ~>egl.1€"""~;€~ um ciõlllllnho um 

menos direto aquI para deixar claro alguns pontos. A velocld~Je ~ ob-

tida em fun~io do campo el~trico tirando-se o divergente de ~nlbos O~; 

nlcmbros de (i2) e cwllcando o l~es1Jltado em (9), após o CJUE se tira o 

gradiente de ambos 05 membros dEsta ~ltlma eqU~~iD, sendo o 
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apIteado em (10), com o que se obtem 

- - - - .. - .. -y. ... I e~v t ;.( 8 0 
:::: r e[ [, U V('V • C!. ) j 

I. 

nHI/ mw .. wp 

este resultado em (t2) vem que, ar6s algumas manlpulaç3es 

-H i 

onde 

.. .. 
W wp .. .. 

W Wc 

~ 

Sr 6 0 
.. . I wp Wc; 

( ~I/.t w~)w 

o 

.. 
I,<.J c 

.. 
w 
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.. 
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o 

o 

(87) 

d3El) 

(8'7') 



i 

w 

o o 

~ 

w 

o 

o 

.. 
w 

~;endo é f o tenscw dl.;;.~létl'·IC() d&~ um pla-;;ma fl"CCl_ 

formalmente (88) ainda pode ser escrito na forma 

~ 

(90) 

(9 t ) 

onde é t é o tensor d ielétl~ ico ele um plaslila mOI~nD, magnet i:·::::,.do e 'i Imr'''' 

... 
cIrcular" P()dE~"'S€~ e:<pr'r~-;;;-::;<:l,l" CI opl::;r'~;.clC)l' V' ne) SlstE:ll1a de c()or'i:lcn~\.d"l."; CI'" -líl,dr"lcas e ent~(o os eIE:ll\oÕo'ntos de E. t ficam dados POI*. 

~ w" .. .. U~[ .. 
(ét)l.i _. 

é" ( wp wc: ; d < iel ) 

w" w; .. .. 
dl- rdl~ r' 

) ] } 

- é 0 
.. .. 

( é t ) 1.2 
_. [ wpwc: nU ( id i nwc J .. .. 

rdr 
.. -:. 

w Wc W r r w 
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~ .t 
( E,)u = i éé /lU ( .. 

W 

~ 

Et);;'~t .. 

W 

-_o n( l.cl + 1. 

~ 

"­relI" r 

.. 
, .. 

Wc 

I€.0 .. ... 
Wc 

) ] } 

( E t '; 2.2 .. 6 0 ( 

_. n J) .. 
r 

w 
.. .. 

, 

Wc 

W 

d " nw c 

cll~ rw 

.. .. 
( wpwc U [ 

W 

.t .. .. .. wp 
.. 

Wc 

ri ) 

I' 

~ .. 
(é t )31. -- ré~)kl/J (n.1 + i) .. 

r"w dr 

~ .. 
( E. t ) 32 - ri é 0k / /U 

... 
r itJ 
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Wc ~ d + 1d 1 , , .. 

dr< rdr 
.. 

W I' 

(92) .. 
+ nll [ VL ( l.d -, , 

c 

1'- cI r .. 
w r· 



(88) ~ fcicll ver' qUE quando a temperatura vai a zero que 

efltâo este tensor '"etorna a SEr o tensor usual de plasmas frios. A di-

Feren,a prinCipal de (92) em rela~~e) a (26) é que agora n05 

do tensor dlclétrico surgem derivadas espaciais qllE via atuar' nas com-

ponerltes do campo elétrlco. Este fato se deve ao tratamento Olc)i,)~l 'lue 

sendo dado PI-oblema. Além disto pode""se notar' ql.le como -(é t ),'·" ,., -(E.t)~~~)' - N_' (E.t)3~~ n~\Q s:õw nulos J:.:m 9J:.:r"al, f::~nt: 210 -hi uni acoplanlento entre as comp[)nentes de El par'alelas e pernefldlcula -B0' sendo 15itQ devido a qlle uma per-turba,~c) do tiPO t4tj oe ar 

com ao longo do eixo da gUia como também ra'" 

di~tlmE-:ntE-:. Algo do mesmo tipo ocorre em (26) quando k// e k~ não são 

nulos. 

Urna outl-a obs~rva,io sobre (91) e (92) f'oele-se obtt:':I~ o t en---

sor dielétr!co par'a um plasma homogêneo e lImitado ~:azendo-s€ em (92) 

CPJ€: i/r -+ 0 €:: d/dr .. 

mo Era de se esperar. 

Ik .!. 

An t E'5 de Inl,clar a resolu~~o das equa~oes diferenCiaiS 

complEtamente a gUia' 
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L CILINDRO PERFEITAMENTE 
CONDUTOR 

Plasma preenchendo cOlnpletamente a guia~ 

COIIIO a gUia ~ considerada como sendo um condute)!'" pel-' fe i to 

nula), as condiç8es de contorno na Interface 

. condutol'" Indicam qUE as COMPonentes do camr'o el~tl-ICO tan8~nClals 

91.1 i e\ nulas na Interface, o mesmo ocorrendo c.om a compUnEI"it&: do 

Cd~ro magn0tico normal ~ sUPErfíCIE do condutor (ver [5J). A1éol dEsto, 

como hci um condutor metcillca lio\ilando o plasnlB t~nl"se que a c~m~OI1en-

te do vetar velOCidade do fluido normal ~ super·riclE do cor\dutoi-

b~m ~ nula. Chamando de R ao raio da gUia tem-se entio qUE' 

(93) 

E,e ( R) -- 0 , ":94) 
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(95) 

(96) 

quando o plasma preenc:he completamente a gUla. 

A outra 5ltua~io a ser analisada ~ aquela em que u plasma 

pr'eenche parcIalmente a guia (ver figura 7). 

V1777ZZZZZqZ7ZVZZ7 777J=== -~"2ZZ<:0 
VACUO 

. ., --"-- . - .. "' ~ 

R
- _,o. - '. __ ' .. 

. -.,.. B~ 

-
·1,",,' ..... . _.- .. _._. ,'-'-

'., 'PLA~Wi. R'" . 
'. 

' .. 
VACUO 

1ez.z<~2Z22ZZZzzZZ2"L'ZI ____ ::-: _ _ Z?zz;.~ 

Lo-- GUIA CILíNDRICA 

CONDUTOR PERFEITO 

FIgura 7: Plasma preenct\endc parcIalmente a guia. 

Na inter~:ace v~cuo-condutc)r perfeIto, as condiç3es de ~ontor-

no sio as mesmas qUE no caso plasma-condutor· 

4 " <. 



(97) 

(98) 

( (;9 ) 

cont,nuiaade das cOluponerltes tangenciais do canlPQ.el~trico e da campo-o 

IH:-,r,+p norm;;tl de) campo nw.gnét ice, €o' taliltlém a cont Iflu]cI;:o.cle dei CDHwonente 

normal do vetar deslocamento el~trlco (usando aqUI o tratamEnto desen'-

V(llVldo POI- Trlvelpiece. (4J. de tratar o plasma como um dlclétrico 

disperSIvo sem cargas livres): 

-- C~w(R1.) 

onde R é Q FalO da interface plasma--vicuo. i. 

(100) 

( i 0 i ) 

( i02) 

Além de (100) a (103) vai ser necessarl8 mais uma cc)nulçâo de 

contorno independente na interface plasrua-vicuo para SE obter' as rela'-

~3es de dispersio quando Q plasma preenche ParCIalmente a gUia. A ou_o 

tra condj~io de contorno a ser usada é a da 

O:,-all e frivelPIEce, (2): 
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-.. p(R i ) ;. fJ (Ri) (104) 

Como tOdas as condlçSes oe contorno analisadas at~ agora fOI-am oe prl-

que estio serldo Estudados sio aqueles em que no plasma hi um campo 

e usando (102) VE~j ~I,!e, 

Com isto a condi~io de contorno em primeIra Ol-Gem ·para a igua!ciaoe de 

press3es fica (usando novamente (102) e (23) 

00ó) 

qua 1 qUEl'· , ou quando a temperatura tem Um valor fI n i t o 

80 "'" ao , então enta cond iç:ão de contorno S€:' I~edu;,.~ a 
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Com isto completam'-se as condr~3es de CCH1torno 

para analisar o caso em que h~ uma camada de vicuo entre o plasma e a 

guia. 
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Cap{tuLo VI 

pletamente a Guia) 

Neste Capítulo via ser obtidas as relaçZes de di5rErs~o em 

diver'sas situa~3e5 limite, por ar'clem de grau cre~icente de complexidade 

matem~tjca. Em todos os casos analisados o plasma preenche lotalmente 

a guia. As equaç3es para Lz ou para Hz eâc CD llPo de equaç:3es oe IJes-

sei (ver Apandlce B)· 

onde· 

-.. ( 'i7 .. 
-'-

-.. 
VJ. -

F (r) j 

F f (I" ) 

k" 
1-

) :::. t 

dO< f 

dr .. 

-- 0 

id 

r"dr 

+ B 1'­n 

Fi(r") = (~nIn(r(-

.. 
n 

... 
r 

_m 
se k 1 - 0 , 

+ B t< ~I'·(-· n ri 

... 
k· } ,. o , 

k
"z,. ""/.1-
i ) ) , 

(08) 

(109) 

~ 1.1.0) 

( ti. l. ) 

.. 
se: k i <. ~} " (l.í.~~) 

agora 05 argumentos das run~Bes de 8e5eeI serio tamb~m complexos. Nos 

pr'oblemas tratados neste Capitulo e no seguinte o plasma est~ tamb~m 

_M 

nll t'lYO da guia, ou SEJa, fiá plasma em r = 0. Como Yn(r), r E 

divergem para r ~ 0 vem que as ~nlcas solu~Bes fiSicamente plall~iivels 
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na regiio de plasma sio aquelas em que Bo = 0. De forma geral e~nt.ãa 

vem que cada equa,~a da tIPa (108) vai ter saluç5es dependendo apenas 

de uma constante arbltr"irla (na reglia de plasma). Outras equaçZes que 

-~ k~) (V; .. (U_J) (~ + + k
2

)F
i = 0 

-.. .. -.. .. -.. k~I)F1. (V..L + k ) <V ... k;2)(V".J,. + -- e (il.4) l. .1 

Suas solu,Ses gerais sio, respectIvamente. do tipo (aceitando al-gumen-

Pelo mesmo argumento físico anterior vem que na regIão de ~)l~s~ia" 

(U.7) 

~ em cima CEstas Id~ias que o trabalho i deSEnVO!Vldo y 
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VI.l - Caso em que T0 - 0 e 8 0 = 0 

., 
Wp a "-~ qu~q;: 0::<12'5 i:.'~ 

[ .. (ru .. (rJ •... 

ou SEJa, uma onda TM com a rela~âo de dlspers~a 

(U.B "; 

( i :I.? ) 

(120) 

(i2i) 

. ")~' 

\. 1. c .. ';:; J 

pode EXistir numa gUia prEEnchida com plasma frlQ nia ma9netlzado. [) 

Fora do caso espec{flco W = wp 

tintas no plano k;; - w· 
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I 

TI 

o 

As solu~3Es de (li8) e (119) nestas regi3es sâo 

i. i 2 -~ ;. 

( :I. ~!.:'i } 

ollde; . 
,/ .. , 

plica em que nio pode haver Excita~âo em nenhuma cestas r'EgIS~s já que 

as ~nlcas solu~3Es POSSiVEIS sio 
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(127) 

• 

na Fegiio I; enquanto que na FeQiio II as ~nicas soluç5es passiveis 

(128) 

o que faz com qlJe todas as componentes dos campos elétrico e magnético 

SEJalll nIJla~; COI ambas a~ reQi5es (VEr tamh~m (54) a (63». 

Com Isto se vf que o Jnlco olodo possivel é uma onda TM com 

, 
r 

Uma ~ltima observaçâo a SEr feita em relaçio a este caso 

qUE nao fOI usada a condiçio de contorno (95) sendo isto devido a que 

nio acrescenta nada de novo em Felaçio ~s condiç6es (93), (94) 

(96). Isto também vai ocorrer nos próximos casos E entio EstE falc) n~o 

será mais citado. 
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ond ió~ : 

I"a d:C:iF 

trabalho. 

( ;t;...t -+- k-'" I = 0 V.L f"'Z 

<i30) 

( 13 i ) 

Ohtelo-gE a rela~io de dispersio detalhadamente nes~e casü pa-

uma id~ia da procedimento geral q4€ vai ser usado em lc)dc o 

I 

distintas no plano k. u 

V 

*" " a ][ 
Wp~---7~-----­

:nr. 

o 

.- w· 

Figura 9 Regi8es distintas no plano k// - w. 

::'ii 



R\i:~g i ~(C) 
.t k"' I: k f 

) fi €~ ) 0 
I 

R€:g i ~(o II : k"' 
f { 0 €.; 

.t 
k i ( 0 

(132) 

1~€1g j ~rC) I II : 
.. 

k f ) 0 e k.t. 
I 

{ 0 

Ih:';H j ão IV 
.t 

k I' ., ( 0 c,:.' k-' 
I > 0 

A 5c1luçio de (129) e (130) depende da regjio. 

Ki-:9 i-ie) II Ez - A2nIn (I;k i II) H - C2n l n (I"k -rII) z 

(1.3:]) 

Re::j i ão III E A 3rJn Ü 'k J ,. ) H" C3n J n (r-k·F) .. :::: 
i = 

:,~ ... t 

k· II [ 
.. wJ.)(w .. 1..2, ~, -, <I.t -- (w
p <l/c , -, I .. 0.:14 ) 

, .. ... 4-, w c. , 

.. .. <ü 
'UI - ( "I; w ) (1.35) .. 
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(ver tamb~nl (52». 

Na regi5a I a condiç5o de contorno (93) leva a que 

(1.36) 

Já (94) leva a que 

(i37) 

R 

permite o movimento unidimenslonal das cargas ao longo do e:}:c) 7, Já 

que o raio de Larmor tende a zero neste caso. 

(136) em (137) leva a que. 

(138) 

que w, R, j'A0 e j,: f são todos püSlt ivos. 

H,:; •. \penas duas manelr~\s de hel.Vf~r prOP~1.9aç~(o (se há PI '::i,:;<·:l.i~~\Ç~{o 

entio Airl-Cin # 0) e que satisfazenl SIMultaneamente a (1.36) e (138) O 

Modo transverso elétrlco (A in = 0) com relaçio de dlspersio 

, 
Jn(l~kf) = 0 , ( i J'i' ) 

€ o modo transverso magnético (C ln = 0) CDnl relaç~o de disrersio 

'Jn(Rk i )=0 (140) 
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pI"opaçta'-

visto que a ~nica soluçio passivei que vai satisfaZEr a todas as 

condiç3es de contorna ~: 

para toelo n 

Na re81io III se encontra que 56 ~ passiveI o moelo 

TM, Já a CI.H··va w ... w 
p 

TC, com 

( () J.J. 

k· = 0) 56 tem prapagaçia nos pontos em que esta curva cruza as c:urvas 
I 

que satisfazem a J~(Rkf) = 0. 

Com Isto entio se chega ao resultado final de que dOIS 

grandes modos de propagaçio neste caso· a modo transverso EIJtrlco com 

relaçio de dlspersio 

e a moda transversa magnético com relaçâo ele dlsPErsio 

~ .. 
w+ = [ b .. ( ti 4k / /t~ 

.. .. W" I 
• !~ 

1 
./ .. 

(143) 

2 

b" ...... +/ .. +/ .. 
w - [ b ( 4k;;c wp 

) J (144) 

2 
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onde: 
.z .. 

b -- k / /c + 
.. w ,. 
p 

1.0 e li com os parimetros relativos a este caso da maquina 

l.ISA, (18) 

R = 0,085 III 

25 

20 

90 
15 

x 
3 

10 

5 

O 
O 

, 
modas Pi,i 

2 

s{ntata w = k11c. Modos TE. 

4 6 

-2 -I 
k.x 10 (mi 

B 10 12 

(j.4~D 

, 
e Pn~ a 

(146) 

1. : nf:~al'· 



as 

14 

12 

10 

7 
~ 8 
2-, 
O 

• 
3 6 

4 

2 

O 
O 

c.J" k,C 

V 

2 ' 4 6 

1II0d()~; 

-2 -I 
k,1l10 (m ) 

8 10 

Na parte 

curvas correspondentes " c, 0' "'" d C) <:: '" ' ct _. -, 0,1' 

12 

m()str·ad~\,,> <".c, 

W (w c·~í.() . p -, ~ 

Algljn<::~ Ol.ltt-os asp~'ctos dos modos lE:. Nâo há ondas liO 1 j m i t e 

de ondas lentas enquanto ~ue na limite de plasma ilimitado a rela~iQ 

de dispersio se reduz a w ~ k//c. Ainda: 



dw = 0 

dk II 

1 i m 
K ..... 
II 

clk/; 

<l.47 ) 

(148) 

indicando que em ambos os limites as dimens3es e a geometria da guia 

(representadas por R) nia influenciam na prapaga~io das ondas. 

Alguns outros aspectos das modos TM: No limite de andas len-

ta~) a r'claçio dc cllspersio sc reduz à reRiio IV, com rela~io de dis-

pel" sao 

.. • 'Ü w - 1,0,1'" ) 
p 

... 
w 

- P n:::r 

No lImite de plasma ilimitado as rela~3es de dispersao se reduzem a 

(t~'j0) 

w ",. k;;c ( i 5 i ) 

Combinando com o resultado dos modos TE v~-se que no limite de plasma 

ilimitado é poss{vel de SE e:<citar- uma onda TEM com relaç:ao de clispel'--

sao w :::: k f'C (modo de luz), ou entao se pode excitar a onda longitudi-
" 

com relaç:ao de dispersao w = w (modo de Langmuir). p 

Ainda nos modos TM tem-se que as velocidades de grupo das on-

das nos limites de peqUEno E grande n~mero de onda saa dadas por: 

ti)'.; 

i\ieUU ;.,: ~I. 
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k ii'" 0. 

1 i RI dw+ = 0 1 I 111 dw._. = cW p 
I< ~o I< ~O 

-t ..z. .Wt, i/..l II 
dk // 

1/ 
dk / / 

. .t. ,. lW p c Pn~/ ) 

1 i 111 dw+ ::" c: 1 1m dw - 0 
,,+00 1<" 

.. 00 

" dI< / / dk/ I 

Com isto se encerra o estudo do caso T o 
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VI.3 _ .. Ca<;;o em qUE, T0 €o' qu<.\lquE:r E' B0 -7"' C>O 

tura finita qualquer. As eQuaç3es para este caso s~o 

...... .. (\1: -, kf}Hz ._- 0 , ( t54) J.. 

-.. I<~) Ez (V.L + .- 0 ( i~:;5 ;r 

(i possível de verificar que o caso w = k;/U ;::oll,jIJnlo 

das condiç3es de contorno e entio ele nâo nlalS vaI ser consld~rarlo da'-

cPJi pR,-a a fr~E:nte)" 

FLgur". 12" Regi3es no plano k;; - w. 

::'i9 



Reg i ~{o I: .ol ) 0 
.. 

) 0 km e k f • 

Reg i ;:;€-~S II €"! V: 
.. 

km ( 0 " 
... 

k f 
( 0 

N.Eglão .. ... 
II I: km ( 0 " K f ) 0 

I(eg i ~{o 1\,1: 
.. 

k Iii > 0 

onde~ 

(ver tamb~m (52), (70) e (135». 

H z 

CAn l n (I'"I<:-FII} 

k .. lJO<· 
/1 ) 

A condiçâo de corltorno (93) diz qUE E (ln .:::: 0 Z • 

(157) 

(1. :58) 

A COlHi I Ç~\O de 

c:ont orno (96) não leva a nada Já que nic há velocidade radial 

caso, e a condiçio (94) leva a que, Juntamente com (93): 

ó0 



df!~ 
.e. 

= 0 (159) 

dr 

Com() no caso anterior pode-se ver que a apllcaç~o destas con-

d I ~::::;es leva a dois corlJuntos distintos de modos: O de modos rE, 

que é () me =;[IICl que 

onde 

w+ 

~! o •• 
[ b 

.. .. 
b - k l/c 

~ 
+ (b 

(b" 

.. .: 
"'" k / lU 

4k ~/c:.t ~ i-o: ~ /u-t 

-, , .. 

-, ,-

6 i . 

.: 
+ W

p 
+ 

... 1/" 
" 

c: om 

(:l6~~) 

(164 ) 



• onde as modos w estâo localizados na rC91io 1 e 05 moJo5 W ... 
intEiramenb:,~ lacall;"',arios na regj~\o IV. 

antETIC)f" quanda se .faz o t ImIte de 1~;1"""'" ü. 

0 < , gráfIcos destas relaçZes de dispers~o 

fI9UI'"C\S iJ íô: t4 com os P~\I'·~tl\l\Õ:tl"()5 d" ... I.I~iA 

25 

20 

.~ 

o 15 
,o 

x 
3 

10 

5 

O 
O 

r-jgl.lr:,:\ ],3 

I~ = 0,00'; m, modos 

Cc·mo 

2 4 

P I 
0,3' 

6 

-2 -I 
k.xlO Iml 

p ~ e-c .• ,, d 

8 10 

., 
S<.H) 

12 

Cc\50 

~Jr·i.'.~fiC:Q 

da figura 14 nâo apresenta muitas dlferen~as em relaçâo à sltlJaçJe an-



(plasma frio). Para se enfatlza0 que estes olodos dE~pencl(J:~m 

temperatura e para conseguir visualizar estes efeitos foi feito o gr~-

'ico da figura i5, onde se manteve tudo do mesmo jeito e aper\BS se au 

14 

12 

10 

, 8 

"' o , 
o 

6 

3 

4 

2 

O 

"'To -3 
:::.: 8.1.0 !li 

modos 

o 2 3 4 5 6 

-3 -L 
~xlO (m ) 

R = 0.085 m. Nas curvas SUPEr-Iores sio mostl'adclS 

enqucHito qUto' nas Inferiores aparecem os [;iCi(IO<:; P0,l. 

E:' 1-'8.20. indica tambem a assírltota fll. 
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14 

12 

la 

, 8 
~ 

0-

'o 
• 
3 

6 

,,'" 
4 U" 

2 

O 
O 2 3 4 5 6 

.. r I ~J ur- a 1. ~:i l~cla,;:~;.(j CI t: .. , " I ~>pe!'· ::, ~i Cl ql.iandu kl:)T 0 

B0 .... 00 n0 n" 
H -. J0 !li r' , 0, 0El~j m. h o.:] () ~:, ~;llPCf- I 01' (:::;, 

Como os modos fE sgc os mesmos que no caso de plasm~s 

ai nela valsnl (i47) ~ (~48) nestes modos. Também os outros 

continuam válidOS. 

para os modos l'M teM-se que no lImite de ondas l(-'I\t~ ... s a 
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w" --

III .... k / /c 

</ .. 
) (165;' 

iliMitado { poss(vel de se Excitar uma Geleia TEM com relaçâo J& d!SnEr 

Ji as velocidades de grupo das ondas fM nos limlte~ de peql,IE' 

no e grande n~mero de anda s~o dadas por 

Um ci W .t. = 0 1 i m dw+ --. c (l..A:; ) 

I( ~o I< +00 
1/ fi 

dk II dk / I 

11 m dw -- -- u (t69i 
K+oo 
'I 

dk /;' 

c.c w.z _""U..1 .z /R.t </ .. 
1 i m dw--- o" ( , ) 

1( ... 0 
p c P n ::-J 

II 
dl-:// 

.. .z ..t 'r)"z wp + c Pn:::l/'. 

( .. 70 » 

~ fieil de ver que neste ~ltimo resultado 



} ( 
.. 
w~ .tu~ -l 'r'''' '12 ) u (i71) c c + c Pn~/'" ) 

.. wp + 01. ol. . r'''' c Pn~/'" 

C('~8 era de se Esperar pois 05 modos w 

E fácIl ver que todas estas Equa~oe5, asSIm como os qr-a'!'! CDS 

li 1Il <:~ ob <;;el"va .. : fo{o a I\l~\ I <-.. " ~;el" fe-c i ta rlE,'Si t: (-e caSiO Si€': 

modos T"" L , po I 'Si -to I V i sto 0'r,\ ( í 60 ) qUE E,st i::,~; I\\()(IO~; não s~(o in-,'lucncia" 

do~ pela temperatura dos el~tr'ons. Olhando em mais detalhes vê ~e que 

modos n~o sio InfluenCiados nem mesmo pela nresen~~ ou do 

plasma, Já que não dependem de T0 e nem de wp 

mensões da gUIa. Uma explicação Física para este fato vem ae) ~e "I. f"m 

o caso CjllE está sendo ê\nallsado e aquele em 

ftWvlr::en-1.:0 IJnidinK'nSIOn;;\l ao longo ela dlrE;ç:ao do campo magnéT:lcD, visto 

béru 

v ((,. 
e _ 0 pal"<:\ todo Ir u 

a comporlEnte longitudlflal da VElocidade J nula para tudo i-. 

implica entio que nem os e10trons se mOVEm COOl a passagEm dest.a 

(i72) 

t am'" 

Isto 

ondi\ , 

5~nrl,· Isto cevido a n~o haver fDr~a5 longitudinaiS nEste caso. Com IS" 

que se COMPortaria da mesma maneira caso houvesse vácuo 1::': ru do 
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C CHII a ~ltlma ab~eFvaçiD vem que nia há ondas que 

simultaneamEnte a todas as condjç3es de COfltorno quando w = kllU E n~m 

- .. - Wp 
.. .. 

... k l/LI nio haverldo POl"tallto !l~opaga~ão com 

la,'::e5 de di SPE.'l' ~;ão (o d.l t I mo modo ~;c', poclendo SE~r' e;.:c I t ado num 

i "I 1m i t .::\d () ) • 
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VI.4 

o casa a ser- vista agora ~ o de um plasma morrIa SEM canlPO 

As equaçBes que descrevem Esta 5!tuaçio sio a 

I~E'9 j ão I 

Re9 i ~{() II .. 
) 0 

.. . 0 :1. 7~)) I.: ~, e ke , , 

R.;,,~ f:\O I II .. < 0 k" < 0 , k, e .::.: , 

o 

2 2 2 2 
W =wp+k C . ~ 

I TI 

III 

F~jgura ~o Reg;Ses do plano k / ; w. 

As soluç3E5 POI- reglBes das equaç3es \67) e (72) sau 
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o t d.1 02 
.. 

w .. wp 

lok// [ l3:i.n~ln(Rk-;:;) -I- ('J.n~Jn(Rke) + 

69 

(74) 

(17'5) 

(177) 

( :1.78 ) 



e t:.:tmbém 

.. .l 
i' U (ko::: 

[' J 'R' ) n,tn n~ Ke -

] :} 

J.., (r~k",)I"I(Rk'.'l'l) ,I., o.::: •• 

n.t(w~ 

k .. .. I'" I" //w p "n(\i(eIl) .. 
ks·k",.],],J,. (i~k,,'J'I) 

• \.... I I .• 
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k .l. .. J'''('' ) 1II.oJ p .1'1 l"t(E~IJ 

k 51 rI< eX! r~ (Ri( 8L I) 

= 0 

.t . .. 
... n \w 

k k 
.3 .01 ___ .'L 

511· e1.l c I~ 

significa derivada em reJaçâo ao BI-gumento. 

que como estas relaçBes de 

con-· 

di~3es nem c m(ldo TC nem o modo TM podem satisfazer slmultane~mcl,te às 

50 ~xlalment,E Si~l~tf'ICO as ondas podenl ser sep~radas em modQ~ 1C e 'rh. 

kanll enl seu trabalho contem dOIS erV'QS de Sinal. 

trados n~s figuras ii e 18, ond~ foram I,lsados nov~m~nte os ,:.". 

dei. LISA: 

7i 



5,054 

5,052 

5,050 

, 
'" 5,048 

Q 

'O 

• 
3 

5,046 

5,044 

5,042 

5,040 
O 2 4 6 

-2 -1 
k.,KIO{m) 

8 

P 1,5 

PI,I 

10 12 

FI~]I.Jlr::.\ 1.7 l~el<·:i.~.~\CJ dE·: cll'~;pelr~iâo qU<:l.ndo :<,··.f"0 ::~ 40 ,:l.!, 
':l . 

H -l 
nO .... DuJ.~'; lU I~ C" 0", 0B5 m 

i P. ",. 
... , ~j 

n = 0. Curvas da reglio w 

Pi,:i.:i >:':' Pl.,20 -
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6,30 

5,04 -, 
~ 

0-
3,78 

'o 
K 

3 2,52 

1,26 

0,00 
O 2 4 6 8 10 

-2 -I k;xlO (m) 

12 14 16 

Figura i8: 
i~ -3 

= 0. "0 = 8.10 m 

R 0,085 m, n = 0, regiio III de ti13). A curva inferior ~ p<:\ra 

tPlllPETab.lra da LISA, 40 eV (l) :::: 3,42.10' m/si, enquant.Q que d. cu!"va 

superior oi par"a uma h;:mpE-:r'atlJ,r"a. de i,37 1{",:V (U :::: 2.l.0l- 11\/';; j u De'st as 

CUf'.' L', pOde-se perceber que a frequêncIa tende à 'rreCPJê-ncla (IE: pl~\5m~t 

para altos k1i's. 

I e II existem Inflrlitas CUI·vas que satisfazem 
, 
as 

rela~Ses de dispersio (18i) e (182~, enquanto qUE' na regl~o iiI hi 

ap~llas uma curva que satisfaz a (183). Esta curva tende à 

de plasma quando 1<// -+ 00 e no limite de baixo k// sua veloclclc\cle de 

grupo oi dada por (caso n = 0). 

13 



• 
en quan t O qu€-: 

dw _ .. 0 

dk 1/ 

iI .. 
] ( l.El4 ;. 

~iB5) 

J~ RS curv~s das regl3es 1 e 11 via SEr tratadas eM in~IS de' 

tall\€s na se~io VI.4.i. 

~ fácIl ver de (183) que w = wp tamn~m 0 uma soluçi0 no caso 

de um pla~ma mar'no n~c magnetIzado, qualquer ql,IE seja n, e Elltaa esta 

soIIJç,ão (w == w
p ) tE";'Ol d~ cont InuaF so:::ndQ válida no limite o;;'m que r0~0, 

cC'lllfirmando .;:) ,~esl.J,ltado (123). 

No limite de ondas lentas apenas ~,a própaga~io nas regl3es 11 

dlsrersio dadas PGr 

(186 ; 

RO:::9lão III: 

SEgUintes vai ser analIsado Enl "lalS detalhes na seçio VI.6. 
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VI.4.1 - Método Num~rlco 

As curvas w = w(k//) que satisfazem ~s rEla~3es de dispersão 

(181) a (183) sio mais complexas e dif{cels de obter do que as curvas 

dos casos anteriores. Isto deVido à complexidade das relaç~~s ce dI5-'-

COE:.'f' i c I Entes mult ipllcam as funC: j3ES de Cessei, mas como 

parte dos argumentos destas fun,3es de SessEI. 

Para se ooter o gráfiCO w = w'k ll ' destas curvas se IJt IIIZOU 

Q seguinte m~todo num~rlco. Sendo wp 

de dl5psrsio pode ser escr-Ita na forma F(w, k;/) = 0, onde 

cida analiticamente e se procuram os W ' O' -, 

t:. 

equa~io. Os pontos IniCiaiS sio facilmente obtidos colocando· ~E ;.: .. 
1/ 

= 0 em (lSi), o que di (para as curvas que se IniCiam na r'egi~o Ii ca-

son""0) 

J I (Ri-; ~ Ji~i\«s) _. 0 (iG8, 
~ 5 

.. .. .. '/.z 
01.1· \l-I~ - ( Wp 

, 
p i~ LJ (18'1',\ .. 

fI 

(i90) 

Para os w's € k//'s que satisfazem a 
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F(w, k//) = 0 (tffi) 

VEm qlJE 

t:.. - êl F Aw F -- -, êl F Ak// - 0 (192) 

aw d k// 

\ 1 (?3 ) 

e com isto entio SE obtem todos os pontos das curvas que se quer. Lem-' 

A k/; =: I· 
K/I + Akj/ ~ :i. '/4) 

G mEsmo procedimento pOde ser ut.I IZ800 nos outros casos e nas 

A dificuldade Ifi~!Or qlJE se encontra au graficar ESC," cu!""·'.,>as 

.~ qUE elas cruzam a curva ke - 0 (w -

forma que qlJando • sto OCOFTe se passa automat t camenb:.' a ut 11 i ~~~ü' a r'e-

, -

nl.UII(;'1'" I ces (como por exemplo I'"aizes quadradas de n~meros negac r'JQs) 

se obtim curvas bem comportadas. O Importante a ODservar i qU~ nao ha 
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nenhum impedimento fíSICO para as curvas passarem de uma reQlâo a OU-

tra do gráfico e que e apenas aparente a dist In,io entre as reia~3es 

ae dlspersio (181) e (182). Isto pode SEr Visto claramente da fIgura 

17, onde percebe··se que as curvas que satIsfazem a estas rela~3es de 

dispeFsio sâo cont(nuas e bem comportaaas at~ mesmo sobre o local de 

separa~io entre as duas Fe913es. 

ül:'-;:: Idc) em 

(l8t E em (182) para estas curvas· 

EIH (i8i). 

elH (182) -- U 

alostrando o compol~tamento da velocldadt::.' cle (]rupo destas ondas; dDS 1 r-o 

mltes de baiXO e ~randE n~mero de onda. 

17 



VI.5 

o caso a ser analisado agora ~ o de um plasma frio e no qual 

h~ a presença de um campo magn~ttco aXial flnjto. As equaç5es par'a es-

onde 

H..,. = 
< 

[ 

,/~ 
=[A-"(Ã) 

D 

" 

J 
,j .. 

78 

,. ,.,4 woil(W"k" 
." p' e 
--.. -=--"-

w 

~1.'77) 

J } L 

algebricamente P5ca 

.'- 'j' ') ;, 



i 

I 

o 

sendo 

A -

k..z. C"").:/. 
II 

o " 

k..ac:~)(w"" 
1/ 

J 

<20ij 

(.202 ) 

o que ocorre de novo neste caso ~ que vaI ocorrer lima i-eglio 

no plano k· -­u w onde sio necessarIamente complexos, 

obrigatorIamente complexos. A regl~o onde Isto ocorre, ou ~€.Ja. 

Os pontos lImIte marcados Ila fIgura t&m as SEgl~II·\tp~ 

c 
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onde 
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P3 

No 

- ( W
p 

( 

c 

- ( wp 

c 

w 

.. Wp + .. 
Wc 

w" '4 ) , W
p 

( 
ç 

) 

-------:...-~-

lI<O 

'w'" .... 
w'" " p 

+ 3wp w •. ,. 
c . C 

4"'''' .... w'" + 4wp wc + p c 

P, 
O~~---------+--~-------~ 

) 'to 

caso em qUE: a fre:qu€nc:ia de: E-~}~c:lta,;:ão é a fI'" e q1.líLnL 1:::1. 
, . 
,) I ., 

br Ida slJ,pE'r iar, DIJ. seja, e:ntio as solu~Be:s 

de (i97) e (198) nia v~o satisfazer ao conjunto das re:laçZe:s de: dis-

perõ;ão (113), (94) e (96). DaquI para a frente: anallsam·--:;ií::' ",p.õenas os 

casos em que w· 
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Para se obter a relaçio de dlspersio nestes casos usa··se um 

procediMento semelhante ao das casos anteriores. Aceitando-se argumen 

tos complexos vem que a 501uçio de (199) i, em forma geral (ver· 

dice 1:1). 

(A)';' 

D 

.. - A -I" ] 

._ [ ._. A .... (A ,,"4 
D 

'10: 
] 

81 
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.·-·n~) -«,. 

(204) 

o 

oncie 

(206) 



Já andE-~ A ( 

na fOl"l\\a 

ande-:· 

O{c.- I' [~. 
~ ó 

k" a comp"1 ;::;-;05, e então fica 

(2108) 

onde os \ ,j _., i, .. " , C;} Sd.O to.clos r"e-:"lIS E onde SE: 1l';;OI.l qij,,,': 

forma SE vê que ~ sempre passIvei ootEr rEla~3es di s;pel"sao 

reais na situação SEm temrsratura, mesfilO nos casos Em qUE os 

tos das funç8es de Bessel sio complexos. 
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(21.0:' 

enquanto que no limite eln que B0 -i" CIoO vem de (205) que 

.- 0 (211) 

Oll seja, se consegue reobter as relaçBes de dispersão para os illodes fM 

d. 

(] i:,-' 

(205). Isto por· que como agora os mOdOS sao ;;\COP lades \0 case ,::I.U:·.' 

sendo analisado é o de-~ l.1fll campo magnétlcc) finito, v€-~r (i9/;.), ','01 ~iU'-

posto E ... (I~) não era nulo pal~a tOdo I .... Com Isto 
~ 

SE 

(205) nio se rEfere aos modos transver,SO el~trlcoi. 

seja, E . .,. (r > não é. nulo para todo Ir &,' ~I.:.~r) tculitiém nãc) é nulo .'.,".1".,"\ todo - -
excitado (ou ~eJa, nio satisfaz ao conjunto da5 condiç5es de ':it',t:or·no) 

re ~n caso de um plasma frio). 

U~l (,I.ltro aspecto ImportantE a SEr observado de \20~) ~ CiUS a 

de dlspersio apreSEnta n elevado a uni n~mero IMpa!'" l~it (:) 

se previ a rot~çio de rarada~ no caso de um fI'" i o 

magnet i ~-:c\do preenchendo completamente a gUia, desde que 

Sf:~.i a excItado por uma onda eletromagnetlca. Esse {en3meno de 

do plano de polar,za~io da onda vaI ocorrer quando a onda fOI~ COU1Posta 

por· uma .uperposl,io dos modos n ~ + N e n = N, sendo N UIli !ntE.'lr·o 
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ESPECífico qualquer. Como as velocidades de fase destas ondas sic di-

ferentes {ver (205»), vem que a d~reçio de polariza,io da onda compos-

ta vai ir girando ~ medida em que a onoa se propaga ao longo da ,glJ I a ~ 

A medida da rotaçio de Farada~ i uma impor'tante t~cnica de ai~yncistlcc 

nas maqUInas de plasma (o fen8meno oe rot.,io de Faraca~ e 

conhecido e estudadO. Para uma anillse deste fen5meno em gUlasi de anaa 

da com'um plasma frIa magnetizado nio t,á I"otaçio de Farada~, 

deve ser ressaltado que seus resultados se restringem lao menos no ca'-

sr, em qUE 8 0 ~ finito e nio nulo) à excltaçio POI- ondas elecrost6tlças 

analisou para este caso uma excltaçio por ondas 

cas) • 

Embora nio se pretenda graficar (205) de forma geral 

bbservar que uma das soluç5es desta relaç~o de dlspersio ~ w 

todo 11 ;: 0. 

o de plasma d Irültado ser-a Visto de f.orma 

c<':\ na 

(205»' 

,forma (aplicando o limite de ondas lentas em 

-J (RT) n 

kIII~(Rk//) J ":: 0 

quando T.t } 0 (ver- f i glJl~as 20 E:,' 21); e na forma 

84 
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pi,Jde--"se 

na 



quando 

n~'Jc RwC TrIII~(f~TIl) 

In(RT11 ) 

r " < 0 , OnelE: 

r=:( k~ (w.t 
// 

WHS 

Wc 

Wp 

o 
O 

w" p 

T 2< O 

T 2> O 

T 2< O 

k/II~(I~k/l) ] ::: 0 

In(Rk,//) 

.. 
r ~ pOSItIvo ou negatIvo. 

85 

(213) 

c~\so 



~--------------------------~~ 
o 

F · 2". [' ,. T~ , t Igura ~ ,eglQES ondE E POSlt IVO.OI~ nega.lvo. 

J(RT)"0 n > OIJ seja, RT -

r I~ I ~: ,.:.: .'. ,:', I E: c E:' 02 

P n ::J 

obSErva-5E as 5E9uinte5 eQuaç3es lveF eQUaç3ES (1:11.23> a l~}:I.26) E 

(111.6) da referincia [4]). 



Ee(r) = IAnn.Jn(r-T) 

r 

(216) 

E (,,,) = -_. 
rAnk//"'n(f"l z 

e iwErU') ~" wc;E.(f'-

III woil ""* 1.11" 
C 

onde d€Ve-'"se lembrar que Trjvelplece analisa apenas os casos eletros--

t~ticos. quando entio pode-se derivar o campo el~trlco de um potencial .. 
escalar-: E = "- VCPi . 

çio de contorno ~l(R) = 0. e de (~16) poae--s~ ver que 

nas seguintes condl~3es de cOritOrnD 

[~( Il ) .- 0 

(~~~i7) 

Ee~R } 
_. 0 

i.210) 
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Ou seja, a relaçio de dlspersio apresentada por Trlvelplece, (215), ~ 

fisicamente Incorreta ji qUE como h~ uma gUIa met~llca circundando o 

plasma nia pode haver velocidade radial do flulGO em sua super'fiels. A 

dnica solu~io que satisfaz simultaneamente a todas estas conctiçZes de 

Ci'!.SO de uma gUIa CIlíndrica pl-eenchida completafflente por um p 1 ~\sma 

rr- la, homooineo E magnEtizado. Ta~vez as ondas eletrostitlcas 

sLlfgir em um modelo de plasma inomog€neo. Pode·-se. por exemplo, utilj-

(21.9) 

R 

zer- o e um .. DE.' 

Enfatizi-'la !lIu.ta POIS n~o i obJetivo deste trabalho anallsa( us casos 

V'õ\J,_" a pena I~essaltar é que quando um plasma -fi-lO, hOmOg€nE~o e 

tizado PY'eenche completamente a gUia entio nia pode"1 

Par outra lado é possivel a proragaçio de ondas 

ticas lentas com relaçio de d.spersio dada por ~212) ou por (~l~). o 

gráfico qualItatIVo desta relaçio de dlspersâo para os modos a~tmutal-

mente slm~tricos ~ mostrada na fjgura 22 (para o caso em que w~ ( wp~' 
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i 
I 
I 

olld,,: '6e: pode: percet)(~I~ qUE'.' apenas fi: POSSíVEL a propagac:ão dE'.' ond~ ... s nas 

FegiBes onde T~ > 0. 

o~----------------------------·~ 

-::jl.1ando T
0 

.. - 0, 

Ii,:.\ llli'l nl.Ím€:.To In.flnl-r.o dI;:.' curvas tanto pat-a a f"l2iJIBO W < Wc ql.i. ',,_Ii i: '.:i P.al-;;;' 

'S;(-:I'ldcl qU~: n~~ ,"129: ~{ü i I'i i el' 101" i t", , c: i ",ii, 

~m w = 0 E tendem asslntoticamente ~ freql.1incls de 

k//7 t ()d~\s as 

tendEIlI B'!:.slntot IcamEntE: Ú fr'equ02nCla de pl<:"\õ;lIIa qlJ.<:\nclcl 1(//-71>' 00 fiES 

tas curvas SE verifica claramentE: que a frequência dE c(clotrC)ll i uma 

de rEssonânCia, que ~ caracterizada PEJO fato de t naB a 

energia da onda ser absorvida pelo plasma. Isto tamb~m poae s~ Visto 
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taçio vaI se aproxImando de Wc • mais vai crescendo a velocldaue PEr­

rE'Ij(li'-l.llal~ dos eléb~ons} e portanto sua energia cinética .. 

Nas figuras 23 € 24 sio mcstrada~ estas t"ela,Zes de dl3persio 

CO~I os parimetros da LISA. 

5,6 

4,8 

4,0 

-
I 3,2 
E 

0-
, 
O 

~ 2,4 
3 

1,6 

0,8 

0,0 
O 

.fi -3 
ntJ - 8.1.0 ln 

2 3 
-2 -I 

k,xlO 1m ) 
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5,32 

, 
~ 

5,22 
0-

õ 
o 
K 

3 
5,17 

5,12 

5,07 

5,02 I 
O 5 6 

M~:s algumas oDservaçBes sio nEcEss~rlas sobre estas curvas· 

Em primEI r-o lugar SE observa que elas anresEntam a eslrutur-a a~ ondas 

de grl.J.po tEm sent ido oposto à velocidade oe fase. Ondas cio t 1 .... 1.) "back-

ward- neste Intervalo de frequinclB foram detectadas expertnlEI1talmente 

PUI Trivelp,Ece e Gould, [3J, e pal- eles Interpretadas CDIOO s~:ndo 00·-

das eletro9titicas que satisfariam ~ condlçia de contorno (2l.5), que 
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tarub~ru apresenta o mesMO comportamento global para as ondas. Aqui se 

sugere que estas ondas talvez sejam onda5 e'etroruagn~ticas lentas que 

satisfa,am a (212). ~ IMPortante ressaltar aqUI novamente que as ondas 

que correspondem a (212) satisfazem nio 56 a (217) como também a 

(2i8). sendo entio fisicamente mais plaus(v€IS do que as que corres· 

rondem a (2i5). 

Uma ~ltirna ooservaçio ~ que se previ a rota,io UE Farada~ 

mesmo para as ondas lentas quando o plasma é excitado por modCIS ~{Drt·-

d{lS eletromagn~tlcos, como se paoe observar de (212), sendo Esta uma 

out: I"a di fE.'renç:a impor-taote em relaçio aos modos de TrIVE10I€te e 
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VI.6 - Caso em qUE T0 e qualquer e 80 ~ qualquer 

finalmente ~ analisado o caso de um plasma morno limitado por 

um condutor cil(ndrlco e na prEsen~a de um campo magn~tlco aXial finl-

to. As equaçBes para este caso sio a (74) e a (76), que tamb€m pode 

ser escrita na forma (80). A soluçio geral para E_(r) é na fOI··~la 

ceitando ar9umentos complexos) 

DE (74) vem entio que H_ d dado por 
~ 

1-1.. :::: 
~ 

.. .. 
le U 

k~) (k ol 
o! -

OllelE.' k+ E~ k .. sao dadc)s por (l~n. 

C A (k" n + 

~ 

(a··· 

(?20) 

Utlllzando·'se um procedImento semelflante ao dos casos ante-

rlot'·E-~S, apenas maiS COlllpllcado deVido à comple:<ld~\de-~ al9énl' IL:~·\, 

.. 
n [ r t. (L2 
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I 
- F2 ) - Ql(L 3 - L2 ' JJn (Rk 1 ) + n[ P2<Fj, - F3 ) - Q2(L 

Jll'Rkl.) 

+ o' P ''''1 2 -

+ (Q3 P l - P3Ql)J~(Rk3)J~(Rki) - 0 

J n (Rk 3 ).J n CRk t ) 

onde se tem as seguintes defjni~3es 

kj) + <k! ~- k~)(k~ 

Rk ,,(coa - U") ,., 

p " 
J 

L,j -

94 

~c\(Rk-·), __ ;,. (Rk~\·) , ,... 1 ~ 

k"'. ) (k.a 
J ---

.. 
1\ J 

(222) 

(223) 



Qj k j [ k"'w·w"'(c:~ u·) + '"' ..a .,z .a ~ = - - """ck fU wpc. II c p 

CJ(C'" -- 4) .. U wpk I/WWc: 

.. k~ ) C" u..c (W~I<.t ..2. k"') . k.t k~)(I<~ k.&) 1 .. (k e + ~Ic: f t'+ -J e J 

e onde j ~ 1,2,3 .. 

Algumas observa~3es sio nec€ss~rias sobre esta r'~ ~~io de 

dispersio. Em primeiro lugar se obser'va MaiS unta vez, como 

n em (222). Outro dada a obser'var ~ que (222) se refere aos :Ii~do~ h(-

br idos. Coma neste caso ocorre novamente de H~ estar acoplac~ a ~z' 

entio vem que o ~Iodo transverso el~trlco nia pode existir no caso de 

uni plasma limitado na presença de um campa magn~tico finito ~ flio nu-

lo. Já o modo transver'so nlagn~tlco POd8 ser excitado com as Q~das que 

&~tisfazem simultaneamente às segUintes equa,Se~, obtidas a p~t·t Ir da 

equa~âo para E_ no modo TM (equa,io (74) com H_{r' .,.. ... 

, 
- Rwc8+k+Jn(Rk~) = 0 

.Ji1(Rk+) 

(224) 

ande 
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A+_ = 

B;! = 

C+_ = 

Uol.k..2.wc .z (k.t 
€ ,-,- k" ) ... 

k..2. (c'" 
/1 

U.r.· .z. /w p 
... k"':c..tU.t(k~ 

-l- € 

~ .... 
wwcU (k fW p 

... c'" G }( k-t 

lJO<, J.kJ. 
J~W E 

k"') ... 

T
0 

-i" 0 vem de (76), de (80) 

'1!.J.C 

k" 
i = 

k.a _. 
2 

.. 
W 

," ka .+ 

.. .. é! ( U o ) W" Wc "i" 

U" 

kJ. 
:!: 

) 

Dfl -;;0~,Ja, k 2 E' k3 tendem às soll.Aç:,:::es dO c:"'\<:',o ~l.nt~:~r (01'- !:~ k1. (] I,' '_.,-:,' com 

a potÊncia U- 1 . Oivlolnl10 t'ntão (~~2;;'::) por U~k~ f:~ ·fa~'!E'ndo o Ilh-'i\:':: em 

n ( &:to " 
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] ) = 0 

qUE e exatamente a ~ela~iQ de dlsper'sâo anterior. 

la~io de dlspersic de um plasma morno na presença oe um 

b , ri .,. "Ir - '·)k..t ·l· - Wc i - ~ C.O .... 
o. 

b o - r~) + w-z"lf--, :::: (2k:k.t.s "- c.. C "- .. 

k'" .z "" 1)" //W p _C: ___ ,,.... .. .. .. 
wc!..; 

.c~ l/I. 

.. .. 
C U 

:1 

.. 
1<5} , ... 

>'J c ( ... ,'" .. 
) k 11[-' w 

\I/'U~ 

~.. ~ ~ 4 ~ ~ 
i" WcL !(/iU W (k e 'l- :<.,.-

... ... 
w li 

....... 
I< I;" i<., ,.;:;, .. .. ,,' 
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" 
I n .. -

dependentes de Wc • Com isto entio se POde obter da f6rmula de Cardan 

as seguintes expressSes, válidas para B0 pequena e f0 t 0: 

.. 
k" ~ (W~) k 1 = + s 

.. k" -X 'r:. )i/.t. dJ(W~) k " = Wc ~ / ... , + (,2 ~~ '7' ) 
~ e 

(k" 
.... 

e ks) 

k~ k" X ,- )<;.. cP( W~) = , Wc ( Ir.!. + .1 e 

k" .... 
\ e k c' ) 

" 

onde 

+ O.ir,-rc,Y-, . '" ,,-
... ;. 81r,-r-'~-. ". 1. 

.. -c-r 't l.bc:. ''', --,' 
,,~ .,-

Mu1t. jpllcando entao (2::~;n 
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onde 

·J~(Rk3)JI~(Rki) ] = 0 , 

J n (Rk 3 )Jn (Rk i ) 

G "U",", '-k.lf ! ::: wc e I· i 

k "" - oZ, U~ ) //WplC 

I i = uoZ,C1<7 .. k~ ._. (2k7. + ~7; )k~ '1-

Rk//(c'" U.~) 

"j 
.... " -- k [ kE.'U ü e , 

"'k .-4,,~ 
w~\ /I\(E~~C. LJ4) 

; U.:l. WI~( k ~ .. 
(k e ,- .. .. 

},: s) k I -,- ,1 ) 
0 

, 

k
Jf .. .. .. .. .. k"'" k~ = " .p • -- },://L! -
0 /1 s 

c" u" 

99 

,"' - -.j , J 

k:t)-olol 
-(~C:i(e <-

• ..2. .&,ol 
wpk//I'eI. C 

w",(w'" IAI'" ) -p a 
c'" u'" 

(.231) 

.. , 

wp ' 
, 

U" ) :, 



J. 
desprezar os ternlos da ar'dem de Wc e menorES. 

Tanto este resultado quanta o resultado geral (~22) sao bem 

mais amplos do que o resultado geral d -, ,. Ghosh e ra 1, 

J~(!( (b k" )1/1.) ( •• -V, 'o , l- a 0'- I~ .. , ) .1..l:.... ,.I 0 ( ;( ( ~~ , 
s ,. 

.J 0 (IHb , k~/I.ti b t-
o. fi ,.1 0 (;{ (~"\ I-I( -:: 

5 -, 

sendo a e b dados por' (79) e onde 

f tl ~ + N.... icJ.U"'N G(k"" -- k~ bl í -- i r 2 -. t ll 2. "1" 1. e -Si 

:::; L-N . .., -- L.·'!'/1 + 
l. c.:. c: 

I ac"' U.:1 GN i 

.& ~ 'I~' k ,/wp(t: ' .. ,} , . 

, ... -, ) 

k"' )'f/.t) 
e 

. .. ·Ia. 
i( e I I 

.-

.. . J. .. .. oJ. l'" M, k//wc:( - U K f I b I- (w I,~p . '. C , ) 

N··, 
.~ .. 

Ni 

J. .. 
" k /1 I c 

.. 
= bWL~Wp 

c" 

= j~0[ 
.. .. 

IlJck { 

w' 

," ... .. 'o , c: " 

.. 
ke ] 

" (~2~l3:' 

.. -, 

J. 



.I. ... .. k.l. .. ... ) , .... ' .. 
M, = - i k 1/( wck f + U [ b + (w w p ~ c: I' " ::i e .. , , 
~ 

.I. ... Ao U"') "U" w k//(c _. c 

- k"" ) e 

.. .. .. 
Li -- kl/Wc:( akfU wp --

k.z. , .L U", .. 
w I/~c c 

.. .. .. .l. 
, .. L. ~l -- I k I /[ IIJc:kf + :::uJ Ke Ke j 

~ .. .. .. U.a ) w k II (c 

o nlotivQ para Esta generalidade maior de (222) em compara~io CL!ffi (232) 

~ que, coma j~ fOI afirmado anteriormente, nia foram feitas ", I Iilt::· 1 I fi' 

5 i hlf' 1, fi car;:;::E.'s nfilo; €o'spec j ficadas;;. 

onde 

Como 

k ",,'0' 't' CEve-se SUDS"ltUII" , k i por ~ ..... , . 111. 

"' (' e9 i ')E.'S 

Jn'Rkj.) P (H'" I \. ;.;., ) 
fi j, r i . 

por' J'('H:"I"IJ; na~; j'"E,9I::::es Clnd",~ k~" 0 Cle'/E·'t;C ':::ul)~·:: "fi I .L <:.. 
t ',I! r 

por k 21 I' 

k ~ ( 
" 

~Jn(F(k2i pOI" l ' ,"" -.. i-..,( O'," I) e 
II c:. J. 

o deve--se substltlllr 

onele' 

k ,., 
,:l 

, ',- k ' "n~( 2,1 pc)!'" 
_,_ I _ _ ) 
J'I-,(i'~I(.,:.:Il i 

PCW k3II' . J". \. l< 1< -,i pCII" 
I ~. 

101 

J. fi I, i<. ' . " I ) -'!, . 



Fora destes casos € onde 
.. 

OIJ k~) 
<-

ou forem complexos a 

No limite dE ondas lentas tem-se que 

.. , 
(V.,L + .. " b - ,V 1 ... 

-..l. ~ -~ 
.. - (~·t l\lI}\V"....L-+-

sendo os k j1 s ootidos atrav~s da fórmula de Cardan € onde 

bi] = 

b~? 1 .... 

b:1! .... 

"k.t .. .. .. 
.:. 1/ ... w wp w ... w ,--.. .. 

LI " 

.. .. .. .. 
I< 1/[ .3k// 

-, w w~ + ". .. 
LI 

.. .. k "I -
í/~ k /1 

, w" wp 

U" 

L.~n ) ..Jl~ ( R k iI) 

..Jn ( Rk l.l ) 

i02 

.. .. .. 
k/IU .. 

LI 

.., -- .. .. .. .. 
,,:w (}I F' 21< i/L! ,., c: . .. .. 

. .') u 

.. .. .. .. .. 
w. W ;}!p k / lU , .. .. 
w U 

L, -, J,.J.~ (l~k 'I) 
. II <:.. 

.J (Rk~)l' n < 



tlnCle:-

+ (Q'll"l 
1 ". 

<L t 1 
, .z., .l.lf ( ) -- w (i-' , I 1 tl 

~ .. .. k.2. ,- .. lO - k wp + k / / Ij , i. 1 t.! i 1 , 1 

II: // 
.. W" 

0i 1 :~: ki/k 11U~(W.3.. ... + 
;<li<!,~ , :':li" 

.. .. .. 
lO: 1 - k <._ Í< i i Wc .. 

W" 

C w-4 _ .. 

.. 
wWcw p 

.. 
w "' !< í I'U 

.. 
.. 

LJ 

... .. k"' ,,"" "" ~w + Wc + I" _ }W ".' P , 
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~~ o modo transversa magn~tlco fica com a seguinte r81a~ia de 

dispersio no limite de ondas lentas. 

an d E-, 

n~+_1 + RWcB··lk_l~~(Rk._l) 

..ln (Rk·_ 1 ) 

À+_·· 1 ... '" .. - wLJ Ü+ 1 k ) "-I 

81:.1 -- ... wp 
, .. .. 

U (k / I ,- .. 
kz 1 ) 

.. .- ( " -2. 
i/.t 

k~l = :{1 '-'I 4';:11 ) 

2 

- 0 

, 

i I· 

Illlle E,II"I qUE; o i·alO .:Ia HUia l;;:'ncio;.', ~t In·finlt:Cl, o I.!. ~:;\'·;,j<:tJ ~;I~ibt"·E n Có·;,,(J di'.~ 

um pla!:;ma IlimitaiJo" N.;::ste limite n~;o mal'.:; Int".'·::·!··essam ~ .... s cnrldr(i":·:e~; di!:; 

contar·na e entio pode-se usar a aproxlm~~~o WK8, ou SSJa, I~ma PF()paga·· 

';;0 de ondas na forma dE ondas pIana~;, (20)~ C:om I~;to vem ( Vê:r 

tamb~m <24j) 
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SubstituIndo este operador em (76) se chega a que. apcs uma n~anIPula-

;;:ão algébrica 

( -'-

, 
k + 
;.L 

]. [ 

1 [ ---

o" "I + ,,--i; l/C 

i 

4'" ,.a w c ti 

..t .e..z. -'I 
't- kl/U WC:)W 

( 2cJ. 

+briF ""0 , ...• ... ) "-

] 

J 
... , 

-I' l } \.II 

4 'I 
't- (U w

p 

'k.l. "I .. 
'1- <:.: l/C wc: 

., 

'3 "' ~ . W 'j-

P 

k""c" + II 
"k"' U" .t 
c., / I Wp 

.. .. "I 
-I- 'k _ c w + 

c:.. II p 

i05 

...... 
--)- 4k I -c U ~ 

" 

"k"l 'I . .: 
-j' ..:i I;C I .. ! 

.l "'" "..z .t, .a 
... <::_K//C U Wt:'W 

," U" 6 -I- K/,I )W 

... .t 
+ W W 

P c + 
.. 

:k , 
.... 

c W., -I­, 



AcontEC:E-~ 

sendo 

além 

Jj ...... 
+ 2k i/c U wp + 

.. 
.W + 

" Jj .. k//c U + 

] 

+ 2i\ ;/C..t U-l,~) 

que o polin3mto que está entre parintesls em (243~ € 

'I 
·1· b i k.J.. 

.. 
h ;,~kJ. -I- b~l == wJf(W~ 

c~ u~ 

dado por (31). Com isto se vi que podemos reobter t(!d~s 

'1 I !"Ii ! r.: ad C) " 

ObViamente pode-SE utilizar o mesmo proceclmento para se actE'- as re-

la~Be5 de disper5~o para um plasma ilimitado nos casos anteri(::'p~, nla.ts 

simples (5e~Be5 VI.4 e VI.5). 

Ct'ntc.,,-no (1 imite fH1i que o rala da .9lJla tEndf.~ a InfInItO) veni C1e (;:,A) ;:.~ 

(57) que a ~nlca possibilidade de se ter uma sc)lu~ia nâa tr'IVlal 

G = 0 (;:246 ) 

ond€~ G ri dado por (58). Acontece que a soluçio ~24o) i e:-~at ;;\r"E 1\ tE 

relaçio de dlspersio para 05 dOIS modos circularmente polarlz~ric)~ lver 

i06 



(34) E' (J5) 

t ad CI • 

G = CPD.CPE 

w.t cJi 

Antes de passar ao estudo dOS casos eln que o plasma 

(247) 

I', .;;,enche 

par'c:ialmente guia ~ Impar'tanle se ressaltar mais um pon '" 'i" 

este modelo 56 ~ válido se os El~trons da dlstr'lblJiçio tirmlca n~C1 SE 

mr)V~I-em mais do que um comprimento de onda durar\te um periouo U2 OSCI-

laçio. [2], ou SEJa, SE 

onele 

.íl l , .i 

.i\j) "" \ é0kljT~) 

eJ. 1"10 

esfera de lnflufncla de uma carga de Pl~ova num plasma. Caso 

)} l. 

1,249 ) 

" ,Ao » 

C I' ",d, <;l, -

n~(,--nt',1 mlcr·OE.copICO (via teor'la cln~tic:a) POdE:-r-~\ SElr utIII:o~aCI',:J 1,',,:,'(1"'''1 .;;.~s· 

os fen6menos nesta sltuaç~o. FOI por' Isto entio que S~ f'jffiOU o 

cuida,do de apenas mostrar grificos onde os valores nUI"~rlco~. d t:. I< /1 

1,07 



s<:d i sf i z€:'SSE:m a (248). (Para um plasm~ como o da Lisa :::: 

_S' 
= 5.10 m, logo a teor'la de fluidos é villda até k i / da urd~m de 

... -. 2.10 11\ ) .. 
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Capitulo VIr - Rela~6es de Dispersio (Plasma Preenchendo Par-

cialmente a Guia) 

Neste capítulo sgo obtidas as rela,6es de dispersio em alguns 

c: c\ <;:; n!:, limite nn caso em qUE o plasma preenche parcialmente a gUia 

onde se sup6e que há uma camada de vácuo entre o plasma e a guia metá-

llc<::\. A motlva,io par'a se analisar estes casos vem do fala de que em 

todos os tokamaks há a presença de uma camada de vácuo entre a plc\sma 

e o tor61dc, sendo que o campo magnétiCO é o responsável por mantel" a 

plasm~ sEParado dB parede (sltua~~o conheCIda coma garrafa magnética). 

Esta car'acteri<;:itica é impor"tante já qUE quando o plasma toca a 

uma recombina,io i8nica que tende a esfriar o plasma, a qlJC C' 

algo nâo de~iejável. 

Outro motiva para se fazer este estudo e qUE mesmo quando o 

está em cantata dlreta com uma superfíCIE metálica, 

forma uma pequena camada (sheath) caracterizada por uma baixa densida-

de de elétr"ons, com a espessura da ordem de um comprimento de Deb~e. € 

que pode ser aproximada por uma camada de vácuo com uma constante dle-

€0' [8J. Neste capitulo vai-se analisar como esta camada dE 

vete uo altera as relaç6es de dispersio em relaçio aos casos em qUE' o 

plasma preenche completamente a gUla. 

Os casos a serem estudados agora sio n:~prescntados 

pE-'la figur'a 7. 

As equa~oes para as componentes dos campos na reglao de plas-

j c\ foram obtidas no cap(tulo anterior e aqui via as dE 

(86) para a regiio de vácuo: 

J. 09 



-}- D.- I< (f'!< ,I: ... ]. ) 
<:_!1V I' .I. . 

( y.;.~ r ainda ,;,,"iii U f-~'" --se , 
I:) j.I', '-I' 

p, 
:i, 

sâo nulos Já qUE como a camada de vicuo Está na r'egiJo 0 

R, 

leva 

(1C)VO) . 

H " ';::,V 

" ",' 
',-i U 1 U ,~' ,) c- ~:; 

(2n'il,i,':,_n~Q '"11..102 na f'Egi~10 (jli(](,' ~,1 <. 

K. (!~k 'I"") II t .•. 

11.0 

i< ,/0::: se (:i"-'-:-:,I,,_ 
u 

(250) 

)n; 

(~!55) 



foram usados (83) e (84). Ob~ldas estas solu.;:Bes pOde'"SE p<.:U""t i r 

para a obtenção d<:\s r"el<:"\lO:bes de dlspel'"são E-~m c\lguns casos lli\i!(:(-:, 

~li 



( l? '.j ) ~ 

VII.! - Caso em que TO - 0 e 8ê _. 0 

Neste caso há tris regi6es distintas na plano k/ I .- W 

w 

I 

m 

O·~-------------------.kq 

R E:!J i aCl II 

R~"9 , ~~C) II! 

I •. : > 0 E~ k~ > 0 

,.t. 0 k 
.. ) ke , E I' 

.. .t. 
< ke ( 0 li" K f 

0 

0 

, 
ii 

1.1.2 -

,.'.j" 

(~~':~Ó) 

POI~ 



0.00) , (101), (103) e (107) 5e chega ~ seguinte rela,io dE dlspersio 

na regiio I (a condl~io de contorno (102) também nia leva a nada oe 

novo em rela~io a estas outras ccndl,Se5 de contorno € entio :ste :ato 

nia será majs enfatizado)· 

anele 

senda 

.. k"z .. "z).,....,.. ,.2.. p k w" -- l/C ", CP ..... -! I. l' _,) _ . 
• ...l n . o.e; 

... .. _ .. w 'W ·K~ '··.&)k ~ J I,:' l, , 
I/~ f 2 n "L~E' 

... 1'(1' I ·yl('·'k ) Clt4 - '"n '1\-t'> n·" f 

o , 

Nas reglCes onde k~ ( 0 SE substltut em (25/) e 

i13 

(~~~:i7 ) 

) . 



k"' f ( 0 se substitUI em (257) a (259) k f por por 

InCR1kfII)' .J1~(Rikf) pot* I.~(RjkflrJ. Yn~Rlkf) POt- Kn(Rjk fI1 } e 

- R ou R-. Ver também (126) ~ ~JJ~). 
1 

Já qUE nao há nenhum campo magnétiCO de: eqUilíbrio rflJ.1enCI~üldc, ',i5 on··· 

das. Observa-··se tamD~nl que (2S/) é IJma relaç~Q de dlsper~~o ~ara oncias 

f,(brldas quando ri I 0, sendo que apenas no caso aZlmutalmente '~Imetl-I-

CD se PGde separar as ondas em transverso elétrlcas e tranSV~r'0Q m~,g 

o re5u~tado para n - 0, modo [M, j~ t\aVla sido ootl(lo ante-

Slt1!:ado no caso em que w/k/! < c (ver tambim [2J) 

.. 
" 

10
1 (I~,k 'I" E . J . 

sendo que este resultado tamo~m vem de 

forma 

OII~I,,:' ~2R 

a ondas superfICiaiS no plasma. 

1.1.4 

(~2'5/ ) 

.. i 

POIS e .1'.lscamCI'lte 

-i' I L:~t na 

.j,,:.:V I elas 



dio 

and€-~ 

sendo 

Na limite de andas lentas se obtem de l257) a seguinte rela-

'6 1 .. l. 

.,... j"(I"k "K',,,," b'1i 'I'I ~i II' fi t'~'// 

K ' • R . n\ iK//)In(:Hk/.,-

I' (R l. J I - '''! ;1. n 1. ... II / , rt " .'\. ( ,- , 

ti::'j 

(262) 

• "I ',." 
I. ~ .. o,:, } 



VII.2 "- Caso Em que: f0 - 0 e: B0 -+ 000 

pl~5ma s~o dadas por ~i33). Para SE obtEI~ as relaçS€s oe dlswersio 

nent E~S 

anelE 

.klil' Jn(Rtk,) por In(Rtk'fl} E J~(Rikl) por r~(R1Klil). Nas reg/0€S 

anel,,::, k-:'I' < I) SUbstltU!""SE Em ~26:j), (;2(.'){,) e ~2;':j?) 1.;" por k-- 1, ,..J,,(R,k,:i 
,. 1" . J.' 1 

P li I" 1<. ~({ I~ ""']) 
li I T.I.. 

·,"R.k.) 1,1,,, •. ) n I -/. por' "11 !"",t-: rI1 . onde Ri 

É ,;'ie 11 VE;~r' que a soluc:~~o 'Jf., 1. = 0 COI"I'·E:.'spontie ao mO(l\:) (t'-I E: a 

s(duç:ào \2 ":: 4) COI'"I~E:'sponde ao lilOdO TC. NOV~Ui\E:'nte se ObS€"t"I/B 0'1 'h,: U (',lO" 

do fl", € IndependentE:' da presença do plasma, SEndo isto deVido ;':\~; mes-

tt6 



mas razSes explicitadas anteriormente. 

No limite em que Rl~ R vem que esta relaçio de disP€rsao fica 

na forma 

Oll s~;ja, reobtE.'mos os modos tlranSVEI'"SO Etétr·lco e transverso m:,: .. gnét Ice 

do caso em qUE o plasma preenche completamente a.gula 

(lJ)) !i:;. (140»). 

J~ no limite de ondas tentas obtem-se a seguinte r~iaçgo de 

dlspersio à partir de (205), na reglio IV da figura 9 

on d 12: 

- b'·)l" ~,J,.,(;<) r... f f 

'lf,';;:1 - t'411n~!~:i.kl/) 

4 '!-l w ) 
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Vale ressaltar que uma das raizes de (268) ~ exatamente a so­

luç:ao de Trivelpiece neste limite em que 8 0 -+- a.o , Olj seja, 11,11 = 0. 

v2-sp entao que (265) ~ uma generaliza~~o dos resultados de Trivelpie­

ce JB qUE e v~ljda para uma Excitaçao de ondas eletromagn~ticas em ge­

ral, E nao apenas para ondas EIEtrost~tjcas. Além disto (265) valE pa-

ra qualquer velocidade de fase e em eSPEcial pode-sE reobter o resul­

tado de TrivelplEce no caso de um campo magnético infinito quando SE 

n·~duz (265) à sua forma simplificada para ondas lentas, (268). O caso 

de um campo magn~tlco finito (mas nao nulo) ou infinita, e guando o 

plasma pr"eenChE~ parcialnH::,nle iO\ guia, foi tratado por TrillElpiecE apE~-

n<:"\5 na situação d€:.' ondas lentas (ver C4]}, se-~nd() por"tanto (265) uma 

expansâo de seus resultados, válida agora para qualquer velocidade de 

faSE~ da onel,,\. 

U8 



VIl~3 - Caso e-:m que T 0 é ql.lalqúE·T €o: 13\-) -. c:::..o 

As reglSes dIstintas para este caso J~ foram mostradas na fl-

gl.1ra 12. com eSPEclfjcaç3es daaas por (1~6) e com as soluçZcs r~a r e··· 

g lt,'o d. pla~,ll\a dadas ,J~\r (iC~,' k - k ~ ~ ~ ... l/ ~ !"II ~ Iii I 1 

l"e~;pect Ivamente. 

Gl It. 

.,. J I , , 
klli~l."'n (RJ.I<m) 

onde 

,I. " 
e ~n"h'l.kllii Jn lR 1. k m) .. 

Sl.lbst 1(1.J1··~;('" cm k F <. 0 

PCW 

E 

K'<R k-,],]" n I ;' .. 

.L'(!~ k,"]" n I" J. . 

ondE: I;;: I 

-rác j 1 elE.' PETcetlf2r ejl.1e \ .") -, 

E. 

quanto qu€-: "/,3 "" 0 C:OI"I"E:SPQf\df:, ciO modo -rM~ 

por' 

. .., <c:'. 
" <. ••• ~! I 

Nu 1 I m I t ii:: f:.'m .... .jlj€: T {) ....,. 0 VEm qui-:-: K m ~ K 

mEnte no caso anterior 

!. l.00) 

. "",.' . '. '."./ 1 j 

. '")' ") 
" t::./ <:.. j 

i"" .. " lo:oes 

k r POI'- k .,' , " . 
.1 ••• 

,o'.. . 
- ri 0-. I !( f ) 

E: 

TC ·;:;n -

Quando a camad~t dt~ v,,\cuo tende a 2€-,1"0 (!Imlte E:m que i~_~ j~) , 
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Ou seja, reobteffios os Modos transverso e'~tr.co e transverso ma0flEtlCO 

do caso em que o plasma preenche cOMPletamente a gUia lver as ~qtla~5es 

(1~0). (161) e os gráficos 13 a 15). 

Tomando o limite de ondas lentas para as l-ela~3es de (iISper-

dlspersio, respect ivamente: 

onde \21 é aada por (,269) E-~ ondf~' 

sendo 

",". 1 " 1. 

r.. 
) 

1.20 



d i!\ 

~II 

As 

= Rik//( 

w' 
k..&: U~ 
// 

k .... u..z 
II 

I 
././. 

rela<õ:;:5es de dispersão 1l,-Jl - 0 0 1..1 '1l,JIIl = 0. 

região, sio entio uma nova expans~o dos resultaaos de 

caso de campo maRn~tlco Infinito e plasMa prsenchenao 

L!epen(I(7~ndo 

p ai"e I a 1"·' 

nl( n"'e a gUia, Já que agor"'a se IncluI tarüod:m a t~"'mper-atllr<:\ CID,S ei<-:·:"(f"C.flS 

na relação de dlspersio para os mOdos lentos. Mesmo assim vale ~~~br·ar 

,271), J~ que se referem apenas ao caso das ondas lentas. U 

(/"]) é E:.'ntão IJma generallzaç:ão em dOIS aspectos prinCipaiS (:05 resul--

tados ~e TrivelPlece, [4J· Inclui a tenlPeratura dos el~trons e ~ v~li" 

Cam se encerr·am 05 Estudos aos ~a~o5 em que p 1 a~:;ma 

pr·eenc!,€ P<:\I-clalm€nte a 9UiC:.~ 

i21 



Capitulo VIII - Conclusio 

Este trabalJ\o visou estudar a propagacio de ondas eiEtl~amag--

nétlcas em gUias de onda cllindrlcas preenchidas totalmente par·· 

c lalmente pal~ plasma mQI~no magnet IZ?'.QG. Part Indo df.o:ste obJet il/() ut l.ll-· 

zou··se um modela de flUido adlaD~tlco para a plasma no qual a nla~lmEn 

(h,· .. lons fOI dO:::5prEzado. Com IstO V~·_·SE qllE o mad~~lo li na 

t.num 

pla::;ma C;Clmo o da LISA, ql..u:.~. é constltut'rJo dI:-: I li? 1 10 Ionizado, E '·J!"IUE W'" 

. ~., 0"0 -i 
l, ... ·!~ •• i 5 -. s ; 06 

;::: ~ .. ,~"'f.l 
_1 

s E:.'st ·"l.:; ' .. \:ln 1:1 I ~ües 

sio claramentE satisfeitas). A temperatura dos ej~trons 101 In~i-QaUZI-· 

da desde o InicIo atrav~s da for~a devido ao gradi·ente de pres~;o. Se 

5ur'0~· 'Iue nia h~ um campo el~trlco de eQUll{Drlo mas foi conSiderado a 

presen~a de um campo magn~tlco uniforme aplicado extErnamEnt~ ·1 ambÉm 

foi ondOl. 

excltadoFa e se mostrou que Esta h~p6tese é ba!~tante razo~ve1. 

f'"u··a resolver-·se o problema SUPOZ-SE a e~clta~~o como senclo 

'i·C 1"1 I ~:;C)!'J. 

VE loc I d:c,de 1\l<:l.cr·o~;c:óP I c;;:.. no ~·:::;t ado (IE~ E ql.1 i 1 {bl'" I Ci ~;i!:: che901l .-:jl!.,'· .. (; I:' l;;\"m:::! 

":: 1.,I.i i L I· 

Com I~to foram obtidas as Equa~Oes ae prl~lelra ordeOl rl~ 

de piasma e tamD~m na regtio de v~cuo. 

Em segulela rOI I\lo~;t['·aclo E:m 1In;\<:"\5 ~:J€~I"als CQ!Il':l ~ +.:.::1: ... .J o €1"itll·· 

do de propaga~io de ondas em plasmas mornos, magnetizados e I ilrultados 



desse tensor dielétrlco. Em se9-'Jida se mostrou as relaç:;:5es de di sper-

s~o no . -caso de ondas paralelas e perpendiculares a B0 -

No capítlJlo seguinte se escreveu as equa,5es vetoriai<':i (;·:m 

termos das componentes, onde se usou um sistema de coordenadas cilín-

dricas em funç:~o de que a guia de onda que limita o plasma ~ cil(ndrt-

com se,io reta circular. Com isto se obteve todas as componentes 

transversais dos campos elétrico e magnético, assim como todas as com-

ponentes do vetar velocidade e a pressio do plasma apenas em fun,io de 

E_ E de H __ Também foram obtidas as equaç5es para estas duas componen-
.:. "-

tes e se chegou a uma equaçSo de sexta ordem para E_o O mesmo procedi-
" 

nlente) fOI usado em Fela,io à regiâo de v~cuo_ 

DepOIS disto foi obtido o tensor dielétrico de um plasma mor-

no magnetizado quando se faz um tratanlento global do problema, ou se-

Ja, sem usar a aproximaç:io WKB. Este tratamento ri necessário quando o 

comprimento de onda é da ordem das dimens6es da máquina, como ~ o caso 

da LISA. Mostrou-sE entio qUE' 05 elementos dessE' tensor dielétrico tim 

derivadas espaciaiS qUE' atuam nas componentes do vetar campo eléty· j CD 

e que além disso ele retorna R ser o tensor dielétrico usual de plas-· 

mas fI'· i os ql.1<:\ntlo SE·; faz T 0 ..... 0_ 

SUPQz-se que a guia que 1 imita o plasma ~ um condutor perfei-

to de scç~o reta Circular e com isto se obtiveram as condiç3es de con-

torno nas Interfaces plasma-condutor e tamb~m v~cuo-condutor e em sc-

91.1ida foram obtidas as condi~3E's de contorno na interface plasma-v:::í.-

CUC)o Em especial se utilizou nesta interface a condiç~o de contorno 

linear·izada para o balanceamento de press3es. 

Iniciou-se depois o processo de obtE'n,~o das relaç3es de dis-

pers~o através da resoluçio tias equaç3es para Ez e H7 e com a utiliza-

1.23 



,~;('l dI!!. condi,:::es OÍ\'-:- cQntt:wno. Inlcla'lnIÍ\'~nte foi tl"atado o caso ~:~m que 

o plasma preEnche completamente a gUia E o primeiro caso trataDo fOI o 

dE' um plasma friO nia magnetizado, once se mostrou que a ~nlca soluçio 

possivel i a onda de Langmulr E~nf:'~r .. , 

Depois fOI tratado o caso de um plasma {riO na presença oe um 

campo maHn~tlco Infinito e se mostrou que h~ a possibiliaade de nrona-

um modo tl"ansverso efetrlco e de um ü\;:",9ni:,:t I CD. 

quandO l.I.m 

campo magnitico In{inito se mostrou qlJE o modo transverso el€ir'!co ~ra 

in([€-~penc[ente da tEfliP",:'õratlJ.l"i;\. ~J~ o modo rM e[E:P€~ndlC\ ela tEIl1P':ó';i'ó,(:'~,i"i:',J co .. " 

mo era de se espel-ar. Foram mostrados ~ntio os gr~{icos para estas rs'" 

o caso segulQte a ser tratado fOI o CE' um plasma mc,j'" no nao 

magn€-:t i zacio c; Imoi '-

ti i\:'as que somentE.' os AlOCOS hítWlclüS pOdem se prop;:-\gal~. rQI "iH'{'t;:sEnta'-

do ta~lo6m o m~todo numer'lco qUE se ut 111Z0U nara a octençio do'ii! q~~;:i 

C (",-:" d~~sta !-t;:la~:âG [I&~ dis;:'f.T-;:;$.;o. 

tas ~UE satisfazem a todas as condl~~es dE contorne), I nc 1 U~; i 'h-:', 'VI" (,Ix) 

0. 

(;.'l~') € (214), 01.1 S2,ja' 

124 



TJ'(RT> n 

T ::: [ k;/(w.z. 

w-'(w" 

k//r:I(Rk//) 

In(Rk//) 

Em seguida 52 mostrou qUE a 501u~Uo obtida POI-

[41, para esta situaçio de um plasma frio nlagnetlzado nia ~ 

t~ aceitável. O estudo de Trivslpiece fOI de ancas eletro5~~~ica5 12n-

tas e sua 501u~io Implica em uma velocidadE radial para os elctr~)n5 na 

ele utilizaao. Se mostrou ainda que Os moDOS lentos 

a~'resent~-..m as ondas "backward" e se sugeriu que poaem ter SIUO €st a'!'.;. 

as ondas detectadas experimentalmente por Trlvelplece e GavId. 

Finalmente se tratou 00 caso gel"aI oe um plasma mOI"no na pre-

sença de um campo magn~tico de equil(brio finito e nia nulo e a 

;;.;::C) de disP'::"l'"são obtlcla PI"I::":VIU nc)vamentl:;.' o fen,::~mt::n(j (i~'\ I~O,(·,;\(.;:'""c; ,:~,,:: ra-

oht,da pOf' Ol-,o'!,t, e ('a1, [13]. Além dista se lIlostrCiu que eL,,_ ",! riG ca' 

EiO ao t 81" ! eH" ql.l:o.\ndo !:,f:: fa~: 1'0 ~ 0. ~;f:, oDtcve t:;\IiiIJEIrI 8St:o.l, 

di~;pel-s~tCJ no limite ~IE: andeiS lentas e no limite o:.1·:c 11m p-jas,'ú": fL ,.,~,,,,,(m(-~n· 

e entio ~Gd~ S~ con-

9f_'f'a1 para as ondas TM e como ficava esta soluçio no limite ~e on(]as 

lentas. ror ~ltimo se mostrou como ~ passive1 de se reobt€t todas 

o 

caso 111llitado. 
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Em seguida se tratou dos casos em que há uma camada de vácuo 

o plasma e a gUia. O primeiro caso tratado foi o de um plasr.I<:I 

frio nio magnetizado e a relaçio de drspersio foi obtida de fOrl"B Re 

rdl e depOIS no limIte de ondas lentas. Em sua forma gera) este resul-' 

tado ~ uma gener'alizaç50 do resultado anterior cte TrivelprEce e Oould, 

j~ que ~ válido tamb~m para os modos azimutalmente aSSImétricos. 

[) c:a5,0 ~egulnte foi Q de um plasma f~IQ na preSEn~a um 

campo magn~tico InfinIto e se mostrou que a relaçio de disrers~0 ODtl-

da os casos anteriorEs no lImite em que a camada 

a zero. Tamb~m se pSde reobter a soluçio ao Trlvelpiece qu~ ... ndo 

se fez o lImite de ondas lentas. 

POI" ~ltrmo foi tratado o caso de um plaSMa morno n3 

de um campo magnétiCO Infinito e a relaçio de dl5persio obtida mo~tr·a·-

V ·• o. (JS mOdOs n: e IM. Ela tamD~m reproaUZI& novamente os casos 

F€S no limite em que a camada oe v~cuo tendia a zero. NO caso em que a 

t~ffipcratura tendia a zero se caía no caso anterior. Além disto fOI 00-

tidO a rela~io de dlspEr~âo no llmite de oncas len~as e se ~IO~ I~au flue 

rrivelplEcE Já que Inc:luía <:<~JcJl'"a ~"\ t emp E~I'· <0"1. t 1.11'" ~'1. dos eléti'"CH1,.,., 

,~: empe·· 

ratura dos Eldtrons e v~lidO pára qllalquer velOCldaae oe faSE das on"' 

Gom Isto se vi que foi feIta uma análIse bem complpt~ rl~ ['ro-

ragaç:ão oniJels eletl"omd,9nét I C a'!, Em glll,,\<':~ d(, c;rlcl~"1. prE-~E~nch. ,.I,.: •. ,:> por 

pla",-.ma morno magn€:'t izat1o~ Este trabalho é Impol~tante no e-:-StI.lCIO (I';;. c:a·· 

sos em que o conlprimento de onda d da ordem das drmens5es O~ 
, 

,ii"', '11.1 I na 

de plasma e generaliza mUlt'os doS resultados ae Trlvelplece E Duu 1 O.' 
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[3,4J, ji que estes autores trataram quase que exciusivament€ da 

pagaç:ão de ondas eletrostiticas lentas em guias de onda pr·cenc:h I da"i'.i 

pcw plasma ·frio .. 

Ao SE<.' introduzir o campO magnÉt ico se e~·iPandiu os 

de Azakami, Narlta e A~e Theln, [27], Já que estes autores tratar·am ae 

UM problema exalamente an~logo pal-a o caso de um plasma I\IOI·f\Q não lIIag-

net I zadCI preenchendo completamente a gUia. O resl.lltaao 90';' ,., !. ;:)I:i t i Li (] 

trabalho É tambÉm mais completo dO que o derivado por i.:! h O!5 h 

luçâo de TrlvelplEce e a ampllaçio de seuu trabalhos para 

da propaDaçio de ondas com qualquer velocidade de 

tamb~m foi feito nos casos em que ~\á uma camada ae vacuo entre u ~)a5-

ma e a gUia) tambÉm sio dados bem relevantes. 
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Capitulo IX Trabalhos ruturos 

b partir dos resultados deste tr'abalho muitos campos ~iE aDr'Em 

para futuras !In~las de pesqUisa. O primeiro asPEcto a ser ressajcado ~ 

a complernenta~io deste trabalho em duas fr·entes. le) A dos 

gf'aflcos (las rE1a,.::e5 dE":' dispersão obt Idas anallt Icamente" '··":e .:;;.-:: ChE'" 

gar a graflcar' e comparar com os experimentos o Ffsultado ger~i (222); 

se9UII~ na mesma Inha com o Estudo dos casos em que 

pr'eencl,E' parcialmente a gUia at~ se conlpletar os tris casos 

("jasma morno nio magnetizado, plasma friO magnetlzaao E entio fi i ~i.':;llla 

morno magnetizado). 

Outras i inhas OE.' pesquisa menos ci ireti:\'S"' são obt Idas q:.i.:cU"ldo se 

pa~;sa a utjllzar alguns aSPEcto5 que foram restringidOs neste: 

li·, () " exemplo, no caso em que um plasma ~ excitado por U i"I LI:Oi. S (112 

frEquincla Q mOVimEnto dos (on5 passa a SEr fmportant2 q 1.1 o? 

€,\(,::'s poelem OSCilai" junta com a onda E.' nlE"SmO ch€9<:i.I~·i;\ €ntl'"ar Fi,". j"esso" 

fl"âncla CCinl ela. Nes~€.'s casos OEve"SE entâo InclUIr a i\i () V i !11 (:.: ,'; i: () 

(ons nas equa~3es E v5a entio surgir t~rmos do tiPO 

i + 

CHi €-:r·,tão do t I PC) 

i .. .. 
w w 

,. ,," I
p1 

, ., ... ..,. . 
~ "j I ) 

(,:;.?8 ) 



Um exemplo ande há a necessidade de um tratamento OEste tlllQ ~ na pr6 

prja ruiqulna ljnear LISA, que conta atualm~nte com uma anterla que gera 

de 30 MHz, sEndo que esta frequincla ~ ressanantp com 

Outra posslbiljdade futura, sugestâo esta daca peio 'i-C);. RI' 

cardo M. O. Galvio. ~ se trabalhar com um campo nlagn~tlco ql.!~ .i~ apr'O 

+ 80 (r,9) = 8 0 Cr 9)~ -, '2' 

R o 

8 0 ê.." ." 

um acoplamento entre os modos n, n'-l e n"'1 

efeitos nc)vos via surgir. 

( 
.,..,. Ç) , 
;: .. / , } 

eleve 

Est,,-~ tr~\t)"\it',D CI'·,:\t:DU. ·:~P€n;."s CI',[,1 í.\~a".;[(,··:·).'3 i, .... ;mD'·JÊntc:I ... .:., ;, .. : ",i' '1 

brlCl E~ um caminho IliIPOI,·ti:"\nte c\ -::;EI" ~iE-:fJ!.!:d() CI~l.qUI i)"lra ,,\ FI'" (':'. 1 , .... !'" a ln 

de !nom()<Jenelda(lc~:> no pl:::\sHE\. C:Dmo I~Cir" e~<eliif'lo I 'C:) 

para c: Clm Isto SE aproximar mais dos plasma~, reais de 1 ;;,.1:)0;' .;'.':. ':.>1' I a \~ 

t dmb ém se estucar fen8menos InlPortantes como o aql.1C\.~ il"tlc.l:ro CID 

pla3ma devida à conversio de modos, [31] a [33]. [:~te estuclQ i'l~ fi "i. D. S -

Il1omog€ne::os é -O::IUE I··'C.'" ,.".,) uma 

onda caminha num plasma (neste caso teremos k = k(r)) antes i:l~ s~r r E-
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flelida (o lugar de r'eilexio ~ onde a velocIdade de fase lenoe a Infi­

n i t'-l, ou seja, onde o nüm~'ro de onda tende a zero) e em 11Ut:: IU~J,,\r ela 

absorvida la aDsor~âo ocorr·€.' nas re5soninClas, onde ent~o Q nr.LIll€-:ro 

onda tende a InfinIto e a velocIdade de fase tende a riais 

uma vez ~ importante ~e5saltar que 05 fen6men09 de resson~ncla nio po-

dem sel- estudados por teoria ce flUIdOS, sendo entio ne:cess~rIQ que se 

faça um tratamento cln~tlco do problema lver [3QJ, por exenlnl,:), para o 

ttrAt élluE:nlo de plasmas Clu€":ntes magnet Iz~\do~> em ,,:jI.Llas ele Ond"i:l c !.{ndrl·"· 

c:a .. i}. toma niZste tl'·<·:\b~"'.lha nao fOI f€-:ito 1,1:\\ tratamei"i"Co via r.:~:·DI' :;;-J, clne 

menta de Landau ou as ressoninclas harm8nlco·ciclotrBnicas ~w 

as imltaçBe:s ela teorIa de flUIdos. 

lamD~m a abso~çio collslonal nao fOI estudada neste cr~\Oalho 

s~o de uma il-equincla de colisRo fenomenolcigica tambim ~ Ufi~a POSSlb i-" 

11 cI"l.de fut:I.lI'·a cI€-: tl'"ana1ho. 

Um outt-O aspecto !ntet-essante e obter os ~erfis d~s ~(')nIPonen­

tes dOQ canlpos elcitrlco e 6\:a9n~tlco EIll funç~o de r', Já que ~'~ra3 quan 

medidas Experimentalmente e ent~o I~to fornl~'I:.,;,!" I :':( Don~:; 

testes para a teoria. 

501' e nia como um escalar', aS51m como i'ol aesenvcllvldo pela ~por'la [lU" 

pIamentE.' 

caso se queIra estuoar plasmas ,,\ 1 t <:',l\Ien t J:;: 

(não ~ o caso aa LISA) e com poucas colls3es, Já que entic) '.:) 

del:·:ará de ~;er ISCltl"':'PICO_ 
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Um cilc~lo q~e tambim pode ser feit6 ~ a obten,io do fluxo de 

potêncIa em todos 05 casos Estudados nestE trabalho: 

i-'i*) .do- (280) 

onde ::::E: c a área da guia (? da" um elemento dE area. Este cálc1llo tambÉm 

interessante de ser" feito quando da inclusio da 

cal Isâo POIS entio poderia ser obtida a potênCia absorvida colisional-

mErlte pelo plasma. SobrE o estudo do fluxo de potência Em guias dE on-

da prEEnchidas com plasma VEr tamb~m a referência [10J. 

Uma impol'"tante linha de pesquisa experimental que SUI'"ge a 

partir dos resultados desta tese se refere ~ medida da rota~io de Fa-

rada~ para ondas lentas pl'"opagando-sE em plasmas frios nlagnetizados 

pl'"Eencherldo completamente a gUia. Tanto os modos eletl'"ostáticos obtl-

deis POI'" Trlv€dplE.'cE e Gould, (215), quanto os modos ell<.'tromagnéticcIS 

obt idos neste trabalho, (212), apresentam a E.'stn.lll.ll'"a dE.' ond<E~ do tiPO 

"backward· no mEsmo inter-valo de fr~qu0nci~~. Por (1lltl'"O lado SE prev~ 

. 
I'"ota~io de F·al'"ada~ para os modos eletl'"omagnÉticos enquanto que para os 

modos eletrostáticos nia É PrEvista Flenhuma rota~ia do plano de pola-

rizaç5a da onda. A medida da rota~5o de Farada~ pE.'l'"mltil'"ia entio dcci-

quais foram as ondas com Estrutura do tipo ·backward· de-:tEctadas 

eXPEl'"imentalmente por TrivelpiecE e Gould (qUE n50 citam nenhuma medl-

da 50bl'"e a existência ou nia de rota~io de Farada~ pal'"a estas andas). 

Estas 550 apenas algumas das possibil idades futuras de traba-

lho, sendo que Esta enumeraçio nio pretende ser completa mas apenas 

dar uma id~ia de alguns caminhas de pesquisa daqui para a frente. 
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1· '11,~;(iralJ 

aquI os r-E5ultado5 de Smirnov, [25J, veM que UMa 

~'J) ''1' a1.':J~ -, 

p = 

~; 

" 

") -o· .'. 
<:'./ ..:) 

'/")'7 p <:.. } 0. 

,- 0 1.201) 

q -- 0 

(283) 

E ouas raiZES complexas 

iJ2 



p"/27 "" 0, ent~o hi tris ra{zes reais entr'e as quaiS uma de .-

1··" !.: ... "üIt IPia, 

A ~·6rmula qUE dá AS r'alzes ce (282) é conheCIda cemo 

\~W4 ) 

Oii''-,'õ-:-

({ i .... q q 
.. p' ,I .. 

) 

.. 

'. ~U 0': •• 

(285) 

.. p' .; .. 
R" = q ( q ,. 

': .. 
,., 

ii 
'\ .... 

,,:- •.. 1 

aaa raíz cl..Í.bica POSSUI em gel"aI tr2s valores distintas, so vão 

Iri(~I'~~isar os valores cestas raIzes que satisfazem a 

p (28e) ) 

13,; 



é . 1 + 

2 

fI .. 
i (3) 

VCIH que as tris raizes dE (282) sio daaas por 

:.: 1 = (R i :/3 + ( l~.., /13 •.. 

é (r~ )+/. .. fI • 
x.., .. , é ((~~~)) 

c. i ,~ 

é,.ol.(P_ ;til fI. 
:{3 = ,. é (R,,) , c. 

<:1. 1 

3 
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~\pê-ndic€ 11 

Neste apindlce sio dadas as principais propriedades. no 

te materIal se encantra em muitas livros, como por exemplo no 

.,tz, [36>J, ç,'J no Sp,egel, [37:1. 

A eql.lat,;:ao d I f&~I'·Enc i aI 

.. 
dz clz 

como solu~3es linearmente Independentes as funç5es de 

pr;m<:-'II'·O \:11""0, ; ( ..• I ..ln ,.... , 

"-do"~ clz 

E do segundo tipo, 

n.&)w -- 0 

ficadas do pr·lmelro tipo, e do ~Egundo tiPo, 

Rela~5es de recorrência 
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, ( . 
Ln Z J -- I l··'Y'''' --n;-i ~ .. ) 

ondE L dEnota J cu Y. 

., M . , 
~ .. n n~Z' 

'M ' l ..• ' ".. n' ". J 

,.,,..; l o.y ) 
Iln .,;.. 
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No casa de argumentas reais temos os seguintes gráficos 

" 
• 

-, , 

: 
" 
, , , , , , , 

, 
, , , , 

:. , • 
, 

, , 
" 

, , 
, , 

Figura 27' 

, , , , , , 

Y.~,(:d} 
J. _~ 
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2' ",\ 
I I I I", I 

I I~ 
2.0 \ I 

\ I 
\ I 
\ I 
I I 

L6 \ I 
\ I 
\ I 

I \ I 
u \ I 

I 
I 

I 
I 

~ / 
\ / 
\/ 
~ 

\ 
A , , , 

~, 
~~ 

O , 3 • 

~ 

Jn (· xl ~ (-i) Jn(x) 
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Ainda: 

I (-,d '--n 

J~(0) = 

J~{0) = 

0 

i (;;.~?l) 

. • 

i39 



Yn Ld ~ ._- .., se " " ... 0+ 

I 
"'" 0-+ Yn(x) -+ • se :-; ... 

Ai nda-

(298j 

I~(0) - 0 para n > i 

... 
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M 
J n (X) = (x/2) <n '" --i, -2; -,,3, •• y) 

n ! 

(n·_·1)! (n > o{» 

Y0~:d - 21n:< 

Tf 

M 

Ir/:-:} .- (>;/~~) o •• '") 

'~. , '3, 

n' 

K
n

(;.;) - (n - i)! (n I I(}) 

Já no lImite dE grandes valorES W0 arglJffi€ota tEm-~~ 

-, 
r. .. 

( 

~v II .. 

. 'I. , .. 
) ,- C;E·:n(~ + & ( j J 

,iI .. 
) [~;E:n(~ -;. I!J ( 1. ] 

x 

14 t 



onCle 

2 -/lo ." ) [cosQ + ~ ( 1 ) ] 

){ 

Q = " - n7f .... 1f 

2 4 

,. 
~( ln (;d = e [ i + i , J 

(2 'Jf ,.; ,1/J. x 

r " !9( In(~() = ., [ i + l. j 

(21f:d'"'' " 

_% 
t<n()<J == ..,.~ 

I( I. , -% 
n~:·u - - ., ( 'rf )11.;. [ i + r!) ( 

o" ~" 

Com tudo Isto vem 

== j'(+ o.D) ;:;: Y (+ 0<1) 
ri n 
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:-( 

- {'(+o.t:I)"~ \,:) 
n 
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= + c::><' 

K (+ 00) = KI(+ e.o) 0 
n n 

das funç8es de Bessel, C37], 

, _ o ,_ I n = 2 .,~3 " ." 4 ., = ~ , " 
2,_ 3,8317 5.1356 6,JIIU2 75lil0 tI.77!~ ~ ')\hl . 
5,5201 7,0156 8,4.172 9,7(,10 IIJ)f>.I1 ID1lifl 1 1 ,~lj 1 

8,6531 10.1735 11.6198 13.0152 14.J725 15.1()(l~ I -.Ill1l~ 
J.(x) "" o 

11.7915 13,3237 14.1960 16.2235 11.6160 111.'1t101 :O,I:'IIS 

14,9309 '6.4706 11,9598 19,4094 211,M2/19 22.21711 :1 :'~!,I 

18,0711 19.6159 21.1110 22,5827 24,01<.10 25,4.'O.~ :!,.~~!l: 

---- - ~ ~~ .. -_._- - .. ~- ~ ~--

0.8936 2,1971 3,3842 4,5210 5.1>452 6.747~ ~ ~ 1;' 

3,9577 5,4297 6,1938 1W976 9}616 Hl5<>T! Il.~ I 101 

7.0861 8,5960 10,0235 1103965 12.7301 14.()JJI! 1 ',11 1(, 
Y.(X),., o 

10.2223 11.1492 13,2100 14.6231 IS.'N96 17 .. 1471 1".1'>70-

13,3611 14,8974 16,3790 11,8185 19.2244 211.61129 :' I.'-I'S 1 

16,5900 18.0434 19.5390 20,9913 i2.4248 23.1121>5 :.'.co{, , 
~ - ._- .- .. __ .- - , 

O.HOOO 1.&412 3.0542 4.2012 5)11fl 6.415fl c, 'i!ll 1 

3,11311 5.3314 6,7061 8,0152 9.21\24 W5 I '-19 11.7 i -t'l 

7.0156 8,5363 9,9695 11,3459 12.6819 D,9117:' I <; '/,~' 

Jr(x) - o 
10,1135 11,7060 13.1104 14,5859 15,9641 17.31211 I ~.I,\"7.l 

13,3237 14,8636 16.3475 17,7888 19.1\160 20,5755 :'1 ',11 I ~ 

16,4706 18,0155 19,5129 20,9125 22,40lO 23.tlOJ6 :' t s 1L1 

- . ~ - - - ~ -- .- - ._. ---_.-

2,1911 3,6830 5,0026 6,2536 1.4M9 1I,649n ').~I..\s 

5,4297 6,9415 8,3507 9,6988 II.OOS2 12.21!O9 11', ~ ')( 

8,5960 10,1234 11,5142 12,9124 14.3317 15.M,UI! 1/,.<11,« 
r.(x) _ o 

11,7492 13,2858 14,7609 16,1905 1751144 ItI.94'17 ,,,:,,tll 

14,8974 16,4401 17,9313 19,3824 20,HU1! 22.I<I~X :' ""I" 
18.0434 19,5902 21,0929 22,5598 23.9<17U 25.41191 " -,)'1, 

TabEla i Valores para ZEI-OS aproxl~laacs oas {unç~~ 

seI. 
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ApêndIcE' C LIS',t-i:\ dI':: P'II~Hlm\:ts das Oeflnl,:::'es mais lit'i1lzaaas 

<ü u .- (l'k.~T0 ) 
L 

m 

m 

.. 
w 

,/ .. 
I 

'/~ 
) 

.. ,'/.t 
"/i I ,kfII = 1Kr 

km :;:: C 

.1.,-'1 
11J c!( -f .. 
w 

c.l(w-4 , "' l'~ .' /' ) 
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== x 

k i 
[ 

T ; [ 

•• ~ -- k:r.k •.. 
< ., 

(w .. w"')(w., -
p 

.. oe 
w c: 

-

.. . 
k/./(w w~ )(wt 

w.c( w .. .. wp 
-

k~,c..z) ] 'I .. 
" 

w"') 
'!.t - J 

',<l~ ) 
c-
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