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RESUMO 

O modelo de Heisenberg na Teoria do Magnetismo apresenta dois aspectos 

Opostos a serem conciliados em qualquer formalismo: a obediência à cinemática local e o caráter 

coletivo das excitações. A técnica de funções de Green tem sido extensivamente utilizada no estud~ 

deste modelo, prirVcipalmente através de.aproximações chamadas de primeira ordem. No caso de . . . 
spin meio, a aproximação proposta por Dembinski é, dentre as aproximações de primeira ordem, a 

que procura dar o melhor tratamento simultâneo. aos dois aspectos mencionados acima. Neste 

trabalho faz-se uma análise exaustiva desta aproximação. Examinando-se o espectro de .excitaÇões, 

verifica-se a existência de uma excitação localizada acima da faixa de energia de um mágnon 

("estado ligado"). Mostra-se que a função de Green apresenta carF~cterísticas semelhantes às obtidas 

em aproximações de segunda ordem, conservando certos aspectos da interação entre duas part(culas. 

Verifica-se também que a forma da equação de movimento resultante atende melhor às exigênCias 

da cinemática de spin do que aquelas obtidas via aproximações de primeira ordem mais modestas. 

Estes aspectos, e em particular' o último, sugerem que uma melhora da aproximação de Dembinski 

consistiria em incorporar uma renormalização da ênergia dos mágnons que seja dependente do 

comprimento de onda. 
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PLANO GERAL DO TRABALHO 

Nosso objetivo com o presente tra.balh.o e examinar al

gumas questões apresentadas pela técnica de funções de Green ao se 

tratar, na aproximação de Dembinski, o problema do modelo de Hei

senberg para o magnetismo localizado dé spin l/2: certas ques

tões, embora inerentes ã aproximação, refletem o efeito da ãlge

bra dos operadores de spin na dinâmica e termodinâmica do modelo. 

Para facilitar a apresentação do trabalho,dividimo-lo 

em duas partes. A parte A, onde tratamos o caso do ferromagnetis-

• mo, compreende um cap1tulo de introdução e o.s cap1tulos I-IV. No 

c-apltulo I apresentamos .certos aspectos· do problema dé uma e duas 

part1culas via funçõ.es de Green; nos cap1tulos subseqüentes ·discu 

ti mos a aproximação de Dembinski _ 

A parte B destinada ao caso do anti ferrom·agneti smo con~ 

ta de um capitulo de introdução e do capitulo V referente ã apro

ximação de Dembinski. 

· Em seqüência a parte B, fazemos. alguns comentãrios a 

guisa de conc-lusão. 

informações suplementares ao texto foram colocadas nos 

apêndices,, 
I 



PARTE A 

Ferromagnetismo 
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INTRODIJÇJl:O 

O modelo de Heisenberg para o ferromagnetfsmo tem sido es 

tudado extensivamente desde a .sua proposiçio em 1928 (l) 

O hamiltoniano de Heisenberg conserva a componente do 

spin total paral•la ao campo .magn6tico externo 12 1. ConseqUente

mente, os estados do sistema formam subespaços que podem ser 
. . 

classificados de acordo com o numero, n, de desvios em relação 

ao alinhamento de todos os spins na direçio e sentido do campo. 

O subespaço n = O contêm um Ünico estadp. O subespaço n = 1, nu 
• 

ma representaçio de momento,_diagonaliza o hamiltoniano. Os esta 

dos nesta representaçio consistem de um desvio de spin que se 

propaga de modo coerente atravês do arranjo totalmente ordenado, 

e sao chamados de ondas de spin. Este conceito foi criado por 

Bloch 131. Em sua teoria, Bloch supôs expl icHame~te uma b·aixa 

densidade de desvios de·spin de forma que a interação entre duas 

ou mais ondas seria desprezivel. Com esta hipõtese ele pÕdeobter 

·as propriedades termodinâmicas de um ferromagneto isolante .con 

cardes com a experiência a baixa temperatura. Conforme a tempe

ratura aumenta, esta aproximação se torna menos satisfatõria; p~ 

la presença. de ma._tor.numero de desvios, as interações ~ntre as 

ondas começam a se tornar relevantes. O subespaço n = 2 e o pr.!_ 

metro a exibir os efeitos das inte,ações entre as ondas de spin. 
. . .. 

O problema para uma cadeia linear com interação isotrõpi-

ca ~ntre primeiros vizinhos (para a qual nao hi ferromagnetismo) 

e spin 1/2 foi estudado por Bethe 14 1. Mostrou-se que, alem das 

·ondas elementares de Bloch, hi excitações tais que um bloco de 

dois (ou mais)" desvios viaja atravês da cadeia. Estados represe!!_ 

tandó um bloco de dois desvios de spin possuem menor energia do 

que duas ondas 1 i v r e s (5) Este fato mostra que a hipõtese de • 



,-~, 

I 

. 10. 

bai.xa densidade de .desvios nao ê suficiénte para garantir a ind'e 

pend~ncia d~ duas ondas de spin; os estados de mais baixa ener -

giii não são necessariamente os 1 ivres. Assim, uma. questão ·impor

tante que se coloca e a de se saher se excitações de vetor de on 

da ! correspondentes a duas unidades de desvio de sp6n podem ser 

formadas com energia menor do que a soma das energias de duas on 

das livres com vetor de onda total !• pois se tais excitações 

existirem com pequeno! (e baixa energia), torna-se-i imprõ-

prio o uso do conceito de ondas de spin no cãlculo das propried~ 

de~ termodinimicas de um ferromagneto de Heisenberg. 

O.quantum de energia de uma onda de ~pin i chamado de 

mãgnon e como uma extensão de 1 inguagem, a prÕpria excitação e 
~ 

chamada de mãgnon. Estados ligados de· dois ou mais magnons numa 

cadeia linear com anisotropia ou incluindo interações entre se -

gundos vizinhos foram investigados para S arbltrãl'io ( 5- 10 ). Em 

tr~s dimensões (redes ciTbicas) Dyson (ll l mostrou que para pequ~ 

nos valores do vetor de onda total (rigorosamente, no ponto r), 

~uas ondas de spin não pode• formar um estado ligado de baixa 

energia. Os dilculos independentes de Hanus (l 2 ) (S = 1/2) e de 

\Jortis (13 •14 ) (spin arbitrãrio') estabeleceram pela primeira vez 

a existência de estados ligados de dois mágnons para um ferroma2_. 

neto de Heisenherq com interações entre primeiros vizinhos e com 

rede cúbica s·imples. Hanus u~ou em .seu cã.lculo um potencial fic

tTcio de esfera dura para impedir a ocorrincia simu1tinea de 

dois desvios num mesmo ponto da rede. Por outro lado, Wortis tra 

tou todos os casos de spin em igu.aldade de condições sem intro.d!!. 

·zir qualquer interaçio fictTcia. 

Estados· ligados no ponto r~ com energia abaixo do contT

nuo d~ duas ondas livres podem aparecer ao se considerar uma ani 

sotropia conveniente (l 3), Logo, a presença da ·anisotropia (7 •15 • 
16 ) pode produzir uma modifica~io radical no espectro de dois 
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mãgnons (l 7 l Da mesma forma, a introdução de interações entre se~ 

gundos vizinhos (lB) revela que os estados ligados são senslveis 

.ã interaçio de longo .alcance; interação esta que f.orça· .rara o con 

tTnuo os estados ligados de Wortis. Os estados ligados de dois 

mãgnons tambêm foram investigados para o ferromagneto de Heisen

berg com rede cÜbica de face centrada (l 9 ) e de corpo centrado( 20 l. 

Resolvendo a equaçao de Lippmann-Schwinger relativa 

problema de duas partTculas, Royd e Callaway (2ll apontaram 
' 

ao 

a 

existincia de estados de espalhamento ressonantes alêm dos esta-

dos 1 igados. A importância 

Silberglitt e Harris (22 l. 

de ressonâncias foi enfatizada pór 

Eles discutiram, no limite de pequeno 

comprimento de onda (a~ropriado ã região rle baixa temperatura) ,a 

influincia, via matriz t, dos estados ligados e dos estados resso 

nantes de duas ondas de spin sobre. o espectro de um mipnon, sug! 

rindo a possibilidade de observação indireta dos estados ligados 

atravis de seu efeito sobre a .largura e energia de um magnon a 

uma temperatura não nula ( 23 l. 

O.problema de tris d-esvios de spin foi atacado por tlaju!!!. 

dar (24 ) como uma aplicação do mitodo de Faddeev. O problema de 
... - - . .... . tres magnons em tres d1mensoes foi apenas tocado, porouanto as 

equaçEes.integrais ~evelaram-se intrativeis analiticamente, nao 

permitindo que se extraTssem os autoval 0res. Mais recentemente ; 

Van Himbergen e Tjon (25 l obtiveram, pelo mesmo mitodo, estados 
. . .. 

1 i gados de tris - bidimensional. magnons no caso 

Alêm da chama.da interação dinâmica ( 11 ) entre -magnons, 

aparece uma outra interação entre as ondas pelo fato de na o pod! 

rem ocorrer num mesmo ponto da rede mais do que 25 desvios de 

spin. Esta interação foi chamada por Dyson de interação cinemitl 

ca (ll l. ·Este. fato introduz alguma dificuldade no cilculo das 

propriedades termodinâmicas ·a baixa temperatura do modelo de 
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He'isenberg. 

Dyson ( 11 ) 

culou as·correções 

. 12. 

estudou o problema 

ã lei de r 312 para 

de duas ondas de spin e cal 
. . 

a magnetiziçio espontinea 

.obtida pela teoria de Bloch. O cãlculQ. simples de Bloch considera 

as ondas de spin como partículas de Base não interagentes e com 

uma curva de dispersão parab<ll ica ( 11 >. O desvio do espectro em 

relação a 

. O(T7/2) 

concorrem 

esta lei quadrãti.ca implica correções de O(T 512 ) e 

para a magnetização; enquanto que as interações dinimicas 

com um termo de O(T 4 ). A correção devida ãs interações 

cinemãticas e exponencialmente desprezível na termodinimica a bai 
• 

xa temperatura do sistema (l1l. 

r Oportuno me n c i o na r as conclusões obtidas por Lalovic 

et al. (26 ) ao tratarem o problema do spin 1/2 usando a representa

ção ex ata de bÓsons (27 l. A representação dos operadores de spin 

proposta por D~son (ll) seria adequada i anilise das propri~dades 

termodinâmicas, con·tudo, seria inadequada para tratar outras pro

priedades (28 1: embora o hamiltoniano ideal de Dyson dê as energias 

corretas dos estados ligado~, o mesmo nã6 acontece com as funções 

ae onda, implicando resultados incorretos para a probabilidade de 

transição entre mágnons 1 ivres ·e estados 1 igados. 

Wor.tis ·ta'mbêm estu.dou ·cuidadosamente o comportamento do ha 

miltoniano de Heisenberg a baixa temperatura, formulando a mecini 

i::a de desvios de spin de mod() a manter a .sua verdadeira cinemãtica 

(2 9) De seus resultados, pÔde concluir, como o fêz Dyson (lll, 

J que para pequeno numerá de desvios, os cãlculos com spins e bósons 

sao essencialmente equivalentes no que concerne ã termodinimica de 

'baixa temp.eratura. Seu tratamento .segue o de nyson ( 11 l sob vãrios 

aspectos, mas, embora tenha chegado aos mesmos resultadostermodin~ 

micos (por exemplo, para a expansão a baixa temperatura para a 

energia livre)~Wortis criticou o tratamento di Dysonconsiderando-o 
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·passive! de inconsistência interna (29) 

O efeito das interações entre n(n ~ 2) ondas de spin so 

bre a magnetização a baixa temperatura foi i~vistigado por Mori 

ta e Tanaka (30 >. Com a hipõtese de não existir estados lig! 

dos de baixa energia (31 ) e usando um~ expansão de virial para 

um conjunto de quase-particulal (32 >, cancluiram que a contribui 

çao do efeito das interações-entre n ondas de spin ã magnetiza -

ção e de O(TSn/ 2-l ). 

Compreende-se, portanto, que o modelo de Heisenberg apr~ 

senta dois problemas formidiveis •. O primeiro e entender os asoec • 
tos essenciais da mecânica da·spin; o foegund~ i entender, fisica 

e formalmente, o modo pelo qual os aspectos desta mecânica se ma 

nifestam na termodinâmica. 

Os trabalhos arrolados acima mostram que a maioria dos 

esforços desenvolvidos restringe-se a solução do problema de 

duas partlculas, e toda a anil i se exata da estrutura do espectro 

de dois mágnons (l 2 - 14 ) i proveitosa apenas na re.gião de baixa 

temperatura. Da mesma forma; os modelos "equivalentes" para 

sistema de spins em termos de bÓsons (11 •33 •34 >, utilizados 
. . 

o 

na 

anilise do modelo de Heisenberg atravis de mitodos de perturba -
(11,35,36) - ~t . . b . (37) çao , sao u e1s a a·1xa temperatura • 

Por outro lado, os tratamentos 0ropostos para altas tem 

peratUras (no entorno da temp.eratura de transição ou mais. acima) 

\ (38 •39 •40 ) nio são apropriados i região de validade das teorias 

de ondas de spin. Veja·m-se, por exemplo, os sucessos e as deficiên 

cias das aproximações de campo efetivo ( 38 ) Estes tratament~ são 

vãlidos a altas temperaturas, onde, em principio, se justificam . 

Em essência, as aproximações de campo efetivo, desde a mais sim

ples atê as mais refinadas, consideram as entidades constituin -

tes do sistema. (ou grupos destas unidades) como quase independen-
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. tes;. por conseguinte, nao têm o mesmo sucesso que as teorias de 

desvios de spin, .para.temperaturas prõximas de zero [apêndice. F]. 

Entretanto, a técnica das ·funções de Green da teoria de 

mu1tos corpos ( 41 • 42 1 tem sido empregada no estudo .do magnetismo 

localizado a uma temperatura arbitrãria ( 43 1. Nos métodos baseados 

nesta técnica, tem-se usado tanto os operadores de spin ( 44 - 48 1 , 

quanto sua~ represeitações em termos de operadores de Bose ( 49 1 

Em ambos os casos, todavia, e necessãrio que se proponha um es -

quema de desacoplamento a fim de se resolver aproximadamente uma 

cadeia infinita de equações de movimen.to das funções de Green. 

Muitos destes esquemas recorrem a uma l·inearizaçio . da 

equaçao de movimento da função de ordem mais haixa ( 44 - 48 ). Isto 

se faz devido ã complexidade matemãtica que sobrevêm ao se deixar 

o desacoplamento para um estãgio posterior. (SOl. Estas aproxima -

ções conhecidas como de primeira ordem tim encontrado muitas apl! 

caçoes, entre elas, no estudo de transição de fase (Sl le de espa

lhamento de .luz em materiais. magnéticos, isolantes ( 52.1. 

Bogoliubov e Tyablikov ( 53 1, empregando operadores de 

spin, propuseram, para o caso do ferromagnetismo de snin 1/2, uma 

aproximação de primeira ordem con~ecida como RPA ( 54 l. Tahir-Kheli 

~.ter Haar (441 estenderam-'"na para s·pin oualquer, e mais tarde 

·C61len (45 l desenvolveu uma outra aproximação de primeira ordem 

capaz de dar. bons resultados para S ~ 1. 

) O desacoplamento RPA dã um termo espúrio em r 3 para a ma~ 

netização a baixa temperatura. Tambem as energias renormalizadas 

dos mágnons 

ma (44,55) 

a ba.ixa temperatura são" insatisfatõrias neste esqu! 

No entanto, seus resultados para o valor da temperat~ 

ra·.de transiç'ão , Te' e para a susceptibilidade a campo nulo (pa-
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ra T >>Te) são bons,_comparados com aqueles de teorias mais pre

cisas ( 42 •44 1. Todas estas conclusões são tndependentes de S. 

No caso de Callen, para S=l/2, embora a renormalização das 

energias das quase-particulas seja boa, ( 45 • 55 1 o resultado para 

a magnetização a baixa temperatura e desastroso: não aparece ne

nli.um termo em T4 e persiste um termo espúrio em r 3 . Os resultados 

a alta temperatura tambêm não são satisfatórios ( 45 •48 1, embora o 

valor de TC tenha sido melhorado ao se mo"dificar o parâmetro usa

do na teoria ( 56 1. 

A aproximação de primeira ordem proposta por ·oembinski ("4G) 

para o caso especial de·s = 1/-2 removeu as dificuldades mais se 

rias enfrentadas pelo esquema de Callen. He1·•son e 'ter Haar ( 57 1 

jã haviam atribuido estas dificuldades a uma violação da cinemãti 

ca de spin decorrente da natureza d·as aproxiMações. OeMbinski, 1~ 

vando em conta este fato, logrou calcular a magnetização (a haixa 

temperatura) 1 ivre de um terMo ·espúrio eM T3 e com um termo em T4 

prõximo do de Dyson (lll. Sua teoria prevê uma temperatura de 

tra~sição coincidente com a da aproximação RPA e uma suscetibili

dade a campo nulo melhorada(SS) 

Hais recentemente, Coutinho e Fittipaldi (48 1 propuseram 

uma modificação do esquem'á de Dembinski, com o objetivo .de melhor_ 

respeitar a cinemãtica de spin. Este no~o esquema foi proposto de 

- . - 2 + + forma .a levar em conta a· função de corrclaçao <(S (~)) S (~)S (m)> 

~orretamente atê O(T 3 ), - o que não se consegue na aproximação 

' -c(e DeMbinski ( 59 1. Os resultados a alta temperatura foram melho 

rados, mas um terma esp~rio em T3 torna a aparecer na expansão a 

baixa temperatura para a magnetização espontânea (GO}. 

-Cabe- aqui observarmos que, embora na proposição destes 

esquemas empreguem-se argumentos de plausibilidade fisica, a na 

tureza particular do problema não deixa claro como cada aproxima-
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ção· realmente trata ·a mecânica do modelo. Este defeito reflete-s'e, 

como se viu acima, na incapacidade de uma dada aproximação em dar 

resultados igualmente satisfatÕr·ios para as qu·anti·dades em anãli-

se a baixa temperatura. Por con.seguinte, as aproximações foram 

propostas e refinadas tendo-se em mente apenas a obtenção de cer 

tas quantidades de interesse numa dada região de temperatura (Gl). 

Não se pode, portan.to,. exercer um controle efetivo sobre 

estas aproximações, todavia, reconhece-se que o modelo de Heisen-

berg apresenta dois aspectos opostos a serem conciliados em qual

quer formalismo (29 l, a saber, a obediência ã cinemãtica local 
• 

dada pela.ãlgebra de spin e o.carãter coletivo dos estados de 

eriergia mais baixa. l'i luz destas considerações, Ramos e Gomes (S 9 ) 

e depois Coutinho e Fittipaldi ( 48) examinaram o problema de como 

as aproximações RPA, de Callen e de Dembinski, para ·s = l/2, satis 

fazem ã condiçã'o de (a) não violar a cinemãtica de. snin e à de (b) 

preservar uma boa renormalização das energias dos mágnons. O exame 

da condição (a) foi feito através do resultado a baixa temperatu

ra para a função de correlação <(Ç(i)) 2 s+(~)S+(m)>. Para. a condi

ção (b) lanço~-se mão da teoria de ondas de spin (49 •55 ) que indi• 

ca, a baixa temperatura, uma·rehormalização ~a energia de todos os 

modos proporcional ã ·energia termodinâmica (com o nrime.iro termo 

dependente da temperatura aparecendo e~ r 512 ). 

No que se refere ã magnetização a baixa temperatura,. o .. 

trabalho de Dembinski (46 ) parece tratar satisfatoriamente as con 

}.ções (a) e (b), Jã a aproximação de Dembinski modificada (48 ) re 

força a condição (a). Uma indicação disto são os seus bons resulta 

dos a alta temperatura, quando então a cinemãtica de spi~ revela 

seu carãter im~brtante distinguindo as excitaçõe~ de spin dos b6 

sons. 

Deve-se notar, entretanto, que nas duas aproximações do 
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tipo de Dembinski 146 •48 ) as energias das quase-partlculas na o • 

{oram calculadas explicitamente, A solução da função de Green foi 

obtida, ~estas aproximaç~es, atrav~s de um processo iterativo, 

~endo consideradós ipenas os põlos da solOção de ordem zero. Es 

tes põlos têm a mesma forma daqueles obtidos na aproximação de 

Callen 145 •46 •48 ). rio entanto, a função de Green possui, nestes 

dois esquemas,·uma solução formal exata 1a o propõsito do presen

t~ trabalho~ investigar os seus pÕlos no limite termodinimico, 

par~.as.três redes cühicas. 

Como é bem estabelecido experimentalmente, o conceito 
de excitações do tipo mãgnon mantêm-se al~m da região de bai
xa temperatura; mais ainda, a dependência da energia das mesmas, 
c·om· relação ã temperatura, é sensivel ao seu comprimento de on

.da 162- 64 ). Embora os mignons de grande comprimento de ond~ des!. 

pareçam em Tc' pois sua energia depende da temperatura como a 
magnetização, mãgnons paramagnéticos podem ser definidos para uma 
grande parte da zona de Brillouin, notadamente para sistemas de 
baixa dimensionalidade 164 - 66), 

Vamos examinar, portanto, as conseqUências dos dois es 
quemas do tipo de Dembinski 146 • 48 ) em termos do espectro que 
eles ~revêem perto de zero e. pouco abaixo de T • 

C. 
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CAPITULO I 

O PROBLEMA DA CINEM~TICA OE SPIN NO 

MODELO OE HEISENBERG PARA O 

FERROMAGNETI SMO 

A, Proposição do Modelo. 

Consideremos uma rede cijbica (simples, de face centra

da ou de corpo centrado) com um numero finito, N = n
3

, de pon -

tos. Podemos incluir aqui tambêm o caS<o da cadeia linear ou da 

rede quadrada. t conveniente supor~se que a rede tenha conexid2_ 

de periÕdica, isto ê, que o ponto ~(.t) + n ~(m) seja idêntico

ao ponto ~(1) para todos os. vet6res da. rede ~(1) e ~(m). Não -

hã portanto efeito de borda e todos os pontos são perfeitamente 

equivalentes. Associemos a cada ponto da rede um spin S(1) d.e -

numero quântico S. Os operadores de spin (em unidades tais que 

1'\= 1) obedecem ãs se.~uintes relações de comutação: 

[Sz(.e) ,s±(m)] + (l.l.a) = ±S-(m)ó.em ' 

[S+(.t) ,S-(m)] = 2Sz(.t)ó.em . ' (l.l.b) 

[s±(.e) ,S±(m)] = o (l.l.c) 

onde 

+ 
s- ( 1) = S X ( 1) ± i sY 11) 

Alem disso, satisfazem tambêm a condição (decorrente 

das anteriores). 

(S+(1)r + 1 ('ç( 1 ) )2S + 1 o (l •. l.d). = = 

) Esta condição reflete o fato de a componente z do oper2_ 

dor de spin ser no mãximo igual a S. 

O espaço de estados do modelo de Heisenberg e dad·o p~ 

lo produto direto dos espaços de spin definidos em cada ponto da 

rede, 
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A dinimica do sistema~ determinada pelo hamiltoniino: 

H;- L {J(l,m)S 2 (t)Sz(m)+I(l,m)(Sx(l)Sx(m)+SY(t)SY(m))}-~h L S2(l) 
t,m l 

( 1 -2) 

O primeiro termo representa a interação de intercâmbio (consid~ 

rada de modo genérico anisotrõpica) entre pares de spins, na a 
proximação de primeiros vizinhos, isto é, considera-se 

J(t,m) = J(m,t) = J >O se ·t é primeiro vizinho de m, 

= o caso contrãrio ( 1 • 3) 

Uma definição anâloga ã eq. (1.3) ê vã.lida para J(t,m). O se
gundo termo represent_a a interação de Zeeman de cada spin com 
um campo magneti co externo, esta ti co e uni forme~. A di reção e 
o sentido do campo~ definem o eixo+ z. A letra~ indica o pr2, 
duto do_fator espectroscÕpico pelo magnlton .de Bdhr. . . . . . 

O hamiltoniano de Heisenberg corresponde a se fazer 
J = I na eq. (1.2). A nossa adoção de uma forma anisotrõpi ca se 
justificà pelo fato de o hamiltoniano isotrõpico não ser essen
cial ã discussão feita neste capitulo; mais ainda, torna-se ilus 
trativo o·emprego do hamiltonlano dado pela.eq. (1.2),por~uaht; 
podemos identificar facilmente, em cada passo, as contribuições 
dos termos de intercâmbio transversal e longitudi~al. Embora 
não pretendamos levantar a questão da aplicjbilidade da forma -
(1.2) a um caso concreto de interesse experimental, observemos 

~, 

que estudos experimentais e teõricos mostram que em 
_./ 

c e r tos ma te 
riais magnéticos com alta anisotropia, a energia de acoplamento 
entre spins localizados pod~ ser aproximada por uma forma de 
Jsing pura< 1 l (I= O na eq. (1.2)); mas para outros sistemas, 
a anisotropia, embora importante, não e muito grande, neste ca-

.. 1 . d H • - · 1· ( 2 ) so, um acop amento e e1senberg puro e ma1s rea 1sta . 
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Pode-se verificar facilmente que a componente z do. 

spin total comuta. com o hami ltoni ano da eq. (1.2). à estado -

fundamental que seri denotado por !O >·(normalizado) corres -

ponde ao ordenamento completo dos spins no senti do_+ z. su·a 

energia é dada por 

E (O) = - zNJS 2 - 11h NS (1.4) 

(onde z é o nimero de coordenação)·, pois 

( 1 • 5 ) 

e 

Os estados dos subespaços de um, dois, ... de'svfos de spin são· 

gerados pela aplicaçiQ dos operadores S-(R.) sobre !O>. 

B. Anilise do Problema de Uma e Duas -Partrculas pela 

de Funções de Green 

Têcnica 

Sejam as funções de Green (i tempe_ratura zero) de u 
ma e d~as part'fculas (3,4J • 

• G(m,m ,t) = << 
+ . 

s (m;t)i s"(m';O)» = 

+ . 
=- i e(t) <O I[S (m;t.), s"(m' ;O)] !O·>, 

( 1. 6) 

e 

G(m n, m' n' , t) + + -_ « S (m;t) S (n;t) IS (m' ;O) S (n' ;O)» 

= ie(t)<O![S+(m;t)S+(n;t),s"(m';O)s"(n';O)]!O> , 

(1.7} 
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onde e(t) e a função degrau definida por 

e(t) = 1 se t >o, 

= O se t < O ( 1. 8) 

e 
/ 

~(.i;t) = exp (i Ht) ~{R.;O) exp (- i Ht) ( 1 • 9 ) 

ê o operador de spin 

se segue, o argumento 

do. O aparecimento da 
• 

na "representação" de Heisenberg. No que 

temporal dos operadores poderã ser omiti 

função e(t) nas definições (1.6) e (1. 7) 

implic~ a condição de contQrno . 

G( ... t) = O para t<O. (1.10) 

Estas funções trazem consigo informações Üteis sobre 
a dinâmica do sistema ( 3). Como ilustração, pod~-se veriffcar 

que a transformada de·Fourier de G( •.• t), definida por 

G( ••• t) = 

J
-"" ' 

_., 

G( ... w)exp (- iwt) dw, (1.11) 

relaciona-se formalmente com'os elementos· de matriz e as energias 

de excitação do sistema, conforme a expressao (3): 

. G(m ... ,m' ... ,w) = lim + {l/Z'If) r <O IS+(m;O) .. -IY~<y ls-(m• ;O) ... lO> X 
e+O y 

x {w-{E{Y)-E(O)) + ie)(1 
• (1.12) 
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•onde y percorre um conjunto ortonormal completo de auto-esta·

dos de H. O infinitésimo ie no denominador reflete o efeito -

do princípio de causalidade contido na condição de contorno 

(1.10). 

Calcularemos a seguir·as funções de Green (1.6)e (1.7), 

lançando mão de sua equação de movimento, da condição de conto! 

no (1. 10) e da periodicidade espacial. 

A t-ransformada de Fourier las funções de Gr.een obedece 

·a seguinte equação do moviment~f4) 

'OJG (m ... ,m' ... ,OJ) = (l/2Tr)< Oj [s+(m;O) ... ,S-(m';O) .. ]JO> 

.(1.13) 

.• 
No caso da função de Green de uma partícula, o desen

volvimento do comutador que aparece na segunda parcela do se -

gundo membro da eq. (1.13) resulta em 

uhS+(m) + 2 L {J(i,m) Sz(i) S+(m) 
i 

.• . 

(1.14) 

Note-se que os operadores· no's~gundo membro ~stão ordenados de 

tal forma que, graças ã eq. (1.5), a eq. (1.13) fornece ime

diatamente um sistema de equações fechado, a sabe(, 

OJG(m,m' ,OJ) = (S/1r)ômm' + uh G(m,m' ,OJ) + 

+ 2S L {J(i,m)G(m,m' ,OJ)- I(i,m)G(t,m' ,OJ)}. 
L 

(1.15) 
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A equação acima pode ser resolvida por uma transformação de Fou ·-rier. Para tal fim, definamos: 

G(~,m' ,w) =(l/lN) E G(m,m' ,w) exp (-i~. ~(m)). 
m 

Dé (1.11),(1."15) e (1.16) resulta a solução:· 

·onde 

G(m,m',t) = (25/N) E exp {-i~.(~(m')-~(m))} x 
k 

J

+oo 

x (dw/2w)exp(-iwt)(w-ph-n(~)+iE)-l 

D(~) = 25 (J(O) - I (~)). 

J(~) ê definido atravês de 

J(t,m) = (1/N) r. J(~) 

k 
exp{-i~. (~(1) - ~(m))} 

(1.16) 

(1.17) 

(1.18) 

... 

(1.19) 
. . 

{definição aniloga para 1(~)), uma vez que hi equivalência én
tre os .pontos da rede. 

Como seria de se esperar, a função de Green na eq. (1.17) 

depende apenas da diferença ~(m') - ~(m). Mais importante ain-

da ê notar-se que G(m,m' ,t) tem a forma de (1.12). O espectro · 

(1.18) generaliza o resultado de Bloch das ondas de spin livres( 3 ~ 
No caso da função de Green de duas particulas, o comut~ 

dor que .envolve H em (1.13) pode se.r. desenvolvido rapidamente com 
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a.ajuda da eq. (1.14) pois 

( 1 . 20) 

O segundo membro da eq. (1.20) foi arranjado de modo a aprese!!. 
tar, quando desenvolvidos os comutadores, a ordem prescrita a!!_ 
teriormente para os operadores de spin. Feitas as substituições 
dos comutadores pelos seus desenvolvimentos, tem-se para a e -

quação .(1.13): 

( ur-2\lh )G(mn,m 1 n 1 
, w) -2S I { J( .e.,m)G(mn ,m 1 n 1 

, w)- I ( .e.,m)G( .e.n,m 1 n 1 , w)} 
·. .e. 

-2S L iJ(.t.,n)G(mn,m 1 n1 ,w)-I(.t.,n)G(m.t.,m 1 n1 ,w)} 
.e. . . 

+2J(m ,n)G(nm ,m 1 n 1 ,w) -2omn. f I (.e., n )G(m.e.,m 1 n 1 
, w) 

=A(mnm 1 n1
) 

. , ' ' (1.21) 

para a qual se definiu: 
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Os dois últimos termos do primeiro membro da equação (1.21) 

c.onstituem o resultado do comutador [s+(m), [S+(n), HJ]. E
les se referem explicitamente a ambas as posiões me n e po

dem ser consid~~ad~s, como se ver~ a seguir; os respons~veis -
pela interação entre partículas·cujo movimento livre é descri
to pel.os três termos anteriores (J). Por meio desta analogia , 

compreende-se claramente a relev~nc]a da cinemãtica de spin 
(representada· pelas relações ~e comutação dos operadores) no 

•parecimento da interação entre as partículas. Os estados lig! 
dos que podem surgir desta interação estão, por conseguinte, -
ro·rteniente relacionados coin a cinem~ti ca local. 

Também para a eq. (1.21), recorre-se a uma transforma 
ção de Fourier para se encontrar a sua solução. 

e 

Com a ajuda das definições 

G(~.g;m' n' ,w) = (1/N) L G(mn,m' n' ,w) x 
m,n 

x exp{-ik.R(m)-iq.R(n)} - - - -

A(~·'l•m',n') = (1/N) l: A(m,n,m',n') exp{-i~.R(m)-ig.R(n)} 
m,n ... 

(1.23) 

' (1_.24) 

pode-se· obter a eq. (1.21) escrita numa forma, que fatifica a -

interpretação ·dada acima: 

{w- 211h- íl(~)- n (q)}.G (~.g; ... w) + 
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= A{~.g, ... ). (1.25) 

Por economia de notação, omitiram-se os argumentos m' e n' em 

G e A. Com uma mudança de variãveis, 

P_ = K/2 + P - ' (1.26) 

- . 

rearranja-se a eq. (1.25) de modo a se obter: 

{w-2~h-n{!5f2+Ç)-Sl(!5f2-Ç)l G{!5/2+Q,.!5f2-Ç; ... w) = 

=A (!5/2 + Q.!5f2- g, ... ) + 

+(1/N) ~ {l(~/2+~)+l(K/2-P)-J(Q+P)-J{Q-P)}G(K/2+P,K/2-P; ... ,w) -- -- -- - ---
(1.27) 

.Na dedução·de{l.25) e {1.27) usou-se a propriedade: 

(1.28) 

I ·As definições (1.3),(1.19) e 

<P(!5,g,m' ,n' ,w) = {w-21Jh-Sl(!5f2+Q)-Sl{!5f2-Ç)l x 

xG{!5f2+Ç.!5f2-Ç;m n' ,w) ( 1. 29) 
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transformam a eq .. (1.27) numa equaçao integral de Fredholm de· 
segunda espêcie com núcleo degenerado ( 5): 

~(~,g ... w) = A(Y2 + g,y2 - g, .. ,) + 

z/2 
+ ) {lcos(~-~i/2)-Jcosg.~i} (4/N) J: cos~.~i x 

1=1 p 

- 1 ) x {w-2ph-n(~/2+~)-n(~/2-~)} •(~.~ •... w 

Com· a definição 

x ·(~.~·m' ,n' ,w) 

introduzi da em (1. 30), chega~se a 

. ·(~,g, ... w) = A. (~/2 + g, K/2 - g, ... ) + 

+ 
z/2 
E 
i'= 

( 1 . 30) 

( 1. 31) 

( l. 32) 
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Definindo-se ainda 

e 

C; (~,m' ,n' ,w) = 

=(4/N) l: cos P 
p 

-1 
~ 1 {w -2)lh- n (~/2 + ~)- n CY2- ~)} x 

xA(Y2 + P, K/2- ~,m',n') (1.33) 

=(4/N), ~ cos p 

B .. (K,w) = 
lJ -

( 1 - 34) 

então, a substituição da eq. (1.32) na eq. (1.3lj resulta no sis 

,tema nao homogêneo. de equações algebri cas em X; 

z/2 
l: { ô - • - B i - ( ~, w i} XJ.( ~, m ' , n ' , w) = C 

1
. ( ~, m' , n ' , w) , 

j = 1 lJ ~ 

cuja solução e dada ~or 

X.(K,m' ,n' ,w) 
. 1 - . 

z/2 
= I 

j = 1 

( l. 35) 

{li .. (K,w)/li(K,w)} C .(K,m' ;n' ,w), 
·.lJ - -. J - . 

( l. 36) 

onde li e li llij li sao. o determinante e a matriz cofatora de 

11 ôij- Bij (!,w) 11- Substituin.do-se a eq. (1.33) na eq. (1.·36) 
/ 

·e o resultado, na eq. (1.32), obtem-se, por fim, a solução for-
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111al da eq. (1.27) (ou equivalentemente, da eq. (1.25)) 

{w- 2)Jh- !l( .JS I 2+Q)- n( .JS I 2-Q)} G( !Sf2+Q, y 2-Q; m 1 n 1 ,w) = 

= A(.JSI2+Q • .JSI2-Ç,m 1 n 1
) + 

x A(K12+P,KI2-P,m 1 n 1
) - - - - • (1.37) 

com 

T(K,Q,P,w)= - - -

.• ' 

( 1 • 38) 

. . 
.A eq. (1.38) define a matr-iz t par·a o problema do espalhamento· 

de duas ondas de spin estudado por Silberglitt e Harris (G) .No 

limite de N + ~, T possui um corte no eixo rea.l w qt1e corres

ponde ao continuo de dois mãgnons 1 i vres. Tal propriedade vem 

da forma de Bij. A matriz T tambem possui pÕlos dados pelos -

zeros do determinante 1!. (~,w). Estes pÕlos localizados fora do 

continuo correspondem aos estados ligados de duas ondas de spin 
e foram invest.igados por Worti.s. ( 3 ,7) para o caso das redes lj_ 

near, quadrada e cúbica simples. Dada a dificuldade que o pro

blema apresenta, a an;lise, embora restrita a algumas direções 

do vetor de onda total K do par, foi suficiente para dar uma 
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boa ideia do numero e do comportamento dos estados ligados •. 

As principais conclus~es obtidas para o modelo isotr~pico (J=I) 
fbram as seguintes (3): 

O mode.lo de Heisenberg p·ode apresentar O,l, ••. d (dê a 

dimensão da rede) estados ligados de dois mãgnons; o número pr! 

ciso deles depende de modo complicado do vetor de onda total ~· 

Os estados aparecem para ~ pr~ximo ao contorno da zona de Bril

louin e suas funções de onda são muito localizadas dentro de . . . . . 

distâncias da ordem do parâmetro da rede, alargando-se ã medida 

~ue ~ se.afasta da borda1 7l. Os pares ligados têm energia abai

xo. ,do .. continuo de duas ondas livres. O número de estados liga

dos e a energia de ligação relativa ao continuo crescem com !K{. 
"' Em particular para o caso tridimensional, não aparecem estados 

ligados numa vizinhanç~ do ponto r • Mesmo em duas dimens~es , 

·quando hi pares com vetores de onda ·arbitrariamente pequenos, 

as energias de ligação tendem exponendalmeni:e a zero. A .ausê,!! 

cia,.de estados li.gados com~ pequeno implica, portanto, que seu 

efeito sobre a termodinâmica e desprezivel a baixa temperatura. 

Um estado ligado com ~ = O e energia abaixo do contf -

nuo pode aparecer quando se introduz anisotropia no modelo. A -
teoria de. Wortis ( 31 o prediz quando, no caso tridimensional 

o~ (1/J) < 0,5163/(25 + 0,5163). 
. ' 

C. A Interação Cinemitica e a Estrutura da Função de Green de 
. . 

Primeira· Ordem a Baixa Temperatura. 

Pata efeito de comparação futura, limitar-nos-emos, 

nesta se·cção, ao caso de S= l/2. 

A função de Green de primeira ordem, G(m,m',t), foi 

definida na secção anterior pela eq. (1.6) em termos de media

no estado fundamental. Li a função recebeu a denominação suges

tiva de função de Green (ã temper.atura zero) de uma particula, 

e a informação nela contida, eq. (1.17), restringia-se ao sube~ 

paço de um desvio de spin. A substituição da média no estado 

,.fu~dament~l pela media estatistica, -.definida por 
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< ••• > = (1/Z) E <YI •.• IY > exp(-tlE(y)) 
y 

Z =E exp(-tlE(y)) 
y. 

• 
( 1 • 39) 

Y e E(.Y) definidos como na eq. (1.12) e B dado pelo recíproco 
d~ produto da constante de Boltzmann k8 pela temperatura absol! 
ta T, - introduz na estrutura da função de Green contribuições 
(devidamente pesadas pela temperatura) da dinâmica de muitas pa! 
tículas ( 4). 

Nesta secção obteremos um~ expressão para a. função de . 
Green de primeira ordem em termos da matriz t definida na secção 
an~erior. Isto serã feito ao se considerar de modo formal o pa
pel desempenhado pela cinemãtica de spin na determinação da es
trutura da função. 

Para a discussão que se segue, e conveniente considera 
+ rem-se o.s transformados de Fourier dos operadores s-: 

e 

b(~) = (1/IN) E s+(t) exp ( •i 
t 

(1.40.a) 

k.R(t)). 
~ 

(1.40.b) 

As relações de comutação satisfeitas por estes operadores trans
formados seguem das equações (1. l.b) e (1. l.c) e da relação en
tre sz e s:!: , 

(1.41) 
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• v~lida para S • 1/2. As relaç~es sao as seguintes: 

• [ b(~). b (g)]. o ( l. 42. a) 

e 

ô - (2/N) E b+(n) b(e + k - n). 
~.g p 10 " 

(1.42.b) 

A relação de comutação (1.42.b) difere daquela de operadores de 
Bose pelo iegundo termo no segundo membro. Esta diferença i fu! 
damental no estabelecimento da dimensão do espaço de Hilbert do 
sistema de spins. 

Em termos dos novos operadores, o hamiltoniano da eq .. 
' (1:2) e escrito como: 

H • E(O) + H0 + V , (1.43.a) 

ond·e E(O) e a energia do estado fundamental, eq. (1.4) com 
s • 1/2 • . ' 

(1.43.b) 

e 

(1.43.c) 

Note-se que H0 tem o aspecto.de .um hamiltoniano livre, mas .a re
gra de comutação (1.42.b) impede esta interpretação. 

Considere-se agora a função de Green 
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G(~.t)- « b(~;t) I b+(k;O)» = 

=- ie(t) < [ b(~;t),b+(~;O) 1 >, ( 1. 44) 

onde ·< ... > e calculado segundo a eq. (1.39). Esta função e 

a transformada de Fourier de G(m,m' ,t) definida na eq. (1.6) 
com a substit.uição da media no estad'o fundamental pe_la media

~statística (1.39). Isto ocorre em virtude da invariância tran! 
lacional .de G(m,m'.,t) e da linearidade ·das funções de Green. 

• • A transformada de Fourier, G(k,w), de G(~,t)obedece a uma 
equação de movimento anãloga ã eq. (l.l3)( 4) 

w G(k,w) = (l/21T) < [ b(k), b+ (k)] > + 
-· - rv 

·' + « [b(k), H] 
N 

( 1 . 45) 

Se for tomado !1- = m na eq. (l.l.b), a seguir substituídos s! 
')~los operadores transformados e finalmente somados em !1- ambos 

os membros da equação, pode-se obter, em vista da eq. (1.42.b), 

a = (1/N) E <Sz (!I-) 
!1-

> = ( l/2) < [b(~). b + ( ~ lJ > = 

= 1/2 - ( 1/N) E <.b+(g) b(g) > . 
g 

( 1 • 46) 

Cumpre notar-s·e que, da invariãnci a translacional, o valor mé 

dio da componente z do spin em qualquer ponto da rede vale a 

Com a eq. (1.46), a eq. (1.45) passa a ser 

w G (~,w) =a/" + « + 
[b(~) ,H] I b (~) ,., » . 

(1.47) 
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Necessita-se desen~olver o comutador entre b(~) e 

hamiltoniano. Das eqs. (1.42) e (1.43), conseguem- se 
o 

[b(~) ,H0] = (llh +n (~li b(~) t 

(1.4B.a) 

e 

(1.4B.b) 

O segundo termo no segundo membro da eq. (1._48. a.) ê d! 

vido ao segundo termo do desenvolvimen.to do comutador na (1.42.b). 

-Por conseguinte, como jã "foi mencionado,_ não se pode interpretar 

H
0 

como um hamiltoniano livre; mesmo se H
0 

fosse considerado C!!. 

m6 um ~amiltoniano aproxim~do do sistema, apareceria, de acordo 

com a eq. (1.4B.a), uma interação entre as ondas de spin. Segui.!)_ 

do O USO COrrente, valii"OS denominar esta interação de. interação. 

c i nemãti c a. 

Como uma ilustração, vamos considerar a aproximação 

crua 

[b ( ~ 1 , H] = n ( ~) b ( ~) ( 1. 49) 

na eq. (1.47); colocou-se h =O para os propósitos da discussão 

que se segue. Neste caso, a eq. (1.46) fornece (ver o apêndice 

A) : 
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(exp an (k) - 1)-l 
~ 

( 1. 50) 

.Da eq; (1.50) resulta a seguinte expansão para a magnetização

espontinea, no caso do hamiltoniano isotr5pico (J = I),(ver o 

apêndice A): . 

(1.51) 

A temperatura reduzida e e os coeficientes a·. encontram-se de
' finidos nas eqs.· (2.12) do capítulo II. 

Se em vez de operadores de spin fossem usados opera

dores do tipo de Bose (8,9) a aproximação da eq. (1.49) impli-
' c a ri a 

cr = l/2- (1/N)E (expa n (~)- 1)-l 
k 

A equação acima di~ coniribuição.c6rreta da~· ondas·de spin li··· 

vres a magnetização espontânea (lO). O resultado correto é da 

·do pela eq. (1.51), omitidos o quinto e sexto termos. 
A seguir, vamos levar em conta na eq. (1.47) o desen

volvimento·exato do comutado~ ae ~(~) com o hamiltoniano: 

(w - JJh- n ( ~) ) G ( ~, w) = crI"' + 

+ (1/N) ~ ,U(~')+I(~+g'-~')-J(~-~·)-J(g'-E' )} X 

~ g 

x «b +(g' )b(E' )b(~+g_' -~') lb +(~) ,w» (1. 52) 
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(1.52) 
A função de Green de ordem superior que 

obedece i seguinte equação de movimento: 
aparece na eq·. 

-(1/Nl ~· O(e' l+I(~'+g'-e'l-J(~'-e'l-J(g'-e'J} x 

x <<b+(rlb(e'lb(~'+g'-e'l lb+(~),w>>+O(<<b+b+bbbl b+>>) • 

( 1 . 53) 

com 

( l. 54) 

A eq. (1.53) tem a mesma forma da eq. (1.25), suprimidas as con 

tribuições das funções de Green de ordem· superior. Se despreza_r 

mos estas contribuições, a,solução aproximada da eq. (1.53) se

gue a da eq. (1.25). 
Façamos naeq. (1.53) as seguintes identificações: 

r • g' e k' • k 

e a seguir somemos sobre q' ; rearranjados os termos e feit~ a 
aproximação sugeripa acim~, resulta a equação: 

( 1/Nl is, o (E, )+r (~+9., -e, l -J(~-e-' l -J(g' -e, n x 

. + + 
x «b (g')b(e'lb(~+g_'-e'llb (!<),w» _ 

• i: {(w-)Jh-n(k))«b+(q')b(k)b(q')lb+(k),w))-A'(q',k,q',k)} 
I - --- - ----

9. 
(1.55) 
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'.· ... ·•. que_ deve ser substituída no segundo membro da eq. (1.52Y ;daí , 
[ entao, surge 

,. 
!· (w- 11h -n(Ell G(~,w) =o/Tr +E {{w- 11h- n(~)) x 
I . g 

X <<b+(g)b(_k)b(g)/ b+(_k·),w >>-A'( k 
g._.g.~)}. 

(1. 56) 

A solução aproximada de (1.53) para a função de Green que apare-
-ce no segundo membro da eq. (1.56) e 

.j. (2/N}Í T{k+q,(k-q)/2,P,w+)lhHl(q)) X 
p -- -- - -

x {w-)lhHl(q)-h{(k+q)/2+P)-rt{{k+qr/2-P) f 1 
X - -- - -- -

X A' (g,(~+g)/2+~, {~+g)/2-~,~) ( 1. 57) 

onde T ê definido pela eq. (1.38) [hã um- 2)lh implicito na de 

finição de T]. Finalmente, de (1.56) e (1.57), decorre uma a

proximação para G(~,w) que envolve a dinimica de duas particu -

1 as: 
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{w-~h-S"l(~)}G(~,w) = ahr + 

+ (2/N) L T(~+g.(~-g)/2,~,w+~h+!"l(g_)) X 

~·9 

X A'(q,(k+q)/2+P,(k+q)/2-P,k) -------- (1.58) 

Devido'ãs eqs. (1.42), a função A' definida por (1.54) 

contém funções de correlação a· dois· e a quatro operadores, da fo_r 
ma <b+b> e <b+b+bb>, respectivamente. Propondo-se uma aproximação 

simétrica, 

para as funções de correlação envolvidas na eq. (1.58), 

chegar ã seguinte expressão para G(~,w): 

pode-se 

{w- ~-S"l(t) }G(~ ,w) =( 1 /2n) { 2a+A (2 ) ( ~.w )+A ( 3 ) ( k ,ui)} +3 (~ ,w )G(O) (_ls,w) 

onde ( 1 . 59) 

{2) . 2 
A (t,w)=-(4/N) L T(k+q,(k-q)/2,P,w+~+!"l(g)) x 

~ •9 - - - - - . 

com 

n ( 9) = <b + ( 9 ) b ( 9) > 
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ma i$ ainda 

e 

e 

A( 3)(k,w)=-(8/N2) ~ T(k+q,(k-q)/2,P,w+)Jh+ll(q)) x 
- ~·~·9. - - - - - . -

x {ur1Jh+n(q)-n((k+q)/2+P)-n((k+q)/2-P)}- 1 x 
- -- - -- -

~(~,w)=(4/N)~T(~+g_.(~cg_)/2,(~-g_)/2,w+1Jh+n(g))n(g_) 

9. 
• 

-1 
(1/2n)2cr{w-1Jh-n(~)} 

Usando-se a eq. (1.46) e definindo-se 

A( 1) = -(2/N) ~ n(q) 
9 -

pode-se rearranjar a eq. (1. "59) para se obter: 

(1".60) . 

O resultado ( 1.60) parece ser o primeiro termo da ex

pansão, em potênc1 as de ~(~ ,w)/(w-llh-n(~)), de 
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{w-vh-n{~)-s(~,wj}G{~,w) = {l/2n) {l+A{~,w)l (1.61) 

A equação acima, com JI=A(l) +JI(2 l; e formalmente ore 

sultado a baixa temperatura (para S=l/2) obtido na ref. (6), onde 

foi empregada a representação de Dyson-Maleev< 8 •9 ) para os opera

dores de spin. O aparecimento em ( 1.60) de SG(O) em vez de SG es

tã ligado ao truncamento da eq. (1.53). Embora a aproximação (1.55) 

seja insatisfatõri a, ela e ~apaz de conferi r ã função de Green, 

G(~,w), as principais caracteristicas que se esperam a baixa temp~ 

ratura. 
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CAPTTULO II 

A APROX!MAÇftO DE DEMBINSKI PARA A 

FUNÇftO DE GREEN TRANSVERSAL 

A teoria de Dembinski (l) para o estu.do do modelo de 

Heisenberg isotrÕpico de spin l/2 trata da função de Green de
pendente da temperatura, G(m,m' ,t), considerada no capítulo a!!_ 

terior. Neste caso, é de interesse, para a discussão que se se 
' -

gue, escrever-se. a equação de movimento obedecida pela trans ~ 

.formada ~e Fourier G(m,m' ,w): 

w G(m,m' ,w) = (o /Tr) ô~m' + )lh G(m,m' ,w) 

+ 2 l: J(R.,m){« Sz(R.) S+(m)l S-(m' ),w» 
R. 

( 2. l) 

O cãlculo da equaçao acima é anãlogo ao da eq. (1.15), bastando 
para tal considerar-se, na eq .• (1.13), a média estatística, eq. 

(1.39), em vez da média no estado fundamental. Note-se que na
eq. (2.1) a soma em g, restringe-se, por força da definição (1.3) 
aos pri.meiros vizinhos de· m; C! é dado pel.a eq. (1.46). 

A aproximação de Dembinski (l) (denominada, de agora-

em diante, I) lineariza a éq. (2.1) ao substituir a função de 

Green de ordem superior que aparece no segundo membro pela se 

guinte eXpressão:. 

+ 

(2. 2) 
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A eq. (2.2), omitidos os dois últimos ter111os no seu·segundo

membrÓ, corresponde ã aproximação RPA( 2 l; a aproximação de 

Callen ( 3l, por sua vez, corresponde a se ignorar ~penas o 

terceiro termo. 
A aproximação de Dembinski modificada(

4 l (chamada,a 

partir de agora,!!) substitui a eq. (2.2) pela seguinte: 

- 2o <S-(m) S+(t)> G(m,m' ,w) + 

(2.3) 

A diferença entre as eqs. (2.2) e (2.3) reside apenas no Último 

termo do segu~do membro dest~s equações. Alim da correção de· 

Dembinski para a cinemãtica de spin, proporcional a <S-(m)S+(m)>, 
o esquema II introduz uma_ correção que 1 eva em conta a correlação 

de ·spin entre pontos distintos (para os· prop5sitos do desacopla
mento, primeiros vizinhos entre si) . . 

Vejamos agora os prin~ipais resultados das aproxima -

çoes I e II tratados nas refs. (1),(4) e (5). 

A. Funções de Correla.ção de Ordem Superior ( 4 , 5 l 

Devido ao seu papel importante na proposição das apr~ 

ximaçõ~s, i ilustrati_vo considerarem-se as implicações que I e 

II reservam ãs funções de correlação de ordem superior. 

Da relação existente entre funções de correlação ·e as 
correspondentes funções de Green(G), tem-se, das eqs. (2.2) e 

(2.3), (para m = m') : 
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c S-(m)· Sz(m) S+(l) > = a 

(m + .t) 

na aproximação I, e 

com 

r = 1 .+ 2 c Ç ( m) s• ( 1) > , 

na·aproximação II. 

( 2- 4) 

( 2- 5) 

Como é salientado na ref. (4), as eqs. (2.4) e (2.5) 
- - z + apresentam para a função de correl açao <S · (m)S (m) S (q > 

uma forma que lembra, no limite de alta temperatura, a aproximação 

de campo molecular. Ji o esquema de Callen( 3) implica a seguin-

. te aproximação: 

o que e um indicativo do seu insucesso a alta temperatura. 

Com a substituição da ~q. (1.41 ). nas eqs. (2.4) e (2.5), 

seguem as expressões: 

(a pro x. I ) ( 2. 6) 
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(aprox. II). ( 2. 7) 

.·De acordo com a eq. ( 1. 1. d), a função de corre-lação no. prime iro 

'membro das equações acima deve ser nula, no entantq, os result~ 

dos obtidos indicam que este fato. sõ ocorre rigorosamente ã te_!!! 

peratura zero. Com efeito, a baixa temp~ratura, a magnetização 
a e a função de correlação entre pares de primeiros vizinhos 
são dadas por ( 3 ) (h = O): 

a= 1/2.- ... 

e 

= a
0 

3-/2 e + • • • , 

e, p·ortai'lto, 

= (aprox. I) 
(m I i) 

4 . 
= O + O(e ) . (aprox. II) 

(m I R.) 

Nas refs. (4) e (5) chaina-se a atenção para os resultados acima -
que, e111bora espúrios, são a.lgo melhore.s do que o de Callen ( 3) -. 3 . . . 
que envolve·um erro de 2.a 2 e [a e .e estio definidos nas eqs. 

. o o 
(2.12.a) e (2.12.d) deste capitulo] 

B. Quantidades Termodinâmicas pelo !1etodo Iterativo de Soluçio(1• 4 l 

Tntroduzindo-se na eq. (2.1) a aproximação dada pela 
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. . 
eq: (2.2) ou pela eq. (2.3), obtem-se, depois de uma transformação 

de Fourier, a equação bãsica para o cãlculo das quantidades termi

din.âmicas do sistema: 

onde 

(w -~h - €(~)) G(~, w) =.a/v + 

+ R(n) íl{~) '(2/N) L {y(g)/y(O)} G(g,w) 
g 

€(~) = 2aPn(~) 

P = 1 + {2/N) E { y(~) I y(O)}lji(~) 

k 

y(~) = J(~) I J, 

R(n) = a(2a- 1 - n) •. 

n = o na aprox. I 

= ·p -. 1 . n.a aprox. I I 

( 2. 8) 

(2.9;a) 

, (2.9.b) 

(2.9.c) 

(2.9.d) 

(2. 9.e.) · 

e fl{~) é dado pela eq. (l.lll), com J = 1 e s = .1/2 .. 

A função '\jl(~) que aparece em (2.9.b) ê a transformada de Fourier 

d.a função de correlação < S- (m) s• (R.) >. 

A eq. (2.8) foi resolvida na ref. (l){n =O) e na ref. 

(4) (n = P - 1) por um método de· iteração, considerando-s.e .apenas 

·os pólos em 

w - ~h - € ( ~) = o. (2.10) 
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Por este método, resulta, na aproximação I, a seguinte expan -
sao assintõtica p.ara a magnetização espontânea a baixa temper2_ 
tura: 

(2.11) 

onde 

ao = ç(3/2), (2.12.a) 

a, = (3/4)m>ç(5/2) (2;12.b) 

a2 = 2 11 w v2 ç(?/2) • (2. 12. c) 

e = 3kB T/(211 J(O) v) (2.12. d) 

e Q dado na tab. 2. 1. Nas equações acima, ç(x) ê a função ze
ta de Riemann, e v e w são.constantes dependentes da geome
tria da rede; seus valores numéricos sao: 

ç(3/2) = 2,612; ç(S/2) = 1,341; ç(7/2) = 1,127; 

\) = 1 (se); (3/4) 22/'3 (bcc); 21/ 3(fcc); 

w = 33/32 {se)~ 281/288 (bc~); 15/16 (fcc).· 

O resultado (2.11) difere daquele obtido por Dyso~(?) 
apenas no valor numérico do fator Q. Note-se· incidental mente 
(tab.2 .. 1 ) o bom .resultado para o caso da rede cGbica simples. 
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[Tabela 2.1 -Valores numéricos do fator Q (eq. 2.11)) em dife-· 

r rentes aproximações. 
~ --------------------------------------------------------------
r •. 

' 

rede Aprox.Ia . b 
Dyson Aprox.IIc 

se 1 • 6 8 1 • 6 8 2,70 

bcc 1 • 52 1 • 45 2;38 

fcc 1 • 45 1 • 35 2,24 

a - ref. ( 1 ) b - r e f. ( 7) c - ref.(4) 

·A expansao ·a baixa teMpiratura para a magnetização 

espontinea calculada na aproximação II não i satisfat5ria:de

ve-·se inserir na eq. (2.11) um termo- 2a 2 e 3 e tambem modifi·· 
. o 4 
caro fator Q. Conforme se conclui da tab. 2.1, o termo em A 

se afasta mais do resultado de Oyson do que o corres~ondente 

na aproximação I. Contudo, melhor destino e reservado pela a

susceptibilidade a pro xi mação 

·campo nulo 
II para o Valor de T e para a c . 
( T » Tcl· A susceptibilidade e dada por 

2 
X /11 = 1 im {o/11h)" 

h+ o 
o+ O 

com 

+ a' 2 {T IT)·2 + m· 

(2.13) 

Nas tabelas 2.2 e 2.3 sio comparados.os valores de T ex nas 

duas aproximações com aqueles de Baker et al. {B) cal~ulados 
pe.Jo métodô de expansio em sirie a alta temperatura. 
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Tabela 2.2 - A tempera tu r a de Curie em unidades de kB/J. 

rede Aprox.Ia 

se 1 • 98 

' bcc 2,87 

fcc 4,46 

a-ref.{l) 

Tabela 2.3 - Os coeficientes 
bi 1 i da de. 

Ap rox. Ia 

se bcc fcc 

a • 
2 0,83 0,88 0,91 

a' 3 0,64 0,73 0,80 

a-ref.{9) 

Baker e t a 1 . b Aprox. I !c 

1 • 68 1 • 85 

2,52 2,74 

4. 01 4,28 

b-ref.(8) c-ref. (4) 

a • e a • 
2 3 da serie para a susceti-

Baker ef b al. Aprox.!lc 

se bcc fcc se bcc fcc 

0,66 o. 75 0,83 0,83 0,88 0,91 

0,40 0,54 0,63 o. 61 o. 72 0,79 

b-ref.(8) c- r e f. ( 4) 
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CAPTTULO III 

A SOLUÇJIO EXIITA NO ESQUEIIA DE 

DHIBINSKI 

A. Solução Exata. 

A equação (2.8) pode ser resolvida exatamente; e o -
resultado e dado por 

{w-)Jh-E(~)}G(~,w) = o/1f + 

-1 
+ (2/N)Í T(k,q,w-)Jh){w-vh-e(g)J 0/1f 

. q - -

com as definições: 

e 

T( ~.g,w- )Jh) ~. R(n) !l(~) {y(g)/y(O)} D-\w - )Jh) 

D(w - )Jh) ~ 1 - R(n) (2./tl) E {y(g) I y(O)} n(g) x 

9 

-1 . 
x{w-)Jh-e(g)J. 

( 3. 1 ) 

( 3. 2) 

( 3.3) 

Para se ob.ter (3.1), deve-se multiplicar ambos os 
membros de (2.8) por 

-1 
(2/N) .{Y(~) I Y(O)} {w - 11h- e(~)} , 
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a segui r, somar em k e finalmente inserir o resultado obti-
_do no segundo membro de (2.8). 

Observe-se que E(k), Q e T sio funções implfcitas da 
. . . - . 

temperatura vfa a e P. t interessante notar-se tambêm que T se 
anula quando- a temperatura ê zero ou (considerando-se h .• O) .!_ 

gual aTe. 
A eq. (3. 1) sem o ultimo te~mo no seu segundo membro 

tem uma for~a vilida para sistemas de partfculas interagentes 
que sejam fermions ou bosons normais; logo, a forma anômala do 
operado~ de mass~ no presente caso ê uma manifestação da cine
mãtiéa mais complexa apresentada pelos spins( 1

•
2
). 

No apêndice B nõs mostramos que, dos virias pÕlos, 
w • )lh + 8(~). considerados no método iterativo ( 3 •4 l, somen-
te w • )lh + E(O) e w • )lh + 2aPJ(O) são pÕlos da função de 
Green (S)-. o· primeiro aparece para todo~ e. contribui para 
função de correlação transversal ~(k) com um termo de 0(1/N). 
O segundo aparece em G(~.w) somente para ~ tal que y(~) • O. 
Os outros põlos da função de Green, para ~ f O, são dados pe
la condição: 

D("l - llh) • O. ( 3. 4) 

Os pólos dados pelas condições (2.10) e. (3.4) entre
meiam-se (S). No limite ·de N +®; ós pÓlos tendem a formar uma· 
faixa e eventualmente um daqueles dados pela eq. (3.4) pode se
parar.se do contfnuo. Log~, no ]imite de N + •, os pólos dados 
pela eq. (2.10) determinam a faixa de energia renormalizada de 
um mignon,- enquanto que o everitu.al pólo externo ã banda repre
senta um estado ligado. Este estado lioado aparece como uma pe . -
culiaridade dos dois esquemas do tipo de Dembinski ,isto ê, ·de 
desaca·plameritos de primeira ordem que tentam conceder um trata 
menta melhor· a cinemitica de spin. 

B. Relaçio com o Formalismo da Matriz t. 

Em vis ta de 
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ser independente do particular vetar de translação primitivo "ó, 

a eq. (2.8) pode ser reescrita na seguinte forma: 

(w - )Jh - E(~)) G(~ow) = o/11 , + 

+ R(n)(l/N) ~- {J(g)+J(-g_)-J(~+g)-J(~-g_)} G(g_,w) 

( 3. 5) 

Vamos comparar a equaçao acima com a equaçao de movi 

menta aproximada da fUnção de Green de segunda ordem 

Dentro 

do cap. 

da aproximação a baixa temperatura considerada na sec. C 

I, obtem--se da eq. (1.53): 

(w - llh- 2n(~)) « b+ (O) b(~) b(~~) I b(~) ,w »:· 

. . 
= A'(o.~. -~·~l + 

+ (1/N) E {J(g_) + J(-g) - J(~ + g) - J(~ ~ g_)} 
9 

( 3. 6) 

As eqs. (3.5) e (3.6) têm essencialmente a mesma forma.· 

Duas diferenças principais entre· elas são a ausência de um fator 

dois no primeiro membro da eq. (3.5) e a. do fator R(n) no sequndo 

membro da eq. (3.6). A teoria de Dembinski dã, portanto, um carã-
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• 
,ter de segunda ordem ã estrutura de G(~,w), embora estejam en

volvidas na eq. (3.5) apenas funções de Green de primeira or

dem. Para explorarmos mais a analogia, consideremos a solução 

da eq. (3.6). lle a·cordo com o cap. I, a solução da eq. (3 .. 6) é 
dada por 

. . 

' 

onde T(O,k,q,w + uh) é a matriz t para o problema do espalha-- ~ 

·menta· de dois m(gnons de vetares de onda opostos. O vetor de-

ond·a total do par é indicado pelo zero que aparece como prime.:!_ 

ro argumento de T na equação acima •. 

Sob este aspecto a função T na eq. (3.1) tem um si.2_ 

nificado ~emelhante no esquema de Dembinski. Devemos notar, e! 

tretanto, que esta analogia é apenas formal, pois as fun~ões -

de Green ni!S eqs .. (3.5) e (3,6·) não sao de mesma ordem; un:'a 2_ 

nalogia melhor pode ser feita com' a eq. (1.52) cuja solução a~ 

parece na eq. (1.58). 

Embora a eq. ("1.58) seja uma ,apro,ximação a baixa 

temperatura,. ela serve para mostrar que a aproximação de Dem

binski, tentante levar em conta a cinemãtica de spin, introduz 

um efeito media da dinâmica de muitas partículas (através da 

relação de a.utoconsistência ~ue existe entre '• 8(g) e a fun

ção de correlação 1/J(g)) de forma tal que se conservam alguns 

aspectos do problema do espalhamento de dois mãgnons. 
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CAPITULO IV 

O ESTADO LIGADO NA APROX!MAC~O DE 
DEM~INSKI 

Para os prop6sitos deste capitulo consideraremos o 

campo magnético externo igual a zero. 
Os p5los da função· de Green transversal G(~,w)prove -

nientes da condição (3.4) são examinados qualitativamente no a 

p~ndice B para o caso da cadeia linea~ finita. A condição (3.4)

aparece lã reescrita na forma [eq. (8.6)]: 

. C(ll) = oP/R(n) ( 4 • 1 ) 

• 
. onde n = wj2oP. A função C(>-l), com n real, ·estã esboçada na fig. 
·a.l. Essa figura, embora se refira ao caso particular de N = 20 
pontos, traz consigo as caracterlsticas gerais de C(ll) mesmo pa

ra o caso tridimensional. A localização de oP/R(n}. no eixo ver
tical negativo determina as soluções de (4.1) (ou de (3.4)). Co
mo podemos concluir da figura B.l, existe uma so)uçãoacima da 
banda. O objetivo do presente capitulo ê investigar a persistên

cia desta solução no limite de N tendendo a infinito, para as 

três redes cDbicas. 

mos a 

No limite da rede 

eq.(3.4) na seguinte 

g PI (Ã/d - 1) [1 

- . . . 
infinita, e conveniente reescrever-

forma: 

ÃG(Ã)]= oP /R(n) , 

( 4. 2) 

onde d = 3,l·ou 3·para as redes s·c, bcce fcc,·respectivamente. 

Mais ainda, 

À= d[l- (w /2oP J (O))] ( 4. 3) 

e 



com 

ç = 

= 

= 

= 1 i m 
e· 't' 

o 63 o 

cosx + cosy + CDS z, 

cosx cosy c os z, 

COS X cosy + cosx cosz + 

-1 p-ç+ie), 

para 

para 

cosy cosz, para 

( 4 o 4) 

se 

bcc 

fcc o 

·Para obtermos. a eq o ( 4o 2) da eq o (3oA )) fizemos uso dos segui n -
tes resultados: 

e 

y(g}(n(g)/ J) {A- y(g)}-l = y(g} - y(O) +A+ 

A, constante qualquer),. 

E y(~} = O 
k 

(1/N} E--
k· N -> oo 

= 

. - 1 
+ A(y(O} - A}{A - y(~)l 

(1/2,;)
3 f'' dx 

o 

dy dz. 
-11 

A ~ntegral na eq. {4.4) i uma funçio analTtica sobre 
todo o plano complexo w + ie, com um corte no eixo real ~ nos -
intervalos I À I ~ 3 para a rede se, I À I ~ 1 para a rede bcc 

·e -1 ~·À<; 3 para rede fcc (l l. Estes intervalos correspondem 
a faixa de energia de um mignon ( 2); logo, vamos procurar as so 
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luções eq. (4.2) fora destes intervalos. 

A fig. 4.1 mostra a função g(Ã) definida como o pr.!_ 
meiro membro da eq. (4.2), nas regiões de interesse. A função 
é finita exceto par·a o caso da rede fcc no po.nto À = -1. Prõxi
mo a este ponto, g(À) admite a seguinte expansão assintõtica(l) 

' 

onde ~ =- (1 + q, O<~« 1; ~ ê, portanto, uma medida do a 
·fastamento-de. À a partir do topo da "faixa. A eq. (4.5) i uma 
boa aproximação até ~da ordem de ·10- 3• 

O segundo membro da eq. (4.2) i uma função positiva 
da temperatura; conseq~entemente, a região para soluções de 
(4.2) restringe-se aos valores negativos de. À, o que correspon
de, de acordo com a eq. (4.3), a energias acima da faixa. 

No apindice C, desenvolvemos uma expansão de baixa -
temperatura para a função P, lançando mão do metodo iterati
vo citado na sec.B do capitulo II. A fig.4.2 mostra a referida
expansao,· no caso da aproximação I_, extrapolada até a temperatu · 

. . . -. 
ra de Curie. A figura também mostra, para comparação, o valor
limite P de P na temperatura de transição calculado pelo mesmo . c 
método. 

O segundo membro da aq. (4.2) pode-se tornar arbitr! 
riamente grande conforme~ se apr~xima de ~ero; por outro l~dd, 

.como ji se mencionou, g(À) aumenta sem limite apenas no caso da 
rede fc.c para À tendendo a -1. Portanto,_ qualquer. que seja o -
valor da temperatura (O < T < T ) ê possível ~jus~ar À prõximo 

c 
de -1 para que a eq. (4.2) seja satisfeita no caso da rede fcc. 
Todavia, o mesmo não se di com as outras duas redes. Da anãlise 
feita no apendice D conclui-se que a eq. (4.2) pode ter solução 
apenas para a rede se, na aproximação II e para temperaturas 
prõximas de Tc que justifiquem a= O. Além disso, uma vez que o 
segundo membro de (4.2) i função decrescente da temperatura, o 

. . . . '· 
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pqlo afasta-se da faixa com o aumento da temperatura. 
Como ilustração do que se deve esperar a baixa tem

peratura no caso da rede fcc, apresentamos na fiqura 4.3 o com-
portamento da solução ~a eq. (4.2), l • ~(l+~), na aproxima-
ção I. A fiqura foi obtida das eqs. (2.11) ,(C.B) e (4.5). 

Em todos os casos em que o pÕlo aparece, ele se man
tém próximo ã faixa de energia de um mãgnon. Estimamos que o 
seu afastamento do topo da f.ai xa não' excede as porcentagens a -
presentadas na tab. 4. l. 

. -Tabela 4.1 Afastamento do .estado ligado relativamente a energia 
do topo da banda de um magnon (em porcentaqem). 

rede Aprox.I Aprox. II 

fcc 4% 5 % 

se 0,002% 



g 

lo-4 

10-a 

10-12 i 

I 
10-l& 

' 

10-20 

0,0 

I 

I 
' 

0,1 0,2 0,3 

T/Tc 

~ 

0,4 

(j 

0,5 

Fig. 4.3 A solução À=· -(1+~) da eq. (4.2), a baixa temperatura, para o caso da 

rede fcc, na aproximação de Dembinski. A magnetização a, na mesma apro

xim·ação, é mostrada para efêito de comparação. 

0,5 
(j 

0,_4 

0,3 
I • 

"' "' . 
0~2 

I 
' 

0,1 

0,0 



-69-

REFERI:NCIAS 

l. T. Morita and T. Horiguchi, "Tah1e of the Lattice Green's 

Function fo.r the Cubic Lattices", Tohoku Uni v., Sendai, 

Japan (1971); J. Math. Phys •. _!l, 981 e 986 (1971). 

2. S. Katsura, T. Morita, S. InatHshiro, T. Horiguchi and Y. 

Abe, J. l~ath. Phys. _!l, 892 (1971) •. 



PARTE B 

Antiferromagnetismo 
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!NTRODUÇJIO 

O antiferromagnetismo é um outro exemplo de fenômeno 

cooperativo que tem si.do objeto de teorias mecânico-estatls

ticas. Entretanto,todos os tratamentos existentes são insati~ 

fatõrios devido ãs dificuldades matemiticas que aparecem qua~ 

do se deseja tratar rigorosamente o problema da dinâmica de -

spin. As complicações são. ainda maiores do que aquelas asso -

ciadas ao tratamento do ferromagnetismo. Por exemplo, os efej_ 

tos cinemáticos introduzidos pela âlgebra dos operadores de

spin devem ser considerados jã no estudo das propriedades 

mecânico-quânticas do estado fundamental (l). Em contraste com 
' o caso.do modelo de Heisenberg de um ferromagneto, o parãme-

tro de ordem de longo alcance (magnetização de sub-rede) não 

é uma constante de movimento( 2). O estado de Néel {componente 

z dos spins alternando-se em sentidos opostos) não e nem o es

tado fundamental nem qualquer outro auto-estado da energia.As 

propriedades. do estado fundamental não são ainda completamen
te compreendidas (J,4,5), mesmo no caso mais simples ·da cadeia 

linear ( 6 - 9 l. Embora a anãlise rigorosa de Bethe-Hulthén

(6 •7 ) para a cadeia linear possa dar a energia exata do esta

~o fund•mental e também informação sobre a ordem a curta dis

tância ( 8 l .. o conheciment-o da natureza d~ função de on·da do~ 
estado fundamental não e completo, em particular no que se r! 
fere ã ordem a longa distância (8,9). Como conseqüência, o m~ 

todo das .ondas de spin dã origem apenas a teorias aproximadas 
para o antiferromagn.etismo.· Apesar desta dificuldade·, suas 

predições sobre as propriedades de baixa temperatura do anti
fer.romagneto são ra:toave.lmente seguras {10-1 3), e algumas ten . . . . -
tativas para estender a te6r~a a temperaturas ·mais altas fo

ram feitas com um certo sucesso {13). 

O problema de estados ligados de dois mignons também 

foi investigado no caso do antiferromagnetismo {14 - 17 1, apr! 
sentando, como e de se esperar·, dificuldades considerãvei·s.· Os 

resultados,. embora nio muito sedu~os devido is aproximações in 

traduzidas, sugerem que não se ·deve esp~rar estados ligados no 

caso tridimensional isotrõpico: partindo-se do modelo de Ising, 
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pode ser visto (lS,lG) que conforme 

transversais via sendo introduzidos 

dos ligados tendem a desaparecer no 

os. termos de i ntércâmbi q 

perturbativamente, os est~ 
contfnuo de dois mâgnons _ 

com um termo proportional 

o resultado de Dembinski é 

Investigamos também, ·na presente traba.lho, a existên

.cia de um estado ligado, tanto na aproximação de Dembinski da 

referência 18, quanto ·na modificada em analogia i aproximação 

II discutida na parte A. Foi-nos possível mostrar que ambas as 

aproximações não apresentam estado 1 i gado para as duas redes-· 

cibicas compatfveis com o modelo ~e duas sub-redes, isto i, p~ 
ra as redes se e bcc. 

Finalmente, cabe observarmos que, por fugi r a_o objet_i 
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vo desta tese, nao nos ocupamos do estudo das propriedades ter
modinimicas do antiferromagneto de Heisenberg tratadas na apro
ximação de Dembinski modificada. 
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CAPITULO V 

A APROXIMAÇAO DE DEMBINSKI E A CONDIÇAO DE ESTADO LIGADO 

PARA O ANTIFERROMAGNETO DE SPIN 1/2 

O modelo adotado corresponde a um arranjo cubico sim 

ples ou de corpo centrado de N pontos que formam duas sub-r! 

des magnéticas interpenetran·tes. Convecionemos que j, me m' in 

di carão pontos da sub-rede. de.notada por 1, enquanto que Jl, n e 

n' corresponderão a pontos da sub-rede 2. 

o hamiltoniano do sistema e dado por (considera-se o 

campo externo nulo): 

H·=+ E 
Jlm 

J(Jl,m) ~(Jl) ·• ~(m) ( 5 • 1 ) 

onde J(.tl,m) e defin.ido como na eq. (1.3). Note-se que, pela co~ 

venção estabelecida, m na eq. (5.1) percorre os N/~ pontos da -
sub-rede 1, ao mesmo tempo que Jl, de acordo com a definição. (1.3)• 

percorre efetivamente os pontos da sub-rede 2 quci sej~m prinei

ros vizinhos de m. 

Vamos introduzir para cada sub-rede duas funções de 

' Green transversais. Para a sub-rede 1: i. 

l • 
f 

G(l,m,m',t) = « S+(m;t) s (m' ;O) » (5.2) 

I 
' 

t 
r e 

l F(l,n,m',t) 

,t 

Ç(m' ;O) »; ( 5 . 3) 

' ~- para a sub-rede 2: 
! 
' f G(2,n,ri' ,t) 
I 

+ = « S (n;t) S (n' ;O) » ( 5 • 4) 

' 
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e 

F(2,m,n',t) = « S+(m;t) ( 5. 5) 

obedecem 

As transforl'ladas temporais_,de Fourier de G/ll e F(l) 

ao seguinte sistema de equaçoes de movimento 1 : 

e 

com 

w G(l,m,m' ,w) = (cr(l )/1r) o + 
mm 1 

+E J(m,R.) {« S 2 (m) S+(R.) IS-(m'),<o>»
R. 

w F(l,n,m' ,w) = l: J(j,n) { « S 2 (n) S+(j) 
j 

( 5. 6) 

( 5. 7) 

O desacoplamento para as eqs. (5.6) e (5.7) proposto 

por Dembinski(l) e dado,por analogia ao caso do ferrol'laonetismo, 

pelo seguinte: 

S (m') ;w »= cr(l) F(l,R.,m' ,w) + 

- + ) - 2cr(l) <S ·(m) S (.t)> G(l,m,m' ,w + 
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+ o mm , A ( 1 ) F ( 1 , t , m ' , w) (5.8.a) 

e 

WB-b) 

com a definição: 

A(l) = a(l) (l-2a(l)) - (5.9) 

Para as funções G(2) e F(2) têm-se equações anãlogas 

ãs equações (5.6), (5.7) e (5.8)[que poder1 ser obtidas destas

pela troca simultânea de Índices : 1 ~+ 2, j ~+ ~. m ~+ n e 

m' ~+ n']. A função A(2) corres.pondente ã eq. (5.9) foi tomada , 

na ref. (1), como sendo 

A ( 2) = a ( 2) ( 1 + 2a ( 2) ) , (5.10) 

para que o sistema de quatro equações que envolvem G(l), F(l) 

G(2) e F(2) impliquem, _pelo método iterativo de solução(l), equ~ 
ções de autoconsistência independentes dos Índicei· 1 é 2 ao se~ 

fazer a adoção: 

a(l) =- a(2) =a >O (5.11) 

. Cumpée-nos ressaltar, no entanto, que a escolha (5.9)

-(5.10), embora satisfaça ã exigência mencionada acima, não leva 
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as funções de correlação <(Ç(m)) 2s+(m)S-(.t)> e<(Ç(.t)) 2s+(.e)S+(m)> 

a um resultado simitricd. Com efeito, podemos obter da eq.(5.8.a) 

e da sua correspondente para a sub-rede 2 o ·seguinte resultado : 

- 2 + + - + < (S (m)) S (m) S (~) > = (1 /2 - cr) < S (m) S (~) > 

quando se consideram as eqs. (5.9)- (5.11). 

A modificação do desacoplamento de Dembinski anãloga 

ã da eq. (2.3)' corresponde a se_inserir no segundo membro de 

(5.B.a) a correlação entre pares de primeiros vizinhos: 

- + 6mm'2cr(l) <S (m)S (t)> F(l,t,m',w) (5.12) 

(proced~ncia aniloga para a sub-rede 2). 

Substftuindo-se as eqs. (5.8) (ou a modificação suge

rida por (5.12)) nas eqs. (5.6) e (5.7) e definindo-se as trans

formadas· de Fourier: 

e 

J(t,m) = (2/N) E J(~) e.xp.[i~.(~(.e) ~ ~(m))] 
k 

G(l ,m,m' ,w) = (2/N) E G( 1 ,~ ,w} exp (Í~.(~(m) - ~(m') )] , 
k 

F(l ,n,m') = (2/N) E F(l,~,w) exp [i~. (~(n) 
k 

~(m') )] 
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(procedimento anã1ogo para a sub-rede 2), chega-se ao seguinte 

sistema de equações: 

'onde 

[w+(-1)Sj(O)crb] G(s,~.w) + (-1)sJ(~)crbF(s.~,w) = 

s+1 ' 
= (-1) {cr/1T+[A+~cr(H)](2/NJLJ(q)F(s,q,w)l - -g 

(5.13.a) 

(-1)s+ 1 J(~)crb G(s,~,w) + [w+(-1)s+1J(O)crb] F(s.~,w) = 

s = 1 • 2 

A = a (1 - 2a) 

= (-1)s [A+~cr(1-b)](y(~)/y(0))(2/N}LJ(g)F(s,g,w) 
g 

(5.13.b) 

(5. 14) 

-
b = 1-2(2/N)~(y(~)/y(O))w(~) (5.15) 

~ =O na aproximação de Dembinski 

= 1 na aproximação de Dembinski modificada. 

!'ara se obterem as eqs. (5.13) fez-se uso tambem das eqs. (5.9)

-(5.11). 
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Podemos manipular as eqs. · (5.13) de forma a obtermo's: 

+ (-l)s [!l+~o(l-b)]w(y(~)/y(0))(2/N)IJ(g)F(s,g,w) 
. . g . 

(5.16.a) 

e 

+ [A+~o( 1-b )] [w+(-1) S+ 1 J( O)obi} (~)] ( 2/N) I J( g) F( s •9 ,w) 
. . 9 

.(5.16.b) . 

. com 

E(~) = J(O)obw(~) (5.17). 

w(~) = IÍ - (y(~)/y(0)) 2 
(5.18)' 

e y(~) definido de modo análogo ao da eq. (2.9.c). 

r interessante notar-se que a eq. (5.16.a) lembra a 

eq. (2.8). Resolvendo-se formalmente a eq. (5.16.a) de modo. se.

melhante ao que se descreveu'no inicio do cap. III, podemps ob

ter a seguinte condiçio de estado ligado: 
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1+(-l)s+l [A+~o(l-b)]J(O)w x 

x (2tNJL[y( 9)ty(o)J
2

fQ.>
2-i2

, 9Jr1 
=o 

9 
(5 .• 19) 

A faixa de energia renormal i zada de um mãgnon e deter 

_minada por 

- J(O)ob ~ w ~ J(O)ob (5.20) 

Nosso objetivo, neste capitulo, e verificar que (no -

limite de N + =) a eq. (5.19) não admite solução externa ao in -

tervalo (5.20), isto é, que a aproximação _de Dembinski não con -

duz a nenhum estado ligado para o antiferromagneto de Heisenberg. 

De fat~. definindo-se 

E = oo/(J(O)ob) , 

podemos reescrever a eq. (5.19) na forma conveniente dada aba_ixo: 

1 + (-l)s+li(E)[Í - 2o + S{l-b)]/b =O , (5.21) 

onde 

!(E) = (2/N) 
. 2 2 2 1 

l: E [1 - w ( q) J [E - w ( 9) r . (5.22) 
9 

Subentende-se na eq. (5.22) que a . variãvel E estã a

crescida de uma pa~te imaginãria de forma que !(E) é dado pelo 

limite da expressão (5.22) quando esta parte imaginiria tende a 

zero •. A função l (E), quando N + =, é complexa no .interior da fai 
. . 

xa, I EI < 1, e e real caso contrãrio • 

. Como 1(±1) ~ ±1 e II(E)I é decrescente para lEI~ 1, 

concluímos -que .a eq.(5.21) não admite solução pois 1 < b < 2 (ver 

estimativa no apêndice E) e conseqUentemente 
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2 a _..:.1 _-:::2 a"-,+:-'["';('-'1:...--=b_,_) _ < 1 - 1 <----,.- "' b 

Vemos, portanto, que o tratamento dado por ambos os 
esquemas ãs correlações não conduz, constrastando com o caso -
do ferromagneto, ã previsão de um estado ligado para as duas -
redes cúbicas (se e bcc) compatíveis com o modelo de duas sub
-redes. Sob este aspecto. encontra-se um paralelo com os resul 
tados dos cãlculos mecânico-quânticos do espectro de dois mãgnons: 

~s estados ligados não sã6 esperados no caso do antiferromagneto 
isotropico (2,3) enquanto que eles aparecem no caso do ferro -

( 4 5) ' magneto > 
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CONSIDERAÇOES FINAIS. 

Verificamos no capitulo IV que as duas aproximações do 

tipo de Dembinski prevêem para a funçio de Green transversal de 

primeira ordem (no caso do ferromagnetismo) um põlo que se loca

liza acima da faixa de energia renormalizada de um mãgnon. Este 
-~õlo i uma peculi~ridade destas duas aproximaç6es.Sua existincia, 

no entanto, reforça. o papel importante desempenhado pela cinemãtj 

ca de spin na formaçãode estados· ligados de mãgnons, pois, como 

~imos, 0 cariter de segunda 6rdem que estas aproximações confe

rem ã estrutura da função de Green i uma decorrência do melhor 

tratamento que se procura dar aos aspectos cinemiticos do probll 
. . 
ma. 

Uma peculiaridade ·destas aproximações de .primeira or

dem, que se pode considerar satisfatõria, i a fórma apresentada 

na eq. (3.1), a saber, 

[w-E(~)] G(~,w) = o/n+.C(K,wl 

forma esta que e uma conseqüência necessãri a da cinemãti ca de 
spin (l, 2 l. 

Os esquema·s do tipo de Dembinski dados pelas eqs. 

(2.2), (2.3) e (5.8) não pe'rmitem prever, .evidentemente, um bom 

comportamento das excitações nas proximidades da temperatura de 

tran.sição. Entretanto, i desejãvel que uma aproximação de primei

ra ordem introduza alguma dependência de comprimento de onda na 

renormalização da .energi.a dos mignons ( l • 3 • 4). Logo, seria opor-· 

tuna tentar uma modificação do esquema de Dembinski de modo a 

acrescentar este tipo de informação ãs boas características que o 

esquema jã apresenta. 

Lines (l) analisou o problema da renormalização da 

energia dos magnons no caso do ferromagnetismo, utilizando uma 

aproximação ad hoe. da forma 

[w-c(~)] G(~,w} = a!n 

onde c(~) contim um fator de renormali.zação dependente de 1~ !.Este 

fator i introduzido mediante um parâmetro L (comprimento de coe-
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c 

~ rên<:i a) de modo que mãgnons de compriment6 de onda, 

RPA, e aqueles com À 

À·, ma i o r do q'ue 

menor do que L, 
spin (S). O co_!!! 

!. L são tratados na aproximação 
I numa aproximação sugerida· pela teoria das ondas de 
f 
' 

primento de coerência L, a ser determinado putoconsistenteniente,d~ 

ve tornar-se infinito no li mi te de baixa temperatura, para se obter 

a essê.ncia da teoria das ondas de spin interagentes ( 6
), e deve te_!l. 

der a zero no limite de alta temperatura, a fim de recobrar-se a 
/ 

aproximação RPA. 
Uma possibilidade de modificação do esquema de Dembins 

ki seria, portanto, a de tentar estender a este esquema o tratamen 

to proposto por Lines . 

• 
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AP!:NDICES 



APtND!CE A 

CIILCULO DAS EQUAÇOES (1.50) e (1.51). 

Consideremos dois operadores 

lação dependente do tempo, <B(O)A(t)> 

Fourier da função de Green, 

A e B. i"funçio d~ corre 

e a transformada de 

G ( t) = «A ( t) I B (o) » 

.relacionam-se por meio da seguinte equação( 1 ): 

-!= . 

<B(O)A(t)> = if_

00

(G(w+iE)-G(w-iE))(expSw-l)-l exp(-iwt)dw. (A.l) 

(A equaçao acima é subentendi da no li mi te de e +ó+). Logo o co

nhecimento da função de Green dada pela eq. (1.47) na aproxima

ção da eq. (1.49), 

G(~,w) = (cr/rr)(w-ll(K))-1 

prove a função de correlação <b+(k)b(k)>, através do cãlculo es 
~ ~ 

pecificado na eq. (A. 1): 

(A. 2) 

No cilculo de (A.2) utilizou-se ~bem conhecida representação da 

função ó 

(2rr/i)ó(x) = (x+ie)- 1 -(x-ie)-l 

Das eqs. (1.46) e (A.2) resulta a eq. (1.50): 

l/2cr = 1+(2/Nli (expSQ(~)-1)-l 

t 

A fim de simplificar-se .a notação na eq. (A.4), definamos: 

• ~ (lJNJI (expsn(k)-1)-l 

t 

(A. 3) 

(A.4) 

(A.S) 
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donde 

a= 1/{2{1+2~)) 

pansao 

No limite de baixa temperatura, ~admite a seguinte e~ 
( 2) . 

(A. 7) 

(os detalhes do cãlculo para a rede se podem ser encontrados no 

·apêndice B da ref. 3). Os coe fi c i entes ai e e estão defini dos -

nas eqs. (2.12). 

Expandindo-se a eq. (A.6) em potências de ~ e substi

tuindo-se {A.7), obtêm-se a eq. (1.51): 

(A.8) 
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APtNDICE B 

OS POLOS DA FUNÇ~O DE GREEN NO CASO DE N FINITO. 

Neste apindice investigaremos, com algum detalhe, os 

põlos· da função de Green na eq. (3.1) para o caso de uma rede 

finita< 1 l. 
O campo externo se~i tomado igual a zero por simplic! 

dade de notação. 

Como 

I y(~l = o 
k 

e fiei 1 ver que 

' 

( 1 I N) Y. ' ( y ( g) I y ( O ) ) w [ w- c( g ) r 1 
= 

q 

= (11N)~' '(y(g)ly{O))E{g)[w-E(g)J-1 
- . 

( B . 1 ) , 

donde segue uma expressão para a função de Green, üti 1 a nossa 

discussão: 

{8.2) 

As linhas usadas nos somatõrios na e·q. {B.l) servem· para indicar que termos 

correspondentes a al.guns valores .do vetar de onda estão ausen -

tes. De fato, termos que correspondam a y(q) =O, no p.rimeiro-
~ 

membro, e a y(q) = O ou a E(q) = O, no segundo membro, não apa-
~ ~ 

recem. em {8.1). 
. . 

Vamos repetir aqui a equaçao {3.3) de definição de 

O( w) : 

D(w) = l-R(n)(21NJL' '(y (q)jy{O))n (q)[uro(q)]-l 
. 9 - - -

(8.3) 

Pode-se ver da equação acima que 

O{ O) = 1+0( I lN) ; 
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portanto, w • O é pó'lo simples de G(Lw) qualquer que seja o ve. 

tor de onda; alem disso: 

Res G(k,O) ·• a/n , para ~ = O · 

• (a/n)(l-D-1(0)) • 0(1/N) para k+ O. (8.4) 

Um pÓlo na origem é um resulta~o espúrio para funções 

de Green definidas via comutadores ( 2 l. Esta inconveniéncia po

de ser removida, no· caso presente, pela ·introdução de um peque

no campo magnético externo. De acordo com (8.4), o pó'lo desloc~ 

do contribui para a função de correlação 1/J(~) com um termo de 

0(1/N), sendo, portanto, irrelevante no limite termodinâmico. 

Considere-se agora um vetor de onda k tal que Y(k) • O - -
ou equivalentemente e(k) • 2oPJ(O). Decorre de (8.2) e (8.3)que 

w • 2aPJ(O) é pÓlo simples de G(_l;.~). 
Se k é d.iferente de zero e dos valores mencionadosaci - -

ma, a eq. (8.3) garante que w • e{k) é uma singularidade removi 

vel de (w-d~))D(w) e, conseqÜente-;.ente, não. e um po'lode G(~,w). 
I 

Os outros polos de G(~,w) aparecem quando 

D(w) = O ( 8. 5) 

Os estados ligados investigados no c.ap1tul'o. IV sao so 

luções da eq. (8.5) no limite de N+~. 

. Sejam O • e
0

<e 1< ... <e~ 1 os valores distintos assumidos 

por e(g) e seja nj o número de diferentes vetares 9 para os quais 

. e(g) • ej. Uma definição anãloga. aplica-se aos.íl(g)'s. Com es

.tas definições, reescrevemos a eq.-(8.5) como se segue: 

aPf.R = C(w/2crP) ( 8. 6) 

onde 

C( n) (8. 7) 

A linha na equaçao acima foi usada para indicar a omissão de algum j para 

·oqualy.··o. 
J 
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A função C(!:l) tem a forma genérica mostrada na fig. s .. l. 
A figura refere-se ~o caso particular de uma rede unidimensional 

com N = 20 pontos que e bastante geral para servir de ilustração .. 

As retas verticais indicam na figura os valores-distintos de nj. 
Veja-se que não hã singularidade no ponto media da faixa, devido 

i existincia de um yj nulo. A localização de crP/R sobre o eixo 

.vertical determina as soluções da eq. (B.5) (note-se a existên

·_cia de uma soluç~o acima da faixa) .. Quanto maior for o valor de 

N, mais estas soluções se aproximam dos Ej's. Devemos tambêm 

observar que todas estas soluções são pÓlos de G(~,w) para cada 

valor de k não nulo. 
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API':NDICE C 

CALCULO DA FUNÇÃO P PELO METODO ITERATIVO 

O me todo iterativo usado nas refs. ( 1) e (2) para a S.Q 

lução da eq. (2.8) implica o seguinte resultado para a eq.(2.9.b) 
que define a função P: 

00 

P=l+(4o/N)l:[y(k)/y(O)J~(k)+4o L [(2o-1-n)/P]nF 
1 ~ - - n=l. n+ 

(c o 1 ) 

onde 

~(~) = (expSE(~)-1)-l (c o 2) 

e Fn+l=(l/y(O)N)n+lk. L y(~l)n(~1) ... n(~n)y(~n+l) 
-1···~n+l 

, (C.3) 

com 

n + 1 
" (zcn(k )) 

1 -m in= o 

W' ~a eq. (C.3) indica a der.ivada de primeira ordem do polinômio 

W. O campo magnético externo e considerado nulo. 

A. Expansão a· sa·ixa Teinperatu·ra 

. Vamos desenvolver para a função P uma expansão a baixa tempe-

ratura ate O(T4). Para tanto,basta·que se considere apenas o primeiro termo 

da serie em (C.1) (1). A função P, nesta aproximação, pode ser reescrita 

na forma: . 

onde 

~ = ( 1 I N ) ~ q,( ~ ) 
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e 

As expansões a baixa temperatura para as funções ~. 1'1 e F2 es

tão bem estabelecidas na ref. (1); seus, resultados sao: 

(c. 5) 

(C.6) 

(c. 7) 

onde 

F (- 1 ) = ( 1 I N JL (>l( k) I J (O) ) - 1 
= 1 , 5 16 

k -
par a s c 

= 1 '39 3 para bcc 

= 1 , 34 5 para fcc. 

Os coeficientes ai, a temperatura reduzida e e w encontram-se de 

finidos nas eqs. (2.12); 

X = e12a? 

Com as equações (C.5) - (C.7) substitu1das em (C.4), 

pode-se obter a seguinte expansão assintõtica pára P: 

P = 1+2a 0 e
312 -(;~3)a 1 e 5 1 2 + 

·- 4a~e 3 +( 2-SI2w)a 2e7 12 + 

. 4 
+ ( 1613) [1-2a+2aF( -l)l a

0
a 1 e + 

+ O(e912) 
' 

(c . 8) 
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para a aproximação I, 
para a aproximação II. 

B. O Valor Limite Pc de P em Te-

A função~(~) na eq. (C.2) admite a seguinte expansao 
no limite de T+Tc e a+O: 

~(~) = {k 8 T/2oíl(~))-l/2+0(o) 

Neste iimite, a eq. (C.l) se reduz a 

P = 1+(2k 8 T/P){{l/N)~(y(~)/y{O)){l/íl{~))+ 
• 

+ 
00 

I [(2a-l-n)/P]n{l/y{O)N)n+l 
n=l 

Da do que ( 1 ) 

(-l)n+2 
n+l 

1T íl(~) 
m=l 

então se conclui que a serie na eq. (C. 10) se anula, pois 

~ Y( ~) = O 

(C.lO) 

Tomando-se 0 li mi te de (C-lO) quando T+T e a+O,obtem-se c 
a seguin~e equaçao a ser saiisfei{a por P: 

P 2- P - ( 2 k BT I J ( O ) ) [F ( - 1 ) - 1] = O c c c (C.ll) 

Os valores numéricos da solução de {C.ll) sao opresen
tados na tabela C.l. 
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Tabela c. 1 - Valores numê ri c os de p . obtidos da eq. {C.ll) 
c 

re a e llprox .I llprox.Jl 

se 1 • 2 7 1. 25 

bcc 1 • 23 1 • 22 

fcc 1 • 21 1 • 20 

REFERENCIAS 

1. S.T. Dembinski, Can. J. Phys .. ~. 1021 (1968). 

2. M.D. Coutinho Filho and J.P. Fittipaldi, Phys. Rev. B 7, 4941 

(1973). 



APtNDICE D 

ANALISE DA EQ.(4.2) 

Vamos escrever explicitamente a condição de estado li

gado, eq. (4. 2), para as duas aproximações do tipo de Dembinski: 

g ( À ) = P I ( 1 - 2cr ) na aproximação f ( D • 1 ) 

·e 

g(À) = l/(l-2cr/P) , na aproximação II. ( D. 2.) 

A. Redes se e bcc. 

Como se pode ver da fig. 4. 1, g(À) e uma função limitada na re-

gião externa ã faixa de um mãgnon, tanto para a rede se quanto para a rede 

bcc. O valor mãximo, g, de g(À) para À negativo pode ser encontrado na tabela 

D. 1. 

Tabela D.l - Valor mãximo, g, de g(À) para À< O 

(extername~te ã faixa) 

rede: . s c bcc 

g: -1 , 03 - 0,79 . 

Os segundos membros das eqs. (D.l) e (0.2) crescem in

definidamente conforme a temperatura tende a zer.o, pois, neste 1.2_ 
mite, 2cr e P tendem ã unidade. Por outro lado, no limite deT-+T, . . c 
temos os seguintes resü"ltados para os segundos membros de (D.l.) e 

( D. 2) : 

{

1, 27 
P/(l-2cr)---- P" 

. c 1,23 

( s c) 

( b CC) 
na aproximacio l. ( D. 3) 

1/( l-2cr/P)--+ 1 na aproximação II. (0.4) 

Os limites nas eqs. (D.3) e (D.4) sao os valores míni-
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mos que se esperam para os segundos membros de (0.1) e (0.2); es 

tes minimos devem ser confrontados com os mãximos g da tabela 

0.1. Conclui-se da( que .apenas a eq. (0.2), e no caso da rede cü 

bica simples, admite solução. Alem disso, a .solu.ção que se pode 

obter e uma solução a alta temperatura (i .s Te) porque a deve -

obedecer ã seguinte desigualdade decorrente de (0.2): 

2cr/P = 1-1/g().) ,; 1-lf.g : 0,03 

A região de solução de (0. 2) no caso da rede se 

contida no intervalo 

- 3,001 < À < -3. 
' 

es tã 

( O. 5) 

porquanto g(-3,001) = 0,991.. Em termos de energia, o intervalo

{0.5) se converte em 

i< W < l,QQQ2 E 

onde € = 24aPJ e a mãxima energia da faixa; logo o afastamento do 

estado ligado não excede 0,02% de E. 

B. Rede fcc. 

No caso da rede fcc, ao contrãrio das duas outras re

des cúbicas, g(Ã) não e limitada. Este fato possibilita. a exis

tência de so.lução de (0.1) e (0.2) para qualquer valor da temp~ 

ratura entre zero e Te. 
Limitar-nos-emos ~eita secçao ã estimativa do mã xi mo 

afastament.o do estado ligado no caso da rede fcc. Para tal empr~ 

sa, façamos 

' 
na aproximação I, (O. 6) 

e 

gp) > 1 na aproximação II ; (D. 7) 

isto equivale a se fazer a> O nas eqs. (0.1) e (0.2). 

Note-se, de (0.6) e (0.7) [e da. fig. 4.1V, que o esta 
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contlnuo 
/ 

do ligado pode-se afastar mais do de um magnon na ap r o-

ximação II do que na aproximação I. Os valores de )-, que satisfa-

zem ( D. 6) e ( D. 7) sao 

À > -1,152 na aproximação I 

e 

À >- 1 '205 na aproximação I I . 

'Portanto, 

w < 1 ,04 € 
' 

na aproximação I 

e 

w <1,05€ na aproximação II. 

onde E • 32aPJ e a mãxi ma energia· da faixa no caso da rede fcc. 



APêNDICE E 

A FUNÇAO b PELO MtTODO ITERATIVO 

O método iterativo de solução das eqs. (5.16) conduz-nos, 

de modo anãlogo ao que se fez no apêndice C, ãs seguintes expres

sões a baixa temperatura para b e a< 1l:, 

b = 1 + 2 crC 
0 

+4a E {- 1 ) -4 crE { 1 ) 

a = 2 4 6 
a{O)+"o' +"l' +0{<) 

com 

E {- 1 ) 

e 

E { 1 ) ' 4 6 
= "l { </ ab) +O{ < ) 

onde 

, = kB T/J(O) 

As ~onstantes c
0

, a{ O), "i e. "i encontram-se na tabela E. 1. 
Com as equações acima, pode-se levantar as curvas mos

traJas na figura E.l. 

Por outro lado, no limite de T+TN {temperatura de tran 
sição)ecr+O, a função b obedece ã seguinte equaçã.o {l), 

onde 
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f("2) = {2/NJI [w(~)]- 2 = 1.516 
k 

se 

= 1.393 bcc. 

Na Tabela E.2 apresentamos os Nalores numiricos de bN

para a rede cúbica simples e de corpo centrado. Estes valoresapa

recem tambem na fig. E.l para efeito de comparação com a aproxi

maçao a baixa temperatura extrapolada ate a temperatura de tran 

sição. 

Tabela E.l - V a 1 ores numéricos dos coeficientes das expansões em 

sé ri e a baixa 'temperatura considera das neste apêndice. 

rede a c o o{O) "o "1 "o "1 

se 0,253 0,422 -2 '79 -56,8 0,866 3,42 

bcc 0,223 0,425 -2,28 -42,1 0,667 2,63 

a - ref .1 

Tabela E.2 -_Va)ores numéricos de bN 

rede: se bcc 

1 '27 1 '23 

REFERtNCIA 
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bcc 

0,2 

se 

0,4 0,6 

T/TN 

0,8 1,0 

Fig. E.1 Aproximação a baixa temperatura para a função b, extrapolada até 

T N· O valor limite bN de b em T N é indicado por um pequeno cfrculo. 



APl':NDICE F 

APROXIMAÇOES DE CAMPO EFETIVO PARA 

O FERROMAGNETO DE HEISENBERG 

As teorias de campo efetivo são aproximações propostas 
para o cãlculo mecânico-estatistico de quantidades termodinâmicas 
de um ferromagneto de Heisenberg (l). 

As aproximações consistem em 'e considerar um hamilto
njano de um pequeno nümero de spins em vez do hamiltoniano total 
do sistema, mas de forma tal que a interação entre os constituin
•te~ do pequeno aglomerado e os spins res~antes i levada em conta 
via um campo efetivo. Quantidades termodinâmicas que se supõe se-
rem representativas do sistema são obtidas, então, ao se impor 
apropriadamente alguma condição de consistência. 

O objetivo deste apêndice i apres.entar uma descrição qu~ 
litativa e muito sucinta de algumas das aproximações mais 
ficativas. Informações mais detalhadas podem ser obtidas 
rências. 

signi
nas refe 

A exposição que se segue estã ordenada de acordo com o 
nümero de spins cujo hamiltoniano i considerado no cãlculo esta
tlstico. 

A. A Aproximação do Campo Molecular de Weiss 

A aproximação do campo molecular de Weiss< 1•2) considera 
um hamiltoniano efetivo de um ünico spin: 

H = - 2Jo s,~ - phS 1 ~ ef · · ' 

onde 

deve obedecer a condiçi'o de autoconsistência 

o = Tr(p Sz) 

com 
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p=exp( -SHef) /Tr [exp( -BHef)] 

A magnetização espontânea a 

obtida das equações acima apresenta um 

comportamento qualitativo satisfatõrio, •s 
como ê esboçado na fig. F.l. No entan-

to, prõximo de T = O, 

a- 1 - (1/S) exp(-const/T) 

e prõximo de T = Tc , 

a-(1-T/T)l/Z 
c 

A temperatura de Curie, 

' 

o~------------~ 
T/Tc 

Fig. F. 1. Comport~ 

me n to q u a 1 i ta ti v o 

da magnetização e~ 

pon~ãn~a em função 

da tempera tu r a_ 

( F • 1 ) 

ê alta demais comparada com os resultados do método de expansão a 
alta temperatura ( 3 ) [zê o número de primeiros vizinhos; J defi 
nido na ·eq. ( 1. 3) ê a integ_ra 1. de intercâmbio; S e o numero qua!'_ 
tico de spin; k 8 ê a constante de Boltzmann]. 

A suscetibilidade a campo nulo, X, na região paramagnê
tica, obedece i lei de turie-Weiss: 

-1 X - T-e 

onde e = Te. 
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O resultado para o calor espec1-
fico magnêtico, C, tambêm não ê mui to satis 
fatõrio, conforme se pode apreciar na 
fig. F.2. 

Fig. F.2. O calor especifico magne

tico na aproximação do campo mole-

cular de Weiss. 

B. A Aproximação de Oguchi 

t 
c 

o .. T~ 

A aproximação proposta por Oguchi ( 4 ) leva em conta o se 
guinte hamiltoniano de dois spins: 

com 

hef- h+[2(z-l)J/~]" 

onde 

" = {1/2) <S~+S~> 

O comportamento da magnetização espontânea, CJ, nesta aprE_ 
ximação, .ê razoãvel (comparãvel ao resultado do campo molecular de 

( 1 2) . . . 
Weiss ' ) para temperaturis longe de T = O e T = 'T . 

C. 
· A temperatura de Curie, Te' tambêm ê alta demais, cerca 

de alguns por cento abajxo da temperatura de Curie do campo mole
cular{l,2) 

O fato de alguma correlação entre pares de spins vizi
nhos prõximos ser lev~da em consideração reflete-se nos resultados 
para a suceptibilidade paramagnêtica, X, e o calor espec1fico, C, . . 
{figs. F.3 e F.4). O desvio da lei de Curie-Weiss apreseritado por 
X e a cauda da curva do calor especifico, acima de Te' podem ser 
interpretados .como devidos i ordem a curta distância. 
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T-> 

t 
c 

o T-> 

Fig. F. 3. Comportamento qual i ta- Fig • F. 4. Comp·e.rtamen to qua·li ta~ 
t1 v o do ~ da suscetibi li ti v o do calor especifico magnêtj_ rec1proco 
da de em função da temperatura. c o em função da temperatura. 

C. A Aproximação do Acoplamento Constante 

Da mesma forll)a que a aproximação de Oguchi (l •4 ), a 
ximação do acoplamento constan~e (S) envolve um .~a~iltoniano 
dois spins. 

apr.<:>_ 
de 

A magnetização, a, ê calculada através da expressao: 

onde 

com 

O parâmetro A1 que aparece no hamiltoniano acima e deter 
minado impondo-se: 

onde 

a 
ao 
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com 

sendo 

e g(cr), o numero de estados com auto-valor a de 1 

N 
z SÍ fixo. 
1 

Da proposição acima exposta decorrem os seguintes resul 
ta dos : 

A magnetização espontânea apresenta, longe de T=O e 
T=Tc' um bom comportamento. A aproximação do acoplamento constan
te não previ, nd entanto, a saturação para T=O. Por exemplo, no 
caso de ~=6 e S=l/2, obtim-se 2cr ·: 0,98. Para T pr6ximo da tempe
ratura de Curie, a magnetização tem um comportamento dado pela eq. 
(F.l). 

A temperatura de Curie, Te' e satisfatõrfa; cerca de 
uns 10% acima da temperatura prevista pelo metodo de expansao a al 
ta temperatura ( 3 ). 

A suscetibilidade e o calor especifico sao dados quali
tativamente pelas figs. F.3 e F.4, prevendo, portanto, uma ordem 
a curta distância. 

D. A Aproxima~ão de Bethe-Peierls-Weiss 

Na aproximação de Bethe-Peierls-Weiss ( 6 ), considera-se 
um hamiltoniand d~ u~ spin central, ~O.' e seus z. primeiros vizi ~ 

nhos,~ 1 ,: 

onde 

z 
~T = .I s. 

1 = 1 .- 1 

e h1 , determinado pela condição de consistência 
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' 
i=1,2, ... ,z 

A magnetização, cr, obtida nesta aproximação e insatisfa 
tõria, apresentando um antiponto de 
Curie (fig. F .5). 

A temperatura de Curie, Te' 
e boa, comparável ã da aproximação do 
acoplamento constante (l •5) 

Fig. F.5. A magnetização espon

tânea prevista pela aproximação. 

B.P.W. 

tr----------------, 
o 

---
/ ' 

/ ' I \ 
I \ 

I I 
I I 
1\ i 

0~~----------~·~~ 
ATe Te T-+ 

A suscetibilfdade,· X, e o calor éspeclfico, C, apresen
tam o bom comportamento esboçado nas figs. F.3 ~. F.4. 

E. Comparação de Resultados 

No quadro sinõtico organizado abaixo fazemos uma compa
raçao qualitativa dos resultados das diversas aproximações de cam 
po efetivo abordadas neste apêndice. A comparação, quando possl
vel '. ê feita mediante ·uma ~numeração que se inicia, em cada colu
na, com o resultado mais satisfatório. 

O resumo comparativo foi ampliado de forma a conter tam 
bem ·aproximações na teoria d"e funções de Green (as quatro primei
ras .aproximações são de primei1·a ordem, enquanto que a Ül ti ma é de 
segunda). 

Para efeito de comparação, todos os resul ta·dos referem
-se a S=l/2 e rede cúbica simples. 
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g 
Aproximações T c a X c 

T=Oh T<T c 

Campo 
. a 

EfetlVO : Weiss 7 6 1 3 4 

Oguchi 6 5 1 2 3 

Acoplamento Constante 1 '6 1 1 1 

B.P.W. 2 7 - - 2 

Funções de Green: RPAb 4 2 1 3i -. 
Cal1en 

c 
5 4 1 4i -

Dembinskid 4 1 - 2i -
Dembinski Modificada

8 
2 3 - 1 i -

f 
3 1 Cooke e Gersch - - -

' 
. 

a-Ref. 1' b-Ref. 7 c-RBf. 8. d·Ref. 9 e·-Ref. 10 f- Ref. 11 

g -Resultados comparado·s com o do método de expansão a alta temp~ 

r atura (r e f. 14 ]. 

h-Resulta dos com-parados com o da te o ri a de ondas de spin [ ref.13). 

i-Resultados comparados com o da ref. 12 (referente~ apenas aos 

primeiros coeficientes da expansão a alta temperatura). 
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