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Resumo 

Neste trabalho, estendemos o formalismo de Massa Efetiva e Funçã.G En
velope aplicaclo ao cálculo de heteroestruturas para incluir acoplamento entre 
vales de pontos distintos da zona de Brillouin. Em particular, estudamos a 
simetria do acoplamento r-X e aplicamos o formalismo desenvolvido ao 
problema de Excitons confinaclos em poços quânticos r -X acoplaclos. Ana
lisamos a transição sistema direto/sistema indireto mediada por um campo 
elétrico externo e calculamos, em função deste campo, alguns parâmetros que 
são importantes para a dinâmica excitônica neste materiais: massa efetiva 
perpendicular à interf;u;e, dispersão de estados, força de oscilador. 



Abstract 

In this work we have extended the Effective Mass and Envelope Function 
approxhnation applied to heterostructures to address the problern of mixing 
among different valleys in the Bri!louin zone. We have studied specifically 
the symmetry of r -X mixing and we applied the developed model to treat 
confined excitons in coupled r-X quantum wells. We analysed the transition 
between direct and indirect system assisted by an externa! electric field and 
calculated some parameters, as a function of this fleld, that are importaut to 
excitonic dynamics: effective mass perpendicular to interfaces, dispersion of 
states, oscillator strength. 
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1 Introdução 

Desde que Tsu e Esaki\1] sugeriram, pela primeira vez, as potencialida
des dos materiais compostos de junções de diferentes semicondutores, muita 
ênfase na área de Estado Sólido tem sido dada ao estudo das propriedades 
físicas destes materiais. 

Além das aplicações em lasers e dispositivos eletrônicos, as heteroestru
turas, como são chamadas, podem ser construídas de maneira a propiciar 
as condições necessárias para o estudo de alguns fenômenos físicos que, em 
materiais naturais, são mascarados por outros efeitos ou simplesmente não 
ocorrem. Como exemplo podemos citar o Efeito Hall Quântico, descoberto 
em 1980 por Klaus von Klitzing el a/.(2], que acontece devido às propriedades 
do sistema quase-bidimensional de elétrons que se forma em interfa<::es de he
teroestruturas. 

Existem basicamente duas abordagens distintas para o cálculo dos estados 
elchônicos nestes materiais: modelos microscópicos e Aproximação de Massa 
Efetiva e Função Envelope (AMEFE). No primeiro tipo de abordagem, os 
estados são calculaclos analogarnente ao caso dos semicondutores tipo bulk. 
Os estados eletrônicos são definidos a partir dos parâmetros microscópicos 
da estrutura (funções e níveis de energia atômicos). Já na AMEFE, cada 
camada do material que forma a heteroestrutura é aproximada por um bulk, 
com suas funções de Bloch bem definidas. O estado eletrôuico é escrito 
como uma combinação linear destas funções de Bloch, e os níveis eletrônicos 
dependem da dispersão de bandas dos materiais hospedeiros. 

No nosso trabalho tratamos de heterojunções dos semicondutores GaAs, 
AlAs e ligas Al~Ga1-~As. Estes materiais são cristais tipo blenda-de-zinco, 
nos quais os átomos estão dispostos periodicamente como na figura 1. 

Como a estrutura é periódica no espaço, sabemos que todos os estados 
deste material podem ser descritos dentro da zona de Bril!ouin através do 
índkc n de banda e do vetor de onda k. 

Na figura 2 temos a origem do espaço recíproca (centro de zona) represen
tacla pela letra r. Temos também seis pontos que correspondem aos centros 
das faces quaclradas do octaedro truncado. Estes pontos são representados 
por X. Tanto no ponto r quanto em X, temos extremos da banda de condução 
para os sistemas GaAs e AIAs. 

Nas dispersões da. figura 3 percebemos claramente uma faixa de energia 
onde não existem estados eletrônicos disponíveis (gap). Em torno desta região 
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Figura 1: Cubo convencional de cristais tipo blenda-de-zinco. Esta estrutura 
pode ser vista como uma rede de Bravais cúbica de face centrada (fcc) com 
dois átomos na ba.se, deslocados um quarto da diagonal principal um em 
relação ao outro. •• 

x. 

Figura 2: Zona de Brillouin da rede fcc com alguns pontos de alta simetria 
em destaque. 
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l"igur~t a: estrutura de bandas p~ra AJAs (à. esquerda) c para GaAs (à. din~ita) 
cm direções de alta simetria. 

d<~ <>nergin temos, acima, ~- banda de nmdu ção <', a.ba ixo, n bamla de v a li\11 da. 
Sem o a{!oplamenl.o spin-órbita do haruiltoniano, a banda de vali>ncia é com
posta de 6 dispersões degenerada.q no centro de wna, originnd!l.'l pdoR orbitais 
ligantes tipo p. Quando r.onsider!i.!!IO• o t.<.>rmo de spin-órbit;~, part<'. desta de
generescê-ncia é quebrada e a ba11da de valência passa a scr compost~ d<:< uma 
banda d" buraco leve e urna de buraco pesado, degeneraà!l.'l "m r, e da banda 
de sp!it-olf deslocada para energias mais baix!l.'l em relação às duas primeiras. 

Vemos que tanto para GaAs quanto para AJAs, a banda de valência poMui 
máximo no centro dn 7.ona. Este fato é na verdaà<.>. uma propriOOaàc J., t.odos 
os semicondutores !li-V . .Já o mínimo da banda de condução a.<".ontece ~rn 
pontos da zona de Brillouin que depeudcm do material. No caso do GaAs 
este ponto também é O ponto r e, porta.nto, di~cmos (]Ue Jl<msui gap dirdo. 
No AlAs, o mínimo da banda acontece nos val~s X e dizemos que o material 
tem gap indirdo. Na realidade a banda de condução dos semicondutores 
está aeoplaàa com as bandas snperiores[3] e isto leva à estrutura tipo cnme/'s 
back em torno do ponto X[4], isto é, o mínimo não M-Onte<::e exatamcnte em 
X mas em um ponto um pouco deslocado em direção ao centro de zona. No 
nosso trabalho não consideraremos este efeito e, portanto, assumiremos que 
o mínimo acontece em X. 

Se calcularmos a.~ funções de Bloch destes semicondutores através de um 
modelo Tight-binding simples[5], veremos que estas funções das bandas de 
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valência, próximas a. r, são formadas predominantemente pelos orbitais ligan
tes tipo p. Em consequência, as dispersões destas bandas são anisotrópicas, 
ou seja, a massa efetiva dos bura<:os depende da direção considerada. Por 
sua vez, as funções de Bloch da banda de condução, em torno do centro 
de zona, são formadas pelos orbitais anti-ligantes tipo s e portanto a dis
persão correspondente é isotrôpica. Já. nos vales X, os estados eletrónicos 
são formados pelos orbitais anti-!igantes se a.nti-ligantes p, e as dispersões 
são a.nisotrópicas. A superfície de energia constante no espaço recíproco em 
torno de X é um elipsóide de revolução com eixos principais nas direçhes 
(100) e nos planos perpendiculares. 

Na heteroestrutura., os estados eletrônicos próximos ao gap são formados 
principalmente pelas funções de Bloch da banda de condução e de valência. 
Estas funções em torno de r são combinadas e dão origem a níveis tipo 
r. Ana.logamente as funções de 13loch em torno dos vales X dão origem 
a. níveis eletrônicos de carácter indireto, tipo X. Em princípio não existem 
motivos para. supor que as funções de Bloch próximas deste dois pontos não 
se a<:oplam na. heteroestrutura, uma. vez que elas são a.utoestados do material 
bulk e não da. heteroestrutura. De fato este acoplamento existe e pode ser 
medido experimentalmente. Através da. escolha apropriada dos parâmetros 
da heteroestrutura. ou da. aplicação de perturbaçÕP.s externas {campo elétrico, 
campo magnético, pressão, etc) pode-se aproximar energeticamente os níveis 
r e X e com isso reforçar a influência do acoplamento r -X. 

Os primeiros trabalhos teóricos sobre o acoplamento r-X foram realizados 
por Osbourn[6] e Mailhiot et a/.[7] mas, somente cm 1986, indícios experimen
tais deste acoplamento foram obtido~ por Mendez et a/.[8] através de medidas 
de tunelan1ento ressonante em dupla. barreira. Estes autores obtiveram picos 
na curva de probabilidade de transmissão em função da voltagem aplicada 
que foram atribuídos ao canal I"- X- r, no qual os estados propagativos 
tipo r são espalhados na. interface para. estados tipo X confinados na.~ bar
reiras, que por sua vez são espalhados de volta para estados propagativos 
~ipo r. Depois deste trabalho experimental apareceu na literatura. uma. série 
de artigos nos quais os autores abordavam o acoplamento r-X por meio de 
cálculos microscópicos[9, 10, 11]. 

As primeira.• tentativas de descrever este fenómeno dentro da AMI•:J•"E 
foram realizadas por Ando e Akera.[12, 13, 14]. Neste trabalhos o acopla
mento r-X na heteroestrutura é implementado através das condições de 
contorno apropriadas nas interfaces para as funções envelope r c X. Com-
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parando os resultados deste formalismo com cálculos de Tight-binding, os 
autores puderam extrair os valores dos parâmetros de ~oplamento. Con
tudo, algumas características do acoplamento não eram descritas por Ando e 
Akera\ e somente com o trabalho de Aleiner e Ivchenko[15] estes problemas 
foram sanados. 

Paralelamente aos cálculos teóricos, alguns trabalhos experimentais foram 
surgindo nos quais se media a intensidade do acoplamento, utilizando para 
isso um campo elétrico aplicaclo sobre o sistema[16]. Pressão hidrostática[l7] 
e campos magnéticos[ IS, 19] também foram utilizados para controlar a in
tensidade deste acoplamento. Através de medidas absolutas de absorção em 
superredes, Voliotis et a/.[20) estimaram recentemente este valor. 

No nosso trabalho consideramos um potencial de interface que ~opia os 
vales r e X na heteroestrutura. Conseguimos obter dentro da AMEFE, ape
nas considerando a simetria espacial deste potencial de interface, as mesmas 
características do acoplamento r -X que aquclM ohtidM por cálculos mi
croscópicos. Em seguida aplicamos o formalismo desenvolvido para calcular 
os estados excitõnicos de uma. heteroestrutura com poços r e X acoplados 
e caracterizamos a transição entre sistema direto (função de onda tipo f) c 
sistema indireto (função de onda tipo X) mediada por uma campo elétrico 
externo. 

Este trabalho está dividido em capítulos da seguinte maneira; no capítulo 
2 resumimos as aproximações que são feitas sobre o hamiltoniano original do 
cristal, de modo a tornar tratável o cálculo dos estados eletrônioos. Também 
introduzimos o conceito de E:rc•ton de Wannier e desenvolvemos a equação 
cfetiva para materiais tipo bulk. No capítulo 3 discutimos o modelo de Ka.ne 
que fornece M dispersões dos bulks em torno dos pontos extremos da estru
tura de bandas. O conhecimento das dispersões em torno destes pontos do 
espaço recíproco é muito útil para construir os estados eletrõnicos da he
teroestrutura pois, como mostramos no capítulo 4, as equações efetivM das 
funções envelope podem ser obtidas a partir da matrix de Kane, cujos autova
lores dão as dispersões das bandas. No capítulo 1 apresentamos a.~ hipóteses 
básicas da AMEFE e desenvolvemos o sistema de equações efetivM que são 
obedecidas pelas funções envelope. No capítulo 5 apresentamos o formalismo 
que desenvolvemos para incorporar o acoplamento r -X no modelo de massa 

1Como, por exemplo, a dependên,ia do sinal do termo de acoplamento em função do 
número de monoc!!IIladas entre interface•. 
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detiva. O capítulo 6 contém uma descrição do sistema onde aplicamos o 
nosso modelo de acoplamento 1'-X para o cálculo do excitou, bem como 
resultados e discussões. Finalmente apresentamos, no último capítulo, as 
conclusões do nosso trabalho. 
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2 Fundamentação Teórica 

O cristal é um sólido composto de átomos ordenados periodicamente 
no espaço. Podemos, a grosso modo, dividí-lo em dois sistemas: sistema 
eletrônico (elétrons de valência) e rede (íons). Resolver ab-ínitio a dinâmica 
do cristal é, no escopo da Mecânica Quântica, resolver o hamiltoniano do 
sistema considerando todos os seus operadores. Este hamiltoniano se escreve 

onde VEE é o potencial de interação entre elétrons, Vu é o termo equiva
lente para os íons e VEI é o potencial que acopla os íons aos elétrons. Na 
maioria dos fenômenos físicos de interesse em Estado Sólido, os sistemas 
envolvidos possuem um número muito grande de graus de liberdade (sis
temas macroscópicos ou mesoscópkos), o que torna intratável o problema 
matemático de diagonalização do hamiltoniano. Em consequência desta difi
culdade, sugeriu-se isolar os graus de liberdade relevantes para o fenômeno de 
interesse e tratar o resto do sistema como uma perturbação. Ainda assim al
gumas aproximações preservam um carácter bastante geral para os problemas 
e simplificam de maneira significativa o tratamento do sistema. Duas destas 
aproximações mais conhecidas são: Aproximação Adiabática e Aprox-imação 
de Campo A t~to-con.sistente. 

2.1 Aproximação Adiabática 

Esta aproximação foi desenvolvida por Born e Oppenheimer para o pro
blema de moléculas[21] e posteriormente estendida para sólidos[22]. A apro
ximação adiabática consiste em dividir o hamiltoniano total em sistema 
eletrônico e em sistema de íons, tomando como justificativa a diferença de 
massa entre eles. Como a massa dos íons é algumas ordens de grandeza 
superior à. massa dos elétrons, um pequeno deslocamento na configuração 
dos ions faz com que os elétrons se rearranjem em um tempo característico 
relativamente curto, durante o qual os íons praticamente não respondem ao 
movimento cletrônico. Esta diferença da dinâmica dos dois sistemas possi
bilita tratar a evolução temporal dos elétrons através de um hamiltoniano 
efetivo, onde as coordenadas dos Íons entram como parâmetros. Podemos 
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separar do hamiltoniano em (1) os termos que contenham as coordenadas 
e!etrônicas e, no potencial de interação VEr, substituir as variáveis dinâmicas 
dos íons R por parâmetros R.:. que especificam a configuração dos mesmos. 
Escrevendo o operador elelrônico efetivo, temos 

Ns p2 ~ 

H.;{,=[; 21 ~; + VEE(f) + VEI(f,R.J) (2) 

Uma ve7. escolhido o conjunto de valores R.:, teremos especificado comple
tamente H fi.,. Podemos, em princípio, diagonalizar este hamiltoniano e obter 

seus autoestados que dependerãD das coordenadas dos íons. Na prática, a 
sua resolução é uma tarefa impossível pois para cada conjunto de No tere
mos uma configuração diferente para o sistema eletrônico. Isto é contornado 
na aproximação eslática onde, ao invés de resolvermos o hamiltoniano para 
todas as configurações Ro, fixamos as coordenadas dos íons como sendo suas 
posições médias, isto é, o cristal assume a simetria da rede de Bravais. Na
turalmente esta configuração depende das condiçhes termodinâmicas (tem
pera.tura, pressãD, etc.) e também da interação com o sistema detrônico. Na 
aproximação adiabática chega-se ao mesmo hamiltoninano efetivo quando 
escolhemos a posição média dos íons, fln, para as coordenadas dos mesmos. 

Em posse dos autoestados de HfL podemos usá-los para definir o hamil

toniano dos Íons. A função de onda total do sistema, dentro da aproximação 
estática, é escrita como o produto direto da.~ funções de onda eletrõnica W(f) 
e iónica e(Rl 

(3) 

onde a e fJ denotam conjuntos completos de autoestados de II~ e do hamil

toniano efetivo pant o• íons, respectivamente. Embora a funçãD~e onda total 
possa ser escrita como produto das funções de onda dos dois sistemas, vemos 
que ainda persiste uma correlação entre eles pois o estado dos íons será de
termina<:lo pelo estado eletrônico, através do índice a. Em outras palavras, 
para cada configuração eletrônica. a teremos um hamiltoniano !{~on• para os 
Íons, que pode ser deduzido simplesmente aplicando o harniltoniano total (1) 
sobre o estado acima[23] 
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N 1 pz 
H:""'= L 2 ~. + Vft(R) + (Vlr)(R) 

J=l 1 

(4) 

onde a interação com os elétrons está inteiramente contida no último termo 

(5) 

Em geral, apenas os dois primeiros termos â direita da equação (4) são re
solvidos exatamente, enquanto que o termo de acoplamento acima é tratado 
perturbativamente. A energia total do sistema consiste na soma das energias 
dos elétrons e íons, E,13 = E~ 1 + r::r. Temos finalmente os dois problemas 
separados: primeiro resolvemos Hi e depois, usando as soluções eletrõnicas 

como parâmetros de entrada, resolvemos H!"~'. Desta forma determinamos 
os estados aproximados do problema. 

Os argumentos que sustentam a aproximação adiabática ou estática são 
argumentos qualitativos que, por si só, não conferem validade às aproxima
ções, mas em conjunto com a corroboração experimental, comprovam a sua 
aplicabilidade. 

Como estamos interessados em estudar apenas propriedades eletrônicas, 
abandonaremos a dinâmica do sistema iônico e continuaremos na próxima 
seção com o hamiltoniano da equação (2). 

2.2 Aproximação de Campo Auto-consistente 

Embora a aproximação adiabática tenha simplificado bastante o hamil
toniano ao separar a rede dos elétrons, ainda temos o problema de muitos 
corpos. A interação coulombia.na entre os elétrons faz com que a dinâmica 
seja correlacionada, tornando as equações extremamente complexas. Muitos 
modelos foram desenvolvidos para tratar o efeito de correlação e atualmente 
muita ênfase tem sido dada ws fenômenos caraderísticos de muitos corpos. 
Ponto de partida para entender estes sistemas são os modelos de Hartree e 
Hartree-Fock. 

2.2.1 Modelo de Hartree 

~te modelo consiste basicamente no an5alz de escrever a função de onda 
elet!6nica como produto tensorial das funções de onda de cada elétron[24[. 
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Estas funções de uma-partícula são obtidas minimizando a energia total do 
sistema 

1•1 ~ IJI~;) 

8(WIHIW) =o 

(6) 

(7) 

Para incorporar a ortonorma\idade das funções I.P,) no cá.lculovariadonal, 
são introduzidos multiplicadores de Lagrande E, e posteriormente estes são 
identificados corno auto-energias de um-e!étron 2 . As funções de onda obede
~m 

\

p' - , ,, ) 
-2 + Vor(r,J4,) + l:(.P1 II ,

1
11/'J) I.P•) = Eii.P•) 

m 
1

• 1 r r 
(8) 

A soma acima é feita sobre todos os estados ocupados, com exceção do próprio 
I.Pi)- A energia total do sistema é dada por 

(9) 

O segundo termo da equação acima tem, como efeito, cancelar parte da in
teração de pares de elétrons que entra duplamente na somatória das energias 
c;. A equação (8) pode ser ent<".ndida como um problema autoconsistente. O 
potencial de interação coulombiano que aparece em (8) depende das funções 
lv\), que são soluções da própria equação. Escolhido um conjunto inicial 

l\b;) 0 , calculamos o potencial coulombiano, resolvemos o sistema de equações 
acopladas (ou, equivalentemente, de autovalorcs), e obtemos um novo con

junto de funções 11/,;) 1 • A operação se repete até a convergência ser atingida, 
isto é, a diferença entre as somas das energias 2:" c~•) e En <~+I) ser insigni
ficante, onde as somas limitam-se iWS estados n de interesse. Desta forma, 
obtemos os estados eletrõnicos na aproximaçM> de Hartree. 

2.2.2 Modelo de Hartree-Fock 

Sabe?nos-q{; partículas idênticas são indistinguíveis. Formalmente isto 
leva a uma restrição sobre o espaço de conliguraçM> das partículas e pode 

"Teorema de Koopman 
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ser demonstrado que, para R? ou dimensões superiores, a função de onda, 
definida de forma univalente, deve ser simétrica ou antissimétrica em relação 
à permutação de partículas[25]. Os elétrons são férmions e, portanto, pos· 
suem função de onda antissimétrica. Esta propriedade de sistemas fermiônioos 
não é considerada no ansatz de Hartree (equação 6). Fock[26],por sua vez, 
estendeu este modelo para levar em conta o efeito da estatística dos elétrons. 
No modelo de Hartre<l·Fock a função de onda é antissimetrizada usando-se de
terminantes de Slater. Analogamente à aproximação de Hart~, minimiza-se 
a energia do sistema e obtém-se a equação para os estados [1/';) 

(10) 

A primeira somatória indni a interação coulombiana entre o elétrou no es· 
tado [,&;) e os demais. Este termo é chamado de interação direta. Já a 
segunda somatória, que aparece aqui mas não no modelo de Hartree, a<:opla 
os diversos estados [1/'j)· Este termo de carktcr não local é chamado de in· 
te ração de troca e surge devido à estatística dos elétrons. Slater[27] sugeriu a 
aproximação do termo de troca por um potencial proporcional a rair. cúbica 
da densidade de carga, eliminando desta maneira a complicação adicional 
devido ao carkter não-local da interação. Substituindo o potencial de troca 
por um termo proporcional a p113 recuperamos a equação de autovalor usual 
que, como no caso de Hartree, pode ser resolvida auto-consistentemente. 

Finalmente, transformamos o problema original de muitos elétrons em 
um problema autooonsistente de uma partícula. A partir desta aproximação 
podemos tratar o sistema eletrônico de forma apropriada. 

2.3 Simetria de Translação: Teorema de Bloch 

Dentro das aproximações adiabática e estática, os elétrons "enxergam" 
íons fixos €m posições de equilíbrio que formam a rede de Bravais. Con· 
sequentemente, a interaçã.o elétron-íon tem simetria de translação por ve
tores desta rede. Da mesma forma, a lnteração elétron-elétron, que na 
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equação (10) foi substituída pelo campo auto-consistente, será invariante 
também sob translações da rede. Em 1928, Bloch, analisando estaJJ simetrias 
do cristal, conseguiu explicar qualitativamente a diferença entre isolantes e 
condutores[28]. Ele partiu da análise de Fourier da equação de Schrõdinger 
e mostrou o aparecimento de um gap de energia na estrutura de níveis que 
determina, juntamente com o número de elétrons por célula unitária, a na
tureza do sólido. Bloch demonstrou quf' a função de onda eletrônica, sujeita 
a potenciais periódicos, pode ser escrita como 

(rl4>nk) = )Ne;krUnk(r) (11) 

onde Unk(r) é uma função com a mesma periodicidade da rede. Este resultaào 
é conhecido como Teorema de Hloch. O vetor de onda k aparece corno um 
número quântico no espaço recíproco que. no esquema de zona reduzida, 
é definido dentro da primeira 7-ona de Brillouin do cristal. Este vetor e 
o índice de banda n definem os chamaàos estados de Bloch lnk) e, nesta 
representação, identificam todos os estados eletrônicos do cristal. 

2.4 Estados Excitados: Excitons 

As equações de Hartree-Fock são úteis para o cálculo apenaJJ do estado 
fundamental do ctistal, pois se baseam na minimização da energia total do 
sistema. Os estados excitados são, em geral, muito mal descritos por estas 
equações, principalmente para materiais semicondutores, que possuem gap 
finito. Nestes materiais, as excitações de mais baixa energia desempenham 
um papel fundamental em muitas propriedades do cristal. Ilistorkamcnte 
o estudo d..,stas excitações começou com Frenkel em 1931[29]. Ele propôs a 
existência de estados excitados do sistema eletrõnico que não participavam 
da condução elétrka. Estas excitações do cristal são chamadas de excilonfi. 
Os exéitons podem ser entendidos como excitações elementares formadas 
por pares de elétrons e buracos que interagem através do potencial coulom
bia.fo. O movimento reduzido destes pares de partículas é quantizado em 
níveis hidrogenóides enquanto que seu centro de massa se propaga como 
uma partícula livre. 

As equações de Hartree-Fock não prevêem a formação dos excitons pois 
superestimam a repulsão entre os elétrons ao escrever a função de onda como 
um único determinante de Slater. Em um cálculo exato, esta função de onda 
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é uma combinação linear de vários determinantes com todas as possíveis 
ocupações dos estados de uma-partícula. Mas para o cálculo do exdton 
trunca-se a base de estados de muitos-corpos. Apenas estados correspon
dentes a excitações de pares elétron-buraco são considerados, isto é, ao invés 
de tratar a interação entre N elétrons trata-se a interação entre duas quase
partículas. 

Naturalmente as funções de B!och são usadas como base de funções de 
uma-partícula, pois já incluem parte da interação elctrônica através da apro
ximação de campo auto-consistente. O harniltoniano, na representação de 
operadores fermiõnicos, se escreve 

H'1 
= L (ktlhlkz)ak, ak, + ~ L L (k, k,IVIk3f4)al, al,ak,ak, (12) 

.,., l<,k, k,k, 

Aqui os k's são abreviações dos números quânticos de banda n, vetor de 
onda k e spin fJ. O primeiro termo do hamiltoniano contem potenciais de 
uma-partícula. Está incluída aí a interação elétron-rede estática. O segundo 
termo descreve a interação coulombiana V = e2 /lr- r' I entre os elétrons. As 
excitações elétron-buraco consideradas são descritas pelos estados 

{13) 

onde IWo) é o estado fundamental do cristal (banda de valência preenchida). 
Em leu), um elétron é retirado da banda de valência com número quâJltico 
k~ e colocado na banda de condução com ko. 

Superfície de Fermi: 

o 
lli'o) 

O elétron fora da superfície de Fermi é espalhado devido à interação com 
os elétrons restantes e, portanto, estas excitações possuem um tempo de 
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vida finito. O estado estacionário do sistema será uma combinação destas 
excitações 

(14) 

A equação de autovalores pode ser obtida aplicando-se o hamiltoniano (12) 
sobre o estado acima. Obtemos assim 

L4>(c'v')(cu!H'1Ic'v') = Etj>(cu) ( 15} 

O elemento de matriz da somatória é composto de termos de urna--parlícu
la e outros de duas-partículas, que são calculados no apêndice A. Usando os 
resultados obtidos podemos expressar este elemento como 

(cv'!VIvc')- (cv'IVIc'v) 

+ l(cih)d) + ~ { (ck)V)o'k)- (ck)V)kd))) h,,, 

{ (v'lhlv) + ~ { (v'kiVIvk)- (v'kiVIkv)}} Óc'c 

+ 1,, 1'''' ) 
Líklhlk) + -L L { (kk'IVIkk') - íkk'IVIk'k) J c"'"óc~c 

k 2 k k• 

(16) 

Como o hamiltoniano possui simetria de translação, o velo r de onda total 
é um bom número quântico. Podemos, em (On•equência disto. resolver o 
problema dentro de sub-espaços determinados por este vetor de onda. O 
estado lvc) terá momento total k,- k}. Apenas estados lvc) e lv'c') qu<: 
satisfaçam kc- k. = k,, - kv' são acoplados pelo hami!toniano. Esta relação 
entre os vetores de onda implica em 

( l 7) 

Podemos com isto reescrever o elemento de matriz como 
30s buraoos contribuem oom spin e momento negativos em relação ao elétron. 
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(cv]W1]dv') = (cv'IV]vd)- (cv'jV]dv) 

+ { (c]h]c) + t {{ckjV]ck)- (ckjV]kc)}} fi~·vfi<'c 

{ {vlhlv) + ~ {(vkjV]vk)- (vkjV]kv)J} fj",Ji<'c 

+ {"E(k]h]k) +~I: I: {{kk'IV]kk')- {kk'IV]k'k)}) Ôu•uÓc'o 
k 2 k k' 

(18) 

Cada termo desta equação pode ser interpretado através da aproximação 
de Ha.rtree-Fock. O último termo desta expressão oontF.m somatórias que 
podem ser identificadas como a energia do estado fundamental do cristal E{;. 
O antepenúltimo termo corresponde à diferença entre a energia do sistema 
com N + 1 elétrons (um dos quais na banda de condução com número quántko 
k,) e com N elétrons: EN+1(k,)- E(/. Já o penúltimo termo é a diferença 
E{/- EN-'(ku). Reescrevendo, temos 

{cv]H'11c'v') {EN+1(k,) + eN-1(k,)- E{/}f>u•vfi<'c 

+ {cv'IV]vc')- (cv'IVIc'v) (19) 

os índices {c, c', v, v'} carregam também o número quântico de spin. Expli
citando esta dependência e assumindo que o potencial V seja escalar, isto é, 
não atue sobre os spins, teremos 

( k,u ckvO"v I W11 k~u~k~u~) - {EN +t ( k,) + EN -I( kv) - E{,"} lik),k. Sk~k, <5~:~. 6~;~, 

+ (kek~IVIk,k~)"~:~~li~.~, 

(kok~ lVI k:kv )S~;a, .Ía;~, (20) 

O elemento do; matrix pode ser tabelado da seguinte forma, para todos 
os possíveis valores de spin (u0uv,U0•Uv•): 
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(JI<l) ti ll li 11 

li A+B B o o 
ll B A+B o o 
ti o o A o 
li o o o A 

com A= {EN+l(ko) + eN-1(kv)- E{;'}li<,k,li<;k,- (k,k~IVIk:kv) 

B = (k,k:IVIkvk;) 

Tendo em vista a tabela acima podemos fazer uma transfomação de ba.sc 
nolespaço de spin de modo a diagonalizar parte do Hamiltoniano. Os estados 
da" nova ba.se são escritos como, 

IM=O) - ),tllli+I!!IJ 
IM= I) - 1111 
IM=2) ~ I !TI 
IM=3) ),tllll -I!!)) (21) 

Estes elementos M = O, 1, 2, 3 são todos autoestados do operador de spin 
total S 2 • Como este operador comuta com o hamiltoniano4 , seus autoestados 
serão também autoestados de H <i. O estado M = O corresponde ao singleto. 
Já M = 1, 2,3 correspondem às componentes do tripleto. Assim, ao escrever 
o hamiltoniano nesla base, desacoplamos os sub-espaços de spin. O elemento 
de matriz é dado por 

(22) 

que nos permite reescrever a equação (15) como 

•na conservaçao do spin total do sistema. 
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onde definimos CM(kckv, k~k~) = 2(k,k~IVIkvk:)liM,o- (k,k~IVIk:k~). 

É importMte notar nestas equações que somente o estado singleto do 
exciton carrega o termo de troca {kcl<.IVIk~k~). Em geral, o termo de troca 
é rnuiio menor que o termo direto e não o levaremos em consideração neste 
trabalho. A análise deste termo podo ser encontrada na ref.[31]. Para os 
estados do triplcto podemos escrever que 

(24) 

Nesta etapa é útil distinguir dois tipos de excitons: aqueles em que a 
interação de coulomb entre elétron e buraco no meio cristalino é baRtante forte 
e portanto possuem um raio pouco maior que as distâncias interatômicas, e 
aqueles em que o raio é bem maior que esta distância c, portanto, não sentem 
as variações microscópicas do potencial cristalino, mas sim um potencial 
espacial médio. Aqueles são chamados de E:rcitons de Frenkel e estes últimos 
de Excitons de Wann;er. No apêndice B mostramos que, para excitons de 
Wannier, a transformada de Fourier da equação (24) pode ser calculada na 
aproximação de massa efetiva c reescrita como 

{ EN+I(-iV.)+EN-I(+iVk)- I e' 1 )w;~c(f 0 ,fh)=(E+EÕ"')ifl~,(r.,r~,) < r, fh 
(25) 

Nesta equação a banda de condução EN+1(kc) c de valência EN-1(kv) 
aparecem como operadores sobre a função de onda excitônica 

W,x,{r.,rh) = L ,PM(k,kv)e•"k.-·r,-•k.·r• 
k.k, 

(26) 

No caso de hcterojunçôes de materiais, a simetria de translaç.ão na direção 
de crescimento (z) da estrutura é quebrada. A componente do vetor de 
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onda total do excitou nesta direçã.o já não é um bom número quântico e os 
estados estadonários são formados por combinações de funções de onda com 
diferentes K. 's. No entanto, assume-se que a equação (25) continua. válida. 
para. cada um dos materiais. A descontinuidade dos potenciais cristalinos 
entra nesta equação através dos parâmetros efetivos que descrevem a banda 
de condução e de valéncia. A constante dielétrica ~ também é função do 
material. 
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3 Modelo de Kane 

Em muitas aplicações em semicondutores, as perturbações externas ex
citam apenas estados próximos aos extremos das bandas de valência e de 
condução (próximos ao gap). Neste caso, modelos aproximativos relativa
mente simples podem ser desenvolvidos para estudar os semicondutores. 
Estes estados são também os mais relevantes para calcularmos os estados 
em heteroestruturas. 

Medidas experimentais da estrutura de bandas nos pontos de mínimos 
e máximos, onde a densidade de estados é relativamente alta, são de fM:il 
acesso e caracterizam muito bem os estados correspondentes a estes pontos. 
Cálculos de Tight-binding semi-empíricos (referência [33), por exemplo), ali
ados às medidas expocrimentais, fornecem informações sobre a simetria das 

·, funções de Bloch em toda a zona de Hrillouin. 
Complementando aproximações do lipo Tight-binding, alguns outros mt,. 

todos foram desenvolvidos para o cálculo apenas dos estados próximos a 
pontos de alta simetria ou extremos de banda. Um dos métodos mais im
portantes para este fim é o chamado método k · p[34], que tem sido u
sado desde as primeiras tentativas de entender a estrutura eletrônica dos 
materiais[35, 36, 37]. 

3.1 Método k · p 

O hamiltoniano dos elétrons no cristal pode ser escrito como 

(27) 

onde apenas a correção relativística de acoplamento spin-ó•·bita foi induída[:J8]. 
O potencial entre o elétron e a rede estática, assim como a interação entre 
elétrons via aproximação de campo auto-consistente, estão representados no 
hamiltoniano adma por V{r). Aplicando este hamiltoniano na função de 
Bloch (equação 11) c operando explicitamente as derivadas sobre a onda 
plana, obtemos 

{ HQ1 + W(k)} u~k(r) = Eunk(r) (28) 
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oom 

W(k) (29) 

(30) 

_____ //A equação (28) é definida dentro da célula unitária e com condições de 
contorno periódica.~. H[/ é o hamiltoniano original, agora aplicado sobre 
ttnk(r). W(k) é uma termo adicional dependente de k, que aparece na 
equação devido à aplicação da derivada sobre a onda plana da função de 
Bloch. O hamiltoniano em (28) é chamado de hamiltoniano k · p. Luttinger 
e Kohn demonstraram que o conjunto de soluções { unk(r); n = 1, 2, ... } desta 
equação para um valor qualquer de k forma uma base completa[39]. Ou seja, 
podemos expandir as soluções de (28) para qualquer k em termos da base 
gerada pelas soluções em r, por exemplo. Tratando o termo adicional W(k) 
como perturbação, os estados de Bloch próximos a estes extremos podem ser 
calculados. Em geral, perturbação de segunda ordem é usada e o tensor de 
massa efetiva aparece nas equações. 

3.2 Matriz de Kane 

Em 1957 Kane[40] introduziu um método diferente para resolver a equação 
(28). Ele utilizou o método de Lõwdin[41] para tratar a perturbação W(k). 
Neste método, oo estados do sistema são classificados em dois tipos: aquR
les que são fortemente acoplados entre si através da perturbação, e aqueles 
fra.;amente a.;oplados. Kane considerou que apenas as funções de Bloch 
das bandas r 6, r,, rs no centro de zona pertenciam ao primeiro tipo, en
quanto que o restante das bandas eram classificadas como do segundo tipo. 
Em seguida diagonalizou exatamente o hamiltoniano (28) no subespaço de 
r 6• r,, r s· No modelo de Kane, a interação das bandas deste subespaço com 
as bandas remotas é tratada como perturbação. Este método é muito útil 
para descrever os estados dentro da zona de Brillouin próximos à origem do 
espaço recíproco. 

Através do cálculo de Tight-binding, sabemos que as funções de Bloch 
no extremo da banda de condução (valência) são predominantemente uma 
combinação linear a.nti-Iigante (ligante) dos orbitais atómicos tipo s (p) do 
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Is> (2) !iS> (2) 
E, l E, 

I 1312,m> (4) 
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"' ' / E, 

I P > (6) 
-... -................ 

2M3 

1112,m> (2) 

Sem spin-órbita Com spin-órbita 

Figura 4: Níveis de energia dos extremos de banda sem e com interação spin
órbita. Ea é a energia de gap do material e l:J. a separação enlre as bandas de 
bura.:o leve/pesado e a banda de split-off. O número entre parênteses indica 
a degenerescência do nível. 

cátion e do ânion. Quando incluimos a interação spin-órbita, os estados de 
valência que são degenerados em spin, se misturam, originando autoestados 
do pseudo-momento angular total J. 

Considerando a simelria destes estados e seus níveis de ene1gia, a matriz 
do hamiltoniano neste subespaço se escreve como na figura 5[42], onde k± = 
(k~ ± ik")/ v'2 e P é o elemento de matriz de Kane: 

' ' ' P = --(Sjp,IX) = --(SipyiY) = --(Sip,IZ) 
m m m 

Pode ser demonstrado que o termo de ~pin-órbita fora do centro de zona, 
que aparece em W(k), é muito menor qne os doia outros termos de W(k). 
Por isto ele foi desprezado no cálculo dos elementos de matriz da fignra5. 
Definindo o termo 

.\(k) = E(k)- li2P 
2m 

(31) 

e diagonalizando <>..sta matriz, obtemos o seguinte conjunto de equações que 
descrevem a!! dispersões E(k) das bandas rs, r,, r 8 
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(H I I l'llt' A1k' .Jl'· " " " " " ' -•,-A+- ' :)i' ~. -

' if"~· 
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a--~~ " • " • '"· " 

... -··-'~ • 
o.-u -Jf I'Ak, " • " ' A'k' 

-~k, " • -•0 -ó+-.;, · 2m, 

Figura 5; Matriz do hamiltoniano. O zero de energia é tomado como sendo no 
fundo da banda de condução. Os vetores de base estão ordenados da seguinte 
forma:jiS j),j3/2, 1/2),13/2, 3/2),11/2, 1/2),ji8 t),l3/2, -1/2),13/2, -3/2) e 
II/2,-1/2). 

.\(k) = -Ea (32) 

.\(k){ .\(k) + Ea}{ .\(k) + Ea + ~} = li2k2 P2 P,(k) + Ea + 2~/3} (33) 

onde cada uma delas é duplamente degenerada. O primeiro fato a ser ressal
tado é que as dispersões independem da orientação do vetor k. Dependem 
apenas do seu módulo k = lkj. Isto significa que o modelo de Kane, na 
sua forma mais simples sem inclusão das bandas remotas, leva a dispersões 
isotrópicas. Na verdade, os semicondutores III-V apresentam anisotropia5 • 

Outro aspecto falho do modelo de Kane, na sua forma simples, se refere à 
dispersão do bura.:o pesado (equação 32), que é igual a dispersão de elétron 
livre. 

Estes problemas são corrigidos se induimos a interação dos estados do 
subespaço em torno do gap com as outras bandas. Podemos desenvolver 
uma hamiltoniano efetivo, dentro de r 6 , r 7 , I'8 , que inclui a intet<l.ção com 
estas bandas remotas perturbativamentel421, seguindo o modelo de Lõwdin. 

As dispersões em (33) são uma boa aproximação para a estrutura real na 
região em torno do centro de zona. A diferença entre a dispersão real, e a 

"P<incipa.lmente nas bandas de valência. 
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Figura 6: Comparação entre as dispersões do modelo de Kane (curvas pon
tilhadas) e do cálculo de Tight-binding (curvas cheias). Valores imaginários 
de kz correspondem a estados evanescentes. 

dispersão no modelo de Kane, cresce à medida em que aumentamos lkl. Isto 
acontece porque o termo adicional W(k), que acopla r 6 , I'7 e I'8 , aumenta e 
passa a ser comparável à diferença de energia entre estas bandas e as bandas 
remotas. Consequentemente o acoplamento entre este subespaço e as outras 
bandas se torna mais forte e a truncagem em r 6, r 7 e rs passa a não descrever 
apropriadamente as dispersões. 

Na figura 6, a estrutura de bamla do GaAs e do AlAs, dada por Kane, é 
comparada ao resultado equivalente obtido pelo método Tight-binding[43]. 

Vemos que para k's pequenos {reais ou imaginários) as dispersões, dada.s 
por (33), são muito boas. De forma que os estados próximos ao ponto r são 
bem caracterizados por este modelo. Conhecer bem estes estados é de fun
damental importí\.ncia ao tratar as heteroestruturas scmicondutoras. Nestes 
materiais os estados cletrônicos são construídos a partir das funções de Bloch 
dos ma1.eriais ho.~pedeiros. Tanto as soluções propagativas do bulk, quanto 
as evanescentes, contribuem pa.ra a heteroestrut.ura pois, neste materiais, as 
novas condições de contorno fazem com que ambos os tipos de funções de 
onda tenham significado físico. 
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4 Heterojunções 

Com o advento das técnica.~ modernas de crescimento de materiais (por 
exemplo, MBE6 e MOCVD7 ), tornou-se possível a fabricação de estruturas 
compostas de junções de diversos cristais. Estes novos materiais são chama
doe de heteroe~trutura~. Nos Ca.'50S em que a diferença entre a.'5 constantes 
de rede dos vários cristais que formam a heteroestrutura é pequena, os de
feitos cristalinos que aparecem no material, devido ao descasamento destas 
constantes, podem ser ba.'5tante minimizados. Estes defeitos aumentam a 
largura de linha dos níveis elctrônicos (ou equivalentemente, diminuem o 
tempo de vida dos elétrons nos estados correspondentes) e com isto preju
dicam o estudo destes materiais. 

As propriedades eletrônicas dru; heteroestruturas podem ser controlada.-5 
através dos parâmetros das amostras: material hospedeiro, larguras de ca
madas, dopagens, etc. 

'·" loSo • 
"' "' 0.0 

~ • 
uf2.0 •• ' > s 
~ ~ ' • ' " ' ' I 3 1 .o • 
" ' • ' 

'""" ' " " " '" " '' '' '" '' ... '' Lotlfce colistants tÁ) 

Figura 7: Gap e constante de rede para alguns semicondutores de interesse. 

Os semicondutores GaAs e AlAs possuem parâmetros de rede muito 
próximos, com um descasamento em torno de 0.1% (Ver gráfico da figura 
7). São, portanto, excelentes candidatos para compor heteroestruturas livres 
de defeitos. IJe fato, a maior parte da pesquisa realizada em nanoestru-

6Molecular-Beam Epitaxy 
7Matalorgauic Chemical Vapor Oepooition 
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1~ • 
Figura 8: lnlerface entre GaAs e AIAs. A direçiio de crescinwnto é a (100) 
(por convenção aqui, dxo z). Círculos Vi\7,Ío~ representam o ânion comum 
As, círculos cheios os átomos de Ga e círculos hadmraclos os átomos de AI. 

tur<U> utiliza, como materiais hospedeiros, estes materiais e também a liga 
AI~Ga 1 -~As, \.ratada dentro da aproximação de cristal virl.uaL No nosso 
trabalho também estudamos sistemas que são compostos por estes semicon
dutores. 

A região espacial de transição entre materiais qne formam a estrutura é 
chamada de hfietojunção. As heterojunções, em amostras de alta qualidade, 
podem ter largura de apenas alguma.• monocamada.,~. Durante o nesdmento 
da amostra, existe difusão de átomos d<.> um material para o outro, que se 
traduz em flutuações das larguras das camadas dos hospedeiros e na formação 
de ilhas na região de interface. Mas estes defeitos de desordem podem ser 
minimizados durante o processo de crescimento através da interrupção dos 
fluxos dos gases que são usados para compor os materiais[44). Desta fmma., 
amostra.s com interfaces relativamente abrnpta.s podem ser crescidas pelos 
métodos mencionados acima. Na figura 8 mostramos uma hetero junção ideal 
entre GaAs c AIAs 

As interfaces quehram a simetria de translaç~o espada! na direçiío de 
crescimento. O han1iltoniano da heterocstrutura rellete esta nova simetria e, 
em decorrência. o teorema de Bloch, na direção z, não é mais válido. Isto sig
nifica que as funções de Bloch dos bulks se misturam para formar os estados 
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Figura 9: Rede de Bravais no plano xy. Os vet.ores unitârios são a1 = 
a/2(1,1,0) e a2 = a/2(-1,1,0). Os vetares da rede são A= n,a, +n2a2, 
onde n, e n2 são inteiros. 

estaçionários do novo materiaL A periodicidade no plano perpendicular a z 
se mantém. Isto implica em dizer que os vetares de onda kx e ky continuam 
sendo bons números quânticos do sistema. A junção da figura 8 define uma 
rede de Bravais no plano xy, conforme podemos observar pela figure 9. 

O teorema de Hloch, aplicado ao plano perpendicular, nos diz que o estado 
eletrônico I<P) pode ser escrito como 

(34) 

com 

(35) 

nes!.M expressões p é o vetar posição no plano xy e S é a área perpendicular 
da heteroestrutura. A função Çk~ (p, z) pode ser escrita na base de funções 
de Bloch (equação 11) dos materiais hospedeiros 

(36) 
M'""G4A>,AIA• n k, 

onde apareCPH! a "omatória sobre os materiais, sohre as bandas e sobre a com
ponente k, do vetor de onda. A componente perpendicular k_t está restrita 
à zona de Brillouin da beteroestrutura (mini-zona de Bril/ouin). 
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Figura 10: Zona de Brillouin da hel.eroestrulura (quadrado iuterno) e inter
secção da zona de Brillouin do bu!k com o plano k~k" (octágono elCterno). 

Os estados de hulk cmol.idos n~ ?.Olllt de llrillonin odgilml são rebatid<~~ 
para dentro dn mini-zona e, il.queles que caem no rne~mo pont.o kJ., são mis
tur~~<los na comhinação liuear em (:l6). No caso <l<' um f!OÇO ~"ântir.o!, toda 
a zona de Urillonin do bulk rolapsa para o plauo lo~!:", nnUII."ndo invari
ante o vetor de onda. perpendicular de cada estado. NM .5!!.]!el'!'tdeR, a zona 
de Brillouin é dobrada para a mini-zona aJravés dos vetor<'s da nova rede 
recíproca, mantendo novamente os vetorcs kJ. inalterados. D<:sta forma, to
dos os estados do bu!k são empacotados dentro da mini-zona de Brillouin da 
heteroestrutura (figuras 10 e 11). 

Através de argumentos de simetria espacial, percebemos que apenas os 
est>ulos de btt!k com k~ "" k~ = O serfLO ac"plados com 0!1 e~tados no ponto 
r. Isto acontece em particular com os estados em X, e -X., no extremo 
de zona. A intensidade deste acoplamento é, em gera!, fraca. Contudo seus 
efeitos serão importantes quando a separação em em,rgia dos estados for 
pequena. Em alguns sistemas de interesse (GaAs/ AlAs, por exemplo) este 
acoplamento é forte o suficiente para set· ohsm·vad() cxperinwnta!mcnte. 

Corno os P"lltos Xx e X" podem ser unidos por uma reta vertical em k., 
eles também serão açop!ados pelas interfaces, no processo de dobramento de 

8Sanduíches de materiais. 
9 Sequência periódi<a de poços quânticos. 
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FigHI'a. 11: Estados dos bulka empacotados dentro da miui-zona de Bdllouin. 

bandas (ver figura 12). 
I~ importante notar que, ~e a heteroeatrutura é crcsdda em uma outra 

direçíio, toda a análise feita aqui é válidl\ mas o acopll\mento se dará entre 
estados distintos. Por exern pio, so a direçiío de crescim~Jnto fosse (III), então 
os estados no ponto r se aooplariaru com aqueles em L. 
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Figura 12: Zonas de Brillouin vizinhas. Alguns pontos de alta simetria são 
mostrados. Na heteroestrutura os pontos r e X se acoplam, bem como Xx e 
X,. 
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5 Aproximação de Massa Efetiva e Função 
Envelope 

Desde o surgimento das primeiras heteroestruturas após o célebre artigo 
de L. Esaki e Tsu[l], muitos esforços têm sido realizados no sentido de com
preender as propriedades eletrônicas destes materiais. Os primeiros cálculos 
teóricos foram baseados na descrição do sistema a partir de sua composição 
microscópica. O método de Tight-binding empírico foi muito utilizado para 
este fim[45, 46]. Nele, a heteroestrutura é modelada como sendo um ma· 
teria! tipo bulk, com uma célula unitária composta de vários átomos. Os 
níveis eletrônicos da estrutura são formados a partir dos orbitais atómicos. 
No princípio, pelo fato das células unitárias conterem um número muito 
grande de átomos, esta abordagem teórica pareceu limitada às superredes 
com períodos curtos apenas. No entanto, Chang e Schu!man mostraram 
corno contornar este problema intrínsioo do Tight-binding[47], 

Outro método utilizado também para descrever as nanoestruturas é o 
chamado método de pseudo-pot~ncia/[48, 49]. Tal como o Tight-binding, 
este método parte da descrição microscópica do material. 

Embora estes métodos microscópicos sejam capazes de descrever os es
tados em toda a mini-zona de Brillouin, eles apresentam, em contrapartida, 
algumas limitações que restringem sua aplicabilidade. Eles, por exemplo, sim 
de difícil aplicação para cálculos auto-consistentes em heteroestruturas que 
possuam dopagens. Também não se aplicam, de maneira natural, ao estudo 
destes materiais na presença de campos externos. 

Em oposição à abordagem microscópica, existe outro formalismo que se 
apóia fortemente na descdçii<J da heteroestrutura através dos parâmetros 
dos materiais hospedeiros. Este formalismo é chamado de Aproximação de 
Massa Efetiva e Função Envelope (AMEFE). Nele, os estados do material 
são descritos em termos das funçôes de Bloch em torno de um ponto de alta 
simetria da zona. de Brillouin dos cristais constituintes (ponto r, usualmente). 
Antes de ser aplicada à..• heteroestruturas, a AMEFE já era utilizada em 
diversos problemas relativos ao bulk. Luttinger e Kohn utilizaram-na para. 
descrever os estado~ eletrônicos do bulk na. presença de campos externos[39]. 
A AMEFE foi também usada para calcular os níveis ligados de impurezas 
rasas em semicondutores10 , bem como para descrever o movimento relativo 

10Este problema, aliás, esteve na origem do desenvolvimento da aproximação de massa 
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de excitons11 . 

Smith e Ma.ilhiot resumem, em seu trabalho[50], os métodos teóricos geral
mente adotados para tratar os sistemas de baixa dimensiona!idade, em par
ticular as superredes. Neste trabalho, os autores dão ênfase à diferenciação 
das duas abordagens possíveis no escopo dOii modelos empíricos: cálculos 
microscópicos (supercell approach) e cálculos através da AMEFE (boundary 
conditions approa.:h). No nosso trabalho, vamos utilizar a AMEFE. 

5.1 Funções Envelope 

A seguir, deduziremos a forma geral das funções de onda para heteroestru
turas na presença de um campo externo, que no hamiltoniano será represen
tado por U(r) 

(37) 

Na expressão acima, as funções Y's assumem o valor 1 se o argumento é ver
dadeiro e O, caso contrário. As letras A e B denotam os diferentes materiais 
hospedeiros. As várias camadas que constituem a heteroestrutura são con
sideradas como bulks na AMEFE. Assume-se que suas propriedades físicas 
são determinadas pelos estados de Bloch. 

Como no modelo de Kane[34], o subespaço relevante para descrever os 
níveis eletrônicos em torno do gap é formado pelos estados próximos aos 
extremos das bandas fs,fr e fs. A expansão da função de onda <p(r) da 
heteroestrutura é então escrita como 

onde .r;ks são as funções de Bloch dos hospedeiros A,Be n=1'6 ,f7 e f 8 . No 
caso de um potencial genérico U(r), mesmo a simetria transla.:ionalno plano 
xy é quebrada, e a somatória sobre os k's incluem termo.o com diferentes 
componentes perpendiculares. Se o potencial depende só da coordenada ~, 
então a simetria no plano xy é recuperada e a somatória sobre 0.5 vetores 
de onda se reduz à somatoria sobre k,. Ainda, se desligamos a perturbação 

efetiva. 
11 Ver Fundamentação Teórica, Estados excitados' Exciton.'l. 
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U(r), esta somatória se restringe a alguns pontos da dispersão dos materiais. 
Estes pontos do espaço recíproco satisfazem a seguinte relação: 

E = EA,B(knjA,B k ) 
k~ n z > .I. (39) 

onde o termo da direita representa a dispersão da banda. de índice n e E é uma 
determinada autoenergia da heteroestrutura. Os estados de Bloch evanes
centes, que são soluções da equação (39) com k;IA.B imaginários também 
entram na somatória em (38). 

Voltemos agora. para o problema original com U(r) genérico. No a.pêndice 
C mostramos que, quanto mais lentamente variável é o potencial externo, 
menor é o acoplamento entre as funções de Bloch. Isto significa que, se 
U(r) varia lentamente dentro da célula unitária, os coeficientes <;h:·8 (k) são 
significativos somente quando o vetor k correspondente está situado próximo 
ao ponto da zona de Bril\ouin em torno do qual construimos os estados 
<p(r)'~. Assumindo, a partir deste ponto, que estamos tratando de potenciais 
externos lentamente variáveis, podemos substituir a parte periódica u,.k das 
funções de Bloch que aparecem em (38) pelo seu valor em r, sem comeler 
erros significativos 

u:~,;
8
(r)""' u:[-8 (r) 

Usi!Jldo esta. aproximação na equação (38), temos 

<p(r) ~ ~ { ~ <;h~(kkkr} u:r(r)Y(r E A) 

(40) 

+ ~~{t:<;h~(k)e'kr}u~r(r)Y(rEB) (41) 

Os termos entre chaves só envolvem somatórias de ondas planas com ve
tores de onda pequenos. Consequentemente estas funções variam lentamente 
no espaço. Definindo a função envelope 

F_;l·8 (r) = Jv t: <;/J~'B(k)e'kr 
podemos reescrever o estado <p(r) como 
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Nesta etapa introduzimos mais uma da.; suposições da AMEFE. Assumi
mos que no centro de zona, os estados de mesma simetria, i.e. mesmo índice 
de banda, nos diferentes materiais, são iguais. Isto equivale a escrever 

(44) 

para todos os valores no índice n, dentro do subespaço considerado. A su
posição acima se verifica para um conjunto bastante amplo de junções enlre 
semicondutores III. V e II-VI. A validade desta aproximação pode ser testada 
indiretamente através do elemento de matriz de Kane12 P, que por sua vez 
é obtido experimentalmente através de medidas da massa efetiva e\etrônica. 
Na tabela abaixo seguem os valores deste elemento de matriz para alguns 
semicondutores típicos 

Elemento de Matriz de Kane (Tabela 1) 

Com exceção de InP, todos os semicondutores listados adma possuem 
elementos de matriz de Kane próximos entre si. Esta tabela mostra que 
a equação (44) é válida para junções destes materiais. Uma consequência 
desta suposição sobre as {unções de Bloch dos materiais hopedeiros é mani
festada diretamente sobre as condições de contorno da.~ funções envelope nas 
interfaces. A função de onda total do elétron deve, claramente, ser contínua 

~·1 ~ e'l interf<><• int•rfaoe 
(45) 

o que pode ser reescrito como 

L { F,;(r)- F:(rl} Unr(r) (46) 
n intorfae< 

~~~~~~ 1 ~Est.e elemento de matria foi definido na seção Modelo de Kane. 
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Nesta equação, a igualdade em (44) já foi usada. Como as funções u,.r's são 
linearmente independentes, a única possibilidade de satisfazer identicamente 
a equação acima é se impusermos a continuidade das funções envelope. Isto ,, 

FA(r)l = FB(r)l 
n intorfaco n interface 

(47) 

para cada banda n. Podemos usar a equação (41) e escrever a função en· 
velope, definida em toda a estrutura, como F,.(r) = J<~(r)Y(r E A) + 
F!(r)Y(r E B) de modo a simplificar a expressão da função de onda eletrônica: 

<p(r) = v'nL F,.(r)u,.r(r) (48) 

que é, finalmente, a expressão final na AMEFE. A função de onda total é 
escrita como o produto de uma função lentamente variável no espaço (função 
envelope) por uma rapidamente variável (parte periódica da função de Bloch). 
Embora a aproximação em (44) tenha levado à expressão final para <p(r), 
ela não é essencial. Smith e Mailhiot desenvolveram outro formalismo de 
massa efetiva e função envelope em que esta condição é relaxarla[50, 52]. 
Contudo, os resultarlos obtidos por este formalismo não diferem significati
vamente da<judes obtidos assumindo a condição (44) que, por levar a um 
formalismo mais simples, é amplamente adotada. 

5.2 Equações Efetivas 

Resta agora deduzir as equações efetivas para estas funções envelope. 
Podemos obtê-las minimizando a energia total do sistema 

(49) 

que define um funcional (H) sobre as possíveis F,.'s e F,::'s. A minimização 
deste funcional está sujeita à restrição de normalização da função de onda 

(50) 

Esta condição pode ser incluída em (H} através da introdução do multipli
cador de Lagrange E. O novo funcional (H'} se escreve como 
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(51) 

que pode ser minimizado usando-se o cálculo variadonal usual 

(52) 

Esta última equação já lembra uma equação de auto valor em E. Na verdade, 
pode-se mostrar que a minimização de (49), sujeita à condição (50), é mate
maticamente equivalente a um problema de autovalores, onde o parâmetro 
de Lagrange é identificado como sendo os autova\ores[53]. Os funcionais 
envolvidos na expressão acima são calculados no apêndice D e reescritos 
abaixo 

(cplcp) j rPr L F,:"(r)F,.(r) 
" 

(53) 

{cpiHH"'Icp) j J>r ~ { Enr(z)F,:"Fn + F,:" :: Fn + F,:UFn} 

+ J tf1• ..!:._ 2: "E Pnn' · (F,:"pJ<-:,,) (54) 
m n n' 

Nesta equação, os parâmetros dos materiais hospedeiros aparecem através 
de E,r(z), extremos de banda no centro de zona, e através dos momentos 
de di pólo p,.,.,. Substituindo estes resultados na equação (52) e prosseguindo 
com o câ.lculo variadonal, ternos 

{.i_+ E,r(z) + U(r)} F,(r) + ..!:._ :LPmt' · pFn•(r) = EF,(r) (55) 
2m m n' 

para cada índice de banda n. A expressão açima representa um conjunto de 8 
(r 6 , r 7 e r 8 ) equações diferenciais acopladas envolvendo as funções envelope, 
o potencial externo lentamente variâ.vel e os extremos de banda E,r(z). A 
equação acima podetia também ter sido obtida da matriz de Kane através da 
substituição do vel.or de oHd» pelo operador cotrespondeHte. Este fato revela 
a importância do modelo de Kane para a descrição das heteroestrutura.s. 
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Podemos aprimorar o cálculo dos estados próximos ao gap considerando 
o acoplamento do subespaço f 6 ,f,. e f 8 com as bandas remotas. Este 
acoplamento é considct·aclo perturbativamente, tal como no modelo de Kane. 
Seguindo o método utilizado por Bastard[42], reescrevemos o hamiltoniano 
em (37) já incluindo a excursão sobre as bandas remotas. O desenvolvimento 
subsequente é similar ao apresentado nas equações anteriores. Procedendo 
desta maneira, pode-se mostrar que a expressão (55) se reescreve como 

O último termo à esquerda desta equação surge como consequência da 
interação com as bandas remotas. Aparece aqui o tensor de massa efetiva 
M:;f,, definido como 

~ = !_ +! L (nl~"lv){vlpllln') 
M:~, m m "~r,r,r, E Evr(z) 

E é uma energia média entre as bandas do subespaço em torno do gap. A 
equação final (56) é válida para toda a beteroestrutura. As informações mi
croscópicas dos materiais hospedeiros estão todru; contidas nos parâmetros 
E..r(z) e Ar;:!,, que agora são escritas como funções dez, descontínuas nas in
terfaces. Da forma que a equação (56) foi escrita, percebe-se imediatamente 
que o hamiltoniano efetiva para as funções envelope não eslá propriamente 
simetrizado. O termo que envolve o tensor de massa efetiva não está escrito 
de maneira correta, pois nele aparecem componentes do momento linear e 
do tensor de massa efetiva que não comutam entre si. Para analisar apropri
adamente este último termo, é útil quebrar a somatória em componentes 

(58) 

A simetrização dos operadores adma não é única e alguns trabalhos surgi
ram na literatura a este respeito[54, 55, 56]. Este problema está relacionado 
com as condições de contorno impostas às funções envelope. Adotando o pro
cedimento padrão (ver referênciru; acima), a exp!"€ssão (58) se escreve como 
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(59) 

que, substituindo na equação (56) acima e considerando a propriedade do 
tensor de massa efetiva, M,~!· = M~'fln"' [57, 58, 59], obtemos finalmente 

Esta é a forma geral das equações efetivas para as funç-Ões envelope do 
subespaço f 6,r7 e f 8 . O problema matemático se resume à resolução de 
um sistema 8x8 de equações diferenciais de segunda ordem acopladas, cujas 
soluções estão sujeitas às condições de contorno em { 47) e a outras condições 
adicionais que podem ser obtidas através da conservação de fluxo na interface. 
Mais uma vez, estas condições não são únicas. 

No caso em que apenas um certo grupo de bandas do subespaço é requisi· 
tado, pode-se reescrever as equações em (60) de forma que apenas as funções 
envelope relativas às bandas deste grupo apareçam. Bastard[60] expressou 
estas equações em termos das funções envelope dos estados da banda de 
condução e mostrou, mediante aproximações convenientes, que as condições 
de contorno apropriadas para estas funções são as mesmas que as do módelo 
de bandas parabólicas de Bcn·Danicl e Duke[61]. 
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6 Acoplamento r-X no Modelo de Massa 
Efetiva 

No capítulo anterior mostramos que, se consideramos apenas potenci
ais lentamente variáveis na escala atômica, os estados da heteroestrutura, 
dentro da aproximação de massa efetiva, são formados apenas por funções 
de Bloch próximas de um determinado ponto de alta simetria da zona de 
Brillouin13 (A justificativa segue como no apêndice C). Contudo, na análise 
das heterojunções, vimos que não existem razões de simetria que proíbam o 
acoplamento entre os esta<.:los dos vales r e X,. Isto significa que o hamil
toniano postulado em (37), com transições abruptas de um material para 
outro, não inclui os potenciais responsáveis por este acoplamento. Como a 
separação no espaço recíproco dos pontos r e X, é de 2'1!" /ao, o potencial W 
de acoplamento r -X deve ter uma meia largura no espaço real em torno do 
parâmetro de rede a0 . 

Em uma heterojunção de GaAs e AIAs, por exemplo, devido à. diferença 
de ionicidade das ligações químicas dos materiais, as cargas se acomodam 
próximas à interface de tal modo a formar di pólos elétricos muito intensos. O 
potencial destes d.ipólos pode ser separado em componente de longo alcance, 
que dará origem ao off-set de banda, e componente de curto alcance, que é 
significativo somente próximo às interfaces. É justamente este Último termo 
que, ao ser considerado dentro do modelo de massa efetiva, acoplará os pontos 
r e Xz. Este potencial de acoplamento foi inicialmente proposto por J.-Y. 
Marzin[52]. 

6.1 Equações r-X 

Para tratar o a;::oplamento r-X no formalismo de massa efetiva, incluímos 
na equação (37) este potencial de curto alcance e reescrevemos o hamiltoniano 
como 

A figura 13 representa esquematicamente cada um dos termos ac1ma 
(excluindo-se o campo externo U). 

130u em torno de r, ou em torno de X, por exemplo. 
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Figura 1:1: Desenho esquemático dos termos na equação acima, sem campo 
externo. A primeira curva corresponde ao potcndal usual na AMgFE: 
VAY(r E A)+ VRY(r E B). A segunda representa o termo W de curto 
ak11.nce e a última, o potencial real que os elétrons da hetcroestrutura sen
tem. 

No caso de hetero junções ideais, a.~ interfaces GaAs/ AIAs e AlAs/GaAs 
são estruturalmnnte idi':ntkasH, enquanto que o potencial de curto alcance 
IIBSociado aos di pólos mUdil de sinal de uma interface para outra. 

O potencial W é significa.tivo apenas Ollll regiões próximas às hetero
junçõns c muda de sinal conforme passamos de GaAs/ AlAs para A\As/GaAs. 
A primeira curva da figura 13, que corresponde ao potencia! URualmenlc 
adotaclo[50], já indui o termo de longo alcance atrav<\s do off-sel das bandas. 

Usaremos como base illl funções de B!och dos materiais hospedeiros para 
calcular os estados eletrônicos da heteroestrutura e trataremos o problema 
somento da banda de condução. Assim a função de onda pode ser escrita 
como 

<p(r) =:E pA(k)1/'~k(r)Y(r E A)+ :E .f>8(k)VJ;1(r)Y(r E B) (62) 

' ' Agora, como estamos incluindo a interação de curto alcance W, os coefi-
cientes pA,B(k) são significat.ivos não em torno de um só ponto da zona de 

14 Na realidade os átomos de Al se difundem,.,,.;, que os de Ga durante o processo de 
crescimento das amostras e, portanto, as interfaces não são exatarnente simétricM. 
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n."·f!, r (K' 

-x, r x, 
Figura 14: Curva esquemática dos coeficientes ,pA,B(k) (curva sólidas), 
rf4•8 (k) (curva pontilhada) e <P:i·8 (k) (curva tracejada). 

Brillouin (r ou X), mas, em princípio, também para valores de k afastados 
deste ponto. Dado que os pontos r e X, da banda de condução estão ener
geticamente próximos para sistemas de GaAs e AIAs, o acoplamento entre 
eles, mediado pelo potencial W, será reforçado. 

Vamos supor agora que os .pA•8 (k)'s são significativos somente nas regiões 
próximas de ambos os pontos, r e X., de tal forma que possamos escrever 

(63) 

com ,p~· 8 (k) centrados em r e .p~· 8 (k) centrados no ponto X., conforme a 
figura esquemática 14. 

A partir da equação (63) podemos reescrever a função de onda I"( r) como 

'I'( r) L #(k)Y,~k(r)Y(r E A)+ L qi~(k)~~k(r)Y(r E A) 

' ' + L4>~(k)1/>~(r)Y(r E B) +L Ql~(k)1/l~(r)Y(r E B) (64) 

' ' Aplicando o hamiltoniano HH•t na expressão adma, obtemos 

HH"'cp(r) = L Ql~(k)E~(k)1/l.;kYA +L Ql~(k)E~(k)1/l.;kYA 
' ' 
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+ 2: r/>~(k)E~(k).P!JcY 8 + 2: r/>~( k) E~( k),P~kY 8 

k k 

+ 2: r/>~(k){W + U},p;kyA + 2: qí~(k){W + U}.p;kyA 
k k 

+ "í:.P~(k){W + U}.PiY8 + l:i,D~(k){W + U},P,!kY8 (65) 
k k 

onde, nos quatro primeiros termos à direita, aparecem as dispersões da banda 
de condução dos bulks. Multiplicando a. equação por <p*(r) e integrando em 
todo o volume da heteroestrutura., temos a. energia total do sistema 

( 'f'l H H et i'f') - L rt>f (k)qí~(k)Et(k) + L .Pi. (k)r/>~(k)E~ 1 (k) 
k k 

+ L q,t*(k')qí~(k)(.P:k -1 w + UI.P:k) 
kk' 

+ L q,~*(k')qí~(k)(,p;k. I W + UI.P:k) 
kk' 

+ L q,f(k') rt>~ (k l < .p~, 1 w + u IV>~kl 
kk' 

+ L,p~·(k')sb~(k)(I/;~. I W + UIV>:k) 
kk' 

+ termos equivalentes do material B (66) 

Assumimos, a partir deste ponto, que o potencial de curto alcance Vv 
tem paridade ímpar em relação às interfaces (ver figura 13). Deste modo 
os elementos de matriz (t/>~Jc. I W I'I'>~ JJ, com k e k' ambos próximos de r ou 
próximos de X., são nulos por simetria15 . 

Como os coeficientes da expansão da função de onda são signi[icati vos 
apenas para vetores de onda próximos de r e X., pode-se ulitizar a aproxi
mação usual de massa efetiva 

15Como foi discutido na. introdução deste trabalho, as funções de Bloch em torno de r 
são formada.• por orbitais anti-ligantes tipos dos cátions e ânious, enquanto que as funções 
de Bloch próximas de X são formadas por combinações lineares dos orbitais anti-ligantes 
se P•· Em virtude disto, os produtos u[-Wur e ttx Wux são funções ímpares em relação 
às interfaces. 
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(67) 

e substituí-la n;t equação ;wt.erior. N;t expressão acima., ko = r (ou X,) c 
k = kr + ko. Aqui k, é o vetor de onda com or igem no ponto I' (ou em X,). 
Com esta translação do vetor de onda., podemos r<•escrcver ~s so1Ha.l.6rias da 
equação (66) em termos de k, de La.l modo qt1c l.odos os c odicieul . <~. q,~ · H 
e </>~~· 8 , sej arn rn<Íx in1os 11 0s 7-c ~ n )!'-> de:"' S<~us arg~tnl<'n l os . Procc•dcndo ron1 a 

substituição, obtemos 

(cpj// Il M l\0) = 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

L q)r (1<. ><Pi·! ( k ~ w.:' < 1 • + k ~ > 
k~ . 

~ "-"*(k')A.'\(k' )F'A ( ~ -1- k') L.J'-JVX r 'f' )\ r "c ~ z ,. 

k' • 
L </!~- ( k ~) , M!(k,. )(,P~J - 1 (} e i (k ,- k~) ~' 11/ •;l-} 

k.-k;. 

~ á ,t•(k'.)A.A( k.) (!{<' · j l i <,;(k, - k ;)· >' j - ~ A . ) L r· ~ x , 'f' .>.: ~ \ A~ 'i· r:~ x ~ 

k .. k~ 

L cf.>;f(k:. J1,í! (k, )(1 /':~ x , i( W + Uk(k, -k:l·ri,/J:l·) 
k r k~ . 

t.ennos equi v;t leul<'s do lllal.<•rial 1l (GS) 

No cn ~o CHl qlle <t J)(•rturba<·ào ex tcrnet V4lria le lt(.<tJ t l<'ll(.e 11a. e!oica.lft al.Ô111 ica1 

mosLrarnos (ver apêndice C) que 

(,; .. ::!H lU ei(k.-k: l ,.1,/>,;\?) = ( 1/'; :~~? I U ,.;<k. - k;l ,., ,1,;::1') ~ o ((ill) 

o ((li<' ~ i n l p l if i< ·; · , , a. <'qua.çil.o (G8). T<•mos ainda q tl<' calcnlar os <'l<'ll l<'lll.os d<· 
llHl.l.ri?.. r<·!·d.;:l.ut('s dc!!-i~( t <'qua.s_:cl..o. I ~ possÍv<·l IHos(,rar que <'Sf.a.s <JII;\Ilf. idadc·s 
vak 1n 

( if)~l ~ 8 IU <,;<k. -k: l "I \b:.::/:1) 

(1/> ~ ~~ lU ei(k. - k: l · r l ~:. ~~) 

I . 
~ 

11
u(k. -l<l 

~ _l_L.T(l - l') v (,. <,. 



(70) 

onde U(k) é a t ra nsforma.d a de Fouri er do poLe nciaJ exLe rno U( r) c lirx(k) 
é a transformada. do potencial que acopla l' c X, 

\lí"x(r) = f ct3r' e•X, ·r'u;r( r')Hitt.c.x...(r ') 
l n( r ) 

(i I) 

A integração M ima é fcit ~ . ~o b 1 · <~ uma. cólnla. nn i!.ftria cenl. rad;t na po,içii.o 1'. 
Se usarmos itS Pquações (ll9) , (70) c (7 1) para rc·,scre ver a enc,·gia to tal do 
sisterna) f.ercrn os 

(<p! fl 11 ct i'P) -
+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

l ~ •A*(k' ).;t(k ,·1(k I ') V L- cp,. r </>r ,. )v ,. - <,. 
k ,. k ~ 

~ 2: <~>ro<.w~(I < ,)Ü( k ,.- ~< :.> 
k,.k:. 

1 ~ 2: <b({ k:J <I>:~(I<,) I ~·x( k , - k:J 
k, k ~ , 

\ ~ L 4>~ ~ M ( t<. )<frí! ( k,) rrx (1<, - I<) 
k.-k!. ' 

t<•rn1os eqnivalenks do nlitkri;d ll (7:2) 

/-\ na.lop;urneu(.c a.o p rnn·dinwnl.o (lo rapíl.ulo antc·r ior, IH ÍIIÍ Jn Í:;;ou 11os c ·~ · da 

. r· ' I r· . " 1 11 '( 1 )' 1-, I r ' I I C'IH'I'glêt e ll l tlllÇêl.O <OS ('0(' I('J('II I C'.S cp 1 -,'~ ( ~ - '; (' (}.1'0 <f li C' f-l liU(íl.O < <~ OJH .:t 

(.oLa! <p( r ) está (.;u u bém ~n j e i I. a. ;, condi<: ;\o d<' norHlitl i:r.aç ;\o 

{ c/>(( k ~ )cf>í! (I<:,) + 4>1' ( k~ )1>1 ( k:)} 

+ { c!>f (k ~lc/>P( k ~) + <~> % *( 1<:, )</> % ( k :.)} = I 



que pode ser incorpontda at ravés do m ultiplicador de La.grauge E. Definimos 
então o novo funcional 

F[ { <!> í ~:%(k) }, { r/>~;r( k ) } ] = ('PIH 11"'1'P) - J::('P I'P} (74) 

d ' ' ' 't _;A E"(k) .~;A 8"(1 ) I' que, quan o mnurrmmmos eorn respe• o a Y't·' e Y'X. c , uos ornecc 

A.·1'
1,•8 (k',.) r.;A.B(J' + k:) + \]' "'{.1;·1',1•8 (.1(k,. - k'r ) + "-'1'8 (k )•'• ( J I ' )} y• G , : L, ';' , Y'X ,. v·l'X (,, - (,. 

k,. 

c 

<f>:~· 8 ( k :)E"· 8 (X, + k ~) + ~ L{rf>1'HU(kr- k:.J + <f>í 1 ' 8 ( k ,.)if.~x (l < r - k~)} 
kr 

que reprcsenta.m nrn sisl,crna. de equaçf>cs liueii .. rcs a.coplad;)S para. rada. 11111 
elos materiais. Como os coeficientes if>í~:~ (lc,.) R<io rdev<u tl.cs <tp<•nM 1><• •·a k/s 
pequenos, podemOS expandir J.::A,B( [' + k,. ) C W1.1. 1 ( .!( ~ -1- k,.) <'III I.OrJIO dc 
kr = O, e cousidcra r ~omenl.e os t.e ,·rnos at.é s<•guuda ordem . As disp<'rsi'>es da, 
b;wd<t de conduçiío possuem ,nfni tnos nos ponl.os I ' e X. <' cousequen(.enwll l<
o 1.er111o liHC1tr da expansão é 7.ero. O l.c,·mo dc ord<'m 7.cro ó ignal ao f11 udo <l<t 
baud>1. nos dois pontos do espaço recíproco, cnqua11f.O quc os ro<•fic i<•ut<·s dos 
Lermos quadr<iLicos sito idcllt.illcados como as 111assas cf<·t i\'as uos IH<tl<·ria is 

(77) 

Subst il. uiudo as dipersôes ac i111<\ 11as <'<pta.çô<•s (75) c (76), <' r<'<'srr,vcHdo 
o problema no espaço re«l, at.mvés da tra.nsformada de Fotll'Í<'r, (.c,uos 



onde já introduzimos as funções en•·elopc, ddinidas c.orno no capítulo anl<>

nor: 

(llll) 

( lll ) 

As equaçôrs (78) c (79) ~;io vá l i d a.~ parn c;ula 11m dos rna tNiai s iud<•pr·rr
drnt.<-mentr. S<> <·onsidrrarmru; qu•• as fnnçÕ<"' cll' llloch cll' tli<'Stnil sinwlr·ia 
nos diferl'tll<'S rm1ll'riais são iguais, isto é. 

A ".·r ":l . 11 u...-.· 
(82) 

C'nlào. dcfinirulo Fr.x( r·) = v, (~ x(r)}" '' -1 F/~x(t·)V 8 (' gr.x(r ) = 1~{1 ,x }'A+ 

I ·:~.x )'R , podc•n1os rec·s<-rt'l'l'r 11s eq n<tçôrs c-f<' l iv"s cOJllO 

u". ":l u". 
r X:: .~. 

) ( 
1-'r(r) ) _ .• ( /•l·( r) ) 
Fx(r) - '- l·x(d 

t'Ofll 

/i.2 i) i) "'J 
> ''( vi+/ ~!'(:)+ li( r ) 2 iJ:; I 11 I'(.~ ) i);; '..'III. ~ ) 

'1
2 i) I c." 11 

, , 11 I ~· I ' ( ' ) -:-""'""'·-: , .. + •, :) I I (r 
2 ihm

1
v(:;Ji}.: :!tu~(.:) .L 

11 v = 

lh(r·) = r <L" r' ( ,x, .• ·'n;, (r') l l ' ll,._x,, (r') 
.lnt•·) 

($1) 

Nestas(")( pr< 'SSOC. ~ os OJH'I'il([Orl'.~ de C'llNgiil rin(·lica jr.. roranl simdrixados";· 

i\ equação (8:l) define o lt~~mihoniano ''"" go,·<>rna o acoplam<>nlo I'- X 11a 

lGVer capítulo nnl,crior. 



heteroestru tu r a. A função de onda total, com iUJ com ponen t.ns l' e X, é esco·i I. a 
no no•so modelo como 

(sr, l 
onde as funções envelope s~o continu<t.S na inkrfacc, devido às rondiçôcH <·Tn 
(82). 

6.2 Análise de l·í·x 
Como foi explif~do anlcriürnJenl.e, o po\Pm:ial <i<· <·nrl.o aleallcc W é siglli

fica t.i vo <IJ1f'1WS ""-' i 111.rrfaccs da he!.eroeslnt bu "· o qne i"' pi;,., q1 t<' o a<oopla
mento I '...X se dA nf'sb.> r<'gi iif's, Quando Sil.i mo' c I<' urna i 1 t l<·rfa<"e para oul.ra, 
\V mmln de sinal (ver figura 13). Al{•m disto,~- f<H>f' qu<• ~IMre<·e 110 termo dP 
acoplanwnto Vrx troca de siroal sempre que ~:a.oniloha.nlos tll!l número Ímpa1 
d!' monocan,Hlas, pois 

X '>rr i-r 
r.' ··r = e "' = c"" (86) 

onde subsLituímos r = n(a0 /2)i. Aqui " é o on"m1cro de monoram<ltlas de 
largura a0/2 na din·ç~o z. 

No uosso modPio simt~la.remru< o potPJwial ,Jp ('tlrl.o alcance \V por d<•lt.a~ 
de Dioac na~ inl.<·o·fa<:ro. Os sinais daH dPIIas ·"'" <'scolhid<!S de acordo con1 a 
nwi.lisc f<·it~ ~cima ... Já <t int.<•HAidade dessas ddt.,~ s~o par!'onwl.ros 'I"'' p<><l<"m 

S<·r obtidos <"xpcrim<'nl.alm<'toi<', ou al.rav<'·s da conotHtl'it\'ho df's!.<' fonll~.li"'no 
çoon cálculos Jooicroscópicos. T<'lll<"' <·nl.ào, 

'"'"'!.,,, (~) I i'\' · Í: , ' .. , 'l(z,)((o,)ó(.~- z,) 
2a.,m 

(~7) 

on d<' l'<'''"<"''''''"""'" os n><•li ci<·nl.<·s <'to 1 termos do I"' t'imoPt.ro ~di 11 "'"'i<n1" I 1.1·x . 
A fo1" çiio IJ ( Zi) fom<"C<' o" si 1 tais n·l~.l. i V<'" dnA i" l.cd'nn·s ,., 1 I u" çiio do nú lll<'rO 
<I<• can<.1<i"~ <'lll.n· ,.r,,,<' ((z,) r<'tH'<'"'"I.a a siHH'I.ria d<· \V, isl.o f., nnula <k 
"ÍIPtl d<· 11<1no iniPrfa"" (:at\s/AIA., para oulm ,J,- i\IAs/Cai\s. 

Em 1csmno p<><kmos dir.<"t qu<·, JOO nosso 111od<'lo, o aropl<un,nLo 1'-X 
<· induido at.mvfs do pot.em·ial de c·nt'i.<> alca!H'<' \V, 'I'"',, nm pot.eneial de 
int.crface. Sonwnle pda an;ílisf' da simetria. dcHlc pol<-Hcial, ,. da fa"<' <·tn 
(86), <"OHscguimos obter a dejwndência ccm·r.t.a do sinal d<· hx, <'m fnnç~o 



do mímero de monocrunadas entre interfaces, conforme sugerem os câlcttlos 
microscÓp!cos. 

Uma das primeiras tentativas realizadas pHra descrever o ru:oplamcnlo 
I'-X dentro da Hproximação de massa efeliva foi realizada por Ando e Akora 
em uma sério de trabalhos[12, 1:1, 14] que depois foram aprimorados por 

Aleiner e I vchenko[ 15]. Ando e Ak<-·ra. ta.m bfm assumiram <]Ue o "'"'I >lamenl<> 
.-ra nwdiarlo por um potencial dr inl.erfm·~. At~<wés do qn" d<·s d1>11n"'"·"" 
de "ma!. ri?. de inl.erf<U"c~. rclacimwvam as fu11<JM'8 P!lVclop<>" "'"" d<"1"Ívad,,,, 
dos makriais que formam a. loctrn>j11nç~<>. Os demcnlos desl.a uoal.ri;, s.lo 
arbi tr~ rios mHs, por argumentos de conserva çào d<· fluxo, podem ser r<•• I u~.ido" 
H nm certo nlomero de termos indepcmlcnles. Compar<tndo com a cálcodo df' 
Tighl.-bim\ing sps* pane ca<lcias lint'arPs, Ando c Akera puderam Psl.inmr 

,,~t<·~ <·lernf)nt.os da. ma.triz. Contudo, cm "'"'" rcsull.ados, a dcpendÔ!lçin da 
fase com o mÍH"'!'O de mOHO<·amadi!.~ niW apan•r·ia. Est.a d<'[><'r><li·llcia das 

<"oHdÍ\Ô<'" de ('OHI.omo ('Otn o HÚtnNO d., moiJocamad~s entm inl.Nfar<'" foi 
int.ro<l<!zida por 1\I<'Íil<'l'" fvdwnko a<> ron~id<'ntr ~ simd.o·i"- das lunçôr" de 
1\loch 110 pcml.o X, . Esl."" mo l.orcs l.aml><;m indu íra lll o tet mo ~ ( Z;) at.r~ vês dP 
argnnwntos de sinwt.ri" diiS cooldiçõt's do co11t.orno olwdf'cidas p<'las fnnçi'><"s 
rnw·lop<', ma., n~o justificarHm som oo·igrm. /1. Pxpressào em (87) <"O!T<'SI>omle 

<"Jwta me!ll.r ao pot.encial "l"'"""'d.ndo po1· Vu <' 'VV i I ln mler ""' se H I. r a hn lho[():\ J, 
que r<'j>resrnl.a"' forma Íillal na lii.Prnt.O!m, al.é o momento, do acoplmneod.o 

l'-\ drnl.ro <l~. a.proxinl<tÇiio d<' massa <>f<'tiva. 

E important.<' saliPnt.ar que, no mn<IPio <jH<' ut.ili1.a111os, nma ''""· <·sbdwl<·· 
cid"' a h~f' rm urna int.cri<H"<\ a qnal é> r d<•v<• sn ;,.rhil.dria, a'"""'""' ooll.rns 
ÍIIL<1rfon·o •ilo d<•krtniroil<la.~ na(.olralt!WIII.<', "''III pr<'<"ÍSat inl.rodur-i·la~ ,,ffwr·. 
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7 Excitons r-X 

Em heteroestruturas, os elêtrons e buracos podem ser conftnados, d11vido 
à modulaçiio do potencial, em regiões espa.<:ia.is pequenas ao longo da din·çií.o 
de crescimento de tal modo que o over\ap entre c\<1s amocute. lHI.o W' I raduz 
cm um aumento também da enC'rgia de ligaçà.o dos excitous na~ hd.r·ror,.,tru
t ura.s, em comparação com o bulk. Este aumento da in l.encçíi.o ,-.1 (•I. ro11- h 11 t'éH'O 

l.t•m consequências 11 as propriedatl<·s Ól. i cru; deste., mat.eri ais, quc a h ai x" o t <"111-
pera.t nra.'; são complel.am<'n1.e dominadas pdos <"kitos cx<·i t ônicos[:l J ]. D<'O<k 
o trabalho pionciro de llingl<"[61]1ll<lito se 1.<'111 pcsquis;tdo sobrc cxcil.ons 
cm hderO<'SI.I·utnras. Os primeiros ç~kulos dcsl.cs <"xcitolls ''""'unio.n1 qnc os 
portador"" r·stavam sujdtos a b~.1-rci1·as infiuita+ifi, ti6]. Gr<"<'TW" Baja.i[r>7] 
mel horarmn o c<i.lntlo dos <;X<:Í tons ao rdaxar cota C'oml ição df' b~rrci r~s i" fi n i
t~s. Em collt.mpart.irla, eles não eousidemra111 a. d~scolll.innid~<ie <k rn~ss~,. 
constante diPit-t. rica de um 111 <>leri~ I par a outro. Todos Psl.<·s cf<·ito" fo1 <tlll i 11-
duidos pu r Tran-Thoa.i el nl.\68]. A t. ravés da in t<·graç~o uu mériea da Nj ""·''"' 

do Schrõdiug<"r para os exdl.on~, <'RI.<'s aut.or<'s most.rarmn <jl1<' os .-feitos d<· 
dPsconl.inuidrnlc são mais signili(.ativos pMa poços <'strcitos ( Tn<'ll<>r<"s 'I"" ,C,() 

Â). Contudo, a diferença entre os re>ultados dos dí.lculos, com ou srm eol.a 
dC'scon tiimidad<·, é somt·ul<' quan til a.l. i va. 

Out.ro a.spcd.o int.ercssant.c cm hcl.ero<"RI rutmm< "'' n•l'<·n• ao acoplanll'lll.o 
dos ex,.ilo11s fonnados por bmacos lev<'s contos <"xril.ons d<" bura,.os l""smlos. 
\~dr· acop I anwnl.o reflete a cs\rut.u r a d<• hnml a d~ vali-nci a dos """' inmd lll.on·o 
qu~, no (C!lt.ro de ~o na, ,; deg"11erada. As dispers(J<'S do btnaco I"'S<Hio ( IIII) <' 
hu raro 1<'1 <' (LI\) se f'IICOII tra m no [Jont.o I' no Til H ln i~ I \"' lk. l·~sl.a mi st n r~ dos 
difPr<'nt<'li l.ipos d,. <"xcil.ous l'oi c>Jkubtd<t, 110 cn11l.nxlo rh< lwi.cr<)('sl.rnl.lli"H.,, 
d~ di fcn·nt <'S m" nri ras ( s, nders <' (:h a "ll[fi9]. lia twr[70], Elwnhr·1p;[71] ,<"!.< ) • 

'I 'odo:< os l.n1 hal h os m<"nciollMios sr rct<-renl a r·xci l.ons cm lwt.r•1 o<·st.rntll ,-,,s 
tio I i po I , 011 dc "· <kseon ti n1 1 i'], d~ d<" h~ nd~s (· I ai 'I'"" Hm hoo, lnt r~co ,. ,.),;ti'Oll . 
~•· •·neolllP11ll r·on!iu,,h~ 110 lllf'RIIlO m~l.<'li~l. l·:n1 sisk1n"" do l.ipo 11. os 

I"" t.mlon·s <'Ht.ào sr·pm·ados ""I''"· i alllwul , .• o qtw 'ip;n i Jic<t n "' oV<'< \,, p ll<'<]IWII<> 
cnt.r<' as fn11çôcs de onda do d(·t ro11 <" do htH';H·o_ l·~m prindpio. o ov<·rlap 

1"''11l<'llO dr"\Pria levar a""'" '"""rgia <I<· ligaç>io 11111ito 111<'110! qne 110 ''"'o 
dr het.<-rorsl.rHI.llr~s do l.ipo 1. Poré-m, em 1nnil.os siot.emas tipo 11, o <"xcil.oll 
formado km çanírt.rr indirdo, islo 0, o ~si Mio do détron não f. IOnna<lo 
"'"tonto do ponto I' (Gomo no caso dos btu·aeo,), wa.o; <'III !.orno <1<• 11111 dos 
pontos X. no extremo da zona de Brillouiu. Ne>t.e pontos, a llla,sa ddiva do 
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détron no plano das interfaces é maior que no ponto ['. F:sta m~~.><sa efetiva 
grande diminui bastante a f'llergia cinética do cxciton, o que contribui para o 
aumento da energia do ligaçàD do par clétron·butw·o. De fato, ? de se esperar 
que, em heteroestruturas do tipo ll com h~n·eims estreitas p~ra buraço,, a 
energia de ligação do cxcit.on indird.o seja da mesma ordem de grandcr.a <!'"' 
a de cxcitons dirctos. Zimmcrmann e Jlimbetg[72] mostraram 'l'"'• crn urn 

poç-<> qui\nt.i~-0 simples (poçn para bnracos e barrcita p<tra ,-.f<\i.rotiS X), '''la 
euer,;ia de ligaçàD é for!~ o su/icii'l!l.c p~.ra locali~ar os l'l(·l.roll tio roroi.ÍJIIto 
""-' in t.erfM".PS do poço. Os a to tores utiliza r ano ni kulo val"Í<tt·iot tal cm "m p<><;o 
e"L!cilo de 20 Â. 

Em hdrrocstrttl.ttras onde luí. o confinaont•nto de t•lf·tnHI' I' <' dh.rort" 
X, os f'Xdtons corrcsponrknt.cs (dird.o c indird.o, ""f'<'<"tÍvamente) pod'"" 
se an>r>lar como ef<·Íto da mistura 1'-X do~ estados cld.rôuir·os. Mais qw· 

isHo, este ~n>plamenlo pocl" ser nwnilor<tdo at.ravr\s de 11111 nHnpo i'Xtf'rttO 
(<:ampo el~trico. g('ralmC'nte) qtl<' cli~ta.nde on ar>roxinw os níw-is 1'" X," 
com isl.o rnfra<rtteça ott n·for~e a mist.um. J\·1P_ynmlier d «l.[lf;j n·;di-.<trHEll, 
pC'Ia pri mi'ira. ver., nrn sistema cnjo c a 1 ildN di rf'l.o fi nd i rd.o pu<l"s"(' RN aj us
tado p<"lo cmnpo eléhico. Alrav(,s de ml'dida~ de fol.olnmi<WH<Ôil<Í~, f'lcs 
ohscrvamrn o ant.i-crttr.arncttt.o da_, linhas relativas aos rxcil.ons dird.o r iwli
reto. 

Eou uu1a série de t.raballoos, A. Zreuttcr c ntbbomdor<·s[7:l, 71, 7!í, 7fi] 
<·st.nd.nmu cstrulm~s d<· p<><;os ]' c X a~·opilulo-' qow apn"""lawun lmnhí·n1 
f'st.as carar.l.f'ríst.i~'l.' dC' t.ra11siçíio sisti'ma. dirf'lo/indirC'l<> "'" Cô.rnpo f'lr't.rir·o_ 
Em todos os lra.halbos <Íi.a<los adma, os alll.or<·~ ttl.ilir.o.ram <I•• nwdidas dr· 
fot.olttnlinrsri'nci" n loi.olnnlÍEWsrênda resolvid<t no t.cntpo pa.ra CMitf".l<•ri~>l.l" 

a trm!Siç~o l'-X. 
Os a11ton•s ut ili7,aram <"sta prO[H"i<'rlarlr· dr• l.ratl.,içito do sislt•rn~ p~ra t•otll

da r a r·oll densa çiio de I lo"~- E i n~td ti [75, 76]. s~ hf'·~<· qwc, no I i t 11 i I ,, d<· I >aÍ x "" 
f<>tKr•td raç(w<, OR ~xri l.otts ,,. cotJJt><>rl.'" n '"""'" howlls t ígidos[7!1]. 1st o sig
,,;n,-,, 'I"" Pxiste uma l.i'nttwmtttm críl.ic~ (::0: ll\) <1haixo da '1''~1 o r·<t.;o,]o 
ftlll<l<tlll<'tli.<tl i'XI"Íi.ÔnÍco é OCilJ><l.do ltlaCl"O"'O]>i<"~lll<'lllC. i\!.ÍII)l;il" f"Xj>f'l"illl<'lt

l.alllll"ll\r "·' nmrliçÕ<'s df' mnrrttl.raçho <" t.r•nt[><'l"ôl.llr~. par~ " «>Hd<·us,HJto 
n~<> (· l<to·da fár.il e, ~pnllas ern a.lgulls poucos sistemas [í,icos esl.e oltji"I.Ívo 
foi ati11girlo. 

No '"-'O <k cxdl.olls direi os, a comlensaçàD é difícil de ser a.t.ittgid~ poio 
o t<"mpo de vida dos portadoreR foto·criados {,muito curto c a o·r·combinaçho 
açont.t•ce antes que o sislcma di' elrt.mns c hou·~r·os t.cnharn t<•ntpo d., t,,.,._ 



malizar com o banho térmico. Antes da temperatura crític<> Sf'I atingida, o 
elétron c o buraco recombinam radio<>tivamente. No caso de excitons indi
retos no espaço rcdproco, e>~te tempo de vida dos portadores é maior pois 
a transição é proibida por conservação de momento. Na wrdadc a r<1corn
binação pode acontecer se for assistida por fônons ou algum outro mecanismo 
que compense a não conservação do momento na transição ótica. Para <"X· 
citons indiretos também no espaço real, a recombinação é a.imln. mo.is difi<il 
devido à diminuição do overlap das funções de onda. Cons<"<JII<"T<l.<"TT<<·<It.<", a 
tcrmaliz~çiio pode ser obtida e a eondcnsação observada, r111 principio. 

No artigo citado[76], L. V. Butov e colaboradores aplicara.tn lllll <:"-llli>O 
<'lélrko na. estrutura dr> poços q11ãnticos ~roplados para controla•· o carád.er 
di•·do/indirdo do sistema e, com isto, puderam atingir as condiç&·s < rítin,,; 
necessárias para a <·omle11sação dos excitons. A amo>tra d<'l~ é composta 
d,... um poço I' de GaAs (30 Â) seguida por um poç·o X de A\Ax (~O A). (}, 
poços cm série cslií.o coloca<clos cn tre camada., espessas de A ln <RG' «o.r, 2 A~. A 
fign•·a 15 cont.úm o perfil de potencial da amostra. 

l'arânl("tms nsados 11os ···í.knlos (Tabela'!) ' ' ' ' 

GaAs 1llu.18G a., "11~ AIAs -
l'rrfil I' (<'ldrou) (111-cV) --1-17 o 557 
l'rrfil X (<'i(·lron) (n,.N) 22 . 12:) . 2l):l 
!'edil I' (buraco) ·(;m:V) t-::1 !ÍGG ·222:1 ·2S.J:l 

"' /m 0.0Gll5 O.!OG(i O. u;o 
"', I"' J .!)() 1.·1 () 0.:-lll 

?H i./"' ().! !J 0.22 0.25 

~~lJm/m 0.51 O.G 1 0.71 

m 1. I"' 0.1 1 0.1 1 0.1 I -- constm1tc diclét.,·ica l2AO 1 1 .llb 9.6 1 

No fi osso <·st.udo sobre Pxci t """ I' ··X, 11 t. i I i?-a ""'" <'>'L<· siskma ,·omo ex<"nl
plo. O fomwlisrno p~ta ~.:oplattwut.o I'-X d<·s<·nvolvi<io 110 capít.ulo au\.l'roor 
foi apl ;,.,,do pa m cale ui a r os 11 í vPis cld.rônkos IO<'st a Pst. rnt.n r a. Tra.bal h amos 
"" aproxima<;iio diag01wl do <'Xdt.on, i>to é, uiw indu imos a tuistura Put.re o 
huraro pesado e o butaC"o i<"V<' nos esLa.:l<m Pxcitôuicos. O oíf-sr.l. de banda 
adot.ado nest.r> trabalho é de 6:\.~,% (con<lllÇ~ü). )•;ste valor foi oht.ido po•· 
A. Zrenucr\7~], al.rav<·s da an;\Jis<' do ponto dr. tral>Siçiío <'nl.ro si,l.<'ITI<t di-
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Figur~ l!í: l'<'<r.i "" poi<'IH'i"l d11 <·slrul.nr~ 1111 pr<'"""'" d<' 11111 r-nrnpo<·I<'·Lri<o 
<'X Lemo ( n~ r.~;u r~, posi I ivo por •·on V<'To(~O). A ,.,,-,-,. só li da S<' rd<'H' ao pNI i I 

dos exlrrmos das l,,uod.<s <k corHin<;ilo <· ,]<- v~lf·11cia no ponl.o 1'. 1\ ''"'" 
tracejada é o lnndo da ha11<b d<• nmduçào 110 pont.o X. O p<>ço I' <k (],,\, 
l<•m 1!11'1';'"'" d<· :\()A<' o poço:\ d<· AIAs t.l'tn •to A. ~-laiow< <i<•iallws sohn· ., 
mnost.ra ver rd<·rênci" [70]. 



rcto e indireto, que é extremamente dependente deste parâmetro. O" oul.ros 
parâmetros da amostra são os mesmos utilizados na rcf.[SO] e estão listados 
na tabela 2. 

Como vimos pela equação (87) do capítulo <tntc-rior, podemos expressar 
o acoplamento I'-X através do parâmdro adinwnsional t\'X· O valor (ksk 
p<trâmetro foi FStimHdo por Ando e Akera.[l3]. !·~strs anl.ore~ rõ.knlar~•n a 

estrutura elct.rônica de hetero j n 11 çÕ<·s de O a A.' j !li/ia 1_ ,A., 11 a "l'r<lX im;u;;io 
de Tigh t-binding -<]>-<' p~ m cadei~s I irw11.rrs. I los n·Hnll.ados ohtidoe ex 11'>1 i,.,, 111 
a. dependência de lrs rom a concenl.raçâo ;r da lig~. OhtivNalll ln =li·~ = 

qx, onde o [alor q é um pa.riímet.ro intrín~ico d<> ~coplamento 1'-X e, fW!);IItodo 
Ando e Akcra, vaiP aproximadamente I. No nosso trabalho, fi-.Pmos 11111 

estudo dos est~dos excil.f!llicos em fnnçíio drot.<• fa.t.or q. 
Apenas a desecml.innidadf' de ma~sa !la din·~·ii<> z [oi considrnula. As mas· 

sas efd.ivas no plano :1:y foram ralcnl~das al.nw<;, d<' lima m<;diil das nl~~"~" 
dos d ii(m·n !.,..,; m akriais. ];;.~1.<1 ITl.:di a foi poml<'ra<la ll<'la densid"d" d" p10 ha . 
hilidade das fun~·õcs de onda. dos el(·l.rons <• dos buracos e<>nlinados "" din·ç~" 
z. Analogamenl.e, foi us<tdo um ,·alor m(·dio pa.ra a consl.ante did<:l.rira. Este• 
valor f<>i ponderado pPio owrlap rnt.rc elét.rou e hmaco. Uma ve~ que,,,_ 
tamos p~.l'l.icularm<'nte inl,.n•ss>VIos nos ""']>"dos qnalital.ivns do d<·it.o do 

acopl<tnwnt.<> \'-X ern <'X<Íions. "''"'"' ai>roxim~çii<·s não drvf"tn ~ltrra1· "·' 
condusÕPs do nosso trab>dho e, pda. sintplificktçào que elas introduv.<·m, sim 
j tlsti Hcada.,. 

7.1 Hamiltoniano do Excitou r-X 

1\trl.in·mos d<t rquaç~<> (:?!i) dedu~ida pat<t "xcilons dr \Vanni<"r. N<·,l~ 

<"<]lliH,ii<> npiii'<"('Cill as disp<•túws das h~11dos dP ,·ondnçiío <'vai{,,,.;,.""~ '1"";' 
o vdor de ond~ k foi subslil.ui<lo pdo op~rmlor -i'í7. Além d<·"l.<•s l<·rnt<.s, 
apill"<X'<' I~ til h~m a ittt.eraç ~o conlmn bi•u ta <"111. 1,. <> <·1~1 rott <' o btii'<Wo. i\ o '"''~" 
<lP hd<"r<w"l.rtilitr<t.s. os pa•·iinwt.•·os dw< l>alld~~ qn<• ar>ar~r<·m na '"'l'""."'i" 
cil.~<l~t s~ü d<']W>Id<•lll<·s do mal<·rial. d.() (. "~" 1'1111\'("•s das <·nord<•11adas. 
l'od<•tnos usar llttta ltOI~ç<io q•w ~xplidk <'SI.i1 d<"l"""li""" ia e 11•<'M'lt'"<"l' o 
hnmill.oniallo d~ seg11inl." fontta: 

ll c,·c llrx{ ) 11 ( ' ' · = " r"p, + h r1,,p 1,)l ( MS) 
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O primeiro termo à direita é o hamiltoniano do c!étron. Aí está induíclo 
o acoplamento r-X da.s bandas. Trataremos este acoplamento d~11t.ro do 
mesmo formalismo em que foram desenvo!vid<t.<; "" cqmu;ôes 1'-X "" co.pílulo 
anterior. Este harniltoniano pode ser represnntado mat.ricialrneHle como 

rom 

Ví·x (!JO) 

A descontinuid~de do ftuH\o da. h<1nrl~ dC" condnçií.o ap~rc<"<' <'lll /1'r(::::) c 
Rx(z). 

O Sf'gundo termo da <'(jllil(~O (88) f:. o h~.milto11Í~no do hnr~<·o. /1 hn1Hla 
de val?!l<:Ía ser~ l.rat~da t.nn1héno mt aproximaç~o r>mo.bólicH. (:omo o 1">(0 
para buracos {, Pst.rcil.o c ''" b~rrPims all.as, a diferença de ma.•sa ef<·liva 
entre os l"tra~os pesaJo <' l<wr n~. di I"<"Ç~o de con li na nwnto lf'va a 11 ma gntnd<· 

diferença cm erwr~ia enl.rP o~ •·~tados CotTC~)JOild<•nt<'S do poço, jusl.i!icaudo 
a aproxima<;ào diagonal. Assim, o loarnilt.oniauo do buraco pode ser ""·1it.o 
como 

/,' iJ I i) h' , ··h 
lh=--;-;~,·-~,-:--, --, ITV'h.L+l'<(Zr.) 

L (Zj,)/lii(Zh !ll.J. 
('lI ) 

qtu• llaltn·alm<"111.<" ê diHgo11al em I'-X. 
O tÍ li i mo t.<'rmo da "'1""\' ''" ( llS) rq>r<'"'"l.a a i" L<'r"':;iw <"ü1llon' h i" 11" ''" t n· 

Pli-t.ron., e lmr~cos bliwiJ<Ia. ;\ku1 ri<" Hcopl~.1· '" I'OOI'd<"!l~rln~ d,,,r.,,s pMI Í<'ll

laR, eelp t.<'rrno ~copia t,,,,,l,;m" <·oord<'liiHI<t;: """ "·' <Oord<·nada., .1· "y do 
plano. llcfi11ido o harniltoniano do excitnn., pn.rtimos agora pa.ra a husca d<' 

seus nul.oestaJoH. l~st.es podem srr escritos como 

( rl2) 



Estas componentes da função de onda cxeitôniea satisfa=m a um sistema de 
duas equações diferencia.is acopla<ias 

(!H} 

l'am simplificar <IS cquaçÕ<'s a<"irna, podemos fa7.er uma tmnsformaçri<> 
cauônica dos operadores no plano .1·y. Definindo;; l.ransfornntçiio 

p e l"eJ.- r1.L 

VI 
I 

-·- { (:f\7 c.J. - ii''h d 
" +fi 

R - nr<.L- firu 

v, e 
I 

--j {'V,,L ·]· 'VH) 
" + i 

(!I."> I 

l<•rno" ([H<' p e V r, '~'~ino conoo R<' 'V,,,~"" cmoonicanl<'nk <·oujnp;ados. 

i.c. [p,V,,J = [R,V'u] =-I. Ae consl.ant.cs n <'(i s~o Hhil.ni.rias I'Oill 

il •"•nica condiç~o d" 'I'"' o ·f d f O 1>m'" 'I"'' a t.mnsfonm<ç~o srj" h<·nl 
ddinid<t. Nos cáknlos ''-'collwnons n +ri= I d" li:mna <ji!C' o j;uobi1111o <], 

l ransformw,· ão seja Íllllal a I . O "l"'rador p '''I'' i v,, I<· it """' d<·Had" n·d ""'"I a 
do IIIO>'Íil\eUI.O do <'X!'Íi.on, ('IHI!litlli.O que R é lllll<l ('OOI'dí•llat];t de n<'<'IOI.!'() d<• 

m;;ssa'" gcneralizada 110 plauo .>·y. No cn~o do prohlcma 1'-X,;; ""'"'"do 
cl,-.t.ron neste plano n~o possui uni só v<>lor, ""'"""dois: massa J' c rna.'"a X. 
l·:m d"corrAnda disto. náo (. pOHsivd escolher a proporcional à""'"·'"" do 
elétron", como usualm<'nl<' (, f,.it.o. A"sim, a r:oordcnad;; R não rcpres.,lll<< 



exatamente o centro de masRa do exciton, ma8, por abuso de linguagem, a 
chama-remos desta forma no desenvolver dos nossos cálculos. 

Usando estas novas coorden~.das, pod<lmos <lXprcssar 

n' { u' jl' ) , -- -+- ~" 
2 mf m'l. 

Os opcwdon·H Tr' e Tx ~I'"'""'"''"' no sisl.<·ma de cqti~ÇÕ<'S aeopladas 
(\H) qnc podem ser J"('Cscrita., <"OillO 

(r' 

,'j,'J 

I , I'''X' > X 

(%) 

( !)7) 

( !J{':) 

( 9!!) 



O operador 'i7 R comuta com o ha.miltoniano exdtônico. Esta propo·iC<IiUk 
vem do fato de que no plano ;cy não existe potencial ne1ohmn que quebre a 
simetria translacional 17. Em out.ras pal<tvras, o centro d<J 111a.~sa do <'X~ilotl 
se comporta çomo uma p<trtín1la livr<' no pl<tno .ry. A função de onda da 
equação {92) pode ser Ascrita como 

(100) 

Suf>sW.nir ae compolwnt.<·s da fnnçiio d" onda """ <"qnaçÓ<'s (DH) c (!l\l) 1"'],' 
<:>Xpr''""iio acinw é r•quivnlr•nt.r a substituir o opera<lor V ri por scn mttovnlor 

-iK. l'rocC'd<'mlo a~sim, a~ r·qnaçÔ<'s r<'sllltnnl.<·s """dão, como wlt«Jíes, as 

nov~s coml"""'"t"s ~F'' ,. E.'(''. O lmmilt.oHinno (1\H). a~ora dr·fiuido sobn· 
r•stas cmHpom·nt<,;, podr· H<'l' r<'<"S<TÍt.o da segnintP ma11eim: 

ll "·c -JI''X(- I+ 11 (- llr·x + I'K((· - I I - r ~c f,,.r, --e-•h,P (I 01) 

ond<" 

( 1 02) 

( IO:J) 

o 

" )' ) ( I (H J 

Os l<'flliOS 7'1' r Tx roHtt·no o "l"'n><lor rk dipolo V r 'I'''' 11os lr·w•liro ,, 
I><'IISi\f <jll<' fl' r]ÍfPI'I'Liif"S 1l.lLIOf'Si.MJos do Oj>f'l'~dor d<' 1110111<'11[0 Hll!';Hiilr do 
plaroo .CJI S<' ~copiam_ Co1110 c•sl~.nl<>' t.r~l.~ndo J,, h~1Hl<~.' qtw t.f•n1 sin1<·t.ria 

eilíndri~a, <'SL<' Rropla11wnlo 11iio pod<" m·oHI.e,.,·r. l'ortanl.o d<'V<' Pxisl.ir lllll<t 
tr~nsfonnação unitári11 'I"" elimino o operador V r do hamilloHia.no. EHI.a 

traJlSOlm<t<,-iío i>od<' ""'' <"snila como 

5() 



U= (~r o ) ( e•OrK.P () ) U' o c'O~K-p 
( lO!i) 

com 

o, ami - f3mr 

m'l_ +rnr 

l!x 
nm'l_- iJml 
----;-;;i + m{ 

( IIJ(i I 

1\ pli eando eRt~ transforn w ç>ul ~olwc o h mo o i I to11Í ano ( 1 O I ), temos 

( I 07 I 

Os doi" primeiro.\ t.<>rmos da r·quaçâ•J o.rima mmnt.am corn o opPr~dor U <', 

porlm1l.o. l"'rmallcccm i na I Lerados. .lá o ú li imo, q '"' <"n vol w o opera< lo r \7 ,, 
se transforma d~. Reguint.<' marwir<t 

(JO.S) 

Cülll 

-'- - +- v~+ ·'-C~c ''(' '} b'll' 
2 ml m~ r 2(ml + m'l_l 

( W!J I 

Nrst.ns '"'111''·\Ó<'H o l.<•rmo jll'O]l<Jlcioll,ol" \!1, ll<lilll'nlnwnl.<• d<"S<tj>i>rl"<'("\1. 

Pto."''<'g" i li H>' "!;'ora n>ll' <\ r<".<;oill<; ''" do lo~.>ll i li ""i Moo da '''I u~ çiio ( I O "i I. 
C01no a mod11i>1(iio ci<' polellcial ''" din·<;~o de <T<"HCI!ll<"n\o da <'sl.rotl.ur·n. <· 
mnil.o maior (jl!f' o valor m<\lio do pokHcial co<llornbi;tno <'nl.re dt-1.1011s <' 

huraeos (algnns meV"s), esperaLllOH qur o coollinmn<"<llO nos poços domine" 
dinitmica do siHteon" na d ire(<\.o z. I levido " j,(,o, podemo" usar cm no bo s<" do 
espaço nesta direçiw os níveis localizados dos po(OS. Ht para a coordr11ar!a 
df' movime11to 1cduzido p, consideraremos fnHçôcs com simetria do ál.omo 
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de hidrogênio bidim<.msional. É claro que as sohrções cstacionáriM do nosso 
problema não são estas funções, m"" sim combina~·ões lineares destas, inclu
sive das funções ioni3adas do contínuo. Ao invfe de incluir somentr os esta
dos llgilclos do potencial cou!ombiaJlO hidimcnsiona!, consideramos ta.rnhém 
o contribuição dos cst.a<los do contínuo, o que anmrnl.a signiflcativoJilf'Hto '" 
convergência dos resultados para o est<tdo [urtdament.al do exeit.o11. Isto ,; 
feito através da base varia<:iona1[81, 8:1, 70] 

(l!O) 

A solução{: buscada at.ravés de unm <"ombiuação linear de funçOCs do t.ipo 
da equação (llO). Neste- caso, temos dois tipo~ de p<1rií.rnetros variacionais: 
.\;'se os (oohcienk~> lineares de cada função. Em g<>ral, fixa-se o valor inicial 
.\0 c o firwl ÀN e const.ro<.'"-SC os out.ros .\,'s corno 11111a progr<>ssiio geométrica 
neste intervalo. r<:m princípio, ),0 e .\N sPrimn pmitmd.ros vat·ia<:ionais. Na 
prátk~., os aut.ovalores s~<J l>~st~nl.c esi.;Ín·is <'lll wl~.c,:ii<J a À,. c >.N <:por is"o 
os mantivemos lixos. lksLa fonn~. os {mico" pHriinr<•Lroo '"Miadonair; s~D os 
coeliz:ientes lin<"ares. N<'sl.o c~,;o, pode-s<" mapPar o probl<"ma variildona.l ""' 
um problema d<'" õout.ovillore~ g<'nera.li?,ado. nma V<"7. '1'"' a b~se {<'<JU<tÇiio 110) 
não é ortogonal. Alg>1ns <los n.<ltovalor<"s t.e•·ií" <·rwrgia <lt• ligaç~<> positiva. 
Estes são dep<.'"ndentes da haHP f' sinnrlam pohrf'm<"nt.P o coni.Írruo t•xcil.ônico. 
No t•n t~nt.o, a pt'<'"S<'"H(il <kl<'o ,; n~C\·~sári;t pa '"· d<"sn<·w•· o acoplmrwn t.o ,., I r e 
os esta<los <'XcÍ\Ônims. 

Em rrsumo, a funçh() do <'Xdt.or< <"X[>~r«lid~ r<a h~s<· ddinida ""'""'· "'" 
l'S< r<'Vl' 

{ I I I ) 

oudr· .p.,(:h) s~o as •o]tl("i"'" ,·onfi<lil<],,, do h<ttnill<miar<o do ],,,·aco. o v<·
tor <·om contpOlwnl.<·s f1: ",1;,~ (, solnçiío <i<· !1, 1 'X(~,J" •1>,-(p), <<>lll ,. = 
{m.\1.mÀ2 .. ). "~" ~" fnll(Úr·s v;n·i,ciomlis da <·qna<Jw (110). No uos~o 
problema. analisamos a.p<'nas o std>esp~ço m =I) (orhita.is .<),pois{· ndc qnc 
está o rsl.aclo fumlameulal elo <"x<·il.oH <' os estado" otiotnwttl.e ati vos pa.ra 
trausições de ptirneira onl<'ru nit <tproximaç:io di polar. Eseollwmos 6 valo
res para os .\:.< uo int.ctv~lo entre 50 Â e 800 A. ""!),trindo uma progrrssão 
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geomHrica. Este númAro já nos dá uma boa convetgência para o estado de 
mais baixa enm·gia (erro de<>:: O. I me V}. 

Utilizamos os 4 estados confinados que aparecem ll<t resolução d~ ti)"X (z,} 
para a base em (111 ). Para os buracos temos 2 <$Lados <·onfinaJos do poço, 
mas apenas I foi utilizado ua bn.se. Estudamos o ;u·oplamento deste~ 11Íveis 
dos poços18 e verific<tmos qne {, muito pcqneuo, justificando a escolh<t rle 
a.penas uma. soluçií.o pnm os hnracos. 

7.2 Confinamento nos Poços 

Tra t.af<'lllOS 'lf]ll i dC>S !.ertnos 11 ;·X ( z,) <' I r h ( Zh) do h"' ni ll.ol L i ano <'X(Í l.ôn ico. 
O mt't.odo utili7.<tdo P"Xcl diagona.li7.~.r E'Si.<'s <lois O]><'r~dOI'<'S é o nwHmo: rna
LrÍ7. dP l.ransfcrên,.i~. Dcscnvolv<·mos rwsta s<·<,·~o apenas 1~' <~qua<;ÕPs pma 
H!'X(ze) pois o raso para bur;v·os é romplct.amPnl.c ~wi.logo, con1 a sím
plifk:tção adiciona.] d<' não euvolvcr amplarnc'lllo 1'-Xw. 1\s <><:Jlla.çõcs d<ts 
componentes rl>t função de ouda eletrônica se <'snevrm romo 

Como o pol.cncial <l<· M'oplmnP!ll.o t:..x <·sl•Í simplific~<lo I'"'' nn1<t ddi.a d<· 
Dirac nas inl<'rfM'""· pod<·n1os buscar 1~~ wlll(;<><'" Pm c;ula urna das cmw><las 
da heterocslrul.nra indqwll<lc<Ot.<·mcllt<-. l·:st"~ soiH<;iws sií.o 

( 111 ) 

onde o i ll<l ir<" " ec rd<·n· ;, c~"'" d~. Esl "·" '"I",.,,., '''!.<io "' •.i<-iti\.S i1" "''gll i nf "" 
rondi(·úrs <le ronloruo na" iut.<•<f<w<·s Z:·" 

' I ,. I I .fb (z;), = fb (zi) "+' 
~~ '"Quant.um Subha11d lnf.orfer<'<J«'. V<•r r<•f.[R:I). 

10 1-:st.~mos na aj>roxint~<,iio diagou~l para as baudas de v.~lé<Jci.~. com <lispergito 
pambólic~ P""' o bnracos pegado. 
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Figura 16: Estados eonfinados da dirP<;ÍÍ<> z com aropl~menlo I'-X desligado. 
A csqncrda temos o perfil d<> pol.-.ncial I' e~~ compon<'l!l.cs ff das soluções. 
A direita o pcrfi1 X e ilA C0111po11cnl.<>,, fb~. 

l i){~' l u.rr h21rx(z,) . x 
2 ' , 1/(z;)((z,)]0 (-o,) - ---

m~' Dze 
"+ 1 

m I" (-);;, 

' 
2a0m 

:J ' I }; (z,)" = fox(z,.)l,+l 

4 
fJJ{ I i) J{ lhrx(:;i) .,. 

(li!J) ---- ~ ---1)(z,)((-o;)}0 (x,) 
Til ii f)zc "'ii" iJ z, 2a0m 

»+1 ' 
Impondo 0sbs ~omli~·óes, m~is a 1\0L'In<tli;;açào da f11nçii<> de onda, qu~n

Lir,~.nws a.< <"nergi "" poS" í w•is dos <'Si.mlos co11 H 11 a dos 110 nosso si•l "'' '"" ll <•soi

V<"nrlo d<'sl.a lll>lll<'ira o pmhl<'ma" ohtiv<•UJoS q~>alm <·sl.,,]os nm!iTtado"- Na 
ligou·~ I r; spgu<'lll as flltoÇÓPR <if' onda de" I <'S <·sl~<los s<"nl o m·opiHtJI<'III.o I '-X 

V<emos pdo hgttnt 16 que o estado fundamental do siotcma é indirdo 
c a fnnçãú de onda dclrônieacsl{t <"Ollfin~da. na canmda de AlAs (poço X). 
A penas uma soluçãú tipo r aparece na ''"tt ul nra 2". Quando I igarnos o aeopla.-

20 A massa I' do el~l.ron é rnLJÍLo lev" e 11 cam,,,]a ~~~ G~As nu1ilo ,.,lnút~, ~tl<]Unnto qu~ 
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Figura l 7: l~st.;tdos mn f.11 mlos com <teoplam~nl.o r-X. Novmncnl.r ~ ~sqn<:'nla 

temos o p~rlil r e à direita o pcrftl X. Nívris 'I"" "'~m pnram<·n\r I' "" X 
ii)';Ol'il são nm<t ollist,,,·~ <i<' ~mlws comporwul.<'><. No' dlcnlos 'l"" )>;Cramm ~~~ 

gráfkos aci111a, ntili7-amos o fat.or q = LO Ur-x = q.1·). 

men\o, a fnnçào rk omla pa~sa a s<'nt.ii o pol<•rwi;d <k ini.Nfa<·c ,. o <dado 
fnndmncul.a\passa a lc•r (OtllpOil<'lll<' \' (vn figon·a 17). 

Esl.t·s são os IIÍV<'Ís <k poçn inclnítlos 11a b<ts<• para a diago.,ali?-aç~" do 
f'xeil.on. Os estados confinados do bnraro siío a8 sohH;Ú<'" do poço qnhlli.Í<"o 
HÍ m pl<·s c não serW cl i seu I. i dos "''I" i. Em hora U•n lt.niiOR fei l.o os d ln dos para 

a helf'l\lf'SI. ru ltn·n pari. icnl ar dcHcri l.<t aci lll<t, o 1n<"t o do 'I'"' <'sl.a m<>s uI. i I;~" 11do 
no' pPrmi Lf' t. rai.M cpmlqn<'r mod ulaç ii o d<· pol.<'l" i~ I ll a. di ""~·it.o z. 

7.3 Diagonalização do Hamiltoniauo 

Em possf" dos ant.m·st.ados d<· 11 ;·x ( z,} " !! 1111 ( zh), knJos h""' delinida a 
base ( f'quação 111 J lla qual d iHg<Jil~.lir.a•·enws /-/ •·xc. Pal'il. si mplilicar H uol.açii.(• 
definilemos labc). t.al que 

a massa X~ bem maior. As;im aparecem :1 esl.~d"" \1po X Cl>lliinados 
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( 1 l G) 

onde a indexa os níveis do buraco no poço, b os níveis (r c X mi"l.mados) 
de détron e c corre sobre a base cm (110). Com esta notação, H eqna~iw d<• 
antovalor 

( I 17) 

pode s<·r reescrita. ron1o 

(I !li) 

onde aqui expressamos l•'<''<(r 0 rh) l!a bn"" ]ab<;). l'rojel.ando e~t>1 <'<jnaçiiú 
sohr" o estado la'b'c'), l<:'llH:>S 

L n( a/w ){a' li c'lllm)dbc) = L n( a1 b' c) ( c'k)/~ ( I I !) ) 
,,, 

O termo à dil'<?il.a não(. diagomd pois a b~se cseolhidd não é mtogonal. A 
<"Xprrssiío acima eqniv~lr a 1nna c<pmçã<, matricia.l sob1·c o vctor b, <HJO" 
componentes são or; codirkntes a(abc)'s 

( 120) 

S ,; a tna\rir- de OVN ]a p da lmsP ( S,•;;,;•c• = <\,'"h,,,,, (r'] r))_ E si a <'(I 11~ ç/10 ,.~ 1'"-1'
(f'l'iv,a nm probl<'ma d<> ~11tovalorf's g<'11<'mliv.ado. Fr·it.~. <•sl.a tl'i>llsfomliO<,i'w, 
podemos diagona.lir.ar o ltmJoilt<li1ÍallO nl.ilir.ando os "";lodos US11,1Í,. 

7.4 Campo Elét:rico 

Cm1 o o foi ex pi in1 'lo, ,.,., sid<'1'~"'"" 111 n .-~ 111p<l <·1<'·1 rin1 <''<I <'1'11 o na ""~"" ,.,_ 
l.rnl.mil pm·,, moroiiOI'M o caníd.<·r <lirdojindir<'l.o da' Lrn.nsi<:<'ws c·xcil.(min,s. 
Nos nosso c<Íknlos. o nnn I'" foi incl 11 ido jl<'rl.1u lmti v a ttl<'lll.<• .. 111111 "-""'"k ''"'" 
o pol.eneia.l ronlmnbiano, de foi Uiagonali?.ado 110 snbeHpaço d(w:rito nil srç~o 
anterior. EscolliC'tiiO~ o Jnf'Sfl10 inl.erv~lo ,],. nlTHf>O rl<'l.rico '1"'' o 11i.ili;,ado 
por Bn to v et ai. [76], isto ;,, nnn (lOS I'TL lr(' "115 f' no k Volt.s I'"'"· llen \to d<'RI.il 
f~ixa de valores se ençont.1·a o ponto de cru~amenl.o dos rxcil.ons direto ,. i1 11l j. 
reto. A figura 18 contém um diagrama d" pedi I de potencial dH <'strutun< me 

(
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Fi)!;ura lll: H<>Rn)t;Hio" d<• fotohuuin<>sri•ucia d<• 1\nl.ov e/ 11./. A ePPrva I foi 
obl. id;r rx ei l.nndo ll mnosl.ra rom tnna d<~trAi dmle de pol.(·u<'i a ignal a r, o W J •·m'' 
"ll ntrvll2 <'OTit 5UOW/rm2. AH uwdidaR fomm n•ali?.adm1 1t l.rmper~l.ttra <i<• 
:\50 mi<. Arim~, it P~<]nrrdil, o p1•dil de, banda.< na t>t<'R<'n~·a do <'ampo. l'm 
fOtlV<'II ç~o, voll.agt·nl nq~al. i v a ( ,., 1 P 1 po posi I. i v o). À d in·i I. a, no <"<UI to su t><•rior, 

"" posi çÚ<'s "" 1 energill da~ I. l'i\11 RÍÇÕ<'R <li rt'l.a <' ind ir<•l.a. <'I TI fotnç :'to da. voiUt/',<'111 
aplicada. 

I"'<'S<"nça do rarnp<l, I><•IPP <"Oillo o~ "'""lt.ados <'XIH'I'illl<'PPI.ais do ;HI.igo <Pc:irlta 
.. i lado. 

As bn·gnras <h• lin]p;, obs,·rvada• """ nl<'dida.' <],. fol.ohnHin<'sd•rl<'ia ;H·inP<t 
U·m origr•r11 jH'incipaltPas fhtl.naç<><·s l;li.<·rni' da~ larguras(/.) dos poços. )(,, 
poço" esl.n·il.os, esl.<· <'l<>itn ,; l'"~l.anl.<' signifkal.ivo, lima ve7. qne a posição <'III 

"llC't'!(Íil dos IIÍV<'ÍS de[H'IHie apro:<Ílll~diHIWIIf.~ dr f-- 2 . 

Podemos \'Oilsl.al.m p<'los l'<'Hnila<los acima qnr a l'''"iÇf\0 da l.ransi~·iio 

i ndi r<'l.a varia linearmente com o campo (ou vol lagrm). EHI.e SI ar·k Sh;jt I irl<'ar 

se deve ao falo de qu~ os elét.rons X e os bur;u:os cstií<J localizaJos em ca.1n~dM 
distintas. A variação da posiç~o nrst.a transição indirel.a c; aproximadamrnte 
igual it queda de potcoóal entre os poços ndjac<'ni.<'s d~ GaAs e AIAs. Isto 

p01que o efeito do campo cl{>l.rico em poços cstrdtos afda muito pouco os 

63 



> -§. 

-~ -~ ~ 

1740 

1720 

1700 

1680 

1660 
-2.0 

"' 

-1 _o 0.0 
v" (Volts) 

tf 

iJ 
1 .o -2.0 

./1U'1 

HX2 

1sX1 

-1 .o 

tr 1740 

0.0 

1720 

1700 

1680 

1660 
LO 

v" (Volts) 

Fign r a 1 fJ: Tran~i çii<'s hi~.nd"- hamla ('t <"S<jllf'rda) e f's\.".do fu ndmnent<d +--> es
tados excili'miros (à direit.<t), <'m fnnçâo do potf'ncial externo v •. O pMil.rod.ro 
de aroplaroent.o q vai<', J](;Hics <·~ku!os, 0.2. 

níveis de ener):';Í~-!77] <'os níveis <'xcit.fmico~J7R] 
ParH ~- transiç~o dird.a, ohwrv~IIIOS o deslontnwnt.o nsnal pHra HI<'I.Ore" 

energia~. confonw• ~unwnl.<tmos o <Mnpo_ Conl.ndo, como o poço!' é rnni\o 
f'Slreito esl e cksloe-amenl.o f- h<t.<>!.>l nte 1''"111Pno e se apresenl.a no grMico a.ci 1 na 
quase como umarel.a iloriwul.al. 

Na seçho segllint.<· "I"'<'Hent.mmm os n•sultados dos rxcil.ons na est.rul.ma 
deHcri\.il. a<:\ ma. U t.iJi?.<l.mos o formal is mo desenvolvido ll<'fd.f' capit n lo. 

7.5 Resultados e Discussões 

Na figura 19 l.emos '" <'IW<gios de tr,lnsiç~o ''"' luiH,:ào do pokneial apli
cado na estrutura. Grafiramos l.a.nto ""' transições hamla-I.Janda quanto a.s 
tran"içües excitônic<~.•, p~ra. q "'0.2. 

Como o acopla.nwnto I'-X acontece entre os uívei" ddrônicos form<vlos 
a partir da banda de conduçã<J, de já npare<:e m<'smo uas transições sem 
a intemçàD dét.ron-buraco (gráfico à e8querda). Aí a.parec-0 a depcndi'ncia 
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dos níveis do poço (1 l.ipo r c 2 lípo X) o·m fm1çíio d~t voltagem. O" dei tos 
do acoplamento são significoJivoo nas rcgiÕ<~R de vol1.agcm onde os uÍV<Jis se 
cruzariam. 

No gráfico à direi ta. d<l ligo11·a I i! lc1nos o~ <•st.a<lo!! cxdl êm icoH I. i I'" s do H is
tcma. lla mc"ma t'onna '1"" no caso bamla-lmmla, pPrcdwmoH 'I"" o sÍHk111a 
1'"'"-"" de carár.l.l'f din•l.<> para indin•l.o, nmfomw 11\(t)l<'lll.<tlll<>" pm;it.ivanw111.<• 
a voll.appn aplicada. O pmd.o de rmr,;mwrol.o, ntknhulo "'''"o ;woplnllwtol.o, 

val1• aproxinmdaiii<'Tiil' 0.~(; vollH (:>:>:lO l\vjn11). l'ao'il poi.<"II<"Íais ""'""''"' 
qw• esl.c valm, o I'SI.i\do <"X,.il.<'lllko ,],. 111~.is baixa. <"ll<'l'gi". (· l>l'<"dotiiÍII;"'I.'·· 
"""'I" l.ij><> X ( IHX 1), c p;u·a pol.euciais m~tio•·r•s o'•jll'<'<ioooli"'""l.<•n"'"i'' I Íl'" I' 
( I sI' I ) . Na. ro•gi~o prúx i o na. ao a o li. i ·<TU7.H "'""Lo, <> •·sl.mlo (· 11 111a. 111 i sl.nra l(>rl.<· 
desl.as dnas cornpon<'lll.<•s. 1'111~. pol<'IICÍ~.is JH'gat.ivns, !.<'IIH>R, al<\m do •·st.H<io 

ligado I sX I , outros 'I"" t.m estados, t.arn b~nl powlom i llillll.l'lll"lll.ü I. i po X, <[li<' 

rcpresenl.~m os orbitais 2s,:ls .... e o contÍIIIto do uíwl IX. Logo ~~·iomt '""' 
AIWrgia, ncsl.a nwsma rl"giâD de voltagem, t•llcon\ntmos o <·sl.ado lsX2 e,,., 
contínuo. Encontramos l.amb(,n o orbital lsl'l inwrso uo co~\Ín11o dos <'Xci
tmls I sX I c 1 sX 2. l•:st.<'s l"Ont. ínuos Asl.iiü f<'Jlf<'-'rlil.ados por tuna haHI' fi 11 il.a 
de Ítlll(Ô<'S c, portanto, aparecem discrel.izaolos. 

O acoplamento do excil.on dircto 1sl'l com os rst.~'1os io11i~ad<" lsXI " 
hX2 niio (· hcrn dcReril.o pelo nosso m~t.odo. 1>ois utilizarnos f11uçó••s l<w~li
z~d~., para a lms,. d~ cool'lkmula p. l·~st.e prohkno~ de a.copl~nw11l.o <'ltl.n• 
11Ívcis disnel.os com níveis do corJ1.ín11o ~ bHsl~lll.e collll<'cido, c leva~ tnn 

l"<>tnporl anwnto pecul i iii' da r mva dr •·rniss~o c a hsor<Jio do sisl Pnm"1 . 
Na ligou·~ 20 mos I. r~ lliOH os I'<'SH ll.mlos do ""'"""' ni Indo. nrns p;tra q = I .O. 
Ap;m " o r•sl.11 do I s 1'1 esl.;i for I <'ITII'nl.e ''·""Piado •·o o 11 o nm I. í '""' r i<· I sX I ,. 

lsX2. o 'I"'' sip;11ili<·a <jll<' para ''"i'' liillordo p<lrilllll"l.ooq," l"or<,·a ,r,.,.,,.;],,[,,· 
da l.ra11si<,·;õo "dio·da" •l<-vo• ,.,r.ar h;osl.nnl.<' dislrihroídil <'llln· <'Hi<'S ''"lados, 
l'or·r'•111, 1'111 S<'LI l.o·al!idho[71i], lllll.nv d rr/. co11"'~11irmn S<'P,IIÍI' a posi(ion dos 
j>Í<'O" d1• fol.olniiiÍ<II'H<"(•rocia dr•sla I nn1siçiw, <1'1<' I.ÍIIha 1<11111 bu·p,ol<'il ,],. liodm 
it llll'iil. ailura "'tlici<'ltl<'llll'lll<• 1"''1"''11•~. <I<· lll<><io il "<' d,.,~,;,.,,. do fo111<io. 

H o -"L\1(1'1'1' <j11<' o I""'Úilwl.ro 'I• 'I"'' 'l""lll.ilint o an,pliollll'lll.o I'--X, d<"V<' so·r 

1"''1'"'""· 
(:o,nn j;ll'ni diLo, o villor d"sl.e p~triullo'Lro ililld;o. ,,,;,, <'sl.lt lw111 <'Hi.aJ,.],._ 

cidn "" lil.l·r~.l.lllil. l•:,qua<ll.o Audo <' Al~<'l'il[l:l] ohl.iV<'<'lllll q"" 1.11, o11Lros 
aLti.<>II'S[20], atnwo'·s <k nH·did~~ dc ~hsor<,iio <'lll ""Jwrred,s, esLirnamm 'I 110 

'L ll<•""o"imci~ <I" i"nno. V~r rcf.[S~J. 
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Figura 21: Scparaçii<:> cHI.re os '"l.<tdos lsl'l <' lsXJ <"m folllÇiw de q. A 
voltagem esfolhidn foi a do pouto de t.ransiçiio, sem acopla.mf'n!.o 1'-X. de 
sistema dird.o para iudi<<•t.o. 

in lerva lo 0.1- 0.2. No.~ 11<'-~'o.' c~kul!l~ podemo.• rstimm çsle parâmetro pda 
separação en<:>rg<·l ica. do,> f'st.a-rlos I s 1'1 c I sX l. 

Vemos pela figma 21 que a.lé q = 0.11, a rcla~ãü entrc a s<'paraç~n t•ner· 
g01.ica dos estados e o pa.râ.mdro q é aproxim>tdarncntc linear. Aeimil. deste 
v~tlor, o estado lsXl começa a entra.r n<> r<'gi~o do •·oui.Ínloo Is i' I , a curva 
knd<' a satnra r pata UI n v a h>r pní"i n '" it <"11<'1'1\Ía <i<· I igaçíi.o do m<CÍ to!l di rdo. 

De aemdo com o argnnwnto <"xpost.o '"I< n•li\Ç~" às fig.,ras \!)c 20, o wdor 
n·al d~ q dcv<• f'sl.ar rm algm1o ponto <'H li·~ 11. l <' O_!i, o 'I'"' cqnívalc a di,,,-.,. 
qu.--.o acopbnwoll() l'-X {,da or<l<'lll de <1lp;nns m<·V's. 

En1 R<'gnid~. ,·~lcnlmnos a <'<OPr[';Ía d<> lig<>çào do <·xcil.o" ].< <'lll fo1nç;lo d~ 
volt<•.g<>m <'Xkrn~. 

É pa.trnt<', tn•nbém 11esl.e gráfi((} da figuw :n, a t.ransi~·iío enl.re sistema 
dircto e indireto. Qmul\o mais próximo de -.ero o?stá o parâmd.ro q, mais 
abrupta é e5l.a trausiç~o. No regime direto, o <'lêtron r. o buraco estão ron
finaclos na mesnHl. região espacial (po~-o de GaAs), fa:-:endo assim com qtt<" a 

supcrpos\çiio das fnn1;Ôrs de onda corrcspon<kiil.<'s, rnedimla [Wlit intera;;iío 
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coulombiana, seja grande. Como o poço r é bastante estreito e as barrei•·as 
altas, a energia de ligação do exciton direto é relativamente grande: aproxi
madamente 14.5 rneV22. 

Para voltagens negativas, o estado apl"esenta carácter indireto e o excitou 
tem energia de ligação em torno de 9.5 me V, qu<' também é alto comparado 
ao valor do bulk. Embora o elétron e o buraro neste caso estejam locali7.il(los 
em camadas diferpntes, a cn.,rgiH. de ligaçil.o do exciton forrnHdo por ""l.cs 
portadores é OOmJ•arávd ao valor no ca~o dirc-to. Como já dissc1nos, islo 
acontece devido à mas"<\ p<Jqwndicular no ponto X, que é pesada. A ;,(reia 
grande do elétron suprime parte da energia cinética do movimento rf'du-.ido 
do par ell-tron-buraco c reforça a interação coulombiana entre eles. Isto leva 
a um aumento da energia de ligação do exciton. 

O raio do movimento reduzido do excíton acompa.nha o comporlanwnto 
da energia de ligação {ver fignra 2.'l). Quanlo mais ligado estâ o )H"tf de 
partículas {isto é, maior a. enf'rgia de liga~·iío), menor é o raio excit.ônico uma 

vez que a conel~ção <Jlél.ron-bnraco (, m~ior. 
Para voltagf'ns acima de mn cc•rto val01·, o exciton é direto com raio 

próximo ,], 75 A. Conforme diminnimos H voltagem, o raio do exciton ls 
~nmenla pois a. f'll<"rgia. de lig~çiín dimimü, rom bnr~rns e e[,;trons sepa.ra
dos. Como pode ser visto, a curva niín satura ;. nwdida que diminuímo" a 
volta.o;em. ~:xist.e outro ,-.feito que domina o eomporlamf'nto do raio exei
tônico para volta.o;ens mais nf'gativa". Devido à. dif~•w<ça de si11a] da rarga 
do elét.ron c do h11raco, f"les se movimentam <'Tn senl.ido coutrários um cm 
rdação ao oul.ro na prcs<'nça do campo ext-erno. Se o c:ampo for negoJivo 
(ver figma 15) então ele separará ainda mai~ o hnraco f' o cl<;tron X, di
minuindo a energia de li.o;aç~" do par c, <·ons<·qucnt~m<'nt.e, ann1~nt.ando o 
raio excil.ônico. Isto <~xplica o fa.to da <"nn·a. acitna não """llll"i11" coul"ornw 
a.nmclll.atnos nf'gativmnenle a voll.a.o;em aplic~<la. 

l'a•·a. caJ"adcri?-ar a din~mÍ<"a dos <·xritons na """"" f'sl.rlll.nra, tem<'" <pi<' 
ronhecer l)('m a disperúw dos <•s(>l<ios 110 plar1o ·'"!/,onde o FX<"ito, "'' llloVi
m"nta I i n<·HW!It<'. 1hsodada a c a <I H n Ívcl do moví "'"" l.o J"C<luzido .ex i sk urna 
díspersiio h i di nwn,ional df' <"st.ndos pi"Opap;at.i vos do '"'" lt o d<• nwssa.. A ha i ~o 
s<"gne esta dispersão para dois valorcs d" voltagens próximos ao ponto d0 
transição sistema direto/indireto. 

"Co!LLpar~da, por cx~mplo, à enerp;i~ de li~a<;ii.o <lo excil.oH 110 bulk de GaAs, que ~em 
torno de 5 rneV 
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Pela figura 21 podemos Vfer que, para Vg = 0.25, o eslado exeiVmim 
rle mais baixa energia é o lsXI (predominantemente tipo X). A primcirH 
dispersão que aparece no gt·áflco à esquerd11. é deste estado. Já a ~cgunda, Psl.á 
associada ao estado lsl'l, no qual o cxcilon possui uma ma~sa perpendicular 
mais leve e, portanto, a rlispers~o corrcspondcn te é mais côncil\·a. O ~r<'i l.o do 
acoplamento nf'ste valor de voltagem pode ser perrebido apena." p<'l<> ~.nl.i· 

crnzamcnt.o basl.ant" fr,.ro d11. dispm·s~n lsl"l rom os est.ados do «lrllÍllllr> 
lsXI. As dispersões siín ~.proxim<Jdanwnt.e parahólieas. 

No grifko à. rliMit.a da figura 2.J, <'stmnos com um vai<H d~ cou1po ,.,,'I'"' 
o estado de menor energia(, o Is\' I. O estado 1sX1 foi deslocado para cin1~. 
(ver figura 19). Por ca11sa da diferença de massa t•ntrf' estes dois estados, r do 
seu posicio11mnruto relativo, as tinas di,pet·RÔE'R rorrespondnnl.<'s drv<'rimn se 
cn17.a1· cm algum valor de K. Isto não IICOlll.ece de,·ido ao <>Cnplamrnl.o l'-X 
que ap~.r<'ce também aqni. O crnz~ment.o se t.r~n"fortna em anti·n<l7.ô.nwnto, 
como pnde sn vi"to pam /(em torno de 0.02 Ã-'. As duas disp~rsÕ<'R, nesl.e 
va.\nr de campo, se tomam nào pambólieM por eausa do acoplamnnt.o. Na. 
figura. 25 pod<'mos visnali7.ar mdhor nste comportamento. 

No gd.lico à N;qnct·da, as duas dispersões (s"rn acoplamento) aiud~. niio 
se cruzMam e, portanto, quando ligamos o acoplamPnto, PI~~ simpksnwnl.e 
s<: r<:pel("lll. No caso do )\rMko it dir<:it.a, N;t.amos cm um regime de campo HO 
q ttal as dispNsÕes. sem o aroplarnrn t.o. se crllzam. Ao I igarmos o acoplmll<'ll to 
as dispf'rsê<cs se anli·nuzam, l.ornando-s(' niín parfbbólicHs. 

Ü11l. ro parâmetro de rdPv<1 neia p~ra a di ufu11 ica do ex<"i I on, e q ur podt• '"'I" 
e':t.raído da~ cmvas dt' dispPrs~o. ~a mR$Sa rfd.iva do movimento do ~xrilort 
no pl;mo X_!j. No r~~ime indir<'t.O, o l.í'mpo de w<·ombin~çii.o ra<lio~t.;,., do 
par dt~tron-huran> ,; muit.o grmhl<' (<>< !iOO ns)[7!iJ e o <·xcit.on i-<'rll 1<'1111'" 
de-''' difnndir paraldanH·ni<' n~ mnoHI.ra. No """ moviul<"lli.o no plmoo d" 
in lerfa<r, Pi<' !.<"lll nma f>rol><l h i I ida.:! e ali H <k ""r ea pt. nratlo pdos d<'fPi t.os q '"' 
<'xist.~m[7!íJ, '""""! p<>dr s~t· <"Oinpmvado prla~ largnl"iL" d~ li Ilha da cut·va d<' 
fot.olumirl<·'ci"·rtri~[7Gj, <i<'\· ido;, fhll.na~~o 1~1.erõl d>es <'Sfl<'""'II"<IR do~ poç<>s. 11 
m~ss~ efdil"d do 11\0\'inwuto "" pl~110 .1"1f;, rd<•vanl.<: pMa caknlar a <"<Wtgi,l 
de confinamcnl.o do <'X<"ÍI.oll m·sl<'s del<•ilos. Na figura 26 t.l'mos nm gnilico 
com a massa média do estado Is,],. mcum· energia, ern funçào de V0 

O ajuste parabólico da dispersão foi feito em um intervalo de em,·gid qn<• 
vai do fundo da dispers~o atê 5 1m' V acima. l':st." é o intervalo típico 110 
qnal a difusão domina a diuâmica. <lo oxciton para P.xdl.~.çõrs rrsooll;,.ntcs. 
l'a.ra <mergia~ 111ais alta." d€ oxcit.açii.o, o espalhamrnt.o po1· fõ11ons Ól.ieos é 
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pnra q "' ll.~. l.rnn·j~<l" pill'il q ,.-, O.\ l.mçoH 1<>111\<"' p;u·;o 'I = 0.8 <' li11lt<> 
dwia p;,ra 1f = 1.0. A IIIi\.'"" foi o!JI.ida al.nw(·" ,J,. ""' ajusi.P tmrah(,Jico das 
d isp<·rsiíes. 
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Fip;ura. 27: Força do oscilador da transiçãD es\~(!o fuudm1wnl.~l <--t cst~do ls, 
em funçiiD de v;,. Curv~s pa•·a q = 0.2, q = O.!í, q = O.R e q = \.0. 

prodomi nan l.c e f~?. eom q Uf' oe porbdo<"f'S r<'l~"""' rnpi d nHwlll.f• 11 a di "P"""~"
at.é qno a difusão se inicie. N!"R!.f' processo. o ajnsl.<· parahólico deveria Sf'l' 
feito em um i11lervalo <i<" 36 nwV. No <'nl.ant.o, as mMRas nos dois casos 
a.prcs<'ntam valores semdh~nlf's <"não mostncrnmos ~qui o {dtimo ca!\0. 

Em seg11ida calculamos a força 1-k osciiHdor da transição f'ntr<> o f'st.mlo 
fnndameTJtal da <"Rlrnttlra "o <'S!.ado <'x<·il.(mico ]_, de TJWTlOl ''nNgia. O 
d.lcnlo do eiPil<cn1.o de 111altir. do op<'ro.dor do dipolo PlHrico foi l<·~li?.ado 

sf'gnindo o trabalho de l~llioi.[B:i]. Não van•os <'OII~tid<·rar a força de osrilador 
da transiçii.o assitid~ por fônotiR. Toda a força. <k oscilrulor collsiclerada é 
II<JU<·l~ ohli<!a n~. a.proxi111~ç~o dipolar, ""seja, ap<'llM a (OTili>OI\CIIt.C' !'<la 
fu11Çi10 C'ldrônie<l '"lll;; contribui pnra ~ força. de ""'·ilaclor. 

Obscrvmnos uma qowda d<· até 4 Ol'(k~ll" ,j, grand<'r.a. (jll~ll<io o cx.-il.oll 
sai do regime di relo rmra o indirclo. lst.o se <i<·ve ;, fmm COillpOH<"IIt.e r da 
fu11ção do onda excitônica 11esle ca.•o. E111 n>ns<'qnbn:ia disto, o tempo d<· 
vida dos excitons (Onospondcntcs mnnc11ta significalivamenl.e, c-omo já foi 
adiantado. 

Finalmente, nas figuncs 28 <" 29 apresentamos alg1111S gráfkos que <:<·rl.i-
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Figura 28: Projctor dos <lois 1wimciros uiveis do dft.ron em fnnçiio de V1 , 

p<tra diversos valores de q. A corr\'spondênda enlw \'St~s valores de q" as 
curvas é a. mesma lll.i\i7.ada TlOS gr<trtcos anteriores. 

ficam que a hMe de [moções escolhidas par~. o j>rohl<·ma 110~ dão nma hoa 
convergência para itS soluções. Para cada. nílr('l do po~·o (\'l6trou e llllram) 
podemos Jdinir um projd.or que, quaudo aplicado ~o ~sta<lo l.,, nos forn~n· 
uma medida da CO!llponrnte do níw·l ll<·ste <·~t.a<lo d\' mais baixa \'H<'r~;ia. 

Na figura 28 temos o gráflco de~\.(' proj~l.or pa•·a os dois prÍ1m;iros nÍv\'is do 
cll>tron no poço 

Pa fi\. a.nal isar as en r v as acinm (· i m p<!l·i ~ nl.<· le-mbrar q "" os n Ív<·is dos poços 
já s~o uma. 1\lÍ"t.ura l'-X, isl.o é, a.< <'11rva~ uiJf> rqwc-sc-ul.am <lirdanwnt<• i\. 

traiiSÍÇiio 1'-X, nws si1n <:orno os dif<·r,ut.f's níwis d<• aroplan1. 
1'11ra val<>re" ll('g,,I.Ívo~ ,j,. vol\~1-,~~ll. o primdro ni\.-1 do JlO\,ü, )>IP<lonoi

nant.Pmente tipo X, cont ri\, 1 i f orl.<'nwnl ,. I"'.-~ o <·st~do J .<. I 'o ri ;uot.o as f'llrvil,; 
snpcriorc", 11esl.a 1egião de 1~, se ref<'rern HS nivd JX, "'"luauto que as inferi
ores são os proje1.orcs do nivcl 11'. Conforuw aumeulaJllO" V5 , os dois llÍveis 
invertem de papéis: os Jl!Oj<"tores de 11' munentmn e o esta<lo ls passa a ser 
prcclominallte:rnent.e direto. 

Um fato que chama a.t.<'nçií.o ""curva acima (· <i''"• próximo dc V, o= O, 
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Figunt 29: l'roj<'tor do s<'gundo nível de bura<:o pesado para q = 0.2. 

o es\~(lo 1.' ó formatlo prat.icamenk ap<'na.<> do nível lX. À medida qU<' TWR 
afastamos da r~gião em tomo do ?.<'ro ,Jp volt.ag<'m, a contri],içãü do Sf'g1111do 
nível aonn<'nla. Isto sug<:IT' 'I"" o a<".oplamPnl.o ent.r" os difen,llles 11ÍV<eÍs é· 
resullrulo 11loo do potenci<tl roulombiano, mas sino priorita.rinn>ent.c do ranqJO 
aplinalo qne polariza o sistema. 

A sorna dos projdorcs dos dois prirm•iros níw•is f. aproximada.ow·n!.<' igual 
a mo ida<le. A participação do terceiro e q ua rl<l n í v<·is (. dnRpr<·~ í w•l pois <·st.~o 

b;~~t.aute separados <'Ill <'nergia dos dois primeiro' (v<·r ligon·a 17). lst.o i• ""' 
ind icat.ivo de qn<" a iur lnsiío d" ontms níveis mais <'ll<'rf~/1. iros (do co11l. Ún10 do 
poço, por rxrmplo) n~o afeiHI'Ía os res11lt.ados ohl.idos e aprcR<>III.ados nq11Í. 

lnclnin10s bnnh,;m o segundo 11Íwl do hman> ""' 11ossos uíknlos,. )';rafi
camos sr•n proj<-lor na fig11ra 29. 

/1" <·onrlnsi'x:s 'l"" ti1·H1nos <ksf.~. figura siio a~ lll<"smas d~ figma Hld.<·rio•·: 

a hB';e escol h ida ( 1 n Ívcis de c1,;1.ron e J de bmaro) é snfi cÍ<'n f.e para assegurar 

urna boa nmvergênciit dos result.itdos. Testes scmelhattlcs li>ram realizados 
a11nwnl.ando-sc a h<t.<><" d<" fnnç{ws hidrog<"n6irl<"s tipo ls do movim<:nto r<>

duzido e os tesullaJos obtidos foram muito próxitii<>S que no caso da base 
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com 6 funções, com discrepância em en~rgia da ordem de apenas O. I me V. 
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8 Conclusões 

Mostrmnos ncst.e trabalho como incluir o acoplamento f-X dentro da 
aproximação de Ma8sa t;fetiva ~ Punção Envelope. Apen<ts consi<lenuulo 
a simdria do potencial de interfaçe intrmlu7.ido por J.-Y. M<trr.in[62], con
seguimos obter todas a.• ç-arcat.eríst.icas do acoplamf'nto previsl.ô.• por 1nodclos 
microscópiros. Os n'"nlt.ados estão contidos haaintmt,nC<" nas ('<j11ô</><'S (.'n), 
(84), (85} e (87) do capítulo 6. 

No proh\('ma do exciton ronllnado nos po<.;os l'-X a<·oplados, ,.a,·a,·i<'
rizamos a Crausição entre sistema direto/indircto, mediada pelo campo ex
terno. Pela análise das figuras 19 e 20, e pelos resultados experient.ais da 1"<'
ferência [76], apr<"sentamos um a.1·gumento qualitativo sugerindo qn<- o va\01 
do parámd.ro adimcnsiona\ q ( <]UC quantifica o acoplamento f -X) deve <:Star 
entre 0.1 e 0.5. de acordo com Voliolics e colaboradores[20[. Conforme o 
si.•t<'m<t muda dr- regime indirct.o para regime direto, o valor da ma.'<Sa ('fc. 
liva no plano xy também se altera. Est.(' p~trâmctro é bastank importante 
para se calcular os níveis de e~<'r)!;ia dos estados lornli7,ados Imo fluCuaç(><~H 

dos poços. e por isso foi calculaJo nes1.<" trabalho (vN figura 26)- outro 
parâmetro import.ant.<> que nckuhnnos é a força d" oscila<lor da transição 
estado fund~mf'nt.al-estado excitõni<-o L•. Mostramos q11e, como em espe
rado, estf' p<trâmetro ca.i substancia.lmenlP quando saimos do r<"gime dirct.o 
para o indirelo (11gm~t 27). Com isto o tempo de vid<t dos eiM.rons e bura<"os 
aumenta, r o exciton se difnndf' parale\ament.f' na ômost.ra[75, 76] ~tl.P sPr apri
sionado pelas rlul.na<;·Ões '"'"' int.erfac~s. Como a locali~<tÇÍÍD do movimf't1to <i<' 
C"P1ÜI"O de mnssa rxcil.ôuico é imporl.<tnt.c na esl.rut.ura desnita ncsl." trabalho 
(pois as lhrl.uaçórs laiNa.is são grandPs <"os poços bô.';l.~tn\<' <'RI.rPil.os), 11111 
passo sPgtrinl.r' no pro[,]"ma ,«'ria considN<tr o C'f<'it.o do a.:oplitm<"nto \'-X 
nesta locali-.a<;·fw. 
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9 APÊNDICES 

A Elementos de Matriz (cv iHic'v') 
Calcula mos aqu i os elementos ele matr i7. dos operadores de nma.-pa.rtícu la 

e duas-partículas na b a~ e ele excitações k v} = ata·vl t.i10}. J•:sl;<'s r<'s nll ados ~iío 
usados no clcsenvol virn('nt.o da. <'quaçào cfctiva dos cx<:itons. 

A.l Operadores de uma-partícula 

11 = I;(.i:I!I.I A:'}aLak• 
ki.·' 

kk' 

(121) 

Podetnos simpli ficar a expressi\o a.cirna se usa.rrnos il. á lgebra. dos operado
res fenniônicos pMa levar a! e av sobrc o c.st.a.do fundamental. Como todos 
os n íveis da. banda de vi\lê11cia. estão ocupados c os cl11. ba.n d11. de condução 
va:áos, os termos atl wo} c a, IIJ.io} serão nulos. Nest.e p ro ced i m~·nto, as con
trações real izadas ent.re os ope1·ador<'S gera.rào t~·nnos ad icioua is nos qnais 
podemos ident.iric<tr nova.mc1ü<' ope,·a.dOI'cs que, a.pl ica.dos a 1~1 0 }, se anula.111. 
Desenvolvendo a álgebra, t.emos 

COTI S<'CJ I IC11 CCillCTI f.e, 

(cviaLa k' lc'·u'} = tik, Ó(.•,.• ('~ o la~ , O .v •l Wu} + Ôk c (' ~o ln!,a!,r<,,•a., , . •l li 'u) 

-8 •• ,.Ók•oo(\llu la1ft,• l111u} + ó , .,8,,, v ( 1 ~o l alak• l 1 ~ u) 

- ó,., ( i~ o ialak• (l,v•a!, I 1 ~ o) + (111 o I a!a Lak•a!'""' a. I W o) 

Usa1tdo o princípio de Pa.n li e considerando o f1üo de que, no estado 
fundamenta l l'l'o), Locla <t banda. de valência está ocnpa.d<t e t.oda. a banda d< ~ 

condução va:r.ia., eliminamos a.lguns termos da expressão a.cima e obtemos, 

so 



Substituindo o termo acima na equação (122) chegamos finalmente ao r·esu l
tado 

I\' I·' 

(cv jlt jc'v') =: (ciAic')S ••• - (v'l !llv)br.•c + bc•cb., •• I;(kj!l jk} ( 12:1) 
k 

nesta exprrssil.o a somatóri<~ corre sobre os estados de• um~ . - partícula ocupados 
no estado fundamental no cr istal. 

A .2 Operadores de duas-partículas 

fJ = I; I; (kp\:21fll.í:ak<}a1. etl,ak,ak, (124) 
k, ki k:.k. 

(culiilc'v') =: I: I; (/<l'i: 2I /J i k3k , , )(I[Jol<t~rr , cal, etL,ak,ak3 et!a.IWo} ( 125) 
kl l..'2 k3J.·· 

Da mcsm;1, forma que para os opcn1.dorc.s de• uma-partícula, ns<U11os a. 
Algcbr;,. para. des locar at e ac pam a. d irrita ou para a esquerda de fon11a a. 
atua.r sobre o estado fundamental. O rçsult;,do é 

(cvit3ic1v') = (cv'IBivc')- (cv'IBic'v) 
J\' r;-

+ó,,, I; (c:k l Hjr! 1.:) - (ci. IBII.:c') 
k 

]( 1'' 

+•5<'c I;(v'ki!Jikv)- (1,',qn jvk) 
k 

I 1\r KF 

+2óc•có •.• I; I; (kk'IBIH'} - (H' I O li.:' k) (1. 26) 
k k' 
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B Excitons de Wannier 

Neste a.pêndice desenvolvemos a equação efetiva para excitons de Wa.nnier 
a. partir da. equação (24). Primeirament.e reescrevemos o problema no espaço 
rea.l, aplicando a transformada de Four ie r: 

L { EN+'i (kc) + gN- I(kv) }~M (kckv)eik, ·r,-ik,·r,, 
k.,; kv 

- L L </>"'1 (k~k~)(kc k~IVIk ~ kv )e'k,.r,-i k,. ,.,, 
kçk., k ~k~ 

= (E+ E~v) L q,M (kckv)eik, r, -ik, ,.,, 
kçku 

Definimos a função efet iva como sendo 

Wcxc( l'c, r") = L q,M (k.k,)eik,.r, - ik.·r· 
kçkv 

O demento de rnaüiz do potencial coulomhia.no se esc reve corno 

(k c k~IVIk~kv) = 1~;~2 I j cJ'Ird\.11 : -i k , r-i~:·:+;~ · ·-r+ik .· r ' X 

(127) 

( 128) 

x ttk, (r )uk,, (r )ti Z,, ( r')•.t.k, (r') ( 12'J) 

8xcltti ndo a regi~.o p1·óxi1rm da origeu1, o t.ermo l/Ir- r ' I va.r ia. leu t.anH·nt.e 
no espaço. Mas este é just~.menl . e o po1cmcial que acopla. os cf>'s relat ivos aos 
d iversos k <k, 's . S<tbemos q ue ern 1\<"l'a l, quant.o mais lent<urtcute v~ . riávd ó 
o potencial, menor é• o acoplamento enl. r&. as onda$ planas (no cMo, fu uçõc·s 
de Bloch) q u<> formll m o r.s ta.do esLa.ci oná.rio do sistema.. No I i mi l.c· <'III q 11<' 

o po!.encial é bomogêneo as so luçõr.s da equaçào de Sc h rõding~ , · slw ondas 
p lanas, isto é, não existe acoplmnen(.o entre elas. Esperamos en1.iío qu<' os 
coeficien~es ,pM (k0 k") sejam significativos somente próximos a. um ponto do 
espa.ço recíproco, em torno do qual o estado excitônico é construído. No c<tso 
consideraremos es te ponto como sendo 1\ origem (r), embora o desr.nvolv i
mento no <:<1..so gera.! sej a. análogo. Estas considerações sugerem a d ivisão das 
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integra.ç.ões em t' e r' , que estão definidas em todo o volume do cris ta l, em 
somas de integrações sobre as células un itár ias da rede. Neste procedime nto, 
a função l/Ir - r'l pode ser aproximada dentro de cada. céluln por urn v~ l o r 

médio. As ondas planas q ue aparecem na equação acima também podem 
ser aproximadas uma vez q ue os termos releva.nt.es pa ra a sornatória, isto 
é, <ft's significativos, são apenas aqueles em que os vetores kc, k ,, kc' , k ,, s~ o 

pequenos (próximos de f ). Ott seja, as ondas planas v<tria m k n1.amcnl.e no 
espaço. Reescrevendo a. equação (129), chegamos a 

onde n é o vo lume dit célula unitá ria. Inserindo esta exp ressào na so matc\ria 
CO tTespondente da equação (127) te mos 

Neste po nto fazemos uma outra aprox ima.ção: 1\.Ssumimos q ue para valores 
de kc, k,, k,., k,. próximos da ot·igem , it parl'e pe riódica das fu nções de Bloch 
síío indcpcnden1.C's d<' k c podem ser cscr·itas como: 

ttkJ r ) ~ ttó (r ) 

n k) r ) ~ 110 (r ) 

u.k, (r' ) ~ uo (r') 

nj', (r') ~ . ( -') ( I :12) 
•' 

110 1 

Ao su bsl. i1ui r rst<~s c< tuaçô<'S na C' X pressão (I:) I) vemos que U ( kc, k ,, k,., k,,) = 
1, pois a pa rte pe riódica da função de Uloch está no rmaliz;cda "' ~ célula 
uni L á ria. Deste modo a expressão ( I J I) se transforma cm 
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(133) 

O primeiro termo da cqua.çlío (127) pode ser calculado usando-se o pro
cedimento abaixo. Consideremos a. seguinte expressão: 

L E(k)<P(k)c'k r 
k 

Se expandimos a função E'(k) em série de T ~ .ylo r 

S(k) = f ~ (a ,. · k)" 
r,=O n. 

e substituímos no termo acinn, ternos 

_L E(k)q)(k)e'kr = f L I.( a,. · k)"q\(k)cikl- (l:.l<t) 
n' k n=O k · 

que pode ser recscri to corno 

{f ~(a,.· - i'V)"}Lql(k)e'k·r = l ~ ( - i\7) L 1>( k )e' kr ( 135) 
n =O n . k k 

Assim, 
.L E(k) q)(k)e'k·r = R( - i v) .L qS(k)e'kl- (l ~ l6 ) 

k k 

A pi icando esLe procedimento p<tra as duas d i ~pe r s()('s ./_:.'N + t (kc) e J ~ N _, (k, ) 
da. equação (127), chegamos à. a.lgo próximo da equação (25): 

E:st,a abordagem para a equação efetiva do exril:on foi primeimmente de
senvolvida por Wan nier(30), e é válida para. um série de materiais no quais 
as aproximações em (l32) são razoáveis. Na eqtmção (25) aparecem o hamil
toniano eletrônico EN+t( -i\7 ) e o harn il l.oni<trto do buraco E"'- '( +i 'V). A 
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interação coulombiaJJa que aparece na cquaçãn foi obtida considerando-se 
apenru; os elétrons de valência interagentes. Na realidade esta interaçá.o é 
parcialmente blindada pelos Íons do cristal e pelos elé\rons de caroço. O 
campo eletrostático do elétron e buraco polariza o meio iónico e consequ<:'nl.<l
m<:'nte sofre uma atenuaçãn. Para exci\ons de Wannier, o período <la ó•·hita (:. 
suficientemente longo, de modo que os íons respondem ao movimento do pa•· 
de cargas blindando a interaçãn com ronst.antr didétrica est.átic-a t. O Pl<,it.o 
da inter;u;;ãn com a rede pode ser introduzido di•·et.amente no pot<'TJcial <k 
inleração entre elét.rons: simpl('SfilPnl.e a<:resc~ntamos a cow;t.anl.~ diC"Ié'l rica 
a.o pot~ncial cou\ombiano do hamiltoniano original. Isto nos leva à seguinte 
equaçãn final 

C Acoplamento entre Funções de Bloch 

Na presença de mn campo externo, as f>mçiíPs de Bloch do cristal se mistu
ram para gerar os Pstados Psl.acion ários do h a mi lt.oni ano pPrl.llrhrulo. V â rios 
fatores determinam a intensidaJe desta misi>Ha: simetria do AÍs\ema não 
per\urlxulo e do eampo cxl.emo, s<1pa•·;u;,ãn <1m energia dos níveis do hamil
toniano original, ele. 

O elemento de matriz da perturbação J•ntre funções de Blodo nos dá 
uma medida do acoplamento entre estas funções. Nas eJpliiÇÔfes a segnir, 
mostraremos qn~ a intensídad<: dest.e amplamrnt.o está diwtamentr ligMiit à 
vari~çãn espacial do pot.encial ex\Prno. O c\~nwnto de acoplanwrd.o enl n· os 
estados ln'k') e lnk) é dado por 

(n'k'llllnk) ~~~ j cf,. ,-•k'·c,;,,k,(r)U(r),o'k·c,"k(r) 

~ j ,p,. c;lk-k')·cu(r)n~,k'(r)u,k(r) ( J 37) 

Como o produto 11~,k.( r )unk (r) tem a mesma periodicidade que a rede de Bra· 
vais, a sua expansão de Fouricr envolve ape!la.~ OH vetores da rede rccipwca 
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• (•)• (•) 'C'"""' (K)·;K' Un•k• • ~nk • "' L., ••kk' ~ (138) 
K 

que, an ser substituído na equação ( 137), nos fornece 

( n'k'l Ulnk) = .!.. :Z:: iiíd'·( K) j ,p,. U (r )e'tk-k' +K)·r ( I :19) 
NK 

a integral acima natla mais é que a tro.nsformada de Fourier rf(k) do potencial 
externo, calculada cm k- k' + K 

(n'k'llflnk) = ~L iikk'·(K)tf(k- k' + K) 
K 

( 140} 

Se a função U(r) varia lentamente no espaço, RUa transformada de t'ollrÍcr 

Ü(k) será significativa apenas nas regiões do espaço rndproca próxinlllll ans 
pontos onde{; é máxima .. Isto quer di7.er que ~penas alguns w\.ores da. wcln 
reciproca contribuem pata a somat.ória cima. Além disto, se a diferença k- k' 
for grande, o demento de matriz (n'k'IUink) s"rá dcsprer.íveL 

D Funcionais da AMEFE 

Des<>n volvemos ncst<> apf-ndice os {u ndonais utili~ados no cálculo do, equa~·ão 
efeliva para as funções envelope. 

D.l Funcional {'PI'P) 
A função de onda clrtrônica na lwtero<'st.rnl.nra (, cxpandi<lH ,.,., l<·rrno~ das 
fun ÇÔPS envelop<' do sn b<'spa.ço l ';,, r7 <.' ['8, corno pode-se ver na "'I"~ çiín ('!R). 
Usando esta expressão podemos escrev<O'r (.PI'P} como 

('PI'Pl = nLLj d'r F,:.l~,u:,ruflr 
" "' 

(I ·11) 

A integral acima, definida em lodo o volume da heleroestru tur<t, pode ser 
decomposta em uma soma de integrais sobre cada. q',hda unitária. Corno as 

funções envelope variam muito pouco nas células unitárias, podemos retirá
las da integração e escrever 
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onde aparece a somatória sobre as células unitári~.•· Como se sabe, as paites 
periódicas das funções de Bloch são mtogonais, o que significa que a integr~l 
acima se reduz a Õn'n· esta delta de Kronecker nos permite eliminar uma da~ 
somatórias sobre as bandas e reesnever a Nj\!ô.çâo como 

(H:)) 
" R 

A somató1·ia discreta sobre os velores da rede pode s<>r transformada cm uma 
integra.l extendcndo-s.' a fullçã.o Fn(R) para todo o espaço, tal como definida 
em(42) 

(l"i'P) = j ,Pr LF,;(r)F,.(r) 
" 

(111) 

que é a expressão utilizada na equação (55). 

O harniltoniano Jifl", definido em c~da nma das camadas (equação :17). 
possni nmtrihuições de energia cinética, int.eraçâo com a rede e ocoplamen\o 
spin-órbita. Explicitando estes termos, escr.,vemo" 

+ J,A+-"-'-p·(ã'x\7,·'1))Y(rEA) 1. 4m 2c2 

f v8 + -': "p · (õ' x 'Vvfi)) l'"(r E 8) + U(r) (\·l5) [ •lm•c• 

Aplicando este hamill.oniano sobre a fun~·ii<> de onda I"( r), obtemos 

(116) 

Para evitar equações longas, consideraremos um por um os termos do hamil
toniano. Temos assim as expressões 
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!Jl pl p1 pF (r )· pu r 
-
2 

l~,(r)ttnr(r) = F,,-
2 

u,.r( r) + tt,.r( r)-
2 

F,.(r) + " " (117) 
m. m m m 

qw· •âo uWiza.das pam expressar 

= F~ ~~~,P ·(a x \7vA·8 )ttnr 
4m•,_-

+ llnr__!!__2 ., p . (a X \7t>A,B) Pn 
4m c• 

( 1•18) 

11 11 .,Fnunr - F,. {~: + v'1(r ) + 1 ~~c 2 p · (a x \7vA)} ttnrY(r E A) 

{ 

]Jl h } + F,, - + v 8 (r) + -.
1
-. p · (a x \7v8 ) u,.rY(r E /J) 

2m l[m c2 

+ u,.r ~~~ 
2

p · (a x \7t;11 )Y(r E A) !•;, 
4m c 

+ ""r ~ 2p ·(a x \7v8)l'(r E J:J)P,, 
4m c 

p
2 

, pu,.r · pF,. U( ) P. + 11n[' -I'n + + l' tlnf' 'n 
2m m 

( 149) 

As expressões cn Lre chaves podem SN identiri<·a.d;l s como os próprios 
l1amilt.onianos dM ratna{las que, agora, est.âo a.pli(R{)os sobre as fun çÕ<•s 
periódicas apenas. Como estas fun~Õ<'s são autofunçÕ<'s do hanúlt.oni:~n o. 

apnre<:em daqui as <'nergias E~ · 8 da" bandas oo cPnlro de :r.ona. Uma v<'z 
que as derivadas <'"pariais das funçÕC'" C'n~v~lope são bcrn menores qu <' ns 
das 1 \Ln~ :õe s de rllocJ ,, os termos de spin-órbita que C'nvolvem a aplicaçiio 
do operador d e mon><'H l o sobre M /•;, 's podem "(' '' clc"prer.ados. Com <' SI. ~t 

simplifiraç.â.o c definindo 

f ~r(z) = Eí!l'(•· E A)+ EPi'(r E /J) (!50) 

podemos escrever 
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As intcgr·ais <teima podem ser simplifkadas se consideramos mais urna I'CZ 

que as fun ções e nvelope (c as suas derivada.s) v~t r iam leutarnenete no cspa.ço. 
Esta p r·oprieda.dc, mais a ortogonalid~d e da. funções tt,.r,'s, nos pcrrnitcrrt 
CSCI'CV()I' q 11C 

= j Jl,. F~ { Er(z) + ~~ 1 + U(r)} F,.6,..,. 

J 3 F;..pFn J <t • + d ,. · a· 1· u,..rpu..r 
m o 

(I 52) 

O 1>rimciro t<'rrno à direita na express~o ncirna é diagonal nos índicN; 
de banda. Já o segundo acopla as [unçÕ<'S <'llV<'Iope de di[erentPS harHIM 
do snh<'spaço l'r., 1'7 e r 8 • O acoplamento s<' dá através do moment.o ck 
dipolo das funções periódicas. Este t.crmo, que denotaremos p ,..,., contém 
in[onnações rnicrosc:ópica.s dos materiais hospedeiros. Usando <t expressii.o 
chegamos fl na lrucu t.e ao fu nciona l 

= jb:ZI:;{Er(z)+ 2P
2 

+U(r)}F,. 
TI rn 

+ j Jlr· L L F;. { p,.,., . p/';,.} 
'l' n tU 

( 15:3) 
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