UMA CONTRIBUICAO AO ESTUDO DA
OSMOSSEDIMENTACAQ

Camilo Rodrigues Neto

Orientador: Mario Alberto Tenan

tet oxa - Ao o radacas
frinat o Tose mk ko N
OQM,QJ) Q»oouxy,u/, Nt e OvV/wwa/&
puts Qowiina, jw%m
151192

/

Tese apresentada ao Instituto de Fisica ‘Gleb Wataghin’
da Universidade Estadual de Campinas como parte dos

requisitos a obtencao do titulo de Mestre em Fisica -
Maio de 1992.



UNIDADE ..............................

@%%ﬁm:/ﬂ/’

T _{3 383 \
Pa., gu:;}ol.z /\
el ] © M

2CB. 00,0000
\{;;.;\ ofv)oz.)qs ‘
PO

Cm 000 361 D13

N4
o



A meus pais, meus irmdos ¢ a minha avo, pelo incentivo
e convivio.



Esta cronica, para ter algum valor, tem de ser fiel 4 verdade. Tinhamos feito
macs ou menos um quarto do filme ¢ chegado ao deserto guc fica na metade de todo
projeto eriativo. () deserto comega quando jd se avangou demais para se poder desistir
¢ ainda se estd tao longe, que o fim € invisivel ¢ sd pode scr avistado através de uma
Jo inabalavel. Como eu conhego isso! ... Trabalhe: demais para poder po-lo de lado,
mas o fim estd tdo distante quanto o arco-iris. Néo hd nadu a fazer sendo ir em
frente ...

Pearl S. Buck, in A Grande Travessia.
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RESUMO

Neste trabalho fazemos uma breve recapitulacao da termodindmica de nao-equi-
Iibrio, a partir da qual estudamos comparativamente os processos de sedimentagao
¢ osmossedimentacao. Apresentamos um modelo termodinamico para a osmosse-
dimentacao, basicamente as equagoes de transporte de massa e momento e suas
condicoes de contorno e iniciais, tendo em vista o estudo da influcncia dos parametros
caracteristicos na velocidade de sedimentacdo. Resolvemos as equagoes diferenciais
relevantes utilizando um método numérico de diferencas finitas, de onde obtemos
1) a descricdo hidrodinamica da circulagio de fluido na cela de osmossedimentagao
¢ 2) a influéncia do coeficiente de difusdao, da permeabilidade da membrana e da
largura da cela na velocidade de sedimentacao. Comparamos estes resultados com
dados experimentais obtidos a partir da literatura especializada. Finalmente, apon-
tamos as perspectivas de extensao do trabalho numérico ¢ do modelo termodinamico
apresentado para a osmossedimentagao.



Abstract

ln this work, an analysis of the osmosedimentation process is presented in the
[ramework of nonequilibrium thermodynamics. The purpose is to study the influ-
cnee of the characteristic parameters of the system on the sedimentation rate. A
bricl review of the nonequelibrium thermodynamics is made, and for methodological
reasons, the osmosedimentation processes are compared to the usual sedimentation
ones. Based on the mass and momentum equations with the appropriate boundary
and initial conditions, a model for the osmosedimentation process is proposed. By
solving the differential equations with the help of a finite difference numerical method,
it is possible to obtain (1) a hydrodynamic description of the fluid circulation in each
half-cell and (2) some useful information on the influence of the diffusion coefficient,
membrane permeability and cell width on the sedimentation rate. The numerical
results are compared with the experimental data found in the literature. Finally,
extensions of the numerical work as well as of the thermodynamic model for the
osmosedimentation process in the cell are proposed in the concluding section.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

lixistem muitos métodos para fazer a separa¢ao de uma ou mais substancias de
uma mistura.

Uma definigao possivel para separagao é [1]: Separagao ¢ a condi¢do hipotética
pare a qual existe o completo isolamento, em m regiocs, de cada um dos m compo-
nentes quimicos de uma mistura. Diz-se condi¢do hipotélica porque freqlientemente
nao é possivel a separacdo completa dos componentes. Além disso, muitas vezes,
apenas se registra a quantidade e o tipo de uma parte deles.

Ha muitas maneiras de se classificar os métodos de separacao (Apéndice A). Um
método de separagao muito utilizado é o da sedimentacdo.

Métodos de sedimentagdo tém grande aplicacio em laboratérios e indistrias
quimicas e bioquimicas. Alguns destes processos, como, por exemplo, a osmos-
scdimentagao !, baseiam-se em processos convectivos que aceleram a sedimentacio de
soluto. A osmossedimentagao permite a realizagao de muitas experiéncias de maneira,
mais simples do que outros métodos. Pode-se citar como exemplos: a determinacao
da massa molar de polimeros e particulas; a concentragao de proteinas; o fraciona-
nmento de polimeros; e a concentracao e fracionamento de particulas finas.

Dentre as vantagens deste método podemos citar:

|. utilizacao de equipamentos mais baratos, de alta capacidade e mais robustos,
em vez de centrifugas de alta rotagao;

S

condigoes mais favoraveis que evitam a degradac¢ao da amostra ou equipamento

(evitando-se a exposicao a reagentes agressivos, altas pressoes ou altas taxas de
cisalhamento).

"Utilizamos o tertno osmossedimentagdo para processos realizados quer sob forgas gravitacionais
quer sob centrifugas, sendo especificado o caso quando necessario.



Algumas das dificuldades sao:

I. baixa permeabilidade da membrana ao solvente:

2. modelamento incompleto da transferéncia de massa dentro da cela de osmos-
sedimentacao.

A atencdo deste trabalho estd orientada para o modelamento termodinamico da
osmossedimentacao, item (2) acima.

Para entendermos qualitativamente o processo da osmossedimentacio, considere-
mos a cela esquematizada na figura 1.1: um dos compartimentos contém uma mistura
(fase a) e o outro, o solvente puro (fase §). Os compartimentos encontram-se sepa-
rados por uma membrana semipermeivel, pela qual apenas o solvente passa. No
topo da cela, ha a passagem de solvente da fase com menor concentracao de soluto
(fase /3) para a fase com maior concentragao (fase a) - é o fluxo osmético de solvente.
kntretanto, devido ao campo gravitacional ou centrifugo, o fluxo pode inverter-se no
fundo da cela, i.e., passagem da fase com maior concentragao de soluto (fase ) para
a fase com menor concentragao (fase §) - é o fluxo reverso osmético de solvente [2,3].

Como resultado do fluxo de solvente através da membrana, estabelece-se uma
circulacao, do topo para o fundo no lado com solugao (fase o), e do fundo para o
topo no lado com solvente (fase §). Sendo a membrana impermeével ao soluto, o
resultado liquido do processo é a diluigdo da solugao na regiao superior da cela e sua
concentragao na regiao inferior?. Este é o fenémeno denominado osmossedimentagio

que tem merecido atengdo, em particular, de F.Galembeck e colaboradores, a partir
de 1979 [2]-[15].

1.1 Objetivos

Os objetivos desta tese sao:

I. a partir da termodinamica de nao-equilibrio, equacionar para o sistema da fi-
gura 1.1, o fenémeno da osmossedimentacao sob campo gravitacional ou
centrifugo;

N

resolver por métodos numéricos o conjunto de equagoes diferenciais que surge
da abordagem da termodinamica de ndo-equilibrio, para entender a dinimica
de evolucao do sistema desde o estado inicial, investigando a influéncia dos
parametros relevantes sobre a velocidade de sedimentacao.

“A predominancia dos fluxos convectivos no transporte de soluto é o que distingue a osmos-
sedlnentagao da sedimentagao convencional. Nesta ultima, o movimento de soluto se faz por fluxos
difusivos, que, como veremos, sao muito mais lentos.



@) sob gravidade blsob centrifugagao

Fase B Fase o«

r L
Z.Z 19 ]_‘_”.2'.
ré D Fase f ‘ l
7
u/

——+ Fluxo reverso osmético de solvente

----- » Fluxo osmdético de solvente

IFigura 1.1: Esquema bésico de uma cela de osmossedimentacao: (a) sob gravidade,
¢ (b) sob campo centrifugo. A parte hachurada da cela é preenchida com solugao
(fase a) e a nao hachurada com solvente (fase 3). A membrana é impermeavel ao
soluto e separa as fases a e .



Capitulo 2

TERMODINAMICA DE
NAO-EQUILIBRIO

A termodinamica de nao-equilibrio trata da descrigao macroscépica de processos
irreversiveis. A teoria da um tratamento unificado aos estados estacionarios e aos
fenémenos de transporte em meios continuos. Em termodinamica de nao-equilibrio,
cstamos interessados em processos finitos e irreversiveis, em contraposigao aos pro-
cessos infinitesimais e reversiveis da termodinamica de equilibrio.

A termodinamica de nao-equilibrio linear restringe-se a sistemas que podem ser
tratados como meios continuos e que podem ser considerados em equilibrio local, isto
€. supoe-se que se pode dividir o sistema, em estudo, em unidades suficientemente pe-
(uenas para que as propriedades termodinamicas variem pouco em cada unidade, mas
grandes o suficiente para que possam ser tratadas como subsistemas termodinamicos
nmacroscopicos em contato com suas vizinhangas.

Em contraste com a termodindmica de equilibrio, a termodindmica de
nao-equilibrio trata as varidveis termodinamicas, tais como pressao, densidade, tem-
peratura, energia interna e entropia, como variaveis de campo. i.e., como funcoes
continuas do espago e do tempo. Deste modo, as equagoes podem, geralmente, ser
formuladas na forma de equacdes locais.

Na segao 2.1, estabelecemos as equacoes diferenciais para as leis de conservacao
de massa, de momento e de energia, escritas em termos do fluxo difusivo, do tensor
das tensoes, do fluxo de calor e das forgas termodinamicas conjugadas.

Na seccao 2.2, obtemos a equagdo diferencial para o balango de entropia e a
relacionamos com as equagoes de conservagao através da equacao de Gibbs, tomada
sob a hipétese de equilibrio local. Assim, estabelece-sc, um conjunto de equagoes for-
mado pelas leis de conservagao, pela equagao de balanco de entropia e pelas equagoes
de estado, tendo os fluxos irreversiveis e as variaveis termodinamicas como incégnitas.



Temos para este sistema mais incognitas do que equacoes, e .portanto, o problema
nau pode ser resolvido para as condicbes iniciais e de [ronteira dadas.

Na secao 2.3, apresentamos um conjunto de equacocs fenomenoldgicas lineares
que relacionam os fluxos irreversiveis com as for¢as termodinamicas, e.g., a let de
Fick para a difusao, a lei de Fourier para a condugao térmica. a lei de Ohm para
a conducdo eléirica e a lei de Newton para a viscosidade. Listas equagoes fenome-
nologicas, juntamente com as leis de conservagao, a equacao de halango de entropia
¢ as equagdes de estado, formam um conjunto completo de equagoes (diferenciais
parciais nao lineares e acopladas), no sentido de que temos tantas equagdes quanto
incognitas e que podem ser resolvidas para as variaveis termodinamicas do sistema,
dadas as condigoes iniciais e de fronteira. Discutimos ainda algumas relagoes entre
os cocficientes das relagdes fenomenoldgicas lineares, e.g.. as relacoes de Onsager e o
teorema de Curie,

Na secao 2.4, discutimos os estados estacionarios ¢ critérios para a evolugao do
sistema.

2.1 Leis de Conservagao

A termodinamica é baseada em trés leis fundamentais. A termodinamica de
nao-equilibrio é construida a partir das duas primeiras leis: a primeira lei da termo-
dinamica ou lei da conservagao de energia e a segunda lei da termodinamica ou lei
da entropia [16].

Desejamos obter as leis de conservagido de massa, momento e de energia numa

formulacao local, aplicavel a um sistema cujas propriedades sao fungoes continuas do
espago e do tempo.

2.1.1 Conservacao da Massa

(‘onsidere-se um sistema macroscépico, de volume V' ¢ delimitado por uma su-
perficie ¥ fixa. Seja o sistema constituido por ¢ + | componentes, contidos num
recipiente denominado doravante de “cela”. Admitamos tamb¢m que ocorram r + 1
reacoes quimicas.

A taxa de variacao da massa do componente k no volume 1, fixo no referencial
da cela, é igual & soma algébrica do fluxo do componente k através da superficie £ e
da producgao total de k nas reagoes quimicas no interior de :

v T _ A &
LI _/ (Jk)c.d2+2/ Ui 3V (2.1)
at 1=0



onde (Ji)e ¢ 0 fluxo de massa do componente k em relacido & cela: d% é voltado para o
cxterior da superficie; vi;3; € a producao do componente k por unidade de volume na
J-Csima reagao quimica; vy, dividido pela massa molar ¢ proporcional ao coeficiente
estequiomeétrico do componente k na j-ésima reagao quimiica; e ¥; é a velocidade de
reagdo quimica da j-ésima reacdo.
Aplicando o teorema de Gauss, resulta:
a{;’t" — =V (Th). + Zukj\s] (2.2)

j=0

Uma vez que a massa é conservada em cada rea¢ao quimica, temos:

q
ve; =0 3=0,1,---,r 2.3
]

k=0

somando 2.2 sobre todos os componentes k e substituindo 2.3, obtemos a equagao
da continuidade (conservagao da massa):

9p _ _
i -V . pt (2.4)

onde p = 3 1_, pr € a densidade do sistema e T é a velocidade do centro de massa.

2.1.2 Conservacao do Momento

A taxa de variacao do momento num elemento de volume V, fixo no referencial
da cela, é igual a soma algébrica do fluxo de momento através da superficie ¥ e da
produgao de momento devido as forgas externas no interior de ¥ [17]:

Vag;”dv_ / DT — / PdS + / pFdV (2.5)

onde o primeiro termo do segundo membro® é o transporte de momento devido ao
deslocamento geral do fluido, que € identificado como o transporte de momento por
convecgao, e o segundo € o transporte de momento devido as forgas internas, também
denominado transporte de momento por condugao [17].

2.1.3 Conservagao da Energia

Para obter uma equagao de balango para a energia total do sistema, teremos de
definir o que entendemos por energia interna. Existem varias possibilidades, sendo a

praticidade de uma ou outra em relagdo ao problema especifico que determina qual
sc utilizara.

1Para a definigdo da notagao tensorial, veja o Apendice B



Conservagdo da Energia Cinética

A taxa de variacdo da energia cinética especifica num elemento de volume V, fixo
no referencial da cela, é igual a soma algébrica do fluxo de energia cinética através

da superficie ¥ e da produgao de energia no interior ¥ devido as forcas externas e
internas:

Vo1 N P _ S v - _
/ a—(ipzﬂ)dvz—/ §Pv2vd2—/ P-vd2+/ P Vudy +/ Zk:ka'vdV
(2.6)

onde o primeiro termo do segundo membro é o transporte de energia cinética devido
ao deslocamento geral do fluido ou transporte de energia cinética por convecgio,
o segundo corresponde ao transporte de energia cinélica por condugao, o terceiro
representa a conversao de energia cinética em energia interna ¢ o quarto € a conversao
de energia cinética em energia potencial.

Conservacao da Energia Potencial

A taxa de variagdo da energia potencial especifica num clemento de volume V
fixo no referencial da cela - sob um campo de forca conservativo,tal que, Fr = Vb,
¢ independente do tempo — € igual a soma algébrica do fluxo de energia potencial
através da superficie ¥ e da producdo de energia no interior de ¥ devido as forgas
externas e internas:

Y dpy 2o I
dez—/ mpdz—/ Zk:zkade—/ Zk:.]k-bkd\/ —/ Zk:kak-vdV

(2.7)

onde Ji é o fluxo de massa do componente k em relacao ao centro de massa.

O primeiro termo do segundo membro é o transporte de energia potencial devido
ao deslocamento geral do fluido ou transporte de energia potencial por convecgao,
o segundo corresponde ao transporte de energia potencial por condugio, o terceiro
representa a poténcia devido a conversao de energia potencial em energia interna e o
quarto é a conversao de energia potencial em energia cinética.

Conservagao da Energia Interna

Podemos definir a energia interna especifica, u, através da relagao para a energia
total especifica:
e= =0+ +u (2.8)
L. . . )] 2. . e s . A . ’
onde v ¢ a energia potencial especifica e - é a energia cinética baricéntrica especifica.
A taxa de variagao da energia total especifica num elemento de volume V, fixo no



referencial da cela, é igual a menos o fluxo de energia total especifica através da
superficie:

v 0[)6 T -
ot _/ (‘]c)r(l—‘ (2'9)

Utilizando a eq.2.8 e substituindo as equagoes 2.6 ¢ 2.7, obtemos a equagio de
balango para a energia interna:

z _ T _ V — v - =
—dV = — uody — J,d¥ — P :VudV + Ji- FidV (2,10
o V== g [[Tas- [Fova s [ TTTeav ()

Substituindo a equagdo da continuidade, eq.2.4, com ¥ = p~!, a eq.2.10 fica:

d_u_dq dd _3

— q —
T 7 dt : Vv +’I9Z.]k- e (211)

=l

que é a primeira lei da termodinamica, onde escrevemos o tensor das tensées como

P =pU +1I, com uma parte hidrostatica, p, e outra tensorial, H sendo U o tensor
unidade.

2.2 Equagoes para o Balango de Entropia

Em termodinamica de processos irreversiveis, supoe-se que as varidveis de es-
tado podem ser definidas localmente, embora o sistema como um todo nio esteja
em equilibrio. A validade desta hipdtese, dentro do dominio da termodinamica de
nao-equilibrio, i.e., de um ponto de vista macroscédpico, sé pode ser avaliada pelos
resultados obtidos [17]. A taxa de variacao da entropia num elemento de volume V,
fixo no referencial da cela, € igual & soma algébrica do fluxo de entropia através da
superficie ¥ e da produgao de entropia no interior de L. devido a processos dissipa-

tivos:
V Ops

Y _ Vv
- y .
PV = / (T,)edE + / od) (2.12)

~onde o ¢ a produgao local de entropia.

Da segunda lei da termodinamica, temos que o segundo termo do segundo membro
da eq.2.12 é sempre maior ou igual a zero.

Agora, admitamos que, embora o sistema como um todo nao esteja em equilibrio,
pequenos elementos de massa estejam em equilibrio local. Assim. a equacio de Gibbs:

q
Tds = du + pdd — Z prdey, (2.13)
k=0



valida para sistemas em equilibrio, pode ser utilizada para cada elemento de massa
do sistema.

A equacao de Gibbs pode ser expressa como:

ds du dy < d( dey,

E:Ti-t--*_ 7l b (2.14)

kO

Substituindo na equagdo acima a equagdo da continuidade, eq.2.2, e a equagdo
para a primeira lei, eq.2.11, obtemos:

p‘c’l_“: V. T, 40 (2.15)

O primeiro termo do segundo membro é o fluxo de entropia e fica dado por:

e o
7,= DT Reetnds (2.16)

O segundo termo do segundo membro é a produgao de entropia e fica dada por:
By = = !
T2J VT + = ZJk (TVZ= ~Fy)— =11: Vo - — > AS; (2.17)

A equagao para a produgao de entropia tem uma forma bilinear, i.e., é a soma
dos produtos de dois fatores: os fluxos multiplicados pelos gradientes das varidveis
termodinamicas intensivas e/ou forgas externas e/ou a diferenca de variaveis termo-
dinamicas (e.g., a afinidade quimica).

A eq.2.17 pode ser escrita como:

s=3J-X (2.18)

onde J sao os fluxos termodinamicos generalizados ¢ X sao suas forgcas termo-
dinamicas conjugadas.

2.3 Equagoes Fenomenolégicas

Da equagao de balango de entropia, €q.2.15, vimos que a produgao de entropia,
¢4.2.17, pode ser escrita como o produto de fluxos termodinamicos generalizados por
suas forgas conjugadas, eq.2.18. Embora a escolha do que é fluxo termodinamico e
o que é forga seja essencialmente uma escolha de conveniéncia ¢ nao tenha efeito na
interpretagao fisica. é desejavel ter um critério mais especifico. se quisermos que estes
conceitos sejam uteis [16].



Jeja o sistema descrito localmente pelas varidveis termodinamicas extensivas
G otme Os fluxos serdo:

do;
YV, = —¢ 2.19
= (2.19)
yue podem ser pares ou impares sob reversao temporal.
Se o sistema ¢ localmente descrito pela equagao fundamental;
S =S(ay, ,an) (2.20)
as [orgas X; sao variaveis intensivas conjugadas a a;:
0S
X, = — 2.21

As equagao fenomenoldgicas de que precisamos relacionam, em principio, cada
fluxo ¥; com todas as forcas aplicadas:

Yi=Yi(Xy, -+, X0) (2.22)
No equilibrio nao ha forgas externas desequilibradas, e os fluxos sao nulos:
Y, =Y(0,---,0)=0 (2.23)

Para pequenos desvios do equilibrio, propde-se uma dependéncia linear entre os
fluxos e as forcas:

n
Y, = Z L X, (2.24)
k=1
onde os Ly, sao coeficientes fenomenoldgicos constantes.

A eq.2.24 inclui como casos particulares, a lei de Fick para difusio, a lei de Ohm

para condugao elétrica, a lei de Fourier para conducao de calor e a lei de Newton
para a viscosidade.

Os coeficientes Ly, nao sao todos independentes [17], pois devem ser tais que a

produgao de entropia, eq.2.18, com as equagdes fenomenoldgicas, eq.2.24, seja sempre
maior ou igual a zero:

U=ZX,"Y,'=ZL,')¢X;¢'.¥1'ZO (225)

ki
Além disso, podemos escrever a matriz dos coeficientes I como:

L=1+1 (2.26)

10



onde T é sua parte anti-simétrica e Zs, sua parte simétrica. Assim, podemos adici-
onar uma parte anti-simétrica sem alterar a produgao de entropia.

Temos ainda o principio de Curie, o qual afirma que em meios isotrépicos, fluxos
¢ forgas de diferente carater tensorial nao se acoplam. Isto se deve as simetrias
espacials, {16].

Como consequéncia do principio de Curie, a eq.2.18, fica:

U=ZXin+ZYj-?j+§ijk-ﬁ (2.27)
1 2 C
coni
in)'; >0 (2.28)
th Y; >0 (2.29)
J
Y X:-Yi20 (2.30)
k

Finalmente, temos as simetrias por reversao temporal, pois as equagoes de movi-
mento mecanicas e/ou quanticas sao simétricas em relagao ao tempo. Pode-se dizer
que esta é a ligacao entre as propriedades microscopicas e o teorema macroscopico
de Onsager.

O teorema de Onsager para processos irreversiveis (ue ocorrem em campo

magnético externo, num sistema rotativo e dependentes de parametros é;, impares
sob reversao temporal, é:

Li(B, W, 63, -, 61) = eiexLii(—B, =W, —éy, -+, =) (2.31)

onde ¢; = +1 se X; é par e —1 se X; é impar sob reversao temporal.

Na dedugdo do teorema de Onsager, supde-se que tanto as forcas X;, como os
fluxos Y;, formam conjuntos linearmente indepedentes [20].

Nem sempre as forcas termodinamicas e/ou fluxos generalizados adotados sao
independentes 2. No caso de o conjunto de fluxos (ou de forcas) estar linearmente

rclacionado, as relagoes de Onsager também sao validas, mas ha vinculos adicionais
da forma:

I
Za,-L,-j =0 (232)

=1

“No Apendice C fazemos uma breve discusao dos referenciais ¢ sua influencia nas relagées feno-
menoldgicas.
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[ freqiiente na termodinamica de nao-equilibrio tomar as relacbes reciprocas de
Onsager com validade universal [18] e suas aplicagoes sc estendem da fisica [16] a
biologia [19].

Pode ocorrer que as relagdes fenomenoldgicas nao sejam lineares, o que leva ao
interessante dominio da termodindmica nao linear [34].

2.4 Estados Estacionarios e Critérios de Evolugao

Estados estacionarios sao aqueles em que as variaveis do sistema sao independen-
tes do tempo. Assim, os estados estacindrios podem ser tanto estados de equilibrio
como estados de nao-equilibrio. Estes diferem daqueles, porque os fluxos permanecem
nao nulos, ¢ entropia continua a ser produzida. No equilibrio. os fluxos sao nulos, e
nao se produz entropia.

Os estados estacionarios de nao-equilibrio nao podem ser mantidos em sistemas
adiabaticos, pois como nao ha trocas com o ambiente, a entropia produzida por
processos irreversiveis nao pode ser escoada. O unico estado imvariante de um sistema
adiabatico € o equilibrio.

Na termodinamica de nao-equilibrio, nao existe um principio geral que indique
quando um sistema estd num estado estacionario, entretanto: a) se sdo validas as
relagdes fenomenoldgicas lineares, eq.2.24; b) se as relacoes de Onsager tém a forma
das eq.2.31; e ¢) se os coeficientes fenomenoldgicos sao constantes, entdao o estado
estacionario corresponde a minima produgao de entropia [17]. Vale lembrar que no
equilibrio a entropia é maxima.
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Capitulo 3

SEDIMENTACAO E
OSMOSSEDIMENTACAO

3.1 Sedimentacao

O processo de separacao por sedimentagao consiste em concentrar o soluto (ou
solutos) de uma solucio pela agao de um campo de forga - gravitacional ou centrifugo.
O movimento do centro de massa da mistura se faz, no processo puro, somente pela
acao de forgas difusivas.

Existe vasta literatura acerca de processos de sedimentagao [20]-[22] e algum
tratamento analitico de processos de osmossedimentagao com geometria simplificada
[2]-[15].

Nas préximas secoes apresentamos a equagao que descreve o estado de equilibrio
de sedimentacao e algumas variantes desse método.

3.1.1 Equilibrio de sedimentagao-difusao

Desejamos uma equacdo para o equilibrio de sedimentagao. Desde logo, res-
)
tringimos nossa discussao a sistemas bindrios (ou que possam ser tratados assim),

cletricamente neutros e a temperatura constante [21]. Denotaremos por 0 o solvente
¢ por | o soluto.

O potencial quimico do soluto:

Mygr + ctc sob gravidade

1, = T,P - | a
iy, = (T, P,my) {Mx%zf_ sob centrifugacao

(3.1)

deve ser constante no equilibrio. Nesta equacao, M; é a massa molar do soluto, g
a aceleracao da gravidade, w a velocidade angular da cela de osmossedimentagao, r
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a distancia do ponto considerado ao eixo de rotagao ¢ p; ¢ a componente do poten-
cial quimico que depende da temperatura, da pressao ¢ da molalidade do soluto na
solucao.

Derivando com relagao ao raio:

dun | Mg sob gravidade (3.2)
dr ~ | Myw*r sob centrifugagao :
Da equagao de balan¢o de momento, eq.2.5, no equilibrio, temos:
dP pg sob gravidade
e = 2 B e (3:3)
dr pw*r sob centrifugacao
O potencial quimico do soluto pode ser escrito como fun¢ao da pressio e da
molalidade: J 5 P 5 4
5 N
oh1 _ (SHLY &, (O ) (3.4)
dr opr ). . dr omy ), dr
Substituindo a eq.3.3 na eq.3.4, onde fizemos (%ﬂ%) , = My, e, finalmente, a
equagao resultante na eq.3.2 obtemos:
Oy dm, = g sob gravidade
(a”"l)P dr i —vap) w?r sob centrifugacao (3:5)

onde J; é o volume especifico parcial do soluto, p a densidade da solugao e m; a
molalidade do soluto na solugao.

A eq.3.5 é completamente geral, tendo-se optado pela molalidade por esta ser
independente da pressdao e da temperatura. A partir dela, impondo condicdes es-
pecificas de cada situagao, pode-se obter as expressoes, correntes na literatura, que
fornecem a massa molar do soluto e/ou o massa molar média e/ou o coeficiente de
virial [13,14,20,21].

Outra relagao importante, que se obtem a partir das relagoes fenomenolégicas
lineares, sob a hipdtese de que a compressibilidade da solucao ¢ desprezivel [20], é a
equagao para o fluxo de soluto em processos de sedimentacao:

, 0
(J1)e = Siprg — Dm% (3.6)
com
u Ll] o I
Sy = _/:(1 —v1p) Doy = Ly (j‘;f)T.P (3.7)

onde S} é o coeficiente de sedimentagao do soluto. Dy, o coeficiente de difusao do
soluto no solvente considerado e Lj; o coeficiente fenomenoldgico linear. Ela nos
permitira comparar, na secao 3.2, o coeficiente de sedimentacao dos processos tra-
dicionais com os dos processos de osmossedimentacao.
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3.1.2 Equilibrio de sedimentacio-difusio em gradiente de
densidade

Neste caso, 0 sistema contém, além do solvente e de um componente macromolecu-
lar dc interessc, um sal. A sedimentagao do dltimo componenie produz um gradiente
de densidade na cela. Se as condigdes sao apropmadamente escolhidas, a quantidade
(1 — 91p) do componente macromolecular serd nula em algum ponto da cela e este
componente estard, no equilibrio, distribuido numa regiao estreita em torno deste
ponto [20].

Experimentos deste tipo fornecem tanto a massa molar como o volume parcial
especifico do soluto.

3.1.3 Velocidade de sedimentacao

Nos experimentos de velocidade de sedimentacao, medeni-se os coeficientes de
sedimentagao, com os quais, através da termodinamica de nao equilibrio, é possivel
obter massas molares, distribuigao de massas molares e tamanho e forma de moléculas
[23].

Para os métodos de velocidade de sedimentagao nao ha necessidade de se atingir
o equilibrio, sendo portanto os mais rapidos e utilizados. Entretanto, apresentam
maiores dificuldades tedricas e requerem mais parametros termodinamicos [20,21].

3.1.4 Tempo para atingir o equilibrio de sedimentacio

Apesar da clareza tedrica que a abordagem da termodinamica de nao-equilibrio
permite a processos de sedimentacido, o uso dessas técnicas tém como principal
obstaculo o tempo que se necessita para atingir o equilibrio.

A descrigao tedrica do processo de aproximacao do equilibrio [24,25] mostra que
0 tempo para atingir o equilibrio pode chegar facilmente a centenas de anos. Por
exemplo, para um soluto de massa molar de 106 g/mol, inicialmente com distribuigao
uniforme de massa com p = 2 g/cm?, sob gravidade, a 300 K. o tempo para que
a concentracao no fundo de uma coluna de 1 m seja 7.3 vezes a do topo, i.e., a
distribuicao de equilibrio, é de aproximadamente 300 anos [13].

Parte dessas limitagoes dos métodos de equilibrio de sedimentacio-difusao podem
scr contornadas utilizando-se colunas pequenas, da ordem de 1073 m ou menos, e
ultracentrifugas, capazes de gerar campos centrifugos um milhio de vezes maiores que
0 campo gravitacional terrestre. Ao lado da escolha apropriada desses parametros,
utilizam-se métodos como o de velocidade de sedimentacao.
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3.2 Osmossedimentagao

J4 citamos anteriormente no capitulo 1 e anahsaremos cm mais detalhes na
seecao 3.2.2, que o acoplamento osmdtico entre os dois lados da cela de osmossedi-
mentacao — entre solvente e solugdo — tem um poderoso efcito acelerador da velocidade
de sedimentagao. O objetivo das proximas secgoes ¢ determinar sob que condigbes
cessa o fluxo pela membrana e estabelecer o conjunto de equagoes (e os necessarios

valores iniciais e de fronteira) que descrevem o processo de osmossedimentagio.

3.2.1 Equilibrio de osmossedimentacao

Em estados de equilibrio o potencial quimico de cada componente deve ser cons-
tante e igual em todo o sistema. Como o fluxo de solvenic na membrana deve set

nulo, temos as seguintes condigdes para o potencial quimico:

Vu] = Vu? =0 em todo o volume da cela, e

Y DU ST, WA « ENPUDIFRIEn WPey PUpUr P BUSVIFY
L= M T POIETRAO. AT UK ij-c‘ﬁ;: mc.im}“:ﬁi}ar bovomney g,

(3.8)

o L20Y L

onde o indice 7 denota os componentes da mistura; ¢ o indice grego denota as fases
do sistema (na fase o temos a solugao e na fase B temos solvente puro, figura 1.1).
A primeira equagao é a mesma que caracteriza o estado de equilibrio de sedi-

mentagao e a segunda equagao caracteriza o estado de equilibrio osmético na mem-
brana.

No equilibrio deve existir uma diferenca de nivel entre a fase « e a fase 3, figura 3.1,

que corresponde a condicio de equilibrio osmético na membrana. Este desnivel pode
ser calculado como fazemos a seguir.

O potencial quimico para o solvente na fase 3 pode ser escrito como:

7 = nolT, P) — [ MoGdz (3.10)

e na fase a: N
78 = po(T, P) — / MyGdz + RT In () (3.11)

0

onde G é a aceleracio a que estd submetido o sistema e &y é a fragdo molar do
solvente!.

Da condigao para o equilibrio osmético, eq.3.9, temos:

B = o (3.12)

I'A expressao apresentada para o potencial quimico considera a mistura como ideal.
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Iigura 3.1: Cela de osmossedimentacao ilustrando o desuivel entre solucdo e solvente.
Nao esta representado na figura o menisco devido a efeitos de capilaridade.

substituindo as egs.3.10 e 3.11 e integrando sobre o desnivel, obtemos:

—h
/0 MoGdz = RTInzo(A) + po(PasT) — ol P, T) (3.13)

onde P4 e Pg sdo a pressdes nos pontos A e B, respectivamente, topos das fases o
¢ 3.

Integrando a equacao anterior, obtemos:

RT In IL'()(A) + MOEO(PB - PA)

h=-— i i sob gravidade (3.14)
og 09
(2Roh — R?) = _qu;llnw?/(;) Moﬂxl(isz/—QPA) sob centrifugacao  (3.15)
0 ow

que da a diferenca de nivel entre a solugao e o solvente no equilibrio.
Tomando como primeira aproximagao P4, = Pp e utilizando dados referentes &
ovalbumina 2, estima-se para h o valor de 75 pm.

Levando em consideragao o peso da coluna de ar devido a diferenca de altura das
colunas, obtemos um valor menor para h: 26 um.

“Os dados numéricos podem ser obtidos na tabela 5.1, coluna F, apresentada no capitulo 5.
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O mais importante a notar aqui é que, uma vez que o estado de equilibrio de
osmossedimentacao €, pelo menos no que diz respeito a distribuigao de concentragao,
cquivalente ao estado de equilibrio de sedimentacao-difusao. todos os meétodos e
{¢enicas utilizados para a analise dos resultados destes experimentos, sao véalidos

para aqueles, com avantagem que o acoplamento osmotico diminui drasticamente o
tempo necessario para atingir o equilibrio.

3.2.2 Tempo para atingir o equilibrio de osmossedimentacao

Utilizando o formalismo da termodinamica de nao-equilibrio mnostra-se {7,14] que
o coeficiente de sedimentagao aparente de processos de osmosscdimentacao pode ser
ordens de grandeza maior que o coeficiente de sedimentagao dos processos de sedi-
mentacao tradicionais.

Neste artigo, deduz-se a seguinte expressao para o coeficiente de sedimentagio
aparente, S,

Sap = S + L2262 L 1y = 1) (3.16)
Aab Po

onde S ¢ o coeficiente de sedimentacao do soluto em sistemas sem acoplamento
osmoético; L° é proporcional a permeabilidade da membrana ao solvente; ﬁ—:z é a
razao entre a area da membrana e a seccdo reta da cela de osmossedimentacao; ¥ € 0
volume especifico parcial do solvente; 6p € a diferenca entre a densidade da solugao e
a densidade do solvente; Py é a concentracao média do solvente na solugao; e (rp —74)
¢ a distancia entre o topo e o fundo da cela.

O que a equagao anterior expressa e as figuras 3.2, 3.3 ¢ 3.4 ilustram, sao as
condigdoes em que a osmossedimentagao pode ser mais rapida que a sedimentagao.
A osmossedimentacao torna-se particularmente interessante, i.e., mais rapida que a
sedimentagao nos seguintes casos:

1. particulas pequenas (diametro < 10 nm);
2. solugoes mais concentradas;

3. celas mais compridas;

1. membranas de maior permeabilidade.

Apesar das perspectivas que o acoplamento osmotico do fluxo de solvente pela
membrana introduz, é preciso verificar em que condicoes este fluxo cessa. Sem este
acoplamento, o sistema evolui segundo Mason e Weaver [24] descrevem: um processo
termodinamicamente possivel, mas cineticamente desfavoravel.

Assim, o estado final a que o sistema chega ¢ o estado em que o fluxo pela
membrana cessa.

18



10000

+ | -
L% /s mol ecm

4

igura 3.2: Dependéncia de S,,/S com L?® para solugoes de albumina de diferentes
concentracdes médias de soluto na solugdo (Aac/Aas = 10 e (rb —rq) = 10 cm) [7).
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rg —ra /cm

Iigura 3.3: Valores de S,,/S como fungdo da altura da cela (rb—r,) para diferentes
Age/Agp (solucao de albumina de p; = 0.01 g/em® e L°* = 2.107"! s.mol/em™*) [7].
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Figura 3.4: Valores de S,,/S como fungao de S para particulas de diferentes tama-
nhos, ¥; (Age/Aas = 10), (rb—r,) = 10 cm, solugao de albumina de 5, = 0.01 g/cm®
¢ L% =2.107" s.molfem™*). S estd dado em unidades de svedburg [7].

3.3 Modelo Proposto

EQUAGOES DE TRANSPORTE
Partiremos das equagoes de transporte da termodinamica de nio-equilibrio
apresentadas no capitulo 2 para obter as equagoes do sistema de nosso interesse,

qual seja, uma mistura binaria numa cela de dialise sob agao de um campo de forga
externo, gravitacional ou centrifugo.

Da equagao da continuidade para todos os componentes, eq.2.4:

dp _
i -~V . pv (3.17)

tomando p constante, obtemos a condigao de incompressibilidade:
V.-5=0 (3.18)

Tomando agora a equagao de transporte de momento, eq.2.5, e supondo que a
mistura é um fluido newtoniano, que o coeficiente de viscosidade é constante, e que
o fluido é incompressivel, eq.3.18, obtemos:

a5 _
poy + (T V)T = =Vp+ u¥VT + T (3.19)
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gue ¢ a conhecida equagao de Navier-Stokes, onde u ¢ o coeficiente de viscosidade e
(i a aceleracdo a que estd submetido o sistema.

Utilizando a definigao para fluxo de massa em relacao ao centro de massa:

Ji = pi(v; — v) (3.20)
na cquacdo da continuidade, eq.2.4, obtemos:
9p; — 7
B Y (pT+ T _
5 V- (pv + J;) (3.21)

Tomando a relagao entre fluxos e forcas generalizadas, eq.2.24, para as condigdes
do nosso problema {26], obtemos:

_ - c? Mozy (Vo 1
Jo=—J; = — (?) MoM, Dy, [on + R"T" (-M—Z ~ ;) Vp] (3.22)

onde o sub-indice 0 especifica o solvente e o sub-indice 1 especifica o soluto, ¢ a

concentragao molar do solugdo, p a densidade da solugao, Dy; o coeficiente de difusao

do soluto, o a fragdo molar do solvente na solugio e R o coeficiente dos gases.
Substituindo a equagio para o fluxo de soluto devido aos gradientes da fragao

molar do solvente e do gradiente de pressdo, eq.3.22, na equacao da continuidade
para cada componente, eq.3.21, obtemos:

Op;

—_ C2 Mgilfo VO
"aT = —V * P — V. (';-) MoM]DO] [on + RT (MO - p Vp (3-23)

Temos, pois, estabelecido o conjunto de equagdes que necessitamos para obter a
evolugao temporal da velocidade do centro de massa e da fracao molar do soluto. Sao
elas a condigao de incompressibilidade, eq.3.18, a equaciao de Navier-Stokes, eq.3.19
e a equagao da continuidade de cada componente, eq.3.23.

CONDICOES DE CONTORNO

Estabelecamos agora as condigdes de contorno, figura 3.5.

I. Interface 1 (liquido/gas).

(a) Para a velocidade: embora o tratamento rigoroso desta interface devesse
permitir a superficie movimentar-se, para simplificar o problema supo-
remos a existéncia de uma interface fixa, do tipo das outras paredes
da cela de dialise. Assim, nesta interface, suporemos velocidade nula

(Apeéndice D).

(b) Para a concentragao de soluto: fluxo de soluto nulo através da superficie.
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Q_)w Interface | |nterf<2
. T
Interface 3 __/ Fase B A

Interface 2 —/

Figura 3.5: Delimitacao das fronteiras

Ficamos com as seguintes equagoes para a interface 1:

v = 0 (3.24)
Ji =0 (3.25)

2. Interface 2 (todas as paredes da cela de dialise).

(a) Para a velocidade: nao ha escorregamento.

(b) Para a concentragdo molar do soluto: nao ha fluxo de soluto através das
paredes.

Ficamos com as seguintes equagdes para a interface 2:

7 = 0 (3.26)
J, = 0 (3.27)
3. Interface 3 (membrana semipermeavel).

(a) Para velocidade:

O potencial quimico do solvente em x = 0, figura 3.6.h, pode ser expresso
por [11]:

P(z) __ -
ul =0+ / VodP — / Mo(id= (3.28)
P(0) 0
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a) b)

z membrana

Figura 3.6: (a) Fluxo pela membrana semipermedvel, ¢ (b) detalhe da integragao do
fluxo na membrana.

onde G € a aceleragio a que esta submetido o sistema e ul é o potencial
quimico do solvente a temperatura do experimento, tomada constante.

J4 o potencial quimico do solvente em 2 = [ pode ser expresso por:
P(z) __ z
ug = 3+ RTInzo + /P o VolP - / MoGdz (3.29)
0 0

Logo, a diferenca de potencial quimico entre a fase a e a fase § pode ser
escrita como:

Afoop = pS — ph = RT Inag + VoAP (3.30)

onde AP é a diferenca de pressao entre as fases a e 3.
O fluxo de massa do solvente através da membrana é dado por [19]:

610,a Apo o L
(Jo)ag = L ’:503; LNy ’f’l' ? = T Mioag (3.31)
(Jo)ap = —Kmes Afio,op (3.32)

onde Kb = % é a permeabilidade da membrana ao solvente.

Substituindo na ultima equagao a definigao de fluxo de massa em relagao ao
centro de massa, eq.3.20, e tomando o fluxo de soluto pela membrana nulo,
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obtemos para a componente da velocidade perpendicular & membrana, na
fase «, a seguinte expressao:

I\’meb

Ty = —

Apgap v- =10 (3.33)

e na fase 3, junto a membrana:

I{meb

Uy = —

Apoas v =0 (3.34)
Po

(b) Para a concentracdo molar do soluto: assume-se que o fluxo de soluto
através da membrana é desprezivel.

Ji =0 (3.35)

(c) Para a posigdo da membrana: a membrana é tomada como indeformavel
e fixaem z = 0.

CONDICOES INICIAIS

As condigdes iniciais sao as seguintes :

v(t=0)=0 em ambas as fases (3.36)
Z1,.(t =0) = 2z uniforme para toda fase o (3.37)
T18(t=0)=0 (3.38)

onde r) 4 € ;s denotam, respectivamente, as fragées molares do soluto nas fases o
e p.e
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Capitulo 4
CALCULO NUMERICO

A resolugao do conjunto de equagdes com os valores de fronteira e iniciais de-
finido no capitulo 3 para a osmossedimentacio necessita da aplicacdo de métodos
numéricos. Utilizamos o método de diferengas finitas, que consiste basicamente em

aproximar derivadas das fungdes por diferengas dessas fun¢oes em pontos discretos
do seu dominio.

4.1 Equagoes Adimensionais

A representacio de numeros reais em computadores esta sujeita a limitagoes
intrinsicas de sua construcao, sendo necessario redefinir as variaveis de modo que
seu campo de variagao fique fora do erro de aproximagao que a operagao com com-
putadores introduz.

Ademais, é costume adimensionalizar as equagdes adotando certas quantidades
de referéncia, figura 4.1. Para tal fim adotamos:

[/ - velocidade maxima estimada;

po - densidade do solvente a temperatura do experimento;

Lo - distancia entre a parede semi-permeavel e a parede paralela da cela de dialise;

¢, - densidade molar inicial da solugao;

\s - fracdo molar inicial do soluto.

Estas definicoes nos levam as seguintes equagdes para a fase 3 (solvente):

V.-V=0 (4.1)



L Ro " L2z L
1 L 1
"‘ Fase o< pPs

z Lx Fase 8 p,

Figura 4.1: Dimensoes caracteristicas de uma cela de osmossedimentagao.

onde Re é o numero de Reynolds, dado por:

Re = Loloo (4.3)
T
¢ V é a velocidade adimensional, dada por:
— v
V=— 4.4
Ue (4.4)

Para obter a pressao adimensional, P,4, reescrevemos os termos de gradiente de

pressao e de densidade de forga externa da equagao de Navier-Stokes, para a fase 8
como segue:

wr? wr?
—Vp+ pog =—-Vp+ Vpe 5 =—V(p—p0 5 ) (4.5)

substituindo p = pg + pc, onde pg é a pressao de equilibrio obtida da equacao de
Navier-Stokes com ¥ = 0 e pc, a pressio “responsavel” pela circulacdo do fluxo de

solvente, o termo que realmente precisamos calcular. Assim, pode-se reescrever a
eq.4.5 como:

U’2T2
—Vp+pog =-V (PE +Pc = P >= —Vpc (4.6)
— pol's
—Vp+pog =—-Vpe = — i V Py (4.7)
0

I para a fase o (solugao), onde utilizamos a aproximagao de Boussinesq para a
equacao de Navier-Stokes, que consiste em tomar a densidade da solugao constante
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enn vodos os termos onde aparece, com excegao do termo forcado. no qual se expande
a densidade em série de Taylor e toma-se apenas o terio lincar, obtemos:

V-V=0 (4.8)

av
ot

+(V-9)W=-teyp, L2 vy 4 LG, (-\—‘ - 1) (4.9)
Ps ps Re Ps

oude p, € a densidade inicial da solugdo, Gog = 28G e \ = .
A eq. de difusao fica:

oy — . .
a—? +(V-V)x = D, V¥ — D, VP, (4.10)
onde
csM, Dy, PoUo Cs M§ Dy Vo 1
D, === D, = -] — == 4.11
poUoL, =T, (,,) RT \M, 5) M

E preciso notar que apesar dos termos c, e ps Nao serem rigorosamente constantes,
como sao considerados nas equagdes para D, e D,, variam pouco se comparados a
ViX e V2P,

As condigoes de contorno sao adimensionalizadas de maneira semelhante.

Nas equagoes que sido apresentadas na préxima secao, nao sao incluidos dois ter-
mos Ja apresentados: (1) o termo de difusao de pressao, iltimo termo do segundo
membro da eq.4.10, que é quatro ordens de grandeza menor que o termo de difusio
de concentragao e (2) o termo de Boussinesq, tltimo termo da ¢q.4.9, que apresentou
dificuldades que nao pudemos contornar na resolugao numérica das equagoes.

4.2 Equacoes de Diferencas Finitas

A discretizagao espacial se fez segundo o esquema MAC (marker-and-cell), fi-
gura 4.2, porque evita as dificuldades de definir a pressao nas {ronteiras [27].

As equagoes adimensionalizadas sao discretizadas segundo o esquema de Crank-
Nicolson de dois niveis:

[ v ., V2V VT
— 0 |AV 1y - | +(1-9) [A(V )=~ }-l-Vp""'l =0 (4.12)
V.V = (4.13)
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Figura 4.2: Rede utilizada para a discretiza¢ao do problema. Os quadrados indicam
a posicao onde ¢ calculada a componente transversal da velocidade; os triangulos
indicam a posicao onde é calculada a componente longitudinal da velocidade; os
circulos indicam a posigao onde é calculada a presséo e os ‘x’ indicam a posigao onde
¢ calculada a concentragao.

V0 [4 () - D] 4 (1-0) [4 (T - DA =0 (419

onde os indices n e n + 1 indicam dois instantes sucessivos da discretizagao temporal;
0 ¢ uma constante, 0 < § < 1 (se 6 > 1 o esquema é incondicionalmente estavel); e
o operador A é definido como segue:

AV)=(V -V (4.15)

As equagoes de diferenqgas finitas, eq.4.12 - 4.14, podem ser representadas por:

Ly(up,vn,pr) =0 (4.16)
Ly(up,vn,pn) =0 (4.17)
L, (up,vn,xn) = (4.18)

D(un,va) =0 (4.19)

_ _ — 01 _ n+1
onde uy, = ut+1/2] vy = ,J_H/ga Xk = Xi; » Pn = Piy

discretizagao na diregao z (z), figura 4.2.

o indice ¢ (7) representa a
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Para resolver as equagoes utilizamos o seguinte esquema ierativo:

up™t — w4 K Ly(uy, v, py) =0 Uy = Uit 2, (4.20)
m“ — v+ ma Ly (ui, v, ppt) =0 “2 = U?+1/2,j (4.21)
m+1 —xi el (up,vp,xy) =0 Xh = \th1/2.5 (4.22)

PRt = ph + AD(u,vp) =0 Pr = Piv1/2, (4.23)

onde o indice m representa os passos iterativos necessarios para avangar do instante
naon+ 1.

Os parametros k,, Ky, € € A precisam ser escolhidos de maneira a assegurar a
convergéncia do procedimento. Valores tipicos sao: x; = Ky = ¢ = 1073 e A = 1071,
A convergéncia é assumida quando maz|| L, |,| L, |] < 107, maz[| Ly |] < 107°
maz[| D] <1072,

Com Az = Az = 1/10, para um tempo final de 2 minutos, com At = 1/8, sdo
necessarios 360 minutos de tempo de CPU de uma Sun.

Para uma introdugdo aos métodos numéricos ver McCormick e Salvatori [28] e
Boyce e Diprima [29]. Uma introdugédo a resolucio de equagoes diferenciais por
diferengas finitas pode ser encontrada na série de livros escritos por Ames [30]-[32].

Para uma descricao detalhada do método utilizado neste problema ver Peyret e
Taylor [27]. &
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Capitulo 5

RESULTADOS NUMERICOS

Apresentamos e discutimos brevemente na secao 5.1 valores tipicos de processos de
osmossedimentacao e sedimentagao para comparagao com os resultados da simulagao
numeérica do modelo, apresentados na secao 5.2.

5.1 Dados Experimentais da Literatura

Os valores caracteristicos e resultados experimentais apresentados a seguir foram
extraidos de teses de mestrado ou doutorado, de trabalhos coletados de periddicos
especializados e através de comunicagao pessoal com o Prof. Fernando Galembeck
[2]-[15].

Utiliza-se uma cela de osmossedimentagao como a apresentada na figura 5.1. As
dimensoes da cela, condigoes do experimento e valores caracteristicos das substancias
utilizadas sao apresentadas na tabela 5.1. Observa-se que a coluna de solvente apre-
senta uma diferenca de altura em relagao ao nivel da solugao, como se demonstrou
na secgao 3.2.1, responsavel pelo balanceamento de pressao no equilibrio.

Os resultados experimentais da concentragao ou logaritmo da absorbancia como
funcao da posicao na cela, para varios tempos, estao apresentados nas figuras 5.2 a
5.4. As concentrac¢oes nos pontos indicados foram medidas pela coleta de parte ou
de todo o material de segmentos da solugdo na cela, como mostra a figura 5.1. O
mais importante a notar aqui é a grande diferenga no perfil de concentragao entre
o experimento de osmossedimentagao e o experimento de controle, onde se realizou

a sedimentagao tradicional, o que evidencia o grande incremento na velocidade de
sedimentagao do soluto.
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Iigura 5.1: Cela de osmossedimentagao mais comum, onde se nmostram as segoes da
ccla de osmossedimentacao nas quais se calcula a média da concentragao.
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I | A | B | C D | E | F |
T (K) 277 277 277 277 277 277
i(g/em.s) | 1.731072 | 1.73107® [ 1.73107° | 1.73107* | 1.731073 | 1.7310°3
Doi(em?/s) | 107¢ 10~° 581107 | 7.7610~" | 4.110=7 | 10-¢
L.(cm) |06 0.6 0.6 0.6 0.6 1.0
L.(cm) 7.5 7.5 1.5 7.5 7.5 7.5
Raio (cm) || 17.0 17.0 17.0 17.0 17.0 15.7
w(rpm) 1000 a 1000 a 1000 1500 900 2000
3000 3000
Ah(cm) < 107! ~ 10-! <1072
Ty@n3fg) | 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
My(g/mol) || 18.0 18.0 18.0 18.0 18.0 18.0
pilg/omd) | 1.0042 | 1.0042 | 1.018 1.0042 |10 1.0
dy(em3/g) | 0.45 0.6 0.734 0.748 0.720 0.670
My(g/mol) | 6.510° 4.0 10° 6.7210* | 4.26 10* 1.5910° | 3.610*
p(g/cm®) 1.12 1.06 1.022 1.0055 1.0047 1.0033
c(mol/em?) 5.52 102
T2 5.010°°

Tabela 5.1: Valores caracteristicos de alguns experimentos de osmossedimentagao.
(‘oluna A - Percoll; B - Ficoll; C - Albumina Bovina Sigma A7638; D - Gamaglo-
bulina; e E - Ovalbumina. A a E, [7]; F, comunicagao pessoal com o Prof. F.

(ialembeck.
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3

Densidade/g.cm

1,24

1,20

1,16

1,12

1,08

1,04

1,00

O - controle - 1400 x ¢
® -220 x ¢
. A -710 x ¢
B -1400 x g
. Q - controle - 2010 x g
1,20 F e -220 x ¢
A -900 x ¢
m -20l10 x ¢
) 1,16
=
o .
s 1,12
o
1+
©
s .
s 1,08
o
1.04
l/- L ! |
i \ . ! 2 4 6
2 4 6 Distancia do menisco/cm

Distancia do menisco/cm

Iigura 5.2: Densidade como funcao da Distancia ao Menisco. Percoll em solugao de
0.15 M de NaCl, densidade inicial de 1.12 g/cm?, obtidos por osmossedimentagao
durante 30 minutos, a 277 K (7).
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- 1,06 |
=
= 1,05 |-
2 1,04 |
= A - controle - 90 min
S . ® - 30 min
1,03 A - 90 min
| |
2 4 6

Distancia do menisco/cm

Figura 5.3: Densidade como fungao da Distancia ao Menisco. Ficoll em solucao de
0.15 M de NaCl, densidade inicial de 1.06 g/cm?®, obtidos por osmossedimentacio a
2010 g, 277 K [7].
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A - sedimentagdo
_ ® - osmossedimentagdo
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| I ]
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r2/cm2

Figura 5.4: Logaritimo da Absorbancia como fungao do quadrado da distancia entre
o eixo de rotacao e o ponto considerado. Albumina Bovina Sigma A — 7638 em
KC10.5 M(pH 5.9) apés 136 h de centrifugagao a 1000 rpm, 277 K [7].
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5.2 Resultados do Modelo — Discussao

5.2.1 Hidrodinamica

O comportamento hidrodindmico do sistema, nos estagios iniciais, pode ser apre-
ciado nas figuras 5.5 - 5.8. A figura 5.5 mostra as linhas de corrente calculadas para
o instante ¢ = 37.5 s. Como se pode ver, os escoamentos nas semicelas sio muito
semelhantes, visto que os compartimentos tém as mesmas dimensbes e a circulagio é
imposta pela diferenga de potencial quimico do solvente em cada lado da membrana.
A figura 5.6 d4 a distribuicdo da componente transversal da velocidade (componente
normal & membrana), no instante t = 37.5 s. A figura 5.7 mostra a distribuicio
da componente longitudinal da velocidade no mesmo instante. A componente pc
da pressao (cf. equagdo 4.5), responsavel pela circulacio na cela, pode ser vista na
figura 5.8. A esta componente de pressio corresponde um gradiente médio na direcio
longitudinal da cela de | Vpe | ~ 2 dyn/em®. O gradiente médio devido & pressio
hidrostatica imposta pelo campo centrifugo é cerca de 4.107 vezes maior.

As figuras 5.9 — 5.12 descrevem o estado hidrodinidmico do sistema num instante
posterior, t = 112.5 s. Estas figuras, quando comparadas as figuras 5.5 — 5.8, nos
dao uma idéia da evolugdo do processo. Note-se que os valores da velocidade no
instante ¢ = 112.5 s sdo bem menores. Bastante notdvel é a distribuicio da pressio
pc, figura 5.12. Percebe-se claramente que o gradiente da pressao pc é quase nulo,
indicando que o processo atingiu seus estagios finais. Igual conclusdo se pode tirar
da figura 5.13, que mostra o perfil de velocidade do solvente junto & membrana, em
diferentes instantes.

Da figura 5.13 pode-se concluir também que (1) o perfil da velocidade na mem-
brana nao é linear, (2) a inversao do fluxo nao ocorre no ponto médio da membrana
e (3) o ponto de inverssdo caminha no sentido fundo-topo da cela.
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5.2.2 Sedimentacgao

A figura 5.14 mostra o perfil da fracdo molar de soluto no instante £ = 37.5 s.
(‘omo conseqiiéncia do transporte predominantemente convectivo, a solugao se torna
mais diluida junto & membrana na regiao superior da cela ¢ mais concentrada na
regiao inferior. Na maior parte da cela, no entanto, o efeito é desprezivel. Assim,
neste modelo, a sedimentagao nao se faz uniformemente numa dada secio transversal,
como se obteria para a sedimentacgio tradicional, sem acoplamento osmético.

Na figura 5.15 tem-se o perfil de concentragao no instante { = 112.5 s, quando a
concentragao junto a membrana é tal que, em termos praticos, interrompe o processo
de sedimentacao.

A figura 5.16 exibe a fracao molar média de soluto como funcao da distancia ao
topo da cela, para diferentes instantes. A fracao molar média ¢ calculada para cada
segmento da cela como indicado na figura 5.1. Os resultados numéricos mostrados
na figura 5.16 reproduzem qualitativamente os resultados experimentais (cf. figu-
ras 5.2 - 5.4).

A figura 5.17 ilustra o papel desempenhado pelo coeficiente de difusdo no processo.
Para valores maiores do coeficiente de difusao leva-se mais tempo para a concentragio
de soluto junto a membrana atingir valores que interrompam o fluxo de solvente, e
assim, mantém-se o escoamento a velocidades maiores e por um tempo maior. Um
cocficiente de difusao da ordem de 10~* ¢m?/s, embora nao realista, foi utilizado para
acentuar o efeito.

Para valores do coeficiente de difusdo sugeridos pela experiéncia, pode-se estimar
que o fluxo convectivo junto & membrana, no fundo da cela, ¢ trés ordens de grandeza
maior que o fluxo difusivo devido aos gradientes de concentragao e sete ordens de
grandeza maior do que o fluxo difusivo devido aos gradientes de pressao. Logo, pode-
se concluir deste modelo, que o inico mecanismo relevante para o transporte de massa,
particularmente junto a membrana, é insuficiente para reproduzir quantitativamente
os resultados experimentais.

A distribuigao de soluto poderia ser sensivelmente diferente, caso houvesse “es-
corregamento” do material acumulado junto & membrana. Isto seria possivel se hou-
vesse uma circulagao de fluido superposta ao escoamento basico determinado pelo
fluxo osmético. Uma possibilidade para o tratamento desta situacao seria considerar
na equagao de Navier-Stokes, eq. 4.9, o termo de forga externa proveniente da apro-
ximagao de Boussinesq e relaxar a condigao de nao escorregamento na membrana.
Fsta melhoria do modelo, no entanto, foge ao escopo desta tese, devido as crescentes
dificuldades de calculo numérico a serem enfrentadas.

A influéncia da permeabilidade da membrana pode ser vista na figura 5.18. Como
¢ de se esperar, membranas mais permeaveis ao solvente acentuam a sedimentacio

do soluto.
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A figura 5.19 mostra como a distribuigao de soluto depende da largura da cela.
Fmbora a quantidade de massa sedimentada possa ser menor em celas mais estreitas,
pode-se obter concentragoes maiores.

Finalmente, devemos observar que a faixa de valores apresentados para o coefici-
ente de difusao, permeabilidade da membrana e largura da cela foram variados dentro
dos limites maximos permitidos pelo método numérico. Extensoes destes limites tal-
vez sejam possiveis mediante reajustes dos pardmetros de convergéncia numérica.
Todavia, isto representa um enorme trabalho, que justificaria uma outra tese.
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Figura 5.5: (a) Esquema da cela de osmossedimentagao. (b) Linhas de corrente —
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Figura 5.7: Componente logitudinal da velocidade (a) na fase 3 (solvente puro) e
(b) n f a (solucdo ), em t = 37.5 s.
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Iigura 5.8: Componente pc da pressio, como definida na equagao 4.5, (a) na fase
(solvente puro) e (b) para fase a (solugio ), em ¢ = 37.5 s.
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Figura 5.19: Fracao molar média do soluto como fungao da distancia ao topo da cela,
para varias larguras da cela de dialise.
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Capitulo 6

CONCLUSAO

Os objetivos propostos foram atingidos:

I

equacionamos a osmossedimentagdo, apresentando as equagoes de transporte
de massa e momento, e as condigdes iniciais e de contorno, bem como a origem
e a ordem de grandeza dos termos das equagoes;

resolvemos numericamente as equagoes, obtendo o comportamento hidrodina-
mico do sistema e verificando a influéncia de parametros caracteristicos, tais
como coeficiente de difusao, a permeabilidade da membrana e a largura da cela,
na velocidade de sedimentagao.

Existe ainda grande quantidade de trabalho que pode ser feito a partir do que ja
foi alcancado. Podemos propor:

1.

2.

expandir os limites dos parametros variados;

variar outros parametros, tais como: raio e velocidade de centrifugacao, volume
molar das substancias envolvidas, densidade inicial da solucio etc;

introduzir o termo de Boussiesq na equagao de Navier-Stokes e estudar alterna-
tivas para a condigao de contorno da velocidade na membrana que viabilizem
o escorregamento do material ai acumulado.

Uma vez dominado o problema bésico, pode-se tratar do problema mais geral
da osmossedimentacdo de misturas com mais de dois componentes e da osmossedi-
mentagao em gradientes de densidade.
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Apéndice A

METODOS DE SEPARACAO

Existem muitas maneiras de se classificar os diversos métodos de sedimentagao
utilizados em ciéncia e tecnologia. Talvez o que haja de comum entre estas clas-
sificagoes é o fato de ndo serem a palavra definitiva sobre o assunto, quer porque a
constante evolugao dos métodos e técnicas obriga a frequente revisao, quer porque
quando se faz uma classificacao tem-se em vista salientar um ou outro aspecto de um
método, ou conjunto de métodos, em relacao a outros [1].

A seguir apresentamos a classificagdo segundo trés enfoques distintos, com o in-
tuito de, por contraste, esclarecer algumas diferencas e salientar certas semelhangas.
As classificagoes das tabelas 1 e 2 acrescentamos a osmossedimentacao.
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Fase Inicial Segunda Fase
Gas (Vapor) Liquido Sélido
Gas Difusdo Termica Cromatografia Cromatografia
Gas-Liquido Gaés-Solido
Liquido Destilagao Cromatografia Cromatografia
Liquido-Liquido Liquido-Sélido
Extracao Precipitagao
Liquido-Liquido Eletrodeposigao
Dialise Cristalizacao
Ultrafiltracao Zone
OSMOSSEDIMENTACAO | Electrophoresis
Sélido Sublimagao Zone
Refining Leaching

Tabela .1: Classificagdo dos métodos de separacao quanto ao tipo de fase inicial e

final [1].
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H Mecanico | Fisico “ Quimico J

Exclusao (Tamanho): Partigao: Mudanga de Estado:
Dialise Cromatografia Precipitagao
Cromatografia gas-liquido Eletrodeposigao

de exclusao liquido-liquido
Filtracao gas-solido
e ultrafiltracao liquido-sélido
Extracao
OSMOSSEDIMENTACAQ liquido-fiquido
Zone eletrosforese
Centrifugagao Mudanca de Estado: || lon exchange
Destilagao
Sublimagao
Cristalizacao
Zone Refining

Tabela .2: Classificagao dos métodos de separagao quanto ao tipo de processo [1].

]r Processo J Tamanho dos Poros (A) “
Usmose Keversa -1
Ultracentrifugagao 10 - 1000
Microfiltragao 1000 — 10000

Tabela .3: Classificagao dos métodos que utilizam membranas quanto ao tamanho
da menor particula ou molécula retida [7].

57



Apéndice B

NOTACAO TENSORIAL

O intuito deste apéndice ndo é fazer uma listagem exaustiva da notagao tensorial,
mas tao somente apresentar algumas das relagdes pouco fregiientes empregadas no
texto.

(99)i; = viv; (1)
(VP), = X s P (2)
(F:95) = 3 Pud® (3)

(P- v) = \Zj Tixvr (4)
k=1
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Apeéendice C
REFERENCIAIS E FLUXOS

]

O referencial em relagdo ao qual se medem os fluxos termodinamicos foi durante
muito tempo fonte de grande controvérsia. Em parte, isto foi conseqiiéncia da aborda-
gem inicial que os fenémenos de transportes receberam: uma abordagem cinética. O
quadro geral s6 ficou claro com o desenvolvimento da termodinamica de ndo-equilibrio
[20].

Discutiremos, a seguir, as relagoes entre alguns dos referenciais usualmente em-
pregados na termodinamica de ndo-equilibrio e sua influéncia sobre as equagoes e os
coeficientes fenomenoldgicos lineares. Estas relagoes sao tteis, pois do ponto de vista
experimental é conveniente empregar um referencial fixo no recipiente que contém o
sistema, enquanto que as equagdes da termodinamica de nao-equilibrio sdo, em geral,
escritas no referencial do centro de massa.

Consideremos uma mistura de ¢ + 1 componentes num recipiente denominado
doravante de cela.

O fluxo de massa do componente k, em relacao a cela, é dado por:

(Ji)e = pr(Dk)c (.5)
onde p; é a densidade do componente k na mistura; (v;). é a velocidade do com-
ponente k em relacao a cela; k = 0 designa o solvente e k = 1,2,---,q designa os

solutos.

Definamos também os fluxos em relagéo a outros referenciais, denominados gene-
ricamente por R:

(Ji)r = pr (T ) — (T)R] (-6)

que satisfazem a relagao:
q

Y (ar)r(Je)r =0 (.7)
k=0
onde (a)g sao fatores de ponderagao caracteristicos de um dado referencial R e (v)g
¢ a velocidade deste referencial em relacao a cela.
A equagao anterior mostra que os fluxos nos referenciais R nao formam um con-
Junto linearmente independente, o que, como citamos no capitulo 2 e veremos em mais
detalhes agora, tem importantes consequéncias sobre os coeficientes fenomenolégicos.
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Nas condigoes .6 e .7, a velocidade de um dado referencial R em relagio a cela
pode ser expressa em termos das velocidades dos componentes no referencial da cela
por:

7 ar)r(Vk).
k=0 Pk(ak)r

Temos os seguintes casos de interesse:

o referencial do solvente, R = sol

(ao)sol =1 e (ak)sol = Oa k= 1323 Tt q (9)

e, da eq. .7 temos:

(70)301 =0 (10)
o referencial do centro de massa, R = cm
(ak)cm = 1, k=0’172a"'a(1 (11)

e, da eq. .7 temos:

e referencial do centro de volume, R = vol
(ak)vol =gkv k= 071723" »q (13)

onde ¥ é o volume parcial especifico. Da eq. .7 temos:
q — —
S F(Te)uot = 0 (.14)
k=0

Os fluxos definidos pelas eq. .6 e .7, embora importantes para a descricido em ter-
mos da termodinamica de nao-equilibrio, geralmente nao sao conhecidos. Os métodos
experimentais costumam levar a (J;). [20)].

Como vimos no capitulo 2, a produgao de entropia pode ser escrita como a soma

de ¢ + 1 produtos de fluxos termodinamicos generalizados pelas forgas conjugadas,
eq. 2.18:

9
o= Xi-Ji (.15)

k=0
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¢ para pequenos desvios do equilibrio, pode-se considerar a seguinte dependéncia
lincar entre os fluxos e as forgas, eq. 2.24:

q
Ji=Y_ LuXk (.16)

k=0

com estes coeficientes satisfazendo o principio de Curie e as relagdes de Onsager.

Agora, admitamos que os fluxos estao expressos em algum referencial do tipo R,
o que em geral é o caso. Se substituirmos a equacdo que relaciona os fluxos neste
determinado referencial, eq. .7, a equacao para a produgao de entropia, eq. .15, fica
dada por:

o= gjxk i = qij Ji [Xk - EZ:;:\,,] (.17)

k=0

e com este novo conjunto de ¢ forcas independentes, as equacoes fenomenoldgicas
ficam:

(Ji)r = QX_E (lik)g [Xk - MX,,] (.18)

k=0 (aq)r

onde os l;; estao sujeitos as relagoes de Onsager:

(lik)r = (ki)r (-19)

A matriz L;; definida pela eq. .16, além de estar submetida as relagoes de Onsager,
fica submetida a vinculos adicionais da forma [20]:
q .
Z(aj)RLj,' b= 0 (20)

3=0

como ja haviamos mencionado no capitulo 2, eq. 2.32.
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Apéndice D

A CONDICAO DE CONTORNO
NO TOPO

Um aspécto do modelo que merece certa discussao ¢ o da imposicéo da condigio
de contorno para a velocidade no topo da cela de osmossedimentagio (eq. 3.25,
capitulo 3), que corresponde a se manter fechado o topo da cela. Esta hipdtese
simplificadora, aliada & hipétese de membrana indeformavel, tem como consegiiéncia
o aparecimento de uma diferenga de pressao entre os dois lados da membrana para
se manter nulo fluxo total de solvente de um compartimento para o outro. Do ponto
de vista experimental, a tentativa de se manter fechado o topo da cela levaria & de-
formacao da membrana. Por outro lado, o nao fechamento da superficie superior
permite um fluxo liquido nao nulo de uma fase para a outra, cujo sentido depende
das condigdes iniciais. Provavelmente, o que ocorre na pratica, é uma mistura de
ambos os efeitos: um desnivel entre as colunas e, mesmo sem o fechamento do topo
da cela, uma certa deformagido da membrana semipermeavel.

Para termos uma idéia da viabilidade da hipétese de topo fechado e membrana
indeformavel, calculamos o desnivel entre as colunas (figura 3.1) que produziria uma
diferenca de pressao hidrostatica idéntica a diferenca de pressao necessiria, em nosso
modelo, ao balanceamento do fluxo de solvente.

Conforme indica a figura .1, o desnivel estimado é inferior a 50 um, um valor
compativel com o desnivel esperado para o sistema em equilibrio, sob centrifugagéo,
cujo valor teérico é dado pela equagao 3.15, e o valor experimental na tabela 5.1.
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