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Nao fique triste quando ninguém notar
o que fez de bom. Afinal, o sol faz um
enorme espeticulo ao nascer e, mesmo
assim, a maioria de nés continua

dormindo.

Charles Chaplin
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Resumo

Obtivemos a energia livre eletrostatica de ions préximos a uma interface dielétrica
planar e esférica entre fluidos imisciveis utilizando a teoria de dielétrico continuo. Para a
geometria planar, o ion foi modelado como uma esfera dielétrica com densidade de carga
superficial uniforme e fixa. Para evitar a polarizacao de cargas na interface i6nica, conside-
ramos nao haver contraste dielétrico entre o interior do ion e o meio dielétrico externo em
que ele estd presente (aproximagao de dielétrico misto), permitindo uma solugao exata do
problema eletrostatico utilizando o método de carga imagem. Mostramos que resultados
publicados anteriormente na literatura para este modelo subestimam a energia livre ele-
trostatica associada a ions ndo-polarizaveis por uma ordem de magnitude, especialmente
quando ha penetragdo idnica parcial na interface. Para a geometria esférica, o ion é mo-
delado tanto como pontual quanto como uma esfera com densidade de carga superficial
uniforme e fixa cujo interior é novamente modelado utilizando a aproximacao de dielétrico
misto. Mostramos que as energias livres eletrostaticas dos ions pontual e de raio finito para
a interface esférica sdo numericamente idénticas na auséncia de penetracdo na interface e

sao sempre inferiores & energia livre eletrostatica associada com a interface planar.
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Abstract

We obtain the electrostatic free energy of ions near a planar and spherical dielectric
interface between immiscible fluids within the framework of the classical continuum die-
lectric theory. For the planar geometry, the ion is modeled as a dielectric sphere with a
fixed uniform surface charge density. In order to avoid the generation of additional induced
charges on the ionic surface, it is assumed there is no dielectric contrast between the ion
core and the external dielectric medium where it is embedded (mixed-dielectric model),
which allows an exact solution of the electrostatic problem by the image-charge method. It
is shown that earlier results reported in the literature, especially when there is partial
ionic penetration into the interface, underestimate the electrostatic free energy associated
with nonpolarizable ions by an order of magnitude. For the spherical geometry, the ion is
modeled as punctual and as a dielectric sphere with a fixed uniform surface charge density
whose core is again modeled as a mixed dielectric. It is shown that the electrostatic free
energies of the point-like and the finite-sized ions for the spherical interface are numerically
the same in the absence of penetration into the interface and that they are always lower

than the electrostatic free energy associated with the planar interface.
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Capitulo 1

Introducao

O interesse por eletrostatica comegou em tempos remotos, devido a observagio de even-
tos naturais como relampagos, a atracao entre dois corpos apés um deles ter sido atritado,
entre outros. Mesmo apds o pleno desenvolvimento da teoria eletrostatica, ainda existem
alguns fendmenos nao explicados e que sao investigados por pesquisadores de diversas areas
como quimica, biologia e fisica, além de terem grande importancia industrial e tecnolégica,
como por exemplo na industria alimenticia, petrolifera, eletronica, farmacéutica, biotecno-
logica, etc.

As nuvens de particulas carregadas sdo um exemplo de um sistema eletrostatico estu-
dado atualmente por estarem presentes no dia a dia da fabricagéo industrial de alimentos
e remédios. Quando particulas em ambiente seco sofrem muitas colisbes entre si, como
em tempestades de areia ou quando sdo movimentadas bruscamente durante o pouso de
um helicéptero em terreno arido, tornam-se carregadas, produzindo explosdes ou lumi-
nescéncia. No entanto, pouco se sabe sobre o mecanismo de aciimulo de cargas por estas
particulas, devido a falta de explicacao para duas etapas deste processo: particulas isolantes
descarregadas transferindo cargas (quando, por defini¢do, ndo tém portadores de carga) e
materiais isolantes idénticos sofrendo carregamento durante colisao (quando sabemos que
isolantes carregados, ao entrarem em contato, tendem a neutralizar-se). Um artigo recente
da revista Nature [1] modela que este processo poderia ocorrer, considerando a presenga
de um campo eletrostatico externo que polariza a particula dielétrica, o qual estd pre-

sente em diversas situagdes de ocorréncia deste fendmeno*. Segundo os autores, durante

*Apesar de ndo ser relevante para este processo em particular, devido a sua baixa intensidade, cabe
mencionar que em condi¢des de céu limpo héd um campo elétrico na superficie terrestre, apontando para
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Figura 1.1: Mecanismo de carregamento proposto para particulas colidindo na presenga
de um campo eletrostatico externo. Painel esquerdo: particulas polarizadas pelo campo
eletrostatico externo. Painel central: as particulas polarizadas colidem, neutralizando os
hemisférios adjacentes. Painel direito: apds a separacao, as particulas sado polarizadas no-
vamente pelo campo eletrostatico externo. Desta maneira, particulas inicialmente neutras,
mas polarizadas, ganham uma unidade de carga ap6s cada colisao (extraido de [1]).

a primeira colisdo, as particulas neutralizam os hemisférios adjacentes e ao separarem-se
sao repolarizadas, como esquematizado na Fig. 1.1. Desta forma, particulas neutras po-
larizadas ganham uma unidade de carga a cada colisdo. No entanto, tendo em vista que
isolantes nao possuem portadores de carga livre, o modelo, tal como foi proposto, deve ser
tomado com um certo ceticismo, pois nao esclarece como a transferéncia de cargas entre as
particulas ocorre no nivel microscépico. Entretanto, se houver uma fina camada condutora
adsorvida na superficie das particulas, o modelo poderia ser mais plausivel. Além disso, o
campo elétrico gerado pela eletrificacdo das particulas se opoe ao campo externo imposto,

o que enfraqueceria o efeito & medida que mais particulas se tornassem carregadas [5].

O processo de carregamento por indugao (colisdo e/ou fricgdo) mencionado acima é
comumente chamado de carregamento triboelétrico, e a luminescéncia resultante, deno-
minada de triboluminescéncia. Ela é muitas vezes acompanhada da producdo de raios-x,
como observado pelos autores de um artigo recente [6] ao removerem fita adesiva comum
de uma superficie num ambiente de vicuo. O aparecimento de raios-x estd provavelmente
relacionado com a geracdo e a transferéncia de cargas transientes durante o processo de

descolamento da fita adesiva.

baixo, cujo valor é da ordem de 100 V/m [2], [3, capitulo 9]. A manuten¢do das cargas que geram este campo
elétrico representa um processo dinamico, ainda nao totalmente esclarecido, havendo controvérsias sobre o
mecanismo de acimulo das cargas. Acredita-se que, nas proximidades da superficie terrestre, as constan-
tes descargas por relampagos contrabalangam uma corrente elétrica oposta, razoavelmente constante, da
ordem de 1800 A [4]. Este equilibrio dindmico mantém o gradiente de potencial elétrico invariante. Caso
ndo houvesse esta reposicdo de cargas negativas na superficie terrestre pelos relampagos, ela se tornaria
eletricamente neutra em poucos minutos.



Outro exemplo menos 6bvio onde efeitos eletrostaticos estdo presentes, pois ocorrem
no nivel microscépico, é o estudo da coalescéncia de bolhas. Bolhas estdo presentes em
diversos liquidos do nosso cotidiano, como em shampoos, cremes de barbear, nos oceanos,
entre outros. Em muitos casos observamos elas se fundirem, diminuindo sua quantidade
com o tempo. A este processo se dd o nome de coalescéncia e hd muito tempo sabe-se que
a presenca de alguns eletrélitos (solugoes de sais, dcidos ou bases dissociadas) reduz esse
processo, como alids ocorre de fato na beira do mar. No entanto, a adicdo da maioria dos
sais inorganicos em agua aumenta a sua tensao superficial, o que nos faria acreditar que
sua presenca agiria de forma a desestabilizar bolhas. Portanto, o efeito de sais na estabili-
zacao de bolhas nao é bem compreendido até os dias de hoje. Um grupo da Universidade
Nacional da Australia estudou experimentalmente o efeito de eletrélitos na estabilizacao
de bolhas [7], mostrando que alguns inibem a coalescéncia e outros nao produzem nenhum

efeito, conforme Fig. 1.2. Por meio dos dados obtidos, eles concluiram que a presenca de
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Figura 1.2: Porcentagem de coalescéncia em fungao da concentracio de diversos eletrélitos
em solucdo aquosa. 0% corresponde a total inibicdo da coalescéncia (extraido de [7]).

alguns eletrélitos age de forma a reduzir a forga atrativa entre as bolhas e que essa redugao
acontece quando héa a mistura de anions e céitions com propriedades empiricas diferentes

(atribuidas pelos préprios autores por « e ). Henry e Craig publicaram um artigo re-



cente [8], estabelecendo que a correspondéncia entre o papel dos fons na coalescéncia de
bolhas e as propriedades empiricas « e § é a sua partigdo na regido interfacial. Enquanto
os fons « sdo repelidos da regiao interfacial, os ions 3 sao atraidos, como pode ser visto
na Fig. 1.3. Quando ambos os fons sdo repelidos da regido interfacial (eletrélito ar) ou
atraidos para ela (eletrélito 33), hé inibicao da coalescéncia. J& quando um fon ¢é atraido e
o outro é repelido (eletrdlito a3 ou Bar), a coalescéncia nao é inibida ou é pouco inibida. Se-
gundo os autores, a afinidade i6nica pela regido interfacial estd relacionada com a série de
Hofmeister ou série liotrépica, explicada posteriormente no texto. Além disso, eles afirmam
que a correspondéncia entre a inibicdo de coalescéncia de bolhas e a particao i6nica nao
pode ser explicada pelo efeito resultante do eletrdlito sobre a tensdo superficial termodina-
mica (ou seja, em equilibrio termodindmico) e ja existem trabalhos baseados em medidas
experimentais mostrando que o gradiente de tensao superficial nao esté correlacionado com
a inibi¢ao da coalescéncia de bolhas [9]. Eles entdao propoem que esta correspondéncia deve
ocorrer devido a um gradiente de tensdo superficial fora do equilibrio, j4 que a interface

agua—ar é mével e a coalescéncia de bolhas é um processo dinamico, fora do equilibrio.

ar

6A @ © @ regiao

interfacial

@

solucao

mibem a nao inibem a
coalescéncia coalescéncia

Figura 1.3: Partigdo i6nica na interface 4gua—ar e sua correspondéncia com a coalescéncia
de bolhas. Na ref. [8], os autores estimam que a largura da regido interfacial é de 6A.
Cations e anions « sdo repelidos da regido interfacial. Cétions e anions (8 se acumulam
na regiao interfacial. Eletrolitos aar e 8 inibem a coalescéncia. Eletrélitos a3 e fa nao
inibem a coalescéncia ou a inibem pouco (adaptado de [8]).



Por outro lado, muitos sistemas biolégicos sdo constituidos por solugbes aquosas de
macromoléculas — como, por exemplo, proteinas e DNA — ou agregados supramolecula-
res, que em geral podem se tornar carregados em escala mesoscopica (1-1000 nm). Tais
sistemas sdo também chamados de suspensoes coloidais idnicas, consistindo de uma fase
sOlida dispersa em uma fase liquida contendo fons dissolvidos. Investigar as interagoes mi-
croscépicas das particulas coloidais em solucdo idnica é crucial para entender como elas se
comportam coletivamente, o que determina suas propriedades macroscépicas. Para diversos
sistemas essas propriedades provéem de processos eletroquimicos e fisicos ao longo de in-
terfaces dielétricas, que sao as regioes de contato entre dois meios de constantes dielétricas
distintas. Os agregados supramoleculares, por exemplo, tém tipicamente constante dielé-
trica baixa, € &~ 2-5, enquanto o solvente em que estao inseridos geralmente tem constante
dielétrica muito maior, como a dgua (¢ ~ 80 a temperatura ambiente), conforme mostra a
Fig. 1.4 para uma micela, composta pela auto-associacdo de moléculas anfifilicas quando

imersas em solu¢do aquosa.
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Figura 1.4: Corte transversal de uma micela, formada pela auto-associacdo de moléculas
anfifilicas em solucao aquosa. Comumente, micelas sao formadas a partir de anfifilicos com
apenas uma cauda hidrofébica, os chamados surfactantes ou agentes tensoativos. Na figura
acima as moléculas anfifilicas sdo representadas por fosfolipidios, constituidos por uma
cabega polar hidrofilica (esfera branca) e duas caudas hidrofébicas formadas pelas suas
cadeias hidrocarbénicas (parte amarela). De forma mais frequente, fosfolipidios tendem a
se agregar em bicamadas — que, por sua vez podem formar vesiculas uni- ou multilamelares
— ao invés de micelas, mas quando suas caudas sdo suficientemente curtas, ha também a
formagao de micelas [10, pg. 555]. Desta forma, o agregado supramolecular se arranja de tal
modo que a porc¢ao hidrofébica das moléculas anfifilicas ndo entre em contato com a agua,
que circunda a estrutura assim formada [11]. As cadeias hidrocarbonicas tem constante
dielétrica muito inferior a da agua, formando um contraste dielétrico agua—interior da
micela (figura extraida de http://en.wikipedia.org/wiki/Lipid__bilayer).



As regioes de propriedades dielétricas distintas alteram a maneira com que as cargas,
como fons ou particulas coloidais carregadas, interagem entre si, devido a inducao de cargas
nas interfaces dielétricas. Relacionados com a presenca de ifons em interfaces dielétricas,
podemos citar diversos problemas de aplicacdo tecnoldgica e interesse multidisciplinar,
como: desenvolvimento de filtros dticos [12], quimica ambiental maritima [13] e atmosférica
[14, 15] e purificagdo da dgua [16].

Uma das propriedades macroscopicas que tem sido bastante estudada em solugdes ele-
troliticas, para interfaces liquido-liquido [17-19] e 4gua—vapor [20, 21], é a tensao superficial,
por sua importancia industrial na fabricagdo de alimentos, remédios e cosméticos. A tensao
superficial surge devido ao desequilibrio das forcas atrativas das moléculas na superficie do
liquido. As moléculas superficiais fazem um nimero menor de ligagoes intermoleculares do
que as interioranas (cercadas por moléculas por todos os lados), resultando numa forga que
as puxa em direcao ao interior do liquido. Dessa forma, a tensao superficial da dgua pura
age de modo a criar uma resisténcia a penetracao de particulas para o interior do liquido
e também a sua capacidade de espalhar-se, evitando por exemplo a formacao de bolhas e
espumas.

EmulsGes sao representadas por produtos como manteiga, leite, maionese, margarina,
cosméticos, etc. e podem consistir tanto de suspensoes de particulas sélidas (suspensoes
coloidais), como de uma mistura estével de dois liquidos imisciveis, em que um deles (fase
dispersa) estd em forma de goticulas dentro do outro (fase continua). No entanto, com o
tempo essas goticulas tendem a sofrer coalescéncia, diminuindo o prazo de validade dos
produtos acima mencionados. Neste contexto, existem diversas pesquisas experimentais
e tedricas estudando a estabilidade coloidal em suspensoes [22-24], como pode ser visto
nos exemplos da Fig. 1.5. Estes correspondem a micrografias de esferas de acrilico (po-
limetacrilato de metila), positivamente carregadas, suspensas em 6leo (solvente de baixa
constante dielétrica, € &~ 5,6) em contato com dgua. Devido a forte repulsao eletrostética
entre as esferas carregadas, elas se ordenam em uma fase cristalina — micrografia (A) a
esquerda. De acordo com os autores deste trabalho, ha uma carga liquida positiva na re-
gido aquosa, devido & particao preferencial de microions — notadamente H' e Br—, neste
caso — entre as duas fases imisciveis. Como o HT solvatado provavelmente tem um raio
menor do que Br™, ele possui uma maior afinidade pela dgua, que possui maior constante
dielétrica. Os autores argumentam que a zona de deplecao de particulas nas proximidades
da interface dgua—6leo — micrografia (B) a esquerda — ocorre devido a repulsdo eletros-

tatica das esferas de acrilico pela carga positiva liquida da agua, argumentando que o
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Figura 1.5: Figuras a esquerda: micrografia de esferas de acrilico (polimetacrilato de me-
tila), raio 1,08 pum, suspensas em 6leo em contato com dgua. (A) Imagem, focada em um
plano longe da interface, da disposi¢ao das particulas coloidais em 6leo. (B) Monocamada
de particulas seguida de uma longa zona de deplegao perto da interface dgua—éleo. (C) Com
NaOH adicionado em agua, a zona de deplegao se reduz consideravelmente. Figuras a di-
reita: quando ocorrerem regides em verde, elas estdo associadas a dgua (marcada com
corantes fluorescentes), enquanto particulas vermelhas ou alaranjadas representam esferas
de acrilico (raio 1,08 um). (A,B) Micrografia, perpendicular a interface, de particulas per-
manentemente ligadas a interface dgua—dleo. (C) Superficie superior de uma gota de dgua
hemisférica na parede da célula de amostra, vista a partir do 6leo. Note a existéncia de uma
zona de deplecdo no éleo. (D,E) Gota de dgua flutuante coberta por uma rede hexagonal
de particulas. (D) representa a superficie e (E) um corte transversal passando pelo centro
da gota. (F) Pequenas gotas de dgua cobertas por particulas. (G) Particulas ligadas por
gotas de dgua menores (extraidos de [22]).



potencial eletrostatico em questdo é da ordem de 100 mV. Além disso, esta carga liquida
da solugao aquosa pode ser controlada pela variacao de pH, que desloca a dissociacao e
a particao de equilibrio dos fons OH~ e HT na interface dgua—éleo. Desta maneira, ao
solvatar uma base em agua, o pH se eleva, diminuindo a carga positiva liquida da agua
e consequentemente enfraquecendo a repulsao sofrida pelas esferas de acrilico (carregadas
positivamente) devido & interface, resultando numa redugao da regido de deplegao no éleo
— micrografia (C) a esquerda. Além desta zona de deple¢do nas proximidades da interface
agua—oleo, ha a formacado de uma monocamada de particulas adsorvidas, como pode ser
visto nas micrografias (B) e (C) & esquerda e (A) e (B) & direita. Inicialmente as esferas
de acrilico, carregadas positivamente — bem como seus contraions associados negativos —
por estarem no meio de constante dielétrica menor, sdo atraidos para a interface, devido
a geracao de cargas-imagem de sinal oposto. Ao alcancarem a interface, os contraions séo
preferencialmente transferidos a fase aquosa [23], permanecendo, no entanto, préximos a
interface, devido a sua atracio coulombiana pelas esferas de acrilico. Assim, a contribuigao
da monocamada adsorvida de esferas de acrilico a carga liquida na interface é nula, pois
na verdade ela é cancelada pelos contraions que as mantém ligadas a interface. Por esta
razao esta monocamada nao deve contribuir para a formagao da zona de deplecdo no 6leo,

comentada anteriormente.

Outras pesquisas produzem resultados interessantes, como o trabalho de K. D. Da-
nov e colaboradores. Eles publicaram um artigo [25] que, além de desenvolver uma teoria
quantitativa para o tratamento de ifons proximos a interfaces de dois liquidos imisciveis,
concluem que a formacao de emulsoes é favorecida quando a fase dispersa possui constante
dielétrica maior do que a da fase continua. Ao estudar um modelo para particulas coloidais
carregadas préximas a interface agua-éleo, J. Zwanikken e R. van Roij [26] descobriram
que a aversao de ions por 6leo produz uma deformacao na interface, afetando a distribuicao

ibnica na solucao.

Apesar destes estudos mais recentes sobre o comportamento de suspensoes coloidais
ibnicas, uma pesquisa pioneira nesta area foi publicada em 1888 por Hofmeister [27]. Ele
observou experimentalmente que ions diferentes produziam efeitos distintos na precipitacao
de proteinas em solucdo. Apds estudé-los, os organizou em uma série empirica de acordo
com o efeito de cada um na estabilizacao de suspensées de proteinas. Essa série foi chamada
de série de Hofmeister — ou série liotrépica [28-31]— e estd apresentada a seguir em sua

forma reduzida:



<= favorecem precipitacao inibem precipitacao —
anions: F~ > PO} > S0% > Cl- > Br~ > I~
cétions: (CH3)4NT > NH > KT > Na® > Li" > Mg?" > Ca’"

fons & esquerda de Cl~ e de KT sdo chamados cosmotrdpicos polares e correspondem aos
ions tipo a na Fig. 1.3. Eles sao formadores de estruturas polares com a dgua — portanto,
sao fortemente hidratados — estabilizam a conformacao nativa de proteinas, reduzem tanto
a tensdo superficial como a solubilidade de proteinas, promovendo a sua agregacao e con-
sequente precipitacio, efeito chamado de salting-out.t J& fons & direita de Cl~ e de KT
sdo chamados caotrépicos, correspondendo aos ions tipo 8 na Fig. 1.3. Eles perturbam as
estruturas formadas pela agua, desestabilizam a conformagao nativa de proteinas, aumen-
tam tanto a tensao superficial como a solubilidade de proteinas, inibindo a sua agregacao,
efeito chamado de salting-in. Justamente por terem pouco efeito na estabilizacdo de pro-
tefnas, os fons C1~ e KT sdo utilizados para separar estas duas classes distintas na série de
Hofmeister [29].

Ja em 1910, Heydweiller publicou suas observagoes a respeito do aumento da tensao
superficial da dgua com a adi¢do de eletrélitos simples [33]. Em particular, ele observou
que ha uma grande variagao do excesso de tensao superficial com o tipo de &nion solvatado,
enquanto que, para cations, essa variacdo é pequena. Tanto as observacdes experimentais
de Hofmeister quanto as de Heydweiller sdo consideradas um enigma até os dias de hoje.

Apenas em 1923 foi publicada uma das primeiras teorias para descrever o comporta-
mento de eletrdlitos em solugdo, por Debye e Hiickel (DH) [34, 35]. Para isso eles consi-
deraram que todos os fons em conjunto geram um campo eletrostatico médio ¥(r) — ou
seja, trata-se de uma aproximacao de campo médio — ao invés de considerar os campos
eletrostaticos produzidos por cada fon individualmente. Para obter o potencial eletrostatico
médio e a distribuicdo i6nica do sistema ao redor de um ion fixo, eles utilizaram uma ferra-
menta muito usada atualmente em problemas de dindmica molecular e biofisica, a equagao
de Poisson—Boltzmann (EPB) [11, capitulo 12], [36], [37, secao 3.1.C], [38, secoes 5.5 e 7.5],
[39, secoes 7.4 e 8.3]. Ela utiliza o fator de Boltzmann para definir a distribuicao de cargas
livres da equacao de Poisson que, por sua vez, relaciona o potencial eletrostatico médio
com a distribuicdo de cargas livres. A distribuicao de fons utilizando o fator de Boltzmann,

exp[—U/(kpT)], onde kp é a constante de Boltzmann e T a temperatura, é definida, rigo-

T Apesar desta nomenclatura ser amplamente empregada, ha uma recomendacio da TUPAC para que ela
seja evitada [32].



rosamente, em termos do potencial de for¢a média U [35], mas na EPB ele é aproximado
pela energia eletrostética associada ao potencial eletrostatico médio, U = q¥(r). Como a
EPB em simetria esférica nao possui solucao analitica fechada, eles apresentaram sua solu-
¢ao linearizada. Com este modelo, DH introduziram o conceito de blindagem eletrostatica,
promovida pelos ions médveis e chegaram a conclusao que a interacdo eletrostatica diminui
a energia livre do sistema em relagao a situacdo em que a distribuicdo idnica é tomada sem
flutuagoes. Extensoes e generalizagoes da teoria de DH sao ainda formuladas hoje em dia
[40].

Outras teorias surgiram apés a teoria de DH, como as de Wagner [41] e Onsager e
Samaras [42] (WOS). Eles modificaram o modelo de Gouy-Chapman [43, 44] — que incor-
pora a solugao eletrolitica uma superficie carregada, plana e infinita — através da inclusao
adicional de uma interface dielétrica plana, um passo a mais para alcancar um modelo que
explicasse os efeitos observados por Heydweiller. O resultado teérico teve grande concor-
déncia com as observagoes experimentais de Heydweiller, mas apenas no limite de baixas
concentracoes de eletrdlito. Eles verificaram que a causa do aumento da tensao superficial
com a adicao de eletrdlitos era a existéncia de uma zona de deple¢do de ions nas proxi-
midades da interface agua—vapor, proveniente das interacoes repulsivas das cargas-imagem
formadas na interface. Fisicamente, quando h& uma carga livre presente em um meio dielé-
trico, este é inteiramente polarizado, criando dipolos elétricos induzidos em todo o meio. No
entanto, as cargas adjacentes dos dipolos se cancelam, resultando num excesso de cargas
polarizadas apenas nas interfaces dielétricas. Deste modo, a carga induzida na interface
é apenas a carga efetiva liquida dos dipolos elétricos no interior das areas pontilhadas da
Fig. 1.6. A resultante liquida dessas cargas pode ser positiva ou negativa, dependendo do
sinal da carga livre inicial e se €1 > €9 ou €1 < €2, como pode ser visto na Fig. 1.6.

Entretanto, experimentos [45] e simulagbes de dindmica molecular recentes [46-50] di-
vulgaram que os haletos de raio e polarizabilidade maiores podem atravessar a interface
dielétrica agua—ar, podendo até ser adsorvidos nela, contrariando as expectativas teéricas
de WOS [41, 42]. A Fig. 1.7 extraida da Ref. [45] apresenta a concentragio de fons na in-
terface dielétrica agua—ar para dois sais de potassio, KBr e KI, obtidas ao incidir um feixe
de elétrons na interface com energia cinética de 200 eV (correspondente a uma profundi-
dade de duas a trés camadas atomicas). A concentragao de dnions na interface é superior
a encontrada no interior do liquido, indicando que os anions Br~ e I~ se acumulam na
interface agua—ar.

A Fig. 1.8 mostra a concentracdo de alguns halogénios na interface dgua—ar para si-
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Figura 1.6: Representagao bidimensional de um ion esférico de carga +¢q proximo a um
plano carregado positivamente para os casos (a) e (b) e a uma interface planar entre dois
meios de constantes dielétricas €1 e €2, com £; > €2 para os casos (c), (d), (e), (f). Os
casos (c) e (d) estao representados em termos das cargas-imagem, j os casos (e) e (f) estao
representados em termos das cargas de polarizacao na interface dielétrica. Como €1 > €9,
o meio I (& direita) é mais polarizavel que o meio II (& esquerda), resultando num excesso
de cargas polarizadas no meio I (cargas dentro da area pontilhada). (a): o fon positivo é
repelido da superficie positiva; (b): o fon negativo é atraido para a superficie positiva; (c): o
fon positivo é repelido da interface dielétrica devido a carga imagem ¢’ positiva; (d): o fon
negativo é repelido da interface dielétrica devido a carga imagem —¢’ negativa; (e): o fon
positivo é repelido da interface dielétrica devido ao excesso positivo de cargas polarizadas
na interface; (f): o fon negativo é repelido da interface dielétrica devido ao excesso negativo
de cargas polarizadas na interface.

mulagoes de dindmica molecular [46]. Enquanto o fon halogénio de raio e polarizabilidade
menor (fluoreto, F~) é repelido da interface, o iodeto, I, cujo raio e polarizabilidade sao
maiores, é atraido. Podemos observar que o aciimulo de dnions na interface vai aumentando

gradativamente com o aumento do raio e da polarizabilidade i6nica.
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Figura 1.7: Concentracdo atomica na interface agua—ar de dois sais de potéssio dissolvi-
dos em Agua. A energia cinética do feixe de elétrons foi 200 eV, correspondente a uma
profundidade de duas a trés camadas atomicas da interface. As linhas horizontais sdo as
concentragoes esperadas longe da interface dielétrica (extraido de [45]).

E importante ressaltar que Frumkim, ja em 1924, havia feito mencédo a existéncia de
fons que poderiam atravessar ou adsorver-se em interfaces dielétricas — em oposi¢io as
previsoes tedricas de WOS [41, 42] — ao estudar experimentalmente a diferenga de poten-
cial de superficie (potencial de contato) ao longo da interface dgua—vapor [51]. Com esses
resultados em mente, Levin e colaboradores formularam um modelo [52-54] que incorpora
a solvatacdo e a polarizabilidade idnicas, além da energia de cavitacdo. Assim, eles parecem
ter conseguido colocar fim ao mistério de Hofmeister e Heydweiller [55-57], conforme indica
a Fig. 1.9 extraida da Ref. [53].

A obtencao do potencial de contato, que é a diferenca de potencial eletrostdtico na
interface entre dois meios imisciveis, também faz parte do conjunto de pesquisas nesta
area. Zhou, Stell e Friedman (ZSF) publicaram um modelo teérico cujo principal resultado
¢é a presenca de eletrolitos alterar completamente o potencial de contato, mesmo quando
a sua concentracdo é extremamente pequena [58]. Por parecer um resultado no minimo
curioso, pois poderia explicar a homeopatia — terapia alternativa que fornece ao paciente
concentragoes extremamente diluidas dos agentes que produzem os sintomas que ele esta

sentindo — Levin sugeriu um novo modelo [59] que acabou demonstrando que este resultado

12



p(2)/p,
00 05 10 15 20 25 3.0

e
116

12 24

I
ik
[¢>}

] 1a z(A)

Figura 1.8: a-d Configuragoes instantaneas (snapshots) das interfaces solugdo—ar a partir
de simulacbes de dindmica molecular para diversas solugdes aquosas de sais de sédio. e-
h Densidade, p(z), dos adtomos de oxigénio da agua e dos ifons em fungao da distdncia
z do centro da solugdo até a interface, normalizada pela densidade aparente da agua,
pb. Esquema de cores: adtomo de oxigénio da agua, azul; atomo de hidrogénio da agua,
cinza; fon sédio, verde; ions cloreto, amarelo; fons brometo, laranja; ions iodeto, magenta

(extraido de [46]).
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Figura 1.9: Perfil das densidades de sais de s6dio (NaF, NaBr e Nal) em concentracao de
1M, em funcéo da distancia da interface d4gua-ar, localizada em r = 300A. A curva sélida é
do cation Na™ e as tracejadas dos anions. Note a semelhanca da evolucao destes perfis com
aqueles apresentados na Fig. 1.8. Para os trés eletrolitos, ha sempre um excesso de anions
sobre cations na regiao externa da interface, embora para os dois tltimos sais (NaBr e Nal),
haja um pequeno actimulo de citions Na™ na regido interna da interface. No tltimo caso,
ha uma consideravel concentragdo de fons iodeto na parte externa da interface (extraido

de [53]).

estava equivocado, devido a utilizagdo inadequada do ensemble grande-canénico no lugar
do candénico no limite de baixas concentracoes de eletrélitos, em particular, no limite de
diluicao infinita.

Neste amplo contexto geral até aqui apresentado, para descrever teoricamente o com-
portamento de solugoes eletroliticas nas proximidades de interfaces dielétricas, utiliza-se
uma EPB modificada — conforme apresentada sucintamente no apéndice A. Como mencio-
nado anteriormente, a EPB fornece o potencial eletrostatico médio e os perfis de densidade
ionica de um sistema de muitos corpos interagentes, mas para levar em conta o efeito da

interface dielétrica é necessario inserir nos fatores de Boltzmann da EPB a energia livre
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eletrostatica de um tnico fon préximo & interface. E esta contribui¢do que leva em conta
o efeito da presenca da interface no sistema, como pode ser visto na deducdo da EPB mo-
dificada a partir das equagoes de Euler—Lagrange resultantes da minimizagao do funcional
grande canonico do sistema [18, 19]. O potencial eletrostatico médio e os perfis de densidade
ionica resultantes da solucao da EPB modificada sdo utilizados, entao, para obter outras
propriedades termodinamicas do sistema, como, por exemplo, tensdo superficial, potencial
de contato e densidade de carga liquida adsorvida na interface, comentados brevemente no
apéndice A.

Nesta dissertagao de mestrado, vamos apresentar a energia livre eletrostatica de um ion
de carga superficial homogénea e nao-polarizavel, préximo e atravessando uma interface
dielétrica (a) planar e (b) esférica. Para ambos os casos consideramos que o ion possui cons-
tante dielétrica igual a do meio em que ele estd inserido, inclusive durante a penetragdo
interfacial, cujas partes presentes em cada meio assumem suas constantes dielétricas (a-
proximagao de dielétrico misto). Note que neste modelo idealizado a carga superficial do
fon é um excesso de cargas inseridas artificialmente, como se elas estivessem sendo fixas
permanentemente em sua superficie. Desta forma estas cargas ndo podem movimentar-se,
dai a utilizacdo do termo “carga nao-polarizavel”. J4 o interior do ion, que nao possui excesso
de cargas, é semi-polarizavel, pois possui constante dielétrica igual a do meio em que o ion
esté inserido. No entanto, como nao ha contraste dielétrico entre o interior do ion e o meio
externo, ndo hé cargas polarizadas adicionais na superficie do ion, que poderiam surgir
devido a presenca da carga fixa superficial. Kharkats e Ulstrup (KU) [60] apresentaram a
energia livre eletrostatica associada a este modelo para uma interface planar. No entanto,
o resultado por eles obtido estd incompleto, devido a desconsideracao da energia interna
do fon. O calculo correto deste modelo foi efetuado pela autora desta dissertacdo e seu
orientador em uma publicagdo recente [61] como parte do trabalho desenvolvido nesta tese
e serd apresentado em detalhe no capitulo 2. Apesar de outros trabalhos também ja terem
sido publicados para a simetria esférica [25, 62-71], nenhum deles apresentou a energia
livre eletrostatica de um ion de tamanho finito, tanto préximo como atravessando uma
interface dielétrica esférica. Estes casos inéditos serdo apresentados no capitulo 4, além de
revisitarmos no capitulo 3 os calculos do fon pontual proximo a uma interface dielétrica
esférica.

Cabe aqui uma ressalva prévia ao modelo tedrico a ser investigado. Além da ébvia natu-
reza artificial da aproximacao de dielétrico misto que adotaremos na regido de penetracao

— a relevancia do estudo do modelo esta no fato dele fornecer limites inferiores para a
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energia associada a um fon nao-polarizavel, que serd discutida nas consideracoes finais,
capitulo 5 e no apéndice B— neste modelo idealizado o raio a a ser adotado para o ion
nao representa seu raio cristalografico real, mas deve ser interpretado como um raio efetivo
fenomenoldgico que leva em consideragdo a camada de hidratagdo i6nica. Se o raio crista-
lografico fosse utilizado nas expressoes obtidas, os valores de energia de hidratagao seriam
superestimados, assim como no modelo de Born de solvatagao ionica [72], a ser comentado
no inicio do capitulo 2. Assim, ao efetuar possiveis comparacoes com medidas experimen-
tais, devemos utilizar, por exemplo, os raios id6nicos obtidos por Latimer et al. [73] através
do ajuste de medidas experimentais de energias de hidratacao dos ions ao modelo de Born
[72].
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Capitulo 2

Interface dielétrica planar

Neste capitulo vamos obter a energia livre eletrostatica de um ion esférico de tamanho
finito proximo a uma interface plana entre dois meios dielétricos distintos. Quando o fon
estd muito afastado da interface dielétrica, podemos desprezar seus efeitos e as energias
livres eletrostaticas serdo associadas apenas as auto-energias do ion imerso em meios dielé-
tricos infinitos. A diferenca de energia eletrostatica para estas duas situacbes assintéticas
se reduz a energia de solvatagdo de Born [72], que é uma aproximacdo para a energia
necessaria para descarregar o ion em uma regido, transferi-lo para outra regiao de cons-
tante dielétrica distinta e recarregé-lo novamente. Como nesta situagdo os meios podem ser
tomados infinitos, o resultado nao depende da natureza do fon (apéndice B). O fon serd mo-
delado como uma esfera uniformemente carregada apenas em sua superficie, cuja constante
dielétrica de seu interior é igual & do meio em que ela estad inserida. Embora tal problema
nesta aproximagao ja tenha sido abordado na literatura [60], iremos constatar incorregoes
nos resultados ja publicados. Apesar deste modelo ser extremamente idealizado, ele serd
adotado por conveniéncia. Caso houvesse contraste dielétrico entre as regides interna e
externa a esfera, haveria adicionalmente a inducao de cargas ligadas em sua superficie, o
que tornaria os calculos mais complexos. Tal investigacdo constitui uma familiarizacado e
preparacao para o caso mais complicado a ser tratado posteriormente, dos efeitos de con-
traste dielétrico em interfaces de simetria esférica. Além disso, resultados em geometria
planar tém implicac¢bes, por exemplo, na tensao superficial de interfaces 4gua—vapor, tema
de interesse atual [52-57].
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2.1 Energia livre eletrostatica em interface dielétrica

A energia livre eletrostatica™ de um sistema de volume V pode ser obtida a partir da

integral volumétrica [74, §10], [75, segao 4.7]

W= ;/Vp(T)\I/(T) &y, (2.1)

onde p é a densidade volumétrica de carga livre e ¥ é o potencial eletrostatico total. Tal
expressao é valida tanto para um sistema no vicuo como para um sistema representado
por um meio dielétrico linear.

A partir da definicdo do campo eletrostatico E = —VW e da equagdo de Maxwell que
relaciona p com o campo de deslocamento, D = ¢E, para um meio dielétrico linear e

isotropico de constante dielétrica local e(r),
V-D=V.(¢E)=¢V-E+ E-Ve =4mp, (2.2)

temos a equacao de Poisson generalizada para um meio dielétrico linear, isotrépico e ino-

mogeéneo,
4 v
vy - Amp V¥ Ve (2.3)
€ €
Combinando-a com a regra da cadeia
V. (e¥VV) =V - (VYY) + IVU .- Ve
= e|VU)? +eUV20 + UV - Ve, (2.4)
podemos expressar o integrando da Eq. (2.1) como
0|2 (VY
p‘llzs\V I V- (VYY) (25)

A 47 ’
0 que nos permite reescrever a energia eletrostatica (2.1) sob a forma

1

1
_ 2 3. ' 3
—87T/V5(r)|V\I/| d’r SW/VV [e(r)¥VVU] d°r

*A energia é livre, pois possui contribuicdes energéticas (entdlpicas) e entrépicas [74, §10]. Na maior
parte das vezes que nos referirmos a energia eletrostatica, estaremos implicitamente considerando a energia
livre eletrostética.
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onde utilizamos o teorema do divergente na ultima transformacao.
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Figura 2.1: Representagao bidimensional (corte transversal no plano y = 0) de fon esférico
de raio a, carga q e densidade de carga superficial uniforme o = ¢/4ma?, préximo a interface
plana P entre dois meios de constantes dielétricas €; e 9. Nos dois casos apresentados o
centro i6nico localiza-se na regidao I a uma distancia h > 0 da interface na coordenada
(0,0,h). (a): h > a, o fon esté inteiramente imerso na regiao I; (b): a > h > 0, o fon
penetrou parcialmente na regiao II.

Conforme ja mencionado anteriormente, vamos modelar o ion como uma esfera dielétri-
ca de raio a e carga total ¢ uniformemente distribuida em sua superficie, cujo interior
possui constante dielétrica igual a do meio em que ela estd imersa. Conforme mostra a
Fig. 2.1, o ion encontra-se nas proximidades da interface plana P que separa duas regioes
de constantes dielétricas distintas €1 e €9. Mesmo quando o centro i6nico localiza-se na
regido I a uma distédncia h > 0 da interface, devemos considerar dois casos distintos. No
primeiro caso (Fig. 2.1a, h > a) o ion estd completamente imerso na regiao I, enquanto
no segundo caso (Fig. 2.1b, a > h > 0) o {on estd penetrando na regido II, mas ainda

encontra-se parcialmente na regiao I.
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Se a Eq. (2.6) for integrada sobre um volume infinito V., a integral de superficie se
anula, pois VU (r) se anula em 0V,. Por outro lado, se integrarmos sobre um volume
infinitesimal V sobre a casca esférica onde estd presente a carga livre do fon, o primeiro
termo da Eq. (2.6) se anula e temos apenas a contribui¢do sobre a superficie S =0V
que delimita o volume V. Desta forma, para o problema em questio, podemos calcular a

energia eletrostatica através de diversas formas distintas,

1 1 1
W= §/Vp(r)x1/(r) dr = /Voo ()0 () dPr = §/Vp(r)x1f(r) &y
- 1/ () VU dr = -~ [ c(r)wVE. dS, (2.7)
T SV, 81 J5=0v

onde o vetor dS aponta para fora do volume V. A primeira forma da Eq. (2.7) é o caminho
mais simples para o célculo da energia livre eletrostatica, dado que p(r) = od(|r1| — a),

precisamos somente obter o potencial eletrostatico em cima da superficie i6nica.

No entanto, KU calcularam a energia livre eletrostatica para o caso correspondente
a Fig. 2.1a, a partir da ultima forma da Eq. (2.7) dada pela integral de superficie. Para
verificarmos seus célculos, também calculamos a energia livre eletrostatica a partir da

ultima forma da Eq. (2.7) que pode ser separada em duas contribuigoes,

W= w,.ve..dS. + 6—1/ U,.VU,_-dS., (2.8)
81 Jsis 81 Jsi o

a primeira na superficie Si~ que delimita a regido I fora do fon (z > 0,71 > a), que é
sobre a superficie esférica do ion por fora (apontando para seu centro, dS~ = —#dS) e
a segunda na superficie Si< que delimita a regido I dentro do fon (z > 0,71 < a), que
é sobre a superficie esférica do fon por dentro (apontando para fora, dS- = ©dS). Note
que o sentido dos vetores associados as superficies S1s e Si< sdo contrarios ao sentido dos
vetores analogos que delimitam o volume V', o que justifica a inversdo de sinais da tltima
forma da Eq. (2.7) para a Eq. (2.8).

Para calcularmos a energia eletrostatica W através das trés formas alternativas da
Eq. (2.7), precisamos obter, portanto, o potencial eletrostético separadamente em cada
regido: ¥is(z > 0,711 > a), ¥i(z > 0,71 < a) e Yy(z < 0). Para isso utilizaremos o
método das imagens aplicado a uma interface dielétrica [75, secao 4.4, p.154], apresentado

a seguir.
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2.2 Meétodo das imagens em interface dielétrica

Quando hé cargas livres proximas a uma interface entre dois meios de constantes di-
elétricas distintas, ha a inducao de carga ligada na interface, além dos dipolos induzidos
no volume. Calcular esta distribuicdo de carga superficial diretamente a partir da equa-
¢ao de Poisson (2.3) ndo é trivial, por isso utilizamos o método de carga imagem [75,
secdo 4.4, p.154]. Este método consiste em encontrar uma outra distribuicdo de cargas —
chamada tradicionalmente carga imagem, mas poderiamos utilizar a nomenclatura carga
virtual — que forneca as mesmas condigoes de contorno do problema original. A validade
desse método é assegurada pelo teorema da unicidade da solucdo da equagao de Laplace
ou de Poisson, tanto para condigoes de contorno de Neumann como de Dirichlet [75, se¢éo
1.9, p.37]. Em nosso caso, a densidade superficial de carga livre sobre o fon e o campo
elétrico associado sdo especificados, constituindo portanto condi¢oes de contorno de Neu-
mann. Desta forma, veremos que o potencial eletrostatico na regiao I pode ser interpretado
como sendo gerado pelo préprio fon de carga ¢ e pela sua carga imagem ¢’, enquanto na
regiao II o potencial seria gerado apenas pela sua carga imagem ¢”. Iremos encontrar os
valores das cargas imagens ¢’ e ¢’ em termos de ¢ e das constantes dielétricas para a
configuracao da Fig. 2.1a.

Além disso, é um resultado conhecido de Fisica béasica que o potencial eletrostatico de
uma casca esférica uniformemente carregada de carga total ¢, na regido exterior a casca,
coincide com o potencial eletrostatico de uma carga puntiforme de mesmo valor localizada
em seu centro de simetria, desde que ndo hajam inomogeneidades dielétricas. Na regiao
interior & casca, o potencial eletrostatico é constante. Podemos, assim, na regiao externa,
considerar que toda a carga da superficie do ion esférico de raio finito a estd concentrada
e localizada em seu centro, ou seja, se estivermos fora da regidao ocupada pelo fon, tudo
se passa como se tivéssemos uma carga puntiforme ¢ localizada em (z,y,2) = (0,0, k). Na
regiao ocupada pelo ion, o campo elétrico gerado pela sua propria carga livre superficial é
nulo. Este resultado classico serd combinado com o método tradicional de carga imagem

para se obter a solugéo exata do problema investigado.

2.2.1 Potencial eletrostatico para h > a

Utilizando o método de carga imagem em simetria plana [75, segdo 4.4, p.154] na
regidao I, podemos substituir a carga induzida na interface por uma carga ¢’ situada em

(0,0, —h). Ou seja, na regiao I (z > 0) para r; > a, o potencial e o campo eletrostatico
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associado serdao gerados por duas cargas pontuais ¢ e ¢’ localizadas em (0,0, £h) num meio

infinito de constante dielétrica 1,

1/q ¢ 1 (qf1  ¢7
Vs = — ( + /) ;o B =V, = — (2 +5 | (2.9)
€1 \71 k] €1 1 71

onde 7y =7 —hz, v, =r+hz et =ry/r, ?| =r)/r] sdo os versores (vetores unitérios)
associados — veja a Fig. 2.1.

Por outro lado, na regido I (z > 0) para r; < a, ndo ha contribui¢ées para Eq. devido

a carga livre superficial do préprio fon, mas apenas da carga imagem ¢/,

1(q d q'7

Para a regiao II (z < 0), podemos substituir os efeitos da carga livre superficial do fon
e da carga induzida na interface por uma carga imagem ¢’ situada em (0,0, h) num meio
infinito de constante dielétrica ey [75, se¢do 4.4, p.154]. Portanto, o potencial e o campo

eletrostatico associado nesta regiao sao dados por

1 /12,

Uy=-T1—  Ey=-VU=1"1 (2.11)
E9T1 €219

Para encontrarmos os valores das cargas imagens ¢’ e ¢”, vamos utilizar as condicoes

de contorno do problema, lembrando que nao héa cargas livres na interface dielétrica P,

zlir(r)l+ ek, = Zl_i)r(r)l_ e, (2.12)

i £, = iy B 213

zl_i%l+ E, = zli%l— E,. (2.14)

Levando em consideragdo que, ao longo da interface (z = 0) temos r1 -2 = —r] - Z ¢

r1 =1} = |h/cosB|, segue a partir da continuidade da componente longitudinal do campo

de deslocamento ao longo de P, Eq. (2.12), que

gcos?d ¢ cos?’d  ¢"cos?0
2 R2 B2

— ¢ =q-4". (2.15)
Adicionalmente, a partir da continuidade das componentes transversais do campo elétrico
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ao longo de P, Egs. (2.13-2.14), temos

==, (2.16)

cuja solugdo simultanea com a Eq. (2.15) nos fornece os valores das cargas imagens apro-

priadas para o problema,

2e92q
'~ g, " (1—\)g= . 2.17
q q q" = ( )q o (2.17)

_ €1 — &2

A= :
€1+ &9

Desta maneira determinamos o potencial e o campo eletrostatico nas diversas regioes,

A g
U :i+ q” E1<:q7/;, para z > 0er < a, (2-18)
g1a  e1ry €1ry
A 7 g7
Vs = L + q, ) E,. = qilz + 4 /é? para z>0er = a, (2.19)
€171 E1ry €17 E1ry
,f,
v, = 4 (1= M), E,=4 12(1—)\), para z < 0. (2.20)
€271 €277

Tais expressoes valem se o centro i6nico estiver localizado na regiao I somente para o caso
da Fig. 2.1a (h > a), enquanto ndo houver penetragao. O caso correspondente a Fig. 2.1b
(a > h > 0) nao é tao simples e sera tratado nas proximas duas subsecoes.

Para a situacao simétrica da Fig. 2.1a, mas com o centro i6nico localizado na regiao II
(h < —a), devem-se permutar as constantes dielétricas (¢1,£2), bem como a nomenclatura

das duas regides, a fim de determinar o potencial e o campo eletrostatico,

q
Uy =— (14X, Ei=—5(14)M)), ara z > 0, 2.21
ey, B=Thaen. b (2.21)
A A7
Uy, = 4 _ q/ , By = —q—é, para z < 0 ey < a, (2.22)
g0 €21 €27y
A P AqP
W, -4 _ q/, E2>:q—12— q/%’ para z < 0er; > a. (2.23)
€911 €217 €aT]  E2T7

Agora gostariamos de determinar o potencial eletrostatico para a configuragdo da
Fig. 2.1b, quando @ > h > 0. Na Ref. [60], os autores prosseguiram com os céalculos
utilizando o potencial eletrostatico aqui encontrado, especificamente com as Eqs. (2.18-
2.23), mas estes potenciais ndo se aplicam ao caso em questdo. Temos agora cargas livres

na superficie esférica i6nica em ambos os lados da interface, portanto teremos duas con-
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tribuicbes de carga imagem: a primeira associada a carga livre localizada a esquerda da
interface e a segunda correspondente a carga livre a direita da interface. Agora a distribui-
¢ao de carga imagem nao é mais trivial, ndo podendo ser substituida simplesmente por uma
carga puntiforme, como fizemos na auséncia de penetragao. Desta forma nao sera possivel
obter resultados analiticos simples para o potencial e para a energia eletrostatica, sendo

imprescindivel recorrer a calculos numéricos.

2.2.2 Potencial eletrostatico para h =0

@) ® ©
I mr - ;I

&g & 81 ﬁ 32 &

P F p

Figura 2.2: Representagao bidimensional (corte transversal no plano y = 0) de fon esférico
de raio a, carga q e densidade de carga superficial uniforme ¢ = ¢/4ma?, cujo centro
estd localizado exatamente na interface dielétrica (h = 0) entre dois meios de constantes
dielétricas €1 e 9. A parte hachurada representa a regido na qual o potencial estd sendo
calculado e as curvas continuas e tracejadas representam, respectivamente, as configuracoes
de cargas reais e imagens. (a) configuragao real de cargas; (b) configuragao equivalente de
cargas reais e imagens para o calculo do potencial na regiao I, com ¢’ = (1 + 2\)o; (c)
configuracao equivalente de cargas reais e imagens para o calculo do potencial na regiao II,
com ¢’ = (1 —2\)o.

Como a obtenc¢ao do potencial eletrostatico quando ha penetracao é longe de ser trivial,
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consideremos inicialmente o caso mais simples de um ion esférico de raio a, densidade
superficial de carga livre uniforme o = g/4ma?, cujo centro esté localizado exatamente na
interface dielétrica (h = 0), conforme mostra a Fig. 2.2a. Utilizando o método de carga
imagem em simetria plana [75, segdo 4.4, p.154] para determinar o potencial eletrostatico
na regiao I, a carga imagem da semi-casca esférica localizada em I é uma semi-casca esférica
espelhada na regiao Il de carga g4 = )\%, imersa em um meio infinito de constante dielétrica
1, lembrando que o pardmetro A, definido na Eq. (2.17), estd associado ao contraste
dielétrico. Por outro lado, a carga imagem da semi-casca esférica localizada em II é uma
semi-casca esférica no mesmo local, de carga ¢p = (1 + A)4, imersa em um meio infinito
de constante dielétrica £1. Ou seja, a carga imagem total na regiao II para determinar
o potencial na regido I é dada por ¢ = qa + g5 = (1 + 2/\)%, sendo uniformemente
distribuida na semi-casca esférica na regido II com densidade superficial de carga imagem
o' = (142))o, conforme mostra a Fig. 2.2b. Repetindo o mesmo método para determinar o
potencial eletrostatico na regido II, obtém-se que, além da carga real localizada na proépria
regido II, é necessario introduzir uma semi-casca esférica na regido I de densidade superficial
de carga imagem ¢” = (1—2\)o, conforme mostra a Fig. 2.2c. Desta maneira, ndo podemos
representar a distribuicdo de cargas imagens por cargas pontuais e o potencial eletrostatico
em cada regiao deve ser obtido a partir das contribuicdes de duas semi-cascas esféricas de
densidades superficiais distintas, conforme mostram as configuracoes equivalentes de cargas
das Figs. 2.2b e 2.2c. Para simplificar os calculos, substituimos as duas cascas esféricas
das Figs. 2.2b e 2.2¢, por uma esfera de raio a com densidade superficial de carga ¢ e uma
semi-casca esférica de raio a com densidade superficial de carga ¥’ = ¢/ — 0 = 2o para o
potencial da regiao I e densidade superficial de carga ¥ = ¢” — o = —2)\o para o potencial

da regiao II.

O potencial eletrostatico de uma casca esférica de raio a, centrada na origem, com

densidade superficial uniforme ¢ em um meio dielétrico infinito de constante ¢ é dado por

drao
‘I’casca(r) = 73 para r > a,
draoc
= —_ ,parar <a, (2.24)

cuja auto-energia associada é ¢2/2¢a.

Desta forma esta claro que a dificuldade deste problema é determinar o potencial ele-

trostatico gerado por uma semi-casca esférica uniformemente carregada, conforme ilustrado
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na Fig. 2.3. No entanto, como a energia eletrostatica de um sistema pode ser obtida a partir
da Eq. (2.1), W = L [, p(r)¥(r) d3r, onde p = (g¢/4ma®)é(r — a) é a densidade superfi-
cial de carga livre e ¥ é o potencial eletrostatico total, apenas o potencial em r = a sera

necessario.

Figura 2.3: Representagao tridimensional de uma semi-casca esférica uniformemente car-
regada a ser utilizada no céalculo do potencial para h = 0.

O célculo do potencial em um ponto localizado em 7, produzido por uma densidade de
carga superficial X’ localizada em 7’ e imersa em um meio dielétrico infinito caracterizado
por 1 é dado por [76, Eq. (2.30), se¢do 2.3.4, p.85]

/ /
L Gy (2.25)
er ) |r—7|

U(r) =

Utilizando o sistema de coordenadas esféricas apresentado na Fig. 2.3, a distancia |r — 7/|
entre a posi¢do r = ar* = a(senf & + cosf 2) e as fontes ao longo da superficie carregada

' = a?’ = a(sen® cos ¢’ & + sen’ sen ¢’ § + cos 0’ 2) é dada por
lr —7'| = av2 f0,0,8), f(0,0,¢")=1—cosfOcost —senfsent cosg’, (2.26)
onde a coordenada r pode ser escolhida no plano zz (¢ = 0) devido a simetria azimutal do
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sistema. O potencial eletrostatico gerado sobre a superficie r = a pela semi-casca esférica

¢ dado, portanto, por

o>’ / d(cos®) / 203 /0 d(cos @) i

Cav2 VS 9 ‘9/,¢/ 51\[71 ; VI 9/7¢/
(2.27)

A integral em ¢’ pode ser expressa em termos da integral eliptica completa do primeiro

tipo K[m] definida como [77, férmula 3.617, p.394], [78, férmula 17.3.1, p.590]

Y 2.2
Kl ]:/0 V1—msen?a’ (2.28)

Para isso, basta efetuar a mudanca de varidvel ¢’ = 7+ 20, cos ¢’ = 2sen? o — 1 na integral
da Eq. (2.27),

U(r=a,0) =

w/2 2senfsenb’
/ / ZKB%E%WJ (2.29)
\/m \/m \/1 % V1 —cos(0 + )

Desta forma temos que o potencial eletrostatico total na regiao I (z > 0) em r = a
gerado por uma semi-casca esférica localizada em z < 0, carregada uniformemente com
densidade superficial de carga Y, acrescido do potencial gerado pela casca completa carre-
gada uniformemente com densidade o, ambas imersas em um meio dielétrico de constante
dielétrica €1, é dado por

2sen 6 sen 0’
T—cos(0+6")

1T —cos(0+0)

| da¥’
U(r=a,0<0<n/2)=-L 22 / d(cos ) (2.30)

agy 81 V2

Utilizando o mesmo raciocinio, o potencial eletrostatico total na regido II (z < 0) em
r = a gerado por uma semi-casca esférica localizada em z > 0, carregada uniformemente
com densidade superficial de carga X", acrescido do potencial gerado pela casca completa
carregada uniformemente com densidade o, ambas imersas em um meio dielétrico de cons-

tante dielétrica e, é dado por

2sen 6 sen 0’

q 4CLE” |:1 cos(6’+9’)}
Uy(r=a,m/2<0<m)= = 52 \[/ d(cos @) s ) (2.31)
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2.2.3 Potencial eletrostatico para 0 < h < a

(a) ®  ©

— ____r

‘:;: : ‘: //IGC ///

 5: : I D
&€ €8 & &

Figura 2.4: Representagdo bidimensional (corte transversal no plano y = 0) de {on esférico
de raio a, carga q e densidade de carga superficial uniforme o = ¢/4ma?, cujo centro esté
localizado na regiao I, de constante dielétrica €1, a uma distancia h da interface, onde
¥ = arccos(—n) e n = h/a. A parte hachurada representa a regido na qual o potencial
estd sendo calculado e as curvas continuas e tracejadas representam, respectivamente, as
configuragdes de cargas reais e imagens. (a) configuragao real de cargas; (b) configuragao
de cargas reais e imagens para o calculo do potencial na regido I, com o4 = Ao e o =
(1+ X)o; (c) configuragao de cargas reais e imagens para o calculo do potencial na regiao
I, com o = —Aog e op = (1 — N)o.

Para obtermos o potencial eletrostatico para o caso mais geral, em que o ion esta
atravessando a interface, mas ainda estd com seu centro na regiao I, devemos calcula-lo de
forma andloga a que calculamos para h = 0. No entanto, ao utilizarmos agora o método
de carga imagem em simetria plana [75, secao 4.4, p.154], obtemos outras distribuicoes de
cargas equivalentes, como pode ser visto na Fig. 2.4.

Assim como procedemos para o caso h = 0, novamente para simplificarmos os céalculos,

utilizamos outra configuracdo de cargas que produz o mesmo potencial eletrostatico em
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r = a. Completamos a casca esférica de densidade o e retiramos esta quantidade de op
e op, de tal forma que agora para a regido I temos que calcular o potencial eletrostatico
de uma casca esférica completa de densidade de cargas o, de uma se¢do de casca esférica
de densidade 04 = Ao e de uma secdo de casca esférica de densidade op — 0 = Ao,
todas imersas em um dielétrico infinito de constante dielétrica ;. Para a regiao II, temos
que calcular o potencial de uma casca esférica completa de densidade o, de uma segao
de casca esférica de densidade o = —Ao e de uma se¢do de casca esférica de densidade

op — 0 = —M\o, todas imersas em um dielétrico infinito com constante dielétrica eo.

Desta forma, utilizando um sistema de coordenadas esféricas centrado em z = h para
r e centrado em z = Fh para r’, conforme desejamos obter ¥; ou ¥y — veja Fig. 2.4 —

o potencial eletrostatico total em r = a para cada regiao é dado por

_ i ao A / d¢,
Ui(r=a,0<0<9) =~ +51\f/d(cose)/\/f(0,0/,¢’)+f—(979’,77)

op—0)
a( 9/ 2.32
elf / o8 6w—9/,¢/ (2:32)

q | aoc d¢/

aes gmf/dcose /\/fﬁﬂ—ﬁ’,qﬁ’)—i—f )

Us(r=a,9<0<m)=—

1
a(op — o)

d(cos ') /
T2 ] e \/m
-n

(2.33)

onde n = h/a e f1(0,0,n) = cos + cos# +n). Nos trechos associados a op e o¢,
de n = h/a e f£(0,0',n) = 2n(cosh + cost +n). Nos trech iad

fizemos a transformacao 2’ — —z/.

Fazendo a mudanca de varidvel ¢’ = 7 + 2a, cos ¢’ = 2sen? a — 1 nas integrais acima
em ¢', podemos expressar os potenciais gerados pelas secoes de cascas esféricas em termos

da funcao eliptica completa do primeiro tipo, obtendo

2sen 6 sen 0’
T—cos(0.+0)+ (0,07

V1-— cos(9+9’) + f-(0,6,m)

2sen 6 sen 0’
1+cos(6—6)

1 +cos(d—0)’

4
\1'1(7“:11,0§9§19):E aj/é/ d(cos ")
€1

alop — o) / ,
d(cos ")
61\f

(2.34)
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2sen 6 sen 0’
Trcos(0- 07+ 1+ 0.077)

q 4aac /
Up(r=a,9<f<m) = — d(cos )
o(r=a,9<60<m) 0ty 62\[ (cos \/1 +cos(0 — 0') + f+(0,0",7n)
2senfsenf’
4a(op — o) /1 n K {m}
| dalop —0) q 9 , 2.35
£2v/2 - (cos®) 1 —cos(f +¢) ( )

onde restauramos os angulos originais §’ — m — €’ nos trechos associados a og e o¢.

2.3 Energia livre eletrostatica

2.3.1 Energia livre eletrostatica para h > a

De posse dos potenciais e campos eletrostaticos obtidos na subsecéao 2.2.1 para h > a,
Egs. (2.18-2.20), é possivel obter a energia eletrostatica W a partir das diversas formas
dadas pela Eq. (2.7).

Como temos uma densidade superficial de carga livre sobre o fon esférico p(r) =

o6(|r1] — a), com o = g/4ma?, a primeira forma da Eq. (2.7) fica

1 L 2m ! q [ q Ag
W = - UdS = - d d ) —|—+———
2 /m:ao ! 2 /0 ¢/4 (cos ) 47 [ela + e1ry(a,cos 9)]
2 1 2
q 1 A ] q ( A )
4eq /_1 (cos ) [a * 1 (a,cos ) 2e1a + 2n)’ (2.36)
onde 7} (r1,cos6) = \/T‘% + 4h? 4 4hri cosf, 8 = arccos(ry - £) é o angulo polar (veja

Fig. 2.1), ¢ é o angulo azimutal de um sistema de coordenadas esféricas centrado no fon
e Uy = U5, = V. ao longo da superficie esférica de integracdo r; = a. Além disso,
utilizamos a condicdo h > a para simplificar os radicais 7 (a, £1) = Va2 + 4h2? &+ 4ha =
2h £ a que resultam da integracao.

Por outro lado, a partir da peniltima forma da Eq. (2.7), obtemos

g g - g .
W= L B ) dPr + —1/ |E1c)? d®r + —2/ | By d3r
87 Jvis 8T Jvie 8

[T [ ateost) [ rtan | D40 2
= 5 COS r r
8m Jo 0 o ! eir? e (ry,cosb)

2

. 2
qri Aqry
eir?  e1r?(ry,cosb)

€1 2w 0 —h/ cosb
+ —/ dgi)/ d(cos 9)/ 2 dry
8w Jo -1 a
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AP
e1r?(ry, cos 6)
(1—\) g1 ]?

€2T%

+€1/2ﬂd¢/1 d(cose)/ar2dr
8 Jo -1 o 171

+52/2Wd¢/0d( e)/oo 24
—_— COS r T
81 Jo -1 —h/cosf L

_ (1+ A)j (2.37)

_-251a 55

onde Vi é o volume da regido I fora do ion (2 > 0,71 > a), Vi< é o volume da regido I
dentro do fon (z > 0,71 < a) e Vo é o volume da regiao II (z < 0). Utilizamos nos calculos

o produto escalar
P1-7) = r1 + 2hcosb, (2.38)
uma vez que 7y = ry + 2hz.

Finalmente, utilizando a Eq. (2.8), precisamos calcular a contribuigio sobre a superficie

esférica ionica |ri| = 71 = a para as integrais em Si> e em S,

€ A A
We = ;l UV - dSs = i/ (q + 2L > v <q + q,) -dS-
T Jri=a 8T Jri=a \€1T1 €17 €1T1 €171

2 N N
1 A T &)
(2 (B s
8MEL Jri=a \T1 T r{ Ty

- ¢ /1d(cos9) [1 + e )] [1 + a2(a,3+ 2h0059))\1

451a71 ) (a, cos 6 i (a, cos 6)
2

q A1, 1 1 <2n+ 1)

= 1+ —4+ N | — +—1 , 2.39
251(1{ to, s [1—(277)”477“ 2 — 1 (2.39)

A A
w. = L q,l<w,1<_ds<:ﬂ/ (q+ ql)v<q+ ql>.d5<

8T Jri=a 8T Jri=a \€16¢ €17 1@ €171

2 N
q 1 /\) A
= — ~+ =) —5-dS
8mer /7"1:a (a * rh) <

Aa } a®(a + 2h cos O)\

3
&)

4e

@
T depa /ld(cost9) {1 * (a,cos )

1 (a,cos )

A2 1 1 2n+1
= — s+ —1In
4eqa |1 — (2n) 4n 2n—1

31

: (2.40)




onde definimos os elementos de superficie infinitesimais
dSs = —dS. = —a*#; dpd(cosb). (2.41)

Reobtemos, portanto, as expressoes dadas pelas Egs. (2.36-2.37) para a energia eletrostéti-
ca total do sistema, lembrando que esta expressao é valida somente para h > a (caso da

Fig. 2.1a), quando nao ha qualquer penetragao do fon na interface,

2 A
W(nz1):W>+W<:2Zla(1+2n). (2.42)

No entanto, os autores da Ref. [60] obtiveram o seguinte resultado (corrigido tipografica-

mente)

2
q by 12{1 (2n+1) 1 H
>1) = 1+ 2 42221 . 2.4
Wiu(n 2 1) 251a{ oy TN P \e o) Tio e (243)

Podemos notar que KU ignoraram a contribui¢ao W, Eq. (2.40), da regido interna & esfera
para a energia eletrostatica do sistema. Além disso, comparando a Eq. (9) da Ref. [60] com a
Eq. (2.39), nota-se um erro tipogréfico na primeira, pela falta do fator 2 no denominador do
primeiro termo que multiplica o fator A?. Constatamos, portanto, que a energia eletrostética
definida pelas diversas formas alternativas da Eq. (2.7) fornecem o mesmo resultado final,
em confronto com aqueles obtidos na Ref. [60], que apresentam uma contribuicio \? &
energia livre eletrostatica W. Esta diferenca origina-se da Eq. (2.40), contribuigdo W

devida & regiao interna do ion, que foi descartada na Ref. [60].

Utilizando as Eqgs. (2.21-2.23), é facil verificar que, se o fon estd completamente imerso

na regiao II, entdo temos

2 2
q A q 1+ )x) ( A )

Wh<-1)=—((1—-——|=—(—|[1+—. 2.44
(n<-1) 2e9a ( 2|77’> 2e1a (1 - 2n ( )
As corregoes as auto-energias do fon imerso em cada um dos meios dielétricos correspon-
dem a energia de interacdo ion—imagem, incluindo o processo de carregamento. Podemos
perceber que esta energia de interacao é negativa quando o ion estéd inserido no meio de
constante dielétrica menor, e positiva quando o ion estd inserido no meio de constante

dielétrica maior. Esta observacao esta de acordo com a Fig. 1.6. Quando o ion estd no meio

de constante dielétrica maior, a carga imagem tem mesmo sinal que do ion, resultando
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numa energia de interacado positiva. J& quando o ion estd no meio de constante dielétrica
menor, a carga imagem tem sinal oposto ao do ion, resultando numa energia de interacgao
negativa. Nao é necessario a inclusao das interacoes entre as cargas superficiais induzidas,
pois o ion nao sofrerd acdo das forgas repulsivas associadas (as forgas sdo repulsivas pois
no caso planar as cargas induzidas na interface tém sempre o mesmo sinal). Como estamos

considerando apenas a energia livre associada ao ion, esta parcela nao deve ser incluida.

2.3.2 Energia livre eletrostatica para h = 0

Como neste caso ndo ha uma expressao analitica do potencial eletrostatico em termos
de fungoes elementares — pois ele é expresso em termos de integrais de funcgoes elipticas
— iremos utilizar apenas a forma dada pela Eq. (2.1) para o cdlculo numérico de W. A

energia eletrostatica associada as regides I e II sdo dadas respectivamente por

2 2m 1
Wy = %/ qu/ d(cos)oWi(a,0 <0 < m/2), (2.45)
0 0
CL2 27 0
Wi = ?/ dg[)/ d(cos@)oVs(a,m/2 <0 < ). (2.46)
0 1

Substituindo as Eqs. (2.30) e (2.31) nas integrais acima, obtemos

2sen 6 sen 0’

2 4 Ya 3 T cos(0107
Wr = a i / d(cos ) / d(cos6") {1 (640 )} , (2.47)
451a £1v2 1 —cos(0+¢)

2 AnoS a3 0 1 K 2_sen9$en0/’
Wi = ¢ = d(cosﬁ)/ d(cos @) [1 COS(GHJ)} :
desa eaV2 Jaa 0 1—cos(0+6)

(2.48)

As duas integrais duplas sdo idénticas, pois o integrando é invariante pela permutagao de

0 e ¢, portanto temos que obter apenas a integral,

L op 0 K [E50n)
I = 7/ d 6 / d o = 0,36338023 . .. 2.49
73 Jo (cos @) » (cos)) T—cos(0 1 0) (2.49)

que foi calculada numericamente com o software Mathematica 5.2. Substituindo os valores
de o, X = 2 o e X" = —2\o, temos

2

q
Wr = 14201 2.50
I 461& ( + ) ) ( )
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2

q
= —(1-2)\I 2.51
Wit 452a( ) (2.51)

que nos leva a energia livre eletrostatica do sistema W = Wy + Wy para h =0,

W(n=0)= 23; <1_1A> (1-2x21). (2.52)

2.3.3 Energia livre eletrostatica para 0 < h < a

De forma andloga, utilizando os potenciais eletrostaticos dados pelas Egs. (2.34) e

(2.35), podemos obter a energia livre eletrostética associada a cada uma das regioes,

Wi = 2L (1 ML) + () (25
2

Wit = 2 (L= = Alle() + Ip(n)} (254)

expressas em termos das integrais

2sen @ sen 6’ }
I — d 0 / d 9/ [l cos(0+6")+f_(0,6',n) ’ 955
A() ﬁf/ (cos (cos \/1—COS O+6)+ f-(6,6,n) (2.55)
1o 1 [Freneien]
In(n) = — [ d(cos0) [ d(cost’
5 () /2 /—n (cos6) n (cos ) 1+ cos(f — )
1+n 1-n
2 (1 dz e dy
_2 ly 2.
W/O (1+x)3/2/0 5 ) K(zy], (2.56)
K| retfif5 vy
Ie(n) = d(cos ) / d(cos ) DGR 2.57
ct) =75 / (cos st AT T .0 ) 0
1 1 K[
Ip(n) = —— / d(cos 0 / d(cos 6’ , 2.58
p(n) = =5 [ "atcost) [ deostr) LB (2.58)
lembrando que f4(0,6,n) = 2n (cosf £ cos @' + n).
Finalmente, a energia livre eletrostatica é dada por W = Wy + Wiy,
2
q 1 o @ 2 }

Wil <D =5 () - - - N e, 259)

onde utilizamos as relagdes de simetria das integrais Ic(n) = Ia(—n) = Ia(n) —n, Ip(n) =
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Ip(n) = Ip(—n), Ia(n =1) =1, Ia(n = —1) = Ip(n =1) =0, Ia(n = 0) = Ig(n = 0) =
0,36338023. .. Podemos verificar que esta mesma expressao continua valida para —1 <7 <
0, ou seja, quando ha penetracdo, mas o centro do ion estad localizado na regiao II, pois
devemos trocar €1 por €3 e €9 por €1, ou seja, A — —A en — |n| = —n. Além disso,
o limite » — 0 reproduz a energia eletrostatica do caso h = 0 obtida anteriormente na

subsecao 2.3.2.

2.4 Perfil da energia livre eletrostatica

De posse dos resultados obtidos na secao 2.3 para a energia livre eletrostatica de um
ion esférico de raio a cujo centro localiza-se a uma distancia A de uma interface dielétrica
plana, podemos definir as energias totais adimensionais w = W/W"° normalizadas em

relacdo & auto-energia do fon na regido de constante dielétrica g1, W = ¢2/2¢1a,

MUZU:1+A— (2.60)

2n’
1 nA

wll <1 = (175) {1 5 =0 = X L) + () | (2.61)
14+ A A

wn<-1)=(—](1+—], 2.62

wen- (22)(+2) o

cujo perfil apresentamos na Fig. 2.5. No interior remoto da regidao II, W(n <« —1) =
Wiuto = ¢2 /2e5a, enquanto no extremo oposto, no interior longinquo da regido I, W (n >
1) ~ Waute = 2 /2¢1a. Nestas duas situagdes assintoticas, muito afastadas da interface, a
energia eletrostatica W tende as energias de solvatagao associadas aos meios em questao,
pois a interface dielétrica tera efeito desprezivel. A diferenga entre estas energias de solva-
tagdo é usualmente chamada de energia de Born [72], correspondendo & energia necessaria

para transferir um fon entre os dois meios de constantes dielétricas distintas.

Comparamos os nossos resultados obtidos levando em consideracdo corretamente as
cargas imagens no calculo, Egs. (2.60-2.62), com aqueles apresentados por KU na Ref. [60],
introduzindo novamente as energias adimensionais wxy = Wgy /W' normalizadas em

relacio a Wit = ¢2/2¢1a,

ALl /2p+1 1
SIS S 2.63
wgu(n > 1) +277+2 [477 n(277—1)+1—(277)2}7 (2:65)
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’LUKU(0<77<1):1—|—)\<1—;7)

1 1
X —In(1+2 -2 2.64
432 (g (20 + g0 —2) (264)

wigy(n =0) = 14+ X, (265)
it <ren= (22443

1 1
—2N | =In(1-2n)— 2 2.
P[5 —20) - =2, (2.66)

1+ A RIVIE 277+1) L ]}
S-1)=(—< )1+ +3A7 |1 )
wgu(n < —1) (1_)\){ +277+2 [477 n(277—1 * 1 —(2n)?

(2.67)

Observando-se a dependéncia em A e 1 dos dois conjuntos de formulas, vemos que sdo bem
diferentes. Curiosamente, a energia para n = 0 calculada por KU para o ion nao-polarizéavel
Eq. (2.65) é exatamente igual a energia do fon modelado como completamente polarizavel
[52-54], mais uma indicativa de que os resultados de KU estéao incorretos. A Fig. 2.6 mostra
a razao entre os resultados deste trabalho e os da Ref. [60]. Podemos observar que, quanto
maior o contraste entre as constantes dielétricas dos meios, maior é a diferenca entre os
dois resultados. Além disso, os desvios maiores se concentram para as energias na regiao
de penetracdo, |n| < 1. Para g2 = 1, o desvio relativo maximo é W/Wky ~ 6,23 para
n ~ —0,011. Desta forma, para um ion hidratado do tamanho do flior, KU subestima a
energia livre eletrostatica na regiao de penetracao idnica de ~ 15kgT.

Considerar o interior do ion modelado como dielétrico misto é uma idealizacao extrema
adotada para permitir célculos analiticos exatos. Efetuamos uma comparacdo do nosso
modelo com casos mais complexos no apéndice B, em que o ion é modelado como uma
cavidade de vacuo (situacdo de maior contraste dielétrico com o meio) e como uma esfera
condutora (situagao em que o fon é totalmente polarizavel) e pudemos concluir que o nosso
modelo fornece um limite inferior para a energia livre eletrostatica de fons com contraste

dielétrico e um limite superior para fons modelados como polarizéveis.
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Figura 2.5: Perfil da energia livre eletrostatica W de um fon esférico de raio a, carga ¢
e densidade de carga superficial uniforme o = ¢/4wa?, préximo a uma interface dielétrica
plana entre dois meios de constantes dielétricas 1 e €5. Os valores numéricos foram obtidos
para 1 = 78 (dgua a temperatura ambiente) e varios valores de €9 representando solventes
menos polares. A unidade do eixo da energia, ou seja a auto-energia do fon na regido I (de
maior constante dielétrica, a direita), para um fon hidratado do tamanho do iodo (raio ~
2,26 A) ¢ Wpto ~ 1,55k5T e para um fon hidratado do tamanho do flior (raio ~ 1,46
A) & Wiute ~ 2 4kpT. Estes valores para os raios idnicos correspondem aos obtidos por
Latimer et al. [73] através do ajuste de medidas experimentais de energias de hidratacgao
dos anions ao modelo de Born [72].
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Figura 2.6: Razao dos perfis da energia eletrostatica w obtida neste trabalho, Eqgs. (2.60—-
2.62) e da energia eletrostatica wigy fornecida na Ref. [60], Eqgs. (2.63-2.67). Os valores
numéricos foram obtidos para €1 = 78 (dgua a temperatura ambiente) e varios valores de
g2 representando solventes menos polares. O grafico menor mostra o maximo do perfil de
comparacao em funcdo da constante dielétrica menor €5. Como pode ser visto, o maior
desvio ocorre para g9 = 1 (constante dielétrica do vacuo) para n ~ —0,011.
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Capitulo 3

Interface dielétrica esférica: ion

pontual

No capitulo anterior foi estudado o caso de um fon de tamanho finito préximo a uma
interface dielétrica plana. Neste capitulo vamos estudar o caso esférico do mesmo problema,
porém com um fon de tamanho nulo para a energia de intera¢do e tamanho finito (raio
a) para a auto-energia, caso contrario, esta divergiria, conforme apresentado na segao
3.1. O caso esférico ndo é trivial como o caso planar e por isso poucos trabalhos que
abordem este problema sdo encontrados na literatura [66, 68-71]. No entanto, interfaces
esféricas descrevem melhor alguns sistemas biomiméticos, como micelas, que sao agregados
de moléculas anfifilicas que podem adquirir forma globular, além de outras, como cilindricas
ou elipsoidais. Pretendemos encontrar o potencial eletrostatico, a densidade superficial de

carga induzida e a energia livre eletrostatica desse sistema.

3.1 Descricao do sistema

O sistema a ser investigado estd esquematizado na Fig. 3.1, sendo composto por uma
esfera dielétrica de raio R, constante dielétrica e;,, inicialmente nao carregada e imersa
em um meio dielétrico infinito de constante dielétrica o,t. Existe um tinico ion de carga
q e didmetro 2a, cujo centro estd localizado a uma distancia b = |b| do centro da esfera
dielétrica, podendo estar em duas situagoes: fora (b > R) ou dentro (b < R) da esfera,
conforme mostram as Figs. 3.1a e 3.1b, respectivamente. Para investigarmos a interacao

eletrostatica do ion com a interface dielétrica, neste capitulo consideramos que ele tem
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carga puntiforme, pois para a regiao fora do ion e na auséncia da interface dielétrica, o
potencial eletrostatico seria idéntico ao gerado por uma carga puntiforme. Como a regiao
ocupada pelo fon é muito pequena com relacdo as demais dimensoes do sistema (b >
a), em primeira aproximacao ela pode ser desprezada. No entanto, para a auto-energia é
necessario utilizarmos um raio iénico finito a. Posteriormente, no capitulo 4, mostraremos
numericamente que esta consideragdo nao representa qualquer aproximagao.

Queremos encontrar o potencial eletrostatico em todo o espaco para as duas situagoes,

e a partir disso encontrar a energia livre eletrostatica W do sistema.
(a) (b)

8out r

8in 0 r _b

R

Figura 3.1: Representacdo bidimensional do fon esférico de raio a e carga ¢ localizado a
uma distancia b do centro da esfera dielétrica de raio R e constante dielétrica ;, que esta
imersa em um meio caracterizado pela constante dielétrica eqyt. Sem perda de generalidade
b = bz, 0 é o angulo entre 7 e b. (a) Ton localizado no exterior da esfera dielétrica (b > R);
(b) Ion localizado no interior da esfera dielétrica (b < R).

3.2 Potencial eletrostatico

O potencial eletrostatico do sistema ¥(r) pode ser obtido através da equagao de Poisson

generalizada para um meio dielétrico linear e isotrépico,

dmp(r)  VU(r)- Ve(r)
e(r) e(r) ’

onde a densidade de carga livre é dada por p(r) = ¢d%(r — b) e a constante dielétrica local

V2U(r) = — (3.1)

e(r) pode ser gj, ou goyt para r < R ou r > R, respectivamente. Aqui consideramos a
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carga i6nica como puntiforme porque o raio idnico a é muito menor do que as distancias
envolvidas, como por exemplo b, conforme explicado na se¢ao 3.1. O segundo termo da

Eq. (3.1) representa as condicoes de contorno na interface dielétrica em r = R e estd
associado as cargas superficiais induzidas.

Sem perda de generalidade, podemos tomar b ao longo do eixo z, b = bz, conforme
mostra a Fig. 3.1. Assim, devido a densidade de carga livre do sistema nao se anular apenas

parar = b, a Eq. (3.1) se reduz, para r # b e r # R, a equacao de Laplace em coordenadas
esféricas com simetria azimutal,

0 ov 1 0 ov
v? _ 2 _
W(r,6) = or <T 87“) T send o0 <sen9 ) 0

2
50 (32)
onde r = |r|, § = arccos(r - 2), cuja solucao geral é dada por [76, se¢ao 3.3.2, p.137]
> 1
U(r,0) = Z {erl + Nlm Py(cosb), (3.3)
1=0

onde P;(cos @) é o polindmio de Legendre de ordem [ [76, segdo 3.3.2, p.137] e M; e N; sao

coeficientes a serem determinados pelas condi¢oes de contorno. Devemos tratar cada regiao
(r < R, r> R) e cada caso (b < R, b > R) separadamente.

3.2.1 TIon localizado fora da esfera dielétrica, b > R

O potencial dentro da esfera dielétrica ¥y, deve ser finito em r = 0, portanto os coefi-

cientes N; devem ser zero. O potencial interno para a situagdo em que o fon estd fora da
esfera dielétrica, Fig. 3.1a, fica

Ui, (r < R,0) = ZerlPl(cos 0). (3.4)
1=0

Fora da esfera o potencial deve se anular para r — oo, portanto M; = 0. Além disso,

como sabemos que o potencial externo seria q/equt|r —bz| sem a descontinuidade dielétrica,
utilizando a expansao [75, Egs. (3.69) e (3.70), se¢do 3.6, p.111]

1 > rl<
Pz :Z 1 Fi(cos ),

r< = min(r,b),
1=0 ">

r~ = max(r,b), (3.5)
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temos que o potencial externo é

oo !
q r

Yout(r > R, 0) E [ Tl+1 l;] Py(cos ). (3.6)
=0 ut 73

Lembrando que nao ha cargas livres na interface, das equagoes de Maxwell podemos

derivar as condig¢oes de contorno do sistema na interface dielétrica localizada em r = R7,

(Dout - Din) ' - 0 (37)
(Eout - Ein) Xn = O (38)

onde 1 é o versor perpendicular & interface dielétrica, apontando na direcdo de r, Dgyt €
D;, sao os deslocamentos elétricos fora e dentro da esfera dielétrica e Fyy ¢ Fj, sdo os

campos eletrostaticos fora e dentro da esfera dielétrica.

A partir das condigoes de contorno podemos determinar os coeficientes das Eqgs. (3.4)

e (3.6) univocamente. Como E = —VV e para dielétricos lineares vale D = ¢ E, temos
Eout V¥out - 1 = €n VWi, - 7, (39)
VU x 1 = VUi, X 7. (3.10)

Na Eq. (3.9), como n = , precisamos derivar Ui, e ¥y, apenas em relacao a r,

OVt > l1+1 g IR"!
= —N, Py(cos 0 3.11
o | p g [ | e T S )(cos ), (3.11)
o, Bl
n =S IM;R"'P(cos ). 3.12
ar | g l; (cos t) (3.12)

Substituindo as Egs. (3.11) e (3.12) em (3.9), obtemos a primeira relagao entre M; e N

1 I+1 g IR"!
M, = clRI-1 [_Nl RI+2 + fout DL |7 (3.13)

onde € = €jp/eout- O caso € < 1 descreve agregados de baixa constante dielétrica imersos
em um solvente de alta polarizabilidade, e.g., micelas em solugdao aquosa, enquanto o caso
€ > 1 representa a situacao inversa de gotas de dgua imersas em 6leo ou micelas reversas

em solvente apolar [79].
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O produto vetorial de E com 1 = 7 nos fornece E¢é — Egcﬁ , mas como ¥ nao depende

de ¢, temos que derivar Vi, e ¥, apenas em relacdo a 0,

1 0%out 1 & 1 q R' | 0P/(cosh)
- - Y |N 14
v 00 | _p 1%2%[ TR T | T ae (3:.14)
1 0¥y, 1 & OP,(cos 0)
- = S MRS 1
r 00 |,_p f{jg: AT (3.15)

N
Il
o

Substituindo as Eqs. (3.14) e (3.15) em (3.10), obtemos a segunda relagao entre M; e Ny,

N; q 1
R2+1 + Eout DL

M, = (3.16)

cuja solucdo simultdnea com a Eq. (3.13) nos fornece os coeficientes M; e Ny,

q 2041 1
M= Eout 1 +1(1+€) b1’ (3:17)

g (1-el R
Ni = Eout 1 +1(14+¢€) b+ (3.18)

Desta forma o potencial eletrostatico para b > R é dado por [66, 68-71], [80, Egs. (2.98)
e (2.99), p.86]

(1 _ E)l R2H+1 bl
1T+ +e) (br)+t T

(1—¢€)l R rl
%mz 1+11+e)me1+bH1
¢ = e(20+1) ot
gin i 1+ I(1+¢€) b1

o
Woue(r >b> R,0) = 2 Z

Eout =

] Py(cosb), (3.19)

tﬂg

Uout(b>71 > R,0) =

] Py(cos ), (3.20)

Uin(r < R<b,0) =

Py(cos9). (3.21)

As Egs. (3.19-3.20) podem também ser escritas como [68, 69]

g 1 1 /1—e¢ u 1 e (u)g) 0+
\Ifout(ra 9) = ot {rbz| + — (1 T €> — — / = df s (322)

lr—uz| 14elo |r—EZ
onde u = bR?/b? é paralelo a b. Esta forma permite uma interpretacdo em termos de cargas

imagens. O primeiro termo da Eq. (3.22) é referente a carga real, o segundo termo pode ser

interpretado como uma carga imagem puntiforme localizada em wu e o terceiro termo pode
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ser interpretado como uma distribuigéao linear continua n&o-uniforme de cargas imagem ao
longo da diregao de b, entre 0 e u, como pode ser visto na Fig. 3.2. Para verificar que a

Eq. (3.22) é equivalente as Egs. (3.19-3.20), basta utilizar a expansao

1 = ¢
m = ZZ mP[(COS 9), (323)
=0

e integra-la termo a termo, onde foi levado em conta que 0 < ¢ < u < R < r para a regiao

fora da esfera.

Figura 3.2: Representagao bidimensional da distribuicao de cargas imagem do ion pontual
localizado fora da esfera dielétrica para o potencial de fora. Ela consiste de uma carga
imagem puntiforme localizada em u = bR?/b?> e uma distribuicdo linear continua nio-
uniforme de cargas imagem ao longo da diregdo de b, entre 0 e u.

Analogamente, a Eq. (3.21) pode ser expressa sob a forma [68, 69]

(1—¢) /b°° (b/&)"/ d£] | (3.24)

. _q 2¢ 1 €
Yin(r,0) = b (1+e) r — €3]

i |1+¢€ |r— b2

onde o primeiro termo pode ser interpretado como uma carga imagem puntiforme localizada
em b e o segundo termo como uma distribuicao linear continua de cargas imagem na direcao

de b, iniciando neste ponto e estendendo-se até infinito. Agora a expansdo a ser utilizada
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para verificar a equivaléncia entre as Eqgs. (3.21) e (3.24) é dada por

1 Oyl

p— = ; ;H Py(cos ), (3.25)

pois r < R < b < £ para a regiao dentro da esfera.

3.2.2 Ion localizado dentro da esfera dielétrica, b < R

O potencial dentro da esfera dielétrica Wy, deve ser finito em r = 0, portanto os coe-
ficientes IV; da Eq. (3.3) devem ser zero. Além disso, como sabemos que o potencial seria
q/em|r — bz| sem a descontinuidade dielétrica, utilizando o mesmo raciocinio da se¢do an-
terior, temos que o potencial eletrostatico interno para a situacao em que o ion esta dentro

da esfera dielétrica, Fig. 3.1b, fica

00 !
‘Ijin(r <R, 0) = Z [Ml’l“ + H—1‘| Pl(COS 9) (326)
l:O 1n

Fora da esfera o potencial deve se anular para r — oo, portanto M; = 0 e o potencial

externo fica

out(r > R, 0) =) N
=0

|—— l+1 (cos ). (3.27)

Utilizando as mesmas condigbes de contorno da se¢do anterior e o mesmo desenvolvi-

mento, é facil verificar que

g (e—D(+1) W
= L 2
' e 141(1+e) RAFD (3:28)

- ge 2l+1 !
N=———"} 3.29
P en 1411 +e) (8:29)

e, portanto, o potencial eletrostético para essa configuracao (b < R) é dado por [66, 68-71],
[80, Egs. (2.89) e (2.90), p.83]

g < 2041 bt
Eout 1=y L +1(1+¢) rit!

¢ X |(e—=D(I+1) (br) bt
(b 0) = = Py(cos ), 31
(b<r<R0) €in; L+1(1+¢) R i 1(cosf) (3:31)

Uout(r > R > b,0) = Py(cosb), (3.30)
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(e—1)(l+1) (br)l rl
111(1+e) REH Ty

Uin(r <b< R,0) = ei i l ] Py(cosb). (3.32)
in ;2

Da mesma maneira que procedemos na se¢ao anterior, as Egs. (3.30-3.32) podem ser

reescritas como [68, 69]

g2 1 L (=) b (b/e)0"
Tou(r.0) = - [1+e v — 53] _5(1+e)2/0 r—ez | (3.33)
_ _q 1 1 /1—¢ U € oo(u/g)l/(l-l-E)
Win(r,6) = £{|r—bz| _E(He) [|r—u2| + 1+e/u lr — &2 el
(3.34)

e a sua interpretacdo em termos de cargas reais e imagens puntiformes e distribuigoes
lineares continuas de cargas imagens é analoga ao caso b > R, como pode ser visto na
Fig. 3.3 para a Eq. (3.34).

€.

1n

Figura 3.3: Representagao bidimensional da distribuicao de cargas imagem do ion pontual
localizado dentro da esfera dielétrica para o potencial de dentro. Ela consiste de uma
carga imagem puntiforme localizada em u = bR?/b? e uma distribuicdo linear continua
nao-uniforme de cargas imagem ao longo da direcdo de b, entre u e oo.

3.3 Cargas de polarizagao

A densidade volumétrica de carga polarizada ppo nas configuracoes (a) e (b) da Fig. 3.1

é nula, pois como V - D =0 (exceto para r =b), D =c¢E ¢ V - E = 47p,, (exceto para
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=b) temos que V- D =¢eV - E = ednp,o = 0 (exceto para r =b e r = RT).

Por outro lado, a densidade superficial de carga ligada na interface dielétrica, opol, €

diferente de zero. Aplicando o divergente na defini¢io geral de D,
D =F +4rnP, (3.35)

temos

V.-E =—471V - P = 4mpy,. (3.36)

Desta forma, se integrarmos a Eq. (3.36) em um volume infinitesimal V' ao redor de

r = R, temos
V. E(r)&r — —4n / V. P(r)&r — 4x / pool(r) r- (3.37)
2% oV 2%

Aplicando o teorema do divergente,

/SE(’I") -ndS = —477/SP(1“) -ndS = 477/501)01(7') ds, (3.38)

o que nos fornece as condi¢bes de contorno

(Eout - Ein) ‘h o= 47T0'pol, (339)
- (Pout - Pin) ‘N = Opol- (340)

A partir das Egs. (3.35) e D = ¢E podemos obter Pj, e Py, em termos do gradiente do

potencial eletrostatico,

€in — 1 Ein Ein — 1 V\Ilin
P, = ( 471-) = —( 473_ , (3.41)
-1HE - 1) V¥
Py, = (50ut 47_[_) out _ (5out 473 out ' (342)

Desta forma, utilizando as Eqgs. (3.19-3.21), (3.30-3.32), (3.40-3.42), temos para o caso
b> R:

gl —¢) & l2l—|—1 <R

-1
o1(cos 6) ) P(cosh), 4
Opol(cos §) 47F€out 2 ; T+ 70 ) ) (cos 6) (3.43)

b
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e para o caso b < R:

_q(l—¢)
47r€ian

hE

Opol(cos ) = (I+1)(20+1) ( b

142
T+ T 0 R) Py(cosb). (3.44)
]

Il
=)

3.4 Energia livre eletrostatica sem penetracao
Estamos interessados em obter a energia livre eletrostatica associada ao ion,

W = Wiio + Wint, (3.45)
onde Wk, = ¢?/2era é a auto-energia do fon no meio k em que ele estd imerso. A energia
livre de interacdo eletrostatica Wiy (b) entre a carga livre puntiforme localizada a uma
distancia b do centro da esfera, p(r) = ¢6(r —b), e as cargas induzidas na interface é dada
por

Wina (b) = % /V (1) W (r)dPr = %qquol(b, cosf = 1), (3.46)

onde W,,(T) é o potencial eletrostatico devido apenas as cargas de polarizacao — cor-
respondendo ao primeiro termo das Egs. (3.19-3.20) e (3.31-3.32) ou ao segundo termo,
entre colchetes, das Egs. (3.22) e (3.34) — e a integragao é efetuada sobre o volume V' do
sistema.

Devido a condicao imposta pela fungao delta de Dirac para p(r), necessitamos calcular
apenas o potencial devido as cargas de polarizagdo na coordenada b = bz onde a carga livre
puntiforme esté localizada. No entanto, para r = b, § = 0, portanto Pj[cos(f = 0)] = 1,
V1, devido a normalizagdo, as séries em [ se simplificam. Desta forma as energias livres

eletrostaticas para os dois casos sao

W(b>R+a) = 2aita [1 e 1) i 1+l(ll+e) (1:>2<z+1>] .
o b (1 [ e [ ) ey
_ 2;;{1_;@:) Y <u/§>i/<bl+e> dg}}. .
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Perceba que é equivalente escrever as energias de interacdo — correspondendo ao se-

gundo termo das Eqgs. (3.47) e (3.49) — da seguinte forma

9 2 1 o 2]
_ 2R q/ Tpol (C8 )d(cosﬁ), (3.51)

in b) = ~
Wi (b) 2 )1 |[R—bz|

onde R = R e opei(cosf) é dada pelas Eqs. (3.43-3.44). Esta equivaléncia é uma con-
sequéncia do teorema da reciprocidade de Green [81, se¢do 3.07, p.54], que permite obter a
energia de interacao entre as cargas induzidas na interface, opo1(cos 8), e a carga puntiforme
q em r = bz, considerando as cargas superficiais induzidas submetidas ao potencial eletros-
tatico gerado pela carga puntiforme. Na Eq. (3.46), por outro lado, a mesma energia de
interacao foi obtida considerando-se a carga puntiforme sujeita ao potencial eletrostatico
gerado pelas cargas superficiais induzidas. Para verificar a equivaléncia das duas formas,
primeiramente substituimos a densidade superficial opo1(cos @) dada pelas Eqgs. (3.43-3.44)
em (3.51), utilizamos as expansoes
1 = R"
R—bz| 2 ot

n=0

P, (cosf), para o caso b > R, (3.52)
71 ——E 7” P,(cos®), para o caso b < R (3.53)

n I r ? °
|R — bz 0 Rl ° i

e a ortogonalidade dos polindémios de Legendre [77, férmula 7.221.1, p.789],

26711
20+1’

1
/ d(cos @) P, (cos ) P(cos ) = (3.54)
-1
o que elimina uma somatoria. Apds manipulagoes simples voltamos & forma das energias
anteriores, Egs. (3.47) e (3.49).

A energia livre eletrostética expressa em termos de somas infinitas, Egs. (3.47) e (3.49),
constituem um problema numérico delicado [66, 69, 71], pois sua convergéncia é lenta. Na
Ref. [69], por exemplo, foram utilizados 300 termos na soma em [ para permitir uma
precisdo numérica adequada. No entanto, as formas integrais unidimensionais, Eqs. (3.48)
e (3.50), podem ser expressas em termos da fungdo beta incompleta® [77, férmula 8.391,
p.910], [78, férmula 6.6.1, p.263] ou da funcao hipergeométrical [77, formula 9.111, p.1005],

“Implementada como Beta[z,p,q] no software Mathematica®.
TImplementada como Hypergeometric2F1[a,b,c,z] no software Mathematica®).
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[78, férmula 15.3.1, p.558], cujas representagoes integrais sao dadas, respectivamente, por

/ dttP~ (1 — )T (3.55)
c 1 4b—1 c—b—-1
o1 (a,b;c;2) = F(b)F(c)— b)/o t ((11_;))(1 dt. (3.56)

Para tanto, basta observar que
w (/)TN e /1/62 =/ e ( 1 )
/0 b—¢& e =5 0 1—t¢ dt=p5 Buyg 1+e’0

1 2
= 7214 €)oFy (1, - + 6,5 ) , para > 1, (3.57)

00 1/(1+e) 2 y—e/(1+e
/ )T g — g/ / ’ Wdt:ﬁ‘”(”e)Bﬂ?( : °>
" 0

E—b 1—t 1+¢€
1 2
=(14+¢)2F <1 TTe +€,62), para ( < 1, (3.58)

onde normalizamos a posi¢ao b do ion por R, introduzindo a variavel adimensional 3 = b/R
e lembrando que u = R?/b=b/3%.

As energias livres adimensionais w = W/W24t | normalizadas em relagio a auto-energia

do fon na regido externa a esfera dielétrica, W23 = ¢?/2equta, podem entdo ser expressas

como [70, EPAPS Document No. E-PLEEES-74-204608, apéndice B]

e (1) [ o )

B 1—¢ 1 [B2e/(14e) 1
= 1+a<1+6> 62—1 — 1—|—6 Bl/ﬁ2 <1—|—6’0) y (359)
#)

1 1—¢ 1 1 24+€ o
l1-a)=- — R (1, —— 2
w(f < Q) €+a(1+6> {(52_1)6 2 1<71+€,1+6’ ]

1 1—c¢ 1 ¢3—2/(1+e) 1
_e{1+a(1+e> BZ-1  1+e 332(1+e’0>  (3.60)

onde definimos a razao a = a/R.

Para verificar que as somas infinitas, Eqgs. (3.47) e (3.49), também conduzem as expres-

soes (3.59) e (3.60), expandimos a fungao beta incompleta com ¢ = 0 em série de Taylor
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para |t| <1,

B.(p,0) /zd s [aer oy 2 3.61
p0) = [Cari— =3 [arrt , .
Y o 1=t =Jo = p+l (361)
0 que nos permite escrever
By s (1 0) SRR )y (3.62)
U \1+¢ S+t 7 '
L — 2/(14¢€) = ; 2l
Bﬁz(l+€,0>—(l+€)ﬂ Zl+l(1+€)ﬂ : (3.63)

Além disso, como |1/3?| < 1 para o caso b > R, podemos utilizar a série geométrica para

obter a relacao
1

0
—21
1-1/p =
Ao substitui-la juntamente com a Eq. (3.62) na Eq. (3.59), reobtemos a Eq. (3.47). Utili-
zando o mesmo raciocinio para o caso b < R, quando a série geométrica é dada por

1 o

W = Zﬁ% (3.65)

=0

pois |3?| < 1, a qual juntamente com a Eq. (3.63) nos leva a Eq. (3.49) ao substitui-las na
Eq. (3.60).

3.5 Energia livre eletrostatica com penetracao

A energia livre eletrostatica adimensional w dada pelas Eqs. (3.59-3.60), obtidas consi-
derando-se um fon puntiforme para a energia de interacao, divergem para 6 — 1, analoga-
mente ao caso planar se estendemos as expressoes vélidas para |n| > 1 no limite n — 0. Para
obtermos o perfil da energia livre eletrostatica na regiao de penetracao para o caso esférico,
faremos uma extrapolagdo, para o caso esférico, dos resultados do caso planar obtidos com
um fon de raio a finito. O caso planar é expresso em termos do contraste dielétrico entre

os meios 1 e 2,
€1 — €2
A p—

- )
€1+ €2

(3.66)
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e do pardmetro adimensional 7 = h/a, onde h é a distdncia entre a interface planar e o
centro i6nico. Para estabelecermos a conexao entre os dois casos, faremos a identificagao
€1 — Eout € €2 — Ein, portanto A = (1 —€)/(1 + ¢€). Como a energia livre eletrostatica do
caso planar na regiao de penetracao é conhecida, Eq. (3.77) adiante, postulamos a mesma

forma funcional em 7 para o caso esférico na regiao de penetragao |n| < 1,

wllal < 1) = (T ) {1 = 0@ X) + ala ) [Tal) + T}, (367

expressa em termos das integrais

K 2sen 6 sen 6§’
T—cos(0-+0)+ 7 (0.01)

Ia(n) = . /1 d(cos ) /77 d(cos @) : (3.68)
2 )y -1 V1—cos(@+0)+ f_(0,0",n)
|:25€H9$6n0’:|

1 1 K — 7
1/ d(cosH)/ d(cos @) Licos(6-0)
2 )y n 1+ cos(0 —¢)

14n
2

B 7/1—77 dz /hn dy Kz (3.69)
Tl Gl @y |

lembrando que f_(6,6',1n) = 21 (cosf — cos#’' +n), K[m] é a integral eliptica completa do
primeiro tipo [77, formula 3.617, p.394], [78, férmula 17.3.1, p.590], definida como

Ip(n)

K] /”/2 da
= 0 V1—msenZa’

elan=1)=1,1Ia(n=-1)=Ip(n=1)=Ip(n=-1)=0.

(3.70)

Na auséncia de penetragao, w(n) é definida pelas Egs. (3.59-3.60) expressas sob a forma

conveniente,

w(n >1) =1+ Ao+ (n,a, N), (3.71)
win < —1) = Gfi) [+ Ab_ (1,0, )], (3.72)

onde a varidvel § = b/R das Egs. (3.59-3.60) deve ser substituida por 3 = 1 + an, para
podermos efetuar as comparagdes — veja Fig. 3.4. As fungoes Wi (a, \) podem entao ser

obtidas impondo-se a continuidade de w(n) nos dois pontos extremos de contato (n = +1),
Ui(a,A) = A1+ 1+ N (—1,a,N)], (3.73)
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Figura 3.4: Representagdo bidimensional da geometria proxima a interface, para permitir
a comparagao dos casos planar e esférico. A carga imagem Ag corresponde ao caso planar,
que é recuperado tomando-se o limite R — oo ou a@ — 0 das equagoes do caso esférico. Note
queb=R+h—p=b/R=1+an, coma=a/Ren=h/a.

‘1’2(0[, )‘) = >‘(]‘ - )‘)¢+(17 «, )‘) + >‘(]‘ + )‘)¢*(_1a «, )‘)a (374)
1
Px(n==xl,0,7) = Ataf_1
A
—%(1 + o) VA £ M) Bz (1; 0)] . (3.75)

3.6 Perfil da energia livre eletrostatica

Esperamos que no limite em que o raio R da esfera dielétrica tende a infinito, o caso da
interface planar é recuperado. Por este motivo, as equacoes do caso esférico devem recair
nas equagoes do caso planar neste limite. Como ja obtido anteriormente no capitulo 2, as

equacoOes para a energia livre adimensional wpjan = W/ Wauto do caso planar sido

A

Wplan(n > 1) = 1+ %, (3.76)
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wllrl <1 = (175 ) 1= B @ -0 =R imm+ e}, @)

1—A 2
14+ A A
Wplan(n < —1) = <1 — )\) <1 + 277) , (3.78)
enquanto as associadas ao caso esférico sao
(1>1) =1+aA {1
W= = “ (1+an)?2—-1
1 1 14+ A
_5(1 + )‘) (1 + 0”7) S /\)B(l—i-om)*2 (2a 0>:| ) (3'79)
1
w(al £1) = (125 ) (1= m0(@ ) + ala ) [Tal) + Ial)]} . (380)
1+ 1
<-1)=[—— - -
wlr -0 = ($53) o [ e
1 —(14X) 1+ A
—5 (=) (L +an) Bitran2 (—5—0) |- (3.81)

A Fig. 3.5 mostra uma comparacao dos perfis completos da energia livre para as in-
terfaces esférica e planar. Observando a Fig. 3.5 podemos constatar que a energia livre
associada ao caso esférico é sempre menor do que a do caso planar. Quando nos aproxi-
mamos da interface esse desvio vai aumentando e a regido de maior diferenca se encontra
na regiao de penetracdo. Deve-se frisar que o calculo na regido de penetracdo nao é exato,

pois utilizamos a forma funcional do caso planar para extrapolagao.

A Fig. 3.6 mostra uma ampliagdo da regido préxima a penetragdo idnica dos perfis da
energia livre para a interface esférica, para diferentes valores de o.. Observando a Fig. 3.6
podemos constatar que a extrapolagao realizada para estimarmos a energia de penetracao
ibnica leva ao aparecimento espirio de um pocgo de energia préximo a 1 = 1, que aumenta
a medida que elevamos o valor de a. Desta forma, o perfil extrapolado deve ser utilizado

apenas para valores baixos de a.

A Fig. 3.7 mostra uma comparagao dos perfis de energia livre para as interfaces esférica
e planar na regiao de constante dielétrica €3, correspondendo a regiao interna da esfera
dielétrica. Podemos observar na Fig. 3.7, que quanto menor o valor de «, ou seja, quanto
maior for o valor do raio da esfera dielétrica R com relacdo ao raio do ion a, mais o perfil se
aproxima do planar. O grafico menor mostra o comportamento do perfil esférico utilizando
a variavel 8 nas coordenadas. Como estamos aumentando o raio R da esfera dielétrica com

relagdo ao raio do fon a, o alcance de § também aumenta, por isso as curvas do grafico
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Figura 3.5: Comparagao dos perfis de energia livre para as interfaces esférica e planar in-
cluindo a regido de penetragao ionica (|n| < 1), parae; = 78 e e9 = 10. Para o perfil esférico
foi feita uma extrapolacio para a regiao de penetragdo. Grafico principal: comparacao do
perfil planar com o perfil esférico com o = 0,1; valores menores de a sdo indistinguiveis
da curva planar nesta escala. Grafico menor: diferenca absoluta entre os perfis planar e
esférico para diferentes valores de .

terminam em diferentes pontos da coordenada 3, que sdo os pontos de contato com a
interface dielétrica. Isto ndo ocorre no grafico principal, no qual todos os pontos de contato
coincidem com 1 = —1.

A Fig. 3.8 mostra uma comparacido dos perfis de energia livre para as interfaces es-
férica e planar na regido de constante dielétrica 1, correspondendo a regido externa da
esfera dielétrica. Podemos observar na Fig. 3.8, que quanto maior for o tamanho da esfera
dielétrica comparado com o tamanho do ion, mais o perfil esférico se aproxima do planar,
exatamente como na Fig. 3.7. Além disso, todas as curvas se iniciam em alturas diferen-
tes. Para a regido préoxima a interface, onde o tamanho do ion é significativo, o valor da
energia diminui para ifons maiores. Para regides muito distantes da interface, o valor de
todas as energias tende a 1, a auto-energia normalizada do ion no meio de constante ¢;.

Para obter expressoes assintéticas da energia livre eletrostatica em torno do caso planar

na auséncia de penetragio, Eqgs. (3.79) e (3.81), fizemos expansoes no limite & — 0. Para
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Figura 3.6: Comparacao dos perfis de energia livre da interface esférica, ao redor da re-
giao de penetracdo idnica (|n| < 1), para diferentes valores de «. Utilizamos 1 = 78 e

9 = 10. Podemos ver que a extrapolagao feita para a regido de penetragdo idnica leva ao
aparecimento espirio de um pogo de energia préximo a n = 1, que surge a medida que
aumentamos o valor de a.

ambos 0s casos é necessario obter o comportamento assintético para o — 0 da fungéao

1+)\ 1—2a|n| ti—l 1-2aln| dt
B(1-2a —
(1=l 25 20) = [ e [
1+
== —~_9® (;) — In(2an|) + O(a), (3.82)

onde v = 0,5772156649 . .. é a constante de Euler-Mascheronit [77, férmula 8.367, pg.905;
formula 9.73, p.1046], [78, formula 6.1.3, pg.255] e U0 (2) = d[InT(z)]/dz é a funcio di-
gama’ [77, férmula 8.360, pg.902], [78, formula 6.3.1, pg.258], definida como a derivada
logaritmica da fun¢do gama I'(z). A primeira integral da Eq. (3.82) é apresentada na
Ref. [82, capitulo XI, p.275] em conexdao com o problema de duas esferas metdlicas car-

regadas em contato. Desta forma, o comportamento assintético da energia para a — 0

HImplementada como EulerGamma no software Mathematica®).
$Implementada como PolyGamma[0,z] no software Mathematica®).
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Figura 3.7: Comparacao dos perfis de energia livre para as interfaces esférica e planar na
regido de constante dielétrica o, para €1 = 78 e g0 = 10. Gréfico principal: comparagao
de diferentes valores de a. Grafico menor: comparacdo de diferentes valores de o apenas
para o caso esférico, utilizando a varidvel (; nesta comparacio nao apresentamos o perfil
planar, pois em termos desta variavel o perfil se altera para cada valor de «.

w2 1) = wpn(n > 1) = T
1 1
+§)\a(1 + ) {7 +u© (?) + 1n(20n7)] +0(a?*Ina), (3.83)
1+ A

w(n < —1) = wplan(n < —1) — A [111 (1_/\) 1}

M1+ ) {7 + 9 (HQA> + 1n(2a\n|)] +O(2na),  (3.84)

que apresentam corregoes logaritmicas. Claramente, no limite o — 0, as Eqs. (3.83-3.84)

recaem nas equagoes do caso planar, Egs. (3.76) e (3.78).

Outro limite importante é obtido afastando-se o ion da esfera dielétrica, mas mantendo
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Figura 3.8: Comparacao dos perfis de energia livre para as interfaces esférica e planar na
regido de constante dielétrica €1, para €1 = 78 e €2 = 10. Gréfico principal: comparagido
de diferentes valores de «. Grafico menor: ampliacdo da regido de contato com a interface
dielétrica em n = 1.

a sua curvatura fixa finita. Neste limite, expandimos a Eq. (3.79) para o # 0 e n — o0,

2\

R (55

wn>1)=1+
Enquanto a energia do caso planar decai como 1!, tipica de interacdes de monopolos
elétricos, a energia do caso esférico cai com n~%, tipica de interacdes monopolo-dipolo
elétrico induzido [11, Eq. (4.13), p.61; Eq. (5.16), p.73]. Por esta razao o perfil observado
na Fig. 3.8 da energia livre do caso esférico tem um alcance mais curto do que o associado
ao caso planar, que é puramente coulombiano, de longo alcance. Esse comportamento pode
ser explicado fisicamente em termos das cargas de polarizagdo. A carga total de polarizagao
do caso esférico pode ser obtida integrando a Eq. (3.43) na superficie da interface. Como

1 2610

1
/ d(cos 0)P;(cos ) :/ d(cos ) Py(cos 0) Py(cos 0) =
-1

. Q@I+ 1) (3:86)
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a carga total induzida fica

g1 —e) & 21 (R)l“
o = —_— (5 = 5 .
dpol S ; TH 070 \D 0=0 (3.87)

ou seja, 0 momento de monopolo elétrico no caso esférico se anula. Por outro lado, a carga
total induzida no caso planar é A\q, diferente de zero. Enquanto no caso esférico a interacao
eletrostética resulta entre o monopolo i6nico e o primeiro momento induzido nado-nulo (no
caso, dipolo elétrico), no caso planar ela ocorre entre o monopolo iénico e sua propria

imagem, que consiste também um monopolo.
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Capitulo 4

Interface dielétrica esférica: ion de

raio finito

No capitulo anterior, calculamos a energia livre eletrostatica de um ion pontual préximo
a uma interface dielétrica esférica. Agora consideraremos o mesmo caso, mas dessa vez
daremos ao fon um tamanho finito (raio a). Considerar que o fon tenha um tamanho finito,
além de remover o problema da divergéncia da auto-energia deste, torna o modelo menos

artificial, apesar de muito mais trabalhoso.

4.1 Potencial eletrostatico

Como ja obtivemos o potencial eletrostatico para uma carga pontual ¢ na presenca
de uma interface dielétrica esférica, basta agora integrarmos as equacoes na distribuigao
superficial de cargas para obtermos o potencial da casca esférica de raio a e densidade
superficial de carga homogénea o = ﬁ. Como pode ser visto na Fig. 4.1, trataremos
o caso em duas situagoes: (a) o fon estd inteiramente em uma regido; (b) o fon esta

atravessando a interface dielétrica.
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Figura 4.1: Representacao bidimensional do fon esférico de raio a e carga ¢ cujo centro esta
localizado a uma distancia b do centro da esfera dielétrica de raio R e constante dielétrica
€in que estd imersa em um meio caracterizado pela constante dielétrica £oy¢. Sem perda
de generalidade b = b2, 6 é o angulo entre r e b. (a) Ion localizado no exterior da esfera
dielétrica (b > R+a); (b) Ton atravessando a interface dielétrica (R —a < b < R+a), onde

2— 2— 2 7’ A . . . ~ /.
Y= arccos(%) é o angulo que limita a integracdo da superficie.

4.1.1 Potencial eletrostatico sem penetracao

Apés a integracdo, o potencial para um fon de tamanho finito na regido de fora da
esfera dielétrica (8 > 1+ «) é dado por

T 21 / / /
Yout(r, 0) = 1 {47r + % [/ sen H’dH’/ u(t', ¢')d¢

dreout L 7 0 0 W
1+X (7 g [ st 2m (@, ¢')dg’
- 5 sentraw [ eae | w—suwcw”’ (4.1

e o potencial para o {on situado na regiao de dentro da esfera dielétrica (5 < 1—«) é dado

por

Uin(r,0) = —1 (1“) {‘“T_A [/0” Seng/del/;“ u(#', ¢')dg/

dreout \1 — A T R W
LA [T a7 u(l,¢)dd
5 Se“(’d‘)/o ¢ dg/o \r—u/€(9’,¢>’)d}' (42)

Esses potenciais podem ser interpretados em termos de cargas-imagem, como feito no capi-

tulo anterior. O primeiro termo da Eq. (4.1) é referente a carga real, o segundo termo pode
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ser interpretado como uma distribuicao esférica superficial de cargas imagem localizada
em u, como explicado na secdo 4.2, e o terceiro termo como uma distribuicdo volumétrica
continua de cargas imagem nao uniforme ao longo de b, entre 0 e u, interpretada pictori-
camente como uma casca nao oca com uma bola de sorvete. De modo analogo, o primeiro
termo da Eq. (4.2) é referente a carga real, o segundo termo pode ser interpretado como
uma distribuicao esférica superficial de cargas imagem localizada em u e o terceiro termo
como uma distribui¢do volumétrica continua de cargas imagem nao uniforme ao longo de b,
entre u e 0o, interpretada pictoricamente como uma casca de sorvete nao oca, cuja ponta

¢é arredondada e localizada em wu.

4.1.2 Potencial eletrostatico com penetracao

Agora temos duas se¢des de casca esférica, cada uma de um lado da interface esférica,
como no caso do ion penetrando a interface planar. Da mesma maneira que fizemos para
o caso do ion penetrando a interface planar, precisamos calcular o potencial eletrostatico
nas duas regioes, devido a cada uma das distribui¢oes de cargas.

O potencial para a regido de fora sera devido a distribuicao de carga situada na regiao
de fora da esfera dielétrica mais o de suas cargas-imagem Eq. (4.4) e o potencial devido as

cargas-imagem geradas pela carga real situada na regido de dentro Eq. (4.5),
\I’out (Ta 0) = ‘chf,out (T7 9) + \chd,out (T‘, 9)7 (43)

onde

q 2 A /19 I 10/ /27T u(ela ¢/)d¢l
Vet out(r,0) = — + = 0'do _
f, t(r ) Areon { , + R [ 0 sen 0 |1“ — u(e/ ¢/)|

L+ PNt [P ul ¢'>d¢’
S e [0 [ e

q ! 1p/ 2m dd),
v _ I
Cd,out(ra 9) 47T€out A |:/19 sen ¢'do / ’7’ — (9/ (ZSI)‘

0
5 [ [ ) o

2 ’ ~ 7’ .
5 } Para simplificar os calculos, completamos a se¢io de casca esférica

real por uma casca esférica completa na Eq. (4.4) e consequentemente a descontamos na
Eq. (4.5).

e ¥ = arccos { 500

63



O potencial para a regido de dentro serd devido a distribui¢do de carga situada na
regiao de dentro da esfera dielétrica mais o de suas cargas-imagem Eq. (4.7) e o potencial

devido as cargas-imagem geradas pela carga real situada na regiao de fora Eq. (4.8),
\Ijin(r7 9) = \Ilcd,in(ry 9) + q’Cf7in(T7 0)7 (46)

onde

™ 2m Y /
qjcd,in(ﬁ 9) = a (1‘1‘)\> {27T — A |:/ sen Qldel/ M
s 0

Aot \1 — A r R | —u(6', ¢)|
3 f oo e
Uepin(r, 0) = _47TZOUt A G 4_‘ i) /019 sen 6'de’ /027r V_;QM
+ % 0’9 sen 6'de’ /0 1£¥dé /027r T_b?gf:d)/ﬂ] ' 49

Simplificamos os calculos com raciocinio andlogo ao explicado para o potencial da regiao

de fora.

4.2 Energia livre eletrostatica

Com os potenciais eletrostdaticos em maos, precisamos apenas substitui-los na férmula
da energia livre para calculé-la para os diferentes casos. Com o Ansatz de que a distribuicéo
de carga imagem do segundo termo das Eqs. (4.1) e (4.2) é esférica, impusemos que a origem
das coordenadas seria no centro da densidade superficial esférica da carga-imagem, que o
raio da carga imagem seria a, que a distdncia do centro do ion até a interface seria b, o

angulo azimutal seria ® e o dngulo polar O, de tal forma que a distancia u é dada por
u=asen©cos® & + asen Osen @ § + (b4 acosO) 2. (4.9)

Apés alguns célculos encontramos a correspondéncia entre os dois sistemas de varidveis,

R
- R
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RB

) _ R 412
b(ﬁ<0&) ]aQ—ﬂQI’ ( )
|a? — 32| sen 0’
_ 4.1
sen © (8 > a) a? + 32+ 2af cos b’ 1
|a® — 32| sen 0’
_ 4.14
sen©(f < ) a2 + 52 — 2afcos @’ ( )
la? — 32| cos @ + 2a3
cosO (8> a) = - a? + 32 + 203 cos '’ 1
_ | —p?|cos ¢’ — 203
cosO (< a) = o2+ P —2aBcos (4.16)
o— 4. (4.17)

provando que a geometria da carga imagem referente ao segundo termo das Eqs. (4.1) e
(4.2) é realmente esférica. Quando § < «, a carga real avanga para a regiao de (3, por isso

algumas equagoes sao diferentes para esta regiao.

4.2.1 Energia livre eletrostatica sem penetracao

A energia livre eletrostatica W normalizada pela auto-energia no meio externo, w =

2 z .~ . ’ . Ve
LL /7(] para O 10n na regiao de fOI"a da esfera dleletrlca (§]
2eouta’

4o Fsen@sen@}

2 K
w(B>1+a) = 1+F Ao / d9/ d@sen@sen@ Fitimio
©) V/(T,1,0,5,0,0)

a2T¢ sen 0 sen ©

K - >V TV
B 1_|_/\/ de/ d@/ f senﬁsen@ [ (1"50{50@)}
©) Vf(T,&a,3,0,0)

(4.18)

onde T = o2 — 2], j(or, 3,0) = (02 + 5% + 208 cos ©)%/2 e

f(€1,6,0,8,0,0) = a® (& + &) + B¢ — &)°
+ 206 (&1 — &2) (€1 cos — & cosO) — 2026165 cos(f + ©). (4.19)

Lembrando que a varidvel © é centrada na carga imagem superficial esférica referente ao
segundo termo das equacoes do potencial eletrostatico.

Para o ion na regiao de dentro, devemos tomar cuidado quando 3 < «. Com isso em
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mente, a energia eletrostatica normalizada w = W/ para o ion na regido de dentro

2eouta@

da esfera dielétrica é

4o FsenGsen@}

1 I K .
w(O[ < /8 é 1 — Oé) e <H) {1 AOC |:/ de/ d@sengsen@ |: (F717 7/8’979)

1— A\ ©) V(T,1,0,5,0,0)
40T € sen 6 sen ©
A—1 senOsen@ K [ f(I‘él,a,ﬁ@ 9) }
Jr —_— d9 d@ f df
04,8, \/f F£717a7ﬁ50®)
(4.20)
4a21"sen05en@}

§ K
UJ(O < /8 < O[) = (M) 1— F AO( / de/ d@senesen@ |: g(rvl’au@ﬂ’@)
bA ©) Vg(T,1,a,5,0,6)

40T € sen 6 sen ©

1- At senesen@K[m]
+ “a0 [ ae 5 T dg

Oé ,8, \/g Fé,l,aﬁﬁy@)

(4.21)

onde

9(61,62,0,8,0,0) = a® (& + &) + B (&1 + &)’
+ 208 (61 + &) (&1 cos 0 — & cos©) — 2a°E1 &5 cos(0 + ©). (4.22)

E importante lembrar que as integracées em 6 sao provenientes do céalculo da energia
livre, enquanto que as integragoes em 6’ e consequentemente © siao provenientes do calculo

do potencial eletrostatico. Para chegarmos nestas equagoes utilizamos as seguintes relagoes

u(f>a) = g\/oﬂ + 5% + 2acos O, (4.23)
u(f>a) = % [avsen O cos P& + avsen O sen Py + (5 + acos ©)Z] (4.24)
uwB < a)= %\/{12 + 32 — 2a8 cos O, (4.25)
u(f < a) = % [avsen O cos P& + avsen O sen @Y + (—F + acos©)z], (4.26)
(8> a) = R\/a2 + 32 + 2aB cos ), (4.27)
b(3>a) = R[asen® cos¢’'@ + asend send'y + (8 + acost)z],  (4.28)
b(f < a) = R\/a2 + 32 — 2aB cos b, (4.29)
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b(B < a)=R[asent cos¢'@ + asend send'y + (—3+ acosd)z], (4.30)

r = Ry/a? + 32 + 20 cost, (4.31)

r = Rasen0& + (84 acosb)z], (4.32)

/27r do 4K [A—i—B} (4.33)
o VA—Bcos® JA+B ' '

4.2.2 Energia livre eletrostatica com penetracao

A energia livre eletrostatica para o fon atravessando a interface, quando a < 1/2, é

dada por
W(l —a<pg<1+ a) = Wout + Win, (4.34)
onde
Wout = % / cd out a, 9 + Uyt out(a 9)] sen 0d0 = ch,out + ch,outa (435)
Wi = % / Wed.n(a,0) + Vet in(a, 0)] sen 0d0 = Weq in + Wet.in- (4.36)

A partir dos potenciais eletrostaticos e das equagdes podemos obter cada contribuicao
2
da energia W normalizada pela auto-energia no meio externo, w = W/ 25‘77“1,
ou

2sen @ sen 6’
1—cos(6+6")

ot = d@/d@’ b sen ' —
Wed, out {\f/ sen 6 sen o

(1 " A |:4o¢2§senesen9’]
- 7/ cw/ d0’/ €5 desen Psen f —LLEAOIOV ] Ly a7y
2 VI E ,B,0,0)

(a+p)> -1
4a3

Wef out =

g Do {/ a [ Sen@sen@ S Firmzod
0

de
271' @m ] ? 7 \/f F,l,O&,/B,H @)

402T¢ sen f sen ©
K |2assenvsent
B 1+)\ d9/ d@/ §7d§ sen@sen@ [ FTEa ,ﬂe@)}

04,8, \/fF§7 67976)
{1+ 1= (a—p)?
Wed,in = (1 _)\> { 403

(4.38)
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I‘Q)\@ {/ / sen@sen@ K [40[(1{18,?,35961(1)()9}

\/f ]‘—‘7]‘7Q76 0 @)

4T sen fsen ©

_ K |fal&senbsen©
+ 17 dg/ d@/ gidé_ Senesen@ [ (F§71,Oéﬂ99)j|
\/f Fg?Lavﬁ?ea@)

2

(4.39)

2sen @ sen 6’
1—cos(6+6")

B 1+ A / /
Wef,in = — <1_ )27r{\f/ d9/ df sen O sen f l—cos(H—i—H’)

(1 B {4a2fsenﬁsen0’]
+ 0‘7/ de/ d9’/ €5 de sen f sen ¢/ — L EL0P O } (4.40)

2 \/f 571’a7ﬁ79 9/)

onde ¥ = arccos [#} e ©,, = arccos [W} sao os angulos que limitam as
cargas em cada regido. Para obtermos esses resultados utilizamos as Eqgs. (4.23-4.33).

Se o fon tivesse raio a > 1/2, & medida que ele fosse atravessando a esfera dielé-
trica, avancaria com a carga na regido de [ negativo. Desta forma teriamos que separar
Wed in €m outras duas partes, uma dada pela Eq. (4.39) para § > «a e outra semelhante
a Eq. (4.39), mas com ¢(&1,&2, o, 3,60,0) no lugar de f(&1,82,0,03,60,0) e j(a,—3,0) no

lugar de j(a, 3,0).

4.3 Perfil da energia livre eletrostatica

Montamos um grafico, Fig. 4.2, para comparar os perfis de energia livre dos trés casos
distintos que trabalhamos, o caso da interface planar, o da interface esférica com ion pontual
e com ion de raio a finito. Para isso fizemos a mudanga de variaveis n = %, como no
capitulo anterior.

Pudemos observar que as energias livres do caso esférico com ion pontual e com ion de
raio a finito sdo numericamente iguais quando nao ha penetracio. Esse resultado é inespe-
rado e acreditamos que ele seja proveniente de uma forma da lei de Gauss que nao é 6bvia,
dado que a densidade das cargas-imagem na esfera imagem nao é homogénea. Também
pode ser observado que o perfil para penetracio ionica calculado por extrapolacdo da um
limite inferior ao perfil exato e que, quanto menor o raio do fon, menor a diferenga absoluta
entre eles, como esperado. Além disso, notamos o desaparecimento do poco de energia pro-

ximo a 1 = 1, para o perfil exato, indicando que o surgimento do pogo no perfil extrapolado
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Figura 4.2: Comparacao dos perfis de energia livre para as interfaces planar (wplanar) €
esférica com ion pontual (Wextrapolado) € com fon de tamanho finito (Wexato), incluindo a
regiao de penetragao ionica (|n| < 1), parae; = 78 e e9 = 10. Gréfico principal: comparagao
do perfil planar com o perfil esférico, com o« = 0,2, para o caso do {on pontual e para o
caso do fon de raio finito. Grafico menor: diferenga absoluta entre os perfis esféricos de
ion pontual e de raio finito para diferentes valores de « na regidao de penetragdo idnica

(Inl <1).

¢é apenas um resultado espurio, consequéncia da extrapolacdo com o caso planar.
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Capitulo 5
Consideracoes finais

Nesta dissertagao de mestrado revisitamos o calculo da energia livre eletrostatica de um
ion esférico de raio finito e densidade de carga homogénea nao-polarizavel, cujo interior foi
modelado utilizando a aproximacao de dielétrico misto, sendo transferido através de uma
interface dielétrica planar entre dois fluidos imisciveis. No entanto, como o interior do fon
¢ modelado como um dielétrico, o classificamos como semi-polarizavel. Para o caso de nao
penetracdo idnica, nossos resultados recaem na energia livre eletrostatica de um ion mo-
delado como pontual. Demonstramos que resultados obtidos anteriormente na literatura
[60], para o mesmo modelo, estdo incompletos levando a um resultado que subestima a
energia livre eletrostatica principalmente na regido de penetragao i6nica na interface die-
létrica. Concluimos que a discrepancia se deve a: (a) omissdo da energia livre eletrostatica
da regiao interior do ion para a situagao do ion presente inteiramente em um dos meios
dielétricos; (b) utilizagao equivocada dos potenciais eletrostaticos do fon inteiramente em
um meio para a situagdo do ion atravessando a interface dielétrica. Para o caso particular
de e1 = 78 e g9 = 1, a energia livre para o ion modelado como um dielétrico misto é
subestimada aproximadamente 6 vezes. J4 para o ion modelado como uma cavidade de
véacuo (fon nao-polarizavel), apesar de nao termos resultados numéricos para este caso, es-
timamos que os resultados de KU chegam a subestimar a energia livre, provavelmente, por
uma ordem de magnitude. Embora os resultados de KU estejam incorretos para um fon
modelado como uma cavidade dielétrica (ou de vacuo), seus resultados para o centro idnico
localizado exatamente na interface plana coincidem com o resultado exato obtido para um
fon perfeitamente polarizdvel [52-54]. Esta diferenca de energia esté associada, portanto,

as distintas formas de modelar o ion, como pode ser visto na Fig. 5.1. Enquanto as cargas
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Figura 5.1: fon polarizével e semi-polarizavel de raio finito a, cujo centro estd localizado
exatamente sobre uma interface dielétrica plana. (a) Ton polarizével: as cargas superficiais
do ion sao redistribuidas de forma a se concentrar na regidao de maior constante dielétrica
g1 > e9; (b) fon semi-polarizével: as cargas superficiais permanecem fixas, mas o dielétrico
interno é polarizavel. Um ion nao-polarizavel teria carga superficial fixa, mas consistindo
de uma cavidade de vacuo.

de um ion polarizavel sao redistribuidas em sua superficie, de tal forma que mais cargas
permanecem no meio com constante dielétrica maior, num fon semi-polarizével (cavidade
dielétrica) ou nao-polarizével (cavidade de vacuo) elas permanecem fixas, causando um
grande custo energético devido a regiao exposta ao meio de menor constante dielétrica.

E importante ressaltar que existem alguns trabalhos que, ao estudarem o comporta-

mento de ions préximos a interfaces dielétricas, utilizaram os resultados de KU para:

e interpretar fisicamente a concentragao de eosina B (E) em duas formas deprotonadas

(EH™ e E?7) na interface 4gua—vapor em termos da energia de solvatacio [83];

e comparar com resultados experimentais do potencial eletrostatico da transferéncia de

ions através de um filme fino de 3-metil-pentano em uma superficie de platina [84];
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e calcular a energia livre de transferéncia de diferentes cations em solugdo na presenca
de particulas de silica para comparar qualitativamente com resultados experimentais

da concentragdo de cétions na interface dgua—silica [85];

e comparar qualitativamente com os resultados experimentais do comportamento de
alguns fons alcalinos suspensos em uma solu¢do aquosa contendo silica, proximos a
interface solucao-ar, utilizando refletividade de raios-x provenientes de fonte sincro-
tron [86];

e incluir efeitos de contraste dielétrico em um modelo teérico da atragdo molecular
hidrofébica de ions, para comparar com resultados de simulacao de dinamica mole-
cular [87];

e incluir efeitos de contraste dielétrico em interfaces liquido-liquido em um modelo teo6-
rico quantitativo do calculo de tensao superficial e potencial de contato para solugoes
eletroliticas [88];

e incluir efeitos de carga imagem no modelo tedrico da Ref. [89] — que calcula a energia
livre de ions em solucdo proximos a uma interface dielétrica, levando em conta a

polarizabilidade ionica através do potencial de dispersao.

Neste sentido, os resultados por nés apresentados podem modificar as observacoes e conclu-
soes dos trabalhos acima mencionados, ja que, por exemplo, para um ion fluoreto hidratado,
KU subestimam a energia livre em ~ 15 kpT.

Revisitamos o calculo da energia livre eletrostatica de ions pontuais proximos a uma
interface dielétrica esférica. Como a auto-energia de um ion pontual diverge, consideramos
o ion com um raio finito apenas para o calculo desta, inserindo artificialmente um raio
ionico nos calculos. Para a situacdo em que este raio tende a zero, ou seja, o raio ionico é
muito pequeno em relacao ao da esfera dielétrica, o ion ndo percebe a curvatura da interface
e recaimos na energia livre eletrostatica do caso planar. Pudemos concluir também que a
energia livre eletrostatica do caso esférico é sempre inferior & do caso planar e provamos
matematicamente que o alcance da interagdo do ion com a interface esférica é menor por
ser do tipo monopolo elétrico—dipolo elétrico induzido, enquanto que para o caso planar a
interagao é tipica de monopolos elétricos.

Para removermos a divergéncia da auto-energia do ion pontual de forma néao artificial,

obtivemos ineditamente a energia livre eletrostatica de um ion de raio finito préximo a
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uma interface dielétrica esférica. Como principal resultado concluimos que as energias livres
eletrostaticas do ion pontual e do ion de raio finito sdo numericamente iguais fora da regiao
de penetragao, situacdo mais 6bvia para o caso planar, mas inesperada para o caso esférico.

E claro que tratar uma solucdo eletrolitica aquosa — que é um fluido complexo contendo
fons dissolvidos em agua, que representa um solvente polar — como um meio dielétrico
homogéneo é uma aproximacao macroscopica. Esta aproximacao é chamada de teoria di-
elétrica continua [74, 80, 90, 91] e deixa a desejar principalmente na regido da interface
dielétrica, que é considerada homogénea. A 4dgua, por si s6, por estabelecer pontes de hidro-
génio, j& representa um problema tedrico de grande desafio [92-97]. Poderiamos considerar
uma mudanca gradual da constante dielétrica na interface como modelado nas Refs. [98—
101] e utilizado para analisar medidas experimentais de microscopia de forga atémica para
interfaces liquido-sélido [102, 103], liquido-liquido [103] e liquido-ar [103, 104]. No entanto,
isto aumentaria extremamente o nivel de dificuldade dos célculos, o que nao é do interesse
atual deste trabalho. Apesar de existirem outros métodos para levar em conta a proprie-
dade microscépica das solugdes, como calculos ab initio quanticos e de dindmica molecular
classica, estes ainda apresentam um grau de dificuldade muito elevado para o estudo de
sistemas com interfaces dielétricas. Além disso, a teoria dielétrica continua proporciona
um entendimento qualitativo para o estudo tedrico de suspensbes coloidais, sendo ainda
muito utilizada também para comparagao com os calculos quanticos e simulagoes classicas
mencionados acima.

Os resultados encontrados nesta dissertacio constituem uma etapa inicial para se obter
propriedades termodindmicas de uma solucdo eletrolitica na presenca de interfaces dielé-
tricas, bem como no estudo de suspensoes coloidais de agregados hidrofébicos. A partir da
EPB modificada incluindo a energia obtida neste trabalho, conforme descrito sucintamente
no apéndice A, podem-se calcular diversas grandezas passiveis de comparacao com dados
experimentais, pelo menos de forma qualitativa. Esta aplicacao fica como sugestao para

proximos trabalhos.
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Apéndice A

Equacao de Poisson—Boltzmann

modificada

Neste apéndice apresentamos de forma breve como os resultados finais obtidos nesta
tese de mestrado poderiam ser utilizados para o calculo de algumas propriedades termodi-
namicas que podem, em principio, ser medidas experimentalmente em sistemas contendo

microions livres na presenca de interfaces dielétricas entre fluidos imisciveis.

A energia livre eletrostatica W de um ion é crucial, por exemplo, para a incorporagao
de efeitos de contraste dielétrico no calculo da distribui¢do de microions nas proximidades
de uma interface dielétrica planar — que pode ser carregada (contendo cargas livres ad-
sorvidas) ou neutra (contendo apenas cargas induzidas pelos préprios fons) — através da
equagao de Poisson-Boltzmann (EPB) modificada. A EPB [11, capitulo 12], [36], [37, secao
3.1.C], [38, segoes 5.5 e 7.5], [39, segoes 7.4 e 8.3] descreve os perfis de densidade i6nica
p+(r) e o potencial eletrostatico médio ¥(r) de um sistema coulombiano na aproxima-
¢do de campo médio, podendo ser aplicada para descrever, por exemplo, um eletrélito na
presenca de superficies carregadas ou uma suspensao coloidal i6nica, em que as particulas

coloidais possuem uma densidade de carga superficial.

Por exemplo, no caso de microions monovalentes de carga ¢ nas proximidades de uma
interface dielétrica planar neutra, a sua concentragao local de carga p(z) a uma distancia

z da interface é dada por

p(2) = pi(2) = p-(2),  px(z) = and exp[FBq¥(2) — BV (2)], (A1)
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onde 8 = 1/kgT, kp é a constante de Boltzmann, T ¢ a temperatura absoluta e n. sido

concentracoes locais de referéncia para cations e anions no zero de potencial estabelecido
em z — 00, isto é, ¥(z — 0o) = 0. Por exemplo, no caso de uma interface dielétrica plana
localizada em z = 0 em contato com um reservatério salino monovalente de concentragao
ng, temos n(jr =n? = n,. Como as expressoes de W obtidas nesta dissertacao dependem do
raio i6nico (hidratado) a, é possivel considerar um modelo no qual cations e &nions possuem
raios distintos a+, levando a defini¢do das energias W. As energias V3 que aparecem nos
fatores de Boltzmann (A.1) sdo obtidas subtraindo-se de Wy as energias de solvatacao
associadas ao meio dielétrico no qual o reservatorio de sal estéd localizado — nas condicbes
acima, U(z — oo) = 0, seria o meio de constante dielétrica e(z — o0) = €1,

Vi(z) =Wi(z) — i

A2
R (A.2)

o que nos fornece Vi (z — oo) = 0, por definigao.

Por outro lado, a concentragao local de carga livre p(z) e o potencial eletrostatico médio
U(z) satisfazem a equacao de Poisson unidimensional generalizada para um meio dielétrico

linear e isotrépico de constante dielétrica local e(z),

a
dz

{5(2) \I/(z)} — drp(z) — U(z) = —4:€’Z()z) - ‘I’/(;()ZE;(Z), (A.3)

onde (") representa, como usual, derivagao em relagio ao argumento. O segundo termo do

membro direito de (A.3) estd associado as condigoes de contorno. A substituicao de (A.1)
em (A.3) fornece a EPB modificada,

W(2) =~ {and expl=00¥(:) = Vi ()] — an® explBg¥(z) = AV-(2)]} -

(A.4)
que é resolvida utilizando as condi¢oes de contorno do problema, fornecendo o potencial
eletrostatico médio W(z) e os perfis de densidade de carga de cétions e anions py(z). A

partir desta solugdo, podemos obter o excesso de carga (por unidade de area) em cada

regido, )
oz <0 = [ dzlpr(x) = p-(2). (A.5)
oz >0) = [T dzlpr(a) = p- ()], (A.6)
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e a diferenga de potencial de superficie (potencial de contato),
AV =V (z =00) — V(2 = —o0). (A.7)

A EPB modificada considerando apenas variacao de €(z), mas sem a inclusao das
contribuigdes devido as auto-energias dos ions e cargas imagem, Vi (z), foi investigada por
Verwey & Niessen [105]. Neste trabalho — que ignora qualquer efeito do tamanho finito
dos ions — sdo obtidas relagoes entre o potencial de contato e a particdo de um eletroélito
entre dois liquidos imisciveis com diferentes constantes dielétricas. Uma das fases contém
um excesso de cations, enquanto a outra um igual excesso de anions, a fim de preservar a
neutralidade global de carga do sistema.

A fim de calcular outras propriedades termodindmicas do sistema, é necessario obter
o potencial termodinamico apropriado que o descreve. No caso em questdo, deve-se consi-
derar o potencial grande canoénico [p4(z)] por unidade de area, obtido pela minimizagao
funcional, em relacdo aos perfis de densidade idnicas nao-otimizados g+ (z), do funcional
grande canonico

0o
2o =haT 3 [ ule)a: [ln it) 14 B S e )
(A.8)

onde o potencial eletrostatico nao-otimizado ¥(z, [0+ (2)]) é dado pela equagao de Poisson

substituindo p+(z) por p+(z) e nY. sdo concentragdes locais de referéncia. As densidades
otimizadas de cations e anions p4(z) correspondem as solugoes das equagoes de Euler—

Lagrange associadas & minimizagao do funcional grande canoénico 2[4 (z)],

ps()] = min Qos(z)] — lexlz) _o, (4.9)

0+(2) 591(2) o0+ (2)=p+(2)

sendo definidas pelos fatores de Boltzmann (A.1).

O excesso de tensao superficial Ay pode, entao, ser calculado através de

Ay = L (Qlps(2)] - Al (A.10)

Mais detalhes e exemplos concretos de resultados obtidos com este formalismo podem ser
encontrados, por exemplo, nas Refs. [18, 19], que utilizaram energias de solvatagao Vi (z)

contendo apenas as contribuigdes das energias de Born [72], isto é, ignorando a contribuigao
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das cargas imagem induzidas na interface dielétrica.

Levin e colaboradores formularam um modelo anédlogo [52-54] em que o potencial de
forca média que define os fatores de Boltzmann é aproximado por trés contribuigoes: sol-
vatacdo idnica, polarizacdo idnica e cavitacdo. A energia livre eletrostatica obtida nesta
dissertacao de mestrado corresponde as duas primeiras contribui¢oes consideradas por Le-
vin para o caso de ions nao-polarizaveis no limite de dilui¢ao infinita. Em particular, Levin
et al. mostraram que a inclusdo da polarizabilidade i6nica é um ingrediente essencial no
modelo, pois leva ao acimulo de anions caotrépicos (de maior tamanho e polarizabilidade)
na interface 4gua—ar, como pode ser visto nos perfis de densidade idnica da Fig. 1.9. Estes
perfis sdo obtidos resolvendo-se a EPB modificada com a aproximagao do potencial de
forca média descrita acima. Além de perfis de densidade i6nica, podem ser calculados o
excesso i6nico adsorvido na interface por unidade de area, a tensao superficial e o potencial
de contato [52-54]. Aparentemente estes trabalhos conseguiram desvendar o antigo desafio

tedrico representado pela série de Hofmeister [55-57].
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Apéndice B

Cargas na superficie de uma

cavidade esférica

Para a determinagao da energia eletrostatica de fons proximos a uma interface dielétrica
plana, modelamos os ions como esferas dielétricas cuja constante dielétrica interna é igual
a do meio em que elas estao inseridas. Essa aproximacao dréastica, que chamamos de apro-
ximagao de dielétrico misto quando ha penetragao na interface, é uma idealizacdo que foi
adotada para permitir calculos analiticos exatos. Apenas para ilustrar a complexidade do
problema ao se remover esta restricdao, neste apéndice vamos considerar um ion modelado
por uma cavidade esférica oca carregada em sua superficie, cuja carga livre superficial é
nao polarizavel, imerso inicialmente em um meio dielétrico infinito e depois na presenca de
uma interface dielétrica adicional. No primeiro caso, s6 ha uma interface esférica associada

com a superficie i6nica, enquanto no segundo caso teremos duas interfaces dielétricas.

B.1 Descricao do sistema na auséncia de interface dielétrica

adicional

O sistema consiste de uma cavidade esférica, de raio a, preenchida com vacuo de cons-
tante dielétrica g, formada em um meio dielétrico linear e isotrépico com constante die-
létrica 1. Na superficie da cavidade esférica é estabelecida uma densidade superficial de

cargas livre fixa, o = ¢/4ma?, nao polarizével. O sistema estd esquematizado na Fig. B.1.
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Figura B.1: Representacdo bidimensional de um ion esférico descrito como uma cavidade
de constante dielétrica &g e raio a com uma densidade de carga livre superficial ¢ = q/4ma?,
formada em um meio linear e isotrépico caracterizado pela constante dielétrica 1. A carga
infinitesimal dg = od.S est4 localizada na posicao b = ab (medida em relagao ao centro do
fon), dS = a2d¢’d(cos '), ¢’ é o angulo azimutal e 6 é o angulo polar entre r e b.

B.1.1 Potencial eletrostatico

O potencial eletrostatico gerado por uma carga infinitesimal dg = ¢dS localizada na

superficie da cavidade em b = ab, é dado pelas Eqs. (3.21) e (3.30),

dS & 20+1 ot
< N = n_9 ’ '
A¥(r < a,0) = dV_(r,0) =~ g T T4 qrt filcos ), (B.1)
o l
d¥(r > a,0) = dV-(r,0) = odS > 2+l a Py(cost), (B.2)

onde € = gp/e1, que pode ser reescrito como Eqs. (3.24) e (3.33),

_ o (q/eYL/ (140
au_(rgy =22 1 1 621/ WO "hel. B3
e1 |l+ejr—ab] (1+e€)ala |r—&b
_ @ ()¢ 0+
auo(rgy=291 2 1 1 621/ @O gl (B.4)
€1 |l+ejr—abl (1+4+e€alto |r—£b|

O potencial eletrostatico dado pelas Egs. (B.3) e (B.4) pode ser interpretado como sendo

gerado por uma carga puntiforme localizada na mesma posi¢do da carga real, mas corri-
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gida por um fator %6 e uma linha de carga imagem na diregdo de b (angulo ¢'). Para
o potencial na regido externa, esta distribui¢do continua de cargas estaria localizada no
interior da esfera, na linha de ' = 0 até r’ = aB, ou seja, do centro da cavidade até a
carga real, enquanto para o potencial na regido interna, esta distribui¢do continua de cargas
estaria localizada fora da esfera, na direcdo de 13, de ' = a até " — oco. As distribuicoes
continuas equivalentes de cargas imagens estariam localizadas, portanto, sempre na regiao
complementar aquela em que desejamos determinar o potencial eletrostético.

Para analisarmos o caso de uma distribui¢do superficial uniforme de cargas livres na
superficie da cavidade, integramos no angulo sélido o resultado para o potencial gerado

por uma carga infinitesimal dg localizada em b, Egs. (B.3) e (B.4), obtendo

U(r<a) = /d\I/<(7', 0

_ 27d’c | 2 /1 d(cosf)  1-—e¢ l/ ( ) f/l d(cos8")
e | l4+eJajr—abl (A+e?ala Ir — &bl

_ 4 (5.5)

_ 27ad’c | 2 /1 d(cosf#)  1-—¢ 1/“ (a)liedg/l d(cos @)
er |1+eJoajr—abl (A+e?alo \& ~1 |r — &b|

q
= — Ba6
rey’ (B.6)
onde € = gp/e1 e utilizamos as integragoes angulares
/1 d(cos0") / d(cos8")
lr — &b| VT2 €2 —2récos

1 2/¢, parar <¢,
= (r+&l—Ir=¢]) = (B.7)

&r 2/r, parar >¢.

Portanto, o potencial eletrostatico de um ion esférico carregado uniformemente em sua
superficie, com constante dielétrica interna diferente da do meio em que esta inserido, é
exatamente igual ao potencial do mesmo fon com constante dielétrica igual & do meio
externo. Esse resultado é trivial, pois a distribuicdo de cargas imagem é esfericamente

simétrica e para a simetria esférica o teorema de Gauss fornece um resultado simples.

Desta forma, a energia eletrostatica do sistema é simplesmente a auto-energia de uma
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casca esférica de raio a carregada uniformemente com carga total ¢ em um meio dielétrico

linear, isotrépico e homogéneo de constante dielétrica externa €1,

q2

2¢1a’

Wit = (B.8)

ndo importa qual seja a constante dielétrica de seu interior.

B.2 Descricao do sistema na presenca de interface dielétrica

adicional

Até aqui encontramos a energia de um fon esférico carregado uniformemente na superfi-
cie, com constante dielétrica interna diferente da do meio em que esta inserido, porém sem
a presenca de outra interface dielétrica. Ao inserir uma interface dielétrica plana, teriamos
duas interfaces dielétricas gerando cargas imagem. A carga imagem de uma interface geraria
outra carga imagem na segunda interface e vice versa, de tal forma que teriamos infinitas
cargas imagem no sistema, tornando o seu estudo nao-trivial. Este problema é analogo as

infinitas imagens produzidas por dois espelhos, sendo um plano e o outro esférico.

Para calcularmos a energia eletrostatica associada a tal problema, teriamos que resol-
ver as equacoOes diferenciais para o potencial eletrostatico nas trés regides diferentes. As
solucOes dessas equagdes, que exibem simetria axial, sdo bem conhecidas em termos dos
polinémios de Legendre. No entanto, é necessario encontrar os coeficientes que os multipli-
cam utilizando as condi¢oes de contorno do problema. A resolugao deste problema se torna
bastante trabalhosa, como pode ser visto para um caso mais geral no trabalho de Danov
et al. [25] e Buff e Goel [63], cuja solucdo é dada em termos dos harménicos esféricos. Eles
analisam uma distribui¢do arbitraria de cargas dentro de uma cavidade e depois simplifi-
cam o calculo para um monopolo dentro da cavidade. Os resultados finais, no entanto, nao
se reduzem a uma forma fechada. Em outro trabalho, Buff, Goel e Clay [64] encontram
uma férmula aproximada para este sistema (Eqs. 3.16 a 3.23a de [64]), quando o {on é uma
cavidade dielétrica (cd) de constante dielétrica £¢ e estd em contato (ndo ha penetragao do
fon) com a interface dielétrica plana,

Wea(n=1) A A

S [ T A (B.9)

=1) =
Wed (77 ) Wlauto A In (1 + Al) ’
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Wea(n = —1) <1+)\){ A A ]
w(n=-1) = = 1-=—-—= |, B.10
wealn = —1) o 1A No  In(l— ) (B.10)
onde 2 (res 1)
1 92/(x; 11
=AMty 3p( o 0|, j=12 (B.11)
I{j+1 Kj+1 4Iij—|—1

n é a distancia do centro do ion até a superficie dielétrica planar normalizada ao raio
da esfera a (quando o fon estd na regido I, » = 1 e quando o fon estd na regiao II,
n=-1), A= (e1 —e2)/(e1 + £2), W® = ¢?/(2¢1a), kj = e0/ej, j = 1,2 e B(2,p,q) =
JEdttr=1(1 —1)77" ¢ a funcdo beta incompleta [77, formula 8.391, p.910], [78, férmula
6.6.1, p.263]. Quando g = 1, temos o caso de uma cavidade de vacuo (cv), fon nao-
polarizavel. Resultados numéricos tanto para a forma exata (calculada numericamente)
quanto para a forma aproximada sdo apresentados em uma tabela (Tabela 1, pg. 172, de
[64]), mostrando que os valores aproximados sdo bem préximos aos exatos.

Um outro limite interessante é o da esfera condutora (ec), fon completamente pola-
rizavel. Este estudo também ja foi realizado [53, 65]. No caso do fon em contato com a

interface, as férmulas se reduzem a

o Weeln=1) A
W =1) = e T A Ay (B-12)
o Weln=-1) (14 A
Wee(n = —1) = Waute <1 — A) In(1-X)" (B.13)

Através desses cédlculos podemos constatar que a correcdo para considerarmos o ion
como uma cavidade (com constante dielétrica igual a do vicuo) ao invés de um meio
dielétrico com constante dielétrica igual a do meio em que esta inserido, para o caso em
que o fon estd em contato com a interface dielétrica plana, nao vai além de 5%, como pode
ser visto na tabela B.1. Os célculos foram feitos para o pior caso de uma cavidade com
constante dielétrica igual a do vacuo, inserido em um meio com constante dielétrica igual a
da dgua e em contato com a interface plana que separa a agua de outro meio de constante
dielétrica igual a e2. O mesmo calculo é repetido considerando-se a esfera condutora.

Observando a tabela B.1 podemos constatar que o nosso modelo fornece um limite in-
ferior para a energia eletrostatica do caso de um ion néo-polarizavel modelado como uma
cavidade de vacuo e um limite superior para o caso de um fon completamente polariza-
vel modelado como uma esfera metélica. Esses limites ndo diferem entre si mais do que

5%. Como visto no capitulo 2, as diferencas s6 se tornam relevantes durante a penetra-
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17 =1 (regidao de € maior)

’ (e1,€2) ‘ cv ‘ ec ‘ dm ‘
(78,1) | 1,547 | 1,4325 | 1,487
(78,2) | 1,531 | 1,4225 | 1,475

7 = —1 (regido de £ menor)
’ (e1,€2) ‘ cv ‘ ec ‘ dm ‘
(78,1) | 39,987 | 20,68 | 39,987
(78,2) | 21,046 | 12,368 | 20,475

Tabela B.1: Energias eletrostaticas adimensionais de contato w(n =
para os modelos de cavidade de vacuo (cv), esfera condutora (ec) [53, 65] e carga pon-
tual/dielétrico misto (dm). Os resultados da cavidade de vacuo foram obtidos com o mo-
delo da cavidade dielétrica (cd) [63, 64] com €y = 1. Os diferentes casos s@o identificados
pelas constantes dielétricas maior e menor (g1, €2).

+1) = W/wpe

¢ao idnica na interface. Assim, a caracterizacdo da regidao interna do ifon s6 é importante

para determinar o perfil da energia livre eletrostatica durante a penetracdo na interface

dielétrica.
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