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11 O medo da loueuPa, na maio'J'ÜI daa ve;::es, outY'a 

coisa nao e senão o prÓpp·-,:o medo de viver~ de enfrentar as exigê!!.. 

cias do nossa aperfeiçoamento, de dominar• no.srws instintos. Entre 

a ingenuúlade da vida instintiva e aquilo que dever1~amos conscie!!.. 

te e constantemente nos esforçar' paPa atingir, medeia aemppe um 

abismo. Não consf:gu?-mos atraveseá-lo lançando sobre ele uma ponte, 

mas podemos tentar saltá-lo. E paPa cada tentativa, pPecisamos 

ter' coPagem. E antec de cada saUo, havemo;; de centir algwn medo." 

" Dar sentido à vida, e missão rio amor. Vale 

dizer: quanto mais somos capazes de amar e de nos dedicarmos a 

alguém, tanto mais plena de r;entido se toPna a nonDa vida. 11 

( H. llesse ) 

fl maninha Sandy, 

que rr;e aeompan"0.ou em todos oe saltoD, 

com nrui to car>inho. 
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RESU!'W 

~este trabalho desenvolvemos uma nova teoria que 

descreve o equilÍbrio magnetohidrodinâmico de plasmas com rotação toroi-

dal (azimutal, em configuraçÕes cilÍndricas) axissímétrica. Estn técnica 

se constitui numa extensão da Equação de Grad-Shafranov (G-S), na qual o 

efeito da rotação e incluÍdo de uma man-21ra totalmente auto-consistente, 

através do termo da força centrÍfuga na [;'_quação de conservaçao do momen-

to. 

-> 
te toroidal (v 

Neste novo formalismo, supomos umél rotaçao purame.E: 

v(r,z)~) Jo plasma em torno do seu eixo de simetria 

(l,j = w(r,z)Z), e c mostrado inicialmente que I :: rRqJ = I(~J) c que 

w;: vjr = w(i.);), onde ~(r,z) ::::fluxo poloidal/211 ; supondo ainda que a 

densidad~ de massa sej~ p = p(~) segue-se que g :: -} pw 2 = g (\j.l) e que 

onde p(r,z) e a prcssao cinética. A segu1r, e deri-

vada uma equaçao diferencial p~ra ~J(r, z) , semelhante a equaçao de G-S, 

mas que agora envolve três perfis arbitrários, I(t+J) , f(l~) e g(~) , 

ao contrário da equação de G-S original, que apresenta apenas duas fun-

çÕcs arbitrárias, I(lj!) c p(~). l':sr:-1 nova equação, a qual denominaremos 

de equação de Grad-Sh<Jfranov )fodificada (GS-N), descreve tanto o equilÍ-

brio com rotação, quanto o caso estacionácio- i.c., é uma equação gene-

ralizada. 

Elaborada a teoria, aplicamo-la a um theta-pinch de ca~_ 

po reverso: uma vez obtida a solução de equilÍbrio estático (sem rotação), 

o efeito da força centrÍfuga é :incluÍdo utilizando-se o método da varia-

çao dos parâmetros, consistente com a conservaçao do número total de pa.E_ 

tÍculas, da energia térmica total c do fluxo magnético máximo. Os resul-

tados mostram que a rotaç.ao provoca um achatamento axial do plasma, como 

também o deslocamento das superfÍcies isobiÍric<1s em relação às superfi:-

cies de fluxo. 

.l. 



I. lN'f!{Q[)lJÇÃO 

1.1 Fusão Termonuclear Controlada como Fonte Alternativa de Energia 1
'

2 

Como con:-;cqii~ncia do dcsenvolviml'Tlto tecnolÓgico, 

a dé'nl:liHla mundial de cnergut vem cn~sccndo assuntadora!llcntc nas Últimas 

Jécadas. O consumo global de energia, que era da onlem de 0.3 ''• 0.5 

Q/sêculo atê 1850 , sal.tou para 4.0 Q nos 100 anos sc.guintcs, e estã es

timado cm 1) Q so p;:n-a u perÍodo 1951. rv 2000 (Q =::: 10 18 llTU ": 10' 1 .Jou 

i<'S) Em contrapartida, as reservas mundiais rle combustivcis fósseis, ,-o 

mo o petrÜ1eo e o carvão mineral, estão estimados em 80 Q -quantidade 

esta que, se mantida a atual taxa de demanda energética, supriria as nos

sas necessidades apenas por ma:Ls um século. 

Neste contexto sombrio, a energia nuclear, explo

rada come-rcialmente há quase três décadas (1956, Inglaterra), figura co

mo o principal substituto dos combustíveis não-rcnovãveis. Raetores a 

fissão, que utilizam principalmente o U-235, estao largamente difundidos 

nos EUA, Europa Ocidental, URSS e Japão. No entanto, baseado na reserva 

mundial de urânio, (;stcs reatares serl3.1TI capazes de gcrac r..'Deq;ia da or

dem de 3.0 Q , que está longe de sallsfaz0r a demanda prevista. Com a 

entrada em operaçao dos chamados "rr.oato:res regencradorC<s rãpidos" (j'act 

iJJ•Gcdcy• r•eaeto:r:-1), mais eficientes, esta pruJução de enel·gi_a poder la ser 

ar.1pliada até da ordem de 3')0 Q ~lesmo assim, se considerarmo! um pe-

rTodr> de tempo de alguns sC:cul.os, tal quantidade nao será ainda uma re-

scrv3 trnnquil.izadora.. Além do mais, quer no,; rL'.:ttore.'; conveneiotHJ.is, 

quer nos rcgenerndores rápidos, <l prodttr,;Uo de resÍduos al tamcntc radinti

vus se constitui UUl\t grande obstfículo, r1ue ate agora não foi solucionado 

de uma maneira satisfatÕda. 

Surge entao como alternativa aos rcatores .3: fissão 

um sistema no qual a energia Útil ê obtida a.travê~; do. iusâo de nÚcleos le 

. 2. 



. 3. 

ves, como o deutério, trltio, hélio e lÍtio. A abundância destes "combus-

tÍveis" na natureza é praticamcntl' inesgotável; por CXlõlllplo, todo O deutê 

rio presente nos oceanos seria capa;-; de gerar 4xlO~Q . Alêm do mais, os 

reatares ã fusão liberam. detritos muito lilcnos rad.ioativos que os 3 fissão. 

Contudo, esta imensa reserva de energia nuclear ainda nao estã sendo ex-

piorada pelo homem: apesar de as pesquisas nesta área terem sido inicia-

das jâ na década de 50 (explosão ela primeira Bomba-li: EU:\, l9'll), a fusão 

termonuclear contr-olada ainda se encontra no estiÍgio de dcmonstroção da 

sua viabilidade cientÍfica. 

1.2- Fusão Termonu<.:lear Controlada e FÍsi.ca de Plasmas 3 

A denominação "plasma" para descrever um gas l.Onl.-

zado foi introduzida por Tonks e Langmuir, em 1929, nos seus estudos so-

bre oscilaçÕes em descargas elêtricas- muito embora, jâ em 1906, Lord 

Rayleigh tenha estudado o comportamento coletivo de partÍculas carregadas 

.- ' I I~" I I devHlo as forças couloml))anas dt• ongo n Cii!H't'. 1·. JH•;;tr• <'sLllo de p ac;~ 

ma" -gás altamente ionizado- que ocorrem as reaçÕes de fusão termonu~ 

ele ar. 

Numa temperatura superior a lü~K, a ma1or1.a dos elemen-

tos jâ se encontra ionizado; entretanto, para que dois nÚcleos colidam 

com energia têrmica suficiente para vencer a rc:pnlsão coulombiano e se 

fundirem, a temperatura deve ser da orde.m de lO~K, por exemplo, numa rea-

ção D-D. Nestas conJiçÕe::;, a preocupação bâsica da FÍsica de Plasmas rela 

cíonada com a fusão termonuclear controlada nao é'obter um plasma absolu-

tamente estável, ma·s sim mantê-lo em situaçÕes prÓximas as de equilÍbrio 

durante lliil tempo suficientemente "longo" (da ordem de l seg), para que a 

energia produzida pelas reaçoes de fusão seja maior que a energia gasta 

para criar e confinar o plasma. Em outras palavras, os H'quis-i tos fÍsicos 

básicos para a viabilidade de um reatar ã fusão, podem ser sumarizados co 



mo segue: (i) um plas:ra .·wf'-/t·i:ordu.·ent.,c denc;o c (ii) a um(! temperatura 

:..:uficienL-oncr,ic alta, (ii:i) deve st'r confinado por um tempo auficientemei]_ 

/.e longo. A forma mais elementar destas ccmd-iç.Oes de suficiência ê cxpre2!_ 

sa pelo critério de Lawson 1
: 

onde n e a dcnsidadC' do p l<Jsma, T a suco, temperatura, e 'll·: o tl'mpo df' 

confinamento de energia; para tuna temperatura otimizada de 15 kC'V, 

Jcvcrr.os ter tipicam-2ntc f ( T) 
1" -3 

'v lO cm seg 

Ot•vido a sua L'lcvada tcmpcr.Jtur:.J, o c·onfinanwnlo 

dL'.~tc·s plasmé'i.s tcnnonuclcnrcs só é possÍvel através de fortes campos mag-

n0t·icos, t'm geral cri<:Jdos por correntes externas. Deste modo, podemos di-

zer lamhém que a FÍsic;l de l'Llslll;ls l':;tud;t fund:lmL'!ltalmentc as intcraç:oes 

tcntn' as forças inc~rciais, as de sradicntc de pressão e as de Lorentz, oca 

~i.un<id<J.b pelas correntes v campos magnéticos no iuterior do plasma. 

l.'J ~ Fscopo c Rcl<:>vância deste Trabalho 

Nesla lese, o "cstad,J de cquiJ Íbrio" 1<-HJU ;H: i ma re-

ferido é analisado pdra um si.st.cn~<t parti.r-uL-,r de confi.numcnto magnético 

de p'lasma: O theta pincb ele campo reverso (:~icld-Y'"iX:!'(i!?ci i/Je-uz-pirceh~ 

FR8P), com rotaçao a:xibsimêtrica'''" (1-'Jg. l--la). 

Por questao de clarl'Zil, :1 nu.ss;J_ l'.'a:ol.!Ja do assun o 

para o presente trabalho pode S(~r justificada por duas razoes distint2.s, 

':lm primeiro luga'r, o estudo do FR8P ê de particular interesse para o Gru-

po de Plasma da Unicamp, Lendo cn, vista u seu projeto de' construçao num 

(,- 9 
ful:uro próximo) com posterior evolução para 1m12. conf'isurar,·ão de spheromak 

(rig. l-lb). Em segundo lugar, a rotação de plasmas, tanto eo. geometrias 

c-i_] Índr i c as como toroic.lais, tem ~ido objcto de vá r los trabnlhos teóri c: os 1 0 ' 11 



. 5 • 

. • )?,l3 . 1 d l 1 . d .. e cxper1menta1s - · , L'm pal·tlctl ar aque cs rc ac1ona os com lllJt~çao de 

• l '• - 1 A part.Jculas visando o aquccimL'lltu do plasm<1 , ou com o estudo J<1s ins-

Labilidades rota.cionais 19 - JO. Ainda, muito embora nao seJa do nosso intP.-

nesse. imediato, csta rotaçao tem grandl' aplicaç~Ío em centrÍfuga de plasm<:Is 

para fins de separação de isÓtopos. 3 t·· 3 
:J 

Inicin.mos o capÍtulo 11 com uw1 breve diseussão 00 

brc a teoria 1--lllD ideal (seção 2. 1) c. a derivação da equaçao de Grad-Sha-

franov (seção 2.2). As seçocs 2.3 c 2.!, se constituem n<1 primeira parte 

desta tese propriamente dita -nelas apresentamos a generalização da equ_Q_ 

ção de Crad-Shafranov para o equilÍbrio estacionário: a comparaçao entre 

os equilíbrios com e sem rotação e feita na seçao 2.5. 

No capitulo III, segunda parte do nosso trabalho, 

este novo formalismo e aplicado a um fRSP: nas suas 5 scç:Ües, abordamos 

desdo o mecanismo de fonnaçâo de um FRAP atê a apresentação dos perfis 

caracter Is Licos do plasma, passando pela resolução analÍtica da equaçao 

de cqullÍbrio e pelos métodos do dt•tvnninação (h."; constantes. 

Finalmente, no capÍtuto lV apresc,ntamos algumas 

conclusÕes a re:opeito dos resultados obtidos. 

TambZm, objetivando dar a esta tc.•w um caruter emi 

ncmto.'mcnte didático, procuramos, dt'ntro do possÍvel, apresentá-la de umo. 

1:1aneira mais simples rna:o auto-consistente. Assim, um grande nÚmero de rc-

ferZ.ncias é citado, como vimos hâ pouco~ o. n~spcito de tÓpicos que julga-

cws serem, embora de grande importância~ não diretamentc relac:iOJwdos com 

a idéia central deste trabalho. Igualmente, as passagens aJgé!Jricas ma1s 

.c-:lc·nsas foram deixadas para os i\p~ndiu.'s, rl•unidos no final dl.'~;La Lvse, 

a fim de evitarmos a "po:;,rda do fio da meada", por excesso de abstração 

matemâtica. 



. 6. 

(a) (b) 

fig. (1-l): Duas conc.ep<;:ocs de toros compactos: (a) theta-pinch de campo 

reverso, e (b) spheromak; a diferença estrutural tundmnental 

ê a ausência do campo toroiJal na prirJCira configuração. "Su1 

ambos os ca~Jos, a ârea sombreada, contida na separatriz, rc-

presenta ct rcr;iao de maior densidade de partlculas. 



II. EQUILÍBRIO l'IAGNETOI-!IDRODI:Ni\J..!ICO 

2.1 -Teoria MHD Ideal3Lt.3 5 

Na teoria magnetohi.drodinâmica (l'll!D) ideal, o pla~ 

ma C descrito como um fluido condutor ideaL (resistividade nula), c este 

talve.z seja o modelo fÍsico mais simples que ainda resguar:da uma auto-co.:!_ 

sistência, no sentido de, atravês de um sistema fechado de equaçÕes dife-

renciais, ser capaz de descrever qualitativa e quantitativamente, com ra-

zoável concordância com os fatos experimentais, o comportcunento de plasmas 

a temperaturas lermonucl cnres. Em pnrti cul ar, ê o l1nico modelo que leva cm 

consideração a geometria g1obnl dos sistemas de confinamento, Do'ponlo de 

vista matemâtico, uma grande simplificação nas equaçÕes descritivas é obti. 

da tirando-se os momentos da Equação de Boltzmann para o caso acolisional 

(Equação de Vlasov): 

d[ .,., 1 
dt f(r,v,t) 

-~ 3 f 
+v.

+ 
8c 

+ 
F 3f 

+ o. 

o que e feita multiplicando-s(' a cquaçao acima por diferenLes potencia:; 

+ 
de v, e integrando-as sobre o espaço das velocidades- esté' procedimento 

reduz o número de variáveis independente-s que fi:;uram na função de." dis-

- -+ -~ 

trlbuiçao f(r,v,t), de sete para quatro. 

Por outro lado, estas .'iimpl ificaçÕes restringem a 

regiao de validade da teoria MllD ideal, e uma análise mais rigorosa nes-

te aspecto pode ser encontrada nas lkfs. [35] e [16] limitaremo-no~; aqui 

a apresentar as premissas fundamentais: 

(a) não se consideram efeitos quant1cos e/ou rvl.ativísticos; 

(b) todos os efeitos dissipativo~; s:=~o ignorados, c o sistemn c 

conservativo; 

(c) na forç.a de Lorcntz, c desprczivcl f1·cntr• ii 
, ·> 
jxB 

. 7. 



(d) na lc.i de t\mp(.:n', n ~~nrn'nt:c ele ~.~t~~·;l.oi.'ZHili'Ilt.o ,. dc.sprcz.Ív~.l 

se comparada c.<>m 

(e) o campo t~lêt:rlco no re[(~rencial. tlllí' Sí.' nwv~:· com tuna vt~l.oci-.. 
dade v ê dado por: 

J·: ' -· 
> ' • 

E • vxll 

... 
onde E e o c:ampo no !'(.•fL~rencia1 fixo; 

(f) S(11Hlo u a conJulivi.dadt~ <·lC:rt.-ica dn pl:l:-ima, a lei d<•. Obrn c: 

·t 
J 

. > 
oE' 

+ j. ··1'-

u(E + vxB) 

> ·> 
no caso .idt..•;Ü (~ . .r·'"·:'-'), p·.tra se Lt'r tllli J finilt', d<'V(:rnn:~ r-er 1·:' O, 

r ·r r 

E I v:...: 1', u ' 

e a densidaUe Je t:orn~ut·.t"· 

tic:o atra.vés Jo me i o c.t)ndtit.or, (' Ji.z-st.' qt!(: ,u; I i nlt::lS Jt• CLllllJHJ são 11 cong_~' 

ladas'' no fluido (,f".r•no:.k:~-~-/ri lcn.;). 

básic.as que descrevem n plasnu \20TJio lml fl1Ijdo Mllll idL:.Jl. i.~·: 

(a) t~quaç;1o da conti.uuiJ.:.tde: 

Jp 
:lt + V• (pv) () (:'.1) 

.R. 



r 
(b) equaçao da r...::oJHit•rvnç;lo tlv lllOilll'l"lt~ll: 

.... 
clv ·-r _,_ ·-:o-

p - J xB - Vp 
dt 

(c) 1~i de (lhm: 

(d) 

. ,.. ~ .,. 
E + vxH 

equaçucs de 

-> .... 
VxE 

-> , 

o 

Haxwe 11: 

, 
81l 
() t ' 

1" 
Vx!J - fJoJ 

-> ·• V•R () 

(c) cq11açoes d~ estado: 

·).- -)-

V• v ~ O , 

o ' 

d (P·.l 
dt 11 

·" o 

(íluiJu <..idi.ab,::ÍLic.o) 

U.2) 

' (2.3) 

(:i .lo ) 

(L. I) 'J 

u .(,) 

(L. 7a) 

(2.71>) 

(:'.h) 

po~;t.:J escalar), 
, , 

E e B o~; i':lmpns t'\(~tr.i.rn c lllagnéticu, .1 a densidndl~ 

+ 
d1.~ corrente, v u ve.locidadC" (r11.:.1Cro~;cÜpica} do pl<J!-:ma, t'' y :1 l"i.l?..:.lO entre 

o::; cnlores ef';p<~<:"Ífico~, e t.(.•JlJOS .:.lJotado o sÍ.;.;L<~ma MKS 1-acional izudo. Mnis 

. 9. 



MIID. 

·• 
brio estátú:u (v ~ 0) cm s.i.titt•m:l."~ d(~ simt:tria a;-~ial (c.)!,. t.ol<amak::;~lH-' 13 

~I lt- ~~ [[ ) a sphcrnmnks e na ntl.~·tl is(' dn swl {~~;tabi LiJ.:.tdt.• NilO. V.1mn~-; npr(~~~t·.ntar 

obtc·mos: 

)' )- ··} 

ChH)>:B 11 \'p ,, 

Usando a .l.Jt!ntld~-:~dc vt:t·.uri.'ll: 

~ lo- ~ ! :0 ;o ) :~ ~ ~ -~ r ) ";-

V(a•b) c.("•·J)h + (b•VJ;1 - ('lxa)xb - \•ixblxa 

' ' . 
p<:ll"\1 ,:) h -- B , nl~tt'illn:->: 

·+ ~ ) 
(Vxli)xH 

:I. \ p 
,; 

(.!.<!) 

• I O. 



. ll. 

Num .sistt·ma de coorJt~n<J.Jas c·i.I.Tndricas (r,~.r,z) comotno~;tr·a a Fig. (/-I.), 

[cii·'J)ln 
;)B g2 <lB 

ll 
r . :1' B r + 

r r Jr r z ()z 
(L • I lifl ) 

:.w B B ;mI 
[ ' > 'l .. _1(1 r __ .'l' () 

(B•V)Il B + + g 
i.fl r dr r z ()z 

( 2.. l.IJb) 

<lB JB [-*-*-*] l. z 
(H•V)Il z B + B 

r C! r z ~) z 
(2.l0c) 

Também, lembrando que u ' B2 ,. l\ ·' + • 
<I> 

H) 
z.J temos; 

[vc 1 ~~>] 
:) ll ;) 1\ Jl\ 

ll r 
ll f 

_ ___<Q 11 
z 

(L.Ila) 
~ 

+ + 
r li ()r 7. :'l r 

r 

[·• B :• l 
V(2) ~~ o , (2.111.>) 

[ B 2 l ~)II ;)ll ()B 

v<-rl B r B 'I ,. z 
+ + " r ;)z <I> ()Z z :.Jz z 

(2.1 !c) 

p(r,z), 

[vP]r ... :)p_ (2.1.!a) 
()r 

[~\,LI, o 
' 

(/.111>) 

I ./p] - :1.1' (2.1lc) 
' z ;)z 

(2. 11) e (2 .l.?.), obteuws .:1pÔ~; algun1.:u; ~;.i111p I. í I U'ill..;'(ll..'~;, 

<lB :) ll B,l, ;\I :·) [l 
Il r - 1\ 

z ( :i . I '.\..1 I :rz.·- fi 
z 

"' 
:lr r :h- (I :l)-



r 
1\ 

-

:Jll I 

'·' + 
z :)z 

:Jn I 
1', 'I 

·I' ,)7. 

I' ( r· ''ri ' 7.) 

I 
I 

I • 

ll :_)l r ··- -
r (l r 

~)I) 

H r - ,. () 7, 

I ,. 
J.-.--·------

", I 
.... r- • 

r -..;.:._! 

o ' 

:I 1\ 

li 
z 

t I' r () t" " 

( 2 . I 3h) 

.<!.!'. 
()z 

(l.l 3<:) 

l ',, zf _;,~. r -......-'i' -------:, 
I "" • I r 

~--:---------· 
I 

'-I 

Fig. (2-1): Sislt!ma de coorde11aJas cili(tdrlca~ (r,,~,z) t! ()S st!ll:; versor~s 

l(r,z) rll
1 

(t·, z) . ,, 

ll -

. 12. 



r 
• B (2. I 'i) 

donde: 

,. JtjJ 
r y;- , (2.16a) 

r 
(2.lfoh) 

B 
7. 

(L.l&c)' 

SubstiluinJo c~~;tas compmH•nU~s na Eq. (2,1'.\h), obt(~ 

mos: 

l'i' eH 
dr 8z 

.J 
ifJ 1 ( ..• L.:.) 
r,z 

ou seJa, nos ternos que: 

.i!!!! :1 ifJ 
;) ,. s; 

:ll <li 
ar ~lz 

isto e, I(r,z) e fun~:7io d1• l/l(r,z) :-:ullll'nt·t., 1' 0 : 

l ·- l(ifJ) ' (2.ll) 

.u . 



. 14. 

:) l dI •'\li __ , :) I di ~l!l! ... l .. 
()r di) I dr ()z di/J ~lz 

(2. Ul) 

dl di 

t.l(i ) di/1 
(J. I i) 

r~' (~ suhs t.l tu indo 

• · con1ponr~ntcs de~ f~ por iHjlll'l:t:-~ d:HI:.tH itd:,; n:Ll\()cs (2.16a) ( 2 . 1 6c) , te 

:·ltl· 

[· 
I .I 1);_:, éC~1 I 

:li .i2r>. - -.L -·----( -- .. L) I - ii 
,.. 

Í) t dr '· t ;)r 
)?. I' 

:1 r <.> ()r 

' 
" I •'~:] .2:/' l· :hJ) :1 I : '.!' " .. ( ...•.. li ,- . 

í"Jz :h· r :Jr ;)z I) ~)z 
i)?.' 

UsunJo as rc'l.açt)L~H (2.1H) L~('! .. !()) ubtetnu~-;: 

I 

j l .!.lj~ 
I . ~l·_, ii ii 

,, 
) I, J:ll~- r? .. : .. :E l ( ·-·· + .. . ,, + -- )I 

~~r ·ir·:· I' ;\r 
;~::.--: ;· l " ;lr 

(2.20n) 

-~E l I' j Í) ')' I ' ' 
i~ c i·-"-· <.1 1. J ,, 

- + ,:: __ )1/1 + - )I r' 
:"Jz 

~-lr? 
,. ;)I- .. / 2 dijl o ;)z 

dz 
(2.20b) 

DlvLli.ndo membro a membro, 

.i± ~~) - .i± .:.!r. 
ar ')z J7. :·)r 

J ( 'i:...t) ~ li ' 
r,z 

ou S(~Ja, cumu no caso .:lut'(•ri.or, a pre~;f;J.o c• f1mç~lo de ~~(r,z) som(.~nte: 

]l p ( 1/1) (2.21) 



':T_ 2'1' j!r_ ii'_ _(l_ljl 
d~.1 ar :o ()z d 1).1 {)z 

Usando L~sta tÍltimn nurn:1 Jas l•:q~. (!...LO), oht(~mo~; fin.:llm('nt.~': 

e lintt;l ( ' ) 

/\l'(l/.J t f.l r;.'p' + J.l' -·O~ 
o 

()r 

;) 

r ~lr ')z. 

( 2. 2 I) 

c.:ida como l~quaç~lo tk Cr<..Hl-~.;llnír:mov
1

' 1 '
1

':' (C-S), t: rcl.:H·iclna os lr1.2s IJl.'r-

fis ~'llVnlvidínt na equa~ao de L'qui 1Tbriu: 
> 

1\ ' 
.' 
J L' p. 11.:..lf;i f~'.S()[Vt'J'" 

esta equaçao Uif(':rcnc'Ír~l (~m rjJ(r,z) 

L(:jJ) • A L'Seolha 

í~ntrcl n:.l t'cjUi..lÇ~ln dt· cqtti I Íht-ío; <·tttr,:liiillil 1 par;\ n•:·-itJ!v; ..... J,.l <'ompiL•t;Jtitcu-

tl~, devemos e.scollH~r 11 j!t'.'.,·,·; mau; um pt~rri !., de g ou de 

rliz q~u~, juntnmente com p(t/.!) 

cnrrt.'O L e, como mos t rart~mus .:.l s cg 11 i r. 

J ind r .ie:.1s: 

> > 
Vxll 

:)B 
r + (-.-r 

,lz 
(rB

1
)2. 

" 

• A t~speci_ 

nos 

IIS<l!Hio a E~. (2 • .">) .o"" r"I:!Ç<H": (2.14), (2.16) l' (J.I8), t.c,n;,·,;: 

J 
r 

.0..~.!!!1! 
ll r d 1.1/ :·Jz 

" 



. - _1_ di ll/1. 
Jz ~r d~ 3r ' 

o 

ou, u,sando a propr1a Eq. de G-S na cxpressao para Jq, , temos as compone_!!.. 

tes de 
-)

J dadas por: 

J<P 

I.:_~ 
).J r 3z ' o 

- ( rp' + 

(2.24a) 

(2.24b) 

(2.24c) 

Note que, ~'lté agora, nao foi feita nenhunla rest:rí-

çuo qu;.1nto a função de fluxo if! , n não ser o faL.:o de ela ser axissimétri 

ca. Entretanto, ~ ficil de verificar que: 

•l;(r,z) .. 
fluxo poloidal 

2'11 
(2.25) 

onde a integraç.ão c cfct.uada sobTe:~ a (.n··~~a po?..o1:do.t do toro, definida como 

sendo localmente perpendicular is ouperficieo d~ fluxo (~- cte.) e as 

superficies <P = cte . (ver Apindice A). 

2.3 - EquilÍbrio MHD Estacionário em Siste.mas Axissim"étricos com Rotação 

Toroidal: Equação de Grad-Shafranov Modificada 

A. Equação da Conservaç3.o de Momento-

Reescrc.ve.ndo u Eg. (2.2) na forma Euleriana., ternos: 

.16. 



que, para o (:a::;n l~;;LH·J.un.:lJ !o 

\'p 

> 
SuponJo v ~..: v ( ,. ·~ ·l '1 l.t'., 1.11:1:1 !tl(:II,;:Hl ;t;-.:Í:-:;Si!lll.'lt"JCíl ptlr.íl!lH'Illl~ l.Or-tlÍda] 

(azÍ.IIIur·:ll), Li..•ruo:;, ~~~:;tntltl lfi t·:~p~~~;~;~~~-.~; (.).!()) Ctlt\1 

v - v 
<li 

(v·))v 

Ainda, l.t..'Iilbr.Jndn qw:: 

v 11 I 

> 
ondi• v (v,~·!tKid~t!'..k~ L,lJ·oid<LI) l 

I 

\ 

I r , \ _..,. 
t--z_4 
I . - --
t 

v-v:-0'-~ ,.. (:'. 

u.nJ 

(2.2B) 

(2.2 11) 

) ) 

n·~.; r, v (: ()) 

• L I . 



SnboLiLnindu a Eq. (2.3) na Eq. (2.4) para u caso 

e$tacion3:rio, lemos: 

·+ _,_ ). 
Vx(vxll) () , 

que pode s~.:.•r dt..•s1.2nvolvi.d.:..l como: 

-:+- ·1- -)'- .,.. ). :+- -).- -)- .:~ 

• Para v 

donde: 

(V·B)v 

-~ )r 

V·v 

(V•v)B + (B·V)v 

;) 
(rv ) + 

r ()r r 

• • • (v· V) B 

Lembrando !ll<.J.ls uma Vt'7 quL' v= v(t,z) 

vil 
;.)v • ·• • _j'_ (1\•\Jh - r ( 11 ,. ,- :·Jr 

v~ vil -. . . • -- J r 

~· (v•V)II - r + ,. r 

1\. 

' 

donJ<., igualando as t·omporwn tt~.S -~~ , t't:·ntns: 

11 
z 

v B (-- -
,- r 

_:l_':'_) 
(.lr 

-r ·)- _,. 
(v·V)K = O • 

B 
z 

+ 
3v 

z 
()z 

H.(r,z) 
I 

:Jv) r -,.- " 
1Jz 

o , 

i - r,q·,_z, c 

.1.8. 



• Ainda, uma vez que: 

av a (~') 
az - r az r ' 

d ") r-(-
dr r 

ternos: 

B J (~) + B a (~) ~ O • 
z az r r dr r 

Usando a definição (2.28), e as relações ~.16a) e Gr.16c) para as compo-

+ 
nentes de B , temos, jâ simplificando o r : 

.21J! aw 
:lr :lz 

ou seJa, mais uma vez~ 

w -
v( r, z) 

r 

o ' 

(2.30) 

Esta relação nos diz que, num fluido condutor ideal em rotaçao toroidal 

axissirnêtrica~ a velocidade angular deVe sr.=r constante. sobre uma mesma su 

perfÍcie de fluxo; e é conhecida como Lei de Isorotação de Ferraro, 63
,

64 

que pode ser expressa pela equação: 

(2.31) 

Assim, quando w 'f w(lj;) , 
+ 

(lB/8t i' O , o que pode ser interpretado como 

segue: caso a velocidade angular não seja constante ao longo de uma linha 

de carnpc, as várias ''partes" desta linha gus ta riam tempos difere.n tes pa-

.19. 
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ra completar uma volta cm torno do eixo de shnetria.; e:~ como as linhas es-

tão 1'congeladas 11 no fluido., este cisalh.ilmento criaria um campo magnético 

variável em tempo, na dir.,ç.ão toroidal. 

C. Equação de Grad-Shafranov Modificada-

Substituindo a Eq. (2.5) na nova equaçao de conser 

vaçao de momento, Eq. ( 2. 29), ob t<'mos: 

ou; 

Note que esta equaçao ê semelhante ã Eq, (2.8), apenas com um termo adi-

cional na sua componente radial; logo, usando as expres~oes (2.10), (2.11) 

e (2.12) ternos, em anal<Jgia ao conjunto de Eqs. (2.13), 

3B 3B ~ar -ªr. B r B z 
pu/r ~ .j - )Jo z az z ar r ar >o ar ' 

(2.32a) 

~ 
B ar B 

r o +-- ~ 

z az r 8r ' 
(2.32b) 

aB ;)]) aB 
-ªr. 

ll<P 
..:......± B r ll 

z - - -- ·• ~ ll az r az r (lr o <lz 
(2.32c) 

Usando as relaçÕes (2,16) para as componentes de 
+ 
B , a Eq. (2.32b) for-

uece novamente I ~ I(~J) , e as outras duas podem ser escritas como: 

(2.33a) 



= - )1 ,~ -ªr>. 
o ()z 

1 (2. 33b) 

quo sao semelhantes as Eqs. (2.20). Note que agora a divisão membro amem 

bro destas equaçÕes forn~ce: 

- - pw2 r 2!!: r O 
dZ ' 

(2.34) 

ou seja, 

p = p(r,z) F p(ljJ) • (2.35) 

Multiplicando a Eq. (2.33a) por r c a (2.33b) por 

z , e somando: 

(ll*ljJ+II')(~ r+~ z) = 2 Bp - op - ' r -p r (~r +- z)+p pw·r r 
o or Jz o 

ou sc.ja., 

o . (2.36) 

Consideremos agora a seguinte derivada: 

I 
donde: 

1 z-* 2 z-> 1 2 

2 pw ll(r ') + r ll(zP"' ) 

2 g-> .,-> l ' 2 11 pw -r 17r = lJ r<ll(~pw'·r ·) 
o o 2 . 

,_,_ 1 
lJ r 17(~pw 2 ) 

o 2 (2.37) 

.::S.::.uptco::.:n::.:a:.:-O:.._..t:P:.._=__o:p"-(lj!L)é., e tendo em vista a lei de isorotação (2.30), podemos 
! 

definir: 

.21. 



(2.38) 

de modo que; 

e a Eq. (2.37) fica; 

o . 

Voltando esta na Eq. (2.36), 

ou, reagrupando os termos 7 

o . (2.39) 

Esta igualdade vetor.ial nos garante que a segunda expressao entrj' paren-

teses e função so de lj! (ver Apêndice B), e permite definirmos; 

d~ tal fornta que; 

- p(r,z) - r
2 g(W) ~ p - l pw 2 r 2 

2 

Com 1sso, a Eq. (2.39) fica: 

(2.40) 

. 22. 



para ser v~lida para nao iíh~nli.camentL• nulo, JL•vctnos ler: 

o . 

A esta equaçao que. c.ll'~LreVL' n cqtti I Íhrio ~1HD eh• tun plasma com rola~ao 

axissimêtric.a, vamos dcnotninar d(' ''J·:tlua~:/io de Crad-Shafranov ModificaJa" 

(GS-M). Observe que, pondo '"~O '''"' Eq,;. (2.JH) e (2.1>0), obt'l!11os rcs-

J>(~) , e'' l'q. (7.~1) volta i forma Ja 

Equaç3o dC' G-S original (sl'llt r'ot-:..t(~.:w), na fonll:l da l·:q. (~~.2'.\). 

c..:;unpo magnético, os ~~(~tis comrorH•nlP~; ~,.:-lo dado~; pt•li..ls rt•I . .-H.;Õ~.:.•s (2.l6): 

H 
r 

.'!.:!: 
r ;·\z ' 

r 

l ~~I 
r ()r 

(2 .42c) 

entretanto, usanJo a lei de Ampere (: n Eqt.tnç::lo d(~ (;S-H, ns c.omponcnl~s 

de > 
J possnm a ser: 

L.: _ _±i> 
1.1 r ;)z 

<) 

/~~L 
J~,-1,,

() 

l' ~ 
~ 1 r ;\ t 
" 

(".41:~) 

I l ' • -·-·) 
11 ,-

<) 

(2.4lb) 

(2 ,4'k) 

.1'3. 



D. Perfis Arbitrários-

No final da seçao 2,2, vimos que para resolvermos 

o problema de equilíbrio estático devemos arbitrar as funçÕes p(l)l) e 

I(l)l) que figuram na Equação de G-S, o que fisieamente equivale a escolher 

mos duas das três grandezas que figuram na equação de conservação de momen 

to, Eq. (2.8)- no caso, pressão e densidade de corrente -para determinar 

mos o perfil do campo magnético. 

No equilÍbr·io com rotaçao, temos aparentemente :Eix~ 

do quatro perfis arbitrários - I(l)l) , w(l)l) p(l)l) e f(l)l) se consi-

derarmos que g (\);) e uma função derivada de p(lp) e w(\);) , de acordo 

com a definição (2.38). Entretanto, a equação de conservação de momento 

para o equilÍbrio estacionário, na forma'da Eq. (2.29), 

->- 7 ~)n 2. ~ vp = JXB + pw rr , (2.44) 

mostra com clareza que o efeito da rotaçao, exercido atraves da força 

centrÍfuga 

(2.45) 

depende do produto p(l)l)w 2 (~J) , e nao destes perfis separadamente. Logo, 

podeu1os dizer também que na r.ealidade temo's apenas três perfis arbitrá-

rios I(l)l) , g(l)l) e f(l)l)- exatamente aqueles que figuram na Equação 

de GS-M; e p(\);) e w(1p) passam a ser interpretadas como funçÕes deri

vadas de g(\)1) . f interessante observai: que ambas as interpretaçÕes estão 

de acordo com os fatos: 'se se considerarmos p(•V) e w(l)l) como dois pe.E_ 

' fis arbitrários separadamente, a Eq. (2.45) apresenta cinco perhs, e en-

tao devemos escolher quatro deles; e se supormos que a força centrífuga e 

representada pelo "perfil global" g(l)l) , a Eq. (2.45) passa a apresentar 

. 24. 



quatro perfis, dos quais tr~s sao arbitririos. Estas duas alternativas, 

juntamente com o caso do '~quilÍbrio sem rotaçao, sao sumarizadas na seç.ã(, 

2.5. 

2.4 - Fechamento do Sistema de EquaçÕes MHD: "Equação de Estado" 

Considerando-se que a Eq. (2.6) nao estabelece nc-

nhuma relação entre duas (ou mais) grandezas, mas sim apenas determina 

uma condição inicial a ser satisfeita por 
-> 
ll , o sistema de equaçÕes MHD 

(2.1) - (2.5) apresenta 13 equaçÕes (e.scalares) e 14 incÓgnitas: 

p , p , 
_,. 
v , 

7 
J , e 

+ 
E . Logo, torna-se necessã.ria mais tnna equação, 

especificamente uma que relacione a pressao (que sÕ figura apenas numa 

das equaçÕes) com uma ou mais das variáveis citadas acHna ~o que descar-

ta de imediato a utilidade da Eq. (2. 7a) para fecharmos o nosso sistema. 

Igualmente, as equaçÕes de estado (2.7b) e (2.7c) se reduzem a identida-

des, tanto no caso estático c.~omo no Cé:H:H) estacionário com rotação purum(~~ 

te toroidal (ver Ap~ndice C). Diante dis8o, par.,ee-nos inevitável lançar-

mos mão da equação de conservação de energia, ou entao procurannos alguma 

outra forma de equaçao de estado termodinâmico. 

Vamos, entretanto, a:otes anoli.sar um dos perfis 

arbitrários, nos casos sem e com rotaçao, re.spectivamente Eqs. (2.21) e 

(2.40): 

p(r,z) = p(1~) (2.46a) 

( ) = f( ) l 2 ~ p r,z ~ + 1 pw r·- • (2.46b) 

Os perfis p(1/J) e f(~J) que. figuram nos segundos membros, embo,;a sejam 

funçÕes matematicamente arbitrárias, ·as sUas escolhaS significam fisi.ca-

mente a detennin;;tção ele um~1 dependência funcional especÍfica com a g'rand~ 
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za lJl, que po:r sua vez está relacionada ele. umn mane1 r a implÍcita com o volu-

me do plasma. contido no tubo de fluxo '~~c te. (ver Apêncice A). Assim, uma 

vez eseolhidos os pedis p (VI) e f(1)!), as Eqs. (2.46) desempenham perfeita-

mente <..':1 obj eti'V'O da. 14ª equaç.ão cstabele.cer uma relação en.trc a pressao c1 

nétic.a e as outras qunntidades, c.omo l/J, p, w, etc. 

2.5 - Quadro Comparativo entre os EquilÍbrios MHD Estâtico e Estacionário 

\ 
EQUILÍBRIO ESTÁTICO EQUILÍBRIO ESTACIONÁRIO 

(Sem Rotação) (Com Rotação) 

EQUAÇÃO DlE 
I 

->- 7 ... ~r -:- ->- 2 ...... I 4· -t- -l>- ..... 
llp ~ J x B llp ~ J xB + pw '"r r I llp ~ JXB + 2rg r 

EQUIL!BRIO I 
I 

EQUAÇÃO DE ll*1)! + u r 2p'+ II'~ o 
GRAD-SHAFRANOV o fy\ 1)! + llo r2 ( f' +r 2g') + II'~ 0 

I _,_ I 

i o 
I I (1)!) - J (r,z) i I "' -)" 

'""' 
I o I (1p) 

-~ I I ( 1)!) - J (r,z) 
~ :z I H - J (r,z) I 

!ll I 
\~ f (1)!) - p(r,z)J I 

~ ~ 
I "' : f (1)!) __,. p (r,z) 
I I'< 
I H 

p (1)!) > I 
;o <>l "" ->- I -> 
(.) "" "' p ( 1)!) p (r,z) Fc(r,z) i g (<j;) - Fc(r,z) 
H <ti -"' 

. w (<j;) 
~ 

I 

g; 
"' o I 

O' "' ~ 
I 

"~ I 

"' o "'"' I 

~r,") ... u "'H -7-
(r, z) 

_, 
I .,. 

~- "'iii B B (r, z) I B 

"' "' I 

"' "" <ti"' I 

"' I (-< I 

~· 
I "' I 
I ç, I 
I I 

RESOLUÇÃO 
Perfis Arbi trãdos Condi.ç.Õ<'s de Contorno paralji(r,z) DO PROBLEMA e 

1 ôlj! I l lí_ 
B ~ -- - ; B~ 

~ 
~- ; B -

r r :Jz r z r ar 
COMPONENTES 

DE fi E 
7 
J I • 31j! ll* 1)! I' ôlj! 

J ;-~--- ; 
J~ 

~ -- ; Jz 
~ ----

r ~ r ih p r \.l r <lr 

" !) " 
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III, APLlCAÇÃO A UM 1'1-lETA-PINCH DE CAMPO RIWllRSO 

3.1 - Generalidades 

ti t . h (FR8P) - . 1' · 'd ·1 d f' ~ - . • ze a-p1J1C • , e um SJ.Slema tnear-t<>rol a, e con 1namento magnet,-

co de plasmas termonu.cleares) cuja caracterl.stica básica ê a presença de 

linhas de campo magnético fechadas, como nos sistemas toroidais, não obs-

tante a sua configuração cilindrica. Ta.mbêm, muitas v~zcs o campo azimu~ 

tal (B <,b) e nulo ou desprezível se comparado po loidal 
+ 

ao campo Bp 

(::: B 
r 

r -· B z> z ' 
ao passo que a densidade de corrente e puramente azimutal. 

O confinamentO e a :i.ttrplosão se devem a força, de Lorentz ""'' ->· 
j xB , sempn' dL 

rigida para o eixo magnético (onde U.l e máximo c o C3lllp0 poloidal e nulo)' 

como mostra a Fig. (3-1). 

Um esquema bâs ico para a formaç.ão de um FR8P, a 

partir de um theta-pinch padrao, c aquele proposto por Linford cJ al 65
: 

através da produção de um campo de polarização reverso simultaneamente 

com a pré-ionização, durante o primeiro S<;~mi-ciclo da clc,2.seurga _do banc.o 

principal de c~ipa~~i tores, e o "pinch" ocorrendo durante o seu segundo 

serni-ciclo. E-ste campo reverso reconecta-se. nas extremidades do eílindro, 

gerando uma configuração com linhas de campo f"chadas; ent<h> o plasma so-

fre uma contração axial ati atingir o equilrbrio (Fig. 3-2). 

Fig. (3-I): Configuraç([o tÍpica de um FR8P. 
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As p<'squisas em FReP, tanto teóricas como experimeE: 

tais, têm recebido grande motivação pela sw> dupla vantagem: de um lado, a 

presença de uma estrutura fechada veio a superar um dos malares rroblc~mas 

em thcta-pinche.s comuns -a râpida perda do pl.,sma pelas extremidadC's; do 

outro lado, a sua geometria cilÍndrica requer lll!la engenharia menos conlpü•-
n 

xa se comparada a sistemas toroidais, como os tokamaks. Esses dois atrati-

vos, associados a possibilidade de se obter tttn plasma de alto beta poloidal 

(0.5 - 1.0) a tcmperatur;1" t<,,rmonuclcarcs ( - kcV), L1z'"" do l'RAP ·~n forte• 

candidato ao protôtipo de. um reatar ã fusão. 

(a) PRÉ-IONIZAÇÃO : ~~~~~~~~~i~~~~~~ solc•noide do 0-·pinch 
~---- tubo ele. vidro 

plasma frio 

.. · · · campo de polariznç.ão 

(b) IMPLOSÃO 

(c) RECONEXÃO DAS 
LINHAS DE CAMPO 

(d) CONTRAÇÃO AXIAL 

(e) EQUILÍBRIO 

Fig. (3-2): Esquema de formação de,~ FR8P. 5
'

65 

de implosão 

quente. 

A fim de obter um FR8P com R" ~ O , façamos, de. 
'I·' 

acordo com a Eq. (2.14), 



l (l)J) 

tmnbêm, vamos arbitrar: 

f (lji) 

p(lji) 

w(lji) 

o 

E 
clji • 

e, usando a definição (2.38), ternos q,Ie: 

Por simplicidade, façamos: 

b -
1 

" hc 2 
- 2 ~o 

também, vamos supor que a 

a + 2s = l 

de modo que: 

e c seJam tais que: 

(a, s ;;:. O) , 

(3 .1) 

(3. 2a) 

n (3.3a) 

(3. 4a) 

(3.6) 

(3. 7) 

(3.5a) 

Nos câlculos a segu~r, vamos designar pelo Índic.~ "m 11 os valores das 

grandezas sobre o eixo magnético (localizado em r :::;;: r 
m 

. ainda definindo uma função de fluxo normalizado por: 

c z ~ o ) ; e 

.29. 



'Y··· 

'Y(r,z) 
lj!(r,z) 

- ljl(r ,O) 
m 

podemos reescrever os perfis arbitrários (3.2a) -- (3.5a) como: 

w(ljl) - w 
m 

'l'E; 

' 

g (''') - g 'f 
'Y ll\ 

(3.8) 

( 3. 2b) 

(3. 3b) 

(3.4b) 

(3. Sb) 

Derivando as Eqs. (3.1), (3.2a) e (3.5a), e substituindo-as na Eq. (2.41), 

temos: 

(3. 9a) 

No final da seção 2.3-C vimos que a Equação de GS-M, (2.41), descreve 

igualmente os equilfbrios cst~tico e estacion~rio, bastanto, para este 

ulcimo caso, fazermos g(ljl) - O . Então, tétdo em vista a relação (3.5a), 

fazendo b ~ O na equaçao acima, temo::::: 

(3.9b) 

esta Última é exatamente a Equação de G-S, que descreve o equilÍbrio sem 

rotaçoa(l, e a Eq. (3.9a), a Equação de GS-M, que descrew' o equilÍbrio com 

c<Jtaçao. 
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3.2 - Equilibrio Estático (Sem Rotação) 

A. Solução da Equ»ção de C-S poc Separação de Variu.veis-

Supondo uma solução separâvel do tipo: 

~J(r,z) "- R(r) Z(z) , 

a Eq. (3.9b) fica: 

R" 
R 

R' Z" + -- + 4a~r2. ~ O , 
rR Z 

(3.10) 

onde as linhas indicam derivada em relação aos seus respectivos ar-gumen-

tos. Introduzindo uma constante de separaçao À , temos: 

R" R' 
4a 2 r 2 À2 - + ~ 

' R r R 

Z" À? 
z . 

Definindo urna nova vari3:vel: 

x(r) - »·r' 

a Eq. (3.lla) pode ser escrita cornel (ver Apêndice D): 

onde: 

2 
dl~+(l 

dx 2 

- ><' 
TJ - 8a 

- lQ)R - O , 
X 

(3 .lb) 

(3.llb) 

(3.13) 

(3.l4a) 
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A Eq. (3.13) ê uma equaçao diferencial de Coulomb, CUJa solução e (ver 

·Apêndice D) 6 6
: 

R(r) ~ f (~,x) + ~ G (~,x) 
1 o 2 o 

o (J; sno constantes nrhi..Lriirias:\ c 
2 

I' (n,x) 
() 

(3 .15) 

" C (n,x) sao o 

respectivamente as funçÕes dt• onda de Coulomb (CWF) regular e logarrtm:l-

ca, de ordem "ero. Em z , tomando-se a soluçao da Eq. (3 .llb), simetr:l-

ca cm relação ao plano equatorial (z ~ O) , temos: 

Z(z) ~ A cos nzJ , (3.16) 

onde A e outra constante nl::"bit:râr.ia. 

Voltando as soluçÕes (3.15) e (3.16) e;n (3.10), te 

mos a solução da Eq. (3.9b): 

\(l(r,z) ~ [c F (~,x) + c G (n,x)] cos C\z) , 
1 o :?; o 

(3.17) 

onde redefinimos as constantes C - fi.Q: e C - 11.11: • 
1 l 2. :(; 

B. CondiçÕes de Contorno e Determinação das Const"nte,;-

De acordo com a definição física de 1' (ver Apên-

dice I), temos que: 

(i) 1.(1 ~ O , sobre a separatriz 

(ii) w - ,,, 
"'m 

~) , sobre o e1xo magnético; 
max 
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onde, de acordo com o tipo de solução proposta em (3.10), a separatriz e 

um retângulo; e o eixo magnético e~tã localizado em r - r 
m 

z ~ O , c.o 

mo mostra a Fig. (3-3). Com isso, as duas condiçÕes de contorno anma po-

de.m ser escritas como: 

(i) lj!(r,z
0

) ~O (todo r > O) , (3.l8a) 

(ii) l/J(re,z) • O (todo z) , (3.19a) 

O (todo z) , (3.20a) 

(3. 2la) 

(v) olj! I - o • 
3r (r ,O) 

m 

(3. 22a) 

(vi) .?.::1!.1 - o 
3z (r ,O) • 

m 

(3. 23a) 

Ainda, na definição (3.14a), vamos considera·r À c ll como "constantes 

independe,n tcs 11
, e. <l Judo por~ 

(3.14b) 

.33. 

como uma "constante derivada"; com isso, o é:onjunto de Eqs. (3.18a) - (3.23a) 

apre$ertta, em princÍpio, 6 incôgnitas~ a saber: c 
l 

c 
2 

À , ll , r 
m 

c t.pm ; c se constitui m.rrn sistema fechado, uma vez que os parâmetros ge~ 

m~tricos r. , r e z ser~o arbitrados. 
l. c o 



superfícies de fluxo (w=cte.) 

separatriz (w=O) 

eixo magnético (w=wmãx) 

Fig. (3-3): Seção reta (plano~= cte.) de um FR6P sem rotaçao, descrito 

pelos perfis (3-1)- (3.5). 

~~ I 
"k -

Usando as notaçoes compactas: 

dF (n,x) 
o 

dx 

dG (q,x) 
o 

' Gl~ - -"'-:d-x--

li 

com k = i,e,m , e a expressao (3.17) para ~~ , as condiçÕes de contorno 

(3.18a)- (3.23a) podem ser reescritas corno: 

w(r,z ) = (C F • C G) cos(Az ) =O , 
o 1 ~ o 

(3.18b) 

~(r.,z) • (C F. +C G.) cos (Az) • 0 , 
l. 11. 2l. 

(3.19b) 

~(r ,z) • (C F + C C ) cos (Az) • O , 
e 1e. 2c 

(3 .20b) 
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lj!(r ,ú) 
rn 

~ (C F + C G ) ~ ,,, 
rn "'rn , 1 rn 2 

(3.21b) 

1!J! I ~ 2ar (C F 1 + C G 1 ) ~ O , 
8r (r ,O) rn 1 rn 2 rn 

rn 

(3.22b) 

l:/!1 ~ -À(C F + C G )sin(O) ~O • 
8~ (r , 0) 1 rn 2 rn 

rn 

(3.23b) 

Note que a Eq. (3.23b) c urna identidade, e so vem a confirmar o valo~: de 

z do eixo magnêtico (z ~ O) que tl:nharnos fixado intuitivamente; e p~ 
rn 

ra À a , r r O , as demais equaçoes acima sao: 
m 

COS ( ÀZ ) ~ 0 > 
o 

C F. + C G. ~O , 
l 1 2 1 

C F + C G - O , 
l e 2 e 

C F 1 + C G' ~ 0 . 
1 m 2 m 

Da primeira, obtemos de imediato: 

~ - (Zn+l) (n ~ 0,1,2, •.. ) 

em particular, vamos tornar a solução para n O 

(3.l8c) 

(3.19c) 

(3.20c) 

(3.21c) 

(3.22c) 

(3.24a) 

(3.24b) 

A f in1 de compensarmos a inuti 1 idade da condição 
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I~ r i de contorno (3.23), vamos igualar a expressao (3.2a) com a definição 
/ 
~ -
' (2 .40) para o caso sem rotac·ao (w ~ O) : t • 
i; 
,;·. 

ou se.ja,. sobre o e.uw magnêtico, 

(3.25) 

Substituindo esta na Eq. (3.2lc), ficamos finalmente com o sistema 

C F. +C G. 
l 1 2 l 

o • (3.l9d) 

C F + C G ~ o • l e 2 c 
(3.20d) 

C F + C G ~ ()J p /2a 0 ) l!Z 
1 m 2m o m 

(3.21d) 

C F' + C G' ~ O , 
1 m 2 m 

com 4 in cÕgni tas ,. c c n " 2 

(3.22d) 

r (x ) . Observe que, tendo em vista 
m m 

a relação (3.14b), e com À jú calculado pela Eq. (3.24b), o cálculo de 

n determina tambem o valor de a Trabalhando com as Eqs.· (3.2ld) e 

(3.22d), obtemos (ver Apêndice E): 

c ~ -~ G'Cn,x) , 
m o m 

é ~ lj;F 1 (n,x). 
2 m o m 

Como obvian'iente ~s funçÕes F (Jl,X ) 
o m 

e suas derivadas nao :::~ão algebricamente inversiv(.~is para Tl c. 

(3. 26a) 

(3.26b) 

Go(ll,xm) 

x ', a de 
m 
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terminação de todas as constantes que figuram na solução (3.17) e feita 

pel~mêtodo de tentativas sucessívas, na seqüência abaixo: 
i 

(i) arbitramos os valores de r. 
' 

r z e 
1 e o 

(ii) calculamos À pela Eq. (3.24b); 

(iii) chutamos n e X m 

(i v) calculamos a pela Eq. (3.ll;b); 

(v) calculamos l/1 m pdu Eq. (:3.25); 

(vi) calculamos xk = 
2 

ark (k = i, e ,m) 

(vi i) calculamos as expressoes 67 F. 
' G. ' 1' 

1 1 e 

G' ; m 

(viii) calculamos c e c 
2 

pelas Eqs. (2.26) ; 

Pm I~ 

G F' e 
"' m 

(ix) procuramos obter simultaneamente, de acordo o:om as condi·-

ç~cs de contorno (3.19d) e (3.20d), 

CF.+CG. 0 
l l. 2 l 

CF +CG O 
2 e z e 

3. 3 - EquilÍbrio Estacionaria (Com Rotação) 

A. Solução da Equação de CS-M por Separação de Variâveis-

Vamos re.escrever a Eq. (3. 9a) na forma: 

(3.27n) 

o que nos sugere uma solução do tipo: 

~(r,z) = H(r,z) + P(r) , (3.28a) 

onde H(r,z) e a solução da equaçao homogênea: 
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à*H + 4a 2 r 2 H m O , r~ (3.27b) 

e P(r) a solução particular da equação não-homogênea: 

- br 4 • (3.27c:) 

É imediato que as Eqs. (3.9b) e (3.27b) sao idênticas; logo H(r,z) e 

dada pela expressão (3.17): 

H(r,z) m (c F (n,x) + C G (n,x)]cos(Àz) . 
o o l o 

Explicitando o operador 6* na Eq. (3.27c): 

P" -
r 

supondo uma solução do tipo P(r) 
TI 

~ Ar , c>b temos: 

n-z ? n+2 1 n(n-2)Ar + 4a-Ar + br' O . 

Para A ~ b · nao identicamente nulos, a í:i-uica possibilidade e: 

TI m 2 

donde: 

P(r) ~ 

2 br 

A 

bx 

4a 2 4a 3 

(3.28b) I 

(3.28c) 

onde tambêm usamos a definição (3.12). Voltando as expressocs (3.28b) e 

(3.28c) em (3.28a), obtemos a solução da Equação de GS-M: 
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- [c F (n,x) + C G (n,x)] cos(Àz) - bx . 
,o zo 4' a 

(3.29) 

Corno esta solução nao e do tipo R(r)· Z(z) , a nova separatriz nao sera 

ma1s uma scçao rctangular t mas s1m tmw curva genérica~ contudo ainda si-

métrico em z, como mostra a Figo (3-4). 

separatriz (~·O) 

eixo magnitico (~-~ - ) 
· max 

Fig. (3-1·): Seção reta (plano G' = c te) de um FR8P com rotaç.ao axissimctri 

ca, descrito pelos perfis (3.1)- (3.5). 

B. Expa.n_são dos Parâmetros e De. terminação das Cons tante.s-

Comparando as soluções (3.17) e (3.29), verifica-

mos que esta Última apresenta uma constante ?rbit·rária u. mais, b 
1 

que 

obviamente estâ relacionada com " termo de rotação na Equação de GS-M; cs 

ta. constante, ~~m particular, pode ser dete.rminada de uma maneira simples 

igualando-se as expressoes (2.38) c (3.5a), para 

h ·-
l 

p p w2 

o mm 
2 ;j; 

rn 

·~ = ~) rn 

(3.30) 

onde e IJJ 
rn 

entrnriam c:omo vHlores de contorno. Com 1sso, e lernbr.an-
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ruta<;~.io J ic.:~ria re~;olvid() n.:t ~·;ua lnt:q~r.:l ~i.l·., CU1:1 t;:.nda ...... ;.l~; CUII~il<IIllt•~; 

(J.? ln) . 

geomê: t r i c o~..; ,. r 
C' 

,. z , sc·n; "" '!'""" :.1.s <:on<liçÕes ().lHa) - (3.20a) 
u 

deixariam Jr• ser Úteis. Em outrns pa1nvra~..;) toda~.; a~..; constantes arbitrâ-

ria~~ qu(' figurnm na solu~iío 'LL(J) puJL'Ill ser detertuinadns simplesmente r~ 

petindn-se cJ esquema desc•rito nA scçao 3.2-R, c mais a t!xprcss~o (3.30), 

u que fi~;i.camunt~._• signi.Ci.c.:l t.'IH' . .:lr.:lnno!..; ns dun:-:: :..;nlllÇi.H~:.:; dt~ t•quilÍhrio-

Ent.rct.:lntn, este• m(:;todo; t!mhorn Sl'Jfl p(~rfeilanH~nte 

dcSSL!S resulladof>, dos mílÍfi :.:; igni l"icnlivo.': qut~ c~spt~r:unot..; obl<.•r, (~ a in-

fluência da rotação ~obrt_• a posl~<J.o 1= a l.orma J.:1 ;-;eparatl'.'Í.Z. Assim 1'll'1Hlo, 

a }Wsi~ãu da scpa:ratr.iz. Nl'f;te Lonna.Lismu, todas a:; variac;Ües no~~ perfif:i 

\" . .'!J",I('tt·rT:-;t i.cn~..; do pl<..lSil!;.l l'lll equi llbriu C'~;taciuniÍríu seri!u calculada~; u~ 

11111;1 I!l<.lnei ra autu-cunsi.t;lenle com r(~~·>pci ln :JO pln.sma (~stilLic:o 11 11n _(.:t.'nlidn 

cm1sidernda~ c.omn St'ndn d('~;t.'onhl't.'id.:.ls, t''u.:c~lll aqtH~la qtH: í.:'XalanH~nU: tra-

h, dndn por {"LJO). \!un1 r.:.H:.iu(·Íuío t;Ímplif->La, 

ç.lo podt":ri.:.l SC'r cfetoaJa atríhuindtl-~>v o~..; !"il(·~mn: . .; vnlon·~; p<:tra a~; con~~tan-
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apenas pela in('lu::;?io d.-1 sol.uc,;ilo partieular (J.27c), com .:1 con~Lan.tt.' 1.) 

daJa por (3 •. _W). No t.'nt:a.nto, e.slt.~ procedimento falha n. rartir Jo momc~nlo 

(2 .40)- e qut.' pnssa a fi L~ r J.ifen.:·nlc.~ daquele uti 1 izado para obtermoti a c~2 

qüentes. 

Dilo isso~ vamos distinguir as grn.ndezas correspo~ 

denLL~s .::t.o equilÍbrio esttltico dacpH..~laf> relacionad.ns com o equilibrio c.st~ 

cionári.o, p('los supra-Lndice:? ( o) ,. 

temos qtw: 

\' 
4.>-(r,z) [tJF(r/,xl 

\' 
ll 

I 

( I ) resr>í.~clivarnent~; com 1sso, 

b9'x 

4(a9')" 

('J.!I) 

(!. IL) 

par.:.l Y. :-::- O.l , e obví.::t.rm.!ntc h 0 O ; c.~ li..llnbl;m tl'lllOS ond ti do o Índice 

"o" ('Til F(q~x) c G(l),X) , ror comoditlade. r claro que.~ as constantt~S 

Ó(.~sign<Jd.:lti por ( u) sao a'iw.2laf; obtid.:1s na S(çan ').2-K para u equilÍbrio 

L':>L~tico; l' para a dc.~lennina<:;~O Je C 1 c' 
' 

A 1 • a' 
' 

r I e. 
m 

l 
lj!m • 

r:on t inuam viíl ida~, sem pl' rtl.1 de• gc.•1wral idat1e ~ cond içõ~~R de contorno idên-

(i ) ~1 1 (r 1 O) m' 
tiJ I 
1

111 
(3. 33a) 

(ii) _;l~l 11 (:l.:l:!b) 
;)r (r 1 O) • 

m' 

(i ii) <!.'/'..'_ I () ' (3.:l.1c) 
()z ·(r',l.)) ' 

m 



uma vez que estas e$tao baseadas unicamente no fato de que,. por defini-

ção, 1~ 1 (r,z) assume o seu valor máximo sobre o eixo magnético, agora lo-

calizado em z ~ O • Naturalmente a condição (.3. 33c) torna a r e 

produúr uma identidade, e esta perda serã mais uma vez compensada por 

uma relação semelhante ã (3.25), sÓ que agora com a inclusão do termo de 

rotação. 

A fim de substituirmos as três condições de contoE_ 

no relacionadas com a posição da separatriz, as quais vamos desconsiderar 

para o equilibrio estacionário pelas razÕes acima e~postas, vamos lançar 

mão das "leis de conservação'' de certas quantídades, para as duas c.onfi-

guraçÕes de equilÍbrio: 

(i) numero total de particulas-

o o n (r,z)dV (3.34a) 

(ii) energia t<;:rmica total-

(3.35a) 

(iii) {luxo magnético max1mo-

(3. 36a) 

onde n ê a densidade de pa.rticulas, e a integração e efetuada sobre o 

. + ~ volume d<> plasma contido na separatrH. Aqui e importante ressaltar que 

(+) Vamos supor que o plasma "existe", c01n uma densidade razoável, apenas 
na região limitada pela separatrü (i.e., envolvida pelas linhas 'de 
campo fechadas), onde o tempo de confinamento de partÍculas é sensi-. 
velmente maior que na re!;ião de campos abertos. Para maiores detalhes, 
veja as Refs. [68] e [69J. 
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tais condiçÕes nao sao de fato leis de conscrvaçao, as qua1s deveriam ser 

rigorosamente s~guidas por um mesmo plasma em duas situaçÕG:s di.fc:r.ent<.~s, 

mas apenas três "condiçÕes de similitude" que traduzen1 a. semelhança en~ 

trc as duas configuraçÕes de equilÍbrio (de plasmas distintos), a fim de 

nos possibilita·!."" urnà compara-ção mais plausivel. Em outras palavras, as 

condições acima citadas apenas indicam que estamos analisando os equilÍ-

brios de dois plasmas -um com rotaçao e outro, sem- os quais supostame-"' 

te apresentam (i) o mesmo nÚmero de partÍculHs, (ii) a mesma energia t~r-

nd.c.a., ~ (iii) o mesmo fluxo mngnGt·í.<..~n múx:irno. Out·rossim, vale lembrar que 

a condição (3.36a) tambem pode ser escrita na sua forma integral, 

f Ê'· cts' 
p p ' 

s' 
(3.36b) 

p' 

de aco1;do com a definição (2.2.5), ou entao, de maneira expllcita c.omo: 

(3.36c) 

usando a exp·ressao (3. 31). 

Dito isso, considerundo-sc que: (i) tunto o perfil 

de densidade quanto o de pressao sao axissimetricos, e que (ii) a depen-

dênd1a desses perfis com a coordenada z é mantida apenas atraves de 

~(r,z) , que por sua vez e umu função par em z , podemos escrever, para 

tml perfil genérico, 

fv Q(r,ÚdV ~ '·" I I r z+ 
Q(r,z)rdrdz , 

onde a integração cm z e efetuada apenas no hemisfério superior (z ) 0) . 

Ainda, de acordo com a llq. (3.12) temos que dx ~ 2ardr , donde: 



L Q(r,z)dV -· Z~r J J Q(x, z)dxdz • 
x z+ 

( 3. 37) 

Substituindo os perfis (3.2a) e (3.3b) na cxpres-

sao acima, e usando a solução (3.31) para t ~ O , temos, para o equili-

brio estático (ver Apêndice F-1): 

'11/2 

[(
0

(x)]''dx}{J co/"o0
(z) dO} , 

xO 
w~ {J e[i;

0
(x)] 2dx} 

o 
X· 

l 

o 

onde temos definido as constantes: 

,o o a 
" a •'; '~m 

'fT2 a o 

o 
)1 À 

o 

e as funçÕes auxilia~es, 

o r; (x) 
o o o o 

C F(~ ,x) +C G(~ ;x) 
1 ' 

o 
À z . 

(3.3<tb) 

(3.35b) 

(3.38) 

(3.39a) 

(3.39b) 

Urna vez conhecidos todos os parâmetros e.rivolvidos nas eonstantes N° e 

-o -WT e nos integrandos, as expressoes (3.34b) e (3.35b) são calculadas nu-

mericarnente, pelo método de Simpson. 70 ·~ 

Para o equilÍbrio com rotaçao temos, de forma ~n-

teirarnente análoga (ver Apêndice F-2), 

x' 
e 

I x. 
1 

e (x) 
s 

{J [t;'(x) 

o 

(3. 34c) 
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"1 
e 

w~~wi J {6
8

(><) [[s 1 (xJ]' - z (c 1 CxJJ>) + 

"~ , 

' 1/2 
+ Ç1(x) [[r; 1(x)j'- [i; 1(xl]') }dx , 

onde temos definido as c.:onstantcs: 

2rra 1 

---

as funçÕes auxiliares: 

i; l (x) - c 1F(n 1,x) + c 1G(n 1,x) 
\ 

t; 1(x) b 1x 
-

4(a 1) 3 

e 1 (z) - À 1Z 

e a equaçao da separatr.iz, 

-1 
O (x) - cos 

s 

?. 

[
r,'(x)J • 
t;1(x) 

(3. 35c) 

' 

(3.40) 

(3.4la) 

(3.4lb) I 

(3.4lc) 

(3.42) 

Na expressao (3.34c), é avaliada inicialmente a integral interna (em 8), 

e O resultado obtido é integrado em X ; em todos OS casos, 

sao ma1s \~a vez calculados utillzando-•e o método de Simpson. 70 

Entretanto, ao contrario das expressoes (3.34b) e 

(3.35b) que podem se·r calculadas completamente- uma vez que todos os p~ 

rântetros envolvidos, ou serão arbitrados (r ? , r 0
,. z 0

,. n ° , e te. . ) , ou p~ 
1 e o rn 

dem ser calculados pelo esquema desenvolvido na seção 3.2-B 

etc.)- agora temos que os parâmetros que figuram nas expressoes (3.34c) 

.45. 



c ('l.35c:) sao todos desconhecidos em princÍpio; exceçao feita ao ,. que 

sera dado pela Eq. (3. 30): 

JJ m n 1u/ 
o mm 

\j!m 
(3.43) 

Para determinarmos os valores dos novos parâmetros k 1 
, vamos supor ex-

pansÕes do tipo: 

k 1 ~k 0 +ok, (3.44) 

~para k ~c ,c ,a ,\,n ,x. e X • Aqui, e de particular interesse observar 
1 z m 1 e 

quL' Oa e~ tá relacionado eom .;1 rota~Uo, como segue (ver· Apêndiç~ G): 

-·>· 

o a l 
F 

c -
4 ao Vp m 

(3.45) 

·> 
onde F c e a força centrÍfuga definida na Eq. (2. 45), e o Índice '"m" in 

dica o valo~ em r= r 1 
, z =O 

m 
da relaçuo adma também concluímos 

que: 

6a < O (3. 46) 

A fim de determinarmos os valores das perturbaçÕes 

ok ' tais que os parâmetros k 1 substituÍdas nas expressÕes (3.34b-c)' 

(3.35b-c) e (3.36c) venham a satisfazer as condiçÕes (3.34a) - (3.36a), 

são feitos inicialmente variaçOes individuais e sistemáticas em vâtias 

8k's , de modo a se obter as influencias de cada um desses parâmetros so-

bre as quantidades a serem "conservadas", k k ,,,k ~ N , WT e ~ , onde os supra-~n 
m -

dices (k) indicam que apenas aquele parâmetro fora perturbado. Um resulta ,. 

do tÍpico destas var1aço<>s estâ apresentado na Fig. (3-5). 
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Obtidas as tendências de cada.uma das três quanti-

dades frente as perturbaçÕes efetuadas individualmente em· diversos parâffi~ 

tros, o ajuste final c.crn pertu·rbações simultâneas e feito novamente. por-

tentativas sucE~ssivas. 

-lO lO 

................... 
--- cl ----

1 n ------.:..,.. .... 
"'-""""'"' ,;.;:_.-. -·-......... . ............ :::-:-·-·-..... c2 

,.., -..... 
..,.,....... •••••• À. a •• 

................... 0.8 

-10 lO 

-10 o 1D 
2~ (%) 
k 

li 

k k k Fig. (3-5): Comportamento d<J.S grandezas N , W e ljJ (n<nmalizadas em re.la-
T m 

ç:ão uos rcsp(.~cti.vos valores na eonfiguração es tátic.a), para as 

diversas pe·rturbaç.Ões em apenas um dos parâmetros k 

C). Note que só foram consideradas variaçÕes negativas em a, 
2 

de acordo com a Eq. (3.46). 



3. 4 T Calculas Numéricos 

A. ExpressÕes AnalÍticas-

Al. ExpressÕes Cenêricas -

Vamos deriva·r todas as expressoes a serem utili?.;a-

das nos cálculos numéricos, a partir da solução geral (3.31) na qual omi-

tiremos o supra-Índice ( Q,); lembrando-se que, para a co~figuração está~ 

tica, devemos por b ~O . Então, outra vez definindo: 

F;(x) _c F(n,x) + C G(T],x) 
l ;:>, 

ç(x) _ bx 

4a 1 

a solução (3.31) fica: 

\j!(r,z) ~ Ç(x) cos(Àz)- Ç(x) 

e, tendo em vís·ta a relação (3.12), temos: 

~~ ~ 2ar ~ = 2ar[r:'Cx) cos(Àz)- r,'(xl] , 

- À((x) SlO (ÀZ) , 

onde: 

1 ~ di;(x) s (x) = -;r;- ~ c dF(n,x) + c 
dx 2 

dG(n,x) 
dx 

(3.47a) 

(3.47b) 

(3.47c) 

(3. 48a) 

(3,/;Sb) 

(3.49a) 
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Ç' (x) ~ d(, (':.2. ~ 
- dx 

b 

4a
3 

(3.49b) 

(i) Posição do Eixo Magn(;tico- Como ljJ(r,z) deve assumn ova 

lor máximo, as expre.ssÕ"s (3.48a) e (3.48b) fornecem: 

z ~ o ' m 

~'(x) - ç'(x) ~o . 
m m 

(3.50a) 

(3.50b) 

(ii) SuperfÍcies de Fluxo- Usando a definição (3.8) na Eq. 

(3.47c), obtemos:, 

'I' < o 

'I' ~ o 

o < 'I' < 1 

. 'I' - l 

l.inhas de campo externas i separatriz; 
I 

equação da separatriz, (3.42); 

linhas de campo internas ã scparatriz~ 

eixo magnético . 

(3. 51) 

(iii) Campo Ma.gnQtic.o e Densidade de Corrente~ Substituindo as 

Eqs. (3.1), (3.2a.), (3.5a), (3.49a) ç (3.49b) nas expressÕes 

(2.42a) (2.42c) e (2.43a) ~ (2.43c), obtemos, respectiv~ 

mente; 

B 
r 

-(A/r)~(x)sin(Az) , (3.52a) 

B </l ~ O , (3.53a) 
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B - -2a[s'Cx)cos(Àz)- 1;'(x)] 
z 

( 3. 54a) 

(3.55a) 

(3.56a) 

(3.57a) 

(iv) Densidade de PartÍculas, Pressão Cinética e Temperatura-

Da Eq. (3.3b) ê imediato que: 

n - ( 3. 58a) 

combinando a definição (2. 40) com os perfis ( 3. 2a) e (3. 5.'1), temos: 

p- (~/~ )(2a 2 ~ + br 2
) 

o 
(3. 59 a) 

e finalmente supondo n. 
< 

n 
c n ' T. - T - T 

l c 
p - )~nT 2nT , ,te-

mos: 

T - p/2n . (3.60a) 

(v) Velocidades Angular e Tangencial- Das'Eqs. (3.4a) e (2.28),. 

(JJ -
(3.61<>) 

(3.62a) 

(vi) Beta Normalizado e Número de Mach- Vamos definir: 
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(3. 63a) 

(3.611a) 

(vii) Posição do Eixo de Pressão Mâxima~ Usando :a Eq. (3.59a), 

em r-:t:" mp 

uma das condiçÕes a serem satisfeitas~ é; 

z - z 
mp 

logo, usando a Eq, (3.48b), obtemos: 

z ~ o ' mp 

e também de (3.47e), 

lj;(r,z ) 
mp 

t;(x) - Ç(x) . 

(3.65a) 

Voltando esta na Eq. (3,59a), temos o perfil de pressao sobre o plano 

equatorial, na forma idêntica à Eq. (F.l4): 

p(r,z ) = (2a 2 f\_t
0

) [~ 2 (x) - ç 2 (x)] 
mp 

aplicando a segunda condiçáo de pressao maxuna a expressao ac~ma~ obtemos: 

,51. 

2.P.I ar 
dp(x,z ) 

= Zar mp 
mp dx 

8a 3 r 
mp [C(x)( 1 (x)-ç(x)Ç 1 (x)] 

(r z ) mp' mp 

ou seJa, x (r ) e dado pda solução da cquaçao: 
mp mp 

E;(x )i;'(x ) - Ç(x ) Ç'(x ) =O . 
mp mp mp mp 

(3.65b) 



Note que, no caso serrt rotaçao, ç - ç' ~ O E;(x ) 'f O , e a Eq. (3.65b) 
mp 

se reduz à Eq. (3.50b), ou seja, os eixos magnético e de pressão mãxima 

são coincidentes. 

(viii) Superfícies Isobâricas ~ Da Eq. (F .14): 

donde: 

z (P; x) 
p 

l -\ 
À cos 

onde definimos pressao nonnalizada por:,, 

P(r,z) _ 

c a constante n por: 

p(r,z) 

Pm 
(O ( P ( 1) 

(3.66) 

Note tambêm que, se P -O , a Eq. (3.66) s" reduz a equuç.ao da separo-

triz, (3.42); c, mais uma vez no caso sem rotaçao ( Ç =: O), obtemos: 

o 
uma vez que p 

A2. Perfis Radiais (em z z ) ~ 
m 

Pura obtermos os perfis sobre o plano equatorial, 
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vamos fa~er. z ~ z ~O , donde, das Eqs. (3.47c), (3.48a) e (3.48b), 1:e 
m 

mos: 

~(r) ~(x) - ç(x) , 

~ - 2ar [C (x) - Ç' (x) J , 

Substituindo estas "xpressoes nas Eqs. (3.52a) - (3.1+6a), obtemos: 

B (r) ~ O , 
r 

T(r) - p(r) /2n(r) 

(3.52b) 

(3.53b) 

(3.51•b) 

(3.55b) 

(3.56b) 

(J.57b) 

(3.58b) 

(3.59b) 

(3.60b) 

.53. 
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w(r) ~ (w /1Jh [ t:(x) - Ç (x) J" 
m m -

" (r) ~ rül(r) 

9\t (r) ~ ----;::="::( r:':) =
IT(r) /mi 

1 

A3. Perfis Longitudinais (em r ~r ) ~ 
m 

(3.6lb) 

(3.6:/b) 

(3.63b) 

(3. 64b) 

Designando pelo lndic.e. "m" os valores em r ;;; rm 

z variável+~ temos que: 

~1J! = za,· [C cos <i~z) - t • J , 
or m m "m 

- H; 
m 

sin ( Àz) • 

Com 1sso, os perfis sobre o cilindro li' ·- r , que contem o eixo magnéti
I:.l 

c:o~ ficam: 

B (z) - -(À( /r ) sin(Àz) , 
r ·m m 

(3. 52c) 

(3.53c) 

-------~---------------
(+) JVtui, 11

trt
11 n.1o indica valor sobre o c1xo magnético; situado em r ;;;; rm 

" = o ----
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onde: 

j (z) ~ O , 
r 

j (z) m O 
z 

n(z) 

p ( z) - (2a 2/w J[Ç 2 cos 2 (\z)- () 
o m ·rn 

T(z) m p(zJ/2n(z) 

w(z) 

" ( z) 

~ c r~ /w"J [' cos C\zJ - z:_t 
tn ln ·1TI !H 

m r w(z) 
m 

S ( p (z) 
N Z) m ---'-'-'-"''----

p(z) + B2 (zJ/2w 
p o 

9\t. (z) m 

v(z) 

./T(z)/m. 
1 

B (z) - h 2 (z) + B2 (z) 
p r z 

B. Parâmetros. Arbitrados -

o r. m 1.0 C.Tn) 
1 

ro m 10.0 cm, 
e 
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(3.5i+c) 

(3.5'5c) 

(3.56c) 

(3.57c) 

(3.58c) 

(3.59c) 

(3.60c) 

(3.6lc) 

(3.62c) 

(3.64c) 

. (3.65c) 
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o 

25.0 " - cm, o 

no ~ 1. o){ lüll' c.m -3 
rn 

'f' 200 ev~ 
rn 

-2.7 
mi~mp • l.67xl0 kg, 

a • 0.4 

" - 0.3 

C. Constantes Calculadas -

Seguindo o esquema desenvolvido na seçao 3.2-B, obtemos: 

~o • 6.28 Til 

rf - 0.0153730368 , 

a.O 2 -2 
= 3.2lxl0 m 

'ilm 
_, 1. 98 X 10 - 4 Tm 

2 

~ - 1.97 X 10 -l, Tm 
2 

cg = -6. ot, x 10 - 6 Tm 
2 , 

,o -m 1.6273315169 ; 

usando estes valores, as expressÕes (3.34b), 0.35b) e (3.31) fornecem, res-

pectivamente: 

No = 9. 878890 X 10)7 partículas 

wo 2. 484969 x lO 1 J , 
T 

!J!o -l. 975467 X 10-4 T m2 
m 

Usando o método de perturbação proposto rt<l seç~o 3. 3-B, obtemos: 

111 o + - 11 

a1 .. a o + 

~'m -

cl co = + 
1 1 

c1 co '" + 
2 2. 

xl '" 
o + m Xm 

an 0,0292830591 

ô"u 2.i+lxl0~ 

1.98 X 10 -·· 
oC

1 

_,, -3.04 X 10 

-6 o c =-6.04xl0 
2 

llXm = 1.1936627 448 

-] 
m 

, 

-2 
m 

Tm 2 

Tm 
2 

Tm 2 

; 

, 

, 



. 57. 
e ainda: 

nl w nO + an ~ 1.48xtül4 cm- 3 
m m Til 

wl ~ 2.26x10 6 Hz 
Til 

bl ~ 4.02xt0 3 Tlm6 ; 

e das expressÕes (3.34c), (3.35c) e (3.31), com os parâmet·ros ac~ma, obtemos: 

Nl ~ 9.878808 x to 1 '~ partículas 

wJ 
T 

~ 2.4847118 x 101 J , 

ljl~ ~ 1. 977388 x lQ-4 Tm2 

ou seja, a "não-semelhança~~ entre as duas configuraçÕes, com respeito as três 

quantidades caracterlsticas acima, pode ser expressa quantitativamente por: 

CN - (Nl N°) I N° ~ 0.0008 % 

sw -- cw{. W
0

) I W
0 - 0.0089 % T T 

( ~11 o I o o .0972 % ~ - ljJ ) ~~ -ljJ m m m 

Outr<>s valores relevantes sao: as posiçÕes dos eixos magnéticos, 

o - 7.120 zo 0.0 r cm -
m m 

r! - 7.608 cm zl - 0.0 
m m 

a posição da s<•paratriz na configuração com rotaçao: 

ri = 1.092 cm 

rl = 10.345 cm e 

zl ~ 16.360 cm o 
li' 

e a sua posiçao do eixo d•a pressao cinêtiça mâxima: 

r l = 8. 026 cm - z 1 = O. O . 
mp ' mp 

Outro resultado inter<Ossante e : 

qu" levada "m (3.45) fornece 
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-~- I F c m 

exatamente a equaçao de equil!brio sobre o ei·xo magnético, na configuração 

~otn rotaçao, onde a força de Lorentz 

3.5 - Resultados 

A. Figuras e Gráficos -

_,_ 
e nula ( pois B ~ O ) • 

p 

Nos gra'ficos que se seguem, as linhas tracejadas 

(-----) correspondem ã configuração de. e.quilÍbrio estático (sem rotaçao), 'e 

as linhas cheias (---), ao equilÍbrio estacionário (com rotação), salvo se 

indicadas em c<mtrârio. Os perfis· radiais, sobr" o plano equatorial ( z~O), 

sao plotados entre 0.0 ~ r 0 
~ 10.0 cm 1.092 cm ( rl ~ 10.345 cm , e os 

perfis longitudinais, sobre o cilindro de ra1o r == r , que contem o eiJ:::o 
m 

magnético, entre 0.0 ( z0 ~ 2S.O cm e 0.0 'i zl ( 16.36 cru , respectivame;:. 

te, para os plasm~i$ sem c com l;'otação * 
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~ 24 s 
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. N 

16 • 

. 

8 • 

o .. . 
o 4 8 l2 16 o 4 8 12 16 

r (cm) r (cm) 

(a) EquilÍbrio Estático (b) Equilibrio Esto.cionãrio 

Fig. (3-6): Superfici~s de Fluxo 

( -) scparatd.z (.p~o), 

( -----) sup. internas (lj;>O)' 

( ------ ..... ) sup • externas (1)><0); 

( + ) eixo magnético (lj;~~'rriixl, 



(a) Equilibrio Estático: 

As superflcies de fluxo e iso 

biricas, e os eixos magn~tico 

E! de pressão mâxima, coint:idem 

entre si. 

(b) Equilibrio Estacionirio: 

As superficies isobiricas estao 

deslocadas r=m rf~l.açã,o às super

ficies de fluxo; eixos magn~tico 

( -+- ) e de pressão mâxima ( + ). 

Fig. (3-7): Superflcies de fluxo c superficics isobãricas-

( ) sepH"I:"atri:-;;; 

( ) superf!c.i.cs de. fluxo ( 1)1=ctc.); 

( ) superfÍcíes isobáricas( p~cte.). 
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,6<). 

na Fi.g. (3~6b), for.am oLt.i.da~:; em t~~t1.1dos de FHAP cotn rotaçao por 

nhüs dt• campo extt:!rna~ ii .separalri z 

. - . . . ..... I (tt IJ· a :tmagt•ns espt:)ctrats rcpc..:tJ L1vas, para separütrlzt~.s com angu os ç.antos )., 

e com I inha:; abe-.rtas, paL.t st.>paratr .iz(~S suaves- ~.'stan dt' ac~)rdo com os 

YPAultaJus ohti.dos por Morozov c Scll(lv'ev. 72 

centrifuga. 

pt!c ti v.1mcn u~. 
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IV, CONSlDEK/\(jOléS FINAIS 

!+ .1 - Sobre a Equus,:i".ío de Grad-Shaf ranov Mo ti i.f i c aJa 

No pre~iL'iltl~ trabalho, somos encorajados a considc-

rar l:orno sendo o principnl. n~sultaJo a elaburaç.iio Ua equaç.ão de c;s~·M, eill 

geral!, e a sua aplicação 30 FRtiP, cm particular. Ahaixo, fan~mos uma rap_:_ 

da a.horJag~m acerca rl~;~sl<..~s dois pontos. 

(a) A 1:..~.quaç.nn eh.< GS-~1 (~ uma equa\:au geral, c.apaz 

de descrever tanto o cquilÍhrio (~f~tritico quanto o ('.stac.i.onârio; conservaE_ 

' ~-
do, nào oh~LH'I.te, umd fonna b.:.-tstanll' ~i.tnpl.t 1 ~>, .SCIJ.I('lhant.C a cqua.çao d(~ C-S 

IHHirJ.o. As~;.i.m, uma vez qtlt.' ;,1 ri.~solu~~;-}o d\~~.;la tllt.irna lem :;ido laq;amentc• 

ra sejr~. inovadora \~rn tt~rmo~; fÍ~;icu~;, nao iittroJu?. nenhumJ. COlti.ple.xiJaJc• tll_~ 

tenH:itica <.H.liciunal, po~~t>.i.bil.i.t"<.mdo :.1 sun resol.uç~lo dt'. uma marH~ira. rclnLi-

(I>) N.:1 sua Jc•t.luçdo furam fv:i.tas .:.lpcn.:.·u:. dun.s hipÕL_~:. 

:;;~~;, qw .. •, ao nosso Vt.:)r, neto implicW!l em pt.::ld<l de ~,;;t·ncr.-lli.<l<ldt•: :1 c](~ uma 

c.n~ve um fenÔnE•mo do grat.Hll' import~lncia (t:f. H.t.~[t;. [5]; 1.12], [l3]; [u ... ], 

ponto d(.~ vi.sla fÍs.ico, S(~ S(~ t'onsid(~rarmo~; (}lle ns l.·inha~ d(~ campo, cong<.~l~ 

daf; 110 fluido, estio sobrt.! as ~uperfici~·~s Je fluxo. l~tJI particular, esta s~l 

posi.çãn nos par€~ec sE:~r mais i I ustr~lt i.vn (uu ''Luni.l.it·lr") do qtH~ :1qur~L.i pro-

M&l 11 d . I I ·• . I posta por J, · c ent:.ropu1 cunst.:1nt.t· :->oH-t2 ~l~? .supt·r ·.I eH'~.:> d(· r t1xo; ('fll 

adi ç <tO, o nossa equaç.~1o, ob t i.de1 l'Onl " 11 i.pÔtesc• de i' -· I' ( 1/.<) 
' " !;('·n!·>'Í vel-

rni.' í'\1_ i· 11)<118 ::;imples Cj\.l('• .. , uhr.idn j.li..'J r í'V\Y, 
I ; ,. s ( 1/.1) CU!Il ,, -
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l.DTI laJe, a equc.lçi:lo difcn:.•rH:ial. rc..~sultantí~ nos permitiu, via ~;~p<!ras,:i"io Jc~ 

v;u~iilv~~is, a ohtt~rmut) wlla soluçiio analitica simples c cxntn. [H.Ira lj!(t,í'.) 

c pl)r uutro lado, ta.i~• p(~rfi~.;, emhora .: .. ttê certo ponto "preparudaH" di~ La! 

mane1ra a no::; l-ivrar dt~ cumplic.aç.ÕC's algêhr.i.cas, forncc.Qram resultado~~ i..i 

sicamentc signi.fir:at·ivos, cnndizl•nu~ com trahnlhos anterior~s. 

(d) Por fim, destacamos que o mêtodo da perturba-

Çi.lO Jos parametros, .aqui bnsü.1do nn suposta st.•mL•lhan~a entn~ as duas <.:on-

figura.çO(~S d(.• equilÍhrio~ lHH> possibilitou un1.1 compar,:u~i.~n auto-cunsif:tPn-

te. dus Jui.s resultaclus. Os resultados dot> cril(:ulos num(~ricos mostram cl.a-

rnmt..~nt{.~ a ação da força c.cnlrÍfnga sohn.•, entre uulru~; a~;p!.~l:lus, a dt~for-

maçãu da separatriz ()o dt·~;loc.muPnlo J<J:; sufwrt'íci.tH i:~ul13ri1·~l~ cm rcl<u;:Ziu 

E.'Y..en;mn gr;mdt~ influf.n(·.i.n sohr(~ ·1 t·st.abi.lid.:.H.h~ do pl.:l~!ll~l (c[. Rt>f~;. rl9J 
[ JO]). 

4.2 - Concl.us~es 

(h) .:1 ~:>UpU1?l~.:.lU dt' qul' f)-= f)(l/ 1) (' risic.:llllt..'tltc 

an.>it~Ível, .:1l~m df' nu~; propor'('lon;u- umn simpli(·id;Hlc !H<ll.\'!lliíli('tl; 

(c) a .:tpli<"a(_;i"Ío ao F!H:H 1 mostrou a vaLidade~ do llH~lo 

'JiJ:·; c·n l"rP conf iguta~ol'•t: 1?t'tne lhantt~s, cum <~ s<.~m rntnç:tn. 



4. :·~ - SugestÕes parn Tnibalhos Futuro~; 

(<t) AJH'rft•it;ncll- n form:1lisrno ntlllll.'rl('() :H[Ul dr•(.:en·· 

volvido., no 6l'ntitlo c:k lorn;l-lu !ll<t.i.:.~ r('alist.:l- i.ncluín.Ju, p.c.x.., os t..>Ct•j 

tus do campo exterrlo:J parede mct.éiJ ica, etc.; 

(b) cxtctlclcr a sua aplicaçio n outros sistomas de 

confinamento com sinwtri.:1 axinl, como p. ~·x. lokmnak.s e ~;ph(~romukN; 

(,:) ar1alisar o efeito Ja rotaçao sobre as instabi-

I idades. 

• 7'2. 



( -i. • ( ~ • , (.' 

n prÓprio ~ 1..~m cuurJ~tHH.l;ls ci'lÍndrica!.;) e i/1 o versar normal ã~ super-

fÍ(~ies I/-':..:: ct1~. (supcrfÍ<..~ies qu "tubos" rl1.2 fluxo), vamos c:lcfinir uma ''Ui 

r(:.~ç·;)n poloid.:.1l" por: 

X ~~ X ~ 

conJO mostra a Fig. (A-2). Com ist;;U, o ('].emento dL~ an~u da supt~ri'Í.cie polu_~ 

d:1l, ~;imultant•t.l1U('IItl.2 nPnn;:ll ~~b ~•tlJH~rrí~~i~..~~ d<: f]u}~U t..' as supt•rl'Íc.ie~:> 

.JH) 

(~nndc.: 

-> 
Js 

r 

• dr 
l)l 

> 
1.ls 

p 

> 
~ 21trdr

1
xi!• , 

11 

> 
IV:j.> I 

(11.1) 

.n. 



I !'ll' 

~· ·- (. I ( .• 

~· 11p (;'!"r • 

r Luxo, 

.<·:11 J'lt' r[" I(' 1 !' 

f1nlnid:1l, 

c ti'. 

!·'i' 
Fi;),• (/\-:.~): Vl''l·~·-:nn'~.; ort·n-

! n r (li d .'J i .'> 

U.JC..t) '-' (?. llw). 

> 
Vtf.>(t·,z) 

~~ 
p 

(-rll rr + 
z 

ll r + B z 
r z 

r . ., .. 11 12 r' (W + !i') ~ 
r z 

d ,'·; _!:_ii .. i..! •Ji X 
p !·!f'! 

ltlul (.ir' I icando :Hnlws o~; lllt'lllht·o~; l'!.;l·:l].'lnnt"-111 1: :ltlr X 

(t•ll )2 
r 

1 I! l t"lll:l I .!.; ( ,j,, 1j,, ·;: ) 

f ('1110:1 f.J Ut' 

(A. 2) 
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211 dt/! ' 

dondí': 

Ainda; como ($,'4J,i) sao mutu<J..Inent(' nrtoguuait;, tC'mo~, w~ando as Eqs. 

(A,]) e (A.2), que: 

-+ + 
-·· U • ds 

p 

donde, finalmente, 

1/J(r,z) - R•Js 1 f -> 
2·11 p 

qu<' <' exntamcntü a i':q, (2,25). 



onJl!: 

DEI'ENDi':NCii\ FUNClONi\L lll·: !(~1) 

r;(r,z) -
A*lj! + II' 

P r' o 

f ~ f(r,z) ., p - r'!l 

ljJ lj!(r,z) 

(8. 1) 

sao funç~es escalares axi.ssim~tri,~as. Des<~rtvolvcndo n Eq, (R,J), l~!nlos: 

,)[ - 3f 
('·,- r + -· z) 

:)r ;)z 

igualnndo as compoueutet; r (~ z 

isolando 1.( cm cada cxpn::'ssao, <' .i.p,u:1lnndn-n~:>: 

JonJ~,_,: 

(af/~r) _ (3f/:Jz) 
a - CJiJ!/ (lr l ·· <~n;;) 

• 76. 
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ou seja, 60 

f • p - r 2 g s f(~) • 



AP!O:NIHCE C 

_§~~; F~IAdlES DE ESTADO ADli\BÁTICO E I SOTI~R~\1 CO 

Li.co t·~. j~;otêrrn.i.co, rc~;lwt:t.iv.'lmcntr:, Eqs. (2. 7h) (~ (2. /c): 

o d (.!'.) - o 
dL p 

Q(r,z) indiotintanwntf' as razoes (p/p~') " (p/p) , d<O modo 0U": 

JQ(r z) 
-~·"~...!-~ 

Jt 

') ~ ~ 

(-' • v•V) Q(r,z) ~ O • 
<lr 

Pnra o c.as.n cstât.icn, c inw:iiat.o flUe a equaç.ao ac1ma <.~ l...Dll<l ident.idacle, 

POHi (d/dt) ---~o . Para o c:~so l~SLlCÍon:l.riojl u~rno~.•= 

., -~ 

(v•l/) Q(r,o) 
, ' 
v•VQ(r,z) ~ O . 

• 
v .:. vl·, o prinH'Iru nlt'mhrn fic·n: 

·> ' 
v•VQ(r,z) é)l((.' .• ~) 

J(/) o :to 

~ -~ ) 

(v•\7) for élpl.i.cado ~;obre ltJlt.J r,r.:.111dez~1 Vt~tnri:.11 Q(r,z) , O (('!:OU1.t~1 

.18. 



!'ARTE 1\ADI/\1. lll\ H/IlAÇÃO lll< (; S 

Vamos n~cscrcv(lr a l·:q. (J.l.la) na forma: 

rR"- R'+ (4a''r"-\ 1 )rH =O. 

Tcnd~J em vista a definição (J.l2), lt~mos qu<.~: 

dx 
• 2 ar 

dr 

R' dR 
= 

dr 

R" 
d"l< 

= 
dr 2 

= 

2ar 

dr 
dx 

dR 
dx 

.(t3:
1 r:' 

1 
= 

2ar 

d :• I< 
2a 

dR 
--~·~ + 
dx:~ 

dx 

(D. I) 

Substituindo cstus duas Ultimas <~xpn'::>socs, _junt.:lmt.•nte com a pro~r1n tk-

fini~ão C\.12), n'l Eq. (ll.l), temus: 

ou, usando a definição (J.l4a): 

tenwt~: 

d 'R 2n +(l--)H-·0 
X 

(IJ.2) 
dx 2 

q tH' e '·' xn t arnen te a E q • ('J. 1'l) • 

• 7Y. 



Seja agora a equaçao tiifcrenci.al. dt: Cou1oiHL:cc 

+ [ 1 - 2;1 -
() ' (D.J) 

CUJa .:;o1uç.ão ~eral c: 

R(x) - C F
1

(!i,X) + C l:
1

(ri,X) 
I 2 

(D. 4) 

onde fL(~,x) e GL(Tl,X) ~ao respectiv&tlvnte a~ Lun~uCH de onda regu.l:1r 

e írregular (logarí'tmica) de Coulomb ((',··:,u.!omh M.r1H.' F/ .. au:t./on:·;;; CWV), rl~~ OE_ 

1..h.'m L,f.f.,f.,'/ e C e C, COIH;tallt(_·~; arhitr<iria~;. A l':q. (U.''l) fio l~ Jefini 

' 
<LI para: 

X > Ü 

L ) O, int<.~iro; 

logo, comparando as Eqs. (U.L.) c (ll.3) entr<2 s1, th.:~vetHO~; tl'r L n , c, 

da e~prcssao (D.4)~ a s<1luçio Ja nossa equaçio J·i.,~a: 

R(x) = C F (q,x) + C l; (II,X) 
1 o ~· o 

(D. 5) 

que e a lôq. (3,15). 

,80. 



APF.NDTCI•: E 

CÃI..CliLü IJAS CONSTANTES C E C 

SC>jam w; Eqs. (3.2lt!) " (j,Z2d), respc•ctivamenl"-' 

c r 
1 rn 

t c c 
? lll 

- lj 
III 

c .F' + c c' .. o . 
1 m :.' m 

Hult.iplicando a J.':q. (E.!) por 

tncmb r o a mcmb r o: 

C F G' + C C C' • ~ G' 
1 111 m ? m m m tH 

C F'C •· C G G' • O 
I !li m ;,; Ill III 

('. (!''(', -I'(',') I,., 
;::; t,lmc'tll 

1 mm mm 

(E. l) 

(J·:. 2) 

C , e ~.nihtra.intlo 
111 

Pl.~ la propriedade do wronski.:1no Ju CWF ~ a expre.s s~-io l!nl n~ pa n:n tt-~ S(:~t; e 

. I ~ --' d 1' 1' 1 ~~ua. a un1~a e ·, O~\O: 

c 
1 

- ~ C'(n,x ) 
rn o m 

(i':. 3) 

:.;ubstituindo üsta l.'tu (l·:.1.) ntt crn (1·:.2), ohl(·mos: 

C ~ ijl F' (l:,x ) 
;'I m u m 

.lll. 



/\l'ÊN DI. CE F 

"l.E1 S DE CONSERVAÇ:Ão" 

Faz,•ndo p(ijl) - nm(t/1) e usanJo '-' Jdiuiç.(~o ('J.Il), 

,, Eq. (3.3b) fica: 

n"(l/J") o 
n (r,z) n o/ u. - n- (•.~ 1/J ) 

m m 

t.:. combiu<.l.rtdo ::t Jefiniç.~1o (2.40) para o caso SL'lll rotaçao com o pe.rfil que 

o o o. 
p (1/1) ~ p (r,z) o •, o ··; 2(a )'(~1 )' 11 • 

o 

Substituindo estas expressOPS na Eq. (3.37), temos: 

Ut~.Linindo; 

o 
N 

t.<J (x) 

f 
() L) 

p (r,z)dV 

v" 

() 

À ?. 

":;olu<;ito (:l.:ll) para ç_ ,. O fica: 

2·11n ° 
111 

ao~Jo. 
m 

J J I o . 'j" ljJ (x, z) Jxdz , 
x z+ 

_, 41Ji.i
0 

( 

110 ) X 

u·. _I J 

(F. :') 

.82. 



o _o tl 
~! (x,z) - i (;<) '"";li (z) , 

o 
4·na 

o 
p()À 

IJcfirlinJo as constatltes: 

tJ 

rf fi. 0 (x) ]'\txHJ [cusll
0 (z) j"JII) , 

X O+ 

X 

[ o l , ) ·f r " J, .. r. (x) · dx I _ c os" (z) ci(J) 
I)+ 

') () 
·11'·a 

o 
~I À 

u 

( t-' • ")) 

(F. 4) 

e. considerando os limites ele integraçfío nprcscnt.1dus na Fig. (3~J), temos: 

·rr 

o 
o c~ . ·· .o n. . 

f 

o 
[r, (x)] dxH lcosll (z) 1 ct()J 

tJ"~ 
" "l 

() 

o 
[F:" (x) l 'dx l rf 

0

[ coso" (z) 1, di) l 
() 

onde/ de acordo com a defini ç.ão u·. 2), 

que, combinc1da com n Et"]. (3.24b) fl)rnt~u~: 

. Hl. 



Cem 1.sso, temos que: 

1.1 
o 

I l'Oô ,, lld 11 

o 

donde, f.inalm~~nte, 

11/2 

f c. os 'OJ I! ~ .z.~ 

o 

rr/2 

rr."(x)] 'Jx I 

que sao ex.:ltamente. a:t-: expn~~.>SO{~~=- (3. Jl1h) t:.~ (3.35b). 

( F. ')) 

(F.li) 

Cotllo nu casu Liillt~rior, dn Ef]. (3.Jb) temos que: 

(F. 7) 

Entretanto, agora a combinaç~u Jao expressoes (2.40) e (3.2a) fornece: 

·re.t,.~scri.ta t.umo: 

p 1 (r,z) w ~Ja
1

) "rj1_:_ 
)l 

o [ 
1 l 1 b };. 

1/1 +2.---. 
/1 (a 1 ) .I 

n ü .sJ 

. fV;. 



])(' r i , indo : 

r.'(x) - C 1F(11 1,x) + C 1G(q 1,x) 
I /. 

I, I (X) 
b 1x 

IJ l ( z) :. ), I z Jl) 

a oolução (:l.Jl) pala ~- .. 

1(J 1 (x,z)- '.'(x) ("():; 0 1(z)- c, 1 (x) 

usando el;ta" ul tim<t ~m (I-'. 7); 

u 1 (r,l) (n 1/tii'l[":·. 1(x)•co;; (! 1(?.)- 1,
1(x)j'' 

m m 

t~ ~;uhstituindo as L'xpre~;soes (F.IO) 1..~ (F.I.2) 1..:m (F.B): 

.H5. 

(F.Y) 

(F.IO) 

(F.ll) 

(F. 12) 

(F.lJ) 

2(a 1) :• [.--: 1 (x)CDs (.1 1 (z)-1, .I (x) l r r: 1 (x)COs(i 1 (z)+(_. J (x) ]/p
0 

2(a 1)'1J' 1
(o:)c·o,; 11 LlJ''- J.-.'(xJ]"l/il . 

() 

(F. 14) 

~.iub:::t·i.tuindn C~.gora as c:-~prt.'s~;oe~; (i<'.LL)~ (F.lJ) (~ (l''.llt) ~.'rn (3.37): 

:! "1111 I 
N ] :·· -.mo_,_lJl_ 



4·11a 1 

',j ;, I 
() 

Jt'! inind11 .:.l:' ~·nn.•:;tanl·,:s: 

2·:111 I 

N I _: ~----'""-'-

N' 'i' f I lt. 1 (x)cos(l 1 (z) - (. 1 (x)l"'dxd() , 

X ()1 

(F.l'l) 

w.;. 2w.;. f f tr.·.'(x)cosll 1(zl]'- rr'(xl]"ldxdl) _ 

1\mdo 

da '"' I,.ig, ('3-1,); 

z (x) 
s 

11 (x) 
s 

x. (H 

A' 

À 1z (x) 
s 

que ~ o limite de inle~raç~o cm IJ(z) ~ para c:ada pos1çao Pm x 

su, t ~mo~: 

xl (I (x) 
i' s 

N
1 --f1'f f 

X I o 
I 

(V.Ih) 

( F. I I) 

com 1s-

(i". 18) 

.Hú. 



w' 
T 

')(T l 
'-'"'T 

x l O ( x) 
ü ,'; 

I r f 
X! Ü 

l 

(F.l'l) 

Nole que. a (F.l8) jã ê a Eq. (J.Jitc); <>m (F.l9), por simplicidade vamos 

mnitir c)s supra-InJir~s e as vari~Iveit;, e escrever a expres~o entre ci1a-

vcs como: 

[),. ( F. 1 7) • 

donde: 

1 e f 

(I 
s 

() 

I 
? (y + •tn y-cns y) 

r 1 [.··"(!1 • sin ll -co,;()) ~ 2r."u] 
1)2~s s, s 

~ ., [o .. Ci:'~2r"l • (' si.n o ·cos o J . 
L ~; S S 

s 1 n \) 
s 

(,jr) •. 

. 81. 



fitlalmcnte, voltando esta em (F.19). 

qu<'" a Eq. (3.35c). 

I 
X-

1 

.88. 

- (F.2U) 



··> 
run.AÇ!íO ENTilJ: <ln E F 

c 

Cumbinondo as expres•ues (2.40), (3.2a) e (J.Sa) 

para os c.usos sem {~ c.om rotaçao, ternos, rc.~spcctivamento, 

\1 pI 
o 

,, ( . o) ? ( o) :• 
""'" L. a 1j1 (G .l) 

(G.2) 

llsmHlu a Eq. (1.43) e e~_;crcvew..lo a~; t~xpre~~sop:..; ac1ma sobre o eixo mngnêti_ 

co: 

() 

~c/'> ti/ 
1

( em r o) I' p " ,. 
o m 'm III 

]! p 1 2(n 1)'' t,;; l p plu./(rl):l (em r l) ' " ·c r ~ 

o m 2 u m m m m 

onJf· tamh~m 1.:1 SllpoJLJos a con/;(•rvnt;.:to do fluxo pul.oiJ.:ll. Jl!<..tX.Imo. Supondo, 

.'1prOXIITI.:!Çtl0~ quL~ 

Çil c.t:·nt.r i fug,q, t.'.'mus: 

nu: 

( <! I ) :• 
o \ 

(" ) . 

( o) :.: ') ( . <)' ( ,. ) ~ 3 + ~ .. 1 ' '(,iél 

:1 r 1F 1 

I ·o m m 
·- -.....,-·.-·· 
4 1/>" 

111 

.89. 



donde: 

Usando a cxprcssao (G,l): 

2~: --· 
o 

a 

pl 
m 

nws como estamos ~upondu P1 ~ puJ(:Inos e~;crcv~r: 
m 

Ent~lo: 

o r' Pm ') l 
"' m ~ 

I"''~'- l .. 
r' r' dr 

\11 III 

(~) o 
dz 

-> 
(Vp) 

lTI 

\11 

:lu 1 
...... 

(c-'---) r 
dr 

III 

combinando esta com a (C.4). 

r I 
lll 

IV) I I I III 

\11 

\,'n1t.:.ltHlu estn expr(~ssao en1 (G.J): 

~l 

;)z 

.YO. 

! (C, 3) 
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óa I 
F - c .. 

4 " ' a Vp m 

nndt~ (:-onvc~m 1~~rnbrar qut.• agora n indÍC(• "nl 11 indic-<1 o Wl.lor sohrt=: o novo e1 

xo tllagn~tic:o, lucal.i~<H'io t'il! r .,..,. r 1 
111 

mt~ n S('ll val ur m.Íx i ltlO l'ln r = c 1 
11) 

z :..:. o (ondt• 1/J
1 (r, z) e máximo), e 

(:lp '/:Ir) 
Tll 

t.ituissf·nJuS, de .:.lcurdo ~·nm a nos.s.:-1 ~:.;uposit~au, r' 

" fgu.:.duu.•ntc•, ~e ~H~ sul.1~-

() 

pur p cs-

1".,1 df-•rivad;I t'unLinuar.ia dnndo um valor uiÍo-nulo, 11ma vc~z que 
o 

•)1 (r, z) 

o o J • 

p (~1 )--tl!lll O .SCII l!l<IXllll(l ('tll 
o 

r =- r· 
111 

U r 1
) 

11\ 
z !:.::: o . 

• 'J 1 • 
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