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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos uma nova teoria que
descreve o equillbrio magnetohidrodinamice de plasmas com rotagao toroi-
dal (azimutal, em configuracoes cilindricas) axissimetrica. Esta tecnica
se constitui numa extensac da Fquagao de CGrad-Shafranov (G-8), na gual o
efeito da rotacao ¢ incluido de uma maneira totalmente auto~consistente,
através do termo da forca centrifuga na equacao de conservagac do momen-
to.

Neste novo formalismo, supomos uma rotagao puramen
te toroidal (3 = vir,z)P) do piasma em torno do seu elxo de simetria
(W = w(r,z)z), ¢ ¢ mostrado inicialmente que I = rB¢ = I{E) e due
WwE v/ w{Py, onde W(r,z) = fluxo poloidal/2n ; supondo ainda que a
densidade de massa seja p = p(y) , sepue—se gue g = %-pwz = g{l} e que
f = p-r’g = £() , onde plr,z) , ¢ a pressac cinetica. A seguir, e deri-
vada wma equagao diferencial para ¢(r,z) , semelhante & equacan de G-S,
mas gue agora envolve tres perfis arbitrarios, I(Y) , fQU) e g(y) ,
a0 contrario da equagao de C-$ original, que apresenta apenas duas fun-
gocs arbitrarias, T(y) ¢ p{b). Esta nmova cquagao, a qual denominarcmos
de equacao de Crad—-Shafranov Modificada (GS-M), descreve tanto o equili-
brio com rotagao, quanto o case estaciomario — i.c., & uma equagao gene-
ralizada. |

Elaborada a tcoria, aplicamo-la a um theta-pinch de cam
po reverso: uma vez obtida a solugao de equilibrio estatico (sem rotagao),
o efeito da forga centrifuga & incluido utilizando-se o método da varia-
cao dos parametros, consistente com a conservagao do numerc total de par
ticulas, da energia térmica total ¢ do fluxo magnético maximo, Os resul-
tados mostram que a rotaéao provoca um achatamento axial do plasma, como
tambem o deslocamento das supcrficies iscbaricas em relagao as superfi-

cies de fluxo.



1. INTRODUCAD

1.] - Fusao Termonuclear Controlada como Fonte Alternativa de Energia!’”

Como counsequencia do desenvolvimento tecnoldgico,
a demanda mundial de energia vem crescendeo assustadoramente nas ultimas
decadas. O consumo global de encrgia, que era da ordem de 0.3 4 0.5
O/seculo ate 1850 , saltou para 4.0 @ nos 100 anos scguintes, ¢ esta es—
timado em 15 Q s0 para o periodo 1951 ~ 2000 (@ = 10'% BTO rE'lOH Jou
les) . Em contrapartida, as reservas mundiais de combustiveis Fisseis, “Q
mo ¢ petroleo e o carvao mineral, estac estimados em 80 Q — quantidade
esta que, se mantida a atual taxa de demanda enevgetica, supriria as nos-
sas necessidades apenas por mais um scculo,

Neste contexto.sombrio, a energia nuclear, explo-
rada comercialmente hi quase trés decadas (1956, Inglaterra), figura co-
mo o principal substituto dos combustiveis nao-renovaveis. Raetores a
fissao, que utilizam principalmente o U-233, estao largamente difundidos
nos EUA, Europa Ocidental, URSS e Japao. No entanto, bascado na reserva
muindial de uramio, cstes reatores seriam capazes de gerar energia da or-
dem de 3.0 Q , que esta longe de satisfazer a demanda prevista. Com a
entrada em operagao dos chamados ''reatores regencradores rapiaos” { faot
brecder reactors), mais eficientes, esta producac de cnergia poderia ser
ampliada ateé da ordem de 350 ¢ . Mesmo assim, se considerarmod wm pe-—
riode de tempo de alguns séculos, tal guantidade nao sera ainda uma re-
serva tranquilizadora. Alem do mais, quor nos reatores convencilonals,
quar nos reﬁeﬂeraQOres rapidos, a produgao de restduos al tamente radiati—
vos se constitui num grande obstaculo, que ate agorﬁ nao foi solucionado
de uma mameira satisfatoria.

Surge entao como alternativa aos reatores i fissao

un sistema no qual a energia util ¢ obtida através da fusao de nlecleos le



ves, como o deutério, tritio, helic e 1itio. A abundancia destes "combus—
tiveis" na natureza & praticamente inesgotavel: por excmplo, todo o deute
ric presente nos oceanos seria capar do gerar 4x10%Q ., Além do mais, os
reatores a fusac liberam detritos muito menos radicativos que os a fissao.
Contudo, esta imensa reserva de cnergia nuclear ainda nao esta sendo ex-—

plorada pelo homem: apesar de as pesquisas nesta area terem sido inicia-

das ja na decada de 50 (explosao da primeira Bowba-il: EUA, 1951), a fusao

termonuclear controluds ainda se encontra no estagio de demonstracao da

sua viabilidade cientifica.

1,2 - ¥usao Termonuclear Controlada e Figica de Plasmas”

A denominagao "plasma" para descrever um gas ioni-

- zado foi introduzida per Tonks e Langmuir, em 1929, nos seus estudos so-—
bre oscilagoes em descargas elétricas — muito embora, ja em 1906, Lotd
Rayleigh tenha estudado o comportamcnto coletivo de particulas carregadas

"ostado de plas-

devide das forgas coulombianas de longo alcance. B neste
ma" —gas altamente ionizado ~— que ocorrem as reagoes de fusao termonu-
clear.

Numa temperatura superior a lobK, a maioria des elemen-
tos ja se encontra jonizado; entretanto, para que dois nucleos colidam
com energia termica suficiente para vencer a repulsao coulombiana e se
fundirem, a temperatura deve ser da ordem de IOQK, por exemplo, numa rca-
gao D-D. Nestas condigoes, a preocupagao basica da Fisica de Plasmas rela
cionada com a fusao termonuclear controlada nao e obter um plasma absolu-
tamente estavel, mas sim mante-lo em situacoes proximas as de equilibrio
durante um tempo suficientemente "longo' (da ordem de 1 seg), para que a
energia produzida pelas reagoes de fusac seja maior gue a energia gasta
para criar e confinar o plasma. Em outras palavras, os requisitos fisicos

basicos para a viabilidade de um reator a fusao, podem ser sumarizados co



stentenen e denso e (11) a uma temperatura

wo segue: (1) um plasma osufy
suftetentemente alta, (iii) deve ser confinado por um tempe suficientemen
te longo. A forma mais elementar destas condigoes de suficiencia ¢ expres

sa pelo critério de Lawson':

nt{ £(T3,

=7
Y

oude m & a densidade do plasma, T a sua temperatura, ¢ TF o tempo de

[

confinamento de energial para uma temperatura otimizada de T e 15 keV,
devemes ter tipicamente £(7) v 10t cmﬂs seg

Dewido a sua olevada temperatura, o confinamento
destes plasmas termonucleares so ¢ possivel atraves de fortes campos mag-
neticos, em geral criadeos por corventes externas. Deste modo, podemos di-
zer Lamhem que a Filsica de Plasmas cestuda fundamentalmente as interagoces
Centre as forgas inerciais, as de gradiente de pressdo e as de Lorentz, oca
sionadas pelas correntes ¢ campos magnetlcos no iuterior do plasma.

q

1.3 - Facopo ¢ Relevancia deste Trabalho

Nesta tesc, o "estado de equilibrio' MHD acima re-—
feride ¢ analisado para um sistema particular de confinamento magnético
de plasma: o theta pinch de campo. reverse {(Field-revercad theta-pinch,
FRBP), com rotacao axiszimetrica®’” (Fig. I-la).

Por questao de elareza, a nossa escoiba do assunio
para o presente trabalho pode ser justificada por duas razoes distintas.
Im primeiro lugar, o cstudo do FREP e de particular interesse para o Gru-

po de Plasma da Unicamp, tendo cw vista o seu projeto de construgao  num

6~ 8

futuro proximo, com posterior evolugao para wma counfiguracao de spheromak
(Fig. 1-1b). Em segundo lugar, a rotacac de plaswmas, tanto em geometrias

i g T s . . + . -, -
cilimdricas como toroidais, tem side objeto de varios trabalhos teoricos

4,
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- - 2 1 - . . . - i
e CXper1mentalsl"‘3, em particular dagueles relacionados com injecac de

. . . . . Thi~18 .
part{culas visando o agquccinento de plasma , ou com ¢ cstudo dag ins—

Fo~310

tabilidades rotacionais . Anda, muite embora nao seja do nosso inte-—

resse imediateo, esta rotacao tem grande aplicagao em centrifuga de plasmas
- ~ sz 31t~33
para fins de separacac de i1sotopos,

Iniclamos ¢ capitulo Il com uma breve discussao so
bre a teoria MID ideal (segac 2.1) e a derivacao da equagao de Grad-Sha-
franov (secao 2.2). As secoes 2,3 ¢ 2.4 se constitucm na primeira parte
desta tese propriamente dita —nelas apresentamos a generalizacao da equa
cac de Crad-Shafranov para o equilibrio estacionirio: a cemparacgao entre
os equilibrios com e sem rotagao e feita na segao 2.5.

No capitule IIT, segunda parte do nosso trabalho,
este novo formalismo & aplicado a um FROP: nas suas 5 segoes, abordamos
desde 0 mecanismo de formagao de um FROP ate a apresentacac dos perfis
caracteristicos do plasma, passando pela resolugao analitica da equagao

" et - - . —
de equilibrio e pelos metodos de determinagas das constantes.
Finalmente, no capitulo IV apresentamos algumas

conclusoes a respeito dos resultados obtidos.

i

Tambem, objetivando dar a esta tese um carater emi
nentemente didatice, procuramos, dentro do possivel, apresenta~la de uma
maneira mais simples mas aute-consistente. Assim, um grande nimero de re-
fertncias e citado, como vimos ha pouco, a respeito de topices que julza-
mos serem, embora de grande importancia, nao diretamente relacionados com
a ideia central deste trabatho. Igualmente, as passagens alpébricas mais
eitensas foram deixadas para os Apendicos, reunidos no [inal desta  tese,
a fim de evitarmos a "perda do fio da meada', por cxcesso de abstracao

matematica.

(]



LENHAS DX CAMPO

{// ABERTAS (9=0) \\\&

SEPARATREZ
(=0

EIX0 MAGNE-
TICO (=i

md 1.)

LINIAS DE CAMPO
FECHADAS (¢ > )
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Fig. (1-1): Duas comcepgoes de toros compactos: (a) theta—pinch de campo
reverso, e (b) spheromak; a diferenga estrutural fundamental
2 a ausencia do campo toroidal na primeira configuragcao. Em
ambos os casos, a area scmbreada, contida ua separatrlz, re-

.~ . . -
presenta a regiao de malor densidade de partteulas.



I1. EQUILIBRIO MAGNETOHIDRODINAMICO

2.1 - Teoria MHD Ideal’®’?®

Na‘teoria magnetohidrodinﬁmica {MHD} ideal, © plas
ma ¢ deserito come um fluido cendutor ideal (resistividade nula), e este
talvez seja o modelo fisico mais simples que ainda resguarda uma auto-con
sistencia, no sentido de, atraves de um sistema fechado de equagoes dife-
rencials, ser capaz de descrever qualirativa e quantitativamente, com ra-
zoavel concordancia com os fatos cxperimentais, o comportamento de plasmas
a temperaturas termonucleares. Em particuiar, ¢ o unico modelo qgue leva em
consjderagcac a geometria global dos sistemas de confinamento, Do "ponto de
vista matematico, uma grande simplificacao nas equagoes descritivas ¢ obti
da tirando-se os momentos da Equacac de Boltzmann para o caso acolisional

{(Equagao de Vlasov):

P flr,v,t)| = — v,— + == = 0,

AL N

e, ] of —»af+i?af
m_-->
or av

a que & feita multiplicando-sc a equacac acima por diferentes potencias
* r 1 - .

de v, e integrando—as sobre o cspago das velocidades — este procedimento

reduz o nimero de variaveis independentes que figuram na fungao de dis-
vy T + -k

tribuigao f{r,v,t}, de sete para quatro.

Por outro lado, estas simplificacoes restringem a
regizo de validade da teoria MHD idecal, e uma analise mais rigorosa nes-
te aspecto pode ser encontrada nas Refs. [BSJ e [36]; limitaremo—nos aguil
a apresentar as premissas fundamentais:

(a) nao se consideram efcitos guanticos efou relativisticoes;
(b) todos os efeitos dissipativos sao ignorados, e o sistema ©
CoOnServarivo:

e . r
{c¢) na forga de Lerentz, oqﬁ ¢ desprezivel fronte g jx

>
4
s



(d) na lei de Ampére, a corrente de deslovamento ¢ desprenivel
F
s¢ comparada com ] ;
{e) o campo eletrico no referencial que se move com uma veloci-

+ -
dade v e dade por:

oo C o e
onde E & o campo no refervoncial [ixo;

(£) sendo ¢ a condutividade cletvica do plasma, a lei de Obm ¢

r o " ook
] o= okt = ol o+ ovxll)
L]
. Lo i
no caso ideal {5 »), pira se Ler o un ] fiuite, devemos rer BYo= 0,

ou seja,

> Fox _
v yulh w0,

e a densidade de corvrente ¢ determinada pela tei dde Ampére, o nae mais pe
la lei de Obm. Neste case Lamblm nao ha difusdo das linhas de campo wmagnd
tico através do meio condntor, o diz-se que as linhas de campo sao Teonpe
ladas' no fluido (frocuon—in faird,

Apuiadoy nestas premiszsas, o conjunto de equacocs

basicas que descrevem o plasma como wm flujdo MUD ideal o:

(a) equagao da contiunuidade:

din G, .
‘it + Velpv) = O (,{_'l)



(b) equacac da conservagao de momento:
dv ,
v e
—_ = wl - V 3t )-2
P dr 1 | L (: }

{c) lel de Qhm:

- ¥ oox :
E + vxB =0 " {(2.3)
(d) equacoes de Maxwell:
I
- T
Ikl = - 2.
Vxkb ot {(2.4)
> + .
= 2.0
VxhB Hod s (2.9)
.
VeB = 0} : (2.6)
(c¢) cquagoes de estado:
ro* . - .
Vev = 0, (fluido Incompressivel) (2,72
d =y . . . ,
I ppr ') =0, (Ilurdo adiabalicao) £2,7h)
g . : , . -, o
jf (ﬁ) L ({luide isolermico) (270

onde §p e a densidade de mazsa do plasma, p  a sug prossao cinetica (su-
r o - - : ]
posta escalar), E ¢ B os campos eletrico ¢ magnetico, | o densidade
-+ . - .. .
de corrente, v a velocidade (macroscopica) do plasma, ¢ vy 2 razao entre
I . e ' . .
os calores egpecificos, ¢ temos adotado o sistema MES racienalizado, Mals

tarde {scgao 2.4), vamos cstabelocer uma nova "c‘-.(lu.'u;ﬁu de cstado”, dife-



rente das apresentadas acima, para o fechamento do sistema de cquagoes

MHD.

2,2 - Equj‘lfhric_) MHD Estitico cw Sistemas AXissimitricos:

Equaz‘:;_-io de Crad-Shafranev’’

Naoult iy decada, muites antores tem se preocupado

na obtengao de solugoes anallticas ¢ numericas de conliguracoes de equill
Y -
brie estatico (v = D) om sislemas de simetria anial (e.z. tokamaks'®
f
b o Ce , :
@ sphernmnkx" e na anal lze da sua estabilidade MUD. Vamos aprescntar

53

aqui uma derivacao sueinta da ochamda equacae de Grad=Shat ranov, gue ¢ ouma
T 1 Fean : ; it
cquagae difervencial parcial de 2= ordem ¢ que engloba todas as cquagoos

de equilibrio MiD estdtico em configoracoes axissimclricas.

Favenudo v o= 00 na By, (202) ¢ usando a Eq. (2.3),

obtemas

Rk Y -

CVab)eBd = ovp . (7.8

i}

Igando o rtdentidade vetovial:

)- ¥ ¥ o .)- » i ¥ ‘-' L * -k LT ¥ *

V(ash) ={a*Vh + (b+¥d¥a - (Yxadxb — (¥xhdza

’ >
para a2 = b o= B, obtomos:

A N oR o> * [
(Vut) sl = (Bl = V(R /)

que substitulda wa Fg. (2.8) fornecec:

(W)l — VOR /2y

oD (2.9)



Num sistema de coordenadas ollindricas  (ryh,2) comomostra o Fig. (2-1),

e em que todas as grandezas Lislens sao independentes de o, Lemas ques

| aHr ],’(23 aBr
[(“'V)”lr L -;I- L . 2, 10a)
) I B an
[(ﬁ-\?)li]tp = n'i'-'([) + ‘-rl;--f-Ii B ﬂ.(-j-?-d’ (2.10b)
AB ap
-+ 3 # .
[(H-V)B]z = Br Erdli Bz T (2.10¢)
Tambem, lembrando que B” - lii + B(“;J + Hi, temos :
. I 4] OB
r B ] B r o, 7 , )
[V (_2_) . = Hl’ 131’ + B [,b EI’ + I,?, W;—— N (i L1 ‘i)
> B
[\'?(T)LP =0, (2.111)
. aB ok al f
B "y , i . w . i
i = m—— 3 il i met o011
[\5( 2 )]z " e T ](j: gz T e e (e-he)
¢ finalmence, para p = p(r,z),
o _op 91,
!_\J’p] - r”: ' (2. l.z'l)
['Y?)] =0 (2.12D)
; g 4 T
- 5
: _ LT
‘\/P]z AP (2.12¢)

Escrevendo a Lg. (2.9) para cada componente ¢ usando as v:«prc:t;.‘;a(‘.ra {2.10},

(2,11) e (2.12), obtemos apos ablgumas simplit lcagoes,

” o M

. ; . (2.1%)
> r}z v Foodr o dr
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0B, B
b Tz_‘i). T %,L' 0 (2.130)
W
oy i iy . .
- HP g Hr o t Hr AT 1” P (2.13)

z
\x‘ f
P{r,tb,2) ~ P
(Y '-.__-‘ -:T”""li)
!
t
]
|
|
|
|

i e AN
! .
| r
“
I
l -
‘\\ '
; ~ [} I
P

Fig. (2-1): Sistema de coordenadas cilindricas (r,¢,2) © 05 scus versores

ortonormais (¢,9.%).
onde temos definido a Ylu1g?h) caealar:

I{r,=) rB”(r,x) . (2.14)

Agora, vamos usar o tato de gue, nuna coonliguragao
axissimetrica, cwdote ama oo o Sl U0, wY, tal que, qualquer campoe

[

. - e, N - ! ,
vetorial de divergencia nola pode ser escrito na Lorm”

K= Il I O]
r

como pode ser facllmente verificado; combinanda csta com a definieao
L) 4

(2,14}, temos:



1
> 1 .- - . :
B o= - (T ¢ T3) (2.15)
donde:
. L S5 ‘
B = — 2.10:
b v 3z ! {2.16a)
Bo= (2.16h)
Bl r’ e
L o
B o= - — ¥ 2.16¢)
z T ar (2.16¢)
Substituindo cstas componenles na Eq. (2,13h), obte
mos .

L L )
ar oz hz Or

Note que o primelro membro ¢ exatamente o jacobimmo de o p(r, =) o (v, #):

L7
ar a
Pyt
I y 2)
S}
ar it}

ou scja, nos temos que:

{
1y g
T,Z
W

isto e, I(r,z) o iungﬁu do iy, =) somente

L= 10) , (2.L71)

L4,



e disto temos incdiatomente ques

ar i dr b difp dz
- Lo ‘
db { LS

dg g

Multiplicando agora as Fas. (2.03a) ¢ (Z2.100) por 17 ¢ substituindo  as
¥ - .
Ceomponentes de B opor aquelas dadas noas relacoes (2.16a) - (2.16¢), Lo

Mos 5

a1 g 3] : .
- T-.!I_ - _.)_( _l_ )1) ' _LJ_ -1 _'},J = g re I_“P ,
ar arceoar - dr L ar
Jr
L , j . | _r]qw +‘.\i- o Jl _—_ ‘}p
0L 3T our P BFa 0 o
HFs
Usando as rmiugﬁus (218 ¢ (2.19) ubtewmos:
TN 3 0 1 odit "] b D y
- = (- - - e— e Y A e s - 2200
Ut l . o . »)* 2 di o ar * (2.200)
i N .
ay |0 boaooaf I dl?| . p .
] e — R S 4+ = = = [ 2.
iz {(fh_ P LM T T (2.20b)
e G E o

Dividinde membro a membro,

S ap g op J(ﬁ’ﬂ:}) =0,

) G E A T )
ou seja, como no case anterior, a pressac ¢ fungae de @(r,z) seomente:

p o= ply) {2.21)

e tamben:



4P _.ﬂﬂ 4 ap = EE Bm (2.77)

or dy or oz dY dm
Usando csta ultiwma ouma das Fgs. (2,200, obtemos {inalmente:

e 1t =0 (2.21)

k]

& . -
A+ UUL P

onde temos definido o operador:

f\'."( =3 {}..—._ - ;], % + L_ .
. D Jar T
ar’ Het

e linha (") indiea derivada total e relagao a oo A By (2,273) ¢ conhe
cida como Lguagao de Grad=sShafranov”'?™" (G-8§), ¢ rclaciona os tres per-
- v >

fis cavolvidos na equagan de vguillbrio: 8, 7 ¢ p . Para resolver
esta ecquagao difercneial em  @{r,z) , devemos ohviamente especificar as
funcoes arbitrarias gue nela figuram, p(f) o L(y) . A cscolha di
p(d)  significa por si 50 cstarmos especillcando o perfil da prossao que
entea na vquaqﬁn e oqnilfhrin; cotretanto, para resolve=Ta comple famen—
te, devemos escolher o prdoodl mais um perfil, de ﬁ wu de { . A especi
ficagao da outra fungao arbitriria que aparcce na kg, de G=%,  L(d) , nos
diz gue, juntamente com  p(l) , esta determina o perfil da densidade  de

correntle, como mostraremos & ngnir.

Tomando x rotacional de B{r,z) om coordenadas ci

tindricas:

- o ST -
VKB = = —2 T o+ (— - =D + T -2 (rB )%
i P aro roir i

Usando a Eq. {(2,%) o as ru!ugﬁum (2.14), (2.16) v (2.18), temos:

e Ll
r jhor ('lel, NE
8]

T

10



1@ 1w, 3%, AN
ur L2 S i ’

ar?

]

= _l_._E.hQ
J BT o odi 8r

ou, usando a propria Eg. de G-S na expressao para j

(b 3
tes de j dadas por:
e W 9 9
Jp 7T Wx B ? (2.2ha)
1’ !
j, =- (ep' + ), (2.24b)
& T
o
. 1!
j, =i %% : (2.24¢)
l—lo'

Note que, ate agora, nao foi feita nenhuma restri-
¢ao quanto a fungao de fluxo ¢ , a nao ser o fato de ela ser axissimetri

ca. Entretanto, e facil de verificar que:

Wr,z) = TS =

fluxo poloidal ¥: fg,d+ (2.25)
onde a integracao & efetuada sobre a draa poloidal do tore, definida como

sendo localmente perpendicular as superficies de fluxo (U = cte.) e as

superficies ¢ = cte . (ver Apendice A).

E “ a . A - - . - A . - . ~
2.3 — Hquilibrio MHD FEstacionario em Sistemas Axissimetricos com Rotacao

Toroidal: Equacio de Grad-shafranov Modificada

A, Equacao da Conservacao de Momento—

Reeserevende a Eq, (2.2) na forma Euleriana, temos:

Ltemos as componen

.16,
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SECRIE SAVE RS AU R B ) L B (R
gt
L i
‘que, para o caso eslacLunario (rI = ) roeduz—ue a
¢ .
Ly sYiy = jalo- up (2,20)

Supgmdu voE ovir,E) o, Tae., i tolagan axlssimetrica puramente toratdal

(azimural), temos, nsaondo oy (‘:«']nw:;:;.t,;(‘:-; (2. com v 2w T 00w
v

(veii)v - " T . (2.27)

Ainda, lembrando quo:

<
-
—~
[
F
o
——

> ] " .
onde v (velocidade toroidal) ¢ w {velocidade angular de rotagao) cs-
tae rebacionadas pela Teegra da mao Jdireica’ (Fip. 2-2), rtemos finalmen-

te a lg. (2.20) na forma;:

" Y ) - .
Ypom o guh o+ ol eVre (2.29)
[
- T . - i, (2-2): llemento de plas—
gl v \
: t-‘ﬁ"--.. : ! - o
! . "‘L-«__‘ L M em r‘uhaquu to—
_ | S

tordal, ¢ os vero



R, Dependencia Funclonal de o —

Subgtituindo a Eq. (2.3) na Lg. (2,4) para o caso

estacionario, temos:
T
Va{vxB) = O,

que pode ser desenvolvida como:

-*

AT, Yoy o F o R
(Vv — (Vev)R + {(3sV)v - (v=)B =0 .

¥ -
Para v = v(r,z)d ,

v (r,z) v
P z

Ted - L2 NP
- = — we-- rv - =
M T b Bz ’
donde:
Foor ok [
(v = (vV)RB
Lembrando mais wma ver que v = vi{r,z}) , B, = Hi(r,ﬂ) , 1 = r,dgn, @
usando as vxprvssﬁva (2,100, Cemoes:
vi .
ok Y - v Jvy=
Peyy = - b Y 27)
{1y T ( - Ty Bz . T
vh vii
> o J - -
(VveW)B = — ' F o+ —% 7,
v r

donde , igualande as componentes 3, temos:

v BV
R T - T
(r Hr)



* Alnda, uma ver que!

v _ 9 v
2z~ Az (r) *
1 I
G-I E-YH LD D,

temos:

1 .
3 v 3 vy
z Bz (?J * Br Br C;) =0

Usando a definicao (2.28), e as relagoes (.16a) e ¢2.1l6c) para as compo-

= 2 , . ;
nentes de B , temos, ja simplificando o r :

ou seja, mais uma vez,

= (. (2.30)

Esta relagdo nos diz que, num fluido condutor ideal em rotacdo toroidal

axissimetrica, a velocidade angular deve s$ec constante sobre uma mesma su

perficie de fluxo; e & conhecida como Lei de Isorotagdo de Ferraro,???%"
que pode ser expressa pela equacao: !
5
b
%— - Tx(vxd) = J(lrﬁig)?p X (2.31)
-3

. - =3 r ‘
Agssim, quando w # w(y) , 3B/5t # 0, ¢ gue pode ser interpretado como
segue: caso a velocidade angular nao seja constante ao longo de uma linha

de campo, as varias '"'partes" desta linha gastariam tempos diferentes pa-

.19,
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ra completar uma volta em tornoe do eixe de simetria; ¢ come as linhas es-—
tac "congeladas' no fluido, este cisalhdmento criaria um campe magnéticeo

variavel em tempo, na direcac toroidal.
C. Equagao de Grad-Shafranov Modificade—

Substituindo a Eq. (2.3) na nova equagao de conser

vagao de momento, Eq. (2,29), ohtcmos:

Tp = I}-(%xﬁ)xﬁ + pwtrT
o

T
D = —ir-' oo
(UsxB)xB = 1 Fp - 1 _ow’rT .
o} 0
Note que esta equaggo e semelhante a4 Eq. (2.8), apenas com um tetrmo adi-

cional na sua componente radial; lego, usando as expreﬁﬁaes (2.10), (2.11)

e (2.12) temos, em analogia ao conjunto de Egs. (2.13),

5B 58 B ,
k- — - —‘Qﬂ = - E.E. - 3

2T B T T R o T Mo ar T g W s (2.32a)
38 B .. |
_ %, _rak |

Bz T e C 0 (2.320)

oB ab 3B
— B —.-.-.Eh - l_'p T e |5 i = llo %E . (2-32C)

¢ 2z r Jz r or

" Usando as relagaes (2.16) para as componentes de E ., a Eq. (2.32h) for-

nece novamente T = I(Y) , & as outras dunas podem ser escritas como:

(a%y + II')%% = - HOIQC%% ~ pw’r) , (2.332)

.20,
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(AR + TL') %%'= - uorz %% . (2.33b)

[»

que $30 semelhantes 3s Eqs. (2.20). Note que agora a divisao membro a remn

bro destas equagoes fornece:

3y dp _ BY Sp . Py L L 29
ou seja,
p = p(r,2) #p(d) . i (2.35)

Multiplicando a Eq. (2.33a) por ¥ e a (2.33b) por

Z , & somando:

(A*¢+II')(%% r +Jg%.5) = —Hérzf%% T +g§-§)+uapm2r3§ .
- ou seja,

(AR+TIDTY + porzgp - uopmzraﬁt:= 6 . | ' (2.36?
Consideremos agora. a seguinte derivada:l

3[-% pw?) (x%)] =-% 0wV (r?) + rzﬁﬁéme)
dondé:

-+ a1 = 1
uopmerVr = uorzvﬂgpm{r9) - uox“vcipmz) . (2,37)

Supondo o = p(y) , e tendo em vista a lei de isorotagao (2.30), podemos

definir:
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s =L oty | | (2.38)
de modo que:

Vigowt) = Ta(y) i g’ W,
e a Bq. (2.37) fica:

-

' 239 _ 2 ek _ ‘q ' _
e r,VF = Vi g) —u,reg'vy

|
(]

Voltando esta na Bq. (2.36),
(ARUHIT" VY + uorzﬁp - uorzﬁ(rzg) + gy -0,
ou, feagrupando 0S5 Lermos,
(A*¢+II'+quqg')$w - Ubrzg(p“rzg) = 0.. (2.39)

Esta igualdade vetorial nos garante gue a gegunda expressao entrg paren—

‘teses & fungao s0 de Y (ver Apendice B), ¢ permite definirmos:

11

EQV) 5 p(r,z) - g = p - = pw?r? , (2.40)

2
de tal forma que:
Vip-rig) = 3f(w) = f'ﬁw .

Com isso, a Eg. (2.39) fica:

! o
(&%) + TT' + Uorzf‘ + uor'g‘)Vw =0
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- . * - R R
para ser valida para VY§ nao identicamente nolo, devemos Loer:

ARy 4o vty TTY = 0 (2.41)
L%

A esta equagao que descreve o equilibrio MED de um plasma com rotagao
axissimétrica, vamos denominar de "Dquagao de Grad-Shafranov Modificada"
(G§8-M). Observe que, poundo o = (0 nas Bgu. (2.38) e (2.40), Obt%nos res-
pectivamente p(y) ~ 0 o f0h) pln) , e oa kFg. (2.41) volta a forma da
Fquagao de G-5 original (sem rotagao), na forma da Eq. (2.2%),

Como a forma da B, (2,19 permancee valida para o

campo magnetlco, o8 scus componentes sao dados pelas roluqaus {(2.16):

B = 1 Qi \ (2.420)
r I
B o=t (2.421)
(1‘1 r
Loy oy
B = - - Zi . Ade
7 roar ’ (2.42¢)

entretanto, usando a lei de Ampere o a Equag50 de G5-M, as componentes

y
de |} passam a ser:

. | I T b
JT bt oz (2.43a)
i T SR A A 2.4
1dj rr} = — {1 oy “—? ’ {(2.43h)
) I

. o

1, = - ﬁ% . (2.43%c)
. I oY
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D, Perfis Arbitrarios —
7

No final da secao 2.2, vimos que para resolvermos
o problema de equilibric estatico devemos arbitrar as fungoes p(yY) e
1(y) que figuram na Equagao de G-$, o que fisicamente equivale a escolher
lmos duas dag tres grandezas que figuram na equacao de conservagao de momen -
to, Eq. £2.8) — no caso, pressao ¢ densidade de corrente — para determinar
‘mos o perfil do campo magnetico.

No equilibrio com rotagao, temos apar@ntEménte fixa

do quatro perfis arbitrarios — I(Y¥) , w(y ., p{) e £ — se consi-

derarmos que g{{) & uma funcdo derivada de o) e w(y) , de acordo
com a definigao (2.38). Entretanto, a equagao de conservagao de momento
para o equillbrio estacionario, na forma da Eq. (2.29),

Vp = 3xB + pwlrt y L (2.44)
mostra com clareza que o efeito da rotagao, exercido atraves da forga

centrifuga

.

.= pw?rT o (2.45)
depende do produto p(Ww?(y) , e wdc destes perfis separadamente. Logo,
podenyos dizer tambadm que na realidade temos apenas tres perfis arbitra-

rios — I(Y) , g(Y) e £{Y)— exatamente aqueles que figuram na Equagao

de GS-M; e p(Y) e w(y) passam a ser interpretadas como funcoes deri-

. T . ~ ~
~vadas de g(U) . E interessante obscrvar que ambas as interpretagoes estao

de acordo com os fatos: se se considerarmos oY) e w(yY) como dois pexr
fis arbitrarios separadamente, a Eq. (2.45) apresenta cimco perfis, & en—
tac devemos escolher quatro deles; e se supormos que a forga cemtrifuga &

representada pelo "perfil global™ g(U) , a2 Eq. (2.45) passa a apresentar



f .25,

quatro perfis, dos quais trés sac arbitrarios. Estas duas alternativas,
v

juntamente com o caso do equilibrio sem rotagzo, 520 sumarizadas na segao

2.5,

2.4 — Fechamento do Sistema de Equacoes MHD: "Fquacido de Estado"

Considerando-se que a Eq. (2.6) nao estabelece ne-
nhuma relagao entre duas (ou mais) grandezas, mas sim apenas determina

s s . . - . ~ ;
uma condigao inicial a2 ser satisfeita por ¥ , o sistema de equagoes MHD |

(2.1) ~ (2.5) apresenta 13 equagoes (escalares) e l4 incognitas:
‘ e + e - . . ~
D, s Vs s Boe L . Logo, torna=se necessaria mals uma equagao,

especificamente vma que relacione a pressdo (que so figura apenas numa
das equagoes) com umna ou mais das variaveis citadas acima — o que descar-
ta de imediato a utilidade da Eq. (2.7a) para fecharmos o noéso sistema.
Igualmente, as equagoes de estado (2.7b) e (2.7¢) se reduzem a identida—
des, tanto no caso estatico como no case estaciondario com rotagao puram@g
te toroidal (Ver‘ApEndice C). Diante disso, parece-nos inevitavel langar—
mos mao da equagao de conserfagﬁo de energia, ou entao procurarmos alguma
outra forma de equagao de estado termodinamico.

Vamos, entretanto, antes analisar um dos perfis

arbitrarios, nos c2sos sem e com rotagao, respectivamente Eqs. (2.21) e

(2.40):

Il

plr,z) = p() ; (2.46a)

plr,z) = () =+ % pmzrz . (2.46D)
Os perfis p(d) e £(¥)} que figuram nos segundos membros, emborva sejam
fungoes matematicamente arbitrarias, as suas escolhas significam fisica-

mente & determinagao de uma dependeéncia funcional especifica com a grande
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za Y, que por sua vex esta relaclionada de uma manecira implfcita com o volu-

me do plasma contido no tube de fluxo ¢ =cte. (ver Apencice A), Assim,

uma

vez escolhidos og perfis p () e £(¥), as Egqs. (2.46) desempenham perfeita=

mente o objetive da 148 equagao :

netica & as ocutras quantidades, como vy,

Py Wy ©LC,

2,5 ~ Quadro Comparativo entre os Eguilibrios MHD Estatico e Fstacionario

EQUILIBRIO ESTATICO
{Sem Rotagﬁo)

EQUILIBRIO ESTACIONARIO

(Com Rotagao)

— !
EQUAGAD DE A ro oy 2.m VgL
QUILBRTO Pm ¥ R A A
EQUAGAO  DE | pysy x2p'+ 117 = 0 i
GRAT-SHAFRANOV bruorte - A+ uc,r2 (£'+rig')y+ II'=0

T @) — 3.(r,2)

H T
I t
v(.'.‘-) : th E n
A & T P (W) — 3 (r,2)
= = 1 o I(p) —— 3 (r,z) ! ?
o - ’ £ — pr,2)) |
5% - PE Q) = p (x,%)
= E E P (dj) =+ E 2+
R p () — p(r,2) F(r,z) g (9) — ¥ (r,2}
8 E |72 g
4 I -
AR~ £ (r,2) B (r,z) : B rJkr,z)
plom ) B f
[ @ 1 - I
o = E
& A :
(]
RESOLUGAD s e . _
D9 PROELEMA Perfis Arbitrarios e Condigoes de Contorme para v {r,z)
1 9
IS - _i ; 'B = —.-.:-[.—.— ; B rm __1._ ﬂ_
‘ T r o= ¢ ¥ Z r ar
COMPONENTES
\ T .
DE B E 3 It 3y Ly _ ' 5y
r ur fm ’ J¢ Tnr ? . T W ¥ ar
[} 8] 4]

cstabelecer uma relagao entre a pressac el



“ 13T, APLICAQKO A UM THETA-PINCH DE CAMP(Q REVERSO

3.1 - Generalidades

O theta-pinch de campo reverso, ou [reld-reversed
theta-pineh (FRAP), & um sistema lineaf-turoidal de confinamentonmagnéti—
co de plasmas termonucleares, cuja caracterisﬁica basica & a presenga de
linhas de campo magnético fechadas, como nos sistemas toroidais, ndo obs-
tante & sua configuragao cilindrica. Tambem, muitas vezes o campo azimu~
tal (E¢) e nulo ou desprezivel se comparado ao campo poloidal %p
(= Br? + BZE) , a0 passo que a densidade de corrente & puramente azimutal

. ~ - o
0 confinamento & a implosao se devem a forga de Lorentz  jxB , sempre di
rigida para o eixo magnético (onde ¥ & maxime ¢ o campo poloidal & nuls),
como mostra a Fig. (3-1).

U esquema basico para a formacao de un FROPD, a
partir de um theta—pinch padrao, & aquele ﬁropﬂsto por Linford et al®®:
através da prﬂduggo de um campo de polarizacao reverso simultancamente
com a pré—ionizacgao, durante o primeiro semi-ciclo da descarga do banco
principal de capacitores, e o "pinch" ocorrende durante 0 seu segundo
semi~ciclo, Este campo reverso reconecta=-ge nas axtreﬁidades de cilindro,

gerando uma configuragao com linhas de campe fechadas; entao o plasma so-

fre uma contragao axial até atingir o equilibrio (Fig. 3-2).

—
[w et

_\l_.ai

eixo
magnetico

é{_/

Fig. {3~1): Configuragao tipica de um FROP.

27,
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\ As pesquisas em FREP, tantoe teoricas como experimen
tais, tém recebido grande motivacao pela sua dupla vantagem: de um lado, a
presenga de uma estrutura fechada veic a superar um dos maiores problemas
em theta~pinches comuns — a rapida perda do plasma pelas extremidades; de
outro lado, a sua geometria cilindrica requer uma enmgenharia mencs comple—
- f

Xa se comparada a sistemas toroidais, como os tokamaks. Esses - dois atrari-
vos, associados d possibilidade dc se obter um plasma de alto beta poleoidal

(0.5 ~ 1.0) a temperaturas termonuclicares ( ~ keV), [fazem do FRAP wm forte

candidato ao prototipo de um reator d fusao.

:NH_EE_,ﬂ.1ubo dc vidro

plasma frio

(a) PRE~IONIZAGCAO

campo de implosao

(b) IMPLOSAD
plasima quente

() RECONEXAQ DAS
LINHAS DE CAMPO

(d) CONTRACAO AXTAL

(&) EQUILTBRIO

G360

Fig. (3-2): Lsquema de formagao de um FROP.

A fim de obter um FREP com B, = 0 , fegamos, de
4

acorde com a Eq. (2.14),
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W) =0 ; (3.1)

também, vamos arbitrar:

£ = 2a%0P/u_ . (3.2a)
p(vy = ™, | i (3.3a)
w) = i, | (3.4a)

e, usando a definicac (2.38), temos que:

g(w) - % hc2w(0¢-"‘2€)

Por simplicidade, fagamos:

b = % pohczl; (3.6)
tambem, vamos SuUpor queé o & £ sejam tais que:

g+ 2e =1 (o, & 2 Q) , (3.7)
de modo que:

g(¥) = by/y, - ‘ (3.5a)

Nos caleculos a seguir, vamos designar pelo indice "m" os valores das

grandezas sobre o eixo magmetico (localizado em 1 = r ¢ z-= 0 ) @

.ainda definindo uma fungao de fluxo normalizado por:
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o p(r,z)  _ Plr,z) ‘
li’(r,_z) = w(rm,o) ll)m , (3.8)

podemos reescre@er os perfis arbitrarios (3f23) - ’FB.Sa) como: -
£() = £ ¥, E | | 0 (3.2b)
o) = 0, ¥, (3.3b)
w(y) = wm‘wg , | | IRERI)
g(wﬁ =g, ¥ (3.5B)

Derivando as Eqs. (3.1}, (3.2a)ﬂe (3.5&); e substituindo—as na Eq. (2.41),
axy o+ g (£Ter2g") + I = 0,

temos:

k .
A% + ri(haty + br?) = 0 . (3.9a)

No final da secao 2.3~C vimos que a Equagao de GS-M, (2.41), descreve
iguaimente os equilibrios estdtico e estacionario, bastanto, para este
ultime caso, fazermos g(§) = 0 . Lntao, tendo em vista a relagao (3.5a),

fazendo b = 0 na equagac acima, temos:
ARG+ dafriy = 0 g (3.5b)
esta ultimaz & exatamente a Equagae de G-$, que descreve o equilibrio sem

rotagao, e a Eq. (3.9a), a Equacao de G5-M, que descreve o equilibrio com

rétagﬁo.



3,2 = Equilibrie Estatico (Sem Rotacao)

A, Solugao da Equagao de (-3 por Separagao de Variaveis —
Supondo uma solugae separavel do tipo:
U(x,z) = R(r) &(z) , (3.10)

a Eq. (3.9b) fica:

R" Rv ZH 2 s ’ 1
—am = mma o mn— art = !
3 o > 4a’r 0,

onde as linhas indicam derivada em relaczo aos seus respectivos argumen-

tos. Introduzindo uma comstante de separagac X , temos:

R" B! - .
¥ mt ba“r® = A% (3.11a)

- =R (3.11b)

Defininde uma nova variavel;

®(r) = ar® , (3.12)

I

a Bg. (3.1la) pode ser escrita como {ver Apendice D):

4R .20, .
S 4 (1 - Ehr =0, (3.13)
dx? * :

onde:

= e - (3.14a)

.31,



4 BEq. (3.13) & uma equacgao diferencial de Coulomb, cuja solugao & {ver

- Apendice D)B¢.
R(x) =C T (n,x) + ¢ G (n,x) ‘ (3.15)
1 O 2 O .

onde € e & sho constantes arbitrarias, ¢ Fo(n,x) @ Co(n,x) 520
1 2.
respectivamente as fungoes de onda de Coulomb (CWF) regular e logaritmi-

ca, de ordem zero, Em =z , tomando-se a solugao da Eq. (3.1lb), simecri-

ca em relagao ao plano equatorial (z = 0) , tcmos:
|

72(2) = A cos (Az) - - (3.16)

onde A e outra constante arbitravia.

Voltando as solucoes (3.15) e (3.16) em (3.10), te

mos a solugao da Eq. (3.9b):
w(rfz) - [ClFo(n,x) + CzGo(n,x)l cos (Az) , (3.17)

onde redefinimos ag constantes C = AC e O = AQC .
. 1 1 2 2
|

B. Condigoes de Contorno e Determinacao das Constantes —
De acordo com a definigac fisica de (ver Apen~

dice 1), temos que: 1

(i)

0 , sobre a separatriz ,

(1i) ¥

11t
=
I

W s sobre o eixo magnetico;
m max
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onde, de acorde com o tipo de solucao proposta em (3.10), a separatriz e
um retﬁngulo; ¢ 0 elxoe magnético esta localizado em © = rm s z2 =0, co

mo mogtra a Fig, (3=3). Com isse, as duas condigaes de contorno gcima po-

detn ger escyitas Como:

(1) y(rsz ) =0 (tode & > 0) , (3.18a)
(ii) Y(r_»2z) =0 (todo z) , ‘ (3.19a)
(iii) w(ri,z) =0 (todo 2) , (3.20a)
(1v) P(r .00 =4, (3.21a)

(v) %9 =0, (3.22a)

(e ,0)
m
(vi) -ggi -0 . (3.23a)
(rm,U)

Ainda, na definicao (3.l4a), vamos considerar A e 1 como "constantes

independentes", e a dado por:
a = = ‘ ‘ (3.14b)

como uma "constante derivada'; com isso, o donjunto de Eqs. (3.18a) - (3.23a)

apresenta, em principio, 6 incSgnitas, a saber: € , C , A, 0, T
. T e
|

e dﬁ , @ se constitui num sistema fechado, uma vez gue os parametros geo -

metricos L, s T, € 7 serao arbitrados.
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superficies de fluxo (¥=cte.)

kafdfﬂ,, separatrie (w 0)
%‘ eixo magnetico (= ‘l‘max)

Fig. (3-3): Secgao reta (plamo ¢ = cte.) de um FROP sem rotagao, descrito

pelos perfis (3-1) ~ (3.5).
i
Usando as notagoes compactas:

x(r, ) = ar

"

Fk = l?D(n,x ), Gk = Go(n,xk) .

o s dFD(n,x) o - dGo(n,x)

k ~ dx P T dx ?
*K *k

com k =i,e,m , e a expressac (3.17) para 1 , as condicoes de contorno

(3.18a) ~(3.23a) podem ser reescritas como:

w(r,zﬂ) = (C1F + CzG) cos(kzo) =0, (3.18R)

P(r..z) = (CF, + CG.) cos (Az) = 0 , (3.190)
L 1 1 2 L .

Wrgs2) = (CF, + C0) eos (hz) = 0, (3.20b)



w(xm,ﬂ) = (ClFm + Csz) = %n . | (3.21b)

|2

1 ¥ — R
- o 2arm(ClFm + Csz) =0, | (3.22b)
m,

Ie?
S
%
£

-MC F_+ C G )sin(0) =0 . (3.23b)
(r_,0) ! z ‘
m
Note que a Eg, (3.23b) ¢ uma identidade, e so vem a confirmar o valor de
z do eixo magnetico (zm = 0) que tinhamos fixade intuitivamente; e pa

ra A, a, r 70, as demais equagoes acima 580!

cos (Azo) =0, | : - <3'18C).

C;Fi + CzGi =0 ; ‘ | . | (3.19¢)

C;Fe + €6, =0, (3.200)
J CaFm + Csz =10, : (3.21c)

1] | -

ClFm + Csz (3.22c)

Da primeira, obtemos de imediato:
f
A = (2n+l) 'i“i.;L (n=0,1,2,...) ; (3.24a)
o .
em particular, vamos tomar a solugao para n =
m .
A = (3.24b)

A fim de compensarmos z inutilidade da condigao

.35.



(2.40) pPATA O CAS0 sSem rotagﬁo (w=10) :

202 .
2a”y Mo P s

'~ ou seja, sobre o eixo magnetico,

]
Lo
+
[

1
~—~
s

o
=
=]
T
Fae)
x4}
w3
e
M-
(]

> G
{ m o

i
o]

CF'+ CG'
m

de contorno (3.23), vamos igualar a expressao (3.2a) com a definigﬁo

(3.25)

(3.19d)

(3.204)

(3.214d)

(3.2248)

com 4 incognitas, C , C , n e rm(xm). Observe que, tendo em vista

1 2

2 relagzo (3.14b), e com } Jja caleulado pela Eq. (3.24b), o calculo de

4

"N determina tambem o valor de a . Trabalhando com as Egs. (3.21d) e

{3.224d), obtemos (ver Apendice E); :

- 1
Co= -y Glnx)

’ m i Ti )
GE wmlo(ngxm)

Como obviamente as fungoes Fo(n,xm) »

(3.26a)
(3.26b)

: Go(n’xm)

¢ suag derivadas nao sao algebricamente inversiveis para n e x ', a de
m —_—

.36.



terminagdo de todas as constantes que figuram na solugao (3.17) & feita

pelosmetodo de tenmtativas sucessivas, ma sequencia abaixo:
\

i) arbitramos os valores de r. r z e :
(1) i e ? o Pmpfl

(ii) calculamos A pela Eq. (3.24b);
{(111) chutamos n & X

(iv) calculamos a pela Egq. (3.14b);

(v) calculamos wm pola Eq. (3.25);

.

(vi) ecaleulamos ¥, = ari (k = i,e,m)

‘s = &7 , ,
(vii} calculamos as expressoes Li s G. ., P, G, Fé e

Gr;l;
viii) calculamos =3 pelas Egs. . ;
(viii) calculamos € C_ pelas Eqs. (2.26)
(ix) procuramos obter simultaneamente, de acordeo com as condi-
coes de contorno (3.19d) e (3.20d),
CF.+CG, =0,
1 A z 1

CZFE + CZGE =0 .

3.3 - Equilibrio Estacionirio (Com Rotacdo)

A. Solugao da Equagac de GS-M por Separagao de Varidvels -
Vamos reescrever a Kq. (3.9a) na forma:
(A% + 4a?x® )y = -br* (3.27a)
.0 que nos sugere uma solugao do tipo:
g(r,z) = H(r,z) + P(r) , (3.2?3)

onde H(r,z) e a solugac da equagao homogenea:
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.

ARH + Gair’H =0, (3.27b)
e P(r) a solucido particular da equagac nao-homogenea:
A*P # 4a%r?P = — br® , (3.27¢)

f imediato que as Eqs. (3.9b) e (3.27h) sac identicas; logo H(r,z) @

dada pela expresszao (3.17):

H{r,z) = [cDFD(n,x) + CJGO(n,x)]cos(hz) . (3.28b) |
Explicitande o operador A% na Eq.‘(3.27c):

P'O- E¥-+ ba’riP = - br" :
supondo uma solugﬁo do tipo Pi{r) = Ar ., obtemos:

n(n—E)Arn_z + 4a2Arn+2 + br" =0 .

Para A & b -n2o identicamente nulos, a unica possibilidade &:

n=2 : A=-hb/sa’,
donde:
i .
P(r) == - E._-. = - E‘K_ ) (3.28(:)
hy® 4a’

onde tambem usamos a definigao (3.12). Voltando as expressoes (3.28b) & -

(3.28¢) em (3.28a), obtemos a solugio da Equagﬁo de G5-M:



w(r,z) = [CIFG(H,X) + CzGo(n,x)] cos{iz) - bx .

4a?

(3.29)

Como esta solugac nao e do tipoe R(r) - Z{z) , a nova separatriz naoc sera
" mals uma segao retangular, mas sim uma curva generica, contudo ainda si-

metrico em 2 , como mostra a Fig, (3-4).

superficies de [luxo (}=cte.)

p

separatriz (YP=0)

eixo magnetico (I,D=tbm5'x )

Fig. (3-4): Segao reta (plano ¢ = cte) de um FRBP com rotacao axissimetri

ca, descrito pelos perfis (3.1) ~ (3.5).
B. Expansao dos Parametros e Determinagao das Constantes—

Comparando as solugaes (3.17) e (3.29), verifica- \
mos que esta ultima apresenta uma constante arbitraria a mais, b , gue
obviamente esta relacionada com o termo de rotagao na Equagac de G5-M; €s
ta constante, em particular, pode ser determinada de uma maneira simples

igualando-se as expressoes (2.38) e (3.5a), para ¥ =y

m
~_ (3.30)

onde 0y & W entraviam como valores de contorno. Com iszo, e lembran—

.39,



e

do que a parte bomopenca de (3.29) apresenta exatamente o mespo mmero do
constaites arhitririas que !i()]ll(;:iti (4.17), o problema do cqguilihrio com
rutuqfib ficaria resolvido oo soa Intepra —L.o., com todis as couslantos
determinadas — asando s c:()mlit;m‘r; de contorno (3o1l8a) - (3.27%a).

[ evidente gque este procedimento reguer mals wma
vez a escolha arbitraria da pusicuo Jda separatriz, atraves dos paramerros
geomitricos rooas ¥ ¢ 7, sul as quals as c.‘t:)m'lj.gaes (3.18a) ~ (3.20a)
deixarinm de ser ureis. Em outras palavras, todas as constantes arbitra-
rias que fipuram na rscnlug?io {31.29) podem ser determinadas simplesmente re
petindo-se o esquema descrito na 50;‘;50 3.2-B, & mais a ecxpressac (3.30),
o que fisicamente significa cpeararmos as doas solugoes de equilibrio —
sem ¢ com rotagiao — como sendo "estranhos' entre si.

Entretanto, este matodo, embora scja perfoeitlamente
vilide, va corta nae nos possibilita wmn comparacao de resultados das duas
configuragovs de equilibrio — principalmente e se considerarmos que um
desses resultades, dos mais significalivos que csperamos obter, © a in-
fluencia da rotagaoc sobre a pusicao e a lorma da separatriz. Assim sendo,
a fim de simularmos os cquilibrios om plasmas distintos mas semelhantes,
Bl sEM FOLACA0 ¢ o oulro com rotagao axissinder ica, vamos abandonar, pa=
ra este segundo caso, aquelas tres condigoes de contorne relacionadas com
3 posicao da separatriz. Neste formalismo, todas as variacoes nos perfis
caracteristicos do plasma em eguilibrio estacioniario serao calculadas de
mEd maned ra auto—censistente com respeito ae plasma estalico, no sentido
de que, apos a inclusae da rotacae, todas as constantes arbitricias serao
cunsideradas como sendo desconheclidas, esxcoto agquela que exatanente tra-
dug o etefto da 1'(.)!..’1(;50, o, dada par £3,30) 0 Num raclucioio simplista,
poder—se=ia pensar que esta inclusao ante-consistente do efeirs da rota=
gao poderia ser efetuada atribuindo-se o2 mesmos valores para as consban—
Lem que figuram na scelugao (3.1/7) ¢ na parle homopenca da solugao {1.29)—

omooutras palavras, considerando—se as Bgs. (0L 07) ¢ (0.27h) exatamente



iguais entre sl — o a solugao do equilibrio estacionirio scria moditicada
apenas pela inclusao da solugao particular (3.27¢), com a constante Db
dada por (3.30). No entanto, cste procedimento falha a partir do momento
em que, incluindo-se @ rotacan, afetamos o perfil de  £(§) , definido por
(2.48) — e que passa a scr diferente daguele utilizado para obtermos a ox
pressao (3.25), ruluqﬁu esta que foi empregada em todos os calculos subse
T qlientes.,

Dito isso, vamos distingulr as grandezas correspon
dentus ao equilibrio estatico daquelas relacionadas com o equilibrio esta
cionario, pirlosg supra-indices (") o ('y , respectivamente; com isso,

temos qQui:

, ‘ b
o (rz) = {UQ'F(WQ',X) * C?'G(H‘Q'.X)]CDS(AP'Z) - BE }; =~
1 7 a(ﬂd).i
(3.711)
0y o :
SEI O 3 , | (3.32)
Huo

para ¢ = 0.1 , ¢ obviamente |° () 1 ¢ tamblm temos omitido o Indice
"o em F(i,x) e G(n,x) , por comodidade. I claro que as constantes

- o - - "oo. P .
designadas por (Y) sao amquelas obtidas na sccao 3.2-B para o equilibrio
satatico: o a8 detoerminacqae de U 0! Al 4 1 I \ !
entatico; o para a determinagao de G1, 07, - T S L

1 2 m m

continuam validas, sem purda de genceralidade, condig¢oes de contorno iden-

Licas as {(3.21a) ~ (3.219a):

(D im0, (3.33a)
. ,|
(if) ol -0, (3. 33b)
' (ri,m
m
- ll
(ii1) - -0, P 3330
e, m

AT,



yma vez que estas estac baseadas unicamente no fato de que, por defini-
cao, Wi (r,z) assume o seu valor maximo sobre o eixo magnético, agora lo-
‘calizado em r =1, Zz= 0 . Naturalmente a condigao (3.33c) torna a re
produzir uma identidade, e esta perda ser2 mais uma vez compensada por
uma relagao semelhante a (3.25), 80 que agora com a incluszo do termo de
roﬁagao.

A fim de substituirmos as tres condig¢des de contor
no relacionadas com a posigao da separatriz, as quais vémos desconsiderar
sara o equilibrio estaciondrio pelas razoes acima expostas, vamos langar

ndo das "leis de conservagao' de certas quantidades, para as duas confi-

guragoes de equilibrio:
(i) nimero total de particulas —
- o o 1 1 .
= J n {r,z2)dv. = I n {r,z)dv- , (3. 34a)
o 1
v V
(ii) energia termica total —
W, = f p7(r,z)dv® = f pl(r,z)dv? , (3.35a)
T o0 1
v v
(iii) fluxo magnétice maximo —

o=yt = gl ' | (3.362)

onde n & a densidade de partieulas, e a integragao & efetuada sobre o

. . . T .o
volume do plasma contido na separatriz. Aqui e importante ressaltar que

{(+) Vamos supor que o plasma "existe", com uma densidade razoavel, apenas
na regiac limitada pela separatriz (i.e., envolvida pelas linhas . de
campo fechadas), onde o tempo de confinamento de particulas & sensi-
velmente maior que na regiao de campos abertos. Para majores detalhes,
veja as Refs. [68] e [69].

A2,



tais condigbes nac sao de fato leis de COMServacao, as quais deveriam ser
rigorosamente seguidas por um mesmo plasma em duas ﬁituagges diferentes,
mas apenas trés "condigoes de similitude" que traduzem a semelhanca en-
tre as duas configuragoes de equilibxzic (de plasmas distintos), a fim de
nos possibilitar uma comparacao mais plausIvel. Um outras palavras, as
condi¢des acima citadas apenas indicam que estamos analisando os equili-
brios de dois plasmas —um com rotagac e outro, sem— 05 quals supostamen
te apresentam (i) o mesmu ntmero de particulas, (ii) a mesma energia tErm
mica, ¢ (iii) o mesmo fluxe magnetico maximo, Dutrﬁssim,‘vale lembrar que

a condigao (3.36a) também pode ser escrita na sua forma integral,

[ 1°. g8° :f Bl gir . (3.36b)
o P L Pop _ |
5 sL -

de acordo com a definig¢do (2.25), ou entao, de maneira explicita como:

1 ‘ i

r CoMeEet gt ] cos b 2 L =0,
= | -~
0= 4(a" ) lr=rg,
' z=0
{3.36c)

usando a expressac (3.31).

Dito isso, considerando-se que: (i) tanto o pexfil
de densidade quaﬁto o de pressﬁo 530 axissimetricos, e que (ii) a depen-—
déncia desses perfis com a coordenada =z & mantida apenas atraves de
y(r,z) , que por sua vez & uma fungao par em z , podemos escrever, para

um perfil gendrico,
J Q(r,z)dV = 47 J J Q{r,z)rdrdz ,
v Tzt

onde a integracao ¢cm =z & efetuada apenas no hemisferio superior (z = 0)

Ainda, de acorde com a Eq. (3.12) temos que  dx = Zardr , donde:

A3,
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J Q(r,)dv z-%ﬂj J Qxy z)dxdz . (3.37)
v B VR

Subgrituindo os perfis (3.22) e (3.3b) na eXpres—
, sdc acima, e usando a solugao (3.31) para & = 0 , temos, para o equili-

bric estatice (ver Apéndice F-1}:

%0 /2 :
N® = ‘[\1‘0{[ ¢ [5_,”(:;)}%};}{[ cos%%(2) do} , (3.34b)
x? ' 0
x2 .
wg - ﬁ‘; {J #1e% 00 %ax} | (3?.3.51:,.)
Q
=

onde temos definido as constantesg:

o 21rn2 o m28° ‘
g =2 0§ ; (3.38)
00 T fu]
Aa T
in 8]
¢ as fungoes auxiliares,
2200 5 CFr®,x) + €€ a(n®x) - (3.39a)
. i 2
6°¢z) = 2% . (3.39)

1
. ' - : ‘ . =0
Uma vez conhecidos todos os parametros envelvidos nas constantes N e

ﬁ; e nos integrandos, as expressoes (3.34b) e (3.35b) s3o calculadas nu-—

mericamente, pelo mztodo de Simpson.’?
Para o equilibrio com rotacao temos, de forma in-
teiramente andloga (ver ApZndice F-2), f

1
xe es(x)

N! = §* J {J [gl(x) cosh(z) - gl(x)}ude}dx .

(3.34¢)

G



1

? . %

i a
e [t 0 ([ 0] - 2[c ]2 +
%}
L
;
: 1/2 |
i ([efom]? - [2'e0]?] dax (3.35¢)
f
onde temos definide as constantes:
27l o1
flz m_ g 2TE (3.40)
Afalyg® T At
m Moy
as fungoes auxiliares:
ENx) = cthnl,x) v olettx) (3.41a)
bix .
M) =z ——— (3.41b) i
4(31)3
6'(z) = Az ; (3.41c)
e a equagcac da separatriz,
_ 1
6,0 = cos {ﬂ} : (3.42)
£(x)

Na expressao (3.34c), & avaliada inicialmente a integral interna (em 6),

e o resultado obtido & integrado em x ; em todos os casos, Nl e wi

sac mais uma vez calculados utilizando-se o metodo de Simpson.70

Entretantc, ac contraric das expressoes (3.34b) e

(3.35b) que podem ser calculadas completamente — uma vez que todes os pa

0

rametros envolvidos, ou serao arbitrados (rf, rg, zZ,

’ né, ete.) , ou pe
dem ser calculados pelo esquema desenvolvido na 59950 3.2-5 (c®, CO, AY,
1 2

etc,) — agora temos gue 05 parametros que figuram nas expressoes (3.34c)



~ . . . ~ . 1
¢ (3,35¢) sao todos desconhecidos em principio; excecao feita ao b , que

sera dado pela Eq, (3.30):

1.2 1,.2
1 _ L ]‘lopmwm 1 ”om nmmm
p! = o =220 -~ 2 __EB & (3.43)
2 U 2 Y
m m

. - 1
Para detexrminarmos os valores dos novos parametros k-, vamos supor ex-

pansoes do tipo:
k' = k® + 6k, (3.44)

«para k =C ,C ,a ,A,n X € X . Aqui, e de particular interesse observar
102 m

que  Sa  esta relaclonado com o rotagao, como segue (ver Apendice G):

2
daz _ %. -2, (3.45) -
ao ﬁp m .

onde ¥, & a forga centrifuga definida ma Eq. (2.45), e o indice "m" in

dica o valot em r = ré , 2 =0 ; da relagao acima tambem concluimos

ques
ga < 0 &~ al <a’, : . (3.46)

A fim de determiﬁarmos os valores das perturbagSEé
Sk , tais que oslparametros k! $ubst{tuidﬁs nas expressoes (3.34b-c),
(3.35b=-c) e (3.36c) VEnhaﬁ a2 satisfazer as condigoes (3.34&) ~ (3.36a),
sio feitos imicialmente variacdes individuais e sistemdticas em varias

Sk's , de modo a se obter as influgncias de cada um desses parametros so-

. Ie lc
bre as quantidades a serem ''conservadas', Nk, Wo e ¢ , onde os supra-in
- n

. k., . .. - ‘
dices () indicam que apenas aquele parametro fora perturbado. Um resulta
:

do tipico destas‘variagaes estd apresentado na Fig. (3-5).

]
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Obtidas as tendéncias de cada uma das tres quanti-
dades frente as perturbagoes efetuadas individualmente em' diversos parame
tros, o ajuste final com perturbagoes simultaneas e feito novamente por

tentativas sucessivas.

s Ok
T P — (7
_]_IO L 0 v ‘ 10 ko()
k, 0 '
wm{?ﬂ’m
"1.2 ‘

—
10 | 0 0 K

. k k k . ‘
Fig. (3-5): Comportamente das grandezas N, WT e wn (normalizadas emrela-
T
¢ao mos respectlvos valores na configuragao estatica), para as
diversas perturbagoes em apenas un dos parametros Kk (=a,A,C;,
Cz)' Note que so foram consideradas variagaes negativas em a ,

de acordo com a Lg. (3.46),



3.4 T Calculos Numericos
A. Expressoes Analiticas -
Al. Expressoes Genericas =
Vamos derivar todas as expressoes alserem utiliza-
das nes calculos numéericos, a partir da solugao geral (3.31) na gual omi-

. - . ) ] . ~ -
tiremes o supra=-indice (™) lembrando-se que, para a configuragao esta—

tica, devemos por b = 0 , Entao, outra vez definindo:

E(x) 2 C Fln,x) + C G(n,x) , (3.47a)
1 4
L) = 2, (3.47b)
4g®

a solugao (3.31) fica:
Wlr,z) = £(x) cos(iz) — £(x) ; (3.47¢)

e, tendo em vista a relagao (3.12), temos:

“g'g = 2ar %’S = 2ar [£'(x) cos(iz) - £'(x)] , (3.48a)
g% = - A{x) sin (Xz) , : (3,48hL)

onde ¢

EV(x) ;-iﬁﬁﬁl = C AF (nax) +C dé(n,x)

e . dx s dw ? (3.492)
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0 (x) = Eﬁéil - _E; ) (3.49b)

4g
(i) Posigac do Eixo Magnetico=— Como Y(r,z) deve assulmir o va
lor maximo, as expressoes (3.48a) e (3.48b) forﬂecem:
2 =0, - o | 0 (3.50a)

E'(xm) - c'(xm)‘= 0 . L (3.50B)

(i1) Superficies de Fluxo — Usando a definicao (3.8) ma Eq.

(3.47¢), obtemos:

Ly p(x) '
Z (¥5) = % cos 1£EL?§§EYH*] ' (3.51)

i
cnde:

¥ « 0 : linhas de campo externas a separatriz;
k
¥ =0 : equagac da separatriz, (3.42);
0 <«<Y¥ <1 : linhas de campo internas a smparatrizi

Y= 1 : eixe magnetico.

(ii{i1) Campo Magneético e Densidade de Corrente— Substituindo as
Bgs. (3.1), (3.2a), (3.5a), (3.4%a) e (3.49b) nas expressoes

(2.42a) ~ (2.42c) e (2.43a) ~ (2.43c), obtemos, respectiva

mente,
Br = -(A/r)E(x)sin(nz) , (3.52a)
h
B =0, : {3.532)
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B_ = -2a[f' (x)cos(ha) - 5'(x)] ; (3.54a)

i
o= 0, o (3.532)
j¢ = - (r/po)(dazw + br®) , | (3.56a)
i, =0. | (3.57a)

(iv) Demsidade de Particulas, Pressdo Cinética e Temperatura—

Da Eq. (3.3b) & imediato gque:
— a u -
no= (o /UOVT (3.58a)

combinando a definiggo (2.40) com os perfis (3,2a) e (3.5a), temos:

p o= (b/p ) (2a% + br?) ; (3.59a)
e finalmente supondo n, =n_=n, T. =T =T & p = fnT = 2nT , te-
1 e 1 e
mos
T = p/2n . } | (3.60a)

{v) Veloeidades Angular ¢ Tangencial — Das’Eqs. (3.4a)‘e CE.ZS);'

=
]

'<u%/¢;>m5 . - (.610)

CIA I o (3.624)

<
[]

(vi) Bata Normalizado e Numero de Mach — Vamos definir:
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[3 :—WE_..._._; (3.633)
2
p+B IZuD
e (I S \ (3.64a)

Vf/mi

(vii) Posigae do Eixo de Pressac Maxima— Usando a Eq. (3.5%a),

wuma das condigoes a serem satisfeitas, e:
3 1,2 2y ¥ _
oz W (4a™p + br™) 3z 0
0

em ¥ = r , & T £ : logo, usande & Eg. (3.48b), obtemos:

z =0, | | (3.65a)
e tambem de {(3.47c),

Ulryz, )= 800 - 100

Voltando esta na Eq. (3,59a), temos o perfil de pressaoc sobre o plano

equaterial, na forma identica a Eq. (F.l4):
o 2 2, 2 )
p(r,2, ) = (2a°/u) [£2(x) - 22(0] ;

aplicande a segunda condigao de pressao maxima 4 expressao acima, obtemos:

dp(x,z ) 8331' :
- e - MR [£(E! (0= (0)E! ()]

o

32 = 2ar
dr mp Ju
{r ,= .
mp’” Tmp

ou seja, X

mp(rmp) e dado pela solugao da equagaoc:

S(xmp)i“(xmp) - @(xmp) g'(xmp) =0 . (3.65b)



Note que, no caso sem rotagao, I =z'z0, g(xmp) # 0, e aEq, (3.65b)
se reduz a Eq. (3.50b>, ou seja, ot eixes magnetico e de pressio maxima

sao0 coincidentes,
(viii) Superficies Isobaricas — Da Eq. (F.14):
p = (2a/p ) [E2(x)eos?(a2) = £ ()]

donde:

| 2 (P5%) = % cos™ [m__g,_,_vfM] . (3.66)

onde definimos pressao normalizada por:,

P(IQZ) = plr,z) » (0 ¢ P g 1) | ' A
pm

¢ a4 constante | por:

Note também que, se P =0 , a Eq. (3.66) se reduz 2 equagac da separa-

triz, (3.42); ¢, mais uma vez no caso sem rotagao (7 = 0), obtecmos:
2 (P;x) = z (¥h5x)
Q 8] 5
uma vez que p = p (P ~ ¢,
A2, Perfisz Radiazis (em z = zm)-m

Para obtermos os perfis sobre o plano equatorial,



m

vamos fazer =z = z_= 0 , donde, das Eqs. (3.47c), (3.48a) e (3.48b), te

julel-ge

plr) = E(x) - g(x) ,

ar

W par[e' ) - ()]

o,

d=

Substituindo estas expressoes nas Eqs. (3.52a) ~ (3.46a), obtemos:

B.(x)
B¢(r)
Ba(r)
3,01
It
i ()
n(r)

p(r)

()

I

0l
L)

i}
O

It

R AL ANCIN e B,(r) 3

L}
(=]

1

—4azra(r)/UQ ,

I
o]

(o [P [Ee0-20]® 5
(2a*/y ) [ Go-22 ()]

p(r)/2n(z) ;

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

3

(3.

(3.

52b)

53b)

S4h)

55b)

A6h)

57b) .

.58b)

59b)

60b)

23,



(e = @ D[R =~ e ]" s (3.61b)

v(r) = re(r) ; | | o (3.67D)

Bylr) = p(r)i;§1r)/2u ; (3.63b)
: 0

O (1) = i | (3.64b)

V'I‘(r)/mi

|
A%, Perfis Longitudinais (em r = rm)~"

- . 'fl -
Dezignando pelo Indice '"m" os valores em r = r_ .,
se g
z variavel , temos gue:

v(z) = L, cos{hz) - T »

3 . ,

ﬁ% = Zarﬁfﬁm,cos(kz) - Cm] .
i 50

I = - kEm sin {Az)

Com isso, os perfis sobre o cilindro © = T, que contem 0 eixo magneti-

eco, ficam:

Br(z) h(hEm/rm) gin(iz) , (3.52¢)

B ()

[H
=

(3.53c)

(+) Agui, "m" nao indica valor sobre o eixo magnetico, situade em T = 1

z =0,

. 34,



B,(2)
jr(z)
j¢(2)

jz(Z)

n{z)

p(2) = (2a%/u ) [E2 cos®Chz) - £ ]
T(z) = plz)/2n(z) ;
w(z) = (%n/wg)[gm cos(Aiz) - .
v(z) = r w(z) ;
By(z) = P(%) ;
plz) + B;(z)/QuD
| Mo (z) = v (2) '
Y T{z) /n&
onde:

Bﬁ(z) E‘véézz) + B;(z)

i
(=]
-

il

1
=
-

13

B. Parametroa Arbitrados —

H
1}

[a]
It

1.0 Oy

10,9 cm,

"2a[5$ cos(Az) = gé] ;

- (43_2rm/y0) [w(z) * C’m] .

(nm/w;)[ﬁm cos{Az) - ngu :

1% ;

(3.

(3.

(3.

(3.

<

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

34¢c)

55¢)

56¢)

57¢)

.58¢)

59¢)

60c)

6le)

62¢)

64c)

65¢)

.55,
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zg = 25.0 cm,
| 0 = 1.0x10M" em 3,
m .
Tg = 200 ev,
wa = -, _27
mi—-mp = 1.67x10 kg,
& = 0.4 ,
£ = 0.3,

C. Constantes Calculadasg -

Seguindo o esquema desenvolvido na segao 3.2-B, obtemos:

]

W o= 6,28 m =,
= 0.0153730368 ,

°© -3.21x102 @m?°,

=
i

)
1L

1.98x 10 7% Tm’

1,97 x 10 7% Tm”

0

Cg ==6,04x 10 "6 Tm?' ’

52
jti]

1.6273315169 :

usando estes valores, as expressges (3.34h), (3.35b) e (3.31) formecem, res=-

pectivamente:

N° = 9,878890x 10'7 particulas ,
wg = 2,484969x 10! T,
w; = 1.975467 x 1074 T n?

Usando o método de perturbagao proposto mna seggc 3.3-B, obtemos:

AL =20 4+ 6y = 7.50 m !

po= o+ 6n = 0.0292830591

al = a°% + ga = 2.41x10° W - .
= 1.98x 10" Tu?,
Ci - 4.:3'1D +6C = 3.04x10 " Tn’ ’
c% = Cg + 56, '—-—6.04}:10_6 T m? v

xl o= K0+ §xy = 1.3936627448 ;
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e ainda:
n} = n® + sn_ = L.4Bx10% om 3 »
n it} m
wl = 2,26x10°% Hz
m
bl = 4.02x10% T /2%

e das expressces (3.34c), {3.35¢) e (3.31), com Ds'parﬁmetros acima, obtemos:

Nl = 9,878808 x 10!7 particulas ,
Wl = 2.484748 x 101 5,
ph = 1.977388 x 1074 Tm?

ou seja, a "nao-semelhanga" entre as duas configuracoes, com respeito as tres

quantidades caracteristicas acima, pode ser expressa quantitativamente por:

ey = (8 = 8% /N = - 0.0008 % ,
= 1 _ 0 o - - '

ey = (WT WT) /WT 0.0089 7 ,

N S R .

&,w 3 (d}m zjrm) /lpm 0.0972 Z .

Cutros valores relevantes sao: as posigoes dos eixos magneticos,

It

7.120 em , 2z° = 0.0 ;

Y

It

g~ d o

m
7.608 cm , z*
‘ m

0.0 ;

*

a posicao da separatriz na configuragao com rotagdo:

r.&

h

1.092 em -,

ré = 10,345 cm ,
zé = 16,360 cm ;

| - — P I o T
e a sua posigao do eixe de presgsao cinetica maxima:

rl =8.026cm, 2zl =0.0.
mp mp

Outro resultado interessante & :

da al - 0

1K

- 0,25 ,
ao a0

que levada em (3.45) fornece :



D8,
Igcixnﬁlgp m

exatamente a equagao de equilibrio sobre o eixo magnético, na configuragao

- oo L . =
com rotagao, onde a forga de Loremtz Jx3B e mila {pois BP‘H 0.

3.5 - Resultados

A, Figuras e Graficos —

Nos graficos que se seguem, as linhas tracejadas
(memem } correspondem a configuracio de equilibric estatico (sem rotacao), 'e

Y, 20 equilibrio estacionario {(com rotaczo), salvo se

as linhas cheias (

indicadas em contrarie, Os perfis radiais, sobre o plano equaterial (=z=0),

sao plotados entre 0.0 € € 10.0em e 1,092 cm € r! € 10.345cm , e os

perfis longitudinais, sobre o cilindro de raio =« —'rm', que contem o eixo

magnetico, entre 0.0 £ 2 £ 25,0 em e - 0.0 § 2! € 16.36 cm , respectivamen

te, para ©s plasmas sem e com rotagao.
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Fig, (3-8): Fungﬁo de fluxo poloidal.
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B, Annlise o Gomenlarlos—

(a) Conflguragoes de equilTbrio cstatico com segoes
retanpulares, como a mostriada na Fig. {(3-6a), foram cstudados, ontre ou-

i

. . R i . .t
e Dehiyama e Fokatani''; o oen

. . I o . .
tros, por Sethian of ol ", Maschket', Suzuki

quanto gue unnfigurﬂgEUH do tipo "eclongated D{0Y-shape", comu a mostrada
na Fig. (3-nb), foram obtidas em cstudos de FROP com rotagao por
Steinhaver”, Eberhagen o Grﬂﬂsmam1T1 Bodin ¢ «/ /1, ¢ outros.

(b) Nessas mesmas figuras, as configuragoes das 1i
nhas de campo externas a separatriz (U < 0) == muma formacac semelhante
a imagens espectrals repetitivas, para separatrizes com angulos ("cantos"),
e com linhas abertas, para separatrizes suaves — estao de acordo com os
resultados obtidos por Moromov o Solov'ev. ®

(o) A CLHHllrfﬂﬂﬁgh) axital do plasma o o seu deslocas
mento para fora do cixo de simetria, sio condizentes com a aqﬁo da forga
centrifuga.

(1) A conseguente dininuicae do volume do plasma,
para a configuragao vom rotaguo, ¢ "coupensada™ pelo levantamentp dos per
Lis de densidade o pressio ciattica para, e acordo com a nossa hipotone,
"comnervar” o nimero total de particulas o A enerpia Lérmica total, ros-
pecetivamente,

() As pusicoers relativas entre as superficies 50
baricas o as superficies de fluxo, apresentadas na Fig, (373, concovdam
quatitativamente com os rvesultados obtidos por Mosehke o Perrin (Mge) 7

cmhora tal trabalho conmsidere conliguracoe: verdadeiramente toroidais.
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4,1 - Sobre a Equaciao de Grad-—Shafranov Modificada

Nu prescnte trabalho, somos cncorajados a conside-
rar como sendo o principal resultade 2 elaburagao da equagao de G5-M, em
geral, e a sua aplicagao ao FREP, em particular. Abaixo, farcmes uma rapi

da abordagem acerca destes dois pontos,

(1) A equagan de’ GS-M ¢ uma equagao geral, capaz
de descrever tanto o equilibrio cstatico quanto o estacionario; conservan
do, nac obstante, uma forma bastante simples, scwelhante i cquacao de -8
padrao, Asslm, UNE VOZ que a m}.:—;()luc_;.‘-i'f) desta ultima towm sido largamento
caplorada nas Diteraturas (ol Refs, ['13] ¥ |r3'$]), aOoNossa oquagan, embo-
ri seja ilnovadora om termos {Isicos, nao lutrodur nenhuma complexidade ma
tematica adicienal, possibilirtande a sua resolucao de uma manciva relati-

vamen te simples o padronizada.

() Na sua dedugﬁo foram [eitas apenas duas hipﬁLE

5%, gque, a0 Nesso ver, nao implicam em perda de wepcralbidade: a de uma

rotacao puramente toroidal, que, emhora sejs uma situagao especilica, dess
creve um fenGnemo de grande importancia (ef. Rels. {5], LIEJ, [13], [1&],
1_,19] - Lfl.’l]); g a suposicao de que o= p(Y) — possihllitande contudo uwma

pramde variedade de perlis. Bsta nltioa hipotese ¢ perleitamente valida do
ponto de vista fislco, s se considerarmos que as linhas de coampo, congela
das no {luido, estao sobre as superflcies de [Juxo. Bm particular, esta su
posican nos parece ser mais ilustrarive (ou "familiar™) do que aquela pro-
posta por M&F, " de entrepia vonstante sobre as superficies de fluxo;  om
adicao, 4 nossa equacio, obtida com a hipotese de po= p() , © senzivel-

meate mals simples que a obtida por MaP, 7 com 8§ = 5(4).

L7,



(¢) Na resolugao da uqungﬂu de G5=M para o FROP,
parcce que fomos duplamente [elizes na escolba dos porvlis arbitraries: de
um lado, a equagao difercncial resultante nos permitiu, via separagin de
varidveis, a obtermos wms soluqau analTtica simples ¢ ¢xata para Yir,a)
¢ por cutro lado, tals perfis, embora até certo ponto "preparadas" de tal
mancira a nos livrar de complicagoes algebricas, forneceram resultados L1

sicamente significativaos, ceondizente com trabalhos anteriores.

(d) Por fim, destacamos que o metodo da perturba—
gao dos parametros, aqui baseado na suposta semclhanga entre as duas con=
figuracoes de oquilibrio, nos possibilitou uma comparagao auto-consisten—
te dos dols resultados. Os resultados dos caleulos numericos mostram ¢la-
ramente a agao da forca centrifuga sobre, entre outros aspoctes, a defar-
magav da separatriz ¢ o deslocamento das supert Teics isobarieas em relugio
as superficies de fluxe; e acreditamos yue tais {atos, devidos a rotagao,
exergam grande influeneia sobre a ecstabilidade do plasma (cl. Refs. {19] -

f
[30]).

4,2 - Conclusoes

(a) A equagao de GS5=M descreve satis!atoriamente

PR B -, ) . - . . . . .
asoerquilThrilos MID estatico ¢ estacionario em sistemias com simetria axialg

(b)Y a4 suposicac de gue o= pdp) ¢ Tislcamente

- - - - a a . - -
aceitavel, atem de nos proporeionir wma simplieidade matemalica;

(c) a aplicagao ao FREV mostrou 4 valldade do me Lo
do da perLurbngEu dos parametros para a obtencao de resultados comparati-

vas entre configuragdes semelhantes, com ¢ sem rotacio.



4.3 - Sugestoes para Traballios I'uturas

{a) Aperfeicoar o Formalismo numerico aqui desen-

valvido, no sentido de torna-lo mais realista — incluindo, P.Ck., 08 vled

tos do campo externo, parede metalica, otc.;

(b} extevder a sua aplicagao a outros sistemas de

confinamento ceom simetria axial, como p. ¢X. tokamaks o spheromaks;

(¢} analisar o efeito da rotagac sobre as instabi-

lidades,.

L
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APENDICE A

SLONIFICADO FTSTCO DA FENCGAO DI FLUXO g

Seja un toroide de segao arbilraria, mostrado na
. , T ) - . - ) . -
Fig. (A=1). sendo b o verser vormal as superficies ¢ = cte, (i.e., ©
- . - oy . = -
o proprio & om coordenadas cilindricas) e Y o versor normal as sUper—
'

. " .- r - . 0 N
fTeies o= ocre. (superfieies ou "tubos" do [luxe), vamos definir uma "di

regao poloidal" por:

como mostra a Fig, (A-2), Com isse, o elemento de avea da superflcie poloi
dal, simultancamente normal s HupurchiuH de fluxo o as supur[Icies
b oete,, ja integrada em B (devido a4 sua siwetria axial), é:

* >
ds = Inrde
P |

xd ,
}

)

oL . - S
onde drp ¢ o deslocamento ao tonpo da diregao da variagao de @, ou so=
| :

N

d; - dw -
||

-

uondo s

P 2ir di
(l.‘;—‘.ip = ﬂTl‘;—dl’J (.‘T’XJ\T‘) - iy dap

- = (A.1)
v Vi



VA

v
r supertiein
oo,
-
"‘

superf, de

flieser, p=ote,

super (Teie

Pﬁln?(i.‘l i,

o .

Vi LA=LE s Bislens dde cocrdead o Piv,e {(A=2) 1 Vevsares ortos

Loroldais b, hy ) orntis Ol )

Por cotre Lado, naainde s componentoes (2. 00) o {Z2.160), temos ques

o Jy - Sl - - ‘ -
VI.IJ(_F.‘Z) } .';_LlJ- [ (—I'hz)r' + (lnr)d ,

i nr o+ Bz, (A.2)

5 .
14 13 Hff’ s - -

Jdonde
11/2

|‘§1p| = [r’([%;’_ + h‘;’:)

Selertitnindo esta na EBg. (AGl), temos:

waltip) teando Aambas os menbros cacalarment e por X



- *
g = P
(BPX) dap nodip o,

donde :

TIE P _I ]; ]\’
' ay ,2“ Jp 4 bp

Ainda, come (w,a,x} sa0 mutuamente ortogonais, temos, usando as Equ,

(A1) e (A.2), que:

-

B +ds
p P

donde, finalmente,

L fadd
vir,2) 21 [ bp

que © exatamente a Ky, (2,25).

- - - =+
(B—B¢$)-dﬂpx = Beds_ ,

14

w1
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APENDICE B

DEPENDENCIA FUNCIONAL DI L(0)

Vamos reescreover a Lg. (2.99) na forma:

Ay = Vi (. 1)

onde:

ARy o+ TIT + 4 g’
_ O
= n{r,z) Z — ,

?
| T
Q

o)
|

=h
1l

f{r,z) = p - rig ,

- ‘.P(ng)

=
|

sav fungoes escalares axissimctricas, Desenvolvendo a lq. (B,1), temos:

a(%% R N e L =t

oz or Nz

igualando as componentes T oo oz ¢
!
VR A VR T
Yor e 0 Tz Gz

isolando o« om cada cxpressao, o {pualando-as:

(af/ar) _ (3F/07)
Caplary  (Ou/az)

donde :



f=p-rig=f£Qy) .

A7,



APENDICE ¢

SOBRE Ab FQUAQﬁﬁﬁ DE ESTADO ADLABATICO K ISOTERMICO

Sejam as equagoes do estado para um plasma adiaba-

tico o jsotérmice, respectivamente, Eqs. (2.7b) o (2.72):

4

- d
- (o Yy =0 —(lf-)ao .

Comn de uma maneira poral p = p(r,z) e p = p{r,2z) , vamos designar por
(){r,z) indistintamente as razocs (P/py) ¢ (p/p) , de modo que;:

QUL = s Ty 0Ce,) < 0

Para o caso cstatico, © imecdiato que a uquagﬁn acima ¢ uma identidade,
pois  (d/dr) I 0 . Para o caso cstacionaria, temaos:

'

(vt Glr,2) 7 veNQ(r,z) = 0 .

> - . " -
Lembrawlo que v =y o primeitvo membro ficeat

ou seja, tambem obtemos uma identidade. Ressaltamos, porem, que se o opes
ro ) . :

rador  (v+¥} for aplicade sobre wma grandeza vetorial  Q(r,=) , o resulta

duo sera nao-nulo ideaticamente, como (ol mostrada nos rnlugﬁvn {2.10) uu

na k. (2,27).

.78,



Tendo em vista a

Substituindo estas duas ultimas expressocs, juntamenbe com A prawriﬂ do—

APENDLCE D

PARTE RADIAL DA EQHAQKO Dk G5

i

I“R“ _

Vamos reescrever a lig.

R' + (4a”r? - 2"yrR = 0

definiguo (3.12), temos que:

dx
dr

dr ]
2ar dx ~ 2ar ?
4R _ o AR
dr de °?
WK grpr W8 g, 8
dr? dx” x

finigau {3,12), na Eq. (D.1), temos:

d?R

dx?

Ay =
Gogav =0

ou, usando a definigao (3.1l4a):

temos:

37
n = EH »

2‘
AR, - My =g
dx? *

que e exatamente a Eq, (3,173).

(3.114) na Forma:

(L. 1)

(n.2)

Y



s o . - ‘ 6k
Seja agora a equacgao diferencial de Coulowb:

P |
ﬂ_ﬁ + [l — Eﬂ — Eikill R =0, (1.3
dx? ® x?
cuja solugao geral o:
R(x) = C F_(1,x) + € G (n,x) (D.4)
;L ¢ L

onde FL(n,x) e GL(H,X) s30 respectivamente as fungocs de onda regular
¢ irregular (logaritmica) de Coulomb (Coulomb Weoo Functions, CWRY, de or

[N ' [

dem L, e C e €, constantes arhitrarias. A Eg. (D.1) s0 o defini

1 7

da para:

- o o o '

L oz 0, inteiro;

logo, romparando as Eqs. (D.2) ¢ (0.3) entre si, doevewos ter L= 0

da expressao (D.4), a solugcao da nossa equagao I ica:

R{x) = CIFU(H,X) + C?Gﬂ(n,x) . (D.5)

que ¢ a kg. (3.15),
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APENDICE E

CALCULO DAS CONSTANTES ¢ L C
! 2

Sejam ag Lgs, (3.21d) o (3.22d), respectivamento:

J

DU U O S N . k.
¢ 11111 ¢ ;'a(lll lHl ( L)
Cp' G =0, 1.2
L m o ( )

Multiplicande a Fg. (E.1) por U& v oa kg, (E.2) por Gm , U subtraindo

tmembro a memhro:

CFrGH+CGG! i G
L om » M m oI

Cr'C +0CGG!
] wm 2 m o

Ik

{

- ¢ (r'e -
1

F Gy = & G
m m m m m

Pela propriedade do wronskiano do CWF, a expressao enblre parcnteses o

. - . 60
ipual a unidade™", logo:

f - - b \ R P
¢ l1brn('(:)(”"}\t‘ﬂ) * (. 3)

substituindo esta em (B, 1) ou em (K.2), oblomoy:

{ o .<" o R D/
. %JLJ'“RM) (h.4)

A



APENDICE F

“LETS DE_CONSERvVACAO"

1)

F.l: I*’.xprvsaaes para N® e w‘l‘

Fawenda  pCd) - mn(y) ¢ usando a d(‘.\l‘.iuig.zﬁu (3.48),

a Eq. (3.3b) fica:
(4] [} _ 4] . [} , Q o
n (y) =n (r,z) = nm( i /l'um) :

¢ combiuvande a GEfinigﬁo (2.40) para o caso sew rutugﬁu com o perfil que

cscolhemos para L0, (3.2a), obtomos:
0, . e D, 0
p (Y = pUir,z) = 2(a") () /uo

Substituindo estas expressoes na Eq. (3.37), temos:

_ ] 29n°
NO = J nL)(r,Z)dVC) = —-U"'-'IET:‘ f f [lbo(.‘{, ?.)Jﬂdxdz »
v a lj)m % ‘Rt
0 a o A?Iam I o
W,l, = p {(r,z)dV = —m=—— |-11b (x,z)]‘dxdz
. Moo dx Jur
Ve
Delinindo;
2200 cfu(n”,x) RO (S (1. 1)
0%(z) = A%2 . 0 = 2w, (1. 72)

i f;nlugﬁu (3,31) para & = (0 Llca:

.82,



$D(X,Z) - F”(x) UUHU”(Z) . (i)
dotide 2
o 2nn . o N
N o= - {J |-*4J(X)]udx]{f [l:us('} (z)} dit o,
PEFCIE
a g X {1+

o 4'11:10 0 : - 0 T e
Wy = =—— 1 [P0 ) Paw | [eosr™ (2) ]7a0)
X 0+

O
UQA

Delivninde das constantes:

"y O
0 2mm n7a"
- .-.r') =
NY - il y WD e, (F.4)
00y T 0
Aa oA
m (8]

¢ considerando os limites de integragao apresentados na Fig. (3-3), temas:

o
ND - ﬁﬂ{f [.,";D(x)]ﬁ'dx:}{f LL‘.OSOO(Z)}NC{O o,
x? {
'!'Wc) xt) 3]
wo = _1 { ¢ [fn(x)]ydx}{ ‘100%00(2)1?d”}
T L I ! ‘ ) P ’
Ki 0

onde, de acordo com a definigao (©.2),
0 = 0%z ) =2,
8] [#]

que, combinada com a Eq. (3.24b) forncce:

LB



L8B4

Cem isso, ltemos gues

) n/z
o
R 3 T
I cos* k) = J cos” 0dy = T
0 0
donde, finalmente,
/2
N o= §Y )€ {QO(X)!HdK}{J cos g (z)de} , (F.5)
K[i.l O
L
) e B KQ 0 o .
W= W {f (67 G ] Mt (F.6)
0
i

que a0 exatamente as CRPYessons {3.340) o (3.351).

.2t Exprossoes para N W%

Como no caso anterior, da Ug, (3.30) tewmos que:
1pgly o ol e el 0 i
n (o) = nilryz) =0 G /wm) . (F.7)
Entretanto, agora a CUmbinagﬁo das uxpressaas (2,40) ¢ (3.2a) forncce:
pl(p") = pilr,e) = [2@DP@hH* + el [/u

onde tambem usamos a Eq. (3.5a) para o (1) a expressiao acima pode sex

regscrita comot

LY RN 1
pl(]_—,z) = lz..gi) LJ_ [lpl 2. _}’_}i_‘! . " (l.‘|8)



Detinindo:
Fix) T CWRO',x)y + Clcnt,x) (F.9)
1 2

TS L S (F.10)

flez) = te o, dn o= A'dz , (F.11}
! i
a solucao (3.31) para & = | fica:
Prix,z) = L) cos O0N2) - i) ; (F.12)

usando esta ulcima em (1. 7);:
! 2) = oty e sops (1) P ” ;
) n'(r,z) = (/P [ scos 02 = GO )T L (@.L3)
e substituindo as expressoes (F,10) ¢ (F.12) om (F.8):

piir,z) = Z(HIf‘mlxﬂ‘(x)unﬂnl(z) ' nl(x)]/uﬂ

2(a ) [ ()eos 01 (2)=n ) (x) ][4 (x)eost ()47 (x) ]/“n

donde :

pl(r,z)

2(&')J{[Y'(L)von Hw(x)l? - |@T(x)]”}/uu

(F.14)

Substituindo agora as espressoes (FoLLY, (F,19) o (F.14) em (3.37):

)
Eﬂn*
i - p '
N e [ [ {g‘(x)unﬂhi(x)—FJ(x):udxdﬁ .
)\J;_] 11]".“ g

iTk



w% n‘_;%_ J. J {'[.":l(x)CO&;Gl(Z)]2 - [Klfx)}y}dx%ﬂ :
x4+

definindg as constantes:

— m - R 2']'1'-:] M
T i (71
\]nlww M
'

Lomo:s 5

Nt = ¢ f [ Vet (xYeonsDt(z) - !(x)} ‘dxdi

N SR

Wwh = 2§1 [ I {{ﬁl(x)uuHUl(z)]? - J(x)l Jeixd )

T T
X O+
Pondo pliryz) = 0 em (3.31), obtemos a cquagao da separatriz, csboga-
da na Fip, (3=4)
| P -
z (®) - -— ros L) . (1. 16)
° . %)

ou, combinando csta com a dﬁfinigﬁn (F.11),

_ |
UH(X) ' A‘zﬁ(x) = 05 : L—Lil . (F. 1)

o (x)
que ¢ o limite de intepracao cm {z) , para cada posicac em x ; com Ls-
50, temos:
x! (=)
=

N! = ! [ J [Q’(x)-vnaul(z) - h'(x)JudU}dx ,

(F.18)

LB,
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%! (0 (=)
o 4
Wy zw% J {I {[El{x)un‘ Gray ] - ool ]d(
x) 0
1

(r.19)

Note que a (F.18) ja e a Eq., (3.34¢); em (F.19), por simplicidade vamos
omitir os supra-indices e as variaveis, e eserever a expresao entre cha—
VoS COmo .

#

b

Tp = J (Ffcos” - 0 7)do
| 0
Usando a4 exprossao:
- | .
cosydy = > (y + sin y-cos y)

Dot §

TO = [Q“(us Fonin OS-ch ) - 207y ]

7 [0,G7-205) 4 07 sin g wcos 0]
e (1.17),

cos 0_ = (if£)

sin n, = /f:(?7&5: (Vé )/f ’
donde:

[US(EK—ZﬁP) + C(ﬁﬁ“hy)lfy]



Finalmente, voltando esta em (F.19}.

[

que ¢ a bBg. (3.35¢).

{F.20)

.88,
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APENDICE ©

RELACRO ENTRI Ga E 'i?C

Combinande as expressoes (2.40), (3.2a) e (3.5a)

para os cases sem ¢ com rofagao, lemos, respectivamente,

26NN, (G.1)

=
=
I

il

27 (N7 + bleyt (G.2)

usando a Eg. (3.43) ¢ escrevendo as expressocs acima sobre o cixe magnoti

i
]

ol

3} . 0 o o
' p = 2(a e e o= T
L UI m ( ) m '( Ill) '
noplo= 2(a Ty (p"' “+ ]-' popla ey (emr = r’) A
arm m 2 TuotmTm T m it

onde tambem ja supowos a conservagao do Fluxe poleoidal miazimo, Supondo,

.| : o o - Lo .
el - aproximacao, gue p T p“'] » ¢ usandoe @ definicao (2.45) para a for
m —

r
ca centrifupa, temos:

[ 3 = 3 I l
a0t ot = 20ahy ot o+ s P!
) I m 2 l omm

O
) TR '
T 0. omom
()" = (a) = .
) I L
1l
. : 0 . L
Farendo a4’ = a + da o suponde  da % o , remos:
O 3 0 l Ur)rnl!b‘l
2 . . - o i
(a )° + 2¢a Yda) = (a4 ) - " —u“_r
!

m



donde:

mas comno cstamos supondo

p- !
“m oz o
1 1
i 1t

Pur cutre lade, da exproe

| 3{1
'n J2

Flp
| wm
(4 { [ )
2(a) qjmfllu

1
I Fm
“pSreh)
pm
pﬂ'l p'l
— (P!
- G

mn

L]

snaun (0.2):

P
[Q(al)?ml + bJTPl %%~

podemos escrever:

]

¢, usando a condicav de contorno (3.33c),

(Bz )

n

Fntao:

-
(VP)m -

=0 .

-~

' 1 ' | B 1
Gy F e Ry z - (2§
o s m ar

m

combinando esta com a (.47,
[a]
m - .k
—= |Vp']
1 m
I
m

Voltendo esta expressac cm (G.3):

i
m

40,

(G.3)

(G.h)



ke
sa = 1|
at Vp|m

. - . YL | N | SR N : 3 .
onde convem lembrar gue agora o indice "o indilca o valor sohre o novo el

#0 magnotico, localizade vm o= rm ., 2 =0 . Também, na Ryg. (G.4) rog-

P . .- , 1
saultames gue, no cquilibrio com rotagao, pl(r,z) Fp (U1, de acordo com

a analise do jacobiano efctunda na Fg, (2.34); ou seja, p!(r,z) nao assu

me o osed valor maximo om r o= I_“1] , z =10 (onde Pr,z) & miximo), e
. . e 4 g - .
entao @ derivada  (Op' /o) e diferente de xero, Tpualmente, se se subs—
m
R . - 1 o 0, 0
titutssemos, de acordo com a nossa suposIciao, p per p =np () , es=

_ L . . - . . %)
ta derivada continuaria dande un valeor nao-nulo, uma ves que b (r,z) —

1.0 - . 8} ;
¢oportanto p LT ) = tem oo sen maximo omor o= op (¢ r&) o= {)
m

91,
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