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Sumaéario

E proposto um modelo cilindrico para estudar o espectro magnetohidrodinamico
(MHD) ideal. Este modelo consiste de duas camadas cilindricas concéntricas de
plasma que definem duas regides (interna e externa) com caracteristicas fisicas dis-
tintas. Supde-se neste modelo uma pequena corrente longitudinal difusa na regiao
interna, assim, campos magnéticos helicoidais ¢ o uma pequena razao entre By/ 53,
aparecem em ambas as regides. Um cddigo numeérico foi desenvolvido para se obter
modos de oscilacido das perturbacdes de plasma referente a este modelo, usando a
teoria MHD e analisando os espectros obtid os. Verifica-se que, devido a dupla ca-
mada, o espectro caracteriza-se por apresentar modos discretos de natureza mista
(lenta, Alfvénica ou rdpida), separados por regides de continuos. E confirmado
definitivamente a existéncia do comportamento Sturmiano e anti-Sturmiano das au-
tofuncgdes. Ondas superficiais também sio obtidas, associadas as descontinuidades
acima citadas. Sugere-se a aplicacido do presente modelo ao estudo de oscilagoes
em diversos objetos solares e astrofisicos, bem c¢o mo na pesquisa da fusao termo-
nuclear. Em particular, a aplicacdo a manchas solares € apresentada nesta tese. I
observado que os periodos estimados pelo modelo sdo comparaveis aqueles obtidos
de dados observacionais, principalmente os das osci lagdes umbrais e os das ondas

caminhantes na penumbra.



Abstract

A cylindrical model is presented, in order to study the ideal magnetohydrodynamic
(MHD) spectrum. We modeled a two-layered cylindrical plasma, where two regions are
defined, an internal and an external one, with different aspects each other. A diffuse
longitudinal current is present in the internal region, so, twisted magnetic fields with
a small By/B, ratio are assumed in both region. A numerical code was developed for
this model, in order to get oscillations modes, originated from the plasma disturbances.
via MHD theory. The various spectra, solutions of this code, are studied carefully.
Due the double layer, it is verified combined modes (slow, Alfvén or fast ones) in the
spectra. These combined modes are separated by continua regions. Sturmian and anti-
Sturmian behaviour of the functions are proved numerically in a definite way. Connected
with these discontinuities, surface waves are obtained. We suggest a large application
of this model in the study of solar and astrophysical objects oscillations, as well in the
thermonuclear fusion analysis. In particular, we apply the model to sunspots. It is noted
that estimated periods obtained by our model are comparable to the periods obtained

from observational data, mainly umbral oscillations and the running penumbral waves.



Capitulo 1
INTRODUCAO

A analise espectral de ondas magnetohidrodinamicas em uma coluna de plasma
magnetizada tem sido motivo de pesquisa para muitos fisicos de plasma e astrofisicos.
Dentro deste contexto, um estudo bastante amplo, utilizando teoria espectral foi
realizado por Goedbloed [1][2]. Tal estudo consistiu em uma continuagio para a
regido estavel do espectro, w? > 0, de andlises anteriores sobre instabilidades do
plasma cilindrico na regido do espectro w? < 0 [3][4]. Desta forma, foi obtida uma
descrigdo tedrica para os espectros continuos e discretos.

O estudo do aquecimento do plasma por ressonincia espacial de Alfvén, realizado
por Tataronis e Grossmann [5](6] e por Hasegawa e Chen (7], abriu a possibilidade de
aquecimento do plasma por ondas de Alfvén. Este fato levou 0 CRPP (“Centre de
Recherche en Physique des Plasmas”), Lausanne, Suica, a desenvolver um projeto do
TCA (“Tokamak Chauffage Alfvén”), que visava o aquecimento do plasma por ondas
de Alfvén numa configuracio do tipo tokamak. Para a realizacio deste projeto, foi
feito um estudo mais profundo por Appert et al. [8] dos modos discretos e do
continuo de Alfvén, também previstos por Goedbloed [9]. Tais previsbes tedricas
foram verificadas experimentalmente por De Chambrier et al. [10).

O estudo da estabilidade de objetos solares e astrofisicos foi iniciado antes da



pesquisa da fusdo termonuclear. O inicio da Teoria magnetohidrodinamica foi de-
senvolvido por astrofisicos, Alfvén [11] e Astrom {1950} [12][13]. Entretanto sé
mais recentemente € que a analise espectral da teoria MHD foi reconhecida como
uma importante ferramenta no estudo da estabilidade e ressonancias e, consequen-
temente, para a previsdo dos tempos de vida de objetos solares ¢ astrofisicos, como
demonstrado nos trabathos de Sakurai et al. [14], Azevedo et al. [15] e Goedbloed
e Halberstadt [16], baseados nas similaridades entre a analise espectral em fusio
e em sistemas solares. Foi afirmado por Goedbloed [9], e outres, que as equacdes
MHD contém uma escala de comprimento intrinsico indenpendente do tamanho do
fendmeno estudado. Somente as dimensdes relativas da geometria é gue caracteri-
zam os fendmenos em anilise. Por exemplo, em tokamaks as dimensoes podem ser
de 10 a 50 cm ou 3 a 5 m, mas o parimetro relevante é a razio de aspecto, isto
é, a relagao entre o raio menor e o raio maior. Qutro exemplo pode ser visto nos
arcos coronats, que se situam na atmosfera solar, cujas dimensdes sio da ordem de
Megametros (Mm}. Mesmo assim o parametro relevante continua sendo a razio de
aspecto. Pode-se observar isto em Goedbloed e Halberstadt {16].

Nesta tese € extendida a andlise espectral de configuragdes como a do “pinch”
linear difuso em contato com uma parede rigida condutora ou rodeada por umna
regido de vicuo. Nesta extensdo usa-se uma configuracao mais complexa, onde sio
consideradas duas regides diferentes de plasma, uma regiao cilindrica central como
em um “pinch” linear difuso e uma regido cilindrica tubular, externa. com uma
pressao mais alta, confinando a regido interna. Sugere-se a aplicacio deste modelo
no estudo de espectros de oscilagbes de alguns objetos solares e astrofisicos. Regioes
de campo magnético helicoidal, que sdo modelaveis por uma geometria cilindrica.
rodeados por plasmas com caracteristicas distintas, sio largamente encontradas no

Sol ¢ na astrofisica. As manchas solares com suas regives de umbra e penumbra.,



estruturas arciformes no Sol [17], caudas cometarias, sao exemplos que podem ser
descritos pelo modelo aqui apresentado.

0 campo magnético tem componente azimutal em todo o sistema, criado por
uma corrente difusa na regido central do cilindro. O campo magnético axial apre-
senta uma descontinuidade na interface entre as duas regides. A linearizagdo das
equacdes MHD ideais relativa a pequenos desvios de um estado de equilibrio estatico,
na auséncia de efeitos dissipativos, leva a uma formulagio autoadjunta do problema
espectral. Neste caso, os autovalores do problema sio reais e implicam em solugdes
de dois tipos, oscilagdes puras (ndo amortecidas) ou exponencialmente crescentes
no tempo. Assim sao denominadas as solugoces estaveis ou as instaveis, respectiva-
mente. As solugbes estaveis sdo as ondas magnetossonicas (chamadas tambéem de
compressionais) e as ondas de Alfvén (ou torcionais) com freqiiéncias caracteristicas
para o espectro discreto.

Quando uma configuracio cilindrica é adotada e considerando que os perfis de
equilibrio dependam somente da variacdo radial, supondo um equilibric estatico,
entio a anélise pode ser baseada na equagio de Hain-Liist [18], mas na forma ado-
tada por Appert et al. [8]. Esta equagio apresenta duas singularidades, dando
origem a dois continuos, chamados continuos de Alfvén e continuo de onda lenta.
Devido & descontinuidade assumida aos parametros de equilibrio no modelo (campo
magnético, pressdo cinética ou densidade de massa), os continuos de Alfvén, assim
como os continuos lentos, separam-se em dois ramos cada um, isto é, os intervalos
dos continuos de cada regido sao diferentes. Entre os continuos obtém-se um modo
superficial (“surface wave”), como ja predito por Goedbloed [1], devido a descon-
tinuidade na interface, mas, além deste modo, surgem modos oscilantes discretos,
que ndo eram previstos anteriormente, Ochi ct al. [19]. Tambéin foi comprovado

que estes modos que oscilam na regido externa exibem comportamentos Sturmiano



ou anti-Sturmiano [19]. Nesta tese € realizado o estudo de varios modos globais em
diversas situac¢des do perfil de equilibrio.

No capitulo 2 & analisado o espectro MHD no lado estavel de configuracio de
equilibrio o-estdveis, levando em consideragio o modelo proposto. No capitulo 3
sao introduzidos o método numérico e a analise dos resultados obtidos, através de
graficos. No capitulo 4 € proposta uma aplicacdo a mancha solar deste modelo,
onde é sugerida uma possivel explicacdo para certos fenomenos que sao ohservados

na mancha. O ultimo capitulo é destinado as conclusées.



Capitulo 2

TEORIA )
MAGNETOHIDRODINAMICA

IDEAL

2.1 Introducao

Magnetohidrodinamica (MHD) € o estudo de interagdes macroscopicas relativa-
mente lentas de fluidos eletricamente condutores em um campo magnético. A teoria
MHD é a jungdo das equagdes hidrodinamicas com as equagoes de pré-Maxwell, isto
é, considerando a corrente de deslocamento desprezivel, tendo como elementos de
acoplamento a densidade de corrente e a Lei de Ohm generalizada. As equagoes
MHD preservam a massa, o momento linear e a energia.

A teoria MHD desconsidera efeitos quinticos, correcées relativisticas, efeitos
cinéticos e corrente de deslocamento. Isto significa que o efeito total das interacoes
entre particulas a distancias atomicas € desprezivel, os fendomenos ocorrem a veloci-
dades nao-relativisticas, o fluide esta préximo do equilibrio termodinamico. de modo
que os efeitos cinéticos sio ignorados, e o tempo caracteristico é longo, tal que a
corrente de deslocamento € desprezada. No caso mais simples, nao se considera o

efeito das colisdes e a teoria é chamada MHD ideal. Aqui, o fendomeno é sulicien-



temente rapido, tal que os efeitos da viscosidade e a resistividade sdo despreziveis,
porém deve-se entender que as colisGes sao suficientemente freqiientes para manter
o equilibrio quasi-termodinamico, isto €, consideram-se as oscilagdes desprezivers,
porém suficientes para que o sistema esteja perto do equlibrio termodinamico. Os
fenomenos sao também considerados lentos em relagdo as oscilagdes de plasma, mas
suficientemente rapidos em relagdo ao tempo de colisdo. Considera-se também a
pressdo isotropica. A teoria € relativamente simples, mas muito usada em fisica de
plasmas, devido a sua capacidade de previsao de resultados, como na analise de

confinamento do plasma, levando-se em conta geometrias realistas.

2.2 Equacao MHD Ideal

O modelo MHD descreve o comportamento do plasma como um fluido. As

equagodes basicas, no sistema MKS sao as seguintes, por exemplo, Sakanaka [20]:

Equacdo de Continuidade:

dp -
A pT) = 2.1
V(o7 =0, (2.1)
Equacao de Momento Linear:
dv -
av _ 7 _ 2.9
P +Vp—jxB=0 (2.2)
Lei de Faraday/Ohm:
%sz(ﬁ'x 3) (2.3)

Equacao de Estado (Equacao adiabatica):
d N
—(pp™") =10 2.4
dt(i”ﬂ } (2.4)
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onde V-BE=0¢éa condicao nicial, 5 = V x B é-a densidade de corrente, Yyéa
constante de adiabaticidade, & = 2+ 7.V é a derivada convectiva, p é a densidade
de massa do fluido, # é a velocidade do fluido, B é o campo magnéticoe p é a pressio.
Este conjunto de equagtes determina a evolugdo das grandezas macroscopicas p(7, t),

(1), p(7,t) e B(F,1).

2.3 Modelo

O modelo é constituido por um cilindro de plasma de raio r;, separado em duas
regides: uma interna, cilindro de raio r; < r; e uma regiao externa, correspondendo
ao resto do cilindro. Define-se entio: a regido 1, volume compreendido entre 0 <
r < ry e a regido 2, volume ocupade entre r; < r < rz, conforme mostra a Figura 1.

A geometria da configuragio sugere a introducdo de coordenadas cilindricas,
(r,8,2), onde o eixo z é o eixo do cilindro. A densidade, o campo magnético e
as pressoes cinética e magnética apresentam descontinuidades na interface entre as
duas regies; em particular considera-se que B,: e B,; componentes axiais do campo
magnético na regido 1 e 2, respectivamente, sdo constantes de valores diferentes, o
que implica na existéncia de uma corrente superficial azimutal na interface.

Supoe-se, também uma corrente na direcio z distribuida na regiao 1 e nula na

regido 2. Esta implica em um campo azimutal, By(r) nas duas regides do plasma.

2.3.1 Equilibrio

O equilibrio € a solugao das equagdes 2.1 a 2.4, considerando que a variagao temporal
é nula. Supondo o equilibrio estatico, isto €, a velocidade do fluido no equilibrio é

nula, as equagdes do equilibrio se reduzem a duas:

Vp=jx B (2.5)



L _ constante (2.6)
p“!

e supondo a variagio das grandezas somente na diregao r e chamando as grandezas
com nomes usuais: B = (0,B4(r),B.(r)), p(r}), p(r} e 7 = 1(0,0,7.(r)); as equagdes

do equilibrio se reescrevem como,

d 2 B -

&;(}J*}*?)'I"T:O c (2'}
r = constante (2—8)
p"?

onde B? = B? + B}.

Note-se que existem aqui quatro varidveis e duas equagdes. Para resolver estas
equacdes faz-se necessario especificar dois perfis arbitrariamente. Ja foi dito anteri-
ormente que as componentes B, sdo constantes ¢ arbitradas dentro de cada regiao:
B, para a regido 1 e B,, para a regiao 2. Outra quantidade arbitrada é a densidade

de corrente j = j,(r)Z,

jo = jolt—1%) 0<r<r e (2.9)

j. =0, P> (2.10)
Usando a equagiao de Ampere oblém-se:
. r .
Bo(r) = J()I(z —rf (2.11)

Com as expressoes de By(r) e B,(r) dadas, pode-se encontrar, entao, a expressao

para a pressdo, usando a equagao 2.7



5., 1., |1
= — —3:—_-R —. 2.13
pg(?*) po 4830 2 22 + 2 ( )

A constante indicada na equagio 2.8 tem valores diferentes para cada uma das

regides, permitindo assim, uma descontinuidade da temperatura na interface

pi=pio BN =12 (2.14)

Po

2.3.2 Analise dos Modos Normais

Se for feita uma perturbagio pequena ao estado de equilibrio estatico, o sistema é
estavel se esta tender a diminuir a perturbagio, retornando & posicao de equilibrio; é
instavel se a perturbagdo aumenta. Para analisar este problema do ponto de vista de
um plasma ideal, utilizam-se as equagdes MHD ideais. Definern-se as quantidades em
equilibrio com indice 0, (gg, Po, Po, ;g, etc), e as grandezas perturbadas com indice 1,
(EI(F, t), p(7,1), }1(17", t), ¥,(7,t), etc). Pode-se descrever estas perturbagbes em
termos de um pequeno deslocamento a partir da posi¢ao de equilibrio de um clemento

de plasma, definido como £(,1), tal que, em equilibrio estatico:
% _ () (2.15)

supondo as perturbag¢des do tipo normal o deslocamento £(7, 1) ¢ dado por

— —+

E(F 1) = £(r) exp(—twt + tml + ikz), (2.16)

onde se considera a decomposicao de Fourier para 8, z ¢ t: m é o modo azimutal, k
é o nimero de onda na direcio axial e w é a freqliéncia de oscilagao.
As equagdes MHD linearizadas podemn entao ser escritas:

i _ 95 =
ot ot



ou

pr = —V-(pof) (2.17)
Da equacdo 2.3 obtém-se
8B, 8 -
EE[V x (€ x By)]
ou
B, = Vx(Ex By) =0, (2.18)

Da equagao 2.2

oy 5 - =
i —Vp +V x (@ % Bo) + jo x ¢
obtém-se
3 T S
Pogn = —Vpi + Vx(Q % Ba) + jox ¢ (2.19)
e da equagdo de estado
J = Pa 7, =
- v = 4 6
at(f’l + £ Vo) .ﬂof)f(po £)
ou
po= —€ Vpy— 1V €. (2.20)

Considerando a geometria do sistema cilindrica, conforme descrita no inicio desta
secio, usando as equagdes 2.17 a 2.20, eliminando todos os valores perturbados et
favor de £, e introduzindo uma nova quantidade definida por P = pi + By - Q.

obtém-se a equacio descrita por Appert et al. {8}

|
| %)
e
——

Di(r&") = C]?‘{r —_ ;'C.’2P € ( .
dr

10



DEP = ng{,-C P
dr T
Aqut,
D = p*ypo + Bo*)w’ - wi)(w’ —wi),

Boa

¢y = 2——{po’w'Bos — —FPO(’YPD + Bo?) — (v — i)}

2
m
C:; = polw! — (K + g)[ﬂa(’}‘,ﬂo + Bo?) — (w? — )l

Cs = Dlpo(w? —wA)-I-?Boe—(—]JF

B
it )22y -
B 2
[vpo(polw? —wh) +pow"’Bof](2( 29) )%,
12
S o=
Fo
2 YPo F2
S =
§ 1po + Bi po
Fo= "_‘Bga + kBo..

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.28)

(2.29)

As equacbes 2.21 e 2.22 s&o equagdes de primeira ordem. Quando colocadas na forma

de uma equagio de segunda ordem, estas equagoes se transformam na equagao de

Hain-Liist {18] mostrada no apéndice B.1.

As equacdes 2.21 e 2.22, com as condigdes de contorno [P);, = 0e[ré&l, =0,

sio equacdes de autovalores w? e autofuncoes §,(r) e P(r}).

11



O sistema de equagdes 2.21 e 2.22 apresenta duas singularidades que sao pontos
onde o coeficiente D é igual a zero, 1sto €

w—Wwi(r)=0 e

w? —wi(r) =10

Estas faixas, {wl} e {wi} sdo chamadas de continuos de Alfvén e continuos
lentos, Figura 2.

Nestes pontos de singularidade, o sistema de equagdes lem solugdes imprdprias
com divergéncia logaritmica, cuja norma, isto ¢, [ £2(r)rdr, converge. mas a energia
associada a ela diverge. Sdo solugoes nao fisicas, portanto inaceitavers (Apendice B).
As faixas de valores de w? e w} para r variando de 0 a r; constituem a faixa continua
para os valores de w?, onde admitem solugdes impréprias.

Fora das faixas de continuos, ha solugoes proprias para frequéncias w distintas,
denominadas modos discretos. Nas Figuras 2 e 3 apresentam-se espectros tipicos
onde se mostram dois continuos em barras chetas, continuos de Alfvén e de on-
das lentas; mostram-se também duas barras tracejadas, que representam a faixa de
separadores, as quais sdao definidos pelas solugoes em €2 = 0, que equivalem a singu-
laridades da fungio [ na equagio de Hain-Liist B.1; abaixo ¢ acima dos continuos de
Allvén e de ondas lentas, estdo marcados por modos discretos (X}, solugdes proprias
das equagdes de Appert 2.21 2.22.

Embutido no sistema de equagoes de Appert et al., tem-se a razao entre a pressao
cinética e a pressao magnética, definida por 4, onde /3 = ypof BE.

As propriedades do plasma modificam-se consideravelmente, de acordo com o 3,
(B baixo: BZ >> ypg ou § alto: ypg >> B2). A influéncia de 3 é melhor visualizada
na equagdo de Hain-List [18], pois aparcce explicitamente em 13.1.

Percebe-se que a equacgao B.1 temn a mesma estrutura de uma equacao de Sturmn-

Liouville, que & descrita como (subentende-se aqui o sistema de equagoes 2.21 e

12



2.22)
(PX') —(@—AR)x =0 (2.30)

onde A é o autovalore P = P(z) # 0, @ = @{z), R = R(z). Observando a equagéo
B.1 vé-se que se consegue ajusti-la na forma da equagao 2.30. Mas, tecnicamente
falando, ndo se pode caracterizar a equagdo B.l exatamente igual & da classe de
Sturm-Liouville, devido & complicada dependéncta dos coeficientes [ e g com w?.

? é monotdnica no numero de

Portanto, a prdprieda.de da equagdo B.1 de que w
modos n da solugéo &, nao bode ser assegurada.

Entretanto uma propriedade de monotonicidade parcial é apresentada por Go-
edbloed e Sakanaka [3] e por Sakanaka e Goedbloed [4].

Uma das propriedades da equagao de Sturm-Liouville estabelece o comporta-
mento das solucgdes da equagao de Hain-List B.1, para a parte discreta do espectro
em qualquer subintervalo de uma regido. Quando as solugdes oscilam mais rapido
com o aumento do autovalor A, chama-se a este comportamento de Sturmiano.
Quando ocorre o inverso, isto €, a freqliéncia de oscilagdo diminui com o aumento
de A, denomina-se anti-Sturmiano.

De acordo com as Figuras 2 e 3, percebe-se que o espectro é formado por regioes
bem distintas. As autofuncdes tém dois comportamentos distintos, ou seja, entre
zero e o extremo inferior do continuo lento seu comportamento € “Sturmiano”, pois
f > 0 entre o extremo superior do continuo lento e a faixa w} o comportamento
é “anti-Sturmiano”(f < 0), enire w? e o extremo inferior do continuo de Alfvén é
“Sturmiano”(f > 0), entre o extremo superior de continuo de Alfvén ¢ w}; é “anti-
Sturmiano”(f < 0) e entre w?, e o infinito o comportamento é “Sturmiano”(f >
0). Quando as fungdes se aproximam dos continuos ou do infinito, isto ¢, no caso

Sturmiano, os zeros aumentam continuamente formando nos extremos inferiores dos
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continuos ou no infinito pontos de acumulagdo. No caso anti-Sturmiano acontece o
inverso, ou seja, ha pountos de acumulagao nos extremos superiores dos continuos.
Sendo que o infinito aqui significa a freqiiéncia ciclotronica dos ions.

Uma outra importante caracteristica que deve ser real¢ada é que o termo direito

da equagao 2.19 é um operador autoadjunto. Chamando-o de F{E}, pode-se escrever

525 P g -
b = FiE) (2.31)
onde F{€} = V(- Vpo + 10V - &) + (V x o) x @ + (V x Q) x By). I representa
o operador forga, agindo sobre o elemento de plasma perturbado.
Foi demonstrado em [1} que o operador F{£} é auto-adjunto (Hermitiano), ou

seja, definindo a norma [ & p~'F{£}d>r, verifica-se que
[& o FéYydr = [ &0 Fié)ar, (2.32)

onde &, s&o dois vetores deslocamento distintos do plasma.
Sendo autoadjunta a quantidade [ £=p~! F{€}d?r é sempre um nimero real. Lem-

brando a variag@o terporal na forma ef=***) a equacao 2.31 se escreve
- = pT'F{E,) (2.33}

Daqui resulta que w? é sempre real, positivo (estavel) ou negativo (instavel), como

é mostrado na Figura 3.

2.3.3 Critério de Suydam

As linhas do campo magnético formam um conjunto de “espiras™. devido ao
campo magnético ser helicoidal. O passo deste conjunto é definido como p = %ﬁ-
onde p varia de superficie a super{icie, por ser inversamente proporcional a posigao.

Por outro lado, as linhas de campo de ¢ tém uma formacao em espiral com passo
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constante. Se as linhas de campo de B e £ coincidem em alguma regido, entio
é possivel um deslocamento que nio cause uma “torgdo”das linhas do campo
magnético. Se u’ ndo se anula em nenhum ponto, entio é sempre possivel esco-
lher %, tal que os dois sistemas de espirais coincidam para um determinado raio.
Quando isto acontece, deslocamentos que “torcem” somente ligeiramente as linhas
de campo magnético sdo possiveis. Entdo, os piores valores de k e m, em relagao
i estabilidade do plasma, sao tais que F, dada pela expressdo 2.29 sc anula. Este
é um ponto singular regular da equagio B.1. Fazendo uma analise em torno deste
ponto, Suydam [21] chegou ao critério dado por

2p
(B.)? >0,

" luIF 2 iy
3 (2.34)

O critério de Suydam é uma condigio necessiria a estabilidade, mas nem sempre é
uma condigdo suficiente, pois este critério é derivado somente das consideragoes do
comportamento de modo-local.

Levando em consideracio este critério em relacdo a sistemas fisicos com estru-
turas cilindricas compativeis com o modelo apresentado nesta tese, verifica-se que o
pior valor de k é préximo da unidade, isto é, k > 1, o valor de B.; é normalizado ¢
B,; é maximo, B,; = 1, da equacio 2.11, tem-se By = jo(r,/4)(2 — r?) e sabendo
que a posi¢do do ponto singular, r,, esta compreendido entre 0 e ry, e que r3, em
termos de cdédigo numérico, é igual a 2, toma-se entdo r, = 1. Analisando estes

valores em I’ = 0, ou seja
m
k- B.(r,)+ ;‘—Bg(?‘_,) =
5
e substituindo as grandezas pelos seus respectivos valores, chega-se a

14+ 280212y =0
7, 4
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Percebe-se que para um valor de j; maximo para este modelo, isto é, jo & 0.6, o
sistema € estavel se m < 3.

Nesta tese u' € diferente de zero, exceto em alguns pontos. Nas proximidades
de r = 0, ¢’ ~ r, de modo que (r/4)(¢'/u)* ~ r3. Se a pressao é parabdlica nas
proximidades de r = 0, como neste caso, p(r} ~ po — ar?, ha sempre alguma regiao

proxima de r = 0 que é instavel.

2.3.4 Interface Perturbada

Ha que se ressaltar a perturbacio que a interface entre as duas regioes sofre. isto
¢, a perturbagao da intetface plasma-plasma. Para conectar o vetor deslocamento ¢

entre as duas regides, tem-se que linearizar as condicoes de contorno na interface.

—_

RoE =R (2.35)

onde 7 = g + Ry, fig € a normal a superficie ndo perturbada, #; é a normal &
superficie perturbada, & ; é o vetor deslocamento da regiao 1,2. respectivamente.

Inicia-se a analise pela componente normal do elemento de linka
(dl = dly + diy - V&)

movendo-se com o fluido. Entdo, conforme mostra a Figura 6.

iedl=0 (2.36)

sz dl (7g + 7y)
considerando sé os termos de primeira orden, vem

o df; . (\?{- ng + 1)
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assim
fiy = —VE-fg+ A

onde di é o elemento de linha paralelo & superficie; VE é a variacao espacial da
perturbagio a partir da interface em equilibrio e X é a perpendicular a dip e repre-

senta a direciio aleatoria da interface perturbada, este termo generaliza a normal

perturbada, logo X = ahe.
Se
|7]=1

(o + A1) (o + A1) = 1

logo fig - 724 = Ay - fip = 0

portanto
Ay = —(VE)g + fph - (VE) - fro (2.37)

Considerando o campo magnético B nesta interface perturbada, leva-se, entao, em

conta um termo extra, 5 V Bo.
B‘G(F') = (B’(Ja'l'gla‘{’{-"vgu)f‘u o = 1,2

e utilizando a condi¢ao de contorno - By - 71 - B, = (, chega-se a seguinte expressao

—

Bor - V(hg - €) = fg - Eng - VByy « fio = Boa - V(i - £) = #ig - Eng - (V Boa) * g
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ou melhor
([Bow - V(R0 - €) — fio - g - (V Bua) - Ro]] = 0 a=1.2 (2.38)

onde [[...]] representa a diferenéa entre os valores das regides i e 2 das grandezas
com descontinuidade na interface.

Em relagio A equacio de balango de pressdo, também tem uma expressao analoga
4 do campo magnético.

p1 = (po —1poV - £y (2.39)

levando esta expressao em

chega-se a
(CAm¥ E4 BuolGot £ VB =0 a=12 (20

I importante ressaltar os efeitos da pressao total sobre a interface, para um sistema
composto por duas camadas de plasma. A expressao da pressao total perturbada na
regido interna tem que ser a mesma da pressao total perturbada na regiao externa
nas vizinhagas da interface perturbada. Como as duas regioes tém caracteristicas
distintas, é melhor expressar a perturbagao na interface perturbada na posicao 7 =
fo + (N £)fg, desde que a componente normal de ¢ seja continua, como pode-se
observar na Figura 6. Nesta posicao a expressao para a perturbacao da pressao

cinética e da pressdo magnética ¢
lip]] = p1 — p2 = &p + o Efrg - T (2.11)
l 2 i 2 - -, l 9 . .
[['EB ]] =é§13 +n()'€?i‘0' '\_’3]30 (2-!2)
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logo
]_ - —+ - - - _[ .
[p+ §15’2]] =—1poV £+ Bo-Q —& - Vpo+ o - g - v:?.B? (2.43)

onde

L

§prs—€ Vpo—1poV - £

6B~V x (£ x By) x Q
Relacionando as equagoes 2.35 e 2.43, chega-se a uma forma mais elegante de se
apresentar a perturbacio da interface plasma-plasma, isto é,

*7P0V'€+§0‘@

fig - €

[

+ fip - v% Bo*| =0 (2.44)
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Fig. [- Modeto de equilibrio.
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RAPIDO

ALFVEN

LENTO

T Sutrriano ¥ anti-Stuarmiage

Fig. 2- Representagao esquematica do espectro estavel (w? xr) das equagoes de Appert
e de Hain-Liist,
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—— CONTINUO

=--d SEPARADOR MATEMATICO
RARVAVAN ESPECTRO DISCRETO "STURMIANO”
JIVIVEIVE ESPECTRO DISCRETO "ANTI-STURMIANO"
—— PONTO DE ACUMULAGAO

Fig. 3- Outra representacio esquemitica do espectro das sohigoes da equacao de
modos normais de segunda ordem (Hain-Liist ¢ Appert).
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Fig. 4- Os trés tipos de Titngdes que aparecein comao soligors da equagio de Hain-1.ist.
(a) solugao imprépria, quase-modo, (h) sohigio propria. modo oscilatorio o (¢) modo e
superficie( “surface mode™).
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Fig. 6- Esquema mostrando a perturbacio da interface.



Capitulo 3

METODO NUMERICO E
RESULTADOS

3.1 Introducao

Esta sec¢do descreve o método numérico utilizado, que pode muito bem servir
tanto para a aplicagdo em fusdo termonuclear, como para uma enorme variedade de
objetos astrofisicos e solares. E realizada uma analise sobre a atua¢io dos pardmetros

de equilibrio na formagao dos espectros discretos e continnos (lado estavel).

3.2 Meétodo Numeérico

O objetivo deste método € determinar as solugdes do sistema de equiacdes que
satisfacam as condi¢Ges de contorno descritas no capitulo 2. Ele é destinado a
solucdo da equagio de tlain-Liist, utilizando a cquagao equivalente de Appert et al.,
onde ¢ solucionado um sistema composto por duas equacoes diferenciais de primeira
ordem, considerando r€, e a pressio total perturbada como variaveis dependentes.
A pressao total perturbada e rf, sdo, assim, continuos em toda regiao do modelo.

Uma. solucio analitica em torno de » = 0 é obtida através da expansao das

fungbes de equilibrio e, por sua vez, dos coeficientes da equacao B.1 em termos de

26



uma fungio polinomial. Esta solugdo analitica é regular em r = 0 e prova que as
autofungdes sio £,(0) # 0 para m = 1 e £.(0) = 0 para m # 1, as suas derivadas sao

£.(0) = 0 e £,.(0) # 0 para m = 1 e m # 1, respectivamente. Resumindo

limé, = plml=1
r—()

£(r2) =0 (3.1)

A equagio é resolvida numericamente usando um algoritmo apropriado, tipo
“Runge-Kutta” de segunda ordem. E denominado método balistico ou calibre (“sho-

2 e a equagao € resolvida até

oting method”). Arbitra-se um valor inicial para w
r = r,. Se a solugio &,(ry) satisfaz as condigdes de contorno, termina-se o calculo,
caso negativo, acrescenta-se a w? um pequeno valor e repete-se o procedimento ate
atender & condicio de contorno em r = r;. Assim se obtém o autovalor w? e sua
correspondente autofungao &, .

Através deste método, podemos estudar a variacio dos autovalores com os

pardmetros de equilibrio. Da mesma forma o método satisfaz a solugao na regiao

do continuo.

3.3 Procedimento do Calculo

2 sao definidos os seguintes aspectos: os parametros

Na analise dos autovalores w
de valor constante sdo normalizados e os parametros de valor variavel sao mensu-
rados em relacdo aos pariAmetros normalizados. Foi feita uma variagao em todos os
parametros de valor varidvel (m, k, B,,, po, poz2 € jo), 0 regime adotado é o de baixo
8 na regiao 1, assim o valor maximo para pg ¢ 0,05.

O cédigo foi programado para apresentar alguns autovalores e as conseqiientes

autofun¢des, no maximo quatro para cada conjunto de parametros de equilibrio e
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também associados a cada intervalo do espectro estivel. Com isso. possibilitar a
analise do comportamento das respectivas autofungoes, prevendo assim, a natureza
global das cadeias de autofungoes calculadas.

Um exemplo de perfil de equilibrio é mostrado na Figura 7.

Um espectro esquematico do modelo é mostrado na Figura 8. As {aixas continuas
representam o intervalo de variacido de w?(r), (¢ = A, S, 1,11} em funcio do raio r,
onde o subindice “A” representa o continuo de Alfvén, “S” o continue lento e “I” e
“II” os separadores matematicos.

A faixa de freqiiéncias w} se sobrepde ao continuo lento, na regiao ! ¢m todos os
espectros determinados, o que corresponde a auséncia de modos lentos na regiao 1.
A posigao relativa dos continuos e de wi”, bem como as suas larguras dependem
dos parametros B,s, pg, jo, po2, m e k.

Duas importantes caracteristicas deste modelo sao :

1) a existéncia de modos combinados, ou seja, a mesma onda apresenta modos
diferentes em relagéo as regides 1 e 2, conforme ilustrado nas Figuras de 9 a 15. O
modo combinado predominante é o modo com caracteristicas Alfvénicas na regiao
1 e o modo {magnetossonico) rapido na regiao 2 e

2) o comportamento das ondas é determinado predominantemente pela regiao 2,
onde as oscilagGes sio bem mais atuantes.

Para melhor determinar o quanto cada parimetro influencia no espectro foram
utilizados os seguintes procedimentos:

a) Procura de autofungdes para diferentes valores da pressao po.(0,02: 0, 03;
0,04 e 0,05), com um mesmo conjunto de parametros de equilibrio, k = 3,5 m = 2:
B,y = 0,2; poo = 0,1 e jo = 0,4. Nao ha muita diferenca entre os resultados.
A Tigura 9 mostra as autofungdes para py = 0,02. Achou-se uma onda de sn-

perficie entre os continuos de Alfvén, que esta localizada hem préximo de w? na
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regizo 2. Nio hé a possibilidade de aparecimento do espectro discreto de Alfvén na
parte anti-Sturmiana, pois w?; sobrepde w}. A Figura 10 mostra os espectros para
po = 0.02, 0,03 e 0,04. Quanto & anélise dos espectros, pode-se dizer que ha uma
pequena subida dos continuos lentos em ambas as regides e no continuo de Alfvén
na regiso 2. O mesmo continuo na regiio 1 se estreita & proporgdo que a pressao €
elevada, apesar de manter aproximadamente igual os seus valores de minimo. Veja
que essas informagdes a respeito da variagdo do espectro, em refagdo as variagdes
dos paramentros de equilibrio sdo facilmente deduzidas com uma simples analise
na equagio de Hain-Liist ou de Appert et al.. Mas o objetivo aqui ¢ uma analise
stmples e rapida de todos os paramentros, evitando uma maior perda de tempo para
verificar estes dados e também uma forma de se ter uma visdo mais geral de como
funciona o espectro;

b) Procura de autofungoes para o efeito da variagio de pgy,onde, k = 3,5;m = 3;
po = 0,02; B,y = 0,5 e jo = 0,4, para densidades da regido 2 iguais a 0,5; 1,0 e
2.5 em relacio & densidade da regido 1. Isto significa a variagdo do parimetro de
equilibrio pg; para valores iguais a 0,05; 0,1 e 0, 3, respectivamente. Analogamente
esta variacdo ndo provoca diferencas importantes e as curvas se apresentam similares
3s acima citadas. A variagao de pgg acarreta uma variagao inversamente proporcional
na mesma ordem de grandeza no deslocamento das regioes discretas e cont{nuas. Os
espectros podem ser observados na Figura 11;

¢) Determinagio de autofungdes para m = I, 2 ¢ 3. Continua a variagao com-
pativel com as anteriores. A Figura 12a mostra como ¢ a variagio das ondas de
superficie e a Figura 12b, para as autofuncdes de modo alto;

d) Determinagio de autofungoes para jo = 0,2; 0,1 ¢ 0,6, para F=3.5m=3
B,, = 0,5; poz = 0,5 e pg = 0,05. Com o aumento da corrente, os continuos do

lado 2 diminuem, o continuo lento do lado 1 nao altera muito a sua posigao, mas o
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de Alfvén alarga consideravelmente, estando o seu extremo inferior um pouco acimma
do de corrente mais baixa. Ver Figura 13;

e) Determinagio de autofungoes para B.; = 0,2; 0,4; 0,6 e 0,8, para k = 3,5;
m = 2; po =0,05; poz = 0,5 e jo = 0,4. Os continuos sobem proporcionalmente ao
incremento do campo magnético, conforme Figura 14;

[} Determinacao de trés autofungoes para dois parametros distintos, onde fixa-se
o parametro m em m = 1, conforme mostra a Figura 15;

g) Na Figura 16, vé-se um autovalor dentro de w};, comprovando ue essas regioes
estao contidas no espectro discreto;

Para todas as variagdes de parametros, verificou-se que o comportamente das
funcdes é praticamente o mesmo, sd o espectro € que varia de acordo com os
parametros variaveis, sendo que a densidade pg; ¢ 0 campo magnético B.,, obvi-
amente 56 influenciam a regiio 2, enquanto que o vetor de onda k, o nimero de
onda azimutal m, a pressio pp € a corrente jo tém uma influéncia marcante em
todo o sistema tubular. Naturalmente o grau de influéncia de todos os parametros
é regida pela equacio de Appert et al..

A Figura 17 exibe um conjunto de autofungdes localizado na parte lenta do
espectro. Comprova-se o comportamento anti-Sturmiano das autofuncoes.

A Figura 18 exibe um conjunto de antofuncdes localizado na parte rapida do
espectro, ¢ um bom exemplo para explicar o comportamento Sturmiano das fungoes.

Outro enfoque esté no aspecto do sistemna quando ¢ variada a posi¢ao em ry. Para
valores de rq, tais como, 2,5, 6,0 ¢ 8,0. O namero de modos discretos permanece o
mesmo, quando comparado aos resullados de r; = 2,0. Os autovalores sho propor-
cionais aos obtidos em v, = 2,0 e as autofuncdes mantém uma mesma caracteritica
geral, sé que aumentam consideravelmente os seus zeros, conforme verifica-se nas

Figuras 19 e 20.
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Fig. 9- (a) espectro onde os marcadores quadrados representam os autovalores w2, (7 =
1,n) e (b) as autofungoes da parte discreta em fungio de r, £, onde k = 3.5, m = 2,
B = 0,2, po = 0,02, po; = 0,1 e jp = 0,4, A autofungao 1 exibe um comportamento
anti-Sturmiano e as autofungdes 2 e 3 exibem um comportamento Sturmiano. Todas as
trés fungbes sdo modos com caracteristicas Alfvénicas na regiao 1 ¢ modos rapidos na

regido 2.

33



(73] 2 2
I (o) w
2
2 2
w
A mA “a
6
s 8 8 ¥
2 |
2 2 2
w
O SR “n
18 7 !

a) b) c)

Fig. 10- Variagio do espectro para diferentes valores da pressao cinética, kb = 7.5,
m=3, B,, =0,4, []02-——059}0—04 (a ]pU—UUZ (h)p[,—UUio(r}pg_{ll]i
Os autovalores das autofungdes w?, (i = 1,8) sdo: 3.68, 2 = 5.7, 3 = 13,07,
4=2495=3,90,6=9,127=480e8 =7 flU 0Os modos rlaq antofincoes 2
ed, e 6 e 8 tém uma carateristica Alfvénica na regiao 1 e sdo rapidos na regiao 2.
Mostram um comportamento Sturmiano. Enquanto que as autofungoes 1, -1 e 7 mostram
um comportamento anti-Sturmiano.
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Fig. 11- Variagio do espectro para diferentes valores de densidade. onde (a) por =
0,01, (b) po2 =0,1e(c) po2=0,5, parak =35 m=1,8B.,=04,pp=002¢ Jo = 0,4,
onde os autovalores w?, (i = 1,3) sdo: 1 = 7,87, 12 = 0,78 e 3 = (.16 (s modos
das autofuncdes 1, 2 e 3 tém caracteristicas Alfvénicas na regiao 1 e lentos na regiao 2.
Apresentam comportamento anti-Sturmiano.
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fungoes representam o modo tnais baixo para &£ = 3.5, 5 = 0.5, py = 0,05, py, = 0. |
e jop = 0,4; (b) Estas autofuncoes sio os modos mais altos para b = 3.5, 1., = 0.5,
po = 0,05, po2 = 0,5 e 70 = 0,2. Os modos em (b} sao moros de Alfvén relativos a regido
I. As autofungoes em (a} sdo tipicamente ondas de superficie: eny (b) sao ondas do tipo
modo combinado. '
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Fig. 13- Variagdo do espectro para diferentes valores de corrente, (a) jo = 0,2, (D)
Jjo=04e(c) jo=0,6,onde k = 3,5, m =13, B, = 0,5 pp = 0,05 e poz = 0,2, Os
autovalores w?, (i = 1,14) sdo: 1 = 0,82, 2 =0,96, 3 = 3,40, 4 = 7,70, 5 = 15.206 =
22,30, 7 = 1,06, 8 = 8,11, 9 = 16,10, 10 = 0,76, 11 = 0.88, 12 = 2,16, 13 = 3.30 ¢
14 = 7,50. Os modos das autofungdes 1, 2, 7, 10 e 11 tém propriedades Allvénicas na
regido 1 e sio modos lentos na regiao 2. J4 3,4, 5,8, 9,12, 13 ¢ 14 tém as propriedades
Alfvénicas na regido | e rapidos na regido 2. Quanto ao comportamento as funcoes 1, ¢
e 10 sao anti-Sturmianas, 7, 11 e 12 sio modos superficiais e os demais sao Sturmianos.
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Fig. 14- Variagio do espectro para diferentes valores de By, {a) B., = 0,2, (b)
B.a = 0,4, (c} 22—068((?” B, =08 onde k=35 m=2p= U p =05
e jo = 0,4. Os autovalores w?,(i = 1,19) sko: | = 1,23, 2 =191, 3 = 1,42, 1 = 8,84,
5= 14,81, 6 = 1,33, 7,_22’5 8—)'13 9 = 10,60, 10 = 0.82, 3 -U‘!f) I’— 1. 41e
13—7 77, 14 = 1‘3 26 15 = 25,26, 16 = 1,08, 17 = 1.22, 18 = 6,57 ¢ 19 = 2!,2[} (s
modos 1 e 6 Lém caracterlqtlcaq Alfvénicas em ambas rogmm Os modos 2, 3.4, 5.7, 8 9,
12, 13, 14, 17 e 18 tém as caracteristicas Alfvénicas na regiao 1 e sao rapulm na regiao 2.
Os modos 10, 11, 15 e 16 tém caracteristicas Alfvénicas na regido | e sio lentos na regiao
2. Quanto ao comportamento I, 6, 10, 11, 15 e 16 sao anti-Sturmianos e os demais sio
Sturmianos.
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Fig. 15- (a) esquema do espectro e (b} as antofuncdes normalizadas em fungio de
r, &, correspondentes, cujos parimetros de equilibrio sio k = 3.5. m = |, ., = 0,5,

Po =0,05, po; = 0,5 e jo =0,2. As funcdes 2, 3 e 4 mostram um caracter Sturmiano e a
fun¢do 1 anti-Sturmiane.
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Fig. 16- Um modo dentro da regizo w?;. obtido quando & = 3.5, m = 3. 1., = 0.5.
po=0,09, po2 =0, e jy =0,4.
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Fig. 17- Esquema do espectro, onde (a) b = 3.5, m = L. ., = 0.8 p, = 0.5,

ma = 0,0 e 3o = 0,4, para os antovalores proximoes ao continno lento do lado 2 e ey
(b} as respectivas autofungoes em funcio de re normalizadas. Novamente aqui aparece
uma onda de superficie proximo de «?. Estas fungoes exiben wm comportamemo anti-
Sturmiano para as ondas lentas.
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Fig. 19- Comportamento das antoluncors para b = 3.5, m = 3. ., = 0.2, o= 002,
po2 =U,5 e jo=0,2, quando a regido 2 ¢ 1.5 vezes a regiao 1.
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Capitulo 4

APLICACAO A MANCHA
SOLAR

4.1 Introducao

O sol é constituido por seis regides principais distribuidas em camadas bem
distintas: o nacleo, (onde hé a fusdo nuclear); a zona radiativa; a zona convectiva; a
fotosfera; a cromosfera e a corona ou coroa solar [17], Figura 21. Cada regido possui
caracterfsticas bem diversas. A atmosfera visivel do Sol é constituida da fotosfera,
que é relativamente densa e opaca e emite grande parte da radiacdo. Acima desta
esta a cromosfera, menos densa e mais transparente. Em seguida, encontramos a
coroa solar que se extende do topo de uma regido estreita de transicio até a Terra e
além destes limites. A densidade diminui & medida que se afasta da superficie solar.

Sé a partir deste século é que pesquisadores comegaram a analisar seriamente
as manchas solares, apesar de serem conhecidas desde eras imemoriais. Houve a
percepgao de que estas manchas solares ndo eram eventos isolados ¢ que interagiam
com varios objetos solares (flares, arcos coronais, ficulas, elc.), chegando inclusive
a influenciar fendmenos aqui na Terra, como exemplo, a dependéncia do clima com

as manchas solares e também interacoes com a transmissdo/recepgio de sinais de
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radiofreqiiéncias. Estes pesquisadores perceberam que as manchas sao formadas por
fortes fluxos magnéticos tubulares, onde a regido escura central é chamada de umbra
e a regido que a circunda onde aparecem estruturas filamentares é denominada
de penumbra. Geralmente a umbra tem um diametro que representa 40% da
mancha, com a incerteza de aproximadamente 20%. Um exemplo de mancha solar é
mostrado na Figura 22. O campo magnético na umbra é predominantemente vertical
e muito mais intenso ao campo da sua vizinhanga, sendo aproximadamente 3.000
G, enquanto que na penumbra estd em torno de 1.000 G ¢ fora da mancha alcanca,
no maximo, poucas centenas de gauss [17]. A densidade eletrénica na fotosfera é da
ordem de 10'e¢m =3, a temperatura menor que 1 eV e o logaritmo de Coulomb é da
ordem de 3, comprovando assim a semnelhanga com o modelo proposto,

A mancha solar parece ter sua origem na zona convectiva, onde estima-se que o
campo magnético é da ordem de 10.000 G [17].

Varios fendmenos dindmicos aparecem na mancha, tais como: oscilagdes umbrais
(“umbral oscillations”), “flashes” umbrais {“umbral flashes™), ondas caminhantes
da penumbra (“running penumbral waves") e pontos umbrais (“umbral dots”). O
estudo destes fenomenos é importante para compreender o transporte de encrgia ¢
a estrutura dinamica das manchas. Dentre estes priorizam-se as oscilacoes umbrais
e as ondas caminhantes da penumbra - RPW,

As manchas com uma formagao regular da penumbra apresentam bandas suces-
sivas de claros e escuros, com diregao para fora da mancha. Estas formacdes sao
chamadas de ondas caminhantes da penumbra (“running penumbral waves™ RPW
[22] [23]). Estas ondas tém o formato de arco e propagam-se mais ou menos uniforme-
mente para fora da penumbra, lornando-se gradualmente invisiveis até aleancarem
o final da mancha (esta nao uniformidade que se observa vai depender das carac-

teristicas da umbra, de onde se originam estas ondas [24], Figura 23). A velocidade
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de propagacdo esta entre 10 e 25 km/s [23]. As RPW tém um periodo que varia
de 170 s a 260 s. Spruit [25] observou que a umbra também tem este tipo de onda,
ou alguma onda com os mesmos aspectos desta, que continua fluindo através da
penumbra onde ja € identificada como RPW. Lites e Thomas [26), Beckers {27] e
Moore e Tang [28] dizem que hd dois tipos principais de oscilagio na umbra, a os-
cilagdo de 5 minutos, que é detectada na baixa fotosfera e a oscilagio de 3 minutos,

que é observada na alta fotosfera e na baixa cromosfera.

4.2 Modelo

Em relagdo a0 modelo da Figura 1, considera-se a regido da umbra a regido 1
€ a regido da penumbra a regido 2, de acordo com a Figura 24 que exibe o perfil
do campo magnético da mancha solar. Vé-se que o modelo cilindrico se adapta
perfeitamente a estrutura da mancha solar.

O modelo esta de acordo com Solanki e Schmidt [29], onde afirmam que uma
parte significativa do fluxo magnético (aproximadamente 1/2 — 2/3) emerge na
penumbra, isto é, a penumbra é profunda! Segundo Solanki e Schimdt se nao for
observada esta premissa, a estabilidade da mancha fica comprometida, levando em
consideragio a curvatura das linhas do campo magnético, pois hd um limite em
relagdo a este ingulo de curvatura para que a estrutura da mancha seja estivel.

Os valores utilizados neste modelo sio normalizados: B, = ry = py = po = 1,

r2 = 2. Os parametros de normalizacéo sio :

z
tn = (ﬁo{;o) I
5

Fa = N

3
Man = poTy
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4.3 Discussoes

Além dos dados sobre a dinamica do fluido, descritos no capitulo 3, complementa-
se com as seguintes informacdes:

a) Para valores tipicos de uma mancha, consideram-se B, = 2500G, r; =
5.000km e poy = 2 x 1073g/em®. Em termos dos parémetros normalizados, foram
adotados os seguintes valores: py = 0,05, B, = 1,0, B.a = 0,4, pyp = 1,0,
P20 = 0,6 e jo = 0,4. Os parametros k e m foram variados, kde 3a 15emde | a
3. Todos estes valores foram retirados ou baseados nas referéncias sobre fisica solar
desta tese;

b) Nas Figuras 25 a 27 estao expressos os periodos, T{min), em fungao de k, para
m =1, m =2 em = 3, respectivamente, para os valores de parametros de equilibrio
tipicos da mancha solar, citados no item “a”. Para cada £, percebe-se que pode-se
encontrar mais do que um periodo, logo ha um conjunto de modos localizados na
parte discreta do espectro estavel. Observa-se que a ordem de grandeza € a mesma
daquelas obtidas por métodos observacionais para as oscilagées umbrais, 150s a
180 s e para as RPW, 1805 a 300 s.

c) As tabelas de I a 3 também mostram periodos de 3 a 5 minutos encontrados
para valores variados dos parimetros de equilibrio normalizados, o que demonstra
uma confiabilidade no modelo para a aplicacio a manchas solares:

d) Considerando-se os varios tipos de mancha, montou-se uma faixa e valores
para © raio € para o campo magnético axial da umbra, ou scja, 2.000 km < " <
10.000 km e 2.000G < B,y < 3.500 . Cientes do valor minimo e do valor maximo
para o raio e o campo magnélico da umbra ¢ considerando as caracteristicas das
manchas dentro deste contexto, calculou-se os periodos mais baixos ¢ os mais allos,

no caso, ry = 2.000km e B,y = 3.500G e ry = 10.000km ¢ B,, = 2.000¢. respec-
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tivamente. Mesmo nestes casos extremos, ha concordancia com os valores medidos
(observados) para algum intervalo de k. Como pode-se demonstrar na Figura 28;

e) As figuras 11 a 22 mostram que os modos perturbam ambas as regides, sendo
que bem mais acentuadamente na penumbra. Este modo é uma possivel descricao
para as RPW, onde comprova-se a sua origem dentro da umbra;

f) Praticamente todos os perfodos ficaram dentro da faixa predita por Moore
e Tang [28], ou seja, periodos de 2 a 8§ minutos na umbra e periodos de 3 a 15
minutos na penumbra. De acordo com as observagdes, também sao encontradas nos
resultados numéricos mais oscilacbes em torno de 180 s e 300 s;

g) Os resultados demonstram a ocorréncia de modos de 3 minutos se extendendo
da baixa fotosfera a baixa cromosfera;

h) Sugere-se que as oscilagdes umbrais € as RPW surgem de um mesmo fendmeno.
Este fato j& foi mencionado, inclusive, por Giovanelli (23], Alissandrakis et al. [24]
e Spruit [25]. E muito dificil medir o periodo das ondas na penumbra precisamente
e nio hé diferencas significativas quando se compara com o periodo das oscilagées
na umbra. Isto esta de acordo com os cilculos aqui desenvolvidos.

i) Assume-se o campo magnético azimutal e cita-se como fator preponderante
do modelo a presenca de uma corrente axial, dando origem a um pequeno campo
magnético azimutal, que é um elemento essencial do modelo.

j) Quanto mais homogéneo for o campo magnético axial e mnais extensa for a
penumbra, mais facil serdo detectadas as RPW, pois serio continuas e se propagarao
radialmente em todas as direcdes da penumbra, conforme Figura 23.

1) Virios autores denominam estas ondas de diferentes nomes, (modos de Alfvén
[23], modos gravito-aciisticos [30] modos acisticos [31], etc). Na interpretagao deste
trabalho, estas ondas se comportam de diversas maneiras. Os seus modos dependem

das caracteristicas da mancha, isto é, sua profundidade, seu didmetro, sua densidade,
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em suma, a dependéncia esta no perfil de equilibrio. Logo a conclusio é que elas
podem ser ora ondas de Alfvén, ora ondas lentas e ora ondas rapidas.

m) Além deste modelo ha basicamente dois modelos principais que tentam expli-
car os fendmenos dindmicos da mancha. Um deles é o estudo do comportamento do
plasma dentro de um cilindro com campo magnético axial e densidade homogéneos.
L imposta uma parede rigida como a parede externa do modelo cilindrico. Estuda-
se, assim, os fendmenos dinamicos da umbra [32]. Mas ignora-se completamente a
penumbra, dando a entender que é totalmente independente da nmbra. Sera que nao
hé interagdo entre umbra e penumbra? Com o modelo de duas camadas percebe-se
que as autofungdes modificam-se totalmente quando surgem descontinuidades.

O outro modelo trata de zonas estratificadas verticalmente, isto é, trabatham em
coordenadas retangulares, onde na diregao horizontal paralela i superficie solar a
fronteira é livre e a direcdo z é finita, (zmin, Zmoz ), simulando uma secao retangular de
um cilindro “homogéneo™ de raio infinito [31]. Da mesma forma, este modelo ignora
a penumbra. Também interroga-se: sera que as camadas vizinhas nao influenciam
na origem destes fendmenos nas fronteiras? A geometria plana representa melhor
objetos com configuragio cilindrica? F por dltimo, até que ponto é valido considerar-
se a umbra alcancando o infinito?

No modelo aqui apresentado também ha restri¢des. Nao ha identificacao de uma
zona do Sol especifica, mas pode-se controlar a variacio da dire¢ao em z, atraveés do

numero de onda k.
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Fig. 22- Uma mancha solar tipica.
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Fig. 23- Subtragio de imagens mostrando as RPW no lado direito da penambra. Fin
(d) sdo indicadas as RPW A e I3 e os elementos umbrais onde sio originadas as ondas.
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Fig. 24- Modelo esquemaitico para as linhas do campo magnético de nma m

ancha
solar tipica.
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Fig. 96- Sao mostrados os periodos, T{min). estimados para as “running penumbral
waves® em funcio do nimero de onda normalizado, k. para m = 2.p0 = 0,05, B., =01,
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Fig. 97- Sao mostrados os periodos, T'(min}, estimados para as “rimning penumbral
waves” em fungio do nimero de onda normalizado, k, para m = 3, pg = 0,05, 8., = 0,4,

P20 = 0,6 e jo = 0,4.
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Fig. 28- Sio mostrados os periodos, T(min), estimados para as “running pennmbral
waves” em funcio do niimero de onda normalizado, k, para m = |, pg = 0.05, B,2 = 0.4,
Pro = 0,6 e jo = 0,4.

a)r; =2.000km e B, =3.500C¢

2b; ry = 10.000km e B,, = 2.000G.
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m k B.s 7o periodo(s)
1 3.5 0,5 0,2 194
1 3.5 0,8 0,2 187
1 3.5 0,2 0.4 297
1 3,5 0,2 0,6 225
1 3,5 0,8 0,4 182
1 3.5 0,5 0,6 187
1 3,0 0,2 0,2 237
1 2.5 0,5 0,2 303
1 2,5 0,2 0,6 239
1 2,9 0,5 0,6 295

Tabela 1 - Periodos obtidos para as solugdes estaveis com m = 1 e diferentes

valores dos pardmetros k, B,; e jg.
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m k B, jo |periodo(s)
2 35 0,5 0,2 190
2 3.5 0,2 0,4 173
2 3,9 0,5 0,4 189
2 3.5 0,5 0,6 187
2 3,9 0,8 0,6 171
2 3,5 0,2 0,6 170
2 3.0 0,2 0,2 233
2 3,0 0,8 0,4 270
2 2,5 0,5 0,2 291
2 2,5 0,5 0,4 288
2 2,5 0,2 0,6 234
2 2,5 0,5 0,6 285
2 2,5 0,8 0,6 290
2 2.0 0,2 0,2 359
2 1.5 0,2 0.4 373
2 1.5 0,8 0,4 319
Tabela 2 - Periodos obtidos para as solugoes estaveis com m = 2 e diferentes

valores dos parametros k, B,; € jo.
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m k B, Jo periodo(s)
3 4,5 0,5 0,2 178
3 3,5 0,2 0,2 221
3 3,9 0,5 0,2 186
3 3.5 0,8 0,2 398
3 3,9 0,5 0,4 185
3 3,5 0,8 0,4 166
3 3,9 0,2 0,6 168
3 3.5 0,5 0,6 183
3 3,5 0,8 0,6 163
3 35 0,2 0,4 225
3 3.0 0,2 0.4 225
3 2.5 0.5 0,2 274
3 2.5 0,5 0.4 273
3 2.5 0,8 0.4 257
3 2,5 0,2 0,6 228
3 1,5 0,2 0,2 345
3 1,5 0,5 0,6 286
3 1,5 0,8 0,6 284

Tabela 3 - Periodos obtidos para as solugdes estiveis com m = 3 e diferentes

valores dos parametros k, B, € 7o.

61




Capitulo 5
CONCLUSOES

Além das discussoes apresentadas no capitulo anterior, sobre a aplicacio do mo-
delo em manchas solares, serio apresentadas agora as conclusdes sob um ponto
de vista mais geral, pois é esta a principal caracteristica deste modelo de larga
aplicagdo, tanto em fusio (naturalmente com outras condigdes de contorno), quanto
em astrofisica e fisica solar.

Foi estudado o espectro MHD ideal do lado estavel, para um modelo cilindrico
de dois plasmas, onde foram apresentados como solucgio da equacao de Hain-Liist
os espectros para varios perfis de equilibrio.

Cada parametro de equilibrio, isto é, o vetor de onda k, o modo azimutal, m,
a pressao , pp, a corrente, jo, a densidade na regido 2, pgz, 0 campo magnético na
regiao 2, By, e a posigio da parede externa, ry, foram variados. A conseqiiéncia no
espectro de cada paramentro variado foi cuidadosamente verificada e explicada na
secao 3.3.

Verificou-se que os modos globais sio modos combinados, isto é, na regiao 1,
comportam-se diferentemente do que na regido 2. H4& uma maior incidéncia de
modos Alfvénicos na primeira regido, combinados com modos rapidos na segunda

regiao.
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Observa-se a relagdo entre os parimetros de equilibrio e os autovalores. Por
exemplo, quando sao aumentados os valores dos parametros de equilibrio {principal-
mente o nimero de onda k), também aumentam o ndimero de autovalores.

O comportamento Sturmiano e anti-Sturmiano das fungoes discretas é verificado
numericamente através da regido 2. Esta caracteristica das funcées discretas & afir-
mada teoricamente em trabalhos anteriores, mas nio é comprovada tao claramente
como aqui nesta tese,

Como descrito por Goedbloed [2], existern modos de superficie centralizados na
interface. Observa-se aqui neste trabalho, que além deste modo, que origina a onda
de superficie (“surface wave”), aparecem os modos oscilantes na regiao 2. Verifica-se
que estas duas ondas se localizam sempre bem préximas a faixa wii=1,I1), sendo
que em alguns casos aparecem ondas de aspecto superficial, mas ja apresentando
uma ligeira modificagdo na regido 2, como na Figura 16.

Aplicou-se 0 modelo nas manchas solares, onde foi proposta uma solucio para
o equilibrio e a estabilidade deste complexo sistema. Uma melhor e mais precisa
explicagdo das oscilagGes umbrais e das ondas caminhantes na penumbra { “running
penumbral waves”) foi possivel, conforme discutido detalhadamente na secao 4.3.

Sabe-se que a inclusio de uma parede rigida em 1, em termos de fisica solar nio
é muito apropriada. Entretanto as principais discussdes deste trabalho nio diferem
demasiadamente, se substituir a parede por uma fronteira livre, conforme estudos
preliminares, que serdo analisados em um préximo trabalho.

A vantagem deste modelo é que pode ser largamente aplicado em estruturas
arciformes, tanto para fusio, quanto para a astrofisica, principalmente a fisica so-
lar. Como exemplo tem-se aplicacdes em arcos e buracos coronais, espiculos solares,
caudas cometdrias, jatos extragalaticos, magnetosferas, entre outras estruturas tu-

bulares.
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Apéndice A

Introducao as Ondas de Alfvén

As ondas de Alfvén foram descobertas por Hannes Alfvén em 1942 [11] e ob-
servadas em laboratérios no final da década de 50 [33]. O conhecimento sobre as
ondas de Alfvén se expandiu rapidamente neste periodo de 53 anos. Muitos expe-
rimentos em laboratdrio sdo referentes as condigdes de aquecimento do plasma com
interesses termonucleares. Entretanto os plasmas sao estruturas muito complexas
e ainda muitos problemas esperam por solugoes € muitos fendémenos esperam ser
descobertos.

Apesar das enormes diferengas em escalas de tempo, comprimento e energia, o
plasma astrofisico é a maior fonte de estudos no que se concerne ao aquecimento,
sendo que a Unica diferenga entre este e o plasma de laboratério é que no laboratério
o plasma é rodeado por paredes metélicas, enquanto que no espaco percebemn-se
gigantescas estruturas estiveis com fronteiras livres. Este é min dos motivos que
fisicos tedricos de plasma de fusdo comegaram a trabalhar também com estruturas
astrofisicas, como por exemplo o Sol.

Ha dois tipos de ondas de Alfvén, conhecidas como ondas de Alfvén torcional e
compressional. A onda torcional é também conhecida como onda de cisalhamento

ou onda lenta de Alfvén ou, simplesmente, como onda de Alfvén. A onda torcional
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nao se propaga em freqiiéncias acima da freqiiéncia de ciclotron dos fons, pelo menos
em um plasma frio.

Em freqiiéncias bem acima da fregiiéncia de ciclotron dos fons, a onda compressi-
onal ¢ conhecida como onda sibilante, “whistler wave”, enquanto que em freqiiéncias
préximas a freqiiéncia de ciclotron dos elétrons é denominada como onda eletron-
ciclotronica.

Os nomes torcional e compressional siao devidos ao movimento do fluido dos
dois tipos de onda. Estes nomes sio geralmente chamados como cisalhamento e
magnetossdnica, respectivamente. A palavra cisalhamento é mais apropriada em
coordenadas cartesianas, enquanto que torcional est4 mais de acordo com as geome-
trias cilindricas.

As propriedades fisicas dos dois tipos de onda podem ser entendidas, notando
que a forga j x B em um plasma é equivalente a uma pressio isotrépica, p = BZ/2
(po = 1), junto com uma tensiao T = B? por m? ao longo das linhas do campo. A

onda torcional propaga-se ao longo das linhas do campo com uma velocidade
Va = (T/p)'* = B/(p)'?, (A.1}

O aspecto mais importante da onda. torcional é a energia da onda, que é guiada ao
longo do campo magnético.

J4 a onda compressional envolve a compressao do plasma, devido a um campo
magnético puramente transverso. Nao hd nenhum movimento do plasma paralelo
a I::w", desde que a componente da forga ; x B, paralela a B, seja nula. Além disso
na teoria MHD ideal, ndo hi acoplamento do movimento do fluido nas direcoes
paralelas ou perpendiculares a 5.

A velocidade de fase para a onda compressional é conhecida como velocidade

do som e ¢é a velocidade com que as regides de compressio e rarefacio do fluido se

65



propaga em um movimento longitudinal. E dada por
Cs = (T2 (A2)

A onda compressional é freqiientemente chamada de onda répida ou lenta. Uma das
maneiras de se identificar se uma onda magnetossénica é rapida ou lenta é através
da relagio de dispersio em fungao do &ngulo de propagagio ¢ em relacio & direcio
3

_ 4VEC%cos?0

7z YRV, (A.3)

1
wy ;= 5[1 F(l

onde w? ; representa a onda lenta e a rapida, respectivamente e V? = Vi4+ CE

Ha evidéncias e observagdes de que as ondas MHD ocorrem em muitos e variados
fendmenos astrofisicos. Sente-se a presenga destas ondas nas manchas solares, arcos
coronais, proeminéncias solares, caudas cometérias, jatos extragalaticos, etc.

Uma das formas de reconhecer se uma autofungio é torcional ou compressional
é através da polarizagao da onda. onde se:

V. f: 0 — onda torcional

V-£5£0 - onda compressional
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Apéndice B

Aplicagao da Teoria MHD em
Geometrias Cilindricas

B.1 Equagao de Hain-Liist

Considerando a geometria do sistema cilindrica, conforme descrita no capitulo
2 e coletando todas as informagdes sobre perturbagio, pode-se exprimi-las em uma

linica equagéo, conhecida por equacio de Hain-Liist [18]

d d
dr [fdr(r&)} ot =10 (B4
onde
(vp + B?) (w? — w})(w? — wk)
= B.
! T W e - o) B2

plwf—wi) 4KB}  VR(W — Bud)

r rd (w? - wiw? —wh)
¢ (B d (2kBy ., ,, (14 B)(w®~w})
-CE (ﬁ-) + ?‘F [ P2 GVA (w'*’ _ w?)(wg - w;?;) (BS)
2
G= g .
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v P

1 fm?
W?,H = 55 (1',,—2 + kz) (vp + B?) x
/2
4ypF? !
[1 * (1 (m?/r? + k2)(7p + B?)? (B-6)
F= mf’g + kB, G = "‘f’ — kB, (B.7)
TP ,  B?

onde v = 5/3

B.2 Singularidades da Equacao de Hain-Liist

+

E interessante falar um pouco da historia da analise da solugio desta equagao.

A equacao B.1, deduzida por Hain e Liist em 1958, ficou um pouco desapercebida
nesta época. A preocupagdo era com a instabilidade, que teve renovados animos
com o artigo de Newcomb [34]. Depois de aproximadamente dez anos, retornou-se
a falar sobre a equagdo B.1 por Freidberg [35] com seu artigo sobre o “pinch™ linear
difuso incompressivel e por Goedbloed e Hagebeuk [36] sobre o “pinch” compressivel.
Grad [37], Uberoi [38] e Tataronis e Grossman (5] perceberam, que para um limite

incompressivel, a expressido de f, expressao B.2, siinplesmente ¢

1 w? —uwi
f=-—F—— (B.9)
rm2fr2 4 k2
fi i tivel t lat a feita ¢ it lagao : w¥ = wi;
para ficar mais compativel com este relato, sera feita a seguinte relagio : wi = wif;
wi = wiw? = w!ew?l = w?l A singularidade da equagao B.9 dava origem a um
continuo w? = w}. Logo depois Grad {39] afirmava que a equagao B.1 tinha quatro

singularidades que davam origem a quatro continuos. Appert et al. [8] e também
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de forma independente, Greene [40] provaram que as singularidades w} e w} eram

sé aparentes e que na verdade havia dois continuos.

Appert et al. transformaram a equagio representativa de um modelo com con-
figuragio cilindrica em duas equagdes de primeira ordem.

Descrevendo abaixo o trabalho de Appert et al., comprova-se a afirmacao de que
w} e w}; sdo entidades puramente matematicas.

Eles trabalharam a partir das equagoes MHD linearizadas assim relacionadas.

Considere-se gp = 1,

2¢° o - -
pogt_E+Vp+(BxVxBu+BoxVxB)=0, (B.10)
p+€ Vpo+pV-E€=0, (B.11)
B4V x (Bond) =0 (B.12)

d B? B}

Tomando a analise de Fourier das equag¢des MHD, eliminando & e &; em fungao de
£ e, também Cj, o campo magnético perturbado, em favor de ¢, e p e introduzindo

uma nova quantidade definida por P = p + By - §, obteve

DL (rE) = Curty = 1CaP, (B.14)
d 1
DEP = ZCark, — C,\ P (B.15)
dr r
Aqui,
D = (pow? — FH)[pow*(vpo + Bo?) — vpo (B.16)
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B
G o= 2= {p’ w“Boa—?Fpmpwso?)—(w’*—wi)} (B.17)

C: = po'w' — (K + %)[PO(YPO + Bo®) — (w? — wh)), (B.18)
Ca = Dlpou” = w3+ 2Bun 3-(22] 4 gl — w2 2L e
[po(po(w? _wA)+90w28022](2(Bf‘8) )2, (B.19)

F = = Boo + k Bo..
Assim, eliminam-se os polos apresentados na equagao de Hain-Liist, provando que
existem apenas singularidades em [ = 0, dando origem aos dois continuos do es-
pectro.

Os pontos onde w¥(r} = w? ou w}(r) = w?, outrora denominados de separado-
res matematicos, tém a fungio de mudar o sinal de f(7), passando por infinito,
mudando, assim, a tendéncia da funcao de onda ¢,. Ver Figura 2 e 3.

E necessério dizer que as representagoes do espectro nas Figuras 2 e 3 sao bas-
tantes esquematicas. Geralmente partes do espectro sio perdidas. De acordo com
os parametros de equilibrio, os continuos podem se sobrepor.

O espectro da equacdo B.]l apresenta basicamente para o lado estavel, duas
solugdes distintas: uma parte formada pelos continuos e uma parte composta de
autovalores discretos que se localizam entre os continuos.

Sabe-se entio, que o aparecimento dos continuos estio vinculados aos zeros do
termo de maior ordem da equacio,

(19 + B?) (0 —w})(w® — wi)
ro (W wh)w? - W)

f= =0 (13.20)
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Quando isto acontece, a equagiio se torna singular e admite solugdes improprias
(w? = wj ou w? = w}). O conjunto destas freqiiéncias, delimitados pela regiao do
plasma, constituem o espectro continuo. Ha duas regides de continuo: w? = w? e w?
= w}, continuo de Alfvén (corresponde & relacio de dispersdo da onda torcional) e
continuo lento (corresponde & relagdo de dispersao da onda magnetossonica lenta),
respectivamente. A solugio da equagdo de autovalor é uma solugio imprépria com
divergéncia logaritmica no ponto singular 7,(w?), isto é, quando a solucio existe &
classificada como quase-modo.

O coeficiente f, expressio B.9, pode ser expandido numa série de poténcias em

torno da posigdo 7,(w?) para mostrar a existéncia de uma solucao singular. A

expansao é

f(F,w) & f(7y,w) + (7o, w) (7 — 7y)
(B.21)

f(Fw) = fI(7,w)(F=7,) = A6

onde § = 7- 7, e A é um coeficiente constante que depende das fungdes de equilfbrio

em 7,{w). A equagio B.1 se reduz a

d . d |
%(5?’;‘)““ =0 (B.22)

nas vizinhangas do ponto singular, onde A; é uma outra constante, g,/A e y = ré,.

Esta equagéo possui duas solugdes linearmente independentes que sao dadas por

S] = fl(r"’,w) (B23J

Sy = fi(F,wliné + & f5(F,w) (B.24)
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onde fi(7,w) e f2(F,w) sdo fungdes analiticas de 6. A solugdo geral para x proximo

de #,, pode ser escrita na seguinte forma:
x =ré, = MS + NS, (B3.25)

onde M(w,m,k) e N(w,m,k) sdo funcdes independentes de 7, calculadas pelas
condicbes de contorno em r = 0 e r = 1. Assim, para um dado autovalor w?,
a variavel rf_:, possui, geralmente, uma singularidade logaritmica.

Quando § < 0, deve-se pensar da seguinte maneira: mudar a variavel 6 em B.22

para € = - §. Mesmo assim, ainda persiste um problema, ainda ha descontinuidade

em § = 0. A solugio para a descontinuidade em § = 0 requer para 6 < 0,
In§=In}é|xin (B.26)

desde que €™ = —1. A contribui¢do imaginéria a ré, significa que a onda é amor-
tecida, conforme Figura 4a mesmo que nio tenha nenhum mecanismo de amorteci-
mento incluido nas equagdes MHD ideais. Chen e Hasegawa [41] calcularam a razéo
da absorgio de energia no continuo de Alivén e tém proposto a aplicagio para o

aquecimento de plasmas.

B.3 Ondas de Superficie

Considerando agora um perfil de freqiiéncia, ¢4%(r), que tenha uma descontinui-
dade em alguma posicio radial dentro do cilindro, por exemplo, na interface entre
as duas regides. As singularidades dos dois espectros continuos, o%,(r) < o%(r) <

y tao tod d to r = rg. Deste f lo es-
o3,(r), estdo todos concentrados no ponto r = rg. Deste fato nasce um modo es
pecial que é chamado de modo de superficie ou superficial. Da equacao homogénea

escreve-se,
A A (3.27)
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onde ¢3(r} = 65, H(ro—r) + 6%, H(r —70). Aqui H(r — ro) é o operador Heaviside.
Considerando os dois lados da regido , ry < r < 79 e ry < r < ry,respectivamente,

esta equagdo se reduz a
£ —k*¥ =0 (B.28)

tendo as seguintes solucbes e*” e e~*", quando o%(r) # o%,(r) e 0%r) £ oi(r),
respectivamente.

A solugao & = senh[k(r — r1)] que satisfaz as condicées de contorno do lado 1
pode ser combinado com a solugdo que satisfaz as condigdes de contorno do lado 2,
{2 = senh[k(ry — r)|, resultando, assim, em uma perturbagao em forma de ctispide
(“cusp-shaped pertubation”), que ¢ uma autofuncéo do sistema.

Pode-se demonstrar esta formagao integrando a equacao 2.34 em torno do ponto

de singularidade, ou seja

[ {lo* — oy Hiro = 7) ~ 0B H(r — ro))€'Ydr =
CaE NS — (0% = 0%,)6, =0 (B.29)

Esta condigéo vélida para o2 = o2 = 1/2(c%, + 0%;), que é a autofreqiiéncia para

a onda de superficie. Ver Figura 4c.
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