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“0O que nao nos mata nos torna mais fortes.”

Friedrich Nietzsche
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Resumo

Nesta tese, estudamos o problema de um anel delgado de matéria de densidade constante
com um buraco negro de Kerr em seu centro. Nosso objetivo foi resolver as equacoes de Einstein
no vacuo com simetria axial para esse sistema gravitacional. Para fazer a sobreposi¢ao nao-linear
do anel com o buraco negro (BN), utilizamos o método de Belinsky e Zakharov (MBZ). Este
método necessita de uma solu¢do conhecida (solugdo semente) para gerar uma nova solucao.
Tomamos a aproximacao da solucao do anel em multipolos como solucao semente. Como
resultado, obtivemos a solugao de um anel com o BN central.

A expansao do anel em multipolos exige o truncamento da série. Esta aproximacao introduz
um erro em nossa solucao. Realizamos o estudo do mesmo devido ao truncamento da série.
Também estudamos a estabilidade de orbitas circulares equatoriais de particulas movendo-se
ao redor do sistema anel-BN quanto a perturbacoes epiciclicas e verticais. Analisamos essas
perturbacgoes para os modelos de gravitacao relativistica e newtoniana. Como resultado, encon-
tramos o efeito inesperado da duplicacao das orbitas circulares de fétons para alguns valores de
parametros relacionados com o anel e o BN, bem como zonas de estabilidade na regiao interna

do anel.



Abstract

In this thesis, we will study the problem of a thin ring of matter of constant density with a
central Kerr black hole. The aim of this work is to solve the Einstein equations in the vacuum
with axial symmetry for that gravitational system. To do the nonlinear superposition of the
ring with the black hole (BH), we used the Belinsky and Zakharov method (BZM). This method
needs a known solution (called seed solution) to generate a new one. We took the Newtonian
ring potential approximated by a multipolar expansion as seed solution. As result, we obtained
the solution of a ring with a central BH.

The ring multipolar expansion demands the truncation of the series. This approach intro-
duces an error in our solution. Estimations of errors due to the truncation of the multipolar
expansions are performed. We also studied the stability of equatorial circular orbits of parti-
cles moving around the system ring plus BH due to epicycle and vertical perturbations. We
analyzed those perturbations for relativistic and Newtonian gravitational models. As result, we
found the unexpected effect of the duplication of the photons circular orbits for certain values
of parameters related with the ring and BH, as well as zones of stability in the inner area of

the matter ring.
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Introducao

O estudo de solugoes exatas em relatividade geral comecou logo apds o trabalho de Einstein
em 1915 [16]. Em 1916, supondo uma simetria esférica na métrica, o astrénomo e fisico alemao
Karl Schwarzschild encontrou uma solugao para um buraco negro (BN) sem carga e sem rotacao
[43]. A partir desta solugao, muitas outras foram encontradas.

Com o objetivo de resolver as equagoes de Einstein no vacuo com simetria axial, Belinsky
e Zakharov fizeram uma versao do Método de Espalhamento Inverso (MEI) para a gravitagao,
conhecida como método de Belinsky e Zakharov (MBZ).

Algumas classes de solugoes descritas pelo MBZ sao importantes na teoria de gravitagao,
pois possuem interesse astrofisico e cosmoldgico (por exemplo, as solugoes de Schwarzschild e
Kerr). Esse método permite a construcao das solugoes de maneira sistemdtica, utilizando uma
solugao semente para obter uma nova solugao.

Originalmente, o MEI surgiu no estudo de equagcoes diferenciais nao-lineares bidimensionais
tais como Korteweg-de Vries, que descrevem a propagacao de ondas em canais de aguas rasas.
Tais solugoes ficaram conhecidas como sélitons, devido ao seu carater nao-linear e por propagarem-
se como um pulso solitario. Possuem energia finita e localizada, uma velocidade caracteristica
de propagacao e tendem a nao dispersao (mesmo quando dois sélitons colidem). Portanto, sao
resultado do balanco entre os efeitos nao-lineares e a dispersao da onda.
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Introducao 2

O MEI foi desenvolvido nos anos 60 para resolver a equagao de Korteweg-de Vries e usado
em seguida para solucionar outras equagoes nao-lineares, tais como as de Sine-Gordon e de
Schrédinger nao-linear.

Ja na década de 70, o MEI foi adaptado para a relatividade geral com o objetivo de resolver
as equacoes de Einstein no vacuo para espacos-tempo com métricas que dependiam somente
de duas varidveis. Mais precisamente para espagos-tempo que admitem uma ortogonalidade
transitiva em grupos de dois parametros de isometrias. Estas métricas incluem situacoes fisi-
cas bastante distintas como em cosmologia, ondas gravitacionais planas colidindo e solucoes
estaciondrias axialmente simétricas [7].

Um tipo de estrutura axialmente simétrica é a de anel. Sistemas com anéis sao comuns
em planetas gigantes do Sistema Solar [17]. Também observamos tais estruturas em diversas
galdxias e nebulosas [10].

O potencial gravitacional newtoniano exato de um anel delgado de densidade linear cons-
tante é dado por uma integral eliptica [23]. Este potencial é geralmente aproximado por uma
série de harmonicos esféricos truncada, ou seja, por uma expansao multipolar. Na literatura
existem trabalhos mostrando a sobreposicao nao-linear de um buraco negro com um termo
quadrupolar ([19] e [32]). Nesta tese, consideramos termos na série truncada, que representam
o anel de matéria, correspondentes ao monopolo, quadrupolo, 16-polo, 64-polo e 256-polo. A
consideracao dos trés ultimos termos nao é encontrada na literatura, assim como o estudo do
erro desta aproximacao em comparacao a solucao exata em termos da integral eliptica.

Existem poucas solugoes das equacoes de Einstein representando anéis ou estruturas simi-
lares. O primeiro a considerar anéis no contexto da relatividade geral foi Bach, que estudou a
métrica estética associada a um anel delgado de densidade constante [3]. Esta solugdo é um
caso particular da métrica de Weyl [47] e é escrita em termos de uma integral eliptica e suas
derivadas. Este espaco-tempo tem zonas de repulsao e também possui singularidades direcionais
indicando a presenga de matéria exdtica com altas tensoes [14]. Este tipo de comportamento
¢ comum na classe de Weyl de solucoes das equacoes de Einstein no vacuo. Em relatividade

geral, bem como na gravitagao newtoniana, ha um certo equivoco na interpretacao do potencial



Introducao 3

gravitacional “complexificado” de uma particula como sendo o potencial de um anel muito
especial, o anel de Appell [2]. Este anel possui uma membrana e sua fonte nao é conhecida
(veja a discussdo em [14]). Solugoes das equagbes de Einstein representando um centro de
atragao circundado por um flat ring (“anel chato”) foram consideradas em [27] e [41]. Pares de
potencial-densidade newtonianos para os flat ring e outras estruturas similares sao mostrados
em [33]. Também foram consideradas as solugoes das equagoes de Einstein-Maxwell para um
anel num campo magnético constante em [22].

O objetivo desta tese é obter uma solucao exata das equacoes de Einstein no vacuo que
represente o campo gravitacional de um centro de atracao circundado por um anel delgado de
densidade constante. O centro de atragao é modelado por um buraco negro de Kerr. Para
atingirmos nosso objetivo, utilizamos o MBZ [7, 5, 6]. Tomamos como solu¢ao semente a
expansao multipolar truncada do anel de matéria.

E importante destacar neste ponto que usamos o termo solucao exata no sentido de se
tratarem de solugoes que sao expressas por funcoes analiticas.

A estabilidade de érbitas circulares equatoriais de particulas em sistemas gravitacionais tem
um papel importante em astrofisica [8]. No6s a testamos sob pertubagoes radiais (epiciclicas) e
verticais, pois em primeira aproximacao o anel também pode ser considerado uma colecao de
particulas movendo-se em Orbitas circulares. A estabilidade de érbitas circulares (geodésicas) de
particulas movendo-se ao redor de um centro de atragao circundado por diferentes distribuicoes
de matéria, incluindo a sobreposicao de um BN de Schwarzschild mais um termo quadrupolar,
foi estudada em [32]. Porém, o estudo da estabilidade para um sistema com um buraco negro de
Kerr com um anel de matéria com densidade constante dado por uma expansao em multipolos
nao ¢ encontrado na literatura.

No capitulo 2, fazemos uma breve introducao aos principais conceitos e férmulas da teoria
da relatividade geral utilizadas nesta tese. J& no capitulo 3, é feita uma breve exposicao
sobre o método de espalhamento inverso (MEI), em particular, de sua aplicagao em gravitagao
conhecida como método de Belinsky e Zakharov (MBZ). Finalizamos o capitulo obtendo as

solucoes de Schwarzschild e Kerr a partir da solucao de Minkowski.
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No capitulo 4, discutimos a solucao de Weyl-Bach que descreve um anel delgado relativistico
com densidade constante. Utilizamos a aproximacao desta solucao em termos de multipolos
como solucao semente no MBZ para obter a solu¢cao do anel de matéria com o buraco negro
central. Esta solucao é apresentada na ultima secao do capitulo. Também discutimos o erro na
solugao devido ao truncamento na série.

No capitulo 5, fazemos um resumo sobre a teoria de estabilidade referente a orbitas circulares
equatoriais sob perturbagoes radiais e verticais. Mostramos que esta estabilidade pode ser
analisada em termos das frequéncias epiciclicas (ou radiais) e verticais, obtendo suas expressoes
para os modelos newtoniano e relativistico. Ja no capitulo 6, analisamos estas perturbacoes
nos dois modelos para vérios valores dos parametros relacionados ao buraco negro e ao anel de
matéria. Finalmente, no capitulo 7, fazemos um sumario dos resultados e conclusoes obtidas

no capitulo anterior.



Relatividade Geral

“Space acts on matter, telling it how to move. In turn, matter reacts back on space, telling it how

to curve.”

C. W. Misner, K. S. Thorne e J. A. Wheeler, Gravitation, pdgina 5.

Neste capitulo, faremos uma breve introducdo aos principais conceitos e formulas da gravitacdo

einsteiniana, ou teoria da relatividade geral, utilizadas nesta tese.

2.1 Espaco-Tempo e Equacoes de Einstein

Na teoria de Newton, a interacao gravitacional é consequéncia da agao de um campo escalar
®(z,y, z) criado por uma distribuigao espacial de matéria com densidade de massa p(x,y, 2).

Tal campo gravitacional é determinado pela seguinte equagao:
V20(z,y,2) = 4nGp(a,y, 2), (2.1)

que é conhecida na literatura como equacao de Poisson. Usamos a seguinte notacao: V? =

3 0? 1 _ 2 _ 3 _ 02 : ‘s
Doy L =L, T =Y, 30 =2 e 5o denotando derivadas parciais de segunda ordem nas

variaveis dadas.
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Uma vez determinado o campo gravitacional ®, a dinamica das particulas sob acao deste

campo é descrita pelas Leis de Newton da Mecanica,

R od
dt? oxt’ (2:2)

sendo que a dinamica nao depende da massa da particula sob agao do campo P, e este depende
apenas da massa de sua fonte geradora. A equagdo (2.2) é , na verdade, um sistema de trés
equagoes diferenciais acopladas. Conhecer a dinamica é encontrar as fungoes x(t), y(t) e z(t)
que satisfazem esta equacao para uma dada condicao inicial.

A relatividade geral postula que a matéria e a energia distorcem o espago-tempo ao seu
redor. Essa curvatura no espago-tempo é descrita através do tensor métrico, que contém a
informacgao sobre a geometria do mesmo. Este tensor métrico permite definir um elemento de
linha como

ds® = g, dxtdx”, (2.3)

sendo ds o intervalo espago-temporal infinitesimal, g,, o tensor métrico com assinatura +2 e
dz* representa um deslocamento infinitesimal com relagao a coordenada x*, com o indice u
assumindo valores inteiros entre 0 e 3. Utilizamos a convencao da soma de Einstein para os
indices repetidos.

No caso da auséncia de matéria e energia que curvem o espaco-tempo, dizemos que 0 mesmo

é plano. Numa situagao possivel, o tensor métrico tem a seguinte forma matricial:

-1 0 0 O
0O +1 0 0

(g/W) = ) (24)
0 0 41 0

0 0 0 +1

e é conhecido como tensor métrico de Minkowski. Portanto, o elemento de linha é escrito como,
ds® = —dt* + dz* + dy* + d2?, (2.5)

sendo que hé a seguinte correspondéncia entre as varidveis: 2° =¢, 2! =z, 22 =y e 23 = 2.
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Para escrever esta métrica, utilizamos o sistema de unidades geométricas onde a velocidade
da luz é igual a unidade, ¢ = 1. Neste mesmo sistema de unidades, a constante universal de
gravitacao de Newton também assume o valor G = 1 e, portanto, grandezas como posicao,
tempo e massa possuem a mesma unidade de medida [42].

As equacgoes de Einstein sao dadas em termos de objetos matematicos mais complexos do
que o campo escalar ®(z,y, z), que sdo os tensores. No lugar de ®, temos o tensor métrico
G (t,,y, 2), que é um tensor simétrico de segunda ordem que possui 16 componentes. Porém,
devido a simetria g,, = g,,, temos apenas 10 componentes independentes. A métrica g, nos
permite realizar medidas espago-temporais e, como ja foi dito, contém toda a informacao sobre
a geometria do espago-tempo.

Na notacao de componentes e no sistema de unidades geométricas, as equagoes de Einstein
sao:

G;w = 87TT,LLI/7 (26)
sendo G, o tensor de Einstein, que descreve todo o contetido geométrico do espago-tempo,

1
Gw/ = R,uu - §gw/R> (27)

com R, representando o tensor de Ricci e R o escalar de curvatura. Eles sao dados, respecti-

vamente, por

R,uzz = Rzaw (28)
R = ¢"R,, (2.9)

e 3, € o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel que tem a seguinte forma

Ry = Vg = Doy + 1ol = To, 1., (2.10)

tendo I}, como o simbolo de Christofell,

(6% 1 «
Fuu = 59 B(gﬂu,v + 96 — ) (2.11)

e as virgulas denotam a derivacao parcial em relacao as variaveis x*.
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O tensor de curvatura de Riemann nos informa qual é a curvatura do espago-tempo. Assim,

e}

5 = 0. Jé no lado direito das

espagos-tempo curvos possuem Rj , # 0 e os planos tém R
equacoes de Einstein, temos o tensor de energia-momento 7,,,. Este tensor descreve a fonte de
matéria e energia que curva o espago-tempo.

O tensor de Einstein ¢ funcao da métrica e de suas derivadas. Portanto, dado T}, resolver
as equacoes de Einstein é encontrar a forma funcional das 10 componentes independentes da
fungao métrica g,,. Logo, a equacao (2.6) é na verdade um sistema de 10 equagoes diferenciais
parciais nao-lineares acopladas. O carater nao-linear das equagoes torna a tarefa de resolve-las
nao trivial.

Para encontrar solugoes de (2.6), nos valemos de simetrias que simplifiquem as equagoes.

Isto nao significa obter solugoes que ndo sejam realistas. Por exemplo, as solugdes de vacuo (ou

exteriores) possuem 7}, = 0 e simplificam as equagGes de Einstein a forma
R, =0, (2.12)

nos dando um importante grupo de solugoes astrofisicas que descrevem buracos negros e estrelas
compactas. Como exemplos, temos as solugoes de Schwarzschild e Kerr que sao usadas para
modelar tais objetos astrofisicos.

Para conhecermos a trajetoria das particulas no espaco-tempo precisamos resolver a equagao
da geodésica: , .

" v
% + ‘;Add%% =0, (2.13)

sendo I'¥, o simbolo de Christoffel (2.11) e 7 o tempo préprio. Resolvendo a equagao (2.13),
encontramos as fungoes t(7), z(7), y(7) e z(7) que descrevem as trajetérias das particulas no
espago-tempo.

A teoria da relatividade geral faz previsoes diferentes da newtoniana no limite de campos
gravitacionais extremos (tais como os de buracos negros e estrelas compactas) e no limite de
velocidades relativas muito préximas a da luz. Ela explica muito bem a deflexao da luz por um

campo gravitacional, bem como a precessao do periélio de Merctrio. Estes fatos observacionais

nao possuem explicacao satisfatoria na teoria da gravitacao de Newton. No limite de campos
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fracos e velocidades nao relativisticas, sao obtidas as mesmas previsoes da teoria newtoniana.

2.2 Desvios Geodésicos Lineares

Para realizarmos o transporte paralelo dos quadrivetores, precisamos de uma “conexao” ou

transformacao. Assim, definimos a derivacao covariante como:
DA*(T)  dA*(T) dz’ ()
Dt dr dr '

sendo A*(7) um quadrivetor, I'k ; é a “conexao” definida por (2.11), 27(7) é uma curva parametrizada

+ T A% (7) (2.14)

por T na variedade e % denota a derivacdo covariante com respeito a 7. Quando z”(7) é uma

curva geodésica na variedade riemanniana munida de métrica (espago-tempo), identificamos

dxzH(T)

-~ € T com o tempo-proprio.

A*(1) com a quadrivelocidade da particula teste u#(7) =
Como uma particula gravitando deve seguir um movimento geodésico, a derivada covariante
de sua quadrivelocidade deve ser nula em toda a variedade, ou seja, deve satisfazer a equacao
da geodésica (2.13).
O chamado desvio geodésico linear, que pode ser associado a uma perturbagao linear, é

definido por:
XM =zt + da, (2.15)

com dz* representando uma pequena variacao de z# (ver figura 2.2). Sua equagao tem a seguinte

forma:
D? dx® dxP
St I Sz —
Ds? o Rag, ds ds v 0,

sendo RZB7 o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel (2.10). Podemos reescrever a equagao

do desvio geodésico como segue:
2 H @ @
d?6xr U5 dx™ dzP sa + 2I’“ﬁdi doxP’
dr? 0x7 dr dr Wdr dr

que ¢ uma forma nao manifestamente covariante (ver referéncia [44]).

=0, (2.16)

2.3 Solucgoes das Equacoes de Einstein

Passaremos agora a solucoes exatas de vacuo axialmente simétricas que utilizaremos nesta

tese. Comecaremos pela solucao de simetria esférica de Schwarzschild, que descreve buracos
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Figura 2.1: A figura mostra duas trajetorias geodésicas z* e X* e o desvio da geodésica dz* da

primeira para a segunda, sendo X* = x# + dz*.

negros sem carga e sem rotacao. Depois passaremos as solucoes de Weyl, onde veremos a
solugao de Schwarzschild como um caso particular desta classe. Por tltimo, a solucao de Kerr,

que descreve um buraco negro sem carga e com rotacao.

2.3.1 Solugao de Schwarzschild

A solucao de Schwarzschild descreve a geometria do espago-tempo fora de uma fonte gravi-
tacional esférica e estatica. Estas solugoes fora da fonte sao ditas solucoes de vacuo ou solugoes
exteriores e satisfazem as equagoes de Einstein na forma (2.12). O elemento de linha é deter-

minado apenas por um parametro de massa M e tem a forma:

2M 2M
ds® = (1= Z)dt® + (1= =) MR + RSP, (2.17)

sendo

dQ? = df* + sin® §dp?, (2.18)
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e R, 6§ e ¢ correspondem as coordenadas esféricas usuais (ver por exemplo [26]). Esta solugao
foi descoberta pelo astronomo alemao K. Schwarzschild em 1916 e foi a primeira solucao exata
das equacoes de Einstein encontrada [43]. Como ji mencionamos, tal solugdo é de grande
importancia astrofisica, pois descreve a gravidade produzida por estrelas e objetos compactos
com simetria esférica e sem rotacao.

Uma importante previsao desta geometria é a existéncia de buracos negros. Neste caso, o
buraco negro é dito de Schwarzschild. Este possui uma singularidade fisica em R = 0 coberta por
um horizonte de eventos (uma superficie esférica definida pelo raio de Schwarzschild Rg = 2M).
Ao atravessarmos o horizonte de eventos, indo para o centro do buraco negro, temos a inversao
dos sinais das coordenadas espaciais e temporal.

Particularidades sobre a dinamica num espaco-tempo de Schwarzschild serao descritas no

capitulo 6. Veja também a referéncia [42].

2.3.2 Solucoes de Weyl

A simetria esférica impoe restrigoes, pois a solucao depende apenas de uma coordenada do
espago-tempo. Um outro tipo de simetria, com menos restrigoes, ¢ a axial, onde a solucao
depende de duas coordenadas do espago-tempo (independe do tempo e do angulo de rotagao
em torno do eixo de simetria). Foi este o caso tratado por Weyl, e tais solugdes acabaram por
receber o seu nome [47]. Uma revisao do assunto foi feita na tese de mestrado de D’Afonseca
[13].

O elemento de linha correspondente a métrica de Weyl tem a forma:
ds® = —e®dt? +r’e”*dy® + 7 (dr* + d2?), (2.19)

onde fizemos a correspondéncia (2°, 2!, 2% x3) = (¢, , 7, 2), que sao chamadas coordenadas de
Weyl.

Ao usarmos a forma geral do elemento de linha de Weyl (2.19) nas equacoes de Einstein
para o vécuo (2.12), conseguimos reescreveé-las encontrando as seguintes equagoes para ® e o:

,T

r

Q.+ +¢,., =0, (2.20)
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1
o[®] = —® + 3 / r[(®2 + @%)dr + 2® ,P .dz], (2.21)

que sdo conhecidas como equagoes de Weyl. Note que a equagao (2.20) é a equacao de Laplace
em coordenadas cilindricas, que é linear e suas solugoes sao bem conhecidas no contexto da
teoria da gravitacao newtoniana. J& a integral (2.21) em termos da fungao ® é nao-linear e sua
solucdo é garantida por (2.20).

As solugoes de Weyl formam uma classe de métricas diagonais com simetria axial, a qual
pertence a solucao de Schwarzschild. Isso se deve ao fato de que a simetria esférica é um caso

especial da simetria axial. A solu¢ao de Schwarzschild em coordenadas de Weyl é dada por

¢ = In(pa/m), (2.22)
M2 15 s ]
(13 +72) (1 — p2)?(p3 4+ r2) "

o = Inf
sendo

[ M—Z—f—Rl, /LQZ—M—Z+R27 (223)

R = /(z—M)2+12 Ry = /(24 M)2 412

Para relaciona-la com a solugao em coordenadas de Schwarzschild, fazemos a seguinte trans-

formacao:

r=+vR?—2MRsinb, z=(R— M)cos#, (2.24)
que é valida para R > 2M, ou seja, a solugao (2.22) estd relacionada com a regiao exterior do
horizonte de eventos da métrica de Schwarzschild.

Ap6s realizarmos esta transformacao de coordenadas, conseguimos escrever a solugao (2.22)
na sua forma usual,

ds? = —(1 — %)dﬂ +(1- %)%ZRZ + R*(d6? + sin® 0dp*). (2.25)

Uma outra solucao de Weyl que serd utilizada nesta tese é o anel de Weyl-Bach [14]. Esta
solugao sera utilizada como solugao semente no método de Belinsky-Zakharov e detalhada no

capitulo 4.
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2.3.3 Solucao de Kerr

A solucao de Kerr possui simetria axial, porém nao pertence a classe de Weyl por tratar-se
de uma métrica nao-diagonal. Este termo nao-diagonal representa a rotacao deste espaco-
tempo. Portanto, a solucao de Kerr refere-se a um espaco-tempo axialmente simétrico e com
rotagao constante. Esta solugao é caracterizada por dois parametros: M (massa) e J (momento

angular), onde costuma-se definir o parametro de Kerr,
a=J/M, (2.26)

que possui a mesma dimensao de M. O elemento de linha desta solucao é:

A — a%sin*6 2M R sin? 6
o A MRS 22
p p
(R* + a2)2p—2 a’Asin? 0 in? 0d?

+ p*ATYAR? + pPdo?,

sendo

p’ = R*+a*cos’l, A=R*+a>—2MR. (2.28)

Estas coordenadas sao chamadas de Boyer-Lindquist. A coordenada ¢ é o angulo no plano
do eixo de simetria, t é o tempo coordenado no qual tudo é estacionario. As coordenadas R e
f nao sao as coordenadas esféricas.

Quando a rotagao é nula na métrica de Kerr (a = 0), recuperamos a solugao de Schwarzschild
e R e 0 correspondem as coordenadas esféricas. Esta solucao foi obtida por R. P. Kerr em 1963
[24] no estudo algébrico de solugoes de vécuo, e escrita na forma (2.27) de Boyer-Lindquist,
em 1967 [9]. Como no caso da métrica de Schwarzschild, além de descrever estrelas e objetos
compactos, a solucao de Kerr prevée a existéncia de buracos negros com simetria axial e com
rotacao. Neste caso, o buraco negro ¢é dito Buraco Negro de Kerr e além de um horizonte de

eventos ele possui uma regiao chamada de ergosfera. A ergosfera é a regiao definida por

Rergosfera =M + \/M2 — a? cos? 9, (229)
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e o0 horizonte de eventos como
Rhorizonte =M + v M? — a?. (230)

Note que, quando nao ha rotacao, a = 0, e o horizonte de Kerr coincide com o horizonte de

eventos de Schwarzschild, Rpopizonte = 2M (veja por exemplo [42]).



Método de Integracao

Neste capitulo, faremos um exposi¢ao sobre o método de espalhamento inverso (MEI) no contexto
das solugdes solitonicas que surgiram inicialmente da resolucdo do problema de Cauchy para a equacdo
de Korteweg-de Vries. Posteriormente, detalharemos o desenvolvimento deste método para resolver as
equagoes de Einstein no vdcuo com simetria azial, o método de Belinsky e Zakharov (MBZ). Fi-
nalizaremos o capitulo aplicando o método para obter as solugoes de Schwarzschild e Kerr a partir de

uma solucao semente de Minkowski.

3.1 Método de Espalhamento Inverso

Partiremos da seguinte equacao diferencial parcial nao-linear:
Up = F(u, U U s,y ...). (3.1)

Para que a funcao u(z,t) seja integravel pelo método de espalhamento inverso (MEI), pre-
cisamos primeiro que a mesma tenha associada um problema de autovalores linear do tipo,
2

d
LU =0V, L= tulzt), (3.2)

com a fungao desconhecida u(z, t) fazendo o papel do “potencial” no operador linear L. Também
15
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é necessario encontrar uma equacao para descrever a evolugao temporal,

¥ = AU, (3.3)

tal que a condigao de integrabilidade (V¥ ,, = W ;) das equagoes (3.2) e (3.3) seja a mesma de
(3.1).

Quando conhecemos o valor inicial u(z,0), definimos os dados do “espalhamento”. Na
mecanica quantica este problema é conhecido como o espalhamento de uma particula por um
potencial u(z,0) e inclui os coeficientes de transmissao e reflexao e os autovalores de energia A.

Caso as condigoes descritas sejam satisfeitas, a equagao nao-linear (3.1) é integravel pelo MEI
e a solugao u(z,t) é encontrada pelo calculo do potencial correspondente a evolugao temporal dos
dados do espalhamento. Este ultimo passo é o problema do espalhamento inverso propriamente
dito e requer, usualmente, a solucao de uma equacao integral linear nao-trivial.

Este procedimento torna-se vantajoso quando obtemos uma equagao para a evolucao dos
dados de espalhamento que possa ser integrada de maneira viavel. Isso acontece para algumas
classes especiais de equagcoes da fisica nao-linear. Esta descoberta foi feita por Gardner, Greene,
Kruskal e Miura em 1967, ao resolverem o problema de Cauchy para a equagao de Korteweg-de
Vries [18].

Embora o procedimento como um todo seja complexo, existe uma classe especial de solugoes
chamadas solucoes solitonicas, para as quais o problema de espalhamento inverso pode ser

resolvido de forma analitica.

3.1.1 Generalizacao e Exemplos

Podemos generalizar um sistema de equacgoes da seguinte forma:

U, =00y  v,=v0y, (3.4)

)

com as matrizes UM e V(1 dependendo racionalmente do parametro espectral complexo \ e
de duas coordenadas espaco-temporais reais z e t. A matriz coluna ¥ também é funcao destas

variaveis independentes. Usando a condicao de integrabilidade de ¥ (W ., = WU ;. ), reescrevemos
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a mesma em termos das matrizes UL e V.
vl — v yhy® —yOp® =, (3.5)

Esta condigao deve ser satisfeita para todos os valores de A e deve coincidir com a equagao

diferencial integravel (ou sistema) de interesse.

Equacao de Korteweg-de Vries. Fazendo a escolha

) ‘ 1 0 0 1

UY = i\ + : (3.6)
0 —1 u 0
1 0 0 1

v = 44\ + 422
0 —1 u 0

] U 0 —U 2u
+ 2\ + )

u, —u 2u —u,, u,

para que a equacao (3.5) seja satisfeita precisamos que

0 0
=0, (3.7)
uy —6uu, — U, 0
a qual é a equacao de Korteweg-de Vries:
Uy —6un, — U ., = 0. (3.8)
O problema espectral, definido para a matriz U,
¥y
U= , (3.9)
Uy
¢é o seguinte:
Uy, = AV + Uy, (3.10)

‘11272 = —i)\\p2+u‘1’1,
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que equivale ao problema (3.2).

Equacao de Sine-Gordon. Neste exemplo temos uma equacgao relativisticamente invariante.

Do ponto de vista matemadtico, as naturezas fisicas das variaveis z e t sao irrelevantes e nos

podemos interpreta-las como coordenadas nulas do tipo-luz. Portanto, torna-se 1til fazer a

transformacao para as coordenadas nulas ¢ e 7:
1 1
Agora, reescreveremos o sistema de equagoes (3.4) e (3.5) como:
U, =U%y, v, =vVAy,

U@ _ V((;Q) +UY@ _y@u@ =,

51 )

com U® =UW 4 VO ¢ V@ = y® — V() Entao, fazemos a seguinte escolha:

I SR I O
0 -1 ue 0
e L cosu —isinu
4N\ sinu —cosu

Temos da condigao de integrabilidade (3.13) que

0 Ucy — SINU

Uy — SIDU 0

Esta é a equagao de Sine-Gordon:

U ¢y —sinu = 0.

Para este caso, o problema espectral (3.12) é:

Z)\\Ifl + Eu C\IJQ,

111174' = 2 ’
\11274 = —Z'>\\IJQ+EU,C\I]1.

2

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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Ao resolver o problema do espalhamento inverso para o sistema estacionério, encontramos
a evolucao dos dados de espalhamento no “tempo” 7. Dessa forma, a técnica do espalhamento

inverso nos dé a solugao u(¢,n) [36].

3.2 Método de Belinsky e Zakharov

O método de Belinsky e Zakharov (MBZ) é uma aplicacao do MEI para a relatividade geral
com o objetivo de resolver as equacoes de Einstein no vacuo com simetria axial para um grupo
de simetria de dois parametros. A motivacao para o estudo destes métodos, estd no fato de
serem matematicamente bem definidos, possuindo soluc¢oes analiticas. Um outro motivo é o fato
de existirem diversas solucoes de interesse astrofisico e cosmolégico que se enquadram dentro
do esquema do método, tais como: estrelas, anas brancas, buracos negros, discos de acrecao de
matéria e galaxias.

De maneira geral, o MBZ consiste em encontrar, para as equagoes nao-lineares de Einstein,
um problema de operadores diferenciais lineares (equagoes espectrais) associado, cuja condigao
de integrabilidade seja a equagao nao-linear a ser resolvida. O préximo passo é obter as solucoes
conhecidas como sélitons. Para tanto, precisamos conhecer uma solucao das equacoes de Ein-
stein (solugdo semente) e, a partir dai, obter uma nova solugdo através da resolugdo de um
sistema de equagoes e de uma série de operagoes algébricas (ver esquema da figura 3.2).

A forma geral para o elemento de linha de uma métrica com simetria axial na teoria da
relatividade geral é:

ds® = gap(r, 2)dadx® + f(r, 2)(dr* 4 dz?), (3.18)

com a,b = 0,1 e, em geral, o subespaco ¢, ¢ nao-diagonal. As equacoes de Einstein no vacuo
tém a seguinte forma:

R,, =0, (3.19)
sendo que os indices i e v assumem os valores entre 0 e 3, com a seguinte correspondéncia
(20, 2 2%, 23) = (t, p,7, 2).

Das equagoes de Einstein podemos definir, sem perda de generalidade, o determinante de
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ANEL DE MATERIA
(SOLUCAO SEMENTE)

MBZ BN

+ @

Figura 3.1: Esquema do método de Belinsky-Zakharov (MBZ), ilustrando a idéia bdsica da
sobreposi¢gao nao-linear. Conhecendo uma solugao das equagoes de Einstein no vacuo com
simetria axial, podemos obter sua sobreposi¢ao nao-linear com um buraco negro (BN) através
das operagoes do MBZ. Como resultado, encontramos o anel de matéria (solu¢do semente) com

o buraco negro em seu centro.

g = (gap) como:

det g = —1r2. (3.20)

Usando (3.20), podemos reescrever as equagoes de Einstein no vacuo como,

Ur+V.=0, (3.21)
1 1 9 9

(Inf). = 2—1TT7~(UV), (3.23)
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sendo as matrizes U e V definidas da seguinte forma:
U=r1rg,9", V=rg.g " (3.24)

Dentro do esquema do método, podemos ver que (3.21) é a condicao de integrabilidade de
(3.22) e (3.23). Temos que obter a equacao para U e V' (condicao de integrabilidade) a partir
de um problema mais geral superdeterminado, relacionado a um problema de autovalores de
algum operador diferencial linear. Tal sistema dependera de um parametro espectral complexo
A. As solucoes das equacoes do problema original dependerao do tipo de estrutura analitica
das autofuncoes no plano A. Para tanto, Belinsky e Zakharov introduziram o problema de

operadores diferenciais lineares associados [7, 5, 6]:

rV — AU rU + AV
D\WVW=——V DoV = ——V 25
sendo
2)\2 2Ar
Dl - 8Z - )\2—+T2@\, D2 - 8T + WQ\ (326)

Do sistema acima, podemos observar que a matriz g é simplesmente a matriz generalizada
U(r, z,A) para A = 0.
g(r,z) =V(r,z, A =0).

Logo, o problema de operadores lineares reproduz a equacao para U e V quando A = 0. A
solugao deste sistema nao sé garante que a equacao para U e V (3.21) é verdadeira, mas nos
da a solucao para as componentes g,, da métrica.

Para encontrarmos as matrizes Uy(r,2) e Vo(r,2) e obtermos Wy(r, z, ) por integracdo,
precisamos conhecer uma solugao go(r, z) das equagoes de Einstein. Com tal propésito, vamos

reescrever a matriz U da seguinte forma:
U = yV,. (3.27)

A partir dai, encontramos as seguintes equagoes para x(r, z, \):

rV — AU rVo — AUy
Div = — 2
X = e e XX e e (3.28)
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rU+ AV rUs — AV,

Dyx = -
X=X A e

(3.29)

A matriz x tem que satisfazer algumas condigoes especiais. Ela deve ser real e simétrica

para que g também o seja. Logo, precisamos impor que
XX =x(), TR =w(), (3.30)
com Y denotando o complexo conjugado de x. Uma outra condicao é

X (\) =g (=r*/Ngo (3.31)

sendo x'(\) = x()\) para garantir que g seja simétrica. Esta condicao nos dé a expressio:

9= x(N)gox"(=r?/X), (3.32)

com X' igual & transposta de y. Portanto, é necessdrio impor que, quando A — oo, a matriz y
tenda a unidade,

lim x(\) = 1.

A—00

Entao, temos o seguinte resultado para A = 0:

9 =x(0)g0. (3.33)
Uma outra condi¢ao suplementar (do fato de det gy = det g) é que:

det x(0) = 1. (3.34)

Esta ultima condi¢ao impora uma renormalizacao das solugoes, que, por motivo de praticidade,
faremos no final do processo de cdlculo. As solucoes renormalizadas, que indicaremos como ¢/)

(g fisico), tém a seguinte forma geral:
g = dr(—detg)"?g, (3.35)
1
v = U+1- ér(lndet 9) )1,

1
v — oy 5r(ln detg). 1.
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Temos que encontrar a matriz x que satisfaca as condi¢oes suplementares.

A matriz x sera determinada por pontos do plano A que constituem pdlos simples:

x=I+Y e (3.36)

Logo, podemos escrever para A = 0 em (3.27):

g(r,2) = (I =Y " Ri)go- (3.37)

Passaremos agora ao estudo da estrutura analitica do plano A. As equagoes para os pdlos

sao as seguintes:

243
L= =0, 3.38
20 Mz T+ 2 ( )

27 [
.= i 3.39
M, “z T2 ( )

Suas solucoes sao raizes da equacao quadratica

i 4 2(2 — wp)py —r* =0, (3.40)

com os wy’s sendo constantes complexas arbitrarias.

Uma vez determinados os pélos, devemos prosseguir no sentido de determinar a matriz Ry.
Para tanto, vamos reescrever as equagoes para x ((3.28) e (3.29)) em termos dos operadores D,
e Dy da seguinte forma:

rV — AU rVo — AUy _4

= (D -1 41
A2 + 12 (Dix)x™ +x A2 4 2 ’ (3.41)
rU + AV _ rUs +AVy _
5 = (D ! — X" 42
e = PN XX (3.42)
Calculando os residuos das equagodes (3.41) e (3.42), vemos que Ry, precisa satisfazer:
_ Vo — U -1
Ryx™' Ry—s——5— =0, 3.43
kX () + Ry, Tz X (1) (3.43)
- rUo + Vo
Ryeox ™ () + RkO—MkOX ") = 0. (3.44)

pi 1
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1

De xx= = I nos pélos A\ = py, temos

Rix ) = 0. (3.45)

A tltima equacdo nos permite escrever a seguinte forma matricial para Ry e x '

(Ri)as = nmi” 7 ()] = 4y, (3.46)

e também a seguinte condicao:

mFqk) =0, (3.47)

a

Substituindo a forma matricial de Ry de (3.46), encontramos as seguintes equagoes:

Vo — 1xU0)ba
g+ TV o) g, (3.49
’ P+ T
k) ) (PUo + 111V )ba ") — 349
[ma,r + my, Mz i r2 ]Q(z : ( : )
Sua solucao esta associada com ¥, da seguinte forma:
mif = (my J[V5" (11,7, 2) (3.50)

com (m(() ))b sendo um vetor constante arbitrario.

Ainda precisamos determinar o vetor nl(l ) para escrevermos a matriz Ry. Para tanto, vamos

impor que g satisfaga a condi¢ao suplementar (3.32) no pélo py e encontramos para Ry:

n

Rigo[l = (r* + puepun) ™ i Rf] = 0. (3.51)

=1
Substituindo a expressao matricial de Ry na ultima equacao, temos o seguinte sistema de

~ . k
equacoes lineares para ng ):

Z Land = 1 'm® (90) cas (3.52)
=1
i = (72 + )~ 'm® (go) vy, (3.53)

Defininos a inversa de I'y;:

> MLt = O (3.54)
m=1
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. NP . . k
Uma vez garantida a existéncia da inversa, podemos resolver o sistema para nd:

n{ =" M L, (3.55)
=1
LY =m (go)ea- (3.56)
Agora, podemos escrever as componentes do tensor métrico como segue:
1 — l
Jab = (g0)ab — > i g T LV LY. (3.57)
k=1

Nesta ultima expressao podemos ver que g é simétrica, como deveria ser.

A componente f da métrica é dada pela expressao:

n

f = Cofor" (LT si) (L1 i + %) 7" det T, (3.58)

k=1 k=1
N o , .
as constantes C),’s sao arbitrarias e fy é a solucao semente.

Agora, temos que renormalizar as fungdes g, € f de acordo com (3.35). Para g,,, obtemos:
g = £r(—det )%y,

com det g sendo

det g = (—1)”7"2”(1_[ i 2) det go.
k=1
Para f usamos as transformagoes:

1
U =U+1 - §r(1ndet 9) .1,

1
v —y — Er(ln detg) .1,

e encontramos:

FO = Cpfor ™ ([ L) T (e — ) %) det T, (3.59)
k=1 k>1=1

sendo Cy uma constante arbitraria que garante a condigao f () > 0.

Uma ultima observacgao sobre a estrutura analitica do plano A\ é que, se os polos sao reais,
para que g também o seja temos que tomar todas as constantes arbitrarias reais. Caso os polos
sejam complexos, eles devem aparecer aos pares com os seus conjugados. Logo, as constantes
arbitrarias também deverao aparecer aos pares com os seus respectivos complexos conjugados.

As solugoes que obtemos possuem polos reais.
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3.2.1 A Fungao VY,

A solucao semente é introduzida no calculo através da funcao ¥,. Estudaremos a funcao
U, que satisfaz as equagdes (3.25) e pertence a uma classe de Weyl de métricas diagonais dada
por (2.19),

ds* = —e®dt? + r?e”®d0* + fo(dr® + dz?),

com fo =e” e ® sendo fungdes de z e r que satisfazem (2.20) e (2.21):

(I),rr + (I),r/r + CD,ZZ =0

1
o[®] = —® + 3 /r[(cbi — ®%)dr + 29 ,P .dz].

As equagoes (3.21), (3.22) e (3.23) sdo equivalentes as (2.20) e (2.21) para a métrica (2.19).
Estas solugoes das equacoes de Einstein no vacuo sao conhecidas na literatura como solucoes
de Weyl ou métricas de Weyl [47].

Como a métrica (2.19) é diagonal, podemos assumir que sua fungao ¥, associada é também

uma matriz diagonal [30]. Entao, as equagoes (3.25) tornam-se:

(rO, — A0, +2X0,) det ¥y = 2det Uy, (3.60)
(ro, + Xo,)det ¥y = 0, (3.61)
det Uolpmg = —12 (3.62)

Uma solucao para este sistema é:
det Uy = (—r? + A% 4+ 2)2). (3.63)

Do fato que ¥, é diagonal e de (3.63), nds podemos concluir que néo ha perda de generalidade
em escrever as solugoes como segue:
(To)oo = (r* — A —2Az2)el, (3.64)

(To)u = —e " (3.65)
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Com esta parametrizagdo de Vg, as equagdes matriciais para a métrica (2.19) reduzem-se

as seguintes equacoes escalares:

(rd, — A0, + 200\ F = rd,, (3.66)
(rd. + N, F = 1., (3.67)
Fly—o = . (3.68)

Para calcular as solugoes solitonicas, precisamos conhecer a matriz Wy nos polos py. Logo,
noés temos

F = Flx_p,, (3.69)
ou seja, a fungao F' ao longo das trajetorias dos polos. Estas sao dadas pelas seguintes equagoes:
r = 22 472), i = —24 (2 +1%). (3.70)

Utilizando (3.66) e (3.70), temos

1Oy Fy, — pu0.Fp = r® ,, (3.71)
ukE)TFk +ro, b, = T’CD’Z. (372)
Logo,
1 r
Filo) = / (g )+ (0, D+ P, )] (3.73)
k

Este problema estd resolvido em [29)].

3.3 Exemplos em gravitacao

As solugoes de Schwarzschild e Kerr podem ser obtidas utilizando uma solugao semente de
Minkowski para n = 2 na expressao (3.57). Solugdes com n = 2 sdo conhecidas como solugdes a
dois sélitons. Nesta secao, encontraremos estas solugoes com objetivo de ilustrar a aplicagao do
método dentro do contexto da gravitacao. As solugoes foram obtidas com o auxilio do software

REDUCE.



Meétodo de Integracao

28

Solucao de Schwarzschild

Usamos a solugao semente de vicuo (espago-tempo plano de Minkowski):

ds* = —dt* + r?dp* + dr* + d2*.
L0g07 90 é7
go = diag(—1,7?),
e Uy tem a seguinte forma:
Vo = diag(—1,7* = 2zpy, — p1j)

k ~ .
As constantes ml() ) sao definidas como:

mgk) _ Ct(k), mgok) _ C'g“)u,gl.

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

Através do MBZ encontramos as seguintes componentes para a métrica em coordenadas de

Weyl:

gt = _,UZ/,Uh

Jop = (/Ll/M?)TQv

Jtp = ggot:[)?

1 2
;= (Ci)2(CE i
(13 4 72) (1 — )3 +12)

com

Mle—Z+R1, MQZ—M—Z+R2,

R1:\/(z—M)2+7‘2, RQZ\/(Z—I—M)2+T2,

Fazendo a transformacao para coordenadas prolatas,

x—R2+R1 _RQ_RI
~ oM LY VI

(3.78)
(3.79)
(3.80)

(3.81)

(3.82)
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e depois para as coordenadas de Schwarzschild,

R

T= o 1, y = cos b, (3.83)
encontramos a forma usual da solucao:
M 2M
ds® = —(1 — ?)dtQ + (1 — 7)—IdRQ + R*d6* + R?sin® 0dp?*. (3.84)

Solucao de Kerr

Em coordenadas de Weyl, a métrica de Kerr tem a seguinte forma para suas componentes:

(2 +12)CP + (1 — p2)CEr)CY (3.85)
(papz +1%)CP = (1 — )Y CEY)
(g2 + 1) C = (11 = o) CPr) Y
(s + ) CP + (1 — )OO Y pan az)
((pprz + 722 (CP) + (11 — p2)*(C))2413)

x Cpy — 202 + 1) (ud + 7"2)0@(01 Cg C(Q)

it =

(=
(
X
(
(

x p2) O+ (g + 122 (CF)2 1
+ (1 — ) 2(CP)r)(CP))
gy = (—((C s+ CIr)(C = COr) (3 +1?) (3.86)
x CPCY —(CP + O (CP iy = CPP) (1 +7%)
x CVCO) (upz + 1) (1 = p12)) /(g + )
X (CPOV + (= 1) (CP)2p3) O — 2(1
r?) (13 + 1) CPCP C o) CFY g
(a2 + )O3 + (1 — 1) *(CP)?

x ) (CP)?) = gt

~ -
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e

— + + + o+ F

+ 4+ o+ o+

= (a2 + )O3 + (1 — p2) CIr*)C W (3.87)
(7]

(
= ((upa +7)CPr = (= p2) O 3)Cf i)
(

(1o + ) CP 12 — (1 — p2) CPr*)CDr — ((par oo
r)Cr + (1 — 1) O p3)CEY )/ ((papee
r)2(CP)? + (m — 12)*(C)2p3) O — 2(1
)13 + ) COCP D ) Oy + (ppz
)

P22CE )2 + (= )X (CE)*r)(CO) ) pa),

(ACEY M 2ps + 8(CP ) M2 pa i (3.88)
ACY M2 3rt +16(CP)HCP) M i
32(CP2(COVRM i+ 16(C2 2 (C)2 M 2 il
S(CL V2 (CON2 M2 + 8(CP) (O 2 M 1 o
8(C{ )2 (CEON2 M2 pir? + 8(CF)H(CP)? M iy o
(CEP(CP ) uirt = 20 (CP ) par
)M s
DY M2t ) (CFV)P g )

(403 + 1) (papa + )2 (1 — p12)* (3 +72) (C)2M?).

—~

(CV2(COV 2t + 4(C

)

~ €

8(6';2))4]\42;@‘;’#27“2 +4(C

A

Passamos a solugao para coordenadas prolatas e depois para coordenadas de Boyer-Lindquist:

T a ’
pr+1= gy = cos 0, t =t+2ayp, (3.89)
p= i qzi, o=vm?—a?
m’ m

As constantes fisicas acima estao relacionadas com as do MBZ da seguinte forma:

®

cWel —oVe® =g, VP +CVCP = —m, (3.90)

@

cOCY — e = b, e + VY =a.
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Portanto, podemos escrever a solugao de Kerr da seguinte forma:

A — a?sin® 0 2M Risin? 6
d? = =L Ta — 207 Dndy (3.91)
p p
(R* 4 a?)? —2 a?Asin’ 6 sin? 02
p

+ p*ATYAR? + p*do?,

com

p°=R>+a*cos’l, A=R*+a>-2MR. (3.92)
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Neste capitulo discutiremos a solucao de Weyl-Bach que descreve um anel de matéria relativistico.
Ela pertence a classe de Weyl de métricas diagonais e serd usada como solucao semente no MBZ
para gerar a sobreposicdo ndao-linear com 0s buracos negros de Schwarzschild e Kerr. Abordamos com
detalhes o problema do anel de matéria em termos de sua expansao em multipolos e da integral eliptica,
do ponto de vista newtoniano e relativistico. Na ultima secao do capitulo, apresentamos a solucdo do

anel de matéria com um buraco negro de Kerr no seu centro.

4.1 O Anel de Matéria

Sabemos, da teoria newtoniana, que o potencial gravitacional satisfaz a equacao de Poisson
com as devidas condigoes de contorno para cada situagao fisica. Na auséncia da fonte (solucao

de vécuo), precisamos resolver a equacao de Laplace,
V2®(R,0,0) =0, (4.1)

em coordenadas esféricas:

1 0 1 0 0 1 o

+ Rgsinﬁﬁ( 00

32
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Para realizar a separacdo de varidveis, a solugao da equacao (4.2) é escrita como o produto
(R, 0,p) = —=P(0)Q(p). (4.3)

Entao obtemos um sistema de trés equagoes acopladas. A equacao para Q(p) tem a seguinte

forma: ,
%% = —m?, (4.4)
e tem como solucgao
Q = e*m?, (4.5)

sendo m um numero inteiro. J4 a equacao para U(R) é a seguinte:

U 1(1+1)
_ U=0 4.6
com a solucao
U=AR"™ + BR™, (4.7)

com [ assumindo valores inteiros positivos. Por tltimo, a equagao para P(f) pode ser escrita

CcOomao:

1 d . dP m?
_sinﬁﬁ(smeﬁ> +[I(1+1) -

Se fizermos a seguinte transformacao de coordenadas:

1P = 0. (4.8)

sin® 6

T = cosf

na equagao (4.8), obtemos a chamada equagao de Legendre generalizada, cujas solugoes sao
as funcoes de Legendre associadas. Para o caso em que m = 0, temos a chamada equacao de
Legendre ordinaria, que tem como solucao os polinomios de Legendre. Problemas onde nao ha
dependéncia de ¢ possuem simetria azimutal (m = 0). Logo, a solugdo serd em termos dos

polinomios de Legendre:
O(R,0) = > [AR' + BR™ "V P(cosb). (4.9)

1=0

As condigoes de contorno nos darao os valores das constantes fisicas para cada situagao.

Em nosso caso, estamos interessados no problema de um anel delgado de massa m e densidade
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constante (anel de matéria). O potencial gravitacional em termos de sua expansao multipolar

tem a seguinte expressao:

A R.

Z— —=)'P(cosh), (4.10)
R>"R

1=0

sendo que & ~ —1/R = —1/|Ry — Ry| e se |Ry| > |Ry|, entdo Rs = |Ry| e R = |Ry| (ver figura

4.1). Para um anel de massa m no plano r¢, em coordenadas cilindricas, o potencial ® no eixo

z é:
m

(I)(T = O,QO = O,Z) = —Gm, (411)

sendo b o raio do anel. Expandimos usando a série binomial. Primeiro para z > b:

O(z) = —sz 3 (=Dt By (4.12)

), (4.13)

concluindo que [ = 2n. Portanto, para R > b, temos:

Gmoo 1”2n'b2”
R Z 227 (nl)?

n=

O(R,

5 Pap(cos ), (4.14)

sendo R = v/r2 + 22.
Da mesma forma, podemos calcular ® para R < b. Expandimos novamente em uma série

binomial em b para z < b:

B(r=0,0p=02) = ———[1+ (2/b)% /2 (4.15)

GM = (—1)™(2n)! 2
b & 2(nl)? G

B(r=0,p=02)= —l(g)l, (4.16)
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\

Figura 4.1: Sistema de coordenadas: o anel estd no plano xy (ou r¢), ]%1 é o vetor posicao do

anel e Ry do campo gravitacional.

e comparando as duas, vemos também que [ = 2n. Entao, para R < b, temos:

Gm = (=1)"(2n)! R?*"
b = 2(nl)?2 b2

n=

O(R,0) = — Py, (cosb), (4.17)

em coordenadas esféricas. Portanto, nés podemos expandir o potencial do anel de matéria

CcOomo: -

(R, G;” y & = n?”)' f;: Pya(cos 6), (4.18)
para R <be noo

O(R, 0 G];" Z 221 n?" ) ;2; Pon(cosf), (4.19)
para R > b. N

Quando expandimos a solugao de um anel delgado em polinomios de Legendre sé teremos

uma solugao completa se considerarmos infinitos termos na série. Isso é, certamente, impossivel
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do ponto de vista computacional. A solucao exata do problema da-se em termos de uma integral
eliptica. A solugao em série sera comparada com a da integral eliptica para sabermos quantos

termos devem ser considerados em uma boa aproximacao.

4.2 A Integral Eliptica

O potencial gravitacional newtoniano do anel de matéria em coordenadas esféricas ¢ dado

6 —c [ A (4.20)
v R

sendo R = |Ry — Ry|. As coordenadas do anel sao dadas pelo vetor By (R =b,0 = 7/2,0 = ¢/)

pela expressao:

e o potencial é calculado na posigao ]%(R,G,cp = 0). Escolhemos ¢ = 0, pois o potencial
possui simetria azimutal e nao depende de ¢. Isso nos permite fazer esta escolha sem perda de

generalidade. Logo, temos que

1 1
= — = , (4.21)
|Ry — Ry| \/R2+b2—2bRsiHQCosgp’
que deve ser substituido na integral no potencial (4.20). Entao, encontramos
27 /
d
O(R,0) = —Gpb / Ld , (4.22)
0 /R*+ b2 —2bRsinfcosy’
que pode ser reescrito como:
pr /27r dQDI
d(R,0) =— , 4.23
(£.9) VR2+0 )y 1—qcosy (4.23)
com
2bR sin 0
RO = —. 4.24
q( Y ) R2 + bQ ( )

Fazemos a transformacao ¢’ = 2 para chegarmos em uma forma de integral eliptica conhecida:

a integral eliptica completa de primeiro tipo. Partimos da integral de (4.23),

Y

s dgp’ ™ d
/ = 2/ , (4.25)
o V1—qcosp 0 /1—q(1—sin’yp)
que pode ser escrita como:
/27r dgp’ B 2 /7‘1’ ng (4 26)
o V9I—gqcos¢’” 1—=4qJo 1—k251n2<p’ '
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com
2
. (4.27)
l—q
Portanto, o potencial gravitacional do anel pode ser escrito como:
2bpG T

¥
VR2+03/1—-qJo /1—k2sin® ¢

O préximo passo é resolver a integral em (4.28). Este resultado foi comparado ao da expan-

O(R,0) = (4.28)

sao multipolar para varias ordens da expansao. Constatamos que uma boa aproximacao é a
utilizagao da quarta ordem da expansao (n = 4 em (4.18) e (4.19)), pois mantém o erro relativo

menor que 1%, como veremos na secao posterior.

4.3 Expansao Multipolar do Anel como Solucao Semente

No inicio do capitulo mostramos a solugao de um anel delgado de matéria com densidade
constante dentro do contexto da teoria newtoniana de Gravitacao. Mostramos o tratamento em
termos da integral eliptica e da expansao em multipolos. Em relatividade geral, o anel de Weyl-
Bach representa o mesmo sistema gravitante. Esta ¢ uma solucao de vacuo axialmente simétrica
das equagoes de Einstein que pertence a classe de Weyl (ver capitulos 2 e 3) e o potencial
¢ corresponde & mesma fun¢do do problema newtoniano (imagem newtoniana). Utilizamos
a expansao multipolar do anel de Weyl-Bach (referido como anel de matéria) como solucao
semente no MBZ.

Na teoria newtoniana o potencial gravitacional do anel de massa m e raio b é solucao da

equagao de Laplace [23]. Podemos reescrever a expressao (4.28) da seguinte forma:

2G'm

®= kB (4.29)

sendo K a funcao eliptica de primeiro tipo, e

k? = 4br/[(r + b)* + 27].
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Este potencial pode ser escrito em termos dos polinomios de Legendre [23]. Encontramos,

' Gm — R\?* z

(I)WL(T’7 Z) == —T a9 <3> PQZ(E), R < b, (430)
=0

Gm b\% z
O (r,z) = === ) ay (—> Py(5), R>b, (4.31)

R pare R R

com
—1)"(2n)!

(2n = % R=(r?+ 2% (4.32)

Para estimar o erro devido ao truncamento na expansao do potencial newtoniano do anel,
tomamos | = 4 na expressdo acima, ao invés do potencial exato (4.29), e denotamos por &4,
Como usualmente a regiao de interesse nao é muito distante do plano do anel, calculamos o
erro A" = |(® — B /®| para ) = 1,4 (cos V) = z/R), ou seja, aproximadamente 10 graus
acima e abaixo deste plano.

As tabelas 4.1 e 4.2 mostram que esta expansao ¢ uma boa aproximacao do potencial exato
(4.29). Também é interessante comparar a expressao exata (4.29) com a expansao (4.30) ou
(4.31), quando consideramos um nimero grande de termos. Encontramos que o potencial do
anel representado pela expansao com [ = 300 nao tem diferenca com o potencial exato até a
quinta casa decimal.

A outra fungao que aparece na solugao semente é a func¢ao o definida em (3.23). E conve-
niente definir uma nova fungao, 6 = o + ®. Esta pode ser calculada a partir da expansao em

série para o potencial @, (4.30) e (4.31). Encontramos:

oo
~in Z G?m2ag,ag RV

= 2(n + [)p2(n++1)

{sin® 0[4nl Po, Py — Py, Py)]

+2n 5in(260) Py, P} (4.33)

o0

a_out _ Z G2m2(2n + 1)<2l + 1)a2n(l21b2(n+l)
2(n + 1+ 1) R+

(PonPoy — Popi1 Pory1). (4.34)

n,l=0
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AZUZM para R < b

R/b

erro para 6 = w/2

erro para 0 = 1,4

0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0001
0,0002
0,0005
0,0011
0,0025
0,0054
0,0114
0,0238
0,0502
0,1135

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0001
0,0004
0,0010
0,0025
0,0059
0,0134
0,0299
0,0633

Tabela 4.1: Erro relativo para a expansao multipolar truncada (I = 4), na regiao dentro do

anel, para @ = 7/2 e 1,40 radianos, ou seja, no plano do anel e 10 graus acima ou abaixo do

plano do anel, respectivamente.

com

P2n

, J—
P2n -

= Py,(cosh), cosh = z/R,
(n + 1)(P2n+1 — COS 6P2n)

sin @

(4.35)
(4.36)
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A=Y para R > b
R/b | erro para § = 7/2 | erro para § = 1,4
1,05 0,1185 0,0654
1,10 0,0578 0,0344
1,15 0,0317 0,0185
1,20 0,0186 0,0102
1,25 0,0114 0,0059
1,30 0,0072 0,0035
1,35 0,0047 0,0021
1,40 0,0031 0,0013
1,45 0,0021 0,0008
1,50 0,0014 0,0005
1,55 0,0010 0,0003
1,60 0,0007 0,0002
1,65 0,0005 0,0001
1,70 0,0004 0,0001
1,75 0,0003 0,0000
1,80 0,0002 0,0000
1,85 0,0001 0,0000
1,90 0,0001 0,0000
1,95 0,0001 0,0000

Tabela 4.2: Erro relativo para expansao multipolar truncada (I = 4) na regiao fora do anel para
0 = 7/2 e 1,40 radianos, ou seja, no plano do anel e 10 graus acima ou abaixo deste plano,

respectivamente.

A fungao (4.34) pode ser encontrada em [25] e [38], porém nao fomos capazes de encontrar a
funcao (4.33) ou equivalente na literatura.

Como no caso do potencial ®, é possivel estimar o erro na funcao ¢ quando fazemos a
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Ain,out(l:4)

g

para 0 = /2

R/b<1| erro | R/b>1/| erro
0,05 0,0000 1,05 0,4505
0,10 0,0000 1,10 0,2354
0,15 |00000| 1,15 |0,1318
0,20 0,0000 1,20 0,0774
0,25 0,0000 1,25 0,0472
0,30 0,0000 1,30 0,0296
0,35 0,0001 1,35 0,0191
0,40 0,0005 1,40 0,0126
0,45 0,0014 1,45 0,0085
0,50 |00034| 1,50 |0,0058
0,55 0,0075 1,55 0,0040
0,60 0,0155 1,60 0,0028
0,65 0,0302 1,65 0,0020
0,70 0,0561 1,70 0,0014
0,75 0,1001 1,75 0,0010
0,80 0,1721 1,80 0,0008
0,85 | 02857 | 1.85 | 0,0006
0,90 0,4571 1,90 0,0004
0,95 0,7004 1,95 0,0003

Tabela 4.3: Erro relativo da expansdo multipolar (regido interna e externa do anel) para a

funcao ¢ no plano do anel.

aproximagao pela série truncada com [ = 4. Encontramos o erro relativo mostrado na tabela
4.3.
Encontramos que a nao-linearidade de ¢ aumenta o erro, mas ainda temos uma boa aproxi-

macao até metade do raio do anel na regidao interna, r = b/2, e até r = 3b/2 para a regiao
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externa. A tabela 4.3 foi calculada considerando ¢ como exata para as expressoes (4.33) e
(4.34) truncadas em [ = 300. Existe uma forma exata para a fungao ¢ associada ao anel [3]
que envolve fungoes de integrais elipticas. Constatamos que o calculo numérico desta integral
usando diretamente uma linguagem de programagao de alto nivel como MAPLE [35] e MATH-
EMATICA [48] nao é viavel. Esta integral pode ser calculada através de uma linguagem de
programagao de baixo nivel tal como C++ [14]. Os resultados apresentados nas tabelas 4.1-4.3

foram calculados usando o MAPLE.

4.3.1 Calculo dos F}’s para o Anel de Matéria

Com o objetivo de aplicar o MBZ é conveniente escrever as expressoes (4.30) e (4.31) como
segue

oo o]
oot =) AP, O =) By, (4.37)
1=0 =1
sendo A; e B; constantes que sao obtidas das expressoes originais, e

o = R-UP(z/R), (4.38)
d" = R'P(z/R). (4.39)

As equagodes (3.22) e (3.66) s@o lineares. Entao, para uma solugao ®; existe apenas uma

solucao F® associada. Portanto,
Fout — Z AlFOUt(Z), Fin — Z Blen(l) (440)
1=0 1=0

Para calcular F°“* notamos que a funcao F' relacionada ao termo monopolar,

Op =2 —1/R (4.41)
é
+R
FP) = pout0) — s 4.42
(z+R+ MR’ (442)

ver referéncia [28].
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Se as equagoes (3.22) e (3.66) forem invariantes sob uma translagdo na variavel z e os termos

multipolares fora da fonte tiverem fungao geradora ®p(z — &, ), nés encontramos
out(l) (_1)l | (P)
Fo O (z,r \) = l—'ﬁzFO (2,7, \). (4.43)

Resolvendo diretamente (3.66) para as primeiras cinco funcoes F™(z, 7, \), temos as seguintes

expressoes:
, 1
Fr) = 5 3N (4.45)
in(2) Lo 1o
, 1 3 1
an(3) _ N\ Zp2, 4.4
Fr® = (5 — 5)4 —3(2% — Lot iAQ)R2 L 3p (4.48)
2 2 12 g '
Estas fungoes obedecem a férmula de recorréncia
in) Ay 1 in(i—1)
FO(zr) = (2 — 5) +3 r(F — Lyy)dr, (4.49)

sendo L; = R'P/(z/R)[29].

4.4 Buraco Negro de Kerr com o Anel de Matéria

Para colocar o buraco negro de Kerr no centro do anel construimos a solucao com n = 2
em (3.57) com a representagao multipolar do anel como solugao semente. Encontramos que a

métrica do espaco-tempo pode ser escrita neste caso como:

(—e®((ePFer® (1 2 + T2)MC(()2) + (1 — u2)C£2)7’)C’§1) + 2T (g iy + 7’2)0@.50)

o =
= i — ) M) MCE ) (27 gz + ) MCEY = (i = ) )G
+ @ (piz + ) O+ T (= i) MCE ) MGV papiz)
/(@I (e + rH(OF) + R (i) M (CY)413) Gy
+ 22} + ) (13 + )R O ) MG
(M (g + PO+ (i — ) (CF) ) (CF)),
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g = (—e®( (P MCP s + O MO iy — CVr) (3 + r?)CEP (4.51)
21 (2P MOS iy + CPr) (2P MCP iy — O ) (42 + 1) CV OO (pa iz + 12) (111 — p12) M)
(222 (2 (uypug + 122 (OF) )2 4 €022 (1 — 1) 2M*(CED)?13) OV

2e2" (13 + ) (13 + r?) O O O 1) MPCE) iy + (€472 (paga + 12) 2 M2 (CFP )21

(11 — ) (O (C1)?),

+ o+ o~ o+

oo = (" (uapn + 12 )MCP i3 + (1 — p2) CPr*)CPr + 2052 (ypan + 1) CFPr (4.52)
— (= ) MCG ) MO 1) (7 iz + 1) MG i
— (1 = )OO + P (s + ) CPr + 2P (1 — o) MCP p3) MCEY 12))
(e® (€22 (2 (papan + 12) 2 (CF)? + €422 (g — 1) 2M*(CED ) 13) OV
262 (13 + ) (13 + r*) O CF O 1) MPCS) iy + (€2 (puypa + 122 MP(CFV )2 143

(1 — p2)2(CE 2N (O Y) p pa),

i

fo= (e (@ (pypun + 12 (CP)2 + P22 (g — 1) MP(CF )2 113) CP (4.53)
2688 ) (3 + )OO O ) MG 4 (420 (a7 M (G
+ (1 — )2 (O ) (OF ) gan) /(€222 (2 02) (g + 7)1 — p12) (13 + 7%) MY,
sendo C’((lk) constantes e, para k = 1 e 2, temos
e =0 —2z++/(0 —2)2+1r2 (4.54)

k ~ . A ;. .
As constantes CL") estao relacionadas com os parametros fisicos da seguinte forma:

cWe® — Ve = ¢ (4.55)
oo oo = -,
ool — Ve = —

oo + el =

sendo M a massa do buraco negro, a o parametro de Kerr (momento angular dividido pela

massa), v o parametro de Taub-NUT e

6% = M? —a® ++% (4.56)
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As constantes CL" sdo relacionadas aos elementos da matriz constante (m(()k))a do MBZ

(3.57) como segue
(mg”)a = CL.

a

O indice k representa o numero de sélitons e (), sdo as coordenadas do espago-tempo. Para a

presente situacao temos uma solugao a dois sélitons e k assume os valores 1 e 2. Temos

clF = c®, (4.57)

o = oW,
Para a solucao de Kerr, o parametro de Taub-NUT é nulo, v = 0, ou seja,
cle? — Ve =o.

Temos também

o (2)\2 (2)\2
6 = W[(Oo )* = (C17)7], (4.58)
1
CyY (2)\2 (2)\2
M = _W[(Co ) ‘|’(Cl )]a
1

os quais satisfazem a relacao

6% = M?* — a®.

Por isso podemos escrever a solucao de Kerr com o anel de matéria como

g = (=0 + M) (pape + 1) + € (g — po)ar)(6 + M) (4.59)
+ (604 M)(p1 — po)r — €24 (papio +17)a)a) (T2 ((6 + M) (papa + 1)
— PPy — pg)ar) (6 + M) = ((6 + M) (s — pa)r + 52 (g + %) a)a) p o)
/(T ((0 + M) (papa + r2)? + 2122 (1 — ) a®pd) i
— 2622 (u} +r?) (3 + 7)) (6 4+ M)y + (8 + M)?(p1 — po)*r?

+ 64F2+2®(u1u2—1—7’2)2@2“3)@2),
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(e (¢ (AR (2 4 y2) (460)
(13 + 12)r)a? — €203 (i r2)r? + (P22

) ) (6 + M)*)(8 + M)(p 2 + %) (1 — pr2)a)
(2P, +20) (€™ (2(p] + 1%) (13 + 7%) — N2 gy

gtgp

— + o+

p2)? )@’ g — €270 + M) (i + %)) (6 + M)y

— ((6+ M)*(y — po)?r* + €2 (g + 1)’ p3)a*),

Goo = (—(e2F1 +®)((6+ M) (papiz + 12)r + €25 (g — po)api) (6 + M)pi - (4.61)
+ (6 + M) — po)r® — 2 (g + r*)apis)ar) (€242 ((6 + M) (ppa
+ %) = 2 (= po)ap3) (6 + M)pd — (8 + M)(p — po)r®
bRy - r)ap)an) /(e (P20 4+ 1) (1 + )
— TR — o) pn)a’ s — €27 (0 + M) (papn 4+ 77) ) (0

+ M) — (6 + M) (s — p2)*r® + €222 (g +12)2a i) pa o),

o= (—4e7(M2 (e (2} 4 %) (3 + r?) — 2Ry (4.62)
— p2)’pape)a’ e — €8 + M) (papin +r?)? ) (0 + M)
— (04 M) (1 — po)*r* + 22 (g iy + 1) 20 13) a®) p o)

[ (2R 4 M) () (pa gz + 1) (1 = 1) (3 + 7).

Para a regiao interna ao anel (R < b), temos para a série truncada de &:

P = (—Gm(4096(r® — 22% + 4b*)b° (4.63)
4+ 2304b%* — 18432022 4 6144b*2* + 1600b%r°
—  28800b%r* 22 + 38400b%r%2* — 51200%2° + 1225¢°
— 392007%2% 4+ 117600r*2* — 62720r2° 4 44802°)
) /(16384b7),
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e para a externa (R > b):

(Dout —

(—Gm(64(4(16(4(r? + 2°)*

(r? — 22H)0)(r* 4 2%)* + 3(3r?

241227 + 8211 (r? + 2%)?

5(5r% —90r*2* + 120r%2* — 162°)6°) (r?

222 + 35(35r% — 1120r°22 + 3360r12*

17927725 + 1282°)b°)) /(1638472 + 22(r? + 22)%).

(4.64)
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Quando R < b, temos para a série truncada de o:

o™ = (Gm(8192((4096b° 4 2304b*r? — 18432b*2*

4+ 16006*r* — 2880062 2% + 384000%2*

4+ 12257% — 39200r* 2% + 117600r%2* — 627202%)r?

— 128(64°

— 48b*2% + 40b%2* — 352%)2%)b’

+  (4194304b"r* — 335544322 + 62914566 °r*

—  113246208b'%r%22 + 1006632966 2" + 756940855

— 2422210560°%* 2% + 591396864b%% 2% — 2013265920° 2

4+ 843776005 — 4218880000°r°22 + 19660800006%* 2*

—  1866465280b%22°% 4 3355443200°2° + 5683200b*r°

— 4091904006*r®2* 4 30308352006 2*

—  5528616960b%r*2°% 4- 285769728002 2

— 3381657600 2" + 3360000672 — 329280000610 22
35750400006%1°2* — 1061222400067 2°
1040793600001 2® — 3337420800072 2"
2752512000%2'2 + 1500625 — 19208000072 22
28812000007'%2* — 1260044800072 2°

199982720007% 2% — 1222287360074 21°

+ o+ o+ o+ 4+ o+

266936320012 212

— 160563200z*)Gmr?))/(134217728b"®),

(4.65)
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e para R > b, encontramos:

o

out

(—Gm((16(32(8(8(32(8(8(4(r? + 2%)? (4.66)
3(r 4 22)(r — 22)0%)(r* + 232 + 3(7r*
841227 + 6424)bh) (r* + 22)?

5(3175 — 744r*2% 4+ 1632r22*

51225)0%)(r* + 2%)? + 15(313r°

125207r°22 + 5376011 2* — 481281220
81922%)b°)(r? + 2%)? + 105(205r°

12300r°2% 4- 90160r°2* — 1652487426
84864172 — 97282')b'0) (r? + 2%)?
175(60572 — 50820r'°22 + 55524015 2%
16472961°2% 4 1612416r*2° — 51763212217
419842'")0'2) (12 + 22)? + 11025(175r1
1960071222 + 2968007 2% — 12947201825
20569607 2% — 12554247420 + 2744322 22
163842')b')(r* + 2%) + 11025(1225r'°
1764001 22 + 352800012 2* — 2126208071025
49754880r° 2% — 49158144r°20 4- 20471808722
3244032122 4 1474562'°)6'%) Gmr?
65536772 + 22(64(4(16(4(r* + 2%)*

(r? — 222)b%)(r* 4 22)? + 3(3r* — 247222
82M)b%)(r* + %)% + 5(5r% — 90r*2?

120r22% — 162%)b%)(r? + 22)* + 35(35¢°
1120752 4 3360r* 2* — 179272 2"

1282%)0%) (r* 4 2)?)) /(1073741824 (r* + 2°)'®).



Solucoes via MIBZ 50

Para a funcao F{" temos que

Ff“(r, Z, )

+ o+ o+ o+

—Gm(1 — (1/2)(=1/2r + (2 — (1/2)m)*) /b + (3/8)((2 — 1/2m)" (4.67)
3(2% — (1/2)pmz + (1/12))r* + (3/8)r) /b* — (5/16)((2 — (1/2)p1)° — (5/16)r°
(—(15/8) 1z + (15/64) 13 + (45/8)2°)r* + (—(15/2)2" + (15/2) 2y — (15/4) 2%}
(15/16)zp3 — (3/32)u7)r?) /% + (35/128)((z — 1/2u1)® + (35/128)r®

(—(35/4)2% + (35/16)pmz — (7/32)p)r° + (—(21/16) 2417 — (35/2)2° i

(105/16) 222 4 (105/4)2* + (7/64)ud)r* 4 (—(21/8) 2%t 4 (7/16) 25

(

1/32)u8 — (35/2)2% 13 + (35/4) 2313 — 1425 + 212° 14y )r?) /b°).

A fungao Fi" é obtida trocando p; por up em (4.67). Para FY* temos:

FIOUt(T7 Z, /1“1>

—Gm((z+ (P + DY)/ ((z + (r? + 2V + 1y (r? (4.68)
Y2 (1/2)0*(18(r% + 2) V223 ) — 9(r? 4 22)* 22

62272 + 824y — 32031 + 32812 4+ 18(r% 4 2H)Y24

112372 4 202° + 32%(r% + 22)%/% — 321t — 2ur* — (2 4 2%)%/2) /(1
22 (24 (12 4 2V 4+ 1)) + (3/16)b* (796272 — 61721 — 2102%°
152r% — 30(r? 4 227222 — 445(r® + 22)%22% + 15(r% + 22)7% 12

1100(r% 4 2%)%225 4 700(r% 4 2%)/228 4 13178 + 3pdr® + 2472513

5527t + 16882511y + 970272 4 3(r? + 222 + 13282° + 75(r2 4 2%)%/ 2243
15017%2% — 1421 pyr*2* + 3331t 2% — 283u3r? 2t — 5502° ujr

5602° 13?4+ 1402p3r® 4+ 15z r* — 7023 pfr?* — 1200(r* + 22)3/2z4u%
295117228 + 400(r? + 22)3225 1y — 500(r? + 22)3/223 3 — 895(r?

)23 00 4 45(r% + 222222 + 85(r% + 2222, + T00(r

Y228 13 4 2100(r2 4+ 2222542 4 2100(r2 + 22227y /(2

)22 4 (12 4 2V 4 1y)®) — (5/32)b5(—44062p31* 26 — 4507131228

106451022 + 208651 2* — 54381512 2% — 602725 jujr*
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— 2109127 pjr? + 171442y r® — 1369225 ,r% — 12399928170t + 7987210y r?
+ 110252°p2r® + 263132° ujr® — 11035527 p2r* — 393542°p2r? — 5(r?

22 L 50752218 4 297524 (1% + 22)%/% 4 12936z12(r2 + 22)1/2 — 382228(r?
4+ 2%)%% 4 10852%r10 4 4375257 — 20809278 — 388722%* + 340962112 — 755110
— 352 — 4pSr® — 33p 0"+ 11243222y 4 1131902 42 + 2060827 1
+ 34622513 + 5392718 + 6337321013 + 55860210 (r? + 22)3/2
— 1729725(r% + 2%)T2 4+ 10522 (r% 4+ 222 — 77 (r? + 22)12)2
— 28(r? + 2222t 4+ 72312 1t + 1612710 — 819242110
—  352087% 4 38523 1Sr* — 8892°ubr? 4 266663 1r% 2t — 831 31" 2?
— T2Lzpdr® — 1234827 (1% + 2232 1S + 6468021 (r2 + 22) Y2,

12936021°(r2 4 2%)Y2 1% +1293602° (12 + %)% 13 + 6468025 (1
+ )Vt 41293627 (r? + 22)V2 0 — 3998425 (r? + %)%
— 95692°(r® + 22) 2y + 315702% (2 4 23722 + 132302 (r2
+ 22521 1163102°(r? + 22728 + 713323 (r 4 222

1475882° (r? 4 %)%/ 2y + 14722 (r® + 22)2 3 — 38522 (r? + 2%) 2l
— 4116027 (r® + 223213 — 14308025(r? + 22)%2 12 + 952562° (12
+ 2222 — 5703625 (r® + 22)% 2t — 97118(r? + 22)°/227 1y
— 1099(r2 + 222218 — 280(r% + 2%)1V 22y + 343023 (12

2)Pu} = 2452(r% + 22)7210) /(2 + 22) P2 (2
(12 4+ 22)Y2 4 11)7) 4 (35/1024)68(—2129702° 1188 4 128952213112
724522(r? + 22)92 18 — 227234882 (12 4 2% ?py — 1205123 (1
218722 4 1803022(r? + %)%t — 691614002° (1

2

z — 433406162'0(r% + 2%)%/% 12 — 374022002%(r?

228 + 1145598328 (r? + 2%)721f + 8217344277

+ + + o+ + + o+ o+

z%)
)5/2
2252t — 131551228 (r? + 2%/ 11y + 287878520 (12
z)
35(

5(r? + 22)17/? 11819682421t + 261771522y 4 3835591221% 2
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N
N
N
N

+ + 4+ o+ o+ 4

2205927 % + 14741582 1€ + 65030282213 + 1850572 !

330767002 12 + 25u 70! + 1879p3r™* + 861151 — 8610288214
6181568272 4 30710 4+ 315211¢ — 172201423 — 8715011225 + 100371611027
19576917%2° — 5793112521 + 58724425 (r? + 22)'11/2 — 585902 (1% 4 2%)13/2
7514125 (1% + 22)°/% — 6095736210 (r? + 22)7/? — 12602%(r? 4 2%)'%/2
515037622(r2 + 22)%/2 4 77837762 (12 4 22)3/2 + 1749(r? + 2)¥¥/2y}
225(r2 + 22)'V208 4 1071(r2 4 22212 + 926640(r2 + 22)1/2216
134131524 (2 4 22212 — 209821524 (12 4 222t + 650927727 (1
22200 + 3643172°(r2 + 22) 12y — 8372702 (2 4 22123

12678122° ufr'? — 25482392850t + 124522 puir® — 431502 pir®

22553820 uTrt — 36871525 u]r* + 315245r® — 63002° ufr®

291062° 18r* — 4518027 18r? — 46892% 't — 4760862 14172

1279722281171 + 1037780728 14y r® — 76100552 p5r? — 61582527 (12
2215 4 61646582° 128 — 507865862 11t — 6351480213 212
145966982° uir* — 155590202 pir? — 3880982° uir'? + 2306122510
1072770241508 + 4704114251575 + 32432400(r? + 22)1/2213 3

19459440(r + 22)1/2214 12 + 1659520825 (r2 + 22)7/2

5312736021 (r? 4 2%)%/2 13 + 864864020 (1% + 22)3/2 s

18025227 pSr* — 214546227 18r? + 112502p87r'° 4 6927722° 157

34902214112 — 79532132101 r® + 3700382423 (1% + 22)3/2 14y 4 67150512212 (2
22322 — 129111842° (12 4 22)*/2 15 + 32432400(r2 + 22)1/2212 )t
6486480(r% + 22)/221% 1y — 314282° puir® 4 1263988827 it

35667340221 r* 4 626634021 11y r? — 21686342 13r™ + 68735702° 131
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1661671525u37r% — 370802852 pi3r* — 1733284022 312
1426021227 121 — 68446823 utr'® + 33022082° (12 4 22)7/21®
— 150933231 4 2232y 4 1460872827 (12 + %)% — 1501718425 (12

+ 22)7PuT + 19459440(r° + 2°) 22" 1p1] 4 6486480(r% + 2%)1/22108

+

28449(r2 + 22)3 2213 + 926640(r? + 22)V22°u] 4 131942201
— 275378427 (r? + 22)%2 1% 4 3195(r% 4 2222 py — 111196827 (12
22327 4 281080828 (1% + 22)%/2 8 — 74748962% (1% + 22)%/2 18
28352(r% 4+ 22)° 2T — 6804023 (r? + 22)7/2 T + 4490642° (1
22227 4 254252(r% 4 2220 — 36288024 (1

2V (2 + )T+ (P 4 ) ).

+ o+ + o+

Novamente, a funcao F¥“ é encontrada trocando g por ps em (4.68). As expressoes acima
3 5 2

foram encontradas usando o REDUCE [21].



Estabilidade em Orbitas Circulares

Neste capitulo faremos o estudo da estabilidade de orbitas circulares equatoriais no sistema descrito
no capitulo anterior. Analisamos perturbac¢oes radiais e verticais encontrando, respectivamente, as
freqiiéncias epiciclicas e verticais para os casos newtoniano e relativistico. Quando as duas freqiéncias

forem reais, temos que as orbitas sao estaveis.

5.1 O Modelo Newtoniano

Sempre que possivel, é importante ter como ponto de comparagao a versao newtoniana do
problema em questao. Podemos obter informagoes sobre a estabilidade através do estudo do
potencial gravitacional. Orbitas circulares equatoriais podem ser reduzidas a um problema bidi-
mensional se considerarmos a conservagao da componente z do momento angular. Assumimos
o potencial como tendo simetria de reflexao em relagao ao plano equatorial (z = 0). Neste caso,

as equagoes de movimento em coordenadas cilindricas sao:

Forgt= -0, (5.1
d, 5.
S(%) =0, 52)
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_02®
0z’

nas respectivas direcoes r, ¢ e z. A equacao para ¢ nos fornece a componente na direcao z do

(5.3)

z =

momento angular,

L, = T29b>

e as equagoes para r e z descrevem o movimento oscilatorio acoplado neste plano. Podemos

reescrever as equacoes de movimento definindo o potencial efetivo como:

Pepp = O(r,z) + 21;22 (5.4)
e as equacoes ficam
i = —% (5.5)
€
_ —%. (5.6)

Logo, o movimento de uma particula em um espaco tridimensional reduz-se ao movimento
sobre um plano sob a a¢do de um potencial axissimétrico ®(r, z).
O minimo do potencial efetivo ®.;s tem um significado fisico. Ele é dado por:

B 6<1>eff B 0P Lz
or  Or r3

0 (5.7)

_ 0%y 02
9z 0z

A segunda condicao é satisfeita pela simetria de reflexao em torno do plano equatorial z = 0,

0 (5.8)

e a primeira, para o valor r = rq,

0P L?

z

(@)(mp) =5 rop”. (5.9)
0

Esta ultima, ¢ a condi¢ao para uma 6rbita circular de raio ry. Entao, o minimo de ®.¢; ¢ dado

para r = ry de uma 6rbita circular equatorial.
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Figura 5.1: Movimento oscilatério de uma particula perturbada radialmente em torno de uma

Orbita circular estavel.

5.1.1 Perturbando uma Orbita Circular

Quando uma 6érbita circular de raio ry no plano equatorial z = 0 é perturbada, ocorre um
pequeno desvio de sua trajetéria, x ~ 0 (veja a figura 5.1). Podemos reescrever as equagoes de
movimento em termos desse desvio, fazendo a transformagao de coordenadas (r,2") = (z, 2).

Vamos supor também que o desvio z ~ 0. Para tanto, precisamos definir a transformacao:
2z, rex=r—r
As equacoes de movimento tornam-se:

T =— eff(:)s,z), (510)

eff(z,2). (5.11)

0
—®
ox

0

9%
: 0z
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Agora, calculamos o potencial ®.sr em torno de (rg,0) expandindo em série de Taylor:

0, 0, 9P,
Depp(r,2) = Pesr(ro,0) + arff |(r0.0)T + Wffkromz + maif o)z (5.12)
1 82(I)€ff 9 1 82(1)6ff

QW“TO,O)ZE 2 922 |(7“0,0)z2 + O(> ZL'Z,$2, 22)‘

Quando x ~ 0 e z ~ 0, os termos de ordem superior a 22 e 22 nao contribuem significativamente
para o potencial. Além disso, os termos cruzados xz sao nulos devido a simetria de reflexao do

potencial em relagao ao plano equatorial z = 0:

a(beff
ro,2=0) — 0 5.13
i (513
e
ro.2—0) = 0. 5.14
araz ’( 0, 0) ( )
Logo,
10%®, 10°0,
egs(2,2) = 5w ®” + 5755 2™ (5.15)

Portanto, as equagoes de movimento assumem a forma:

i+ kr=0 (5.16)
(§
P47 =0, (5.17)
com
%D,
k2 = 8T;f|ﬁm® (5.18)
(§
9*d,
V2 = 822ff ’(ro,O)- (519)

As freqiiéncias (5.18) e (5.19) dos osciladores (5.16) e (5.17) sdo chamadas, respectivamente,

de freqiiéncia epiciclica (ou radial) e freqiiéncia vertical.
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5.1.2 Estabilidade das Orbitas Circulares

A estabilidade de uma O6rbita pode ser estudada através da forma do seu potencial. Os
extremos desse potencial irao definir regides de instabilidade e estabilidade. Sabemos que as
coordenadas (r = rg,z = 0) que definem a érbita circular extremos do seu potencial efetivo
®.rs. Portanto, precisamos apenas saber se neste caso se trata de um méaximo ou um minimo do
potencial. As freqiiéncias epiciclica (5.18) e vertical (5.19) permitem obter esta resposta, pois
sao proporcionais a derivadas segundas do potencial efetivo. Para efetuar o calculo precisamos
ainda determinar a componente L, do momento angular, relacionada com a velocidade angular
da particula, ¢.

Sabemos que em uma Orbita circular a coordenada radial  da particula orbitante é constante

(r =1p). Da equacdo de movimento na direc¢ao radial (5.1) temos que 7 = 0. Logo:

.10
14 o or

Utilizamos as equagoes para as freqiiéncias epiciclica e vertical para calcular a estabilidade

para diferentes raios de orbitas circulares rg:

0*d,
k* = 87’2ff (r0,0) (5.20)
€
0*®,
2 6z2ff |(7"070) (521>

Quando k?,% > 0, temos que a érbita circular é estavel. No caso em que k2,02 < 0e k2,12 =0

(marginalmente estavel), teremos a sua instabilidade.

5.2 O Modelo Relativistico

Como ja vimos, a forma geral da métrica para um espago-tempo axialmente simétrico é

dada por (3.18), nas coordenadas de Weyl:

ds® = gu (T, Z)dt2 + gy (7, z)d<p2 + 2g1,(r, 2)dtdyp + f(r, z)(dr2 + dzz),
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com as componentes da métrica sendo fungoes apenas de r e z. Tomamos uma linha de mundo

x#(7) do tipo-tempo. Sua quadrivelocidade é

1) =— 5.22
w(r) = - (522)
e sua velocidade angular no plano de rotacao é
dy
Q=—". 5.23
o (5.23)

Para érbitas circulares, temos que r = const, z = const e ) = const. Portanto,
ut = u'(1,9,0,0), (5.24)

com

(ut)_2 = —9u — 29tsoQ - 9303092 (525)

_gtap,r + \/gt%p,r - gtt,rgcpgo,r
QL = ,

Jep,r

Analisamos o movimento circular para os dois casos: sem e com rotacao do buraco negro
central, que correspondem, respectivamente, ao buraco negro de Schwarzschild com um anel de

matéria (gi, = 0) e ao buraco negro de Kerr com um anel de matéria (g, # 0).

5.2.1 Perturbando o Movimento Geodésico

Em relatividade geral, uma pequena perturbagao no movimento geodésico dz#(7) satisfaz a

equacao do desvio geodésico (2.16) descrita no capitulo 2:

d? dz® d dz® dxP
—(6aH) + 20— —(62P) + T, ——— 2’ = 0.
d7'2<$>+ B dr dT(:B)+ B dr dr *

No movimento geodésico circular, devido a simetria axial da métrica, temos uma simetria
adicional de reflexao ao plano z = 0 que pode ser expressa em termos da condi¢ao g, .(z =

0) = 0. Isso mostra que o movimento (devido a perturbagao) na dire¢ao espago-temporal z é
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desacoplado das demais. Podemos evidenciar este fato escrevendo as componentes da equacao

do desvio geodésico:

d2(5t) t ¢ td(ér)

d7_2 + Q(Ftr + FcprQ)u dr - 07 (526)
0> (3r) e o @) d(0y)

13 + 2(T%, + FwQ)u’f7 +2(T, + T, Q)u'’ 7 (5.27)

+ (T, + 2l Q2+ FZ;%TQ2)(ut)2(5r) =0,
d*(0y) d(dr)
2T +T% Nut—= = .2

d7'2 + ( tr + @r )U dr 07 (5 8)
d2(5z) z z z

-+ (T, + 207, .0+ T2, 0% (u')?(62) = 0. (5.29)

Observamos claramente que a solu¢ao para dz tem a forma de uma oscilagao harmonica

wT

~ e"T com

v = (T5. +2I7, Q+ 17

Lo,z P,z

QQ)(ut)?
Supondo que as demais solugoes dt, dp e or também tenham a forma de oscilagoes harmonicas

~ T podemos escrever a forma geral da solugao dz*, como [8, 41]:

Sx¥ = AveET. (5.30)

Substituindo (5.30) na equacao do desvio geodésico (2.16), encontramos o seguinte sistema de

equagoes a ser resolvido:

MIA” =0, (5.31)
com
M} = —K?0! +Th, u*u’ + 2il% u®K. (5.32)
De maneira geral, precisamos que
det M =0, (5.33)

para que o sistema (5.31) tenha solu¢do nao-trivial.

Para uma érbita circular equatorial a geodésica tem as seguintes componentes:

xgirc = (ta @, T = Tecire, & = O)? (534)
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com a quadrivelocidade dada por,

ul, . =u'(1,9,0,0). (5.35)

cire
Como a equacao na diregao z é desacoplada das demais, o sistema (5.31) para perturbagao
na direcao z reduz-se a:
M:(ah,) =0, (5.36)
Resolvendo esta equacao, encontramos o mesmo resultado anterior para a freqiiéncia de oscilacao

na diregao z, que é chamada de freqiiéncia vertical e é dada pela expressao:

v = (u)?[l,, + 215, .Q + 17, 07, (5.37)
onde fizemos a equivaléncia
v=K. (5.38)

Para a perturbagdo em r, o sistema (5.31) envolve as coordenadas t, ¢ e r assumindo a

seguinte forma:

det(M(zt,,..)) = 0, (5.39)

com os indices a e b assumindo as componentes t, ¢ e r. Obtemos a seguinte equagao a resolver:

—K? 0 2iKT ue
det 0 —K? 2iKT¢u* | =0.
25KTu* 2KT, u* —K? 4T, u*u’

Da mesma forma, resolvemos (5.39) para K e definimos a fregiiéncia epiciclica como:

k=K. (5.40)

As unicas solucoes para x nao nulas sao:

K2 = (ut)z[f‘:w +20,,Q+ F;WQQ (5.41)

4(F;’¢ + F;QDQ)(P;PT + Fgrﬂ)].

Esta freqiiéncia de oscilagao harmonica no plano do anel é a freqiiéncia epiciclica. O resultado

obtido é o mesmo da referéncia [41], assim como para a freqiéncia vertical (5.37).
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5.2.2 Estabilidade do Movimento Geodésico Circular

Em relatividade geral, o papel do potencial gravitacional newtoniano é desempenhado pela
fungao métrica g,,. Analogamente ao caso newtoniano, ¢ possivel mostrar que as freqiiéncias
epiciclicas e verticais envolvem derivadas segundas da funcao métrica, que contém toda a in-
formagao sobre a geometria do espaco-tempo. Portanto, o conhecimento destas freqiiéncias nos
diz se o movimento geodésico esta ocorrendo em uma regiao de estabilidade ou instabilidade
da orbita circular.

Precisamos calcular os valores de v? e k2 para cada valor do raio da érbita r = ry no plano
equatorial z = 0:

V|27“:r0,z:0 ( ) [Fft 2 + 2F Q + Fégo ZQ ]|7‘:7“0,Z:07

tp,z
€
Kirepy om0 = (U))?[Ty, +200,,Q 417, ,.Q° (5.42)
— 4T}, 4+ T Q)T +T0,Q)
4T, + L ) (TE 4 TZ Q)] jr=rg,2=0,
Ccom

—Gtor + \/gt2go,r — GttrGop,r

Q|r:ro,z=0 =
op,r

Assim como no caso newtoniano, quando temos 2, v? > 0, a 6rbita circular serd estével. No

caso em que k%, 2 < 0 e k%, v? = 0 (marginalmente estavel), teremos a situacao de instabilidade.

5.3 Comparando o Modelo Newtoniano e o Relativistico

Como dito anteriormente, podemos aproximar o potencial newtoniano para um anel de

matéria através da seguinte série:

V(R 0)

Gm > E
b 225 b
1=0

20
) Py (cos @),

para R < b, e para o caso R > b temos,

. Gm = (=)L) /b\*
q)(A)(R79):_ R 2(221)(l(!)2> <}_%> Py (cosb),
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com b sendo o raio do anel e R o raio esférico, que esta relacionado com as coordenadas

cilindricas da seguinte forma:

R=vr2+ 22

O potencial newtoniano para o corpo central (buraco negro) é:

Do(R) = ——. (5.43)

Logo, o potencial do sistema corpo central mais anel de matéria é dado por:

D (R, 0) = ®V(R,0) + D (R) (5.44)
(R, 0) = ®'(R,0) + B (R), (5.45)

pois as equacgoes de Newton sao lineares. Podemos definir o potencial efetivo como

i i L
o) (R,0) = ®V(R,0) + oL (5.46)
(§
(e) ) L§
®.7(R,0) = ®(R,0) + Sp (5.47)

Utilizamos as equacoes das freqiiéncias epiciclica e vertical para calcular a estabilidade para

diferentes raios de dérbitas circulares r:

0?P
2 _ eff
e
0?P
2 _ eff
vt = Whm,oy (5.49)
Executamos estes calculos através do software Maple para | = 4 na série da expansao

multipolar do anel. Os resultados para os modelos newtoniano e relativistico serao discutidos

no préximo capitulo.



Analise da Estabilidade das Orbitas

Neste capitulo faremos o estudo da estabilidade de érbitas circulares equatoriais conforme descrito
no capitulo anterior. Analisaremos perturbacdes radiais e verticais encontrando, respectivamente,
as freqiiéncias epiciclicas e verticais para os casos newtoniano e relativistico para vdrios valores dos

parametros relacionados ao buraco negro central e ao anel de matéria.

Dinamica do Sistema Gravitante

Apresentamos o estudo da estabilidade das orbitas circulares para valores especificos de
diferentes parametros. Fixamos nossas unidades fazendo a massa do buraco negro, a constante
de gravitacao universal e a velocidade da luz, respectivamente, iguais & unidade (M = G =

¢ = 1). A relagdo entre as coordenadas cilindricas usadas (t,, 7, 2) e as de Boyer-Lindquist
(t, . p,0) € [T]:
r o= [(p— M) +a®— M?*"?sind, (6.1)

z = (p— M)cos?. (6.2)

A érbita circular de fétons (OCF) é encontrada resolvendo a equagao da geodésica para f6-

tons que se movem no plano equatorial. Para um buraco negro sem rotacao, caso de Schwarzschild,
64
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o raio da OCF é rocr = 1,73 (pocr = 3). Orbitas circulares com raios entre r = 0 e rocF Sao
superluminais [42].

A 6rbita circular estavel interna (OCEI) estd em rocgr = 4,89. O horizonte de eventos nas
coordenadas de Weyl torna-se uma barra fina de comprimento 2M localizada simetricamente
ao longo do eixo z. Na regiao entre r = 1,73 e r = 4,89 (OCEI) temos xk* < 0 e v* > 0, ou
seja, as érbitas circulares equatoriais nesta regido sao instaveis. Para r > 4,89, temos k? > 0 e
v? > 0 e as 6rbitas sao estdveis. Lembramos que as érbitas circulares de particulas em torno
de um centro newtoniano de atracao 1/R sao estaveis sob estas perturbacoes radiais e verticais
(ver [8]).

No caso do buraco negro de Kerr temos duas possibilidades para as particulas se movendo
em orbitas circulares: elas podem orbitar no mesmo sentido de rota¢do do buraco negro (co-
rotagao) ou no sentido contrario (contra-rotacdo). Na tabela 6.1 apresentamos os valores de
rocel € Tocr, bem como seus respectivos valores nas coordenadas de Boyer-Lindquist, em
fungao do parametro de rotagao a (veja também [44] e [4]).

Na co-rotacao, a OCEI é movida para fora do centro de atracao. Por isso, a regiao de
instabilidade aumenta com a. Para contra-rotacao, temos o comportamento oposto: a OCEI é
movida em direcao ao centro de atragao com o aumento de a. Portanto, para ro > rocgr temos
estabilidade epiciclica e vertical.

Analisaremos agora a estabilidade de érbitas circulares ao redor de um buraco negro de
Kerr com um anel de matéria. Consideramos o potencial do anel como uma expansao multi-
polar truncada em [ = 4 para construir as solugoes das equacoes de Einstein. Como dissemos
anteriormente, temos uma boa aproximacao com o erro menor que 1%, no célculo das funcoes
® e 0 quando R < b/2, ou seja, num disco com a metade do raio do anel. Temos a mesma
aproximacao para R > 3b/2.

Escolhemos trés valores para o raio do anel, b =3, b =6 e b = 10 (em coordenadas de Weyl)
e dois valores para sua massa m = 0,4 e m = 0,8. O valor m = 0, 8 é tipico para massa de um
disco de acregao [27].

Quando introduzimos o anel de matéria, podemos ter regioes de estabilidade na parte interna
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Figura 6.1: Orbitas circulares equatoriais especiais de um buraco negro (BN). Do centro para
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orbita estavel. A partir desta, todas as érbitas sao estaveis. A regiao de instabilidade esta entre

a OCF e OCEI. Nesta figura, as regioes com hachuras representam zonas de instabilidade, as

em branco, de estabilidade, e as cruzadas, zonas de érbitas nao fisicas.

do mesmo. O conceito de OCEI nao é adequado e o substituimos por um conceito de érbita
circular que limite uma zona de instabilidade fora do anel. Esta orbita sera chamada de Orbita
Circular Instavel Externa (OCIE), pois além desta érbita teremos estabilidade sob perturbagoes
radiais e verticais (k* > 0 e v* > 0, veja figura 6.2).

Para um centro newtoniano de atracao de massa igual a unidade com um anel de raio

b = 3,6, 10, temos que as Orbitas circulares internas ao anel sao estaveis. Fora do anel, temos

estabilidade para orbitas de raio maiores que rocrg = 3,98;7,95 e 13, 24, respectivamente. Em
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Co-rotagao (2 > 0)

a 0,00 | 0,10 | 0,20 | 0,30 | 0,40 | 0,50 | 0,60 | 0,70 | 0,80 | 0,90 | 0,99
rocr | 1,73 1 1,87 (1,99 | 2,12 | 2,26 | 2,38 | 2,51 | 2,63 | 2,76 | 2,87 | 2,99
rocer | 4,89 | 5,22 5,54 | 5,86 | 6,18 | 6,49 | 6,79 | 7,09 | 7,39 | 7,68 | 7,95
pocr | 3,00 | 3,11 | 3,22 | 3,32 | 3,44 | 3,54 | 3,63 | 3,73 | 3,82 | 3,91 | 3,99
pocer | 6,00 | 6,31 | 6,63 | 693 | 7,25 | 7,55 | 7,84 | 8,12 | 8,41 | 870 | 8,95

Contra-rotagao (2 < 0)

rocr | 1,73 11,60 | 1,46 | 1,33 | 1,18 | 1,03 | 0,88 | 0,72 | 0,55 | 0,35 | 0,10

rocer | 4,89 | 4,56 | 4,21 | 3,86 | 3,49 | 3,11 | 2,70 | 2,27 | 1,80 | 1,24 | 0,43

pocr | 3,00 | 2,88]276|2,63]250235]219]202| 1,81 |1,56 | 1,17

pocer | 6,00 | 5,66 | 5,32 | 4,97 | 4,61 | 423 | 3,82 | 3,38 | 2,90 | 2,32 | 1,45

Tabela 6.1: O raio da drbita circular fotonica (OCF) e da drbita circular estével interna (OCEI)
em coordenadas de Weyl (r) e Boyer-Lindquist (p) para um buraco negro (BN) de Kerr de
massa igual a unidade. Na co-rotagao, quando a — 1, temos pocgr — 9 € pocr — 4. Para

contra-rotacao, se a — 1, constatamos que pocpr — 1 € pocr — 1.

outras palavras, o anel cria uma zona de instabilidade além do seu raio.

Agora analisamos a estabilidade de orbitas circulares equatoriais em torno do BN de Kerr
com o anel de matéria.

Na co-rotacao (€2 > 0) encontramos que, tanto dentro como fora do anel, podemos ter
orbitas circulares instaveis. Na tabela 6.2 observamos que, no caso limite a = 0, existe uma
zona estavel apenas na regiao interna do anel de massa m = 0,4, e, quando adicionamos uma
pequena rotacao ao buraco negro, a estabilidade é destruida.

Quando © < 0 (contra-rotagao), temos uma dinamica mais complexa. H4 zonas de estabili-
dade das 6rbitas dentro e fora do anel (ver figura 6.2). O surgimento destas zonas é intensificado
quando a e b aumentam, e seu tamanho reduzido quando m aumenta. Na tabela 6.3 mostramos
as zonas de estabilidade para o raio do anel b = 10 e massa m = 0,4 e m =0, 8.

Nas tabelas 6.4 e 6.5 mostramos o comportamento da OCF, assim como o da OCIE, para um
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Zonas de estabilidade (co-rotacao)
Raio do anel (b = 10)

m=0,4 m=0,8
a r < 10 r > 10 r <10 r > 10
0,0 5,38<r<6,74 | rocie > 13,33 - rocre > 15,20
0,1 - rocre > 13,45 - rocie > 15,36
0,2 - rocre > 13,56 - rocie > 195,52
0,3 ] rocis > 13,67 || - | rocis > 15,67
0,4 - rocie > 13,78 - rocre > 19,82
0,5 ; rocis > 13,89 | - | rocms > 15,96
0,6 ] rocie > 13,99 | - | rocms > 16,11
0,7 ; rocts > 14,10 | - | roers > 16,26
0,8 ; rocts > 14,21 | - | rocms > 16,41
0,9 - rocre > 14,30 - rocre > 16,55

Tabela 6.2: Zonas de estabilidade como uma funcao do parametro de rotagao a para particulas
movendo-se em co-rotagdo com o buraco negro (BN) de Kerr de massa igual a unidade com o

anel de raio b = 10, e massa m = 0,4 e m =0, 8.

BN de Kerr de massa igual a unidade, circundado por um anel de matéria de massa m = 0, 8.
Consideramos trés valores para o raio do anel b = 3,6 e 10.

Quando a = 0 (BN de Schwarzschild), temos que, para um anel de raio b = 3, a presenga
do anel produz a duplicacao da OCF (veja tabela 6.4). A figura 6.3 mostra a posigao das duas
OCF’s, interna e externa ao anel. Temos dois valores de raio para a OCF: rg% . = 1,66 (dentro
do anel) e 194, = 3,66 (fora do anel). Em geral, temos que a OCF tem seu raio diminufdo
pela presenca do anel e tende ao tamanho original quando b aumenta.

Em geral, esta duplicagao depende do tamanho do anel de raio b e do parametro de Kerr a.

Na tabela 6.4 mostramos o raio da OCF para a co-rotagao. Para b = 3 o anel esta proximo do

buraco negro central e encontramos que ha duplicacao para todos os valores de a. Para b = 6,
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Zonas de estabilidade (contra-rotagao)
b=10

m=0,4 m=10,8
a r <10 r > 10 b <10 r > 10
0,01]5,38<r<6,7 | r>1333 - r > 15,20
0,1 4,84 <r<7,01|r>13,22 - r > 15,04
0214,39<r<7,19|r>13,10 || 4,71 <r < 5,81 | r > 14,88
0313,97<r<7,33|r>12,981 4,11 <r<6,13 | r> 14,70
04 ]3,57<r<T7,44 | r>12,851 3,63 <r <6,33 | r > 14,53
053,16 <r<7,54|r>12,7113,19<r <6,47 | r > 14,35
06 ]2,74<r<7,63|r>12,5712,76<r<6,59 | r> 14,16
0,712,30<r<7,70 | r>12,41 1 2,31 <r <6,69 | r > 13,96
081,82 <r<7,77|1r>12,25 | 1,82 <r <6,77 | r> 13,74
09]1,25<r<7,83|r>12,08| 1,27 <r <6,8 | r> 13,52

Tabela 6.3: Zonas de estabilidade como uma funcao do parametro de rotagao a para particulas
movendo-se em contra-rotagao com o buraco negro (BN) de Kerr de massa igual a unidade com

o anel de raio b = 10 e massa m = 0,4 ou m = 0, 8.

a duplicacao é produzida quando a > 0,2. Para b = 10, nao observamos a duplicagao da OCF.
Este efeito é intensificado quando a e m aumentam, e é reduzido quando b aumenta.

Na tabela 6.5 vemos o efeito da duplicagao da OCF para a contra-rotacao para um buraco
negro de massa igual a unidade circundado por um anel de matéria de massa m = 0,8 e raio
b = 3. Para grandes valores de b, este valor de massa nao é suficiente para criar a duplicacao.
Estudando anéis de massas diferentes encontramos que se a massa do anel diminui, este efeito
também diminui.

A tabela 6.4 mostra que no caso de um BN de Schwarzschild (a = 0,0), o anel cria ins-
tabilidade movendo a OCIE para fora do centro de atracao. Para a co-rotagao o raio da OCIE

¢ aumentado quando a cresce. Na tabela 6.5 vemos o comportamento oposto para a contra-
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Figura 6.2: Para um buraco negro (BN) de Schwarzschild e Kerr com o anel de matéria, na
contra-rotacao, temos o aparecimento de uma zona de estabilidade entre as érbitas 1 e 2 (regiao
em branco). Temos zonas de instabilidade entre a 6rbita circular de fétons (OCF) e a érbita 1,
entre a 6rbita 2 e o anel, e entre o anel e a 6rbita circular instavel externa (OCIE), que é a ultima
orbita instavel. Nesta figura, as regides com hachuras representam zonas de instabilidade, as

em branco, de estabilidade, e as cruzadas, zonas de érbitas nao fisicas.

rotacao: a OCIE diminui quando a aumenta.
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rocr € rocre para um BN de Kerr 4+ anel de massa m = 0,8

Co-rotacao (2 > 0)
b=3 b=©6 b=10

3 t 3 t
a | roer | TOCE | ToctE | TOor | TOCE | ToctE || Tepo | TocIE

0,0 | 1,60 | 3,66 | &,12 1,72 - 10,77 || 1,73 | 15,20
0,1 1,74 | 3,78 | 8,48 1,85 - 11,01 || 1,87 | 15,36
0,2 1,87 | 3,89 | 8,83 1,99 - 11,24 || 2,00 | 15,52

0,3 1,99 | 4,00 | 9,17 | 2,14 | 6,02 | 11,47 | 2,13 | 15,67
0,4 2,09 | 410 | 9,49 | 2,28 | 6,09 | 11,69 | 2,27 | 15,82
05| 220 | 4,18 | 9,81 || 2,42 | 6,16 | 11,92 || 2,39 | 15,96
0,6 | 2,29 | 4,28 | 10,13 || 2,56 | 6,23 | 12,15 || 2,54 | 16,11
0,7 2,38 | 4,37 | 10,44 | 2,69 | 6,29 | 12,37 || 2,66 | 16,26
0,8 | 247 | 4,46 | 10,74 | 2,84 | 6,35 | 12,60 | 2,78 | 16,41
0,9 2,54 | 455 | 11,04 | 2,97 | 6,40 | 12,82 | 2,92 | 16,55

Tabela 6.4: Buraco negro (BN) de Kerr de massa igual a unidade, cercado por um anel de
matéria de massa m = 0,8. Mostramos os valores do raio da érbita circular fotonica (OCF) e
da orbita circular instdvel externa (OCIE) para variagoes dos parametros de rotacdo a e raio

do anel b (as particulas movem-se em co-rotacao).
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rocr € rocre para um BN de Kerr 4+ anel de massa m = 0,8

Contra-rotagao (€2 < 0)

b=3 b=6 b=10
a | 8 | 18t | rocie | Tocr | rocie | Tocr | TociE
0,0 1,60 | 3,66 | 8,12 1,72 | 10,77 || 1,73 15,20
0,1 | 1,47 | 3,51 7,77 1,58 | 10,53 | 1,59 15,04
02134 | — | 738 | 1,44 | 1028 | 145 | 14,88
0,3 | 1,20 - 6,98 1,29 | 10,04 || 1,31 14,70
0,4 | 1,07 - 6,55 1,14 | 9,78 1,17 14,53
0,5 | 0,92 - 6,09 1,00 | 9,50 1,02 14,35
0,6 | 0,80 - 5,55 0,85 | 9,22 0,87 14,16
0,7 | 0,66 - 3,02 0,71 | 8,89 0,71 13,96
0.8 051 | — | 311 || 053 | 850 || 0,54 | 13,74
0,9 | 0,36 — 3,21 0,34 | 7,80 0,34 13,52

Tabela 6.5: Buraco negro (BN) de Kerr de massa igual & unidade cercado por um anel de
matéria de massa m = 0,8. A tabela mostra valores do raio da drbita circular fotonica (OCF)
e da drbita circular instavel externa (OCIE) para variagoes dos parametros de rotagdo a e raio

do anel b (as particulas movem-se em contra-rotagao).
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Figura 6.3: Para um buraco negro (BN) de Schwarzschild e Kerr com o anel de matéria, na

co-rotacao, ocorre o fendmeno da duplicagdo da érbita circular de fétons (OCF). Em geral, a

duplicacao depende do tamanho do raio do anel b e do parametro de Kerr a. Temos zonas de

instabilidade entre a OCF interna e o anel e entre a OCF externa e a érbita circular instavel

externa (OCIE), que é a ultima 6rbita instavel. Nesta figura, as regices com hachuras repre-

sentam zonas de instabilidade, as em branco, de estabilidade, e as cruzadas, zonas de érbitas

nao fisicas.



Conclusoes

Usando o método Belinsky e Zakharov, encontramos uma solugao das equagoes de Einstein
no vacuo associada a uma sobreposicao nao-linear de um buraco negro de Kerr e um anel de
matéria de densidade constante. A solucao associada ao anel foi aproximada por uma expansao
multipolar truncada. Encontramos, através do estudo do erro relativo entre a série truncada e
o potencial exato em termos de um integral eliptica, que uma boa aproximagao para o potencial
do anel dé-se com a soma dos termos de monopolo, quadrupolo, 16-pdlo, 64-pélo e 256-pdlo. O
estudo do erro e os trés ultimos termos multipolares nao sao encontrados na literatura.

As estabilidades epiciclicas e verticais de érbitas circulares equatoriais de particulas movendo-
se em torno deste sistema sao consideradas para os casos relativistico e newtoniano. Nossos
resultados foram apresentados nas tabelas 6.2-6.5.

De uma maneira geral, temos que a co-rotagao aumenta a instabilidade e a contra-rotacao a
estabilidade. Encontramos o efeito nao esperado da duplicacao das érbitas circulares fotonicas,
que ¢ relacionado ao tamanho relativo entre o buraco negro e a massa do anel. Também
encontramos outro efeito importante relacionado ao tamanho do raio do anel: o aparecimento de
zonas de estabilidade na regiao interna do anel para o caso da contra-rotacao. O tamanho destas
zonas ¢ aumentado quando o parametro de Kerr cresce. Tais resultados nao sao encontrados
na literatura.

74



Conclusoes 75

Como um comentério final, podemos dizer que o fenémeno da duplicacao da érbita circular
fotonica (OCF) é bastante intrigante e serd assunto de um trabalho futuro, onde analisaremos
os parametros envolvidos na producao do fenomeno. Também estudaremos outros tipos de

movimento geodésico.
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