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Resumo

O objetivo deste trabalho ¢é testar a validade da Conjectura Fraca da Censura Césmica em
espacos-tempo com buracos negros. Essa conjectura foi proposta por Roger Penrose em 1969,
e diz que singularidades resultantes de colapso gravitacional de matéria fisicamente razoavel
estao sempre envolvidas por um horizonte de eventos, ou seja, escondidas de um observador
externo. Apesar de muitas evidéncias a favor dessa conjectura, ela nunca foi provada. Nossa
meta é analisar se essa conjectura pode ser violada classicamente sob especificas circunstancias.
Comecaremos com uma introducao ao assunto, apresentando os conceitos que nos serao tteis
ao longo de nosso trabalho. Depois investigaremos os trabalhos anteriores na area, que vi-
saram destruir o horizonte de eventos de um buraco negro, criando assim uma singularidade
nua (visivel), e consequentemente violando a conjectura. Por fim, apresentaremos nossos resul-
tados, que podem ser divididos em duas partes: (i) generalizacao dos casos cldssicos obtidos
anteriormente, e demonstracgao, sob dadas condigoes, da violagao da conjectura para um buraco
negro de Kerr-Newman e (ii) andlise da validade da conjectura para um buraco negro com cinco
dimensoes em um espago-tempo assintoticamente AdS, dando assim uma contribuicdao para a
correspondéncia AdS/CFT.
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Abstract

The aim of this work is to test the Weak Cosmic Censorship Conjecture in black holes.
This conjecture was proposed by Roger Penrose in 1969, and it states that singularities arising
from the gravitational collapse of physically reasonable matter are always involved by an event
horizon, i.e., they are hidden from an external observer. Despite so much evidence in favor
of this conjecture, it has never been proven. Our aim is to analyze if this conjecture can be
violated classically under specific circumstances. We will start with an introduction to the
subject, presenting the concepts that will be useful throughout the work. After that, we will
investigate the previous studies in the field that tried to destroy the event horizon of a black hole,
creating a naked (visible) singularity, and hence violating the conjecture. Lastly, we will present
our results, which may be divided in two parts: (i) generalization of the classic cases previously
obtained, and demonstration, under specific conditions, of the violation of the conjecture in a
spacetime with a Kerr-Newman black hole and (ii) study of the validity of this conjecture with a
five-dimensional rotating black hole in a asymptotically AdS spacetime, making a contribution
to the AdS/CFT correspondence.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Resumo Historico da Relatividade Geral

Albert Einstein publicou sua teoria da relatividade geral em 1916, e com ela tivemos uma
profunda mudanca de perspectiva e de interpretacao da gravidade. Ao contrario da lei da
gravitacao universal de Newton, que diz que corpos massivos se atraem por acao a distancia
instantanea, a relatividade geral de Einstein nos da uma descricao geométrica da gravidade, na
qual espaco e tempo se fundem em um continuo denominado espaco-tempo, que é o “pano de
fundo” para todos os eventos fisicos.

Figura 1.1: Albert Finstein.



1.1 Resumo Historico da Relatividade Geral

Apesar de ser o pano de fundo, o espacgo-tempo nao é mais um mero espectador estatico,
ele faz parte da dinamica Fisica, e tem papel fundamental na teoria da relatividade. A atracao
gravitacional agora é uma consequéncia da curvatura desse espaco-tempo. Parafraseando John
Wheeler, podemos dizer que o espago-tempo atua na matéria dizendo como ela deve se mover
e a matéria reage atuando no espago-tempo dizendo como ele deve se curvar.

A relatividade geral nos introduz as chamadas equacoes de campo de Einstein, que sao um
conjunto de equagoes diferenciais parciais nao-lineares acopladas. Elas podem ser escritas de
uma maneira sucinta (em notagao tensorial, e omitindo a constante cosmolégica A) como:

87

GHV - 7Tuy, (11)

na qual G, é o tensor de Einstein, G' é a constante gravitacional de Newton, ¢ ¢ a velocidade
da luz no vacuo e T, € o tensor de energia-momento. Basicamente, o lado esquerdo da equagao
(tensor de Einstein) estd relacionado com a curvatura do espago-tempo, enquanto o lado direito
representa o conteudo de matéria e energia do universo. Resolver essas equagoes significa
encontrar uma métrica (tensor métrico), que nada mais é do que um elemento de linha que
descreve as propriedades do espaco-tempo, como sua geometria e sua estrutura causal.

Essas equagoes sao muito complicadas, e o proprio Einstein nao acreditava que pudessem
existir solugoes exatas. Mas apenas alguns meses depois de publicada sua teoria, quando ele
trabalhava com aproximacoes para tentar simplificar as equagoes, surge a primeira solugao exata
nao-trivial, encontrada por Schwarzschild, que descreve o espaco-tempo ao redor de um objeto
massivo com simetria esférica, sem rotacao e sem carga elétrica, no vacuo.

Essa métrica de Schwarzschild, que foi como essa solugao ficou conhecida, possuia duas
singularidades (locais onde a curvatura do espago-tempo diverge, e as equagoes perdem a va-
lidade) quando foi proposta, uma em r = 0 e outra em r = R, = 2GM/c* (chamado raio de
Schwarzschild), onde r é a coordenada radial e M é a massa do objeto. Mais tarde descobriu-se
que essa segunda singularidade surgia devido a escolha das coordenadas, ou seja, quando fazemos
uma mudanca de coordenadas adequada, essa singularidade desaparece. J4 a singularidade em
r = 0 é real, e nao ha nenhuma transformacao de coordenadas que a faga desaparecer.

Para objetos astronomicos usuais, como planetas e estrelas, esse valor de R, geralmente ¢é
muito menor que o préprio raio R do objeto (por exemplo, o raio da Terra é Ry ~ 6370 km,
enquanto que o raio de Schwarzschild da Terra é R, & 9 mm), e nao precisamos nos preocupar
com ele, ja que a solugdo de Schwarzschild s6 é valida para r > R (fora do objeto). Dessa
forma, a métrica de Schwarzschild descreve bem o espago-tempo fora desses objetos (na regiao
de vacuo), desde que nao possuam rotacdo nem carga elétrica, e sejam (aproximadamente)
esféricos. Ela também pode ser usada como uma aproximacao para o campo gravitacional
gerado por objetos que possuam a rotagao bem lenta, como a Terra ou o Sol.

Suponha que agora tenhamos um objeto massivo esférico, sem rotagao, sem carga elétrica e
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no vacuo, mas cujo raio R seja menor que seu correspondente raio de Schwarzschild R. Nesse
caso temos o chamado buraco negro de Schwarzschild.

Na época essa solucao nao recebeu o devido mérito, pois muitos fisicos, inclusive Einstein,
nao acreditavam que pudesse existir tal objeto. Essa descrenga vinha do fato de que esse buraco
negro apresentava caracteristicas muito incomuns na superficie r = R,. Objetos massivos, e até
mesmo a luz, podem cruzar esse raio em dire¢ao a r = 0, mas se o fizerem nao poderao mais
voltar. Isso ocorre pois a curvatura do espaco-tempo é tao grande para r < R, que nem mesmo
a luz consegue escapar dessa regiao, ou seja, todos os objetos que cruzam esse raio caem na
singularidade r = 0. Dessa forma, seria impossivel existir um objeto estavel com raio R < R,
pois toda a matéria colapsaria na singularidade.

Essa superficie em r = R, ficou conhecida como horizonte de eventos, pois atua como
uma fronteira entre as regioes visiveis e invisiveis para um observador distante. Colocando de
outra maneira, podemos dizer que os eventos que ocorrem dentro do horizonte nao afetam um
observador que esté fora. Logo, o buraco negro de Schwarzschild é um objeto caracterizado por
sua massa M, por uma singularidade em r = 0 e por um horizonte de eventos em r = R,. A
“atracao gravitacional” sentida por um observador externo, ou seja, situado em r > R, é a
mesma que seria sentida por esse observador se, ao invés do buraco negro, tivéssemos um objeto
esférico com raio R > R, sem rotacao e sem carga elétrica, e com a mesma massa M. Veja a
figura 1.2 na préxima pagina.

O primeiro estudo sobre colapso gravitacional e possivel formagao de buracos negros foi
feito por Chandrasekhar na década de 1930. Ele calculou que estrelas com massa acima de
um determinado valor podiam nao ser estaveis, e consequentemente passariam por um colapso
gravitacional, formando um buraco negro [2,3]|. Alguns fisicos da época, como Eddington e
Landau [4], argumentaram que algum mecanismo desconhecido poderia evitar o colapso. Mais
tarde descobriu-se que estrelas de néutrons realmente violam o limite de Chandrasekhar, e
evitam o colapso gracas a propriedades quanticas (principio de exclus@o de Pauli).

Porém, no fim da década de 1930, Oppenheimer, Volkoff e Snyder mostraram que mesmo as
estrelas de néutrons, quando possuem massa acima de um determinado limite, nao conseguem
evitar o colapso gravitacional e acabam formando um buraco negro [5,6]. Oppenheimer e Snyder
calcularam também que o colapso de uma esfera homogénea de um gés ideal (sem pressao), e
mostraram que essa esfera em um determinado momento perde a comunicagao com o resto do
universo.

Apesar desses trabalhos sobre colapso gravitacional e buracos negros, o estudo desses objetos
ficou em segundo plano até o final da década de 50, quando comecou a chamada “época de ouro”
dos buraco negros. Nessa época todas as atencoes se voltaram para esses objetos, devido aos
trabalhos de Wheeler, e também devido a descoberta, na década de 1960, dos pulsares, que nada
mais sao do que estrelas de néutrons que possuem uma alta rotacao e sao fontes de radiacao.
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Figura 1.2: Cones de luz para o espago-tempo de Schwarzschild, que mostram as possiveis diregioes
que uma particula pode sequir. Note que quando ela ultrapassa o horizonte de eventos, nao pode mais
voltar. Figuras retiradas da referéncia [1].

Nesse periodo, Kerr encontrou uma familia exata de solucoes das equagoes de campo de
Einstein que descreve o espacgo-tempo ao redor de um objeto massivo no vacuo, sem carga
elétrica, mas com rotagao. Essa solucao também descreve o chamado buraco negro de Kerr,
que além da massa possui o momento angular como parametro [7].

Alguns anos depois surge a solucao exata que descreve o espago-tempo de um buraco negro
com rotagao e com carga elétrica, o chamado buraco negro de Kerr-Newman [8]. Nesse contexto
surge também o teorema “no hair”, que diz que um buraco negro estacionario possui apenas
trés parametros visiveis a observadores externos: sua massa M, seu momento angular J e sua
carga elétrica (). Dessa forma o buraco negro de Kerr-Newman ¢é a solucao assintoticamente
plana mais genérica possivel das equacgoes de Einstein, e se tivermos dois buracos negros com
os mesmos valores de M, J e (), eles sdo classicamente indistinguiveis.

Assim sendo, temos apenas quatro “tipos” de buracos negros, que podem ser classificados
da seguinte maneira:

1. Buraco negro de Schwarzschild: Possui apenas massa M.

2. Buraco negro de Kerr: Possui massa M e momento angular J.

4
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3. Buraco negro de Reissner-Nordstrom: Possui massa M e carga elétrica Q).

4. Buraco negro de Kerr-Newman: Possui massa M, momento angular J e carga elétrica Q).

Também nessa época Hawking e Penrose provam os chamados teoremas de singularidade,
que afirmam que singularidades sao inevitaveis na relatividade geral [15,16]. Como elas sao
indesejaveis, pois toda a Fisica perde a validade ao redor delas, Penrose formula a chamada
Conjectura Fraca da Censura Césmica [17], que diz que singularidades nuas (que sdo simples-
mente singularidades visiveis a observadores no infinito) nao podem surgir do colapso gravita-
cional de objetos fisicamente razodveis (existe a versao forte da conjectura, mas trabalharemos
com a fraca). Portanto, essa conjectura diz que todas as singularidades estao “escondidas”
desses observadores externos por um horizonte de eventos. Muitas evidéncias sugerem que essa
conjectura é valida, mas ainda nao existe uma prova definitiva dela. Nesse nosso trabalho
pretendemos investigar a validade dessa conjectura, por isso esse topico sera retomado mais
detalhadamente adiante.

Ainda nessa época, Bekenstein e Hawking dao inicio a chamada termodinamica de buracos
negros. Se supormos que essa conjectura € valida, e impondo algumas restrigoes sob a energia,
podemos mostrar que a area do horizonte de eventos nunca decresce com o tempo, compor-
tamento esse muito similar ao da entropia de acordo com a segunda lei da termodinamica.
Baseado nessa similaridade, Bekenstein propoe que a area do horizonte de um buraco negro é
proporcional & sua entropia [20].

Hawking mostra, usando teoria quantica de campos, que buracos negros devem emitir ra-
diagdo como um corpo negro, e que, portanto, devem possuir uma temperatura [21]. Dessa
maneira, a analogia entre as leis Fisicas dos buracos negros com as leis da termodinamica fica
completa, relacionando energia com massa, entropia com a area do horizonte de eventos, e a
temperatura com a gravidade da superficie do horizonte. A segunda lei da termodinamica de
buracos negros diz que a area do horizonte nao pode decrescer por processos classicos. Ja a
terceira lei diz que é impossivel reduzir a gravidade da superficie do horizonte a zero através de
um nimero finito de processos.

Segundo essa teoria, a entropia e temperatura de um buraco negro com massa M, momento
angular J e carga elétrica (Q podem ser escritas como [22]:

kc3 kh

SeN = G ¢ BN = o ke

nas quais k é a constante de Boltzmann, h é a constante de Planck, e A e k sdo respectivamente

(1.2)

a area do horizonte de eventos e a gravidade da superficie, dadas por:

4\ JGEME — PE]ME — GQ?

A
A= e [2GM2_Q2+2\/G2M4_J2C2_GM2Q2].

ct




1.2 Objetivos do Trabalho

Apesar de muitos trabalhos terem sido feitos nessa area e termos tido muitos avangos nas
ultimas décadas, ainda existem muitos problemas em aberto e perguntas a serem respondidas.
Nao sabemos ainda como é o processo de formacao de um buraco negro, e hé ainda muita
discussao sobre a massa que uma estrela deve ter para haver a formacao de um buraco negro
a partir de seu colapso gravitacional. Outra questao importante ainda nao respondida comple-
tamente diz respeito a validade da conjectura fraca da censura cosmica, que serd nosso foco de
trabalho. Vamos a seguir apresentar nossos objetivos.

1.2 Objetivos do Trabalho

Nosso objetivo é testar a validade da conjectura fraca da censura césmica em dois casos
distintos. Primeiro vamos usar como ponto de partida um buraco negro de Kerr-Newman, que
possui uma singularidade em r = 0 e um horizonte de eventos em r = r,, e verificar se é possivel
destruir esse seu horizonte através da absorcao de uma particula de teste.

Quando uma particula cai em dire¢ao a um buraco negro (ou seja, atravessa seu horizonte
e cai na singularidade), sua energia é adicionada a do buraco negro, aumentando a massa do
buraco negro resultante. O mesmo ocorre com o seu momento angular e com a sua carga elétrica
(lembrando que no caso do momento angular devemos fazer uma soma vetorial). Iremos analisar
se existe uma particula de teste com parametros especificos (massa m, energia F, momento
angular L e carga elétrica q) que faga com que na situagao final ndo tenhamos mais solugao real
para o horizonte de eventos 7, criando assim uma singularidade nua.

No segundo caso iremos analisar um buraco negro de Myers-Perry cinco-dimensional em
um espago-tempo assintoticamente anti-de-Sitter (AdSs). O estudo deste tipo de espago-tempo
AdS é importante, pois segundo a correspondéncia AdS/CFT (espago anti-de-Sitter/teoria de
campo conforme) é possivel descrever efeitos quanticos em n dimensoes através da anélise de
um espago-tempo AdS em n 4+ 1 dimensdes. Se pudermos mostrar que é possivel termos uma
singularidade nua nesse espago-tempo (violando assim a conjectura proposta por Penrose), entao
essa singularidade poderia ser analisada pela sua contraparte da correspondéncia AdS/CFT, o
que poderia levar a um melhor entendimento da natureza das singularidades em relatividade
geral, e contribuir de certa forma na busca por uma teoria quantica da gravidade. Esse trabalho
estd atualmente em andamento.

Recentemente essa conjectura serviu de motivacao para uma aposta entre trés notaveis fisicos
da drea: Stephen Hawking, John Preskill e Kip Thorne [23]. Na aposta, originalmente feita
em 1991, Hawking defendia que singularidades nuas nao poderiam ocorrer, enquanto Preskill e
Thorne afirmavam que poderiam. Devido a “uma questao técnica”, Hawking reconheceu que
perdeu a aposta quando Choptuik [24] mostrou ser possivel a formacao de singularidades nuas
sob condicoes iniciais nao-genéricas bem especificas. Mas como Hawking ainda acreditava que
singularidades nuas nao deveriam existir sob condig¢oes genéricas, em 1997 fizeram nova aposta,
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que dura até hoje.

Esse trabalho é baseado no artigo [25], publicado ano passado, e também no [26] a ser
publicado.

Comecaremos revisando alguns conceitos importantes que serao usados durante toda a tese,
e também o teorema de singularidade provado por Hawking e Penrose, que culminou com a
formulagao da conjectura fraca (e forte) da censura césmica. Depois faremos um resumo das
tentativas anteriores de destruir o horizonte de eventos de um buraco negro e criar assim uma
singularidade nua. A seguir iremos mostrar nossos cédlculos, e mostraremos que trabalhando
no regime de particula de teste, no qual os parametros da particula sao muito menores que os
do buraco negro, podemos destruir o horizonte de um buraco negro de Kerr-Newman quase-
extremo, criando assim uma singularidade nua, e servindo de contra-exemplo para a conjectura.

Quando trabalhamos nesse regime de particula de teste, podemos desprezar os chamados
efeitos de “backreaction”, que sao efeitos relacionados com a mudanca que a particula ird intro-
duzir no espago-tempo. O fato de jogarmos uma particula com massa, momento angular e carga
elétrica modifica o espaco-tempo, e essa mudanca deve ser levada em conta se quisermos fazer
um calculo mais preciso, pois a modificacao no espago-tempo pode acarretar em mudancas na
curvatura e na trajetoéria da particula. Porém, se os parametros da particula forem despreziveis
em relagao aos do buraco negro, entao podemos desprezar o “backreaction” (pois essas mudangas
no espago-tempo serao muito pequenas), e podemos supor que a particula se moverd em uma
geodésica do espago-tempo do buraco negro.

Apo6s isso analisaremos essa conjectura em um espaco-tempo com cinco dimensoes e assinto-
ticamente AdS. Esse trabalho ainda esta em andamento, e esta sendo realizado em colaboracao
com pesquisadores do Instituto Superior Técnico (IST) de Lisboa, Portugal.



Capitulo 2

Consideracoes Iniciais

Vamos aqui apresentar as bases tedricas que serao usadas durante os capitulos posteriores,
comecando com um resumo da teoria da relatividade geral. Para isso, iremos introduzir as
unidades geométricas, nas quais ¢ = G = 1, pois simplificam as expressoes. Dessa forma,
se quisermos recuperar os s e G's, basta fazermos M — GM/c%, t — ct, Q* — GQ?*/c* e
J — GJ/c3. Usaremos essas unidades daqui em diante ao longo de toda a tese, a nao ser
quando explicitamente dito o contrario.

2.1 Fundamentos da Relatividade Geral

A teoria da Relatividade Geral (RG) é a teoria de gravitacdo com maior sucesso experi-
mental, e como dito anteriormente, ela nos diz que a gravidade surge como consequéncia da
curvatura do espaco-tempo. Para entendermos formalmente a teoria, precisamos de algumas
definigbes preliminares. Seguindo as referéncias [27-30], vamos listar aqui os principais conceitos
de geometria e Fisica necessarios para a construcao da teoria.

2.1.1 Variedades, vetores e tensores

Para definirmos o que é o espago-tempo propriamente dito, precisamos de alguns conceitos
topologicos e geométricos antes. Vamos comegar definindo uma variedade, que é uma estrutura
de grande importancia na teoria da relatividade geral. Essencialmente uma variedade pode
ser pensada como um espago possivelmente curvo, mas que em pequenas regides (infinitesi-
mais) parece um espago plano. Essa estrutura nao faz distingao entre diferentes sistemas de
coordenadas, e pode ser formalmente definida como:

Defini¢ao 1. Uma variedade M real, C* (infinitamente diferencidvel com derivadas continu-



2.1 Fundamentos da Relatividade Geral

as), n-dimensional € definida como um conjunto, juntamente com uma colegao de sub-conjuntos
{O0,}, tal que:

(i) cada ponto p € M pertence a pelo menos um O, de forma que a cole¢ao {O,} cobre toda
a variedade,

(ii) para cada o existe um mapa bijetor v, : Of — Uy, no qual U, C R™,

(iii) se O,NOg # 0, entao o mapa Ygorh, ' que leva pontos contidos em 1, [OnNOp| C U, C R™
para pontos em Y3[Oy N Og] C Ug C R™ € infinitamente diferencidvel.

Considerando a estrutura de uma variedade, podemos definir alguns objetos geométricos de
maneira natural. Vamos comecar com vetores tangentes.

Definigao 2. Um vetor tangente v em um ponto p € M € um mapa entre % - que representa
a colecao das funcoes C™ de M para R - e os reais R, de forma que esse mapa v : F — R
tenha as sequintes propriedades:

(i) Seja linear, ou seja, v(af + bg) = av(f) + bv(g) para todo f,g € F e a,b e R,

(i1) Obedeca a regra de Leibnitz: v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f).

O conjunto de todos os vetores tangentes em p € M forma o espaco tangente V,,, que ¢ um
espaco vetorial com dimensao igual a da variedade, ou seja, dim V,, = n. Podemos construir
uma base para V), considerando um mapa ¢ : O — U C R" com o ponto p € O C M. Dessa
forma podemos definir os vetores

Xu(f) = 0u(f o™ 4 - (2.1)

nos quais f € .#, e u=0,1,...,n — 1. Esses vetores funcionam como base do espaco veto-
rial, e sao chamados de base coordenada. Essa base é importante na teoria, e é escrita como
{0/0z"} = {0, }. Assim sendo, podemos escrever um vetor tangente arbitrario como v = v*0,,.
Se tivéssemos escolhido um diferente mapa ¢/, terfamos obtido bases diferentes { X/} (seguindo
a notagao da referéncia [29], que coloca a “linha” no indice, e ndo no objeto, pois esse ltimo
¢ invariante). A relagdo entre as componentes de um vetor v nas duas bases pode ser escrita
como (usando a convengao da soma, que serd sempre considerada daqui para frente, a nao ser
quando explicitamente dito o contrério.):

W
’U'U‘l _ 'U'u 8x
)
ozt

(2.2)

/ 7’ . —
na qual x# representa a j/-ésima componente do mapa v’ o 71,
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Definicao 3. Uma curva A em M é um mapa C* de um intervalo da linha real para M,
AR — M.

Podemos pensar um vetor v € V,, como uma “seta” em apontando na direcao da curva A
p )
com vetor tangente v em p.

Definicao 4. Um covetor w em p € M é uma fungao linear no espago vetorial V,,, w : V, = R.

Dessa forma, podemos definir o espago cotangente V, como o conjunto de todos os covetores

w em p. Definindo adi¢ao e multiplicagao por escalar, V' fica com estrutura de espago vetorial,

cuja dimensdo ¢ igual a de V,, ou seja, dim V,, = dim V) = n, e a base {w?} de V¥ pode ser

calculada a partir da base {v,} de V}, de acordo com a seguinte regra: w’ leva qualquer vetor

v ao ntiimero v’, que nada mais é do que a i-ésima componente de v com relagao a base {v,}.
Portanto, temos a seguinte relacao:

wh(v,) = o0*,. (2.3)

Cada fungao f em M define um covetor df em p de forma que sua a¢do em um vetor d/dn
¢ a derivada direcional da funcao, dada por

d\ df
i (5) =y

Do mesmo modo que derivadas parciais ao longo dos eixos coordenados nos fornece uma

base natural para o espago tangente V,, o gradiente das fungoes coordenadas x* nos fornece

uma base natural para o espaco cotangente V. Assim, se (2°,...,2"1)

n—l)

sao as coordenadas
locais, entao o conjunto de diferenciais (dz°, dzt, ..., dx em p forma a base de covetores que

é dual & base coordenada {0/0z"} de vetores tangentes em p, tal que

_ Ox# g

"
dx (a'/) - axl, v
como esperado. Dessa maneira qualquer covetor pode ser escrito como w = w,dz", e a lei de
~ / . .
transformacao de coordenadas fica w, = w,(dx*/dx*). Com os conceitos acima de V,, e de V*
s 12 12 P D
podemos definir tensores.

Definigao 5. O espago dos tensores de posto (k,l) em p € M pode ser definido como o conjunto
de mapas multilineares (linear em cada argumento)

k l
AN A

T:T/*x...ijprx...xVZ\)%R. (2.4)

p

Note que, dados k covetores e [ vetores, T nos retorna um nimero. Dessa forma um tensor
de posto (0,0) é um escalar, um tensor de posto (0,1) é justamente um covetor, enquanto que

10
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um tensor de posto (1,0) é um vetor. Definindo adi¢do e multiplicagao por escalar, a cole¢ao
T (k,1) de todos os tensores de posto (k,l) possui estrutura de espago vetorial com dimensao
n**. Podemos definir duas operacoes importantes em tensores, a contracao e o produto externo.

Utilizando as bases {v,} de V, e {w”} de V¥, podemos definir a contragio de indices em
tensores, que nada mais é que um mapa entre 7 (k,l) e T(k — 1,1 — 1), através da soma

ZT(...,w“,...;...,v”,...).

I

A contracao de um tensor de posto (1,1) é chamado de trago do tensor. Ja o produto
externo ¢é usado para construir um tensor a partir de (pelo menos) outros dois. Dado um tensor
T de posto (k,l) e um tensor S de posto (m,n), podemos formar um novo tensor de posto
(k + m,l 4+ n) conhecido como produto externo de T e S, e escrito como T'® S, do seguinte
modo:

T S(wh,. .. wh+m o )

= T(w(l), Cw® W DY s St k) D ,U(H”)). (2.5)

Lembrando que w® (v() sdo diferentes covetores (vetores), e nio diferentes coordenadas
de um mesmo covetor (vetor). Se {v,} é uma base de V}, e {w”} sua base dual, entdao os n**!
tensores do tipo {v,, ® ... ® v, @ W' ® ... ® W} gera uma base para T (k,l). Dessa forma

podemos escrever um tensor arbitrario de posto (k,[) como

— M1k 12
T=T ooV ® . QW (2.6)
Enquanto que, sob uma transformagcao de coordenadas, suas componentes mudam de acordo
com a seguinte relagao:
ozt Ozt Jxt Qv "

’ ’
TM1-~-Nk —_ L o THLPk . 2.7
I/{...I/l/ axul 8.%,/% axyi 8$V{ Vi...l] ( )

Um tensor muito importante na teoria da relatividade geral é o tensor métrico g.

Definigao 6. A métrica é tensor simétrico, ndo-degenerado de posto (0,2). Utilizando a base
coordenada, podemos escrevé-la como:

g = gul/dmu ® dx”. (28)

Na qual g, sao as componentes da métrica em relacao a essa base. Este tensor métrico esta
relacionada com distancias infinitesimais ao quadrado, e por isso pode ser escrito como ds?, e
tratado como um elemento de linha. Nesse caso escrevemos simplesmente

ds® = g, dxtdx”.

11



2.1 Fundamentos da Relatividade Geral

Ao longo desse trabalho, sempre definiremos o espago-tempo em que iremos trabalhar através
de sua métrica ds?. Esse tensor é usado também para “elevar” e “abaixar” indices de tensores,
e seu inverso pode ser escrito como:

gl“’gyg = g)\agA'u = (Slﬁa.

Como consequéncia da definicao, para qualquer ponto p € M podemos sempre achar uma
base ortonormal (v,) de V, que diagonaliza g, deixando apenas (+1)’s e (—1)’s na diagonal. O
numero de sinais + e — encontrados ¢ chamado de assinatura da métrica. Na relatividade geral
estamos interessados em métricas com assinatura Lorentziana, ou seja, que possuem apenas um
sinal — e todos os outros +, e utilizando essa assinatura podemos classificar os vetores tangentes
em trés categorias.

Definicao 7. Dado um vetor v*, ele serd

e Do tipo tempo se gguvv® < 0,
e Do tipo espaco se gapv®v® > 0,

e Do tipo luz (nulo) se gapv®v® = 0.

Essa definicao também ¢ utilizada para classificar a curva a qual o vetor v® é tangente. Dessa
forma, o par (M, g) - com M sendo uma variedade diferencidvel real, suave e n-dimensional, e
g uma métrica Lorentziana - é denominado de espago-tempo. Porém, mesmo com todas essas
definicoes feitas até agora, ainda nao somos capazes de definir curvatura formalmente.

2.1.2 Curvatura e as equacoes de Einstein

Intuitivamente, nossa no¢ao de curvatura esta atrelada as superficies bidimensionais que
estao “mergulhadas” no espaco Euclidiano tridimensional, mas agora estamos interessados em
definir a curvatura do proprio espago-tempo, que a principio nao estd “mergulhado” em um
espaco com dimensao superior. Portanto, precisamos definir curvatura de modo intrinseco, sem
recorrer a dimensoes superiores.

Uma maneira de caracterizarmos intrinsecamente uma superficie como plana ou curva pode
ser definida a partir do conceito de transporte paralelo. Se transportarmos um vetor para-
lelamente ao longo de uma curva fechada, e no final obtermos o mesmo vetor inicial, entao
classificamos a superficie como plana, ja se o vetor mudar, dizemos que a superficie é curva. Mas
para isso precisamos primeiro definir formalmente o transporte paralelo, pois dados dois pontos
distintos p,q € M, os espacos tangentes correspondentes V), e V, formam diferentes espacos
vetoriais, e nao podemos comparar vetores em diferentes espacos. Como o transporte paralelo
estd relacionado com a derivada de campos vetoriais, vamos definir derivadas no espago-tempo.

12



2.1 Fundamentos da Relatividade Geral

Definicao 8. Em uma variedade M, o operador derivada, também chamado de derivada co-
variante, € representado por V, e € definido como um mapa entre um campo tensorial suave de
posto (k,1), T(k,l), e um campo tensorial suave de posto (k, 1+ 1), T (k,l+ 1), que

(i) E linear: V(T +8) = VT + VS,

(ii) Obedece a regra de Leibnitz: V(T @ S) = (VT)®@ S+ T ® (VS),

A

(i) Comuta com contragoes: V,(T%,) = (VT),

(iv) E consistente com a nocao de vetores tangentes como derivadas direcionais, tal que para
feF evt eV, temosv(f)=v"V,f, e

(v) Possui tor¢ao nula, ou seja, para todo f € &, temos V,V,f =V, V,f.

Apesar dessa derivada covariante apresentar varias propriedades, ainda existem muitas
maneiras de se definir como esse operador atua em tensores. Vamos considerar dois operadores
distintos V,, e V. Pode-se mostrar que a diferenca entre eles é completamente caracterizada

por um tensor de posto (1,2), dado por S)‘W. O caso mais interessante surge quando temos

A
uvo

ou conexdo. A derivada de um vetor e de um covetor podem entao ser escritas como:

V, = 0,. Nesse caso especifico S )\m/ é escrito como I}, e recebe 0 nome de simbolo de Christoffel

V0" =90 + I 0,
" g #A (2.9)

_ A
V,wy, = 0w, — Fww,\.

Dada uma métrica, podemos definir unicamente o operador derivada V através da chamada
compatibilidade, impondo que V ,g,,, = 0. Com isso obtemos a seguinte equagao para a conexao:

g 1 ag
D =39 P(0uGvp + OvGpu — OpGyuw)- (2.10)

Portanto, a partir de uma métrica pré-definida, a derivada covariante é dada pela equacao
(2.9) (que pode facilmente ser generalizada para tensores de ordem superior), juntamente com
a conexao dada pela equagao (2.10) acima. Com a definigao do operador derivada, podemos
definir formalmente transporte paralelo.

Defini¢ao 9. Dada uma curva x*(X), dizemos que um tensor T de posto (k,l) foi paralelamente
transportado ao longo dessa curva se a sequinte equacao for satisfeita:

d o
dx)\ VUTMI.”#ICVL..VL = O (211>

Assim, dado um vetor em um ponto especifico da curva, existe uma unica “continuac¢ao”
desse vetor para outros pontos da curva, de forma que essa continuacao satisfaca a equacao

13
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acima. Logo, podemos usar essa unicidade para identificar os espacos tangentes V), e V, em
pontos distintos p e ¢, dado um operador derivada e uma curva conectando esses dois pontos.
Vamos agora definir uma geodésica, que pode ser pensada como uma generalizacdo da nogao
de “linha reta” em espagos-tempo curvos.

Definicao 10. Uma geodésica é uma curva ao longo da qual seu vetor tangente € paralelamente
transportado. Como o vetor tangente a curva x*(\) € dz# /d\, usando a equagdo (2.11) obtemos:

d? dx? dz°
R
d)\2 PTdN d)

(2.12)

na qual A é chamado de parametro afim, e escrito como A = ar + b, onde a, b sdo constantes
e 7 é o tempo proprio. Com essas defini¢oes acima de transporte paralelo e conexao, sabemos
como transportar paralelamente um vetor de V,, para V,, mas em geral o vetor que obtemos
em V, depende da curva que escolhemos para fazer esse transporte. Vamos usar esse fato para
definirmos a curvatura de um espago-tempo.

Quando transportamos paralelamente um vetor v* por uma curva fechada (que comega
e termina em um mesmo ponto) infinitesimal -, obtemos o vetor v"*. Se escolhermos uma
curva diferente 7/, entdo obteremos um terceiro vetor diferente de v e v'. Essa diferenca esta
relacionada com o fato de que, em geral, derivadas covariantes (que sdo usadas no transporte
paralelo) nao comutam. O tensor de curvatura de Riemann esta relacionado com essa diferenga,
e pode ser escrito como:

R, =00, —0,I0, + 0T, —T0.T%,. (2.13)

O tensor R?, , acima s6 possui todas as componentes iguais a zero se e somente se o espaco-
tempo é plano, o que é esperado, ja que ele esta relacionado com a curvatura. Existem duas
contragoes desse tensor que sao muito tteis: O tensor de Ricci e o escalar de curvatura:

. . 7 . >\
e O tensor de Ricci ¢ dado por R, = R",,,
e O escalar de curvatura (ou de Ricci) é o traco do tensor de Ricci, dado por R = R}, =

gaﬁRaf;.

Além dessas contragoes, o tensor de Riemann possui algumas propriedades interessantes.

Seja Roouw = gpa R, temos:

1) RPUW’ = _Rcrpuw 3) Rpcwz/ = _R/wr)m

2) Ry = —Rpoup, 4) Ryjop) = 0.

14



2.2 Perturbagoes lineares em buracos negros, espacos-tempo anti-de-Sitter e correspondéncia AdS/CFT

Por fim, esse tensor também obedece a identidade de Bianchi, que pode ser escrita como:

V[ARpcr],uz/ =0. (214)

Com esse tensor podemos definir o chamado tensor de Einstein:

1
G = Ry — 5 Ry (2.15)

Usando as propriedades acima do tensor de Riemann, pode-se mostrar que o tensor de
Einstein deve obedecer a seguinte relacao: V*G,, = 0.

Dessa forma, podemos escrever a equacao de Einstein para a relatividade geral como:

1
G =R — §ng, = 81T, (2.16)

na qual 7}, ¢ o tensor de energia-momento, e estd relacionado com o contetido de matéria e
energia presente no espaco-tempo. Ja o lado esquerdo da equacao depende do tensor Ricci R, ,
que é uma contragao do tensor de Riemann R’ . que por sua vez depende da conexao I,
e de sua derivada conforme equacao (2.13), que por sua vez depende da métrica g,, e de sua
derivada conforme equagao (2.10).

Portanto, a equacao de Einstein relaciona o tensor G,,,, simétrico e conservado de posto

ma
(0,2), que é construido a partir da métrica e de suas primeira e segunda derivadas, com o
tensor T}, também simétrico e conservado, que ¢ construido a partir da distribuicao de energia
e momento do universo. Assim, dado 7),,, podemos descobrir qual a curvatura do espaco-tempo,
e consequentemente sua métrica g,,,. A constante de proporcionalidade 87 ¢ escolhida de forma

a recuperar a teoria de Newton no limite de campo fraco.

2.2 Perturbacoes lineares em buracos negros, espacos-
tempo anti-de-Sitter e correspondéncia AdS/CFT

Como visto acima, a equacao de Einstein (2.16) representa na verdade um conjunto de
equagoes diferenciais parciais nao-lineares acopladas, de modo que esse sistema ¢ muito dificil
de ser resolvido analiticamente. De fato, a maioria das solucoes exatas conhecidas fizeram
uso de simetrias e hipéteses acerca da distribuicao de matéria no universo para simplificar as
equacoes.

Um procedimento muito usado quando queremos obter alguma informacgao de uma con-
figuracao que nao apresenta solucao exata é a linearizagao em torno de uma solugao conhecida.
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2.2 Perturbagoes lineares em buracos negros, espacos-tempo anti-de-Sitter e correspondéncia AdS/CFT

Um exemplo de quando esse mecanismo € aplicado é quando consideramos a interagao gravita-
cional entre dois objetos, tal que a massa e energia de um deles é muito menor que do outro.
Dizemos que o primeiro é uma particula de teste e o segundo um objeto central. Podemos
considerar essa situagao como uma “perturbagao” do caso exato em que temos apenas o objeto
central.

Logo, dada uma métrica de fundo g,, conhecida (que é solucao da equacdo de Einstein),
podemos escrever uma pequena mudanga no sistema como uma perturbagao h,,,. Assim obtemos
uma nova métrica perturbada g,,, que pode ser escrita como:

g/.u/ = Guv + h,u,u' (217)

Para que essa abordagem seja vélida, temos que ter |h,,| < g, com:

[Pyl = sup Y By (@) 2.
1%

Assim sendo, podemos calcular, pelo menos em primeira ordem, as mudangas que sao intro-
duzidas pela particula de teste, lembrando que dentro desse aproximacao consideramos que a
particula de teste segue uma geodésica do espago-tempo de fundo (gerado pelo objeto central).
Usaremos esse conceito ao longo dessa tese, em especial no capitulo 5.

Nesse mesmo capitulo trabalharemos com um espago-tempo assintoticamente anti-de-Sitter
(AdS), vamos entdo aqui apresentar a defini¢ao desse conceito. Os chamados espagos de de-
Sitter (de-Sitter, representado por dS; e anti-de-Sitter, representado por AdS) sao, juntamente
com os de Minkowski, os mais simétricos entre as solugoes da equacao de Einstein no vacuo,
com a diferenca que para os espacos de-Sitter adicionamos a constante cosmoldgica A, de modo
que a equacao de Einstein passa a ser escrita como:

1
R, — §Rg,w + Ag = 0. (2.18)

Se a constante cosmolégica adicionada for positiva, obtemos os espacos de-Sitter, e se for
negativa obtemos os espacos anti-de-Sitter. Os espagos-tempo anti-de-Sitter sao conhecido
principalmente pelo papel desempenhado na correspondéncia AdS/CFT.

Podemos dizer que essa dualidade é uma realizacao do chamado principio hologrdfico, que
diz que o ntimero de graus de liberdade locais em um sistema fisico estd relacionado com a area
da superficie que engloba esse sistema, e ndao com o volume do sistema. Assim, dizemos que
dentro da correspondéncia AdS/CFT, sistemas fortemente acoplados podem ser holografica-
mente relacionados com gravidade cléssica a pequenas curvaturas, o que é computacionalmente
muito mais favoravel.

Portanto, a importancia de se estudar essa correspondéncia AdS/CFT estd no fato de que,
além de permitir uma simplificagao nos cdlculos em determinadas circunstancias, ela oferece
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uma perspectiva de testes experimentais em laboratorio de teorias gravitacionais através de
seus duais em matéria condensada.

Nao é nosso objetivo aqui estudar a fundo essa correspondéncia, mas sim analisar um espago-
tempo AdS5 usando a teoria classica da relatividade geral, de forma a obter mais informacgoes
sobre a conjectura da censura césmica, sobre singularidades nuas e sobre colisoes de buracos ne-
gros, informacoes essas que poderiam vir a ser tteis no contexto da correspondéncia AdS/CFT,
na caracterizagao das singularidades e na busca por uma teoria quantica da gravitacao.

2.3 Singularidades e a conjectura da censura césmica

Anteriormente falamos que os buracos negros sao caracterizados por uma singularidade que
esta “escondida” pelo horizonte de eventos. A teoria da relatividade geral nao consegue explicar
fenomenos nas vizinhancas de uma singularidade, ou seja, ela perde a validade nessa regiao, visto
que a singularidade é uma regiao na qual a curvatura do espago-tempo diverge. Dessa forma,
podemos dizer que a presenca do horizonte “escondendo” a singularidade de um observador que
estd fora possui um papel importante, pois tal observador nao precisa se preocupar com eventos
que ocorrem perto da singularidade.

Porém, esses conceitos nao foram muito bem detalhados. Vamos aqui entao tratar um pouco
melhor desse assunto. Em especial, vamos apresentar o teorema provado por Hawking e Penrose
sobre a existéncia de singularidades, que mostra que nao podemos evitar o aparecimento desses
pontos singulares dentro da teoria da relatividade geral, mesmo para condigoes iniciais razoaveis.
Logo apds iremos enunciar as duas versoes da conjectura da censura cdsmica (a fraca e a forte),
lembrando que ao longo da tese trabalharemos com a versao fraca.

Existem vdrios teoremas sobre a existéncia de singularidades [9-15], mas vamos nos focar
no teorema do artigo [15], que de certa forma engloba os teoremas anteriores. De acordo com
esse trabalho, temos que:

Definicao 11. Nenhum espaco-tempo M pode satisfazer todos os trés requerimentos a sequir
simultaneamente:

(1) M nao contém curvas do tipo-tempo fechadas,
(2) Toda geodésica causal inextensivel em M contém um par de pontos conjugados,

(3) Exite um future- (ou past-) trapped set (conjunto aprisionado ao futuro ou ao passado)
SC M.

Vamos fazer alguns comentérios em rela¢do ao teorema anterior. O item (1) trata sobre a
existéncia de curvas do tipo-tempo fechadas. Esse tipo de curva nos leva a grandes dificuldades
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2.3 Singularidades e a conjectura da censura césmica

interpretativas, pois significa que algo ou alguém poderia viajar para seu proprio passado, apre-
sentando assim problemas de causalidade. Um espaco-tempo fisicamente razoavel nao apresenta
tais curvas.

Ja em relacao ao item (2), temos que dois pontos p,q € M sao considerados conjugados em
uma geodésica causal (do tipo-tempo ou nula) v se uma “geodésica vizinha” & ~ cruzar com
v em p e q. Essa condi¢ao é consequéncia de trés requerimentos: (i) completeza de geodésicas
causais, (ii) condigao de energia e (iii) hipétese de generalidade.

O requerimento (i) diz que toda geodésica do tipo-tempo ou nula pode ser estendida para
valores arbitrariamente grandes de seu parametro afim, tanto para o futuro quanto para o
passado. J& o requerimento (ii) diz respeito a condigao de energia. Para geodésicas do tipo-
tempo, temos a seguinte condicao:

1
V t € V, (do tipo-tempo), entdo R,st*t" >0 e T,st*t" > 5T tat”,

chamada de condi¢ao de energia forte, que é véalida para uma constante cosmolégica A < 0. Se
p denota a densidade de energia, e pi, ps € p3 as pressoes principais, entao a relacao acima pode
ser escrita como:

p+Y pi>0,

na qual ¢ = 1,2, 3. Ja para geodésicas nulas, a condigao de energia fraca é suficiente, e pode ser
escrita como:
Se 1°l, = 0 (vetor nulo), entdo Rasl®l° > 0.

A relacao acima diz que a densidade de energia medida por qualquer observador sera sempre
nao-negativa. Ja o requerimento (iii) diz respeito a condigao de generalidade, que diz que toda
geodésica causal v contém algum ponto no qual:

Ko Rapoipkol kK # 0, (2.19)

na qual k* é o vetor tangente a geodésica. Logo, é possivel mostrar que os requerimentos (i),
(ii) e (iii) implicam na existéncia de um par de pontos conjugados.

Finalmente, o item (3) trata sobre existéncia de trapped sets (conjuntos aprisionados). Um
exemplo de future-trapped set é a chamada closed trapped surface (superficie fechada aprisio-
nada), definida como uma superficie bidimensional do tipo-espago S com a propriedade de que
ambos os sistemas de geodésicas nulas que interceptam S ortogonalmente convergem em S
quando nos dirigimos ao futuro.
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Em outros termos, podemos considerar uma esfera 7 que envolve um corpo. Em algum
instante suponha que essa esfera emita luz. Apds um tempo, a frente de onda da luz que foi
dirigida para dentro da esfera ird definir a esfera 77, e a que foi dirigida para fora a esfera 7.
Em uma situacao normal a area de 7; seria menor que a de 7T, que por sua vez seria menor
que a de T5. Porém, se uma grande quantidade de matéria estiver contida dentro da esfera 7T,
entao as areas de 77 e Ty serao ambas menores que a area de 7. Nesse caso, dizemos que T é
uma superficie fechada aprisionada.

Dessa forma, Hawking e Penrose provaram que nao existe nenhum espago-tempo que sa-
tisfaca as condigoes (1), (2) e (3) simultaneamente. Por fim, temos o seguinte coroldrio, que
resume as principais aplicacoes do teorema:

Defini¢ao 12. Um espago-tempo M ndo pode satisfazer a completeza geodésica causal (causal
geodesic completeness) se, juntamente com a equagoes de Einstein, as quatro sequintes condigoes
forem satisfeitas:

(1) M ndao contém curvas do tipo-tempo fechadas,
(2) A condicao de energia forte € satisfeita em todos os pontos,

(8) A condicdo de generalidade é satisfeita para todas as geodésicas causais,
(4) M contém:

(1) uma trapped surface (superficie aprisionada), ou

(11) um ponto p no qual a convergéncia de todas as geodésicas nulas que passam por p
muda de sinal em algum lugar no passado de p, ou

(111) uma superficie do tipo-espago compacta.

Portanto, vimos que singularidades podem existir na teoria de relatividade geral, mesmo
para espacos-tempo fisicamente razoaveis. Porém, o teorema acima nao diz nada sobre a sin-
gularidade ser visivel (nua) ou nado. De fato, muito pouco se sabe sobre a natureza dessas
singularidades. Foi nesse contexto que Penrose introduziu as chamadas conjecturas fraca e
forte da censura cosmica

A Congectura Fraca da Censura Césmica [17-19] diz que singularidades produzidas a partir
do colapso gravitacional de matéria fisicamente razoavel estao sempre envolvidas por um ho-
rizonte de eventos de um buraco negro, de forma a nao serem detectadas por um observador
exterior. Desde sua proposta, muitos trabalhos foram realizados tentando ou provar a conjectura
ou achar um contra-exemplo [25,26,31,32,34-36,38-50]. Ao longo dessa tese analisaremos com
mais detalhes alguns desses trabalhos citados que tentam violé-la, e no final colocaremos nossa
contribuicao para o tema.
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2.3 Singularidades e a conjectura da censura césmica

Apesar de nao termos uma prova formal, existem algumas evidéncias em favor dessa conjec-
tura. Sabemos que o colapso gravitacional esfericamente simétrico de um corpo fluido sempre
produz um buraco negro como estado final. Além disso, sabemos que buracos negros sao estaveis
sob perturbacoes lineares.

Por fim, a prépria consisténcia interna da teoria de buracos negros representa uma forte
evidéncia em favor da conjectura, ja que muitos resultados dentro dessa teoria assumem ex-
plicitamente a validade dessa conjectura. De acordo com essa teoria, a entropia de um buraco
negro esta relacionada com a drea do horizonte de acordo com a equacao (1.2).

Dessa forma, a segunda lei da termodinamica de buracos negros diz que a area do horizonte
nao pode decrescer por processos classicos. Ja a terceira lei diz que é impossivel reduzir a gravi-
dade da superficie do horizonte a zero através de um nimero finito de processos (a gravidade da
superficie estd relacionada ao conceito de temperatura). Note que se destruirmos o horizonte
de eventos, poderemos invalidar esses resultados, e talvez precisemos de uma nova perspectiva
no estudo da termodinamica de buracos negros.

Ja a Conjectura Forte da Censura Cdsmica [18,19] também foi proposta por Penrose, e
apesar de estar relacionada com a versao fraca, elas sdo independentes. A versao forte diz que
a teoria da relatividade é uma teoria deterministica, de modo que o destino classico de todos os
observadores possa ser predito a partir das condicoes iniciais. De outro modo, essa versao diz
que todos os espacgos-tempo fisicamente aceitaveis sao globalmente hiperbdlicos, de forma que
nenhuma singularidade (ndo sé as resultantes do colapso gravitacional de um corpo isolado)
possa ser visivel (a nao ser pelo Big Bang).

Daqui em diante quando nos referirmos a conjectura da censura césmica estaremos nos
referindo a sua versao fraca.

Tendo introduzido esses conceitos, vamos agora analisar as tentativas anteriores de se violar
essa conjectura, trabalhos esses que serviram de base e motivagao para nossa pesquisa.
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Capitulo 3

Motivacao e trabalhos anteriores

Como dito anteriormente, o buraco negro mais genérico (assintoticamente plano) é o de
Kerr-Newman, com massa M, momento angular J e carga elétrica ). O raio do horizonte de
eventos desse buraco negro pode ser escrito como (recuperando os s e G's):

GM
ry =

1
+ 0—2\/G2M2 —~ GQ? — a2c?, (3.1)

c2

na qual a = J/M. Essa expressao é genérica e vale para os outros buracos negros (que sao casos
particulares desse), bastando ajustar os parametros. Note que para termos uma solucdo real,
precisamos satisfazer a seguinte relagao:

Caso contrario a raiz seria imaginaria, e se esse for o caso, existe a possibilidade de termos
um espaco-tempo sem o horizonte de eventos. Dessa maneira, teriamos uma singularidade nua,
o que é proibido pela censura césmica. A expressao acima escrita em unidades geométricas fica:

M? > a® + Q. (3:3)

Como visto acima, singularidades sao inevitaveis e indesejaveis na teoria da relatividade
geral. Especula-se que uma teoria quantica da gravitagao poderia resolver esse problema da
validade ou nao da censura cosmica, mas esta é ainda uma das muitas questoes em aberto na
Fisica.

Neste capitulo faremos um resumo dos principais resultados sobre a violagao da conjectura
da censura césmica em buracos negros. Vamos iniciar analisando os casos classicos, e depois
vamos ver os semicldssicos (que fazem uso de teorias de campo).
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3.1 Analises Classicas

Vamos aqui fazer um breve resumo das tentativas classicas de se destruir o horizonte de
eventos de um buraco negro, criando assim uma singularidade nua. Comecaremos pela analise

de Wald [31].

3.1.1 Analise de Wald

Wald foi um dos primeiros a investigar se era possivel destruir o horizonte de eventos de um
buraco negro. A ideia principal que Wald usou foi a seguinte: Ele considerou inicialmente um
buraco negro de Kerr-Newman extremo (com carga ), momento angular J = aM e massa M
tal que M? = a® +Q?), e jogou em diregao & esse buraco negro uma particula de teste de massa
m e carga ¢q. Sabemos que o raio do horizonte de eventos de um buraco negro de Kerr-Newman
¢ dado por:

ry =M+ +/M?—Q?—a’ (3.4)

Se a situacao final possuir M? < a?+Q?, entao r nao terd solucao real, o que pode sobrerro-
tacionar (possuir momento angular acima do limite extremo) e/ou sobrecarregar (possuir carga
elétrica acima do limite extremo) o buraco negro, de forma a fazer com que seu horizonte seja
destruido e tenhamos uma singularidade nua. A equagao do movimento para uma particula
com massa m e carga elétrica ¢ nessa geometria de Kerr-Newman ¢ dada por:

d?zH dx? dx’ q dx
=IH — = =2 3.5
ds? PP ds ds m ds’ (3:5)
e sua Lagrangeana ¢é dada por:
1 dx* dx¥ dz,,
L== ,— ,— 3.6
2mgu ds ds ta ds (3:6)
Dessa forma, as constantes de movimento sao:
oL dz
-2 =4 gA 3.7
Dt By MGt~ +qA, (3.7)
oL dx
= = — 4 gAy,. 3.8
Po =55 = Mo g +q4 (3.8)
Calculando essas constantes no infinito, obtemos p; = —E e py = L, ou seja, recuperamos

a energia e o momento angular da particula ao longo do eixo de simetria no infinito (com respeito
ao buraco negro). Usando agora o fato de que a particula descreve uma trajetéria do tipo tempo,
temos a seguinte normalizacao para a quadri-velocidade:

1
Wy = g (b~ ) (s — gA) = -1, (39
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na qual usamos g,,dz*/ds = (p, — qA,)/m. Os termos nao nulos obtidos da expansao acima

Sao:

9" (~Ew — qA)* + 29" (—Ewo — qAr) (ps — qAs) + 9% (06 — qAs)> + g2 + ¢p3 + m> = 0. (3.10)

Vamos agora resolver essa equacao para F:

1
Es = —qAi + e {g”’ (Pp — qAy) £ \/[(gt"b)2 - g”gd)ﬂ (o — qAg)? — gt (97" p2 + g%%p3 + m2)} . (311)

Como a equacgao era quadratica, obtivemos duas solucoes, mas optamos pela solu¢ao com
sinal negativo, para garantir que dt/ds seja positivo para todos os movimentos do tipo tempo
dirigidos para o futuro na regiao fora do horizonte (r > r;). Como o determinante dessa
equagao era positivo, a energia é limitada por baixo. Usando o fato de que o termo dentro da
raiz quadrada ¢ nulo no horizonte, obtemos a seguinte relacao:

1
Fy > —qA + o (9") (ps — qAp) - (3.12)

Para substituirmos os valores de g% e ¢*?, precisamos da inversa da métrica que descreve o
espago-tempo ao redor do buraco negro de Kerr-Newman. O elemento de linha dessa métrica
expresso nas coordenadas (t,r,6, ¢) é dado por:

A
ds? = Gudatdz” = (dt — asin® 0d¢)2 +

P
: 28 d 2
+sm2 ladt — (1* + a®) dqﬁf + p? (% + d92) : (3.13)
p

na qual p? = r2 +a’?cos’0 e A = r? — 2Mr + a® + Q%. Escrevendo a métrica acima na forma

matricial, obtemos:

i a’sin’f — A asin? 0 [A — a® — r?] ]

0 0
72 : 2
0 o 0
Guv = 9
0 0 p 0
asin?f[A — a2 — 7] sin? 0 [(a2 +72)* — a2Asin? 6
i 2 0 0 72

Para acharmos a inversa da métrica (¢"”), vamos inverter a matriz acima. Fazendo isso
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obtemos: ) ) .
a?Asin?0 — (a* +r?) a(A—a?*—1r?)
2 0 0 2
JZA A JZA
0 — 0 0
gw/ — Y

1

0 0 = 0
p

a(A—a*—1r?) 0 0 A — a?sin*6
i PPA p*Asin’ 0
Portanto, da matriz acima vemos que
g a(A—a*—1?)

g a2Asin?6 — (a® +r2)*

Vamos agora encontrar os valores de A; e de A,. Para tal, precisamos do vetor potencial
que descreve o campo eletromagnético do buraco negro. Sabemos que esse potencial pode ser

Qr
ra

escrito como:

A=~ (dt — asin®0do) . (3.14)

Dessa forma, obtemos facilmente os coeficientes:

. 2 0
4= ; A, = @rosinf,
P P
Substituindo esses coeficientes na equagao (3.12) obtemos:
A — 2 .2 102 0
B> Q%T+ a{ 2 a? —r?) i (LOO—W) (3.15)
p [a2Asin® 6 — (a® + 12)7] p

Como dito anteriormente, estamos interessados no caso em que o buraco negro é extremo,
ou seja, quando M? = a? + Q?. Usando isso, e calculando essa expressao para r = r, obtemos:

P qQM a’sin? 6 a4
= M2+ a2cos?6 M2 + a2 M2+ a2
QqM + alL
Z W. (3-]—6)

Calculamos para r = r, pois essa é a energia necessaria para a particula atravessar o
horizonte de eventos. Vamos agora encontrar a condi¢ao que precisamos ter para destruirmos
o horizonte, ou seja, para que a relacio M? < a® + Q? seja satisfeita. Derivando essa expressao
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obtemos:

2J 2J?

J? J
M—FW oM < W(5J+Q5Q,

, J? J
M2+ = ) 8M < 87 + MQSQ,

VE
MQoQ + adJ
M o< 20 T a0]
S VE
QqM + al
JoRP A iy 1
T e S A (3:17)

Note que a relagao acima (3.17) é oposta a obtida anteriormente (3.16), ou seja, se a particula
de teste tiver os parametros necessarios para destruir o horizonte do buraco negro, ela simples-
mente nao caird no buraco negro. Considere que inicialmente tinhamos a = 0 e Q) = M (buraco
negro de Reissner-Nordstrom). Nesse caso, para termos ) > M na situagao final (condi¢ao para
que o horizonte seja destruido), precisamos que ¢ > m (equagao 3.17). Dessa forma, a forga
eletromagnética de repulsao entre o buraco negro e a particula é maior que a forca gravitacional,
e a particula nao atravessa o horizonte de eventos.

J& para o caso em que () = 0 e a = M, o momento angular que a particula precisa ter
para obtermos a > M na situacao final faz com que o parametro de impacto seja muito grande,
e dessa forma a particula “erra” o buraco negro e nao atravessa o horizonte. Dessa maneira,
concluimos que nao podemos formar uma singularidade nua seguindo esse procedimento. Vamos
agora estudar os resultados obtidos por Hubeny [32].
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3.1.2 Analise de Hubeny

Hubeny também tenta violar a conjectura da censura césmica enviando uma particula de
teste em direcdo a um buraco negro. Existem duas grandes diferencas entre essa andlise e a
anterior de Wald. A primeira é que Hubeny considera inicialmente um buraco negro de Reissner-
Nordstrém (com carga elétrica, mas sem momento angular), e a segunda e principal diferenga
¢ que Hubeny nao considera o buraco negro inicialmente extremo, mas sim quase-extremo, de
forma que @ < M, ou seja, a carga elétrica () é menor que a massa M, mas a diferenca é muito
pequena.

A ideia bésica seguida por ela é a seguinte: No inicio tinhamos um buraco negro de Reissner-
Nordstrom quase-extremo, com carga () e massa M. O objetivo é enviar radialmente em direcao
ao buraco negro uma particula de teste que possui carga ¢, massa de repouso m e energia F,
tal que m < £ < ¢ < Q < M, de forma que as seguintes condigoes sejam satisfeitas:

1. A particula tem que cair em direcao ao buraco negro até atravessar seu horizonte de
eventos.

2. A configuragao final tem que ultrapassar o limite extremo, ou seja, no final devemos ter
Q+q>M+FE.

3. A particula pode ser tratada como particula de teste, de maneira que os efeitos de “back-
reaction” possam ser desprezados.

Logo, nosso objetivo é, dado os parametros Q e M do buraco negro, tentar encontrar os
parametros m, q e F da particula de modo que as trés condicoes acima sejam satisfeitas. Como
primeiro passo, vamos estudar as condigoes 1. e 2., assumindo que a condicao 3. seja valida, e
depois vamos argumentar que esse procedimento é valido.

Para comecgar nossa andlise, precisamos da métrica que descreve o espago-tempo ao redor
do buraco negro de Reissner-Nordstrom. O elemento de linha dessa métrica é dado colocando
a = 0 na equagao (3.13). Porém, nossa andlise serd mais simples se reescrevermos essa métrica
nas coordenadas de Eddington, (v, 7,6, ¢). Fazendo isso obtemos:

ds® = —g(r)dv® + 2dvdr + r*dQ?, (3.18)

na qual dQ? = df? + sin?0de? e g(r) = 1 — 2M/r + Q*/r%. Os horizontes de evento (r,) e
de Cauchy (r_) s@o dados por r+ = M £ \/M? — %, e em termo desses parametros podemos
escrever g(r) = (r —ry)(r —r_) /r?. Como estamos assumindo a condi¢ao 3., temos que a
particula de teste se move em uma geodésica do espago-tempo de fundo (Reissner-Nordstrém),
de forma que a equacao de movimento para essa particula é dada por:

uVub = tibuc, (3.19)
m
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na qual Fy, = 2V, Ay € o tensor eletromagnético. Note que a equacao acima ¢ andloga a usada
por Wald. Para trajetérias radiais, podemos escrever a velocidade como:

u =0 2 +7r 2
a ov or )’

na qual © = Jv/0T e 7 = Or/0T, com T sendo o parametro afim ao longo da trajetéria da
particula. Usando as equagoes (3.6) e (3.7) juntamente com a (3.18), encontramos a seguinte
relagdo para a energia da particula (que é uma constante de movimento):

— E=—FE=p,=—mg(r)0+mri+ qA, = E =mlg(r)o — 7] — qA,. (3.20)

Como a particula segue uma trajetéria do tipo tempo, temos:

1
— 1 =uuy = —g(r)0* 4+ 207 = —— (E + qA,) 0 + o7 (3.21)
m

Eliminando v das equagoes acima e resolvendo para r, obtemos a equacao de movimento
radial:

= B+ gA () — g(r) (322)

Como 7 = 0 corresponde a um ponto de retorno, a particula caird no buraco negro se 72 nao
for zero para nenhum r fora do horizonte:

7* >0 paratodo 7 >7,. (3.23)

Como ¢(r) é positivo fora do horizonte, juntando as duas equagoes dadas acima obtemos:

[E + qA, (r)]” > m2g(r) >0 paratodo r>r,. (3.24)

Dessa maneira, a energia deve satisfazer a relagdo: E > —¢A, (r). Usando a equacao (3.14)
para encontrarmos o valor de A, (1) obtemos E > ¢@/r. Como essa expressao possui seu valor
maximo em r = r,, podemos reescreve-la como:

E > ﬂ. (3.25)

r+

Portanto, a condicao 1. acima de que a particula deve ultrapassar o horizonte do buraco
negro nos deu um limite inferior para a energia E. Vamos agora analisar a condigao 2.:

E<Q+qg—M. (3.26)
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Logo, para satisfazermos as duas relagoes acima simultaneamente, devemos ter:

Q<E<Q+Q—M=>q> {M_Q}HZH_Q-
T4 ry —Q 2

(3.27)

Note que se o buraco negro for inicialmente extremo, entao M = @ = r,, e a equagao (3.25)
se reduz a E > ¢, enquanto que a equagao (3.26) se reduz a E < ¢q. Dessa forma, se o buraco
negro for extremo nao sera possivel satisfazer as condigoes 1. e 2. acima simultaneamente, e
consequentemente nao sera possivel destruir o horizonte e criar uma singularidade nua, resultado
esse que estd de acordo com o obtido por Wald.

J& para um buraco negro quase-extremo, em que ) < M, isso serd possivel, pois nesse caso
podemos sempre encontrar um valor suficientemente grande para a carga g de modo que exista
um intervalo finito de energias permitidas E. Além disso, o tamanho desse intervalo permitido
de energias cresce linearmente com ¢. Para determinarmos a restricao na massa m da particula,
vamos retornar a equagao (3.22). Como g(r) é limitada e [E+¢A,(r)]> > 0, chegamos a seguinte
relacao para a massa da particula:

Etad (] _E—aQr o todo r> . (3.28)

V() V(r)

na qual usamos o fato de 72 > 0. Podemos simplificar essa expressao, encontrando o valor de
Tmin qUe minimiza a funcao acima. Derivando e igualando a zero obtemos:

qM — EQ
Tmin = [m} Q.

(3.29)

Usando a relagao (3.25), verificamos que 7, > .. Substituindo esse valor de r em (3.28)
e simplificando a expressao obtemos:

M
—E? 4 2§Eq —

o (3.30)

m < Q

Com essa restricdo em m garantimos que a relagdo (3.23) é satisfeita. Dessa maneira,
podemos satisfazer as condicoes 1. e 2. acima escolhendo os parametros m, q e E de forma que:

e A carga ¢ satisfaca a equacgao (3.27) para os valores dados de M e Q,

e A energia F satisfaca as equagoes (3.25) e (3.26) com os valores dados de M, ) e com o
valor de ¢ acima,

e A massa m satisfaca a equagao (3.30) usando os outros parametros.
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Para verificarmos que apds atravessar o horizonte a particula de teste vai realmente em
dire¢@o a singularidade (e nao é “reemitida” pelo horizonte), precisamos analisar o sinal de 7.
Se 7(r) < 0 para qualquer valor de 7, entao a particula atingird a singularidade em r = 0. Na
analise acima consideramos que 72 > 0 apenas para r > r,, mas a equagao (3.25) implica que
a relacdo (E — qQ/r) s6 se anula para r = 1, tal que:

ro > Q >1r_.

Quando ry < 7, temos que g(ry) < 0, o que implica que 7%(rg) > 0. J4 quando ry > ry
corresponde ao caso discutido acima. De qualquer forma, a restricao na massa m dada pela
equagao (3.30) garante que 72 > 0 para qualquer valor de r, o que significa que, uma vez
que a particula de teste atravesse o horizonte de eventos, ela ird necessariamente atingir a
singularidade r = 0.

Substituindo as expressoes para g(r) e para A,, e reagrupando os termos, podemos reescrever
a equagao (3.22) como:

o [ F? 2M ([ qQE Q¢

O raio ry;, que minimiza a expressao acima é dado por:

2 Eq M]7!
Tmln:Q<%_]—>|:m_Z_§:| )

de forma que o correspondente valor minimo de 72 é dado por:

-y 2 (=) -3 (g +1)]

2
aq-
m?2 1

(3.32)

i (rmin) =

Utilizando a relagao (3.30), podemos mostrar que 73(rym) > 0. Portanto, concluimos ser
possivel destruir o horizonte de um buraco negro de Reissner-Nordstrom quase-extremo usando
a aproximagao de particula de teste e desprezando os efeitos de “backreaction”.

Feito isso, vamos agora investigar se esses efeitos podem realmente ser desprezados. Basica-
mente precisamos garantir que a particula nao é muito grande - de forma que seja possivel que
ela caia no buraco negro e também para que ela nao afete significantemente a métrica de fundo
- e que as energias relativisticas e eletromagnéticas nao sejam muito altas para nao afetarem a
curvatura. Para verificarmos isso vamos analisar os tensores de energia-momento da particula
e do buraco negro.

Considerando que a particula seja uma esfera de poeira uniformemente carregada (as estru-
turas internas sao despreziveis), o tensor de energia-momento da particula é méximo em sua
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superficie (raio r,), de maneira que ’T;lﬂ ~ Fp2 ~ q*/ r;}. Ja o tensor eletromagnético do buraco
negro para um raio r perto do horizonte pode ser escrito como [Ty | ~ Fay ~ Q*/r* ~ 1/M?.
Logo, para termos ’T ;b’ < {T g’}\,’ (e dessa forma podermos considerar que a métrica de fundo
estd fixa), precisamos que rg > ¢qM. Além disso, precisamos ter 7, < M, para que a particula
seja menor que o buraco negro, e para que todas suas partes constituintes estejam sujeitas a
mesma curvatura.

Logo, temos que /gM < r, < M. Como essa relagao pode ser satisfeita com uma apropri-
ada escolha de 7, e como a equagao do movimento é independente dessa escolha de r,, podemos
considerar que a particula se move em uma métrica de fundo fixa. Para continuarmos nossa
andlise, vamos agora modificar um pouco a equagao de movimento da particula (mas ainda con-
siderando que ela se move em uma métrica de fundo fixa, de acordo com a andlise acima). Essa
modificacao contém correcoes devido aos efeitos de “auto-campo”. Expandindo em termos de
q?/m, a equagao de movimento para uma pequena particula esférica e carregada (até primeira
ordem) pode ser escrita como [33]:

a® = ubVyul

9 2 2 2
= iF“bub + = iuCVcFabub + q—zF“becuC — q—QUQFbCuchdud
m 3m |m m m
1(]2 a b a b, c q2 ! 12 —\ale / /
+§— [R%u’ + u® Ryeuu’] + —uy VP (G) " ue () dr, (3.33)
m m )

na qual F% ¢ o tensor de Maxwell correspondente ao campo eletromagnético do buraco negro
(mas sem levar em conta o campo da particula), R? é o tensor de curvatura de Ricci da métrica
de fundo, e (G’)ab é a funcao de Green retardada para o potencial vetor no calibre de Lorentz.

O primeiro termo do lado direito da equacao acima corresponde ao termo de particula de
teste usado anteriormente, conforme equacao (3.19). Os proximos trés termos descrevem o
amortecimento devido a radiacao de Abraham-Lorentz. Os préximos dois termos de curvatura
estao presentes para preservar a invariancia da aceleracao, e o tltimo termo surge devido a falha
do principio de Huygens em espagos curvos. Note que todos os temos de corregao possuem o
fator ¢?/m. Dessa maneira, precisamos que o raio classico da particula, rq = ¢*/m, seja muito
menor que M (para que os termos de corregao sejam pequenos). Sabemos que para movimentos
radiais em um potencial estatico, o terceiro e quarto termos da equacao acima se cancelam. Os
termos de curvatura (quinto e sexto termos) também se cancelam.

Quanto aos outros termos, podemos reescrevé-los de modo que nossa equagao de movimento
se reduza a:

WVt = %F“bub [1 + ;g% (TJ; + g’i}) + (gF“bub) [—qf' (g0 — 7")]} , (3.34)
ur Q / df 2Q
f(r)=F :ﬁjf(r):%:—g>
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na qual * = d/dr, ¥ = d/dr e ¢'(r) = 2M/r* — 2Q?/r®. Com essa nova equacio, vamos fazer
uma analise mais sistemdtica para verificarmos se a condi¢ao 3. pode ser satisfeita no regime
em que as condigoes 1. e 2. sao. Para tal, vamos definir M = 1, e introduzir o parametro ¢, tal

que:
M =1.
Q=1-—2¢.
= ae, a>1. (3.35)

q
E =ae—2b®, 1<b<a.
m

= ce, c<Va?— b

Analisando a equagao de movimento com esses novos parametros, podemos concluir que os
termos de correcao se tornam arbitrariamente pequenos - a ordem dos efeitos de “backreaction”
sao da mesma ordem da velocidade da particula, O(€). Desse modo, quando € — 0, a condigao 3.
pode ser satisfeita de um modo auto-consistente com a precisao desejada. Porém, esse fato nao
é suficiente para que possamos negligenciar os efeitos de “backreaction” em nosso contexto, pois
uma pequena diferenca nas equagoes de movimento podem gerar situagoes finais completamente
diferentes, ou seja, um termo pequeno na equacao de movimento pode fazer com que a particula
nao caia mais no buraco negro, mas sim encontre um ponto de retorno em seu caminho.

Isso pode ser explicado pois a medida que a particula se aproxima do buraco negro, ela perde
energia devido radiacao eletromagnética e gravitacional. Isso pode fazer com que ela nao tenha
energia suficiente para vencer a repulsao eletrostatica. Para descobrirmos o que realmente
ocorre, precisamos resolver a equacao do movimento, mas essa equacao ¢ muito complicada
para determinarmos uma solucao, além do fato de que a energia nao é mais uma constante
do movimento. Para verificar se a particula cai ou nao no buraco negro, vamos analisar um
exemplo numérico.

Considere um buraco negro com @ = 0.99999 (e consequentemente M —@Q = 107°). Suponha
que a particula tenha carga ¢ = 3 x 1073, massa m = 1.8 x 1073, e que seja jogada radialmente
em direcao ao buraco negro com energia £ = 2.9897x 1072, Em termos dos parametros definidos
acima, obtemos € ~ 0.0022, a =~ 1.34, b =~ 1.03 e ¢ ~ 0.805.

Se desconsiderarmos os efeitos de “backreaction”, a particula caird no buraco negro, pois
72 > 0 Vr, j& que 7(Tpmin) = 2.36 X 107% > 0. Além disso, a massa total final é My < M + E =
1.0029897, enquanto que a carga final é Qs = @ +¢ = 1.0029900. Portanto, temos Q5 > My, de
forma que a particula cai no buraco negro e destréi seu horizonte, gerando uma singularidade
nua.

Quando levamos em conta os efeitos de “backreaction”, 72 se torna negativo, indicando que a
particula nao atravessa o horizonte. Relaxando algumas condicoes, e deixando a energia inicial
ser maior que a usada acima, entao a particula atravessa o horizonte de eventos e produz uma
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singularidade nua. A conclusao final de Hubeny é que mais trabalhos precisam ser feitos sobre
o assunto. Vamos agora estudar os resultados obtidos por Jacobson [34-36].
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3.1.3 Analise de Jacobson

Jacobson também tenta violar a conjectura da censura césmica enviando uma particula de
teste em direcao a um buraco negro. A principal diferenca em relacao a analise de Hubeny
¢ que Jacobson considera que o buraco negro inicial possui apenas momento angular, sem
carga elétrica (buraco negro de Kerr). Jacobson também considera o buraco negro inicialmente
quase-extremo, assim como Hubeny.

Para podermos tratar a particula como uma particula de teste, e, dessa forma podermos
desprezar os efeitos de radiacao e de “backreaction”, vamos assumir que a energia da particula
(0F) e seu momento angular (0.J) definidos em relagdo ao buraco negro sejam pequenos em
relagao aos parametros do buraco negro:

§E < M, 5J < J. (3.36)

Vamos assumir também que o momento angular da particula esteja alinhado com o do
buraco negro para maximizarmos o momento adicionado. Como queremos destruir o horizonte
de eventos, a situacao final deve apresentar a seguinte relagao:

J+6J > (M +6E)*. (3.37)

Dessa forma, obtemos um limite inferior para o momento angular da particula:

6J > 0Jmin = (M? — J) +2MOE 4 0E>. (3.38)

Vamos agora obter o limite superior para o momento angular. Como a particula atravessa
o horizonte do eventos do buraco negro, entao o fluxo de energia e momento para dentro do
buraco negro estao relacionados com o tensor de energia momento da particula da seguinte
forma:

OE — QuéJ = / T xdX?, (3.39)

na qual Q = a/2Mr, é a velocidade angular do horizonte, r, = M + /M2 — a2 é o raio do
horizonte, x* = 0§ + Qpd; é o vetor de Killing e d¥? é o elemento de superficie do horizonte.
Ambos x* e dX? sdo paralelos ao gerador nulo do horizonte, de forma que a condicdo de energia
nula sobre a matéria da qual é feita a particula de teste implica que:

oM
SE > Quod = 6J < §Jpm = o+

SF. (3.40)

Essa tultima relacao garante que a particula pode atravessar o horizonte vindo de algum
ponto exterior. Portanto, se para algum valor de 6 E obtermos 0Jyin < 0Jmax, €ntao teremos
valores de d.J que satisfazem as equagoes (3.38) e (3.40).
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Note que se o buraco negro for extremo, teremos J = M? = a = M = r,. Logo, teremos:

0Jin = 2MOE + 6E? > §J a0 = 2MOE.

Portanto, se o buraco negro for extremo, é impossivel satisfazermos ambas as condicoes
para o momento angular, e consequentemente nao poderemos gerar uma singularidade nua.
Esse resultado é justamente o resultado obtido por Wald. Porém, para buracos negros quase-
extremos, essas condigoes podem ser satisfeitas, como veremos a seguir. Considere ¢ < 1
definido como:

J
5= % = 1—2¢ (3.41)

Note que essa é a mesma expansao usada por Hubeny. Da relagao acima vemos que o buraco
negro nao é extremo, mas sim quase-extremo. Aplicando essa defini¢ao nas equacoes (3.38) e
(3.40), e usando daqui em diante M = 1 para simplificar as expressoes, obtemos:

§Jmin = 26% + 26F + 6 E, (3.42)
0Jmax = (2+4€) 0E + O (0E) .

=~
w
N—

Portanto, a diferenca entre os valores maximo e minimo permitidos para o momento pode
ser escrita como:

6 Jmax — 0Jmin = 466 F — 6 E* — 26, (3.44)

Se essa diferenca for positiva, entao as condi¢oes acima sao satisfeitas. Logo, impondo que
a expressao acima seja positiva, obtemos:

(2 - \/§> e<iE < (2 + \/5) €. (3.45)

Dessa maneira, se a energia da particula estiver dentro do intervalo anterior, ela podera
entrar no buraco negro, destruir seu horizonte, e gerar uma singularidade nua. Note que os
valores permitidos para a energia dE sao da ordem de ¢, e que, segundo as equagoes (3.42) e
(3.43), 0J ~ OF, valores esses consistentes com a hipdtese de que estamos trabalhando com
uma particula de teste (com 0E < M e §J < J).

Como exemplo numérico, considere que € = 1072. Dessa forma, se o buraco negro possuir
inicialmente momento angular dado por:

a=J=1-2¢=0.9998,

poderemos criar uma singularidade nua, lembrando que usamos M = 1 na equagao acima. Note
que o parametro a é bem proximo de 1, mas ainda assim menor que a unidade.
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Vamos agora analisar a trajetéria da particula. Pode ser que com esses valores permitidos
de energia e momento angular encontrados acima, a particula esteja em uma Orbita fechada, e
que encontre um ponto de retorno ao longo de seu caminho em dire¢ao ao buraco negro.

Se isso acontecer, ela nao serd capaz de chegar até o horizonte. Para investigarmos esse
problema, vamos analisar a coordenada radial do movimento orbital da particula no plano
equatorial do buraco negro. Sabemos que essa coordenada satisfaz a seguinte relacao:

7:,2

5+ Ve <r, E, E) —0, (3.46)

na qual Vg é o potencial efetivo sentido pela particula, Eéa energia e L o momento angular
da particula por unidade de massa. O potencial efetivo pode ser escrito como [27]:
7 N\ 2
- 1 Z2 ( — CLE) 1 - 2
Veﬁ(r,E,L)z——+———+§<1—E2) {HCL—Q]. (3.47)
r

r 2r? 73

Sabemos que os pontos de retorno da particula sdo encontrados fazendo Vig(r) = 0. Para
analisarmos os possiveis pontos de retorno de nossa particula, vamos escolher um valor de
energia 0 F/ que esteja dentro do intervalo encontrado acima. Por simplicidade, vamos escolher
o valor médio do intervalo, ou seja, vamos considerar § ' = 2¢. Dessa maneira, obtemos:

~_2(—:

E

?
m
na qual m é a massa de repouso da particula. Para esse valor especifico de energia, o intervalo
de valores permitidos para o momento angular é dado por:
_ 2
{ 0Jmin = 4€ + 6e=,

T gt 82 = (243)E < L < (2+44¢) E.

Podemos reescrever a iltima inequacao como:

L=@2+0b)E, 3<b<d

Se pudermos encontrar valores de m, b e € tal que Vg < 0 para todos os valores de r fora
do horizonte, entao sera possivel a particula sair do infinito e cair em direcao ao buraco negro
até atravessar o horizonte, pois nesse caso nao havera ponto de retorno. Vamos apresentar um
exemplo numérico de que tal érbita existe.

Vamos nos focar no caso em que temos uma velocidade assintética muito alta (E' > 1).
Expandindo o potencial acima até segunda ordem em ¢, e retirando os termos independentes
de E , obtemos:

B2
Ver(r) = == [1= B+ dbe+ (0 +4) €) r7 + (2+4be +2 (0 +4) €) r 7] (348)
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Note que esse potencial é negativo tanto para r — 0 (Veg — —o0) quanto para r — 0o
(Vg — —FE?/2). Para encontrarmos seus pontos criticos, precisamos de sua derivada, que pode
ser escrita como:

dVer(r) B [3 4+ 6be + 3 (4 4+ b%) € — (3 + dbe + (4 + b%) €2) 7]
dr ri ’

(3.49)

~ " 2
[gualando essa expressao a zero, obtemos apenas um ponto critico, dado por ro, = 14 =be +

3
O (62). Para verificarmos se é ponto de maximo ou minimo, precisamos da segunda derivada,

dada por:

PVg(r)  3E?[~4+ e (de(r — 4) + bPe(r — 4) + 4b(r — 2)) + 3r]
ar2 rd

. (3.50)

Substituindo o valor de r.., obtemos

dQ‘/eH =2
W(Tcr) =-3E°+0 (6) < 0.

Como esse valor é negativo (estamos trabalhando no limite em que E> 1), re; é um ponto
de maximo, e o valor do potencial nesse maximo é dado por:

Vet (rer) = — (2= 02/6) @E2 + O (¢%) . (3.51)

Isso significa que o potencial V.g(r) serd negativo para todos os valores de r desde que
tenhamos a seguinte relacao satisfeita:

(2-b2/6) > 0= <12=b < V12 ~ 3,46.

Mas vimos que b deveria estar entre 3 e 4. Considerando b = 3.3, m = 1073 e € = 1072
(conforme exemplo anterior), teremos E = 20, o que justifica o caso anterior. Logo, mostramos
que é possivel ter uma orbita em que a particula cai do infinito direto até o horizonte do buraco
negro.

Por fim, vamos analisar o tamanho e estrutura da particula. Por simplicidade, vamos assumir
que a particula estd caindo ao longo do eixo de simetria do buraco negro. Vamos primeiro
considerar o caso em que 0E ~ m. Se a particula nao possui momento relativistico, entao
temos 0J ~ mvR ~ dEvR, na qual v é a velocidade da superficie da particula e R é seu raio.
Como v < 1, entao temos que R > 0.J/0E ~ 1(= M). Logo, nesse caso a particula seria maior
que o buraco negro, e trata-la como pontual seria injustificavel.

Se impormos uma velocidade tangencial ultra-relativistica, a componente do tensor de
energia-momento 7T;; em um referencial ortonormal deve satisfazer a seguinte relacao:

~TwR*>m/R = —Tw >m/R>.
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Mas essa é justamente a densidade de energia da particula, de forma que essa desigualdade
viola a condigao de energia, e a particula precisaria ser formada por matéria nao-fisica. Logo,
nao ¢é possivel destruir o horizonte de um buraco negro de Kerr enviando uma particula cuja
energia é da ordem da sua massa de repouso.

Vamos analisar agora o caso em que a particula estd em uma orbita fechada, com 0 FE < m,
pois nesse caso é possivel obter um valor alto de §J com um valor pequeno de R (j& que o
momento angular envolve a massa de repouso m e nao a energia 0F). Isso seria possivel se
pudéssemos levar lentamente a particula de sua orbita até um ponto bem perto do horizonte
antes de a soltarmos.

Nesse caso, como m > 0F, para podermos usar a aproximacao de particula de teste pre-
cisamos impor que m < 1 e R < 1. Para o caso de momento nao relativistico, temos que
0J ~ muvR. Colocando v < 1 obtemos R > % ~ %. Ja o fato de que R < 1 implica que
m > €, e dessa maneira obtemos as seguintes relacoes:

4
e<m<l, <R« (3.52)
m

Vamos agora analisar a distancia do ponto em que a particula sera solta até o horizonte (d).
Precisamos garantir que a particula é menor que essa distancia, para que ele fique totalmente
fora do horizonte antes de ser solta. Dessa forma, temos que R, < d. Por fim, precisamos
garantir que a particula, depois de solta, realmente iré cair para dentro do horizonte, ao invés
de ser repelida pelo buraco negro. Para que ela caia, pode ser mostrado que o maior valor
permitido para d é dado por: dp,a, =~ €/m. Dessa maneira, obtemos:

€ R
Rpolar < E = Rpolar 5 Z

Juntando as duas relagoes acima obtemos:

Z<R<-—. (3.53)

Portanto, podemos concluir que nao existe um valor de R aceitavel, pois se a particula
for grande o suficiente para possuir o momento angular necessario com um stress fisicamente
aceitavel, entao ela serd muito grande, e nao ficara totalmente para fora do horizonte de eventos
do buraco negro antes de ser solta.

Dessa maneira, através da andlise da orbita, e desprezando efeitos de radiacao e de “back-
reaction”, mostramos que ¢é possivel destruir o horizonte de eventos de um buraco negro de Kerr
com uma particula de teste, criando assim uma singularidade nua. Vimos que isso é possivel
tanto no caso em que a particula é solta a partir de uma distancia finita do horizonte, quanto
no caso em que ela cai a partir do infinito.
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Quando levamos em conta o tamanho e estrutura da particula de teste, chegamos a uma
inconsisténcia, pois vimos que nao existe nenhum valor de raio R que seja compativel com os
requerimentos de stress fisicamente aceitavel e tamanho limitado. Nesse caso nossa analise é
injustificada.

Iremos analisar os casos semiclassicos.
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3.2 Analises Semiclassicas

Nesta secao continuaremos a andlise da conjectura fraca da censura césmica, e da possibi-
lidade de se criar uma singularidade nua a partir de um buraco negro. Porém, vamos agora
nos focar nas abordagens semicldssicas, nas quais existe uma métrica de fundo ditada pela
Relatividade geral, mas a particula de teste agora é substituida por um campo.

Um trabalho muito influente sobre esse tépico foi publicado por Matsas e Silva em 2007 [39],
cujo objetivo é testar a conjectura em um contexto semiclassico. Considere um buraco negro de
Reissner-Nordstrom inicialmente quase-extremo, para o qual @ /M < 1. Vamos analisar, através
do processo de tunelamento quantico, se esse buraco negro sera capaz de adquirir momento
angular suficiente para que na situacao final tenhamos:

M? < @Q*+ <i>2 (3.54)
M )

de maneira a nao termos mais horizonte, criando assim uma singularidade nua.

Vamos entao analisar o processo em que particulas escalares sem massa sao lancadas em
direcao a esse buraco negro. Devido a existéncia de um potencial efetivo na métrica de Reissner-
Nordstrom, essas particulas (dependendo de sua energia) poderiam atingir um ponto de retorno
classico, sendo assim refletidas novamente para o infinito. Porém, algumas dessas particulas
podem tunelar por esse potencial, caindo no buraco negro. Na nossa andlise vamos considerar
particulas de baixa energia w, de modo que M > hw/c?, pois assim estaremos diminuindo os
efeitos de “backreaction”.

A dinamica de um campo real escalar sem massa ., pode ser descrito pela equacao de
Klein-Gordon:
V“V“umm = 0. (355)

Utilizando o “ansatz”:

r

u)\wlm(ta T, 67 (b) = \/g\lj)\w—l(r)yim<97 ¢>eith7 (356)

no qual w > 0,1 > 0em € [—1,1] (com [ natural), podemos reduzir a equacao acima em uma
equacao diferencial unidimensional para V)., dada por:

a0 |10 ] +va o) = o (357
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na qual:

(+1) , 2M 2@21

2

Vielr) = 107 |

0= (-2)(-5)
o= M4/

r r3 rd

Sabemos que a equagao (3.57) nao apresenta solugoes que podem ser escritas em termos
das fungoes usuais. Porém, isso nao é verdade quando consideramos apenas o regime de baixas
energias. Considerando w = 0, obtemos:

d |:<1_Ug)i (‘I’sz(ﬂv]))] +l<l+1)w:o, (3.58)

dv [v] [v]

naqualv = (2r — 1)/(Fy —7-), T =1/2M e 7o = r+/2M. A equagao (3.57) apresenta dois
conjuntos de solugoes independentes associados com modos “incoming” vindos (i) do horizonte
de um buraco branco (A =—), e (ii) do infinito nulo passado (A =<—). Como estamos interes-
sados em particulas que saem do infinito, vamos daqui para frente considerar que A =<—. Dessa
maneira podemos escrever a parte radial como:

\Ij%wl(F) = CwlFIDZ [U(F)], (359)
na qual C,,; é uma constante de normalizagao a ser determinada. Assim sendo, podemos analisar

o comportamento dessa funcao tanto perto quanto longe do horizonte. Vamos agora introduzir
a coordenada de Regge-Wheeler, dada por:

P In|F -7y -7 In|F —7_|

rr=r+ — (3.60)
ro—r_
Com isso, conseguimos escrever a equacao (3.57) da seguinte maneira:
d” 2 2, 2
L Al (]} o) = 0 ). 3.61)

Analisando o comportamento dessa equagao perto do horizonte (r* < 0 e |r*| > 1), pode-
mos definir a funcao W, ,;(r*) para essa regiao, na qual aparece o termo 7, relacionado com
o coeficiente de transmissao da particula. O mesmo procedimento pode ser feito para grandes
distancias do horizonte (r* > 1), sé que aqui nossa expressao dependeria do termo Ry, rela-
cionado com o coeficiente de reflexdo. Assim, podemos obter duas expressoes para W, ., (r*):
uma para perto e outra para longe do horizonte.
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Apés isso podemos comparar essas duas expressoes obtidas com a equagao (3.59). Dessa
forma conseguimos obter tanto a constante C,; quanto os coeficientes de reflexao e transmissao
das particulas (j& que estao relacionados por [R.|> + [Tw|? = 1).

Por fim, para verificarmos se a conjectura da censura cdésmica pode ou nao ser violada nesses
casos, vamos definir a seguinte funcao:

C(M,Q,J) = M>(M*— Q% — J?. (3.62)

Note que se a fungao acima for maior ou igual a zero temos um buraco negro, e se for menor
que zero temos uma singularidade nua. No nosso caso tinhamos inicialmente um buraco negro de
Reissner-Nordstrom quase-extremo. Vamos assumir que uma particula com parametros A =<,
w, [ e m entre no buraco negro (possua coeficiente de transmissao maior que zero). Dessa forma
essa funcao se torna:

C(M+w,Q,J)=C(M,Q,0) — J* + Ow), (3.63)

com a condicao de que w/M < C(M,Q,0)/M* < 1. Portanto, para particulas com valores
de energia baixos o suficiente, essa funcao se tornard negativa desde que tenhamos a seguinte
relacao satisfeita:

(1+1)>C(M,Q,0). (3.64)

Logo, para um buraco negro que estd apenas a uma carga elementar da condicao extrema,
ou seja, Q = M — e (com e a carga do elétron), temos que a relagdo acima se torna:

I(1+1)> M (ze - %) : (3.65)

Se a massa inicial do buraco negro for de M = 10°M,,, entdo precisamos ter [ ~ 1054, Dessa
forma, concluimos que efeitos quanticos podem violar a conjectura da censura césmica, apesar
de que o valor de [ necessério seja muito grande, lembrando que estamos desprezando efeitos
de “backreaction”.

Baseado nessa andlise, Hod [40] argumenta que nesse caso nao é possivel desprezarmos os
efeitos de “backreaction”, pois o momento angular da particula é muito alto comparado com os
outros parametros envolvidos. Ele diz que uma andlise deve ser feita considerando um espaco-
tempo de fundo do tipo Kerr-Newman, ja que a particula ird induzir uma rotacao no buraco
negro.

Dessa maneira, a dinamica do campo escalar ¥ em um espaco-tempo de Kerr-Newman
(caracterizado pelos parametros M, @ e a = J/M do buraco negro) é governada pela equagao
de Teukolsky, e o campo pode ser decomposto como:

Ui (t, 7,0, 0) = €™ S (0; aw)thpm (15 aw)e ™™, (3.66)
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na qual (t,7, 60, ¢) sdo as coordenadas de Boyer-Lindquist, e ¢ e S obedecem equagdes radiais e
angulares respectivamente, acopladas por uma constante A(aw). Podemos escrever a equagao
radial como:

d dv K? 2 _
- (A%) + [K — (aw)* + 2maw — A| ¥ =0, (3.67)

com A =72 —2Mr+Q?+ad*e K = (r* + a®*)w — am. J& as fungoes S(6;aw) sao fungoes
esferoidais, que no limite aw < 1 se reduzem aos esféricos harmonicos com autovalores A;,, =

I(I+1)+ O(aw).

Seguindo o mesmo raciocinio do trabalho anterior, vamos impor condi¢oes de contorno. No
horizonte de eventos do buraco negro teremos apenas modos “incoming”, enquanto que no
infinito teremos tanto modos “incoming” como “outcoming”, de forma que:

—iwy wy
e { e + R(w)e™? para r — 0o (y — 00), (3.68)

T (w)e @=m2y  para r — 7, (y — —0o0),

com dy = [(r? + a®)/A]dr. Q é a velocidade angular do buraco negro, e os coeficientes R(w) e
T (w) sdo as amplitudes de reflexdo e transmissao para uma onda vinda do infinito.

Escrevendo a solugao da equacao (3.67) tanto para r — r, quanto para r — 74, e de-
terminando seus coeficientes através da combinagao dessas duas solugoes na regiao em que se
sobrepoem (intermedidria), podemos escrever a probabilidade de transmissao como:

'T(“)'ZZ{WZZMTII b (Lom ) (S i (@09

7TTBN
na qual Tgy = (ry — r_)/[4n(r? + a*)] é a temperatura do buraco negro. Precisamos entao

definir a velocidade angular €2. Sabemos que em ordem zero da interacao entre o buraco negro
e a onda, o espaco-tempo de fundo é fixo, e temos Q0 = a/(rt + a?).

Ja em primeira ordem, temos que a onda incidente interage com o buraco negro, induzindo
uma rotacgao neste ultimo, que pode ser expressa como:

O

m

p— 2_
Mry

(3.70)

Note que QM) é proporcional & m. Logo, a velocidade angular final pode ser escrita como
Q= QO +0QW . De acordo com a equacio (3.69), temos que se w—mS2 < 0 entdo a probabilidade
de transmissao é negativa, o que indica que esses modos sao amplificados ao invés de absorvidos,
fenomeno conhecido como superradianca.

Portanto, apenas modos com w > mf2 podem ser absorvidos pelo buraco negro. No caso
original do trabalho do Matsas e Silva, temos que:

00— QL —
¢ Mr2’

(3.71)
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3.2 Anilises Semicléssicas

o que implica que apenas modos com

m2

poderao ser absorvidos pelo buraco negro. Considere entao um modo com nimero azimutal m e
energia w = m?/M?, que é a menor energia possivel (mais adequada para o teste da conjectura).
Na situacao final teremos:

m

M—M+w e a:O—>M. (3.73)

Vamos entao substituir esses novos valores na expressao M2 —Q? —a? para ver se ela se torna
negativa (o que implica em destruigdo do horizonte e criacao de singularidade nua). Fazendo
isso obtemos:

2

(r+55) - - () = or-en+

2

(%)2 + (%)2] . (3.74)

Como o buraco negro inicial respeita a relacao M? — Q? > 0, entdo temos que na situacao

final a condicao para existéncia do horizonte também ¢é satisfeita, de forma que a conjectura
nesse caso € preservada.

Baseado nesse trabalho, Richartz e Saa [41] decidem testar a validade da conjectura com
férmions sem massa e sem carga elétrica em um espago-tempo de Kerr-Newman, pois sabe-se
que esses férmions nao sofrem o efeito de superradianca. A dinamica desse campo é descrita
pela equacao de Dirac, que é separavel nesse espaco-tempo de fundo de Kerr-Newman. De
maneira analoga ao caso anterior, podemos definir o modo como:

uswlm(t7 T: ‘97 ¢) = e_ithswlm (r)stlm(Q)eim¢, (375)

na qual as fungoes radial R = Ry (r) e angular S = Sgun(r) satisfazem as equagoes de
Teukolsky para spin s = £1/2:

K? —2is(r — MK
A‘Si ASH@ + is(r ) + diswr + 2amw — a*w® — A | R=0,  (3.76)
dr dr A

Lod (o™,
sinfdo \"M e

scosf +m

(awcos@—s)Q—( )2—5(5—1)+)\ S=0, (3.77)

sin 6

com A e K definidos anteriormente. Trabalhando de maneira similar a analise de Hod, ou
seja, escrevendo a solugao para a equacao radial acima tanto para perto quanto para longe do
horizonte, e identificando seus coeficientes, obtemos a seguinte expressao para o coeficiente de
transmissao no limite de baixas energias (Mw < 1) e para @) = 0:

et = (G 1 [+ (2R) | ()™ o

2
n=1
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na qual s = £1/2, e Apy e K representam a &area e a gravidade da superficie do buraco ne-
gro respectivamente. Note que essa expressao pode ser positiva para valores arbitrariamente
pequenos de w, ao contrario do resultado encontrado por Hod.

Suponha entao que inicialmente temos um buraco negro de Kerr quase-extremo com massa
M (em unidades de Planck), momento angular J = M? — 1 e carga Q@ = 0. No limite em
que Mw < 1, podemos mostrar que esse buraco negro pode absorver um modo com energia w
arbitrariamente pequena e [ = m = 3/2. A probabilidade para esse processo é dada por:
2 (Mw)* a?
= u (1 + 8—) > 0. (3.79)

36 M?

Apés a absorgao, a situagao final terd My = M +w, Jp = J+m = M*+1/2e Q; = 0.
Logo, para termos a violacao da conjectura, precisamos satisfazer a seguinte relacao:
2

J 1 1
M2l 02«0 M| 4/1 1) ~—. 3.80
7 M]% Qi <0=w< +2M2 i ( )

Dessa forma, vimos que nesse caso ¢ possivel violarmos a conjectura da censura césmica,
em oposigao ao resultado de Hod (pois nao temos o efeito de superradianga), e vimos também
que essa violacao pode ocorrer mesmo para valores baixos de momento angular, em oposicao
ao resultado de Matsas e Silva, diminuindo assim os efeitos de “backreaction”.

Se considerarmos que o buraco negro inicialmente possui uma pequena carga, de forma a
termos massa M (em unidades de Planck), momento angular J = M? — 1 e carga Q = 1,
entao pode-se mostrar que a conjectura pode ser violada nesse caso com transferéncia minima
de momento angular, ja que férmions sem carga nao se acoplam com o campo elétrico do
buraco negro, de maneira que o coeficiente de transmissao pode ser calculado essencialmente
pela mesma equacao (3.78).

Neste caso temos que a probabilidade de um modo com energia w (arbitrariamente pequena),
el =m = 1/2 tunelar a barreira de potencial e ser absorvido pelo buraco negro é de:

2

‘T; 11| = (M? - Q*w?* >0, (3.81)

293232

1
22

Na situagao final teremos My = M 4+ w, J; = J+m = M? —1/2 e Q; = 1, e uma
singularidade nua serd formada se tivermos a seguinte condi¢ao para a energia:

L \/1+4(M2 - 12 .
1

<M 1|~ .
w WE 16013

(3.82)

Embora a probabilidade de absorcao seja muito pequena, mostramos que em principio é
possivel violar a conjectura da censura cosmica através de fenomenos quanticos, criando assim
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3.2 Anilises Semicléssicas

uma singularidade nua. Vimos que esse processo é possivel mesmo com a absor¢ao de um unico
férmion sem massa e sem carga elétrica, e com momento angular minimo, desde que tenhamos
Mw < 1 de forma a minimizar os efeitos de “backreaction”.

Todos esses trabalhos discutidos nesse capitulo serviram de motivacao para nossa pesquisa.
Vamos entao no proximo capitulo apresentar nossos resultados, que de certa forma generalizam
os casos classicos discutidos aqui.
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Capitulo 4

Destruindo o horizonte de eventos de
um buraco negro de Kerr-Newman
quase-extremo

Nessa secao apresentaremos uma generalizacao para os resultados obtidos anteriormente.
A ideia principal é tentar obter um resultado semelhante aos de Hubeny e de Jacobson, mas
seguindo a andlise de Wald (ja que Wald usa o buraco negro de Kerr-Newman, que é o mais
geral possivel). Portanto, vamos seguir o procedimento adotado por Wald no capitulo anterior,
com a diferenca que agora nao iremos mais considerar que o buraco negro de Kerr-Newman
estd inicialmente extremo, mas sim quase-extremo (conforme Hubeny e Jacobson).

4.1 Conceitos Iniciais

Vimos que, conforme equagao (3.13), a métrica de Kerr-Newman - que descreve o espago-
tempo ao redor de um buraco negro com massa M, carga elétrica () e momento angular J = aM
- pode ser escrita como:

A
ds® = gudatdz” = —; (dt — asin® 0d¢)2 +
sin? 6

T

[adt — (r? + a?) d¢]” + p* (%"2 + d02) : (4.1)

na qual p? = 1% +a%cos’f e A =r* — 2Mr + a*> + Q*. Essa métrica de fato apenas descreverd
um buraco negro se tivermos satisfeita a seguinte relacao:

M? > a® + Q?, (4.2)
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na qual a igualdade corresponde ao chamado caso extremo. Se a relagao acima nao for satisfeita,
entao nao temos o horizonte de eventos, e o espago-tempo resultante apresenta uma singulari-
dade nua, o que é proibido pela conjectura fraca da censura césmica. O raio do horizonte de
eventos desse buraco negro é dado por:

ry =M+ +/M?—a?—- Q> (4.3)

Note que se a relagao (4.2) nao for satisfeita, ndo temos solugao real para r, o que implica
em uma singularidade nua, conforme dito anteriormente.

Queremos entao verificar se podemos, a partir de um buraco negro de Kerr-Newman quase-
extremo e de uma particula de teste, criar uma singularidade nua através da destruicao do
horizonte de eventos do buraco negro. Nesse contexto, definimos um buraco negro como sendo
quase-extremo se ele pode ser caracterizado por um parametro 9, tal que:

1)
=M —-a*-Q*>0, — <1 (4.4)
M

Note que segundo essa defini¢ao, o raio do horizonte pode ser escrito como r,. = M + 9.
Considere que a particula de teste possui energia F, carga elétrica ¢ e momento angular orbital
L, sendo que as cargas () e ¢ podem ser consideradas positivas sem perda de generalidade, e
podemos assumir L alinhado com o momento J do buraco negro. Vamos trabalhar na apro-
ximacao de particula de teste, de forma a manter os efeitos de “backreaction” despreziveis.
Nessa aproximacao temos que:

E L L q
— k1 —-—=—x1 e — < 1. 4.5
M ’ J aM Q (45)

Para criarmos a singularidade nua, precisamos que a particula caia no buraco negro, atraves-

sando o horizonte, e que apresente parametros F, ¢ e L tais que no situacao final tenhamos:

M? <+ Q% (4.6)

De acordo com as leis da termodinamica de buracos negros (ver, por exemplo, a se¢ao 33.8
de [37]), apds a captura da particula de teste, o buraco negro final terda momento angular total
J+ L =aM + L, carga elétrica () + ¢, e sua massa sera menor que M + E. Assim, podemos
escrever a condi¢ao acima como:

aM + L

m) + (¢ + Q) (4.7)

(M +E)* < (

Para obtermos um limite superior para a energia da particula, vamos isolar E na relacao

anterior, substituir o § definido acima, e escrever apenas os termos até segunda ordem em
(6/M). Dessa forma obtemos:

_ qQM +alL M3 52 §\°
E < Emax - M2 + Cl2 - 2 (M2 + a2) M + O M . (48)
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Introduziremos aqui uma nova parametrizacao para buracos negros quase-extremos:

a=vVM?—cosq, (4.9)
Q=vVM?—H’sina, (4.10)

na qual temos 0 < o < /2. Note que se & = 0 temos ) = 0 e o buraco negro se reduz ao de
Kerr, jd se @« = m/2 temos a = 0 e o buraco negro se reduz ao de Reissner-Nordstrom. Para
um valor de a intermediario temos o caso mais geral, com carga e momento angular. Com mais
essa definicao, o buraco negro pode agora ser completamente caracterizado pelos parametros
(M, 9, «), pois a partir de § e a recuperamos os parametros iniciais a e Q.

Vamos entao agora escrever a expressao para F,,, com esse novo parametro. Fazendo as
substituigoes e simplificando, obtemos a seguinte expressao:

.92 2
B, —A_ |MEAsimal [0 (4.11)
2+ 2cos? « M
na qual:
= (L/M) cosa + gsin« > 0. (4.12)
1+ cos? a

Lembrando que apenas termos até segunda ordem em (6/M) foram mantidos. Note que a
expressao encontrada para Ey., cresce linearmente com L/M e com ¢, de forma que quanto
maior o momento angular e/ou a carga elétrica da particula, maior a energia maxima permitida.

Logo, para que a particula de teste tenha os parametros necesséarios para destruir o horizonte
de eventos do buraco negro, sua energia tem que ser menor que o valor encontrado em (4.11).

Precisamos agora encontrar um limite inferior para a energia. Seguindo a andlise de Wald,
a energia minima que a particula de teste tem que ter para que efetivamente caia no buraco
negro, atravessando seu horizonte de eventos, pode ser calculada de maneira analoga a feita na
se¢ao (3.1.1), com a diferenga que agora nao mais consideramos o buraco negro extremo. De
acordo com a equacgao (3.15), temos que:

qQr N a(A—a*—1?) (L— qusinQQ)
p? [CLZA sin? 6 — (a2 + r2)2} p? ’

E > Eum = (4.13)

na qual r e 6 sdo duas das coordenadas usuais (¢, 7,0, ¢) que foram usadas para escrevermos a
métrica de Kerr-Newman, e:

p* = 1%+ a*cos? b, A =7 —2Mr+ad*+ Q.
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4.2 Lancamento do Horizonte

Vamos calcular o valor dessa energia minima para r = r,. = M + \/ M? — a? — 2, pois
nesse primeiro momento vamos supor que a particula de teste sera solta diretamente do hori-
zonte de eventos por algum mecanismo externo. Os detalhes de como a particula seria levada
até o horizonte e depois solta nao sao importantes nesse instante. Basta-nos saber que esse
procedimento é teoricamente possivel, pois a principio podemos levar a particula tao préxima
quanto quisermos do horizonte, solta-la, e depois nos afastarmos do buraco negro.

Iremos também desprezar os efeitos de “backreaction” correspondentes a esse mecanismo,
que certamente ocorreriam. Mais adiante discutiremos se a particula poderia sair do infinito e
seguir uma geodésica até atravessar o horizonte do buraco negro, evitando assim a necessidade
de recorrermos a um mecanismo desse tipo.

Calculando entao o valor de E,;, no horizonte obtemos:

Enin = m [2a2MqQ +qQ* (M - m)
—aL (@2 —2M (M - VP =2 =@))|. (4.14)

Substituindo (a, @) por (J,«) do mesmo modo que fizemos anteriormente, podemos rees-
crever essa energia minima como:

VM? — 62 [Lcosa+ g (M + 0)sina

Emin:
(M +6)[M + 06+ (M — ) cos? a]

(4.15)

Considerando apenas os termos até segunda ordem em §/M, obtemos:

N R = [ R

na qual A foi definido anteriormente, e:

B 2(L/M) cos a + gsin®

> 0. 4.1
(14 cos? a)? =0 (4.17)

Logo, para que a particula de teste seja capaz de cair no buraco negro, atravessando seu
horizonte de eventos, sua energia tem que ser maior ou igual ao valor encontrado em (4.16).
Se essa relacao nao for respeitada, entao ou a repulsao eletromagnética ou um parametro de
impacto muito grande (ou uma combinacao dos dois efeitos no caso mais geral) fardo com que
a particula nao caia no buraco negro.

Portanto, se a particula de teste satisfazer as relagoes (4.11) e (4.16) simultaneamente, entao
serd possivel a criacao de uma singularidade nua. Vamos investigar se isso é possivel, e para
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quais intervalos dos parametros. Em primeiro lugar, observe que se tivermos um buraco negro
inicialmente extremo, entao 6 = 0, o que implica que:

L/M)cosa+ gsina
1+ cos? a '

Emax = Ernin =A= ( (418)

Assim sendo, as expressoes (4.11) e (4.16) para a energia da particula ndo podem ser ambas
satisfeitas. Recuperamos entao o resultado obtido por Wald, de que é impossivel destruir o
horizonte de eventos de um buraco negro de Kerr-Newman extremo.

Vamos entao nos concentrar no caso em que 6 > 0. Subtraindo F,,;, de E,,., obtemos:

e (0N M (8N [A-2B](0) 11
max min (M) 2(1—|—COSZC¥) (M) +|:1—|-COS2CV:| <M> ( 9)

Note que, no limite em que /M < 1, a relagdo acima é positiva, indicando que de fato é
possivel termos um valor de energia E que satisfaca as relagoes (4.11) e (4.16) simultaneamente.

Para seguirmos com a nossa investigacao, vamos calcular a regiao de intersecao entre FE,.;,
e Fn.x, para que assim possamos obter os parametros criticos. Desprezando o terceiro termo
do lado direito da equacao acima, e fazendo Fj, = Fyax, Obtemos:

L q\ . 5 (1+cos’a)
Z(Mé) COSO&—i—(é) sin® o = 5 . (4.20)

Definindo A = L/(Md) e € = q/0, a equagao acima nada mais é que a equagao de uma
reta no plano (A, €), Lembrando que as relagoes (4.11) e (4.16) sao lineares em L/M e ¢ para
d/M < 1, e também sao crescentes em ambas as diregoes.

Dessa forma, temos que na regiao acima da reta definida pela equagao (4.20) as condigdes
(4.11) e (4.16) sao satisfeitas simultaneamente, criando assim a singularidade nua. J& na regiao
abaixo dessa reta temos que Ei, > FEnax, Ou seja, nao podemos satisfazer as duas condigoes
simultaneamente, e dessa maneira a singularidade nua nao pode ser criada. Veja a figura a
seguir para mais detalhes:
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1+ cos2o
2sin3q
—

Figura 4.1: Reta no plano (X, €) que separa as regioes onde podemos (acima da reta) e ndo podemos
(abaizo da reta, colorido) ter a criagdo de uma singularidade nua. Lembrando que temos X > 0 e
também € > 0. Na figura estdo destacados os pontos em que a reta cruza os eixos. Note que esses
pontos dependem do valor de a, que € definido pelos parametros do buraco negro.

Portanto, para termos a criacao da singularidade nua, a particula de teste deve possuir mo-
mento angular L e carga elétrica ¢ tais que fagam com que o ponto de coordenada (L/(M), q/d)
esteja acima da reta (lembrando que M e § sdo parametros relativos ao buraco negro, e nao a
particula). Porém, esses valores de L e ¢ ndo podem ser arbitrariamente grandes, pois dessa
forma a aproximacao de particula de teste nao seria mais valida.

Vamos entao achar os valores 6timos para os parametros da particula de teste, de forma
a minimizar a energia da particula, pois assim estaremos também minimizando os efeitos de
“backreaction”. Sabemos que a energia minima que a particula tem que ter é dada pela ex-
pressao (4.16). Quando sujeitamos essa energia a equagao (4.20), obtemos o valor 6timo para a
energia. Como nossa restricao é uma reta, esse é um problema de otimizagao linear, e os valores
minimos para a energia sao encontrados nos extremos da reta. Dessa forma temos que o valor
6timo da energia serd dado por:

E()\,0) = % +0(6%), (4.21)
ou por:
E(0,¢) = _52 + O(6%). (4.22)
2sin”

Note que E(),0) < E(0,€) para qualquer valor de «, o que nos indica que a melhor opgao,
ou seja, a que minimiza os efeitos de “backreaction”, seria jogar uma particula de teste sem
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carga elétrica (¢ = 0). Para esse caso temos:

1 2
\ o o reosTa (4.23)

4 cos «

Como podemos ver da equacao acima, o valor de A (e consequentemente o de L) pode
crescer muito, dependendo do valor de a, mesmo com o valor minimo para a energia. Dessa
forma, minimizar a energia nao garante a minimizacao de L e ¢, pondo em risco a validade da
aproximacao de particula de teste. Vamos entao usar uma nova abordagem. Para isso vamos
minimizar a soma A\ 4 €2.

Como nossa superficie de restricao é uma reta, essa minimizagao significa que iremos consi-
derar 6timo o ponto que estd mais proximo da origem, pois é justamente nesse ponto que temos
o menor valor possivel (dentre os pontos da reta) para a soma A? +¢2. Usando os dados da Fig.
4.1 acima e um pouco de trigonometria, obtemos a seguinte relagao para a carga ¢ e o momento
angular L 6timos da particula de teste:

gM  sin®a (Q/a)’

L  2cosa 2 [1 + (Q/a)ﬂ ’ (4.24)

Vamos analisar um pouco mais essa equacao acima. Note que se tivermos inicialmente um
buraco negro de Kerr quase-extremo, entao () = 0. De acordo com a classificagdo definida em
funcdo de M, § e a, esse buraco negro pode ser descrito pelos parametros (M, § = vV M? — a2, o0 =
0). Portanto, a equagao (4.24) implica que ¢ = 0.

Logo, a melhor maneira de destruir o horizonte desse buraco negro é soltar uma particula
de teste descarregada, como era de se esperar. Nesse caso a energia minima da particula é dada
pela equacao (4.21):

E(0) =2,

=]

Quanto ao momento angular da particula, da Fig. 4.1 acima temos que (usando cos o = 1):

A> L = L > 0
-2 M — 2

Dessa maneira, podemos escolher os parametros da particula de teste como sendo (E =
5/4, L/M = §/2, ¢ = 0) de forma que a aproximagao de particula de teste seja vélida, desde
que 0/M < 1, assegurando assim que os efeitos de “backreaction” podem ser desprezados.

Ja para o caso de um buraco negro de Reissner-Nordstrom quase-extremo, temos que a = 0,
de forma que esse buraco negro pode ser descrito pelos parametros (M, = /M? — Q?, a =
7/2). Logo, a equagao (4.24) implica que L = 0 (como esperado). A energia minima, calculada
na equagao (4.22), é dada por:

E(0,¢) = g
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4.3 Langamento do Infinito

Ja da Fig. 4.1 obtemos:

€2

|

=q>

N | —

Assim, os parametros 6timos nesse caso para a particula sao (F =6/2, L =0, ¢ =19/2), e
a aproximacao de particula de teste também é valida, o que significa que podemos desprezar os
efeitos de “backreaction”.

Por fim, gostaria de lembrar que esses valores de energia minima dados pelas equagoes (4.21)
e (4.22) foram calculados levando em conta a superficie de restrigdo (reta), ou seja, em primeira
ordem essa energia minima ¢ igual a energia maxima. Porém, conforme visto acima na equagao
(4.19), quando levamos em conta os termos de segunda ordem, obtemos de fato Epax > Emnin.

Concluimos entao que para um buraco negro de Kerr-Newman quase-extremo, é possivel
soltarmos uma particula do seu horizonte e criarmos uma singularidade nua.

4.3 Lancamento do Infinito

Até esse ponto nossa analise foi feita considerando que a particula de teste era trazida de
alguma maneira até o horizonte de eventos do buraco negro por algum mecanismo externo, e
depois solta dessa posigao. Porém, nossa andlise fica vinculada a tal processo, que pode por si
sO causar efeitos indesejaveis, e fazer com que a particula nao caia no buraco negro.

Para nao termos que nos preocupar com isso, vamos agora considerar o caso em que a
particula é solta do infinito em direcao ao buraco negro, e ver se ainda sim podemos ter a
destruicao do horizonte de eventos e a criagao de uma singularidade nua. Vamos considerar que
nesse percurso a particula se move ao longo do plano equatorial da métrica de Kerr-Newman.
Nesse caso a energia minima que a particula deve ter é encontrada através do potencial efetivo,
que pode ser escrito como [37]:

v(r) = 2V v (4.25)

%
na qual

= (La+ Qer)(r* + a*) — LaA, (4.26)

v = (P +d)? - d*A, (4.27)

Y% = (La+ Qer)? — (L* + i*rH)A, (4.28)

e i ¢ a massa de repouso da particula de teste.

Note que esse potencial efetivo é védlido apenas para r > r,. Se r = r, entao esse potencial
nos dé a equagao (4.14), que é a energia minima que a particula tem que ter no horizonte de
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4.3 Langamento do Infinito

eventos para cair no buraco negro. Para que a particula consiga sair do infinito e atravessar
o horizonte, sua energia tem que ser maior que o valor maximo do potencial efetivo, pois se
E = V(r) para algum r > r,, entdo temos um ponto de retorno, e a particula nao chega ao
horizonte. Note também que no limite em que r — oo temos que V' — pu, o que era esperado,
ja que essa métrica é assintoticamente plana.

Vamos entao analisar esse potencial efetivo. O grafico abaixo mostra trés casos distintos:

L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L
1,05x10'5—k
9’75X106_\//_,

s 9,00x10°
Y s
8,25x10° -

o=T/2

o=m/4

7,50x10° | 0
6,75x10° -

—7r r r - r - r - 1r r r r T+ T r T T

3 6 9 12 15 18 21 24 27 30

Figura 4.2: Potencial Efetivo no qual usamos L/M? = q/M = pu/M = §/M = 107°, e variamos
o valor de a. O buraco negro de Reissner-Nordstrom € representado pela curva azul, o de Kerr pela

verde, e a curva vermelha representa um caso intermedidrio, com iguais valores de carga elétrica e
momento angular.

Note que essas curvas de potencial acima possuem comportamentos distintos. Para fazermos
uma melhor analise vamos primeiro trabalhar com o buraco negro de Reissner-Nordstrom, que
possui o = 7/2. Vimos acima que para destruirmos tal buraco negro a particula de teste deve
ter L = 0. Mantendo ¢/M e §/M constantes e variando a massa de repouso da particula, p/M,
construimos o seguinte grafico:
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4.3 Langamento do Infinito

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1,40x10° 4
1,20x10°
— wM=10"°
T00XI0 = == = == === — = m - - -- - —— WM=25x10"°
s 1 —6
= 8,00x10° T WMsxI0
< _ WM=7.5x10"°
6,00x10° —— wWM=15x10"
1 ---- Emin
4,00x10°
2,00x10°
T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
'™

Figura 4.3: Potencial efetivo para o buraco negro de Reissner-Nordstrém (o = w/2). Os pardmetros usados
foram q/M = §/M = 1075, L = 0, e variamos o valor de p/M. O wvalor da energia minima (potencial efetivo
no horizonte), que nao depende de p/M, calculado para esses parametros também foi colocado para comparagdo.

Note que para alguns valores de /M o valor da energia minima é maior que o do potencial
efetivo.

Dessa forma, uma particula de teste jogada do infinito com energia E ~ F,;, nao tera
nenhum ponto de retorno, e serd capaz de atravessar o horizonte de eventos do buraco negro.
Como teremos para esse caso (como ja discutido acima) Fiax > Fuin, entao serd possivel criar
uma singularidade nua jogando a particula do infinito.

Vamos fazer essa mesma andlise para o buraco negro de Kerr. Vimos que nesse caso a
particula deve ter ¢ = 0. Mantendo constantes L/M? e 6/M, e variando u/M obtemos o
seguinte grafico:
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4.3 Langamento do Infinito

1!00)(10'5 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1
8,00x10°
— wM=10"

—6
= 6,00x10° T WM=ELSxI0
= —— WM=5.0x10"
> WM=7.5x10"°

4,00x10° WwM=10"’
- - -+ Emin
2,00x10°

Figura 4.4: Potencial efetivo para o buraco negro de Kerr (o = 0). Os parametros usados foram L/M? =
§/M = 1075, ¢ = 0, e variamos o valor de pu/M. O wvalor da energia minima, que ndo depende de p/M,
calculado para esses parametros também foi colocado para comparacao.

Note que aqui também obtivemos casos em que a energia minima ¢ maior que o potencial,
permitindo assim que uma particula jogada do infinito com essa energia seja capaz de destruir
o horizonte do buraco negro. Em geral, vimos que quando E.,;, > p entao seremos capazes de
criar a singularidade nua.

Seria interessante também analisarmos o caso mais geral, em que o buraco negro possui
tanto carga elétrica () quanto momento angular J = aM. Vamos considerar que a = @, de
forma que o = /4, que corresponde a curva em vermelho na Fig. (4.2).

Segundo a equagao (4.24), os parametros 6timos para a particula de teste nesse caso sao:

qM sin® o 1 L
L 2cosa 4 M 1 ( )

Vamos entao construir mais dois graficos semelhantes aos anteriores para verificarmos se
nesse caso genérico a particula consegue atravessar o horizonte de eventos partindo do infinito.
Primeiro vamos usar a relagao 6tima entre L e ¢ obtida acima. Mantendo constantes L/M? =
4q/M e 6/M, e variando p/M obtemos o seguinte grafico:
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4.3 Langamento do Infinito

5,0x10° T T

4,0x10° s
—— WM=5x 10
—— wWM=4x107°
-5
S soxto*] wM=3 x 1075
= —— wWM=2x 10
> —— WM=1x10"°
----Emin
2,0x10° - E

1,0x10° 4

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
'™
Figura 4.5: Potencial efetivo para o buraco negro de Kerr-Newman (o = w/4) utilizando a relagdo dtima
entre L e q, de forma que L/M? = 4q/M = 4 x 107°. Deizamos §/M = 1075 e variamos o valor de u/M. O
valor da energia minima, que ndo depende de p/M, calculado para esses pardametros também foi colocado para
compara¢ao.

Vamos também analisar o caso em que a relacao entre L e ¢ nao é a encontrada acima.
Deixando o valor de L/M? igual ao de ¢/M, de forma a termos L/M? = q/M = x107°,
obtemos:

1,2x10° .
1.0x10° — WM=1.2x10°
—— wM=10"
= 8,0x10° —— wM=75x10°
< WM=5.0 x 10°
> 6
6,0x10° - wM=2.5x 10
----Emin
4,0x10°
2,0x10° T T T T T T T T T T T T T T T 1T

r/M
Figura 4.6: Potencial efetivo para o buraco negro de Kerr-Newman (o = 7/4) no qual utilizamos L/M? =
q/M = §/M = 107>, e wvariamos o valor de p/M. O walor da energia minima, que nao depende de u/M,
calculado para esses parametros também foi colocado para comparacao.

Novamente observamos, a partir dos dois graficos acima, que existem valores de u/M que
permitem que a particula siga uma geodésica e caia no horizonte do buraco negro. Tal resultado
pode ser obtido tanto com a relagdo 6tima entre L e g (que minimiza efeitos de “backreaction”)
quanto com L/M?* = q/M.
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4.4 Exemplo

Podemos entao concluir que é possivel, com uma escolha adequada dos parametros, e uti-
lizando a aproximacao de particula de teste, destruir o horizonte de eventos de um buraco negro
de Kerr-Newman quase-extremo, criando uma singularidade nua.

Essa singularidade pode ser criada tanto a partir de particulas soltas diretamente do hori-
zonte de eventos (por algum mecanismo) quanto a partir de particulas lan¢adas do infinito.

4.4 Exemplo

Por fim, vamos analisar um exemplo que possa vir a ser utilizado como condigao inicial para
uma andlise mais completa em relatividade numérica (full numerical relativity), pois dessa forma
seremos capazes de verificar, através de uma simulacao, se a formacao de uma singularidade
nua é possivel mesmo com a utilizacao de todos os elementos da teoria da relatividade, ou seja,
sem desprezarmos os efeitos de “backreaction”.

Para tal considere um buraco negro de Kerr com massa M = 10®M, e suponha que §/M ~
10~°. Conforme a discussao acima, para que a particula de teste destrua o horizonte do buraco
negro, ela precisa de um momento angular L/M? > §/2M > 5 x 107%. Nesse caso a energia
minima dessa particula, calculada pela equacao (4.21), é Epy, ~ §/4 = 107°M /4 = 250 M,

Suponha que nossa particula de teste tenha uma massa de repouso igual a massa da Lua,
p~ 4 x 1078M,. Considerando que L/M? = 1075, de acordo com a Fig. 4.4 vemos que tal
particula seria capaz de cair no buraco negro partindo do infinito, ja que Fy;, > p/M. Para
verificar nosso resultado, vamos utilizar os termos de segunda ordem das equacoes (4.11) e
(4.16). De acordo com essas equagoes teremos:

107
Emin - (]- - 10_5)77 Emax - (1

1075\ 107
- ) . (4.30)

2 2

Como Fyax — Emin = 10719/4 > 0, entao se a particula tiver uma energia £ com valor
entre esses dois extremos, ela destruird o horizonte de eventos do buraco negro e formara
uma singularidade nua. Note também que a aproximacao de particula de teste é valida nesse
exemplo. A confirmacao desse resultado através de simulagao numérica ainda nao foi possivel,
pois atualmente a razao minima para as massas que pode ser implementada na programacao é
de 1 para 100. Porém, espera-se que no futuro essa simulacao seja sim possivel de ser feita e
testada.
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Capitulo 5

Investigacao em espacos-tempo
anti-de-Sitter cinco-dimensionais

Nesta secao temos por objetivo investigar a conjectura da censura céosmica com um buraco
negro girante em um espago-tempo assintoticamente anti-de-Sitter (AdS) cinco-dimensional
(5D). O processo é semelhante ao adotado anteriormente, isto é, jogaremos particulas de teste
em diregao ao buraco negro, e veremos se no final existe a possibilidade de destruirmos o
horizonte de eventos, criando assim uma singularidade nua.

Concentraremos nossa aten¢ao no estudo de perturbagoes lineares na métrica gerada por
um buraco negro de Myers-Perry em 5D com constante cosmoldgica negativa. KEssa solucao
considerada por nés nada mais é do que uma generaliza¢ao da familia Myers-Perry [51]. Ela
foi introduzida primeiramente em [52], e logo depois generalizada em [53,54] para dimensoes
maiores que cinco.

Hoje em dia sabe-se muito pouco sobre colisoes de buracos negros em espacos-tempo assin-
toticamente AdS. Essa investigagao tem por finalidade buscar um melhor entendimento nessa
drea, que é muito relevante para a correspondéncia AdS/CFT, como dito no capitulo 2.

Em particular, se conseguimos violar a conjectura da censura cosmica classicamente nesse
espago-tempo assintoticamente AdS, possibilitando assim o aparecimento de uma singularidade
nua, acreditamos que poderemos usar a parte de teoria de campos dessa correspondéncia para
entendermos melhor o proprio conceito de singularidade em relatividade geral, dando assim
uma contribui¢ao na busca por uma teoria quantica da gravitagao.
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5.1 Introducao

5.1 Introducao

Vamos aqui introduzir alguns conceitos e parametros que serao usados ao longo dessa inves-
tigacao.

Sabemos que em um espacgo-tempo com cinco dimensoes podemos escolher dois planos de
rotagao ortogonais. Dessa forma, a solugao geral é parametrizada por dois momentos angulares
independentes a; e as, além do parametro de massa M. No nosso trabalho vamos considerar
apenas a situagao em que a; = as = a, ou seja, quando temos apenas um parametro de momento
angular, pois como pode ser visto em [55], nesse caso a solugao se torna cohomogeneidade-1, o
que nos possibilita uma simplificacao nos célculos.

Portanto, usando as coordenadas (t, 7,1, 0, ¢), que serao detalhadas a seguir, nossa métrica
de fundo pode ser escrita como:

ds® = —f(r)2dt* + g(r)2dr® + r*gudadz’ + h(r)? [ + Audz® — Q(r)dt]” (5.1)
na qual:
o) = (1 Z_j_ 2%5 2]\7ﬂa2)—1 |
h(r)? = r? <1 + 2]\ia2> )
Q(r) = Tfé\fr‘gz, , (5.2)
T
0= e
=—1- 4

Na expressao acima g, representa a métrica de Fubini-Study no espaco projetivo complexo
CP!, que é isomorfico a esfera S?, e A = A,dz® é seu potencial de Kéhler, dados por:

1
Gapda®da® = (d92 + sin? 9d¢2) , A= 5 cos Odao. (5.3)

NN

Substituindo essas duas relagoes acima na métrica, obtemos:

2 1 2
ds® = —f(r)?dt* + g(r)*dr® + TZ (d6* + sin® 6 d¢*) + h(r)* |dy + 5 cos 0dg — Q(r)dt| . (5.4)

ssa métrica, quando escrita da forma acima, se estende para dimensoes superiores impares
E t , d ta da f , tend d
do tipo D = 2N + 3, pois a esfera S**! pode ser escrita como S! sobre CPY. Para o caso
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5.2 Perturbacao gravitacional

D = 5 no qual vamos nos concentrar, isso corresponde ao fibrado de Hopf (S! sobre C'P').
Assim sendo, temos que a coordenada 1) parametriza a fibra S', e possui periodo de 2.

Ja os dois planos de rotagao ortogonais correspondem a 6 = 0 e # = 7 nessas coordenadas
utilizadas, ou seja, esses dois planos sao mapeados para os polos de S2. Por fim, o parametro /
que aparece nas expressoes acima estéd relacionado com a constante cosmoldgica (negativa), de
forma que a métrica apresentada ¢é solugao da equacao de Einstein:

R, = —40%g,,. (5.5)

Assintoticamente essa solugao se torna anti-de-Sitter com raio de curvatura £. O raio do
horizonte de eventos desse buraco negro, designado por r,, é dado pela maior solugao real de
g2, e possui a geometria de uma esfera S® homogeneamente achatada, geometria essa que foi

descrita acima em funcao de seu fibrado de Hopf.

Esse buraco negro possui um limite extremo, acima do qual seu horizonte se torna degene-
rado, e esse extremo nos da o valor maximo permitido para a em funcao de M e ¢. Expressando
esse limite em fungdo da velocidade angular do horizonte {2y e de seu raio r, obtemos [55]:

14— (5.6)

5.2 Perturbacao gravitacional

Queremos entao perturbar essa métrica de fundo descrita acima jogando em direcao ao bu-
raco negro uma membrana de particulas de teste homogeneamente distribuidas sobre a esfera S®
achatada. Escolhemos jogar essa membrana de particulas pois assim estamos preservando toda
a simetria rotacional da métrica de fundo, e em particular a propriedade de que os momentos
angulares a; e ao sao iguais. Também temos que nossa métrica nao é mais estacionaria, ja que
as particulas de teste estao caindo em dire¢ao ao buraco negro.

Vamos entao trabalhar seguindo a estrutura das perturbacgoes lineares, ou seja, temos uma
métrica de fundo fixa, e vamos tratar as particulas de teste como sendo pequenas perturbacoes
nessa métrica. A métrica perturbada g,, pode ser obtida a partir da métrica de fundo g,
através da seguinte relagao:

,g,u,u = Guv + hp,m (57)

na qual h,, representa a perturbagao que é imposta pelas particulas de teste. Sabemos que no
calibre Transverso e sem Traco (TT - do inglés transverse-traceless), temos que:

vﬂh'u,y - gﬂyhlm/ - 0,
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5.2 Perturbacao gravitacional

e a equacao cosmoldgica de Einstein linearizada se reduz a [55]:

Arph, = 2R, 00" — V?h,, —8(%h,,
= —8(%h,, + 167GNT,, (5.8)

na qual Ay é o operador de Lichnerowicz e G é a constante gravitacional de Newton em N
dimensoes. Note que o segundo termo do lado direito possui o tensor de energia-momento 7},
das particulas de teste, que encontraremos mais adiante. Lembrando que para obtermos essa
equacao linearizada temos que substituir a métrica perturbada g,, na equacao de Einstein, e
expandir em termos da perturbacao A, .

Porém, gostarfamos de obter a perturbacao h,, em um formato que permitisse uma leitura
direta da variacao dos parametros de massa e de momento angular:

M — M + oM, a— a+da,

e esse formato nao ¢é consistente com o calibre T'T. Dessa maneira, vamos calcular as equacoes de
perturbagao linear sem fixar o calibre (trabalharemos com ele depois), e para um espago-tempo
geral de dimensao D.

Estamos assumindo que a métrica de fundo fixa é solucdo da equagdo cosmoldgica (que
possui constante cosmoldgica ndo-nula) de Einstein sem fonte, que pode ser escrita como:

D -2

Gl = G + —5—Ag =0, (5.9)

na qual G, = Ry, — 39, R 6 0 tensor de Einstein e A = —(D —1)/¢* é a constante cosmoldgica
(negativa, pois estamos considerando um espago-tempo assintoticamente AdS). Substituindo a
métrica perturbada g,, na equagao acima e realizando os célculos obtemos a seguinte equagao
para a perturbacao linear [56,57]:

206G, = —V?hy, + 2V VY hy)y — V.V, R
+ g (V2h = VVPhes) — R
+ GuhasR* + (D — 2)Ahy,
=167GNT,, (5.10)

na qual as derivadas covariantes sao calculadas com relacao a métrica de fundo g,,.,, e h = g""h,,
denota o traco da perturbacao. De acordo com a identidade de Bianchi, o tensor de energia-
momento das particulas de teste deve ter o divergente nulo, o que ocorre se e somente se as
particulas de teste seguirem uma geodésica da métrica de fundo fixa.
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5.3 Quantidades conservadas

A equagao obtida acima é genérica. Particularizando para o nosso caso, usando a métrica
de fundo definida pela equacao (5.4) e D = 5, a equagao de perturbagao se torna:

2065, = —V?hu + 2V 'V hy)y — VYV, R
1

+ G (V2R = VVPhg) + 8072 (hW -3 g,wh)

=167G N T} (5.11)

5.3 Quantidades conservadas

Como ja foi visto, esse espago-tempo nao ¢ assintoticamente plano. Dessa forma, a identi-
ficacao da energia e do momento angular de uma particula de teste nao é imediata. Portanto,
vamos seguir o seguinte roteiro para nossa investigacao, que pode ser dividido em duas partes:

(i) Em um primeiro momento vamos jogar uma membrana de particulas para preservar a
simetria (conforme dito acima), e resolver para a perturbagao.

(ii) Ap6s os calculos, vamos descobrir como os parametros de energia F e momento angular
L das particulas de teste influenciam no aumento de massa e momento angular do buraco
negro.

(iii) Com essa informagao, podemos entao partir para a segunda parte da pesquisa, que consiste
no teste da conjectura da censura césmica propriamente dito. Nessa parte, como sera visto,
atiraremos apenas duas particulas em dire¢ao ao buraco negro.

Logo, vamos comegar nossa andlise pelo item (i). Como visto, precisamos primeiro identi-
ficar o momento angular e a energia de uma particula de teste em um espaco-tempo de fundo
assintoticamente AdS.

Podemos construir algumas quantidades conservadas a partir das isomerias da métrica de
fundo, mas qualquer combinacao linear delas também serd uma quantidade conservada. Pre-
cisamos entdo encontrar a combinagao correta. O espago-tempo descrito pela métrica (5.4)
possui vetores de Killing tanto rotacionais quanto do tipo-tempo, dos quais podemos construir
as trés seguintes quantidades conservadas:

L dT v do
L dT v do
Ly = gu(0/op)z" = o {gtw + Juv + gwg} , (5.13)
L dT v do
Lo = 000072 = T o 4 gus'sy + g0’y | (5.14)
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5.3 Quantidades conservadas

nas quais z#(7) = (T(7), R(7),¥(1),0(7), ®(7)) representa as coordenadas da particula de
teste, e o ponto representa derivada com relacao ao tempo proprio 7. Note que temos as
seguintes relagoes entre os termos da métrica:

cos 6 cos 6
Jtp = Gty » G = Gup 5
2 2
cos 6 r2sin® 6
oo = —5 Goot (5.15)

de forma que a particula de teste cujo movimento pertence inteiramente ao plano de rotacao

0 = 0 possui Ly = %Lw. Do mesmo modo, a particula de teste cujo movimento pertence
inteiramente ao plano de rotacao 6 = 7 possui Ly = —%Lw. Essas duas geodésicas possuem:
O(t) = d(r) = 0. (5.16)

Na verdade, existem geodésicas que obedecem as relagoes acima para quaisquer valores de 6
e ¢. Tais geodésica correspondem simplesmente a trajetérias radiais em S?. Logo, para preser-
varmos a simetria da métrica de fundo, nesse nosso experimento iremos jogar uma membrana
de particulas de teste homogeneamente distribuidas sobre S%, sendo que cada particula estard
caindo em direcao ao buraco negro radialmente. Essas particulas também serao homogenea-
mente distribuidas sobre S!, mas nesse caso elas possuirao rotaciao ao longo da coordenada

.

Podemos obter as outras equagoes que governam o movimento das particulas de teste in-
vertendo as equagoes (5.12) e (5.13), e usando a normalizagao da quadrivelocidade, que é dada
por:

v
Juwi'z" = —¢,

na qual ¢ = 1,0 para geodésicas do tipo-tempo e nulas, respectivamente. Usando essas trés
relacoes, apds um pouco de algebra obtemos:

. E—-QL

. R2QFE + (f2—h202) L

U= o )Ly (5.18)
. — 2B —QL,)* + h2L2
i vl v (5.19)

92

na qual o ponto denota derivada em relacao ao tempo préprio. Nessas trés equacoes acima, as
fungoes f,g,h e Q (definidas mais acima, juntamente com a métrica) devem ser consideradas
como fungdes de R(7) ao invés de fungdes de r.
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5.4 Tensor de energia-momento

Dessa forma obtivemos as equacoes de movimento das particulas de teste. Vamos agora
encontrar o tensor de energia-momento para essas particulas. Sabemos que para uma particula
de teste de massa de repouso my, esse tensor pode ser escrito como [59]:

y dz* dz"
T = m0/5(5) (0 = 2() = Zdr, (5.20)

na qual 7 denota o tempo préprio ao longo da linha de mundo z#(7). Como dito acima, iremos
perturbar a métrica de fundo com particulas de teste homogeneamente distribuidas sobre ambos
S? e S1, de forma que o tensor de energia-momento do conjunto de particulas serd funcao das

coordenadas t e r apenas.

Fazendo uma mudanga de variavel na fungao delta, e realizando a integral no tempo, o
tensor de energia-momento pode ser escrito da seguinte forma [59,60]:

T:u'l/ — ,19,&1/5(7’. —SR(t)) ’ (521)
T
com dT dz" dz¥
) P il 22
v MO Tt (5.22)

na qual a quantidade mg pode ser interpretada como densidade. As componentes covariantes

desse tensor podem ser escritas como:

dv
Uy = —4mol {gtt + gtwd—} )
t
dR
ﬁtr = _4mOEgrrE )

dv dv
Oy = —4dmoE [gtw + gz[n/}%j| = 4mgLy |:gtt + gtw%} ,

dT dR\ >
197”7‘ =4 —g? 1
mOdTg”(dt> )

dR
197" =4 L T 1, )
¥ oLy dt
dW
Dy = 4moLy, {gw + gzpwg} :
dW dWU
Vg = —4moE {gw + gwng} = dmgyLy, [gtt + gwg} ,
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dR
797’ =1 L rr 7, 9
T
dv dv
Vyg = dmoLy, {gtqﬁ + Qwas%] =4dmoLg [Qtw + Gy %] ;

d\If} ‘

?9¢¢ = 4m0L¢ |:gt¢ + 9¢¢% (523)

As componentes 9,9 sao nulas.

Com essas defini¢coes acima, vamos agora adotar a seguinte estratégia: Primeiro fixaremos
o calibre para que a perturbacao h,, tenha a mesma forma que a variacao esperada de massa
e de momento angular. Com isso conseguiremos anular varias componentes da perturbacao.
Depois iremos resolver a equagao (5.11) para as componentes da perturbacdo. Apds isso, a
partir dessas componentes, poderemos obter diretamente dM e da.

5.5 Fixando o calibre

Vamos entao fixar o calibre. Sabemos que é conveniente decompor a perturbacao na métrica
em partes escalares, vetoriais e tensoriais, de acordo com a maneira com a qual se transformam
sob uma transformacao genérica das coordenadas angulares {1, 0, ¢}. Dessa forma, de acordo
com [57], temos quatro componentes escalares hap, duas vetoriais hy; e uma tensorial h;;, nas
quais A,B=t,re,j=1,0,0.

Cada um desses setores podem ser expandidos em termos das fungoes de Wigner Dy, (1,6, ¢).
Em cinco dimensoes, que é nosso caso de interesse, temos dois operadores de momento angu-
lar que comutam, e que os operadores de Casimir coincidem. As func¢oes de Wigner sao as
autofuncoes desses operadores.

Dado o alto grau de simetria que estamos assumindo na distribuicao de matéria, a per-
turbagao induzida ira preservar a simetria da métrica de fundo. Isso significa que apenas os
zero-modos (J = M = K = 0) da expansao em fungoes de Wigner podem ser excitados, e esses
modos se desacoplam dos demais.

Seguindo a referéncia [57], existem apenas sete componentes independentes para a per-
turbacao:
{htt ) ht’r‘ ) h’f?” ) ht?/) ) h?”w ) h?/)’lb ) h@@} ) (524)

enquanto que as quatro componentes h,p com i # 6 sao nulas, e as componentes restantes
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podem ser escritas como:

0 0
CO; [ %hw, (5.25)

cosf , cos? 6
hw¢ = 2 h¢¢ s h¢¢ = SlIl2 0 hgg —|—

hup -

Sob uma transformacao infinitesimal de coordenadas, a perturbacao da métrica se trans-

forma como:
new __
by — oy = by + V(&) - (5.26)
Para preservamos a simetria, vamos considerar apenas transformacoes de calibre da forma:

cos
2

5# = (&7&"7&1}70’ €¢)7

com &, fungoes de ¢ e r apenas. Vamos entao escolher essas funcoes do seguinte modo:

o f 2r2(f* — QPh°)\ & | 0:&y
ﬁt——%{hrw—i-(l— e )7—1- 5 ],

62 2
gr = _/ |:2htr + %ét + argt - 2%(& + Q&/)):| d?“,

r t. 7 =2 m—2 T t. 7 ~2 ~—2
£y = —(r’+ 7“2)/ HOED T 277 iy o2 - r2)/ HED T g (s.07)
1 8r 1 8r
o 8r3Q) 247 8r% — 2rh?
J(t,r) = ;—2 (htr + Qhypy — %ath99> - %hw — 220, hy. (5.28)

Dessa forma conseguimos eliminar as componentes hy,, luyy, by € hgg, deixando a perturbacao
com apenas quatro componentes independentes. Logo, podemos escrever a perturbacao como:

[ htt(t,r) 0 hw(t,r) 0 Coseht¢<t,7”) i
0  hutr) 0 0 0
R, = * 0 hyp(t,r) 0 <Lhy,(tr) | . (5.29)
0 0 0 0 0
i * 0 x 0 —Cozzehwd,(t,’f‘) ]

Porém, essa fixacao de calibre ainda nos deixa com uma liberdade residual, ou seja, podemos
ainda realizar uma transformacao de coordenadas definida por:

cos
2

f;es = (Ct707C¢707 Cl/f)a (530)
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na qual temos:

Gt r) = wi(t)r® + wo(t)r2,

r? rt 4+ r202 — 2M (2
Cu(t,r) =—a (1 + 6_2) wi (t) + S a2 wa(t) . (5.31)

Essa transformacao deixa todas as componentes inalteradas, a nao ser hy e hyy, que se
transformam como:

r? rd 4+ 20?2 — 2M 0
hyy — hy —a <1 + ﬁ) wi(t) + o Ma 22 wy(t),
r2 / ]' /

2 212
Em particular, essa transformacgao implica que o traco da perturbacao se transforma de
acordo com:

1
hMM — huu + aw’l(t) — MW;@) . (533)

Portanto, podemos ainda usar essa transformagcao de calibre residual para eliminar do trago
da perturbagao uma funcao de t apenas.

Tendo definido o formato da perturbacao h,,,, vamos retornar a nosso problema inicial. O que
precisamos fazer é introduzir a perturbacao definida em (5.29), juntamente com as componentes
do tensor de energia-momento definidos em (5.23), na equacao (5.11), e resolver para as quatro
componentes hy(t,7), by (t,7), hey(t,7) € hyy(t, ).

A partir dessas quatro componentes, podemos obter a variacao da massa 6 M e momento
angular da, e a partir delas podemos verificar se na situagao final conseguiremos destruir o
horizonte de eventos do buraco negro e criar uma singularidade nua.

Para obtermos 0 M e da a partir das componentes da perturbacao, primeiro substituimos na
métrica original, dada pela equagao (5.1), M por M + dM, e a por a + da. Depois pegamos
apenas os termos em primeira ordem em 0M e em da, e comparamos com o resultado obtido
para a perturbacao h,.

Dessa forma, conseguiremos obter as variacoes da massa e momento angular introduzidas
pelas particulas de teste. Como esse sistema “membrana-teste” é altamente simétrico, o valor
relativo obtido para o acréscimo de momento angular em relagao ao acréscimo de massa devido
a essa membrana de particulas é o mesmo que para uma particula.

Com esses valores poderemos verificar a conjectura, como mostra a se¢ao a seguir.
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5.6 Testando a conjectura da censura césmica

A partir da métrica, podemos identificar a massa M e o momento angular J do espaco-
tempo de fundo, que sao dados por [55,58]:

™M a® mMa
M:—<3+€—2), g =" (5.34)

4G G

na qual G é a constante gravitacional de Newton. Queremos investigar se é possivel destruir
o horizonte de tal buraco negro através das particulas de teste, de forma que na situacao final
tenhamos um momento angular maior que o limite extremo. Seja M a massa inicial do buraco
negro, e Jy seus momentos angulares iniciais (lembrando que para D = 5 temos dois momentos
angulares possiveis), dados em fungao dos parametros a, M e ¢, conforme expressoes acima.

Para testarmos a conjectura, precisamos jogar (D — 1)/2 particulas de teste, cada uma
ao longo de um plano de rotacao ortogonal. No nosso caso precisamos jogar apenas duas
particulas, uma ao longo do plano 8 = 0 e outra ao longo de § = 7. Assumiremos que essas
particulas possuem a mesma massa mgy € as mesmas cargas conservadas, como o momento
angular 6 J = mgL e a energia 6 M = myE.

Devemos ter oM < My e 0T <K Jy para que a aproximacao de particula de teste seja
valida. Apds as particulas cairem no buraco negro, o momento angular adimensional do buraco
negro, que é dado por:

: J
MD=3
mudara para:
J=2Jo+0j, (5.36)

na qual os subscritos se referem aos parametros iniciais do buraco negro, e a variagao dj pode
ser obtida a partir da expansao em série de Taylor da equacao (5.35) em torno de Jy e M.
Fazendo

T =To+0T =To+moL,
M = Mo+ M = My +mgE, (5.37)

inserindo essas duas expressoes em (5.35) e considerando termos até primeira ordem, obtemos:

) m L D=2
6j:_0 <—1—E]0D_3> ) (5.38)
MP3

0
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Particularizando para D = 5 obtemos:

(5.39)

(5.40)

Trabalharemos com esse momento angular adimensional por conveniéncia. Dessa maneira,
uma vez identificados os parametros E e L da particula de teste, podemos substitui-los nas
expressoes acima, e seremos assim capazes de identificar se esse processo pode ou nao destruir

o horizonte de eventos desse buraco negro.

Vamos considerar que a situagao inicial corresponda a um buraco negro extremo, jo = Jext-
Assim, se obtivermos 07 > 0 para esse caso, entao teremos passado do limite extremo, violando
a conjectura da censura cosmica nesse espago-tempo. Devido a complexidade das equagoes,
decidimos primeiro comecar com um caso mais simples, para depois irmos adicionando elementos
aos nossos calculos, até chegarmos ao resultado desejado. Revisaremos aqui o problema da
perturbagao linear em um caso conhecido na literatura, que é o caso da métrica de Schwarzschild
em quatro dimensoes para L = 0 (trajetéria radial) [61,62]. Essa métrica pode ser escrita nas

unidades usuais (¢, 7,0, ¢) como:

: . (5.41)

2M oM\
ds* = — (1 — —) dt* + (1 — —) dr® +r* (d6* + sin® 0d¢*) .
Lembrando que essa métrica permanecerd fixa (de fundo). As equagoes para a perturbagdo
podem ser calculadas a partir da expressao (5.10), com D = 4 e A = 0. Definido o calibre,

podemos escrever essa perturbacao como:

i ( - %) Holt, 7] Hilt,r] 0 0
AVALS 2/m
H1 t,’/’] H2 t,T] 0 0
I 2\/7 2/ (1 —2M1) (5.42)
" 0 0 m 0
2\/m )
2 .
0 0 0 r*K[t,r]sin” 0
L 2/

Para o caso L = 0 em que estamos interessados, essa escolha de calibre permite ainda
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fazermos Hi[t,r] = K|t,r] = 0, de forma que a perturbagao final fica escrita como:

[ (1 — 2M) Hylt
( ;\j_ 0[7T] 0 0 0
T
0 HQ[t,T] 0 0 543
P = 27 (1 - 2) o4
0 0 00
i 0 0 0 |

O tensor de energia-momento da particula de teste (com massa mg e energia E) é dado por:

i , -
(1-%) ~R(t) 00
B 1 =Y R(t)
L= PR x | PO e 00 g
”( —WV 0 0 00
0 0 00|

com R(t) sendo a coordenada radial da particula, e R'(t) sua derivada em relacao a t. Substi-
tuindo as expressoes (5.43) e (5.44) nas equagdes das componentes da perturbagao e resolvendo
o sistema, obtemos o seguinte resultado:

_ 4y/TmoEO[r — R(t)]

HQ[tur] r— oM 9

(5.45)

1
(r —2M)[2M — R
—R(t)*+ R(t)* (4M +r+ (r —2M)R'(t)*)] ©[r — R(t)]},  (5.46)

Ho[t, 7“] =

OF {4vmmoE [AM?r — AM (M + r)R(t)

na qual © representa a funcao degrau de Heaviside. Sabemos que a geodésica radial seguida por
uma particula de teste massiva (trajetéria do tipo-tempo) no espago-tempo de Schwarzschild
apresenta as seguintes relagoes [63]:

(Y -2 ),

dr R(t)
dt E
dr — % ’

com 7 sendo o tempo-préprio. Dessas duas equacoes acima podemos obter a seguinte expressao

para R'(t):
, dR 2M 1 2M
R(t):%:_<1_m)\/l_ﬁ+m’ (547)
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na qual o sinal negativo foi usado pois a particula estd se movendo em dire¢ao ao buraco negro.
Dessa forma, a componente Hy[t, 7] da perturbagao pode ser reescrita como:

1 2 1
r—2M  R(t)—2M * E2R(t)

Holt,r] = 4v/mmoE ofr — R(t)]. (5.48)

Com esses elementos, vamos agora calcular a variacao na massa do buraco negro. Escrevendo
a métrica original de Schwarzschild com M — M + dM e considerando apenas os termos em
primeira ordem em d M, obtemos:

BM- 0 00
(M +0M) —g(M) = 0 e 00 (5.49)
g T 0 0 0o '
0 0 00

Dessa maneira, podemos encontrar o valor de M para esse caso, descobrindo assim como
a particula de teste altera a massa do buraco negro. Nosso objetivo é realizar este mesmo
procedimento com o buraco negro assintoticamente AdS em D = 5. Este trabalho encontra-se
atualmente em andamento.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Ao longo dessa tese investigamos alguns casos que tinham por objetivo principal testar
a validade da conjectura fraca da censura césmica em espacos-tempo com buracos negros.
Inicialmente fizemos um breve resumo histérico sobre os principais resultados da teoria da
relatividade geral, em especial os relacionados aos buracos negros, seguido por uma introducao
aos principais conceitos dessa teoria. Mostramos também os resultados obtidos por Hawking
e Penrose [9-15] sobre a existéncia de singularidades dentro da teoria, mesmo para espagos-
tempo fisicamente aceitdaveis, assim como enunciamos a conjectura da censura cosmica tal qual
foi proposta por Penrose em 1969 [16-19].

O primeiro caso analisado foi o de Wald [31], que mostrou nao ser possivel destruir o
horizonte de eventos de um buraco negro de Kerr-Newman inicialmente extremo através do
langamento de uma particula de teste, de acordo com a conjectura. J4 Hubeny [32] mostrou
ser possivel destruir o horizonte de um buraco negro de Reissner-Nordstrom com uma particula
de teste, criando assim uma singularidade nua e violando a conjectura. As condigoes impostas
nessa analise foram: buraco negro inicialmente quase-extremo, e efeitos de “backreaction” des-
preziveis. Mostrou-se também que mesmo quando parte desses efeitos sao levados em conta,
podem ser arbitrariamente reduzidos, de forma a nao alterar o resultado final.

Jacobson [34-36] também mostrou ser possivel violar a conjectura com uma particula de
teste em um espago-tempo com um buraco negro de Kerr quase-extremo, desde que efeitos de
“backreaction” possam ser desprezados. Através da andlise do potencial efetivo foi mostrado
que essa violacao da conjectura é possivel mesmo quando as particulas de teste sao soltas do
infinito. A unica inconsisténcia encontrada foi na andlise da estrutura e dimensao da particula,
que quando sao levadas em conta invalidam a andlise.

Vimos também que processos semiclassicos podem produzir uma singularidade nua. Matsas
e Silva [39] mostraram que, desprezando efeitos de “backreaction”, essa violagao da conjectura
¢é possivel para um buraco negro de Reissner-Nordstrom quase-extremo através da absorcao de
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particulas escalares sem massa. Hod [40] argumenta que quando esses efeitos de “backreaction”
sao levados em conta, temos o fenomeno da superradianca, que evita a destruigao do horizonte e
salva a conjectura. Porém, Richartz e Saa [41], seguindo a mesma linha de raciocinio, mostraram
que quando consideramos férmions nao temos mais superradianca, e a violagao da conjectura é
possivel minimizando os efeitos de “backreaction”.

No nosso trabalho [25] generalizamos os resultado cldssicos anteriores obtidos por Wald,
Hubeny e Jacobson. Mostramos que ¢é possivel, desprezando os efeitos de “backreaction”, des-
truir o horizonte de eventos de um buraco negro de Kerr-Newman quase-extremo. Além disso
calculamos os parametros 6timos da particula de teste, que deixam o “backreaction” no minimo
possivel, e através da analise do potencial mostramos que podemos violar a conjectura mesmo
quando a particula de teste é solta do infinito. Sugerimos também um exemplo numérico em
que os efeitos de “backreaction” sao mantido minimos, que podera em breve ser verificado
computacionalmente. Por fim, investigamos se podemos obter a violagao da conjectura em um
espago-tempo cinco-dimensional e assintoticamente AdS, também desprezando efeitos de “back-
reaction”. Este trabalho estd em andamento, e se confirmada a criacao de uma singularidade
nua, poderemos usar a contraparte da correspondéncia AdS/CFT para obter mais informagoes
sobre a natureza dessas singularidades.

Apés a publicacao de nosso artigo [25], alguns outros trabalhos foram publicados na area.
No que diz respeito as andlises semicldssicas, tivemos o trabalho de Richartz e Saa [43], que
investigam a possibilidade de violar a conjectura através do tunelamento quantico de particulas
carregadas com spin-0 (escalares) e com spin-3 (férmions). Eles primeiramente analisaram um
espago-tempo com um buraco negro de Reissner-Nordstrom quase-extremo, e obtiveram ana-
liticamente (no regime de baixas energias Mw < 1)os coeficientes de reflexao e de transmissao.
Com isso puderam mostrar que a criagao de uma singularidade nua é possivel, violando assim
a conjectura tanto para particulas com spin-0 como para particulas com spin—%. Depois fizeram
a mesma andalise para um espaco-tempo com um buraco negro de Kerr, e demonstraram que
nesse caso as particulas escalares sofrem superradianca, que impoe limitagoes na capacidade
dessas particulas em violar a conjectura. Ja os férmions nao apresentam esse efeito, e podem
ser usados para criar uma singularidade nua mantendo os efeitos de “backreaction” os minimos
possiveis.

Ja o trabalho [50] analisa os trabalhos de Jacobson [34-36], introduzindo neles efeitos de
“backreaction”, em especial a chamada “self-force”, que pode ser dividida em duas catego-
rias: dissipativa (relacionada com a perda de energia e momento angular em forma de ondas
gravitacionais) e conservativa. Nesse trabalho é mostrado que efeitos relacionados com a parte
dissipativa da “self-force” podem evitar a formagao da singularidade nua para algumas das
trajetorias calculadas por Jacobson, o que nao salvaria a conjectura, pois ainda existiriam tra-
jetorias que levam a destruicao do horizonte do buraco negro. Porém, foi mostrado também
que quando efeitos relacionados com a parte conservativa da “self-force” sao levados em conta,
todas as trajetérias de Jacobson sao afetadas, e que a magnitude desses termos de “backreac-
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tion” sao comparaveis com a dos termos que dao origem a singularidade nua, de maneira que a
“self-force” conservativa poderia salvar a conjectura. Todavia, os proprios autores deixam claro
que é apenas um argumento em favor da conjectura, e nao uma prova da mesma.

Apesar de todos esses trabalhos, ainda nao temos uma prova definitiva da conjectura fraca
da censura césmica, e nem um contra-exemplo definitivo, ja que foram calculados desprezando
efeitos de “backreaction” e/ou para um intervalo muito restritivo de parametros da particula
de teste. Logo, a questao da conjectura permanece como um dos mais importantes problemas
em aberto na relatividade geral, e seu estudo mais detalhado é fundamental para um maior
entendimento da natureza das singularidades na relatividade geral, contribuindo assim na busca
de uma teoria quantica da gravidade.
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