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Resumo

E estudado o processo de merger entre galaxias, onde as galaxias sao consideradas
como objetos compactos com massa dependendo do tempo. O estudo se d& por
meio da andlise das érbitas de tal sistema. Para isso, é desenvolvido o problema
gravitacional de dois corpos que trocam massa com a atmosfera que os involve. O
problema de Gylden-Mestschersky é revisado para servir como referéncia para este
problema. Alguns modelos de variacao de massa sao propostos, tendo como base
uma analogia com a hidrodinamica e a andalise microscépica do sistema. O problema
de dois corpos estudado é aplicado ao problema de trés corpos de massas variaveis.
Sao encontradas solucoes estacionarias correspondentes as que estao presentes no

problema usual de massas constantes.
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Abstract

We study the process of galactic merger, where galaxies are regarded as compact
objects with time-dependent masses. This study is made through the analysis of
the system’s orbit. For this purpose, we consider the gravitational problem of two
bodies exchanging mass with a surrounding atmosphere. The Gylden-Mestschersky
problem is reviewed in order to be used as a reference for that problem. We propose
some models of mass variation, based on a hydrodynamics analogy and on a micros-
copic analysis of the system. The two-body problem considered is applied to the
three-boby problem of varying masses. We found stationary solutions corresponding

to the ones of the usual constant masses problem.
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1 Introducao

No universo, é comum a interacao entre galaxias. A velocidade de uma galaxia pode
ser separada em duas componentes. Uma delas é a velocidade de Hubble, que é a
velocidade com que duas galaxias quaisquer se afastam uma da outra. Segundo a lei
de Hubble, duas galéxias se afastam com uma velocidade v proporcional a distancia
d entre elas, ou seja, v = Hypd. O valor de Hy, a constante de Hubble, é da ordem de
100kms ' Mpc™t. Porém, a distribuicao das galdxias pelo universo nao é uniforme,
ao menos em escalas da ordem de megaparsecs. Devido ao efeito gravitacional
de concentragoes locais de galaxias, existe a outra componente da velocidade da
galaxia, chamada velocidade peculiar [1]. Um valor tipico da velocidade peculiar

para galdxias vizinhas é de 100kms~!.

Dessa maneira, se as galaxias estiverem a
uma distancia menor que 1Mpc, a velocidade peculiar serd maior que a velocidade
de Hubble, permitindo que as galdxias se aproximem.

Um dos possiveis tipos de interacao entre galaxias é o merger. O merger é o
processo de fusao entre duas galaxias. O merger geralmente ocorre quando duas
galaxias de massas aproximadamente iguais colidem a uma velocidade que é com-
paravel com as velocidades internas dessas galdxias (a velocidade das estrelas que
as compoe).

Neste trabalho, propoe-se o estudo do processo de merger entre galaxias, que sao
consideradas como corpos compactos cujas massas variam com o tempo. Portanto,
a determinacao da ocorréncia ou nao do merger em um encontro galatico é feita
através do estudo da orbita de um problema de dois corpos de massas variaveis,
obviamente com algumas suposicoes apropriadas.

A discussao sobre o problema de dois corpos de massas variaveis se iniciou pra-
ticamente com o trabalho de Gylden [2] em 1884. Gylden escreveu e analisou a
equagao de movimento para esse problema. Em 1893, Mestschersky [3] encontrou o
primeiro caso integravel dessa equagao, em que as massas seguem uma certa lei de
variacao temporal [4]. Esta, e duas outras leis obtidas por ele em 1902 [5], ficaram
conhecidas como leis de Mestschersky. O estudo de Mestschersky sobre as forcas de

reacao deu a equagao de Gylden seu significado fisico, passando o problema a ser



conhecido como problema de Gylden-Mestschersky. Em 1924, com base na teoria
de Eddington sobre a relagao entre a luminosidade e a massa das estrelas, Jeans [6]
encontrou uma lei de variacao mais geral, da qual as lei de Mestschersky sao casos
especiais.

Além do problema de Gylden-Mestschersky, existe uma variedade de problemas
gravitacionais de massas variaveis com significados fisicos diferentes (para uma clas-
sificagao dos tipos, ver [4]). Neste trabalho, analisa-se o problema especifico em que
os dois corpos se movem em uma atmosfera, com a qual trocam massa.

No capitulo 2 deste trabalho, é feito um estudo sobre o problema de Gylden-
Mestschersky em geral e sobre as leis de Mestschersky e de Jeans. O capitulo 2.1 é
dedicado ao estudo da dinamica de um corpo de massa variavel, o que nos permitira
diferenciar a equacao do problema de Gylden-Mestschersky da equacao do problema
onde os corpos trocam massa com uma atmosfera. O capitulo 2.4 apresenta um
exemplo do problema de Gylden-Mestscherky, encontrado em [7].

No capitulo 3 é feito o desenvolvimento, em mecanica dos fluidos, das equagoes
de Euler e de Navier-Stokes, além da lei de Stokes. Estes resultados sao tteis
na determinacao do modo com que os corpos trocam massa com a atmosfera, no
problema gravitacional.

O capitulo 4 contém a defini¢ao, a equagao de movimento e resultados gerais do
problema de dois corpos em uma atmosfera ou halo. O problema usual de massas
constantes ¢ revisto rapidamente no capitulo 4.1. O capitulo 4.2 traz como exemplo
o trabalho encontrado em [8].

Uma vez determinado o problema de dois corpos em uma atmosfera ou halo, s6 é
possivel encontrar sua solucao se conhecidas as variagoes temporais das massas envol-
vidas. Portanto, no capitulo 5 sao propostos alguns modelos de variacao da massa,
baseados em uma analogia com a mecanica de fluidos (capitulo 5.1) ou em uma abor-
dagem microscépica do sistema (capitulo 5.4). Os capitulos 5.2 e 5.3 apresentam
resultados que reforcam a analogia entre o problema gravitacional e a mecanica de
fluidos. No capitulo 5.5, realiza-se um estudo sobre transformacoes da equagao de

movimento do problema que permitam que se encontre uma lei de variagao de massa



correspondentes as leis de Mestschersky para o problema de Gylden-Mestscherky. O
capitulo 5.6 considera o problema do merger de galaxias, suas orbitas e a ocorréncia
ou nao do fenomeno, utilizando os modelos propostos neste capitulo.

Por fim, no capitulo 6, os resultados do problema de dois corpos sao extendi-
dos para o problema de trés corpos. Primeiramente, as solugoes estacionarias com
alta simetria presentes no problema usual de massas constantes sao estudadas nos
capitulos 6.1 e 6.2 (problema geral e restrito). O capitulo 6.3 trata dos pontos de
Lagrange, uma caracteristica desses sistemas. E entao, nos capitulos 6.4 e 6.5, sao
procuradas, no caso de massas variaveis, solucoes estaciondarias equivalentes as do
problema de massas constantes.

Dos resultados apresentados neste trabalho, acreditamos serem novos os modelos
hidrodinamicos propostos no capitulo 5.1 e o modelo microscépico, desenvolvido no
capitulo 5.4 para um corpo de densidade constante e adaptado ao modelo de Plum-
mer para galaxias no capitulo 5.6. Também acreditamos serem novas as solugoes

especias do problema de trés corpos de massas varidveis (capitulo 6.5).



2 O problema de Gylden-Mestschersky

Um sistema de dois corpos de massa variavel pode ser classificado em varios tipos
de acordo com caracteristicas, como por exemplo a forma em que a massa é absor-
vida ou expelida de cada um dos corpos e o movimento do centro de massa, entre
outras [4]. O problema de Gylden-Mestschersky é um desses tipos, provavelmente
o mais amplamente estudado. Para a identificacao da situagao a que a equacao de
cada problema representa, obviamente deve-se conhecer a dinamica de um corpo de

massa variavel.

2.1 Dinamica de corpos de massa variavel

Como se sabe, a segunda lei de Newton relaciona a forca F que age em um corpo com
a variacao temporal de seu momento linear p, ou seja, F = i—‘;’. Como em grande
parte dos problemas tratados a massa m do corpo é constante, temos a seguinte
relacao entre a forca e a aceleracao a do corpo: F = ma.

Porém, deve-se atentar a um fato quando se trata de um corpo de massa variavel.
Consideremos o exemplo de um foguete no espaco, distante de qualquer corpo, de
forma que possamos considerar como nula a forca que age sobre ele. O foguete possui
massa m e velocidade v, e se movimenta expelindo massa (o combustivel queimado)
a uma velocidade u, medida de um referencial inercial, ou v—u em relagao ao préprio

foguete. Se aplicarmos ingenuamente a segunda lei de Newton, chegaremos a:

dp  d(mv)
e dt =0=
miv = —1mv

Segundo este resultado, a aceleracao do foguete nao depende da velocidade com
que o combustivel é expelido, ao contrario do que se espera. Esta inconsisténcia se
deve ao fato de que nao consideramos a fracao do momento que o combustivel leva
consigo. Supomos que a for¢ca F age sobre o corpo durante um intervalo de tempo

dt. A segunda lei de Newton nos diz que:



Fdt =p(t+dt)—p(t) (2.1)

Imaginemos que um corpo de massa m absorve uma particula de massa dm (e
velocidade u imediatamente antes da absor¢ao). O momento linear do sistema num
tempo ¢ é a soma do momento do corpo e da particula: p (t) = mv + udm. Para o
momento no tempo t + dt, levamos em conta que houve uma variagao dm na massa

do foguete e uma variacao dv na velocidade do foguete. Desta forma:

p(t+dt) = (m+dm)(v+dv)

= mv + mdv + vdm

onde o produto de dois diferenciais dmdv foi desprezado.

Portanto, substituindo estes termos na equacao (2.1), chegamos a:

Fdt = mdv+ (v—u)dm =
F = mv+(v—u)m (2.2)

Esta ¢é a equagao correta para um corpo de massa variavel [9]. A equagao deve
envolver u, a velocidade com que a massa ¢ ejetada pelo corpo, ou sua velocidade
imediatamente antes de ser absorvida pelo corpo. Voltando ao exemplo unidimen-

sional do foguete, encontramos sua equacao de movimento:

mo = (u—v)m

que depende de u, conforme esperado. Também, caso o combustivel fosse expelido
em repouso em relagao ao foguete, ou seja, u — v = 0, o movimento seria a uma
velocidade constante, v = 0, como esperado.

Existem, porém, dois casos especiais que podemos ressaltar na equacao (2.2). O
primeiro é justamente o caso em que u = v, ou seja, as particulas ejetadas ou absor-

vidas possuem velocidade nula em relagao ao corpo. As forcas de reacdo nao agem



sobre o corpo, como por exemplo em uma estrela que perde massa isotropicamente,

emitindo particulas ou radiagao. Neste caso, a equagao (2.2) assume forma simples

F =ma (2.3)

O segundo caso especial é aquele em que u = 0; as particulas sao absorvidas
em repouso no mesmo referencial em que se mede v para a velocidade do corpo, ou
emitidas também em repouso (a particula se desprenderia do corpo e permaneceria
imével naquele referencial). Como exemplo, temos uma estrela que se move por uma

atmosfera estaciondria, capturando particulas. Neste caso, a equacao (2.2) fica

_dp

F=—
dt

(2.4)

ou seja, podemos fazer F = mv + mv, “sem nos preocuparmos”com as forgas de
reacao (na verdade, o efeito destas forgas ja estd incluido na equacao). Neste traba-

lho, consideraremos sempre um ou outro desses dois casos especias.

2.2 Leis de Mestschersky

Gylden [2] introduziu a equacao diferencial para um problema gravitacional de dois
corpos de massas variaveis. Mais tarde, Mestschersky [3] encontrou o primeiro caso
integravel, estabelecendo uma lei de variacao da massa, a chamada primeira lei de
Mestschersky, e deixando claro o significado fisico das equagoes. O problema, que
tratamos a seguir, ficou conhecido como problema de Gylden-Mestschersky.
Define-se o problema de Gylden-Mestschersky como o problema gravitacional de
dois corpos cujas massas m; € my variam segundo a mesma lei, e que a emissao ou
absorcao de massa ocorre isotropicamente, de modo que nao ha forcas de reacao.
Conforme visto no capitulo 2.1, as equagoes de movimento para esses corpos seguem

a equacao (2.3):



my () 1 p—E (r; — o)
o (1) — Gﬂﬁ(i) ng“) (r1 — 12) (2.5)

onde G é a constante gravitacional, ry e ry sdo suas coordenadas em um referencial
inercial, e m; e my sao fungoes do tempo. Utilizando as coordenadas relativa e

centro de massa usuais:

miry + moXo

—-r — R = 2.6

r=r;—7ry e — (2.6)
podemos reduzir as equacoes de movimento a:
. GM (t)

P=——7pr (2.7)

onde M (t) = my + mg é a massa total dos dois corpos e também é uma funcéo do
tempo. O fato de que my e my seguem a mesma lei implica que a qualquer instante
de tempo, a razao entre as duas massas ¢ a mesma, digamos k. Entao, podemos
escrever a relacao mo = km,. Esse fato nos garante que o centro de massa R do
sistema se move como um referencial inercial. Pode-se concluir isso utilizando-se a

defini¢ao do centro de massa (2.6) para escrever:

1
R = 1+k<1‘1+k1‘2):>
2 . .
R = 1+k(r1+kr2):
m1R = H——k (mlf‘l + in;Q) =0

ja que a quantidade entre paréntesis é zero, como pode ser verificada da soma das
equagoes (2.5), e assim obtemos R = 0. Esse movimento inercial do centro de massa
é verificado mais formalmente através da seguinte equagao, encontrada em [10], que

determina o movimento geral do cento de massa medido em um referencial inercial:



- d (fmi—me\. 1d® [mi—m

dt \ ' mq + mao 2.dt2 \ ' my + my
Determinado o movimento do centro de massa do sistema, resta determinar o
movimento relativo dos corpos, dado pela equagao (2.7). No entanto, esta equagao

nao pode ser integrada diretamente sem se conhecer a dependéncia temporal M (t).

A primeira lei de Mestschersky [3] para a variacao da massa

1
- B+at

M () (2.8)

sendo 3 e a constantes, juntamente com a transformacao para novas coordenadas

espaciais e temporal:

. B -1
C B+at ‘ T_oz(ﬁ—l—ozt)

permitem reduzir o problema a seguinte equacao:

X" + % =0
onde o apéstrofo (') denota a derivagdo em relagdo a nova variavel temporal 7.
Agora a equagao pode ser integrada diretamente. De fato, esta equacao é a
mesma do caso usual de massas constantes, cuja solucao analitica é bem conhe-
cida. Essa lei, com a constante « positiva, representa uma massa monotonicamente
decrescente, como no caso de uma estrela emitindo particulas e radiacao.
Posteriormente, Mestschersky [5] aplicou ao problema uma nova transformagao,

mais geral, dada por:

R=f(t)r dr = o (t)dt (2.9)

que, aplicada na equagao original (2.7), nos fornece:



ol di(ﬂ))+GMf2R3_o;»
UER LR (£ -28) +R(-LL (%)) =0 (2.10)

Desejamos agora, eliminar a dependéncia temporal em 7 de toda esta equacao,

R// +

com excecao logicamente de R. Primeiramente, requeremos que a quantidade entre
. . . 7/ . ~ . . / / /7
paréntesis que multipica R’ na 1ltima equacao seja nula, ou seja, % — 2f7 = 0. Dai

obtém-se que:

¢ =kf?

onde k é uma constante. Impomos também que o coeficiente de R na equagao (2.10)

seja igual a uma constante, digamos w?:

YDA
pdr \ f2)

Substituindo ¢ = kf? na equacao acima, encontramos para f a equacao diferen-

cial f” = —w?f, cuja solugao, em termos de 7 ¢ dada por f (1) = Acos (wT — 6p),
com A e 0 constantes. Podemos obter f (¢) a partir de f (7) da seguinte maneira: a
definicdo da transformagao (2.9) nos dd 2 = ¢ = k f? (7). Resolvendo esta equagdo,
encontramos uma expressao para 7 em fungao de ¢ e a substituimos em f (1), para

obter:

1
at? + Bt 4y

onde as constantes anteriores foram redefinidas para «, [ e 7.

f(t)=

Embora a constante usada, w?, seja positiva, o mesmo resultado é obtido para
uma constante negativa (a constante nula corresponde a primeira lei de Mests-

chersky).
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A dltima imposigao sobre a equacao (2.10) é que o fator M f3/p? que multipica
R/R? também seja constante. A conclusiao é que M deve ser proporcional a f (ou

podemos identificd-la com a prépria f):

1
Vot? + Bt +

Esta é conhecida como a lei unificada de Mestschersky. Novamente encontra-se

M:

uma variagao monotonicamente decrescente para a massa. A equagao original fica

reduzida agora a:

X" + % —nX=0

que pode ser integrada diretamente, ao menos numericamente. O valor da constante
n = 3?/4 — ary determina a natureza do termo proporcional a X. Se 5%/4 < a7,
este termo representa uma forga atrativa, como em um oscilador harmonico. Se
(%/4 > av, a forga serd repulsiva. No caso de 3?/4 = a7y, obtemos novamente a
primeira lei de Mestschersky. O caso em que a = 0 é conhecido como segunda lei
de Mestschersky.

Por fim, definidos os valores de f e ¢, mostramos a forma explicita da trans-

formagao (2.9):

R=M()r dr = M?*(t)dt (2.11)

que é a mesma para qualquer uma das trés leis de Mestschersky.

2.3 Lei de variacao de massas de Jeans

Jeans [6] estuda o problema de dois corpos que perdem massa, motivado por proble-
mas até entao nao explicados, como érbitas de estrelas binarias, que apresentavam
dimensoes além do que se acreditava possivel, caso as massas fossem aproximada-

mente constantes. Jeans considerou que o processo de perda de massa ocorre por
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irradiacao de energia. Também apresentou um modelo de variacao de massa, a le:
de Jeans.

Sob as condigoes acima, supondo que a irradiagao ocorre isotropicamente, como
visto em 2.1, as equagdes de movimento (similares a do problema de Gylden-Mestschersky)

Sa0:

7’29 = n
P—rf? = —M/r? (2.12)

onde n é uma constante, e M varia com o tempo. Aqui, utilizou-se unidades tais

que a constante gravitacional é G = 1. A partir dessas equagoes, podemos deduzir:

d |1 /. . M 1dM
i {5 (7 + ) - 7} = ra (2.13)

que mostra que a energia do sistema aumenta com o tempo, ja que dM /dt é negativo.
Multiplicar (2.13) pela massa da particula nos dé a taxa de aumento de energia do

sistema. As equagdes (2.12) ainda nos dao:

d?r  n? B M

a2 3 g2

Fazendo a substituicao A = Mr, essa equacao fica:

1 d [\ n? 1
ErE (M) =% x (2.14)

Definindo ¢ = [ M?dt, uma fungao somente do tempo, de forma que:

d d
- — M2
dgq

podemos reescrever (2.14) da seguinte maneira:
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A NdEM 0?1
dg? M dg2 X3 N2

(2.15)

Para que esta equacao seja integravel diretamente, para uma funcao M qualquer,

é necessario que:

d>M
dg?

=a’M (2.16)

onde a é uma constante. Integrando (2.16) em relagdo a M e voltando a varidvel ¢,

encontramos a relagao

% = —M?* (o*M* + B)

2 (2.17)
onde [ é a constante de integracao.

Pela teoria de Eddington, a luminosidade de uma estrela, dada por L = —c*dM/dt,
é proporcional a MV, onde v varia de 1,4 (limite para estrelas grandes) a 4, 4 (limite
para estrelas pequenas). Existe uma faixa consideravel de massa onde a luminosi-

dade é proporcional a M3. Isso corresponde a escolher 3 = 0 em (2.17):

— = —aM? (2.18)

A lei de Jeans é mais geral que a equagao (2.18) e permite uma variacao no

expoente de M, que geralmente vai de 1,4 a 4,4, eplicitamente:

— = —aM’ 2.19
il (2.19)

Para analisar a variacao das dimensoes da dérbita, o autor utiliza a equacao (2.18)

para reescrever (2.15), que integrada em relagao a A, dé:
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onde A é constante de integracao. Quando o lado direito desta equagao possui trés
raizes, se dd o movimento oscilatorio de A entre duas raizes adjacentes, A; e .
Isso corresponde, via A = Mr, a r oscilando entre A\;/M e \y/M. Se M nao varia
muito rapido, a érbita pode ser comparada a uma elipse de semi-eixo maior a e

excentricidade e. Desta forma:

a(l—e€)=M\/M
a(l—l—e) = )\Q/M

que resulta em

A2 — A1
€ =
Ao+ A\’

de onde se conclui que a excentricidade é independente do tempo, e

a_)\2+)\1
- 2M

que implica que o produto Ma é uma constante.

Se a luminosidade da estrela nao é proporcional a M3, mas a forma geral
M? (a?M? + 6)1/ ?_ o problema pode ser melhor analisado de outra maneira [6]. A
energia de uma particula em 6rbita eliptica, de semi-eixo maior a, é igual a —M/2a.

Substituindo esse valor na equagao (2.13):

d (M\ _1dM
dt \2a /) r dt

O valor médio de 1/r em uma revolugao da particula em 6rbita eliptica é 1/a.

Se substituirmos esse valor médio na equagao acima, temos:

d (M 71dM
dt \2a ) a dt
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sendo que esta equacao resulta em Ma = constante, como obtido no caso restrito.
Posteriormente, Jeans [11] faz uma observac¢ao que permite extender o resultado
obtido para a excentricidade € para qualquer caso. Se a elipse tem semi-eixo maior

a e semi-latus rectum [, ¢ valida a equacao:

2
n
1—e2=-

Sendo Ma uma constante sempre, conclui-se que a excentricidade também é.
Portanto, para qualquer dependéncia da luminosidade L com a massa, o produto
Ma e a excentricidade e sempre sao constantes.

Podemos constatar que as leis de Mestschersky sao casos especias da lei de Jeans.
Se escolhermos o expoente v = 2 em (2.19), obtemos a primeira lei de Mestschersky.
Se v = 3, recuperamos a segunda lei. A lei unificada de Mestschersky nao pode ser

obtida através de (2.19), mas sim, integrando-se a equagao (2.17).

2.4 Problema conservativo

Neste capitulo, é apresentado um exemplo de um sistema de massas varidveis.
Luk’yanov [7] estuda o problema de dois corpos em que hé transferéncia de massa
entre os corpos, porém a massa total do sistema é constante e igual a M = my +ms.
Nao ha presenga de forcas de reagao. O autor indica a solugao do movimento rela-
tivo e a solucao do movimento absoluto, que depende do modelo de transferéncia de
massa utilizado.

As equagdes de movimento para esses corpos de massa my (t) e my (t) sao:

N Gmimy
mir; = 3 (1“2 - I‘l)
. G
Maly = —% (ro —1ry) (2.21)

onde r = |r| = |ry — 1y

A equacao do movimento relativo é imediatamente obtida desta equacao:
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GM
r3

r=— r

Essa é a mesma equacao do problema de dois corpos usual, ja que M é constante.
A solugao, bem conhecida, é a segdo conica r = a/ (1 + ecosf). Determinado o
movimento relativo dos corpos, pode-se determinar seu movimento absoluto. A

relacao

(M — m2) f'l + m2i‘2 =0 (222)

pode ser obtida a partir de (2.21). m; foi eliminado da equacao (2.22) através de

M = m;y 4+ my. Integrando-se (2.22) uma e duas vezes, chegamos a:

(M — mg) i‘l + mgfz — /mgrdt =a
(M — mg) r; + Moy — /mgrdt — //mgrdtdt =at + b (223)

onde os vetores a e b sao constantes de integracao. Utilizando a definicao do centro

de massa e sua derivada temporal:

R (M — mg) Iy + mols
R = (M — m2) f'l + mzi'g + mgr

as equagoes (2.23) podem ser reescritas como:

R: a+m2r+/m2rdt

Em (2.24), os dois primeiros termos de R correspondem ao caso usual, em que

o centro de massa é um referencial inercial. Fazendo my = 0, recupera-se esse caso.



16

3 Fluidos

Neste capitulo, é mostrado brevemente o desenvolvimento em mecanica de fluidos,

até a obtencao da lei de Stokes [12], que é um resultado utilizado no capitulo 5.

3.1 Equacao de Euler

Primeiramente, o fluxo de um fluido de densidade p e de velocidade dada pelo
campo vetorial v (ambas funcoes das coordenadas espaciais e temporal) através de
um volume fixo Vj é igual a taxa com que a massa de fluido no interior de Vj diminui.

Equacionando:

%pv -dS = —% /pdV (3.1)

sendo que a integral de volume é calculada sobre todo o interior de Vj e a integral
de superficie sobre toda a superficie que limita o volume V. Esta ultima pode ser

transformada pelo teorema da divergéncia em uma integral de volume:

]{pv-dsz/v-(pv)dv

de forma que a equagao (3.1) se torna:

/[%jLV-(pv)}dV:O

Como esta equacao deve ser vélida para um volume arbitrario, é necessario que

o integrando seja nulo, ou seja:

% + V- (pv)=0 (3.2)

que é conhecida como equacao da continuidade. Se a densidade do fluido é constante

(tanto no tempo quanto no espago) segue que:
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V-v=0 (3.3)

A forga que age em um certo volume do fluido ¢ igual a

—j[pdS

onde p(x,y,z,t) é a pressao, integrada sobre toda a superficie do volume. Esta

integral pode ser transformada em uma integral de volume:

—j{pdS:—/(Vp)dV

de onde se conclui que a forga por unidade de volume do fluido é igual a —Vp. Por-
tanto, podemos escrever a equa¢ao de movimento igualando essa forca por unidade

de volume ao produto da massa por unidade de volume (p) pela aceleragao dv/dt:

dv

P =—Vp

A derivada temporal da velocidade nao deve ser tomada em relacao a um ponto

fixo, mas sim em relagao a posicao de uma particula do fluido que se move segundo v.

Em outras palavras, podemos considerar x, y e z como funcoes do tempo. Portanto:

dv 8V+8vdx+0vdy+6vdz
dt ot  Oxdt Oydt 0zdt
ov

= E—F(V'V)V

A equacao de movimento fica, entao:

ov 1
mn +(v-V)v= —;Vp (3.4)
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que ¢é chamada equacdo de Fuler. Esta equagao descreve o movimento de um fluido
nao viscoso, ja que na sua dedugao nao foi feita nenhuma consideragao sobre a visco-
sidade do fluido. As condigoes de fronteira desta equacao exigem que a componente
da velocidade perpendicular a superficie limitante do fluido se anule naquele ponto

(o que equivale a dizer que o fluido nao ultrapassa sua superficie limitante).

3.2 Equacao de Navier-Stokes

Para introduzir o efeito da viscosidade do fluido na sua equagao de movimento,
vamos reescrever a equacao de Euler em notagdo tensorial (com soma implicita

sobre indices repetidos). A taxa de variacdo do momento 9 (pv) /0t fica:

0 ov; 0Jp
o ) = Py + v
A equagao da continuidade (3.2)

(3.5)

9p _ 9 (puk)
ot 8[Ek
e a equagao de Euler (3.4)
ov; ov; 1 0p
= —’Uk; _ =
ot oxy  pOox;

juntamente com (3.5), resultam em:

d (pv;) L dui  Op _va(pvk)
ot P kaxk ox; Y Oxy

_ap_i(m,)
dx; Oz PUite

Reescrevendo o primeiro termo da direita como:

o _ o
or; Zkaxk
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obtemos:

(3.6)

onde o tensor II;;, é dado por:

1L = pdir + pvivg

O tensor Il;;, chamado tensor de densidade de fluro de momento, tem o signifi-
cado fisico da i-ésima componente do momento que atravessa uma unidade de area
perpendicular ao eixo xp por unidade de tempo.

O fluxo de momento que II;;, representa é devido ao momento que uma particula
do fluido carrega ao se mover e devido a forca causada pela pressao. Podemos incluir

em II;; mais um termo —o,, correspondente a viscosidade:

[, = plix + pvjvg — 04y = —0 + pU;vg

onde o tensor

/
Oir = —POik + 0y,

¢é chamado tensor de tensdo. Este tensor corresponde a parte do fluxo de momento
que nao ¢é devido a transferéncia direta de momento com a massa do fluido. Quando
o fluido apresenta viscosidade, existe atrito entre diferentes pontos seus. Se uma
porcao do fluido se move, esse atrito faz com que partes adjacentes a essa porcao se
movam com ele. Ou seja, hd uma transferéncia de momento de uma parte do fluido
para outra, e por conseqiiéncia, para todo o fluido. O tensor de tensdao viscosa o}y
representa justamente essa transferéncia de momento.

Para obter a forma geral de o/, , procedemos da seguinte maneira: o atrito entre

diferentes partes do fluido sé ocorre quando elas tém velocidades diferentes, entdo o/,
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deve depender das derivadas espaciais da velocidade. Se o gradiente de velocidade é
pequeno, podemos considerar somente a primeira derivada. ¢}, nao pode depender
da velocidade, ja que deve ser nulo para v = constante. Impondo que nao haja
viscosidade também quando o fluido estd em movimento de rotacao uniforme, a

forma geral do tensor o], pode ser escrita como:

9u
(93:1

;o dv; Ov, 2. 0y
O =1 (axk + o, 35zkaxl) + Coi

onde 7 e ¢ sao os coeficientes de viscosidade dinamica e volumar, respectivamente.

Finalmente, a equagao de movimento para um fluido é obtida acrescentando a
equagao de Euler o termo 0o /0, que ¢ o termo extra que surge em (3.6) depois
da inclusao da viscosidade em II;;. Em notacao vetorial, esse procedimento resulta

C111:

p[aa—;’%-(v-V)v] = -Vp+nV>v+ (C%—%U)V(V-v)

que é a equacao de Navier-Stokes. Para se obter esta equacao, os valores dos coe-
ficientes de viscosodade 7 e ¢ foram considerados constantes. De modo geral, esses
valores dependem da pressao e da temperatura do fluido, porém, na maioria dos
casos, a variacao é pequena e podemos considera-los constantes. Se o fluido é in-

compressivel (p = constante), a equagao se reduz, através de (3.3), a:

ov 1 s
§+(V-V)V— pr—l—va (3.7)

enquanto o;; se reduz a:

8% i 8vk)

Oik = —POir, + 1 <8xk I

As condigbes de contorno para (3.7) sdo que a velocidade se anula na superficie

limitante do fluido, tanto a componente normal quanto a componente paralela.
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3.3 Lei de Stokes

A partir da equagao de Navier-Stokes na forma (3.7), podemos calcular a forga
de arrasto para uma esfera se movendo com velocidade constante u em um fluido
ViScoso e em repouso.

Como esta é uma situagao estaciondria, dv/0t = 0.

Consideremos u uma velocidade caracteristica do fluido e [ um comprimento
caracteristico de um objeto que se move através dele. Dos parametros de um fluido,
apenas o coeficiente de viscosidade cinemdtica v = n/p aparece na equacao de
Navier-Stokes. Portanto o fluxo pode ser caracterizado por estes trés parametros:
u, | e v. A tnica quantidade adimensional possivel de se formar com esses trés
parametros é o nimero de Reynolds R = pul/n. Este é um nimero admensional que
caracteriza o fluido.

O termo (v-V)v da equacao de Navier-Stokes é da ordem de u?/I, enquanto
(n/p) V?v é da ordem de nu/pl®. A razao entre estes termos é justamente o nimero
de Reynolds. Quando R << 1, temos que (v - V) v é muito menor que (n/p) Vv e

podemos despreza-lo. Entao passamos a:

nV*v =Vp (3.8)

Aplicando o rotacional a esta equacao:

VZ(Vxv)=0 (3.9)

Passamos entao para um problema equivalente a este e mais simples de se tratar;
no lugar de uma esfera se movendo em um fluido em repouso, consideremos a esfera
parada e o fluido passando por ela. Neste caso, a velocidade do fluido é u no infinito
e nula na superficie da esfera (condigoes de contorno para a equagao de Navier-
Stokes). Obtemos a velocidade do problema original subtraindo u da velocidade
do segundo. Sendo a equagao da continuidade (3.3) vélida para a velocidade v do

problema original, também ¢é vélida para velocidade v/ = v — u do segundo, ja que
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V-v/ =V -v =0. Esta pode, portanto, ser escrita como o rotacional de um certo

vetor A:

v=u+VxA (3.10)

com V X A nulo no infinito. A deve ser axial para que seu rotacional seja polar,
como a velocidade. O vetor u deve aparecer linearmente em A, ji que a equagao
e as condicoes de contorno sao lineares. Um vetor A satisfazendo essas condicoes
é A = f'(r)7 X u, ou equivalentemente, A = Vf x u. A equacao (3.10) se torna,

entao:

v=u+V X (Vfxu)=u+VxV(fu) (3.11)

sendo que na ultima passagem se utilizou o fato de u ser constante. Para o rotacional

de v, temos:

Vxv = VXV xVx(fu)=VI[V-(Vx fu)]—-V*(Vx fu)
= —V?(V x fu)

Substituindo esta equagao em (3.9):

V(Vxv)==VVx fu)=-V(Vfxu)=—(VVf) xu=0
onde V*# denota o operador laplaciano aplicado duas vezes. Desta equacao, decorre
que:
ViVF=0

Integrando-se esta equagao:
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V4 f = constante

Esta constante deve ser 0, ja que a velocidade e suas derivadas devem se anular

no infinito. Sendo f uma fungao somente de 7:

onde a e ¢ sao constantes. Para que a velocidade seja nula no infinito, ¢ = 0. Segue

que:

2 b
sz:—a:f:ar—l——
r r

Uma terceira constante aditiva é omitida, ja que em v s6 aparecem as derivadas
de f. Substituindo f em (3.11), e colocando u paralelo ao eixo z, pode-se encontrar
uma expressao para v, que terd uma componente radial e outra zenital. As constan-
tes a e b sao determinadas pelas condigoes de contorno: ambas componentes devem

se anular em r = R, o raio da esfera. A expressao encontrada é:

Cweosg (1-3F B
Uy = U COS 5 T 53
3
vg = —usinf (1 — % — %) (3.12)

Para calcular a forca agindo na esfera, é necessario conhecer a pressao p. Vol-
tando a (3.8):

Vp =nV?v =nV?*(V x V x fu)
=nV? [V(V-fu)—uvzf]
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Como visto anteriormente, V*f = 0, portanto:

Vp=V [V} (V- fu)] =V [ju-V (V*f)] =
p=mu-V (V) +po

onde pg ¢ o valor da pressao no infinito. Substituindo a pressao encontrada para f,

chega-se a:

B 3nRucosf

(3.13)

A forga agindo em um elemento de superficie dfy é o fluxo de momento através
desse elemento, ou seja, [;pdfy = (pv;vp — oix) df. Escrevendo dfy, = nidf (n vetor
normal), e lembrando que v se anula na superficie limitante, concluimos que a forga
por unidade de drea do fluido sobre essa superficie é F; = —o;,n,. Por simetria, a
forca que age sobre a esfera sé pode ser paralela a u. Integrando as componentes de

F.7 e Fyf paralelas a u sobre a superficie da esfera, temos:

F= 7{ (—pcosf + ol cosf — al,sinf)dS (3.14)

Na superficie da esfera, o, = 0 e 0/, = —(3n/2R) usinf. Substituindo essas

expressoes e p (R) dado em (3.13) na equacao (3.14), encontra-se:

F =6mnRu (3.15)

Esta é a expressao para a forca de arrasto agindo sobre a esfera, conhecida como
lei de Stokes.

Existe também um refinamento para esta equagao, devido a Oseen (1910). To-
mando as equagoes (3.12) como base, notamos que a grandes distancias v ~ u e a
derivada de v é da ordem de uR/r? (considera-se “grandes distancias”uma distancia

r que é muito maior que o raio R da esfera). Entao, o termo (v-V)v é da ordem
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de u?R/r?. Os termos mantidos em (3.8) sao da ordem de nRu/pr®. Somente te-
remos u?R/r? << nRu/pr® quando r << v/u. Portanto, a grandes distancias, a
velocidade encontrada em (3.12) nao ¢é vélida.

Para refinar a velocidade a grandes distancias, devemos incluir o termo (v - V) v.
Porém, nesta regido, podemos aproximar este termo por (u-V)v. O cédlculo para

a forga de arrasto neste caso é encontrado em [12]. Essa forca é dada por:

(3.16)

F = 6muR (1 + 3upR>

8n

Quando o fluido é caracterizado por um nimero de Reynolds grande, R >> 1, a
lei de Stokes nao é mais valida. A expressao para a forca de arrasto experimentada
por um corpo em movimento em um fluido com ntimero de Reynolds grande, pode
ser justificada com uma série de argumentos, encontradas em Landau [12]:

A respeito do padrao do fluxo, e baseado em resultados anteriores, conclui-se que
ele pode ser considerado ideal em toda a extensao do fluido (exceto em uma fina
camada na superficie do corpo) e que é irrotacional, exceto no rastro turbulento.
Este rastro é andlogo ao rastro que um navio deixa na agua ao passar. A largura
deste rastro depende das propriedades da camada na superficie do corpo, mas nao
do nimero de Reynolds. Isso nos permite dizer que todo o fluxo quase independe
de R e, por conseqiiéncia, da viscosidade 7. Sendo assim, a forga de arrasto também
nao pode depender de 7, o que nos deixa com trés parametros: a densidade p, a
dimensao [ e a velocidade u. A tnica combinacao possivel de se formar com esses
parametros com dimensao de forca é pu?l? (ou com a secao transversal A no lugar

de [?). A forga de arrasto geralmente ¢ escrita como [13]:

1
F = CoAu’ (3.17)

onde a constante C, é o coeficiente de arrasto, a ser determinado empiricamente.



26

4 Problema de dois corpos de massas variaveis

Neste capitulo, trataremos do problema de dois corpos onde, ao contrario do pro-
blema de Gylden-Mestschersky, forgas de reacao estao presentes. Além disso, héa
também a condigao de que as particulas que se unem (ou que se separam) ao corpo
em questao tenham velocidade nula logo antes (ou depois) disso. Conforme discu-
tido no capitulo 2.1, a segunda lei de Newton é aplicada a este sistema na forma
F = mv + mv. Neste trabalho, o termo “problema de dois corpos de massas
variaveis” (ou PMV) sera reservado para este problema, em oposigdo ao problema
de Gylden-Mestschersky.

Uma dificuldade extra que o PMV apresenta em relagao ao problema de Gylden-
Mestschersky é que o desacoplamento das equacoes de movimento nao é imediato
como neste e como no problema usual de massas constantes, quando se usa as
coordenadas relativa e centro de massa.

Na seqiiéncia deste capitulo, a primeira parte traz um resumo do problema usual,
no que se refere ao desacoplamento das equacoes. A segunda parte traz um exemplo
de um trabalho onde as equagoes sao desacopladas com hipdteses simplificadoras.
A terceira parte apresenta resultados sobre a dinamica de um sistema de particulas

de massa variavel. Por fim, na quarta parte o PMV propriamente dito é analisado.

4.1 O problema usual

Considera-se o problema de dois corpos de massa constante. As tunicas forgas que
agem nos corpos sao as forcas de atragao gravitacional mutua. As equacoes de

movimento em um referencial inercial sao:

d2r1 Gmlmg ( )
mH—=————-I(rry — 71
1 PR 1— I3
d’rs Gmims
= - — 4.1
M2 Iry — 1)’ (r1 = r2) (4.1)

Estas equacoes podem ser desacopladas através das coordenadas relativa r e

centro de massa R, dadas por:
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_ MyIyp + Mol

M

r=ry;—ro e R

Estas equagoes podem ser invertidas da seguinte maneira:

m
rr=R+ MQI'
m
TQIR—WIY (42)

Substituindo r; e ro dadas pelas equagoes (4.2) na equagao (4.1), obtemos:

. Mo Gmims
mi (R4 ) ===
. G

A soma das duas equagdes acima resulta em (m; +me) R =0= R =0, o que
implica que o centro de massa também é um referencial inercial, como esperado.
Sendo assim, podemos eliminar R das equagoes acima, e qualquer uma das duas nos

fornecera a equacao para o movimento relativo r:

Desta forma, o problema de dois corpos foi reduzido a um problema de um corpo
sob acao do campo gravitacional fixo equivalente ao gerado por um corpo de massa

M. A solugdo desta equagao é a se¢ao conica r = a/ (1 + ecos).

4.2 PMV: uma massa constante e outra variavel

Lépez [8] considera o problema de dois corpos, sendo que somente um dos corpos
tem massa variavel e que a massa deste é muito menor que a do outro. Essa ultima

condigao é necessaria para que as equagcoes de movimento se desacoplem. O resultado
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pode ser aplicado ao caso de um cometa orbitando uma estrela, ja que a massa da
estrela é praticamente constante durante a passagem do cometa, que perde massa
devido a interagao com o vento solar.

As equagbes de movimento gerais sao:

i (m1ﬁ> = _—Gm1m2 (ry —rp)
dt dt i —raf
i (m2@> = _—Gm1m2 (rg —ry)
dt dt i —raf o

Considerando que m; é constante e my depende do tempo, essas equagoes se

reduzem a:

. d’ry  Gmymg (r1 — 1)
1 = ———35(rp — T2
d? rr— 1o’
d’ry Gmyima dro
g2 T e ) — 2 4.3
MG T e rf 2T T (4.3)

Porém, a usual mudanca para as coordenadas relativa r e de centro de massa R
nao desacopla as equagdes de movimento, devido ao termo extra de (4.3), proveniente

da variacao temporal de my. As equacoes obtidas com essa transformacao sao:

r = — r— —7Ty
r3 ms
R mg . 2m2m2 . (m1 + mz) m1m2 — 2m1m%
prng — r2
mi + Mo (m1 + m2)2 (ml + m2)3

Para contornar essa dificuldade, podemos considerar o caso em que m; >> ms.
Assim podemos considerar que o corpo m; fica imével em um referencial inercial
(portanto, sendo ele mesmo um referencial inercial) enquanto o corpo my orbita ao
redor dele. Escolhendo como referencial o préprio corpo mq, teremosr; =0ery =r

e a equagao (4.3) fica:

d*r Gmims .
My—— = ————T — Tl
dt? 73
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Separando essa equacao em componentes, em coordenadas esféricas (r, 6, ), te-

mos as seguintes equagoes:

Gm1m2

™o (r — r6? — ry*sin® 9) = S — ot
r

™Mo (21"9 + 76 — r¢? sin 6 cos 9) = —m2r9
s (27@ sin 0 + 2rf cos 0 + @ sin 9) — _rigrosind (4.4)

Em seguida, o autor restringe-se ao caso em que ror =~ 0. Assim, da ultima das

equagoes (4.4), o autor obtem ¢ = 0 e as equagoes resultantes sao:

my (i = r6?) = _Gmmy (4.5)

r2

My (2%0’ n ré) —0 (4.6)

A partir de (4.6), obtém-se a seguinte constante de movimento:

Py = mor?0 (4.7)

onde mg é uma constante que pode ser identificada como a massa que o cometa teria
a uma grande distancia da estrela. Utilizando (4.7) e 1y = (dmsy/dr) 7, a equagao

(4.5) pode ser reescrita como:

*r Gmy P?omh (dr\? (4.8)
2 2 om2rd mg \ dt '
onde mby = dmy/dr.
O autor [8] fornece também um modelo de varia¢do da massa:
me (r) = moV1—e " durante a aproximacao

= me®"T) oy (1- e_a(r_”)) durante o afastamento
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Neste modelo, my e m; sao a massa do cometa a uma grande distancia da
estrela, no inicio da aproximacao e ao final do afastamento, respectivamente. A
massa do cometa no periastro r = r; é m; = moy/1 — exp " e esta relacionada
com as anteriores pela relacao my = 2m; — my. O parametro admensional o deve
ser ajustado empiricamente.

Como exemplo de aplicacao de (4.8) e do modelo proposto, mostramos na figura
1 um ciclo de uma o6rbita de um cometa ao redor de uma estrela, calculado numeri-
camente. Os parametros utilizados sao: m; = 2 x 10*kg, my = 10%g, my = 0, 5mo,
r=6x 10", a =1,4x 107" e Py = 3,2 x 102 kgm?/s.

a0

-z.s:a0™ -man' -1.sao' -nae’ -swap

Figura 1: Um ciclo da érbita calculada através da equagao (4.8).

4.3 Dinamica

Neste capitulo, alguns resultados para um sistema de N particulas sao revistos
para o caso em que as particulas tém massas variaveis. Se as particulas de um
sistema possuem massa varidvel, resultados familiares deixam de ser validos. O
centro de massa, definido por R = ) mar./M (com a =1,..., N, sempre que nao
for indicado) ndo é mais um referencial inercial (como pode ser visto no exemplo
particular de 2.4). Consideramos que as forcas de reagao estao presentes, agindo da

mesma forma dada pela equagao (2.4). Portanto, temos:

dp _

= F (4.9)
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onde F ¢ a soma de todas as forgas de origem externa ao sistema e p ¢ o momento
linear total, dado por p = > mar,. Utilizando a definicdo do centro de massa, o

momento total pode ser reescrito como:

de forma que a equagao (4.9) fica:

'—d—2(MR)—i > titgro | =F
P= e de \ & |

Se o sistema nao sofre acao de forcas externas, ou seja, F = 0, podemos integrar

a equacgao acima para obter:

d .

onde p, é uma constante e corresponde ao problema de massa constante.
No caso especifico de duas particulas (N = 2), podemos substituir as equagoes
(4.2) em (4.10), para obter:

d . .
at (MR) = 1iyr; + 1mers + Py
= MR+ (m1m2 _ mlm?) r+py =
M
MR = (mlmQJ\;mlm) r+pg (4.11)

Analisemos, agora, o momento angular do sistema de N particulas de massas

variaveis. Comecando pela derivada temporal do momento de uma particula:
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: d
La - E(raxpa):faxpa—'—raxpa:

= raxpa

sendo que na ultima passagem foi utilizado o fato de que r, e p, sao colineares.
Sendo p,, justamente a forga que age sobre a a-ésima particula, reescrevemos esta

equacao como:

L, =r, X (Fz + Zfaﬁ)
B

onde F; ¢é a soma de todas as forcas externas agindo sobre a particula o e f,5 ¢
a forga interna do sistema agindo em « devido a particula § (considerar f,, = 0).
Para encontrar a derivada do momento angular total do sistema, somamos a ultima

equacio para L, acima sobre a (de 1 até N):

L= To=) (taxFL)+ > (ra x fa5) (4.12)

o a,fF#a

O ultimo termo pode ser reescrito como:

Y (raxfag) =D [(va x fag) + (rs % £50)]

a,BZ£a a<f

Definindo o vetor que liga as particulas a e 8 como r,g = r, — rg e utilizando a

terceira lei de Newton, f,3 = —f3,, temos:

Z (I‘a Xfaﬁ) :Z(ra—rﬂ) xfa6:2raﬁ XfaBZO

a,BAa a<f a<p

sendo que o produto vetorial é nulo, considerando f,3 uma forca central, ou seja,

colinear a r,3. Desta forma, retornando a (4.12):
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L=>) (roxF)

A expressao entre paréntesis é o torque na a-ésima particula devido a forcas
externas, portanto o lado direito desta equagao é o torque externo total N® agindo

sobre o sistema:

L=N¢

Uma conseqiiéncia imediata da equagao acima é que se o sistema ¢ isolado, L
¢ uma constante do movimento. Isso implica que o movimento todo se dd em um
plano.

No caso particular de um sistema isolado de duas particulas de massas variaveis,

o momento angular total é dado por:

L = ri Xp;+ryXpy
= (R + %r) X mqry + (R — %r) X Maly
= R x (mir; + maofy) + pr x (f; — 19)

= RXp+purxr (4.13)

onde p é a massa reduzida do sistema, definida por:

_omimag

T M
Aqui, nota-se que existe uma semelhanca com o caso usual. O momento angular
total é composto de dois termos: um é o momento da particula de massa reduzida
em relagao ao centro de massa e o outro é o produto R x p. Enquanto no caso usual
este termo corresponde ao momento do centro de massa em relagao a origem (o CM

se move como uma particula de massa M sujeita as forgas externas ao sistema), no
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caso de massa varidvel isso ndo ¢ mais verdade (veja (4.11)). De qualquer forma,
com a escolha apropriada do referencial inercial, e sendo p uma constante para o
sistema isolado, podemos fazer p = 0. Podemos ainda, com uma rotacao adequada
do referencial, escolher ¢ = 0 (em coordenadas esféricas (r,6,¢)), de modo que

i = i +r00. Assim, de volta a (4.13):

L = pur?0p = pld (4.14)

Em geral, nem a massa reduzida g, nem o momento angular por unidade de
massa [ sao constantes. Porém, como garantido pela equagao L = N° (e mostrado

explicitamente no capitulo 4.4), o produto ul é constante para um sistema isolado.

4.4 Problema de dois corpos de massas variaveis

Galaxias estao comumente organizadas em grupos ou em aglomerados, que podem
conter de algumas dezenas de galdxias (para os grupos) até milhares (nos aglomera-
dos) [1]. Essas galdxias podem absorver massa umas das outras, ou ainda absorver o
gas intergalatico presente nestas estruturas. Uma situacao semelhante pode ocorrer
entre aglomerados globulares (estruturas esféricas formadas de milhares ou milhoes
de estrelas) que estao presentes nas galdxias. Em ambas situagoes, o PMV pode ser
aplicado.

Definimos formalmente o PMV como o problema gravitacional de dois corpos
de massas varidveis que se movem em uma atmosfera gasosa. A variacao da massa
faz com que forgas de reagao ajam sobre os corpos. As particulas da atmosfera
estao em repouso no referencial inercial onde é medida a velocidade dos corpos,
conforme discutido no capitulo 2.1. Além das condigoes sobre forcas de reagao no
PMV, é necessario mencionar mais outra condi¢ao: considera-se aqui que a atmosfera
nao exerce forca de atrito sobre os corpos, ou melhor, a forca de atrito exercida é
desprezivel. A atmosfera atua somente como uma fonte ou depdsito de massa.

As equacoes de movimento para esse sistema, segundo a discussao no capitulo

2.1, sao:
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d . Gmlmg

% (mlrl) = — 7”3 r

d . Gmim

% (mgrg) = 7“; 21‘ (415)

Aqui, as equacoes dos dois corpos ainda estao acopladas. Podemos desacopla-las

da seguinte maneira. Segundo as equagoes (4.2), temos:

r, = R—f—i <@I‘>

dt \ M
. x d /my ma .
+dt<M)r+A4r (4.16)

com uma equacao similar para Fa. A expressao entre paréntesis na equagao (4.11)

pode ser simplificada de duas maneiras, de forma que, no referencial em que p = 0,

ela se torna:
d maq d )
=—|—)r=—%(— 4.17
ﬁ(M) ﬁ(M)r (4.17)
que sao facilmente verificadas. Substituindo a segunda igualdade em (4.16) (ou a
primeira na equagao similar para 1), obtemos:
ms.

ry=—Tr

M
(ou uma equagao similar para ¥5). Tanto a equacao acima para ¥; quanto a similar

para Iy, se substituidas em (4.15), resultam em:

d () GuM
— (pr) = — r
ar r3
que pode ser escrita como:
GM d
F=— r—— (lny)r (4.18)
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Portanto, utilizando-se da equagao (4.17), é possivel desacoplar as equagoes de
movimento do sistema.

Em coordenadas esféricas, no caso ¢ = 0, temos r = rr+rff e v = <r — 7’92) 7+

<ré + 2r0) 0, e podemos decompor (4.18) em:

: GM d
. 2 .
P —rf° = a2 (%lnu)r (4.19)
. d
r + 210 = —r&a In (4.20)
A equacao (4.20) multiplicada por r nos da:
d (o5 o d
7 (7" 9) = —r Qalnu =
d : d
—Inr? = ——1
S nr o 0w =
r2 = E =1
1

onde k é uma constante (momento angular total) e [ é o momento angular por
unidade de massa, como indicado em (4.14). Como usualmente, essa equagao pode

ser utilizada para se eliminar 8 de (4.19):

A equacao (4.19) fica, entao:

B2 riagap ™

I d (/1 dr _l27_GM 1?2 dr d
r2df \ r?2do
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onde [ e p sao considerados agora funcoes de 6.

Fazendo a substituigao de r por u = 1/r e de dr/df por (—1/u?)du/df, esta
equagao se torna:

d (d du d
I (z—“) FPu=GM - P2 =

df do df
d*u 1dl d du GM
W+(7@+@m“>@+“_z_2 (4.21)

Manipulando a expressao entre paréntesis, chegamos a:

1dl d d d d d
S = i L= L= Sk =
[0 g AT gg il g e = gginln = gplonk =0
Portanto, a equacao (4.21) se torna:
d*u GM

Essa é exatamente a mesma equagao a que se chega no problema de massa

constante, porém, aqui [ é uma funcao de #. Sua solugao é dada por:

u= Acos (0 —6y) +U

onde A e 6y s@o constantes e U é uma solugao particular de (4.22). U pode ser
calculado através de:

U:%(sinQ/Muzcosﬁdﬁ—cosﬁ/ Mu2sin9d0>

Neste estdgio, se o produto M u? nao varia muito com 6, podemos considers-lo
constante na integral. Este procedimento é exato para o caso em que considera-

mos a expansao deste produto até primeira ordem em 6. De qualquer forma, o
procedimento resulta em:
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2

1 GM
. =u(0) = Acosf + kzu

(4.23)

com a escolha mais conveniente das constantes arbitrarias.

O resultado obtido tem a mesma forma do resultado apresentado em [10], quando
se considera a auséncia de forgas de reagao. Porém, enquanto [ é uma constante
neste trabalho, aqui [ = k/u é uma fungao de 0. Os parametros semi-latus rectum
a, excentricidade € e semi-eixo maior a da elipse, obtidos através da equacao (4.23)

Sa0:

]{32
G M 1i?
_AR?
‘= G M 12

1 GMp? Ak?
1o {1‘(—@\@2)} (4.24)

Das trés equagoes (4.24) segue que a razao €/a = A é uma constante durante a

evolucao da érbita no tempo. Também se conclui que a aumenta quando o aumenta.
Estes resultados diferem dos obtidos por Jeans [6], que dao a excentricidade € e o

produto Ma como constantes.
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5 Modelos

5.1 Analogia hidrodinamica

Como pode ser visto na equacao (4.18), existe uma analogia entre um corpo de
massa variavel se movendo e um corpo se movendo em um fluido viscoso. Pela lei de
Stokes, um corpo esférico se movendo com uma velocidade constante em um meio
de viscosidade 7 estd sujeito a uma forga de arrasto dada pela equagao (3.15), ou

seja, da forma v, onde v é a velocidade. Multiplicando-se a equagao (4.18) por p

_G,uM

r3

Ur = r — [r

podemos compara-la com a equacao para um corpo de massa i constante sob agao

de uma forca do tipo Stokes e sob a mesma forca gravitacional:

GuM
-3

pr = r —or

O 1ltimo termo da primeira equagao, que ¢ o efeito que a variacao de massa
causa no movimento do corpo, pode ser considerado uma forca de arrasto. Este
termo é fv. Nesta analogia, igualamos a forca de arrasto dada pela lei de Stokes a

esse termo de (4.18), para obter:

(=" (5.1)

onde v é uma constante. Obviamente p possui uma variagao linear da massa.
Rigorosamente, a forma dada da lei de Stokes sé se aplica a um corpo com
velocidade constante e em movimento retilineo, porém pode ser uma aproximacao
se a velocidade nao varia muito rapido. A expressao da forca de arrasto para um
movimento arbitrario (mas ainda retilineo) é dada em [12].
A determinagao de p (), no entanto, nao é suficiente para se determinar m; (t)

e my (t), sendo necessario impor mais uma condigao sobre as massas. Por exemplo,
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no caso em que uma das massas ¢ muito maior que a outra, a massa reduzida pode
ser igualada a massa do corpo menor. Ou ainda, se a massa total dos dois corpos
é constante, podemos substituir my = M — m; na definicao da massa reduzida e

resolver para mq:

my =a+vb—ct

onde a, b e ¢ sao os parametros do modelo, e sua correspondéncia com os dados
fisicos do problema sdo a = M/2, b= a* — Mpug e c = M.

Com my e mo dados desta maneira, o corpo mais massivo sempre perde massa
para o menos massivo, até que suas massas se igualem. Apods este momento, nao
¢ mais possivel ter 1 = v (esta restricdo sendo vélida somente quando M =
constante). Embora o valor de v seja sempre positivo na lei de Stokes, podemos ex-
trapola-lo para valores negativos. Assim, os corpos apresentardao o comportamento
oposto: o menos massivo sempre perdera massa para o mais massivo.

A figura 2 mostra dois exemplos de 6rbita calculada com o modelo de variacao
linear da equagao (5.1), para uma variagdo positiva da massa com o tempo. A
orbita, que se inicia em r = 8, vai diminuindo de dimensao, comportamento que era
esperado. Os dois casos diferem claramente de excentricidade, devido ao fato de que
possuem valores diferentes da constante k.

Como alternativa ao modelo linear, podemos considerar uma dependéncia tem-

poral de R na lei de Stokes:

fr.=6mnR(t)

Podemos escrever a dependéncia temporal de R (t) explicitamente, considerando

4 a massa real de um corpo de densidade p:

4

3
o dm . -
i=—-—=R=4mpR°R

dR
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Figura 2: Exemplo de 6rbitas no plano (z,y) calculadas através de (5.1). Para a
primeira foram utilizados v = 1 x 1074, uy = 0.5, k = 1.8 e M = 2.5; para a segunda,
v =0.001, g = 0.5, k = 1.6 e M = 3.5,

Pelas duas equagoes acima, pode-se encontrar R (t) e p (t), dado por:

p(t) = (at +b)*?

onde a e b sao as constantes do modelo.
Uma terceira possibilidade é considerar nao a analogia com a lei de Stokes so-
mente, mas também com a corre¢ao de Oseen. Igualamos o termo v a (y + 0v) v,

onde vy e ¢ sao constantes conforme visto em (3.16) e v = |v|. Sendo
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obtemos a seguinte equagao:

5
o=+ —\ (i) + k2
ur
= v+ 02+ (5.3)

onde a segunda igualdade é a forma bem mais simples que a equacao assume em
coordenadas cartesianas.

A figura 3 apresenta uma 6rbita calculada com o modelo dado pela equacao (5.3),
comparada com uma Orbita que segue a equacao (5.1), além da comparacdo entre
as massas p (t) dos dois casos.

Por fim, quando o movimento se dd em alta velocidade (alto nimero de Rey-
nolds), a forga de arrasto é proporcional ao quadrado da velocidade, yv%®, conforme
mencionado em (3.17). Esse modelo de forga de arrasto é utilizado para prever e
simular trajetérias de satélites de baixa altitude (que se movem no interior da at-
mosfera terrestre), como por exemplo em [14], [15],[16]. Igualando esta forga a fiv,

otemos f1 = v, ou ainda, conforme a equagao (5.2):

po= (i) + 2
ur
= Wi+’ (5.4)

A figura 4 mostra um exemplo calculado com o modelo dado pela equacao (5.4).
Ao lado, é mostrada a variacao temporal de .
Tanto em (5.3) como em (5.4), ndo se encontra uma expressao explicita para f,

o que nao impede de se encontrar a trajetéria do corpo numericamente.
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Figura 3: Exemplo de érbitas no plano (z,y) calculadas através da equagao (5.3)
(superior) e da equagao (5.1). Foram utilizadas os mesmos parametros e condigoes
iniciais: v = 0.005, g = 0.8, k = 2.56 e M = 5.8. Para o modelo baseado em Oseen,
0 = 0.001. Também é apresentado a variagao temporal da massa p para o modelo
baseado em Oseen e para o modelo linear (linha tracejada). Observa-se uma leve

ondulac@o na curva de u (t) (Oseen) nos tempos iniciais.



44

Figura 4: Exemplo de 6rbita no plano (z,y) calculada através de (5.4). Foram
utilizados v = 0.001, puy = 0.8, k = 3.2 e M = 5.8. Também ¢é apresentado a
variagao temporal da massa p. Observa-se pequenas ondulagoes na curva de p ()

nos tempos iniciais.

5.2 Massa virtual

No capitulo anterior, através da analogia com a hidrodinamica, foi possivel relacionar
a variacao da massa de um corpo com o efeito da for¢a de arrasto que um corpo sofre
ao se mover em um fluido. A fim de completar essa analogia, apresentamos neste
capitulo o conceito de massa virtual (segundo a discussao encontrada em [12]).
Consideremos uma esfera se movendo em um fluido irrotacional (ou seja, para o
qual V xv = 0), nao viscoso e incompressivel. Por ser irrotacional, tal fluido satisfaz
a equacao de Euler (3.4), como podemos ver aplicando o operador rotacional sobre

ela para obter:
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0
5 (VX V) +Vx[(v-V)v] =0

e, através da identidade (v- V) v =3V (v-v) —v x (V X v):

0
E(VXWIV[VX(VXV)]

o que obviamente ¢ satisfeito por V x v = 0. Além disso, v pode ser escrito como
o gradiente de um potencial ®, ou seja, v = V&. Juntamente com a equacao da
continuidade para um fluido incompressivel, V - v = 0, isso implica que ® satisfaz a
equacao de Laplace, V2® = 0.

As solugoes da equacao de Laplace que se anulam no infinito sao dadas por:
A, P, (cos®)
n=1

sendo P, o polinomio de Legendre de ordem n e A,, o coeficiente correspondente, a
ser determinado. As condigdes de contorno também requerem (v —u) - #|,—g = 0,
ou seja, 0O /0r = ucosf. Dai segue que A; = —%Pﬁu, enquanto A, = 0 paran # 1.

Portanto:

3
b = —ﬁuCOSQ

Podemos encontrar a energia deste fluido através da integral £ [ v2dV:

E — g/VQD-V@dV

02\* | 1 (92)°
or r2 \ 00

i 3 2 3 2
1
<R—3u cos 9) + = (%u sin «9) ] 2 sin Odrdfdy
r r r

av
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Se uma forga f age sobre o fluido durante um intervalo de tempo dt, havera
um aumento no seu momento de dP = fdt. Fazendo a multiplicacao escalar desta
equacao por u, temos u-dP = f- udt. Este ultimo termo representa o acréscimo
de energia do fluido devido ao trabalho realizado pela forca f em uma distancia
udt. Chega-se, entdo, a relagdo dE = u - dP (no caso que estd sendo tratado, u e

P sao paralelos, por simetria, sendo possivel considerar simplesmente dE = udP).
dP _ 1dE

Portanto, a for¢a agindo sobre o fluido é dada por % = =% ou:
dP  2m _.du

A forca de arrasto F do fluido sobre a esfera é a quantidade dada por (5.5), com

sinal oposto:

_dP
dt

Consideremos que a esfera é colocada em movimento por uma forca externa f. A
energia que o fluido adquire vem do trabalho realizado por essa forca f. Essa forca
deve ser igual a variagao temporal do momento total do sistema: o momento Mu

da esfera e o momento P do fluido. Equacionando:

du dP
f = M— +— 5.6
@ dr (5.6)
2 du
= ([ M+ =pR?*) —
(+3p>dt

A quantidade entre paréntesis acima é chamada massa virtual. Essa massa é
igual a massa real da esfera mais a metade da massa do fluido deslocado pela esfera
(neste caso especifico). Para colocar a esfera em movimento segundo a aceleragao
du/dt, a massa que a forga deve mover é a massa virtual, e ndo a real, devido a
presenca do fluido.

A equagao (5.5) nos diz que a forga agindo sobre a esfera é proporcional a sua

aceleragao. Por isso, se a esfera é posta em movimento, continuard a se mover
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com velocidade constante, sem necessidade de uma forca para manté-la. Nao ha
forga de atrito para se opor ao movimento e o deslocamento do fluido pela esfera
é compensado pela pressao gerada. A esfera e o fluido estao em uma “situacao
inercial”. Porém, quando a esfera estd em aceleragao, a pressao na parte dianteira é
maior que na parte traseira, dando origem a forca de arrasto. Neste caso, a massa
virtual surge como a resisténcia a quebra da situacao inercial da esfera e do fluido
no movimento uniforme.

Passemos entao para o caso em que o fluido apresenta viscosidade. A equacao
(5.6) continua sendo valida, sendo necessario somente substituir o termo dP /dt pela
forca de arrasto na esfera, com sinal oposto. Essa forca ja foi calculada para o caso
de velocidade u constante: a lei de Stokes. Calculemos, entao, a forca de arrasto
para um movimento arbitrario da esfera e, em particular, para uma variacao linear
da velocidade.

Inicialmente consideremos que a esfera apresenta um movimento oscilatorio se-
gundo u = upge . Uma vez que as equacoes sao lineares, podemos utilizar
esta forma complexa para u e tomar a parte real da solucao final. Pelos mes-
mos motivos apresentados no capitulo 3.3, procuramos uma velocidade da forma
v = eV x (V x f(r)uy) e novamente teremos V x v.= —V?(V x fu). Apli-
cando o operador rotacional sobre a equagao de Navier-Stokes e seguindo o mesmo

desenvolvimento usado no capitulo 3.3, obtemos:

%(va) = W (Vxv)=
0

e (V2 (V X fuoe’i‘”t)) = V! (V X fuoe’i“’t) =
(—iw) (V2 (V x fuo)) = vV (V x fug) =
(—iw) (VZ(Vf)) xug = vV (Vf) xuy=
vWHVS) + (w) (V2 (V) = 0=
vV + (iw) VAf = 0
Na ultima passagem, a integracao gera uma constante, que deve ser zero para

que a velocidade e suas derivadas se anulem no infinito. Colocando V2f = ® na
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ultima equacao, vemos que ela é satisfeita por solugoes do tipo ® = %ekr, com A a

k:—\/g(l—z’)

A solucao de V2f = ®, com ® dado acima é:

ser definido e:

Kroor
Finalmente, a velocidade é encontrada através de v = e !V x (V x f (r) up).

Temos:

2u cos O

Uy = —W ((lk2 — Aekr (1 - k/’?"))
vy = %:39 (—ak2 + Aekr (1 — kr — k;2r2))

onde u = uge~™!. Aplicando a condicao de contorno, em que a velocidade do fluido

se anula na superficie da esfera, v (R) = u, encontra-se os valores das constantes:

A:—7e e a:—ﬁ (3—3]€7’+k527’2)

Como anteriormente, a forca de arrasto agindo sobre a esfera é dada por:

F = ?{ (—pcosf + o cosf — ol ,sinf)dS

O valor da pressao p é obtido integrando-se a equacao de Navier-Stokes

ap .
p=po— —jucost
-

onde py € a pressao no infinito. Os valores de o, e 0/, na superficie da esfera sao 0 e

3—}’72 (kR — 1) usin @, respectivamente. A forca de arrasto encontrada pode ser escrita
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de forma a apresentar somente valores reais, porém, no que se segue, ¢ mais til a

seguinte forma:

6v 2. +3\/21/
Rz 3 R

(1—4) \/O_J> (5.7)

Se a esfera se move de maneira arbitraria, podemos escrever sua velocidade w (t)

como uma integral de Fourier e u,, sua transformada:

u(t) = — uye “dw, Uy, = —/ w(T)e“dr 5.8
-7/ Vo )

Ja que as equacoes sao lineares, a forca de arrasto pode ser dada como a inte-

gral sobre w das forcas relativas as velocidades u, e~ !, que sao as componentes de

Fourier de w (¢). A forca calculada em (5.7) corresponde justamente a uma veloci-

dade uge™™*, portanto a forca de arrasto total é a integral de (5.7), fazendo-se a

substituicdo u — u,e~ ™. Se utilizarmos o fato de que (4), = —iwu, (onde (u)

w

corresponde a componente de Fourier de 4, o que pode ser verificado por (5.8)), a

forga pode ser escrita da seguinte maneira:

1 < 6v 2 3V 2v 141
F=_— R3 —iwt | 27 " S . d

Os dois primeiros termos do integrando resultam, por definigao, em w (t) e u (t).
Para calcular o terceiro termo, dividimos a integral em duas partes, da seguinte

forma:

141 1 < 141

| A
7 L0 |, @

O fator (1 +7) /y/w para w negativo é igual a (1 — i) /1/|w|, enquanto que para a
parte positiva simplesmente substituimos w por seu médulo. Portanto, as integrais

podem ser reunidas como:



20

2 <. 1
E/_QQ(U)wmdw

Ou seja, obtemos 2F ! ((u)w %), onde F~! denota a transformada inversa

de Fourier. Pode-se agora fazer uso do teorema da convolugao. Este teorema afirma
que a transformada de Fourier (ou sua inversa) de um produto de fungoes f e g é
igual & convolugao das transformadas de cada uma das fungées (multiplicada por

um fator, dependendo da convengao utilizada). Em linguagem matematica:

-F“(fg)=:;%;f‘100*f“1@)

onde o asterisco significa a convolucao das duas funcoes, definida como:

f*gz/wfﬁw@—fﬂf

Assim sendo, o termo a calcular fica

2 1
—F () )xF | —| =
/271' (( w /‘w‘
\/5 du 1
_—— k — =
Tdt /1t]
2 / R 1
— U (1) ——dr
\/; o VIt —T|
Antes de escrever a solucao final, devemos atentar ao resultado acima. Sua forma
implica que uma componente da forca de arrasto sobre a esfera depende nao s6 da
histoéria passada da esfera, mas também do seu futuro, devido a integracao no tempo,

de —oo a co. Se quisermos adotar um principio de causalidade, ou seja, de que as

causas de um efeito sdo anteriores a ele no tempo, procedemos de maneira[l7] que
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podemos considera a integracao até o instante presente ¢. Por fim, obtemos como a

forga de arrasto sobre a esfera:

3v ldu du dr
_ 3
F= 2R <R2 3ar * \/7/ t—T>

Utilizando a equagao acima, calculemos a forca de arrasto quando a esfera esta

em repouso e comecga a se mover em t = 0 com velocidade constante, u = ot
(obviamente, esta também pode ser uma aproximagao caso a velocidade nao varie

muito rapido). Obtém-se:

vt 1 6 /vt
F=2rpR’a | = + -+ =1/ —
g0 a<R2+3+R 7r>

Vejamos qual a massa induzida gerada por esta forca de arrasto, através da
equagao (5.6). Caso aja no sistema uma forca f, a massa induzida, o termo entre

paréntesis, é encontrado evidenciando-se a aceleragdo o = du/dt:

o
f= (M + E,OR?’ + 67 Rt + 12pR*V/ v ) yy

O primeiro termo adicional é o termo inercial, o mesmo encontrado no caso do
fluido sem viscosidade (metade da massa do fluido deslocado pela esfera). Os outros
dois termos tém origem na viscosidade: o segundo é a lei de Stokes e o terceiro
esta relacionado com a histéria do movimento. Este tltimo termo é desprezivel em
relacdo ao segundo no limite ¢ — oo (ou mesmo se v/t >> R/+/v). Nestas condicdes,
se considerarmos a massa virtual como uma massa real p (aqui, ¢ nao representa a
massa reduzida, necessariamente), teremos o mesmo modelo de variacao linear da

massa proposto em (5.1):
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quando simplesmente se igualou o termo de variacao de massa ao termo da forga de
arrasto. Naquele contexto, a velocidade da esfera era constante. Mas a aproximagao
¢ valida, ja que dos termos provenientes da aceleracao, o primeiro é constante e o
terceiro pode ser desprezado nas condigoes dadas acima (ou ainda mantido, como
um refinamento do modelo).

Consideremos a seguinte situagao: se uma estrela se move em uma atmosfera
gasosa, sua atracao gravitacional farda com que as particulas da atmosfera se apro-
ximem dela (caso nao sejam efetivamente absorvidas pela estrela, o que obviamente
depende da defini¢cao do limite estrela-atmosfera). No seu movimento por essa at-
mosfera, a estrela carrega consigo essas particulas. Analogamente, no problema
hidrodinamico, a grandes distancias da esfera, o fluido esta parado. Conforme ela
se movimenta, movimenta também as particulas do fluido mais proximas consigo.
Embora somente a camada imediatamente acima da superficie da esfera se fixa a
ela, todas as particulas sao movidas pela esfera quando se aproximam dela e isso da

origem a massa virtual.

5.3 Forca de atrito como variacao de massa

Consideremos uma particula de massa m, variavel ou nao, que esta sob acao de uma
forga de atrito proporcional a velocidade, além de outras forcas nao dissipativas

denotadas por (). Conclui-se que:

Teorema 1. A equacdo de movimento dessa particula pode ser transformada em
uma equacao para uma particula de uma nova massa varidvel sob acao somente de

novas forcas Q' nao dissipativas.

Demonstracdo. A equacao original, com coeficiente de atrito b, é:

d . i

E(mr)+br=@(r) =

mi + (m+b)r = Q (r) (5.9)

Pretende-se definir uma nova massa p, de modo que essa equagao possa ser

escrita como:
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G =@ )=
pt + = Q' (r) (5.10)

Para isso, multiplica-se (5.9) pelo fator integrante F' (¢):

mFY + (1 + b) Ft = FQ (r) (5.11)

Comparando as equagdes (5.10) e (5.11), nota-se que devemos ter u = mF e

Q' = QF, além de:

L= (m+0b)F =
mF +mF = (i +b) F =
mEF = bF =

([ 20}

Como exemplo, tratemos o oscilador harmonico amortecido unidimensional. Sob

]

uma particula de massa m constante, agem uma forga restauradora —kx e uma forca

dissipativa que segue a lei de Stokes:

mx + bt = —kx

Segundo o desenvolvimento acima, definimos o fator integrante F' = Fye®®/™, a
nova massa i = mF e a nova constante elastica k¥’ = kF, para obter a seguinte
equacao:

d B . ,
— (pt) = —k'zx (5.12)
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Observando, ainda, o calculo do fator integrante, em nenhum momento se supos
que b fosse uma constante. De fato, podemos considerar que a forca dissipativa nao
é do tipo Stokes, mas proporcional ao quadrado da velocidade, ou seja, a equagao

original:

mi + B|&|t = —ka

passa para a forma de (5.12) se tomarmos F' = Fjexp <% fot ]js|dt>.

A figura 5 mostra dois exemplos calculados numericamente através de (5.12), o
primeiro quando a forga dissipativa segue a lei de Stokes e o segundo quando ela
é proporcional ao quadrado da velocidade. A equacao original do primeiro caso
possui solucao analitica bem conhecida. Obviamente, foi obtida numericamente a
mesma solucao. O segundo caso apresenta um amortecimento do mesmo tipo que o
primeiro, porém o amortecimento da amplitude é maior inicialmente e menor para

tempos poteriores.

w
w

(a) (b)

Figura 5: Solugoes x (t) da equagao (5.12) com p = mF e k' = kF. Em (a), a
forca dissipativa segue a lei de Stokes e temos F' = Fyexp®™. Em (b), esta forca é

proporcional ao quadrado da velocidade e temos F' = Fyexp (% fot |5v|dt>

Consideremos, agora, o caso em que a forca nao dissipativa que atua na equacao
original seja proporcional a massa da particula. Mais especificamente, consideremos

que essa forca é devida a um potencial gravitacional ®. Entao, conclui-se:
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Teorema 2. A equacdo de movimento de uma particula sob ag¢ao de uma forca
dissipativa proporcional a sua velocidade e de um potencial ® pode ser reduzida a

equacao para uma nova particula de massa varidvel sujeita ao potencial ® somente.

Demonstracao. A verificagao deste fato é imediata. A equagao original é:

% (mr) +br = —mVo

que multiplicada pelo fator integrante F' é transformada em

d

—(ur) = —uVo 5.13

o7 (k) = —p (5.13)
com g e F' definidos como anteriormente. O]

A diferenca entre as versoes 1 e 2 do Teorema é que no caso 1 a equagao (5.10),
obtida da original, nao representa um caso geral, ou seja, a massa p e a forca ) nao
sao arbitrarias, mas sao proporcionais entre si, através de F'. Por isso, a equacao
(5.12) por exemplo nao representa um oscilador harmoénico de massa e constante
elasticas variaveis quaisquer, mas sim proporcionais. Na versao 2, no entanto, a
equagao (5.13) representa qualquer particula de massa varidvel sob agao do potencial
®. Neste sentido, a equagao (5.13) é mais geral. Assim sendo, os resultados obtidos
para uma particula de massa variavel sob acao de forca gravitacional também podem
ser aplicados ao caso em que uma forca de atrito também esta presente, ja que uma
equacao pode ser transformada na outra.

Infelizmente, se o sistema em questao é composto de duas particulas ao menos,
ja nao é possivel realizar essa transformagao. Ocorre que quando se realiza a trans-
formacao m; — pq, em uma das equagoes, my continua presente na outra equacao, e
vice-versa. Desta forma, os termos representando as forcas gravitacionais em cada
particula deixariam de ter médulos iguais nas equacoes, que nao mais representariam
um problema de dois corpos.

No entanto, se uma das particulas, de massa varidvel ou nao, é muito mais

massiva que a outra, a ponto de ser possivel considerar seu centro como o centro de
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massa do sistema, o problema se reduz ao de uma unica particula em um potencial

gravitacional, e a transformacao é aplicavel.

5.4 Abordagem microscépica

Neste capitulo, objetiva-se encontrar um modelo de variacao de massa através de
uma abordagem microscopica simples. Tratamos a estrela como sendo formada
por um gas de densidade constante e a atmosfera a sua volta como um gas de
densidade a se determinar. Tanto na estrela quanto na sua atmosfera a forca entre
as particulas dos gases sao despresiveis. Aplicando o ensemble canonico sobre uma
particula da atmosfera, a densidade de probabilidade de um estado é proporcional
a e PEr onde E, é a energia desse estado e f = 1/kgT, com kp constante de
Boltzmann e T" a temperatura da atmosfera. Antes de prosseguir, deve-se mencionar
que, rigorosamente, o ensemble canonico somente deve ser aplicado para um sistema
em equilibrio térmico, o que obviamente nao é o caso de uma estrela que irradia
energia e que se move pela atmosfera. Intenciona-se, porém, encontrar uma primeira
aproximacao.

A energia total desta particula é a soma da energia cinética e da energia potencial

gravitacional:

E:p_Q_Gm_M
2m r

onde m é a massa da particula e M a massa da estrela. Portanto, obtemos a seguinte
densidade de probabilidade:

P (I‘, p) — Ce—BpQ/ZmeBGmM/T

No entanto, esta nao ¢ uma distribuigao de probabilidade possivel, ja que quando
a integramos em todo o espago (exterior ao raio R da estrela), o que deveria resultar

em 1, notamos que a integral nao converge:
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o0

/eﬁG’mM/rd?)r _ 47T/ 7,,26,6’GmM/7“d,r
v R

A figura 6 mostra o comportamento desta funcao. Isto sugere que um corpo nao
pode manter uma atmosfera relativamente grande apenas por atragao gravitacional.
A figura 6 ainda nos sugere que uma pequena atmosfera de R a ry poderia ser

mantida. O ponto ry é facilmente calculado:

Fir)

La

Figura 6: Gréfico da funcao r2e#¢™M/m  Também é mostrada a posicdo de minimo

To-

d o
BGmM/r\ __
— (re =0=
- )
BGmM

ro = ——"—
2

Considerando, entao, que a atmosfera retida pela estrela é pequena se comparada
ao raio desta, podemos supor um campo gravitacional constante, de forma que a

energia total da particula passa a ser:

P
E=—+mgh
2m
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onde h = r — R é a altura da particula em relacao a superficie da estrela. Portanto,
a probabilidade de a particula estar entre r e r + d°r e com momento linear entre p

e p + d®p é dada por:

P (r,p)d’rd’p = CB_BPQ/Qme_’BmghdSrdgp

Nota-se que, apesar da dependéncia em 7, esta distribuicao de probabilidade gera,
pelo termo e #7*/2™ g distribuicao de velocidades de Maxwell[18]. Para se verificar
a dependéncia desta probabilidade com a massa da estrela, é preciso determinar
a constante C'. Primeiramente, integra-se a equagao acima em p para se obter a

probabilidade de a particula estar entre r e r + d°r, sem restricio de momento:

P(r)d’r = Ce_ﬂmghd3r/ e P Rm

0

27rm\ /2
= <7> Ce Pmah by (5.14)

Integrando esta equagao de R a oo e igualando a 1, determinamos C"

2rm\ */? 0
(—) C’eﬂng/ e~ Pmar (47r7“2) dr=1=

g R
oo Bmg?* (B !
T Ar (27rm) 2+ pmgR (2 + pmgR)

Substituindo esta expressao para C' na equacao (5.14) e integrando no angulo

solido, obtemos a probabilidade de a particula estar entre r e r + dr:

3 _—Bmgh Qd
P (r)dr = (Bmg)” e rar

2+ BmgR (2 + BmgR) (5.15)

O comportamento encontrado para P (r) (dominado por e #™9" para distancias
maiores) justifica a posteriori o fato de se realizar a integracao em r de R a oo,

embora se tivesse considerado a atmosfera fina (onde é possivel aproximar a energia
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potencial por mgh). E possivel, agora, encontrar a densidade p da atmosfera, através

da equacao (5.15):

v - Mav T o

dm/ dn P(r)dr
) NE)
onde dm' é a quantidade de massa em um volume dV, dn é o niimero de particulas
em um volume dV e N é o numero total de particulas da atmosfera, de modo que

mN = M, é a massa total da atmosfera. A densidade encontrada é

_ M, (Bmg)*e meh
47 2+ BmgR (2 + BmgR)

p (5.16)

Consideremos, entao, que a passagem de particulas da atmosfera para a estrela
se da em uma fina camada ao redor desta, de espessura do livre caminho médio A

das particulas naquele ponto. O livre caminho médio é dado por

Ao Lom
no  op

onde n, 0 e m sao o numero de particulas por unidade de volume, sua secao de
choque e sua massa, p é a densidade da atmosfera e mn = p. Nessa casca esférica,
cujo volume é 47 R2)\, existem 4rnR2\ particulas ou, equivalentemente, uma massa
de 4mnmR?)\. Sendo (v) a velocidade média das particulas e 7 = A/ (v) o tempo
médio entre colisoes, supomos que a cada periodo 7, uma fracao f da massa na casca

esférica entre na estrela. Assim, podemos aproximar:

dM drnm f R2\
dt T

= dr fpR* (v) (5.17)

Como primeira aproximacao, considera-se f constante, ou independente de M.
A velocidade média (v), dada pela distribuigao de velocidades de Maxwell, também
nao depende de M. Supondo também que a densidade da estrela é constante (nao

varia conforme ela perde ou ganha massa), o raio da estrela estd relacionado com
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sua massa através de M = (4/3) mp.R? (onde p, é a densidade da estrela), portanto

R2 oc M?/3. Tsso nos leva a

dM
—— = cte x pM*/? (5.18)
dt
Para analisarmos a dependéncia de p com a massa M da estrela, por simplicidade,
na equacgao (5.16) vamos considerar SmgR >> 1 (fmgR =~ 4,0 x 10 para o sol).

Desta forma, mantemos somente o termo de ordem mais alta (Bng)2 e obtemos

M,
p = cte X R—Qge_ﬁmgh (5.19)

A massa da atmosfera é M, = M, — M, onde M; é a massa total do sistema
estrela + atmosfera. A aceleracio da gravidade é g = GM/R?, ou seja, g oc M1/3,

ja4 que R? oc M?/?. Na regido de interesse, a casca esférica, temos h ~ 0, portanto

p=cte x M~Y3 (M, — M) (5.20)

Substituindo esta equagao em (5.18), finalmente obtemos

% = aM'3 (M, — M) (5.21)

onde a é a constante do modelo.
Esta variacao de massa reflete somente a entrada de particulas da atmosfera na
estrela. O mesmo raciocinio pode ser aplicado para se encontrar uma expressao para

a perda de massa da estrela. O livre caminho médio obviamente é dado por

m

T Pe

A:

e a equagao (5.17) continua sendo valida, mas um sinal negativo deve ser acres-
centado a um dos lados da igualdade, pois a estrela estd perdendo massa. Porém,

agora, somente R? depende de M, ja que p, = cte. Ou seja
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% — _pM?/3
dt

onde b > 0 é a constante do modelo. Na presenca de ambos efeitos, unimos esta

equagao a equagao (5.21), para obter

dM
— = aMY3 (M, — M) — bM?/3

que nos permite, através de integragao numérica, encontrar a dependéncia temporal
da massa M = M (t).

5.5 Transformacgoes

Conforme mostrado no capitulo 2.2, os modelos de variacao de massa conhecidos
como lei de Mestschersky foram obtidos aplicando-se a transformagao (2.9) a equacao
original e eliminando-se a dependéncia temporal das funcoes f e ¢ da nova equacao.
Nestes capitulos, este método é aplicado ao PMV, com o objetivo de encontrar
transformacoes que impliquem em um modelo de variagao de massa.

Portanto, a equacao de movimento do PMV:
[

GM |
it 1+ k=0 (5.22)
r p

aplicamos a transformacao:

R=f()r dr = ¢ (t)dt (5.23)

que implica que d/dt = @d/dr. A equagao obtida e reorganizada é a seguinte:

R+ (G40) 5 + R (£ -2f +40) + R (2 - 5 - S a2f) =0



62

onde, como anteriormente, o apdstrofo (') indica derivagao em relagao a nova varidvel
T.

Em comparacao ao problema de Gylden-Mestschersky, onde temos somente a
massa total M, aqui aparece também a massa reduzida p. Devemos impor a condigao
de que as trés quantidades entre paréntesis da equacao acima sejam iguais a cons-
tantes. No caso de GM, as trés condigoes correspondentes permitiam encontrar as
expressoes para f, ¢ e M. No caso do PMV, devido ao grau de liberdade extra,
1, estas condigoes nos permitem somente definir f, ¢ e M em funcao de u, que
continua indefinida, como vemos a seguir.

Se impormos que a quantidade que multiplica R’ seja nula, como feito no caso do
problema de Gylden-Mestschersky, obtemos a relacao ¢ = kf?/u, com k constante.
Substituindo esse valor de ¢ na expressao que multiplica R e impondo que essa
expressao seja igual a uma constante, w?, obteremos exatamente a mesma forma
para f obtida para o problema de GM, ou seja, f = Acos(wr — ), com A e 6,
constantes. Para retornar a variavel ¢, como anteriormente, devemos encontrar 7 (t)
a partir de 7/ = ¢ = kf?/u. Porém agora, devido a presenca de u, 7 fica definida
em termos de uma integral involvendo p. A tltima imposigao é que M f3/p? seja
uma constante, o que implica que f é proporcional ao produto M2, ao invés de M

simplesmente, como no problema de GM. Explicitamente, temos:

ko
\/1+ (k;1+A2kwf%>2

sendo kg e ki constantes. Apesar desta relagao ser algebricamente mais complicada,

Mp? =kof =

ela nos permite transformar a equacao original em uma equacao de coeficientes
constantes, que pode ser integrada diretamente (se u estiver definida, obviamente).

E possivel, no entanto, redefinir as condigdes impostas de modo a obter uma
relagao mais simples algebricamente. Por exemplo, podemos dividir a condi¢ao sobre
o coeficiente de R’ em duas partes: na primeira, impomos que ¢’/ + p/ /i = 0, de

onde segue que:
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=
I

sendo a uma constante arbitraria. Na segunda parte, nos resta fazer —2f'/f igual

a uma constante, digamos 2k. Desta forma, f também fica definido:

f — Ae—kr

Com f definida da forma acima, a segunda condi¢ao, de que o coeficiente de R
seja uma constante fica automaticamente satisfeita, como é facilmente verificado por
substituicao. A constante que resulta é k2.

A terceira condigao, sobre o coeficiente de R/R3, implica que

M,U,2 — bf73

onde b é uma constante.

Por fim, a nova variavel 7 pode ser relacionada com t através da relagao dr/dt =

© = a/p, ou seja:

Este exemplo de transformacao assume uma forma particularmente simples quando
consideramos o modelo de variacao linear para p baseado na analogia hidrodinamica,
proposto no capitulo 5.1. Consideremos = at + 3. As trés ultimas equagoes nos

fornecem:

T = gln(at—l—ﬁ)
fo= Alat+p)"e
M = Blat+p8)%?
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onde B ¢é uma combinacao das outras constantes. Vemos que M é proporcional a
uma certa poténcia de . Essa poténcia é determinada pelo produto ak de constantes
arbitrarias. Um caso especial ¢ quando M ¢ proporcional a u, o que implica que o
centro de massa do sistema é um referencial inercial. Para obter este caso, basta
escolhermos ak = a.

Portanto, esses resultados indicam que nao é possivel obter um modelo de va-
riacdo da massa baseado na transformacao (5.23). Podemos encontrar em [19] uma
segunda transformacao que, por assumir a lei de Jeans, englobam as transformacoes
de Mestschersky. O autor aplica essa transformacao ao problema de Gylden Mests-
chersky. Aplicadando essa nova transformacao ao PMV, novamente nao podemos
encontrar um modelo para a massa (sob algumas circunstancias, as duas trans-
formagdes sdo equivalentes), porém, ela contribui para a andlise do problema.

Vamos considerar que a transformagao apresente dependéncia a alguma poténcia

da massa reduzida p. Definimos como parametro admensional

V= /o

A transformacao que aplicamos a equagao (5.22), em termos do parametro v é

R =1r dr = vkdt (5.24)

de modo que temos d/dt = v¥d/dr. Os expoentes ¢ e k devem ser determinados.
Novamente, aplicamos a transformacao e livramos a equacao obtida dos termos
dependentes do tempo, igualando-os a constantes. Desta forma, é natural que a
massa total va depender de alguma poténcia de u, por isso, de antemao colocamos

explicitamente essa dependeéncia:

M = M()Vn

A equacao obtida também apresenta as primeira e segunda derivadas temporais

de p. Para que o procedimento possa ser aplicado, essas derivadas também devem
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depender de alguma poténcia de p. Obviamente, isso restringe as forma possiveis
de u, ja que nem toda funcao tem derivada proporcional a alguma poténcia dela
mesma. De qualquer forma, supomos valida a relacao 1 = byu™, que, em termos do

parametro v, toma a forma:

U= b" (5.25)

onde definimos b = bouf' ', com pg = p (t = 0). Quando este método é aplicado ao
problema de GM, o papel da equagao (5.25) é desempenhado pela lei de Jeans.

Ap0s estas consideracoes, chegamos a equacao final:

d d (R R d (R
k k n, 2 m—1_ k _
14 % (V d_'r (E)) -+ GM()I/ 1% qﬁ + bV 14 E (E) = 0=

R
R" + GMOﬁV?’q_QH” +0%q (¢ — m) Ry2m=F=1 4
b(k—2¢+1)Rv™ 1 = 0 (5.26)

A dependeéncia temporal nesta equacao estd contida em v, portanto, devemos

impor que seus expoentes sejam nulos:

3¢ —2k+n=0
m—k—1=0
Como anteriormente, temos quatro incognitas e somente duas equacoes, ou seja,

nao ¢ possivel determinar todas elas, mas somente expressar duas delas em funcao

das outras duas:

q=2m-n—-2)/3
E=m-—1

Conclui-se que as transformagoes (5.24), embora permitam passar a equagao

(5.22) para uma forma com coeficientes constantes, ndo permitem a determinagao
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das constantes ¢ e k de maneira Unica e nao arbitraria. Ou seja, ao contrario do que
ocorre no problema de Gylden-Mestschersky, essas transformagoes nao nos fornecem
um modelo de variagao de massa.

No entanto, é possivel acrescentar algumas imposi¢oes mais especificas que de-
terminem os quatro expoentes. Consideremos o caso em que p varie linearmente.
Isto corresponde a m = 0. Consideremos também, que o centro de massa seja um
referencial inercial. Devemos, entao, ter M oc u, ou seja, n = 1. Desses valores,

segue que ¢ = k = —1. A equagao (5.26) torna-se:

R
R + GMoﬁ + bR+ 2R =0

De qualquer forma, esta equacao possui coeficientes constantes e pode ser inte-
grada de forma elementar.

Também podemos determinar sob quais circunstancias temos a solucao classica
(se¢@o conica), mesmo as massas sendo varidveis. Voltando a equagao (5.26), vemos

que essas circunstancias sao:

3¢ —2k+n=20
qg=20
k—29g+1=0 (5.27)

sendo que a primeira delas elimina a dependéncia temporal da massa no segundo
termo de (5.26), a segunda elimina o terceiro termo e a terceira elimina o quarto
termo. Explicitamente, temosn = —2, ¢ =0e k = —1. Tendo g = 0, as coordenadas
espaciais nao sao afetadas pela transformacao, R = r. O fato de termos n =
—2 implica que a massa total é inversamente proporcional a segunda poténcia da
massa reduzida, ou ainda, Mu? = constante. Em outras palavras, sempre que o
produto M 2 for constante no tempo, a solucdo do PMV é uma secio conica, como
sugere a equacao (4.23). Nota-se que esta afirmagao é valida independentemente
do comportamento temporal de p, ja que o expoente m nao esta presente nas trés

equagoes (5.27).
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Por fim, apds esta discussao, podemos ver que o PMV sempre pode ser reduzido
ao problema de um corpo de massa constante sujeito a uma atragao gravitacional,
além de uma forga de atrito e outra proporcional a distancia do corpo ao centro de
atracao. Essas duas forgas sao pequenas em relacao a forca gravitacional, ja que
sdo proporcionais a b e b%, respectivamente (a condi¢io b << 1 reflete o fato de que
a massa nao varia muito rapidamente). Por isso, elas causam uma perturbagao na

secao conica, esta proveniente do termo gravitacional dominante.

5.6 Galaxias

Os resultados e modelos vistos até aqui sao aplicaveis, obviamente, ao PMV. Ou
seja, embora se tenha citado somente estrelas até aqui, também estao incluidos
quaisquer problemas gravitacionais de dois corpos em uma atmosfera (foi assumido
implicitamente que esses corpos devem ser esféricos, ao menos aproximadamente).
Sendo assim, podemos incluir também galaxias esféricas e aglomerados globulares,
desde que envoltos por uma atmosfera.

Consideremos entao o PMV onde temos um par de galaxias de massas variaveis
(ou ainda um par de aglomerados globulares) em uma atmosfera. Novamente, a

equagao de movimento do problema ¢é a equagao (4.18):

GMr _ 4 (Inp)r
73 at

=

Para a evolugao temporal de p, podemos utilizar a variagao linear, dada pela
equacgao (5.1), ou alternativamente outro modelo do capitulo 5.1.

Quando se realiza a mudanca de coordenadas (rj,ry) — (r,R) o movimento
é associado ao corpo de massa p, enquanto o corpo de massa M se encontra em
repouso, na origem. Desta forma, relacionamos a variagao temporal da massa total
M com a variagao de uma massa em repouso em uma atmosfera também estatica
(macroscopicamente). Um exemplo de um modelo para tal variagdo é o apresentado

no capitulo 5.4. Enquanto 14 se considerou que a estrela tinha densidade constante,
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aqui consideramos uma densidade mais proxima da encontrada nas galaxias esféricas
e aglomerados globulares.
Galaxias esféricas e aglomerados globulares podem ser bem representados pelo

potencial de Plummer [1], que é dado por

GM
Vr? + b2

que gera a seguinte densidade (calculado via equacao de Poisson):

Op=—

3M P2\ /2

onde o parametro b é um fator de escala que da a dimensao da galaxia, delimitando

o ntcleo da galaxia, como mostra a figura 7.

0.2
0.15
o]
0.1
0.05
: I
a 0.5 1§ Loh 2 2.5 3

Figura 7: Densidade p (1) do modelo de Plummer, equacao (5.28). Foram utilizados
M =1eb=1. Nota-se que o raio r = b = 1 delimita o nicleo (regidao mais densa)

da galaxia, na posicao indicada pela seta.

Segundo a equagao (5.17), a taxa de variagao da massa M é proporcional a R?
(onde R é o raio do objeto) e também é proporcional a densidade p da atmosfera

que o envolve, tomada na superficie da galaxia:
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dM
e cte x pR* (5.29)

Para o raio R da galaxia, podemos tomar o raio que envolve uma determinada
porcentagem dela. Usualmente utliza-se o raio que envolve metade da massa da
galédxia, que no modelo de Plummer corresponde a r;, = (1 + 2V 3) b/ V3, porém aqui
nao é necessario se definir este raio. Notamos apenas que o raio R é proporcional ao
parametro b, ou seja, se o raio da galaxia varia com a massa, o parametro b também
deve depender da massa, b = b (M).

A expressao para pp nao pode determinar sozinha a varia¢ao de R (ou b) com M,
sendo necessaria mais uma hipétese. Por simplicidade, assumimos que a evolugao
da galaxia se dd de maneira auto-similar, a galdxia nao muda de forma conforme
M e R variam. Para isso, impomos que a densidade central seja proporcional ao
raio da galaxia, durante o processo de expansao ou redugao. Dai, concluimos que
R o b oc M4, A figura 8 mostra a densidade de uma galdxia que varia segundo
esta hipotese.

A equagao (5.19) nos dé a dependéncia de p com a massa: p o< g/R?* Como g é
proporcional & razao M/R?, obtemos p oc M/R*. Sendo R oc M4, concluimos que
p independe da massa M.

Voltando & equagao (5.29), finalmente obtemos:

M cte x M'V? =
dt
M) = (at+0b)? (5.30)

onde a; e ay sdo constantes. A figura 9 mostra um exemplo de orbita calculada
através desta equagao e utilizando-se o modelo linear para y (t). Como nos exemplos
anteriores, a orbita é uma espiral em direcao ao centro.

Desta forma, conclui-se este método simples que permite verificar a ocorréncia
ou nao de merger (unido) entre galaxias. Como visto nas érbitas simuladas neste

trabalho, os corpos no PMV se movem em espirais, se aproximando cada vez mais
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Figura 8: Densidade p (r) do modelo de Plummer para uma galaxia que se desenvolve
de maneira auto-similar, segundo R o< b oc M/, Os valores da parametro b sio, da
curva inferior a superior, 0.8, 1, 1.2 e 1.4. As massas sao, respectivamente, 0.4, 1.0,

2.1 e 3.8, aproximadamente.

4l

Figura 9: Simulagao de 6rbita no plano (z,y) para duas galdxias calculada através da
equagao (5.1) (modelo linear) para p (¢) e da equacao (5.30) para M (t). Parametros
utilizados: vy =5x 1074, pg=1,a; =2.1, a, =5 x 107 e k = 4.

(obviamente, se assim permitirem as condigdes iniciais do problema). Assim, o
merger ocorre se a 6rbita é uma espiral, como as mostradas aqui (o que corresponde
a solucao eliptica do problema de Kepler) e ndo ocorre caso a orbita leve uma

galdxia a uma grande distancia da outra (o que corresponde as solugoes parabdlica
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e hiperbdlicas do problema de Kepler). Neste ultimo caso, ocorre apenas a deflexao
mitua entre as galaxias. Portanto, se utilizarmos o modelo linear para p (t) (equagao
(5.1)) e a equagao (5.30) para a massa total M (t), além das condigoes iniciais, o

merger estd condicionado aos valores dos parametros v, pg, a; € as destes modelos.
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6 O problema de trés corpos

O problema de dois corpos é o unico em que se pode desacoplar as equacoes de
movimento e resolver o problema analiticamente, ao menos para certos potenciais
proporcionais a algumas poténcias da distancia entre os corpos [13]|. Para trés ou
mais corpos ja nao é possivel encontrar solugoes gerais analiticamente. Neste caso,
pode-se fazer uso de integragdes numéricas ou procurar por solugoes analiticas com

alta simetria (com hipdteses simplificadoras).

6.1 Massas constantes

Consideremos o problema de trés corpos de massa constante, identificados pelos
sub-indices 1, 2 e 3, sujeitos somente as forcas de atracao gravitacional mutuas.
Consideremos como referencial o centro de massa do sistema. A equacao de movi-
mento para o corpo 1 é:

rs —To rs—1r3

Gm

f‘l == —Gmg

vy — 1o - ’ vy —r3)3

com equacoes analogas para os outros dois corpos.

Se definirmos coordenadas relativas entre cada par de corpos:

si:rj—rk

podemos reescrever as equagoes de movimento de uma forma que facilita a visua-
lizacao das solugoes simétricas. Do modo que sao definidos, os vetores s; satisfazem

a relacao

S1+S2+S3:0 (61)

Em termos dessas novas coordenadas relativas, equagoes se tornam, apés algumas

manipulagoes algébricas:
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S?

7

onde M é a massa total e G é definido como:

G=G (S—§ +24 S—g)

ST 81 83
Existe a solugao colinear, enontrada por Euler. Os vetores r;, e conseqiientemente
os s; e G sao todos colineares. Nesta solugao, os corpos se movem em elipses, de
modo que as érbitas tém os mesmos periodos e a qualquer instante t os trés corpos
estao em linha reta. Consideremos, sem perda de generalidade, que ms esta entre

as outras duas massas. Para satisfazer a equacao (6.1), devemos ter:

Slz)\Sg SQZ—(1+)\>S3

Se substituirmos esses valores na equagao (6.2) para i = 3, obteremos

& = —AGM=

S3

sendo A uma constate determinada. Para as outras duas massas, temos solucoes
analogas. Isso implica no movimento eliptico. Na verdade, o valor de A nao ¢é
arbitrario [20]. Impondo que ele satisfaga as trés equagoes (6.2), constatamos que
A deve satisfazer uma equagao do quinto grau envolvendo as massas do problema,
que possui somente uma solucao real. Portanto, para cada problema existe apenas
uma solugao. Levando em conta que as trés massas podem ser a massa central,
concluimos que existem trés solucoes colineares.

Outra solucao é a chamada solugao triangular. Notamos que o vetor G, caso os
r; nao sejam colineares ¢ nulo se os s; formam um triangulo equilatero. Podemos

constatar isso, utilizando a definicao de G e a equagao (6.1) para obter:
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1 1 n 1 1 0
S|l =-S5 +ss|5—=5 )=
s §3 \ss B

que ¢ satisfeita se os trés s; tém mesmo modulo. Nesta solucao, os corpos estao nos
vértices do triangulo que muda de tamanho e orientacao, de modo que os trés corpos
se movam também em elipses, com o mesmo foco. Isto é visto através de (6.2), com

G=0.

6.2 Problema restrito de trés corpos

O problema restritos de trés corpos é uma versao simplificada do problema geral,
em que uma das massas ¢ muito menor que as outras (uma particula), de modo
que nao afeta seu movimento. O problema é reduzido, entao, ao problema de se
determinar o movimento desta particula no potencial gerado pelas outras massas,
cujo movimento relativo é conhecido de antemao.

Para tal, é conveniente usar um sistema de coordenadas que gira com os dois
corpos. Obviamente, este nao é um referencial inercial, mas é possivel determinar a
forma das equacoes de Newton neste novo referencial.

Consideremos os referenciais S’, inercial, e S, nao inercial, que estao relacionados
através de r' = R + r, como mostra a figura 10. O referencial S pode se mover de
maneira arbitraria, inclusive girar ao redor de um eixo.

A equacao que relaciona um vetor Q medido no referencial S com o mesmo vetor

medido no referencial S” é [13]:

(5),-(8), s

onde w é a velocidade angular com que o referencial S estd girando (nao é necessa-
riamente constante).

A relagao entre as derivadas temporais de r e r’ é:

(dr’) _(dR) +(dr)
dt )¢~ \dt )¢ \dt)g
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v

Figura 10: Relacao entre o sistema inercial S e o nao inercial S’, que se move arbitra-

riamente em relagao ao primeiro, inclusive girando ao redor de um eixo instantaneo.

e este ultimo termo pode ser calculado pela equagao (6.3), de forma que teremos:

(i), = () () e
dt ) g it ) \dt)

/

vV = V4+v+4wxr (6.4)

onde v’ é a velocidade do ponto P e V é a velocidade da origem de S, ambos medidos
em S’ e v é a velocidade medida em S..
Para a aceleragdo, usamos novamente a equagao (6.3), agora em v’. Omitimos

aqui os detalhes dos célculos, encontrados em [13], que vao resultar em:

a =R+a+wxr+wx (wxr)+2wxv (6.5)

onde a’ e R s@o a aceleragao do ponto P e da origem de S, medidos em S’ e a é

a aceleracao do ponto P medida em S. Multiplicando esta equagao pela massa m
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da particula, obtemos a forca sobre ela, F = ma’. Assim é possivel definir a forca

efetiva medida em S como F.; = ma, ou seja:

Fy=ma=F —mR—mwxr—mwx (wxr)—2mw X t (6.6)

O pentltimo termo do lado direito é a forga centrifuga e o tltimo ¢é a forca de
Coriolis.

Estamos agora em condicao de escrever a equacao para o movimento da particula
neste sistema que gira com os dois corpos. Passamos do referencial inercial que é o
centro de massa para o referencial que gira. Como o movimento se d4 num plano,
escolhemos a velocidade angular w na direcao z, deixando o movimento no plano
xy. Por simplicidade, consideremos o movimento circular, que nos garante que w
é constante: w = wz. Também coloquemos o eixo x ao longo da linha que une o
centro dos dois corpos.

Podemos calcular cada elemento de (6.6), em coordenadas cartesianas. O vetor
R ¢ nulo, j& que escolhemos o centro de massa como origem do referencial que gira.
Decompondo a equagao nas componentes x e y, obtemos o sistema de equagoes que

o movimento da particula deve satisfazer:

& — 2wy = —0,® + w’x
i+ 2wi = —0,® + w’y (6.7)

onde o potencial ¢, como pode ser visto na figura 11, é dado por

d—— Gm1 _ Gmg

V-2 4+ - +y?

As massas my e my devem estar nas posigoes (x1,0) e (xq,0) que permitam que

o centro de massa esteja localizado na origem. E necessario que
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x.y)

T

> x

Figura 11: As massas my e my estao localizadas em (z1,0) e (x5, 0), respectivamente,

no sistema que gira com o0s corpos.

miT1 + moxres = 0 =
)
Tl = ——XT9
ma
além de que | = x5 — x1 é a distancia entre elas. O movimento circular ainda deve
satisfazer a relacao w?l® = GM. Agora sao escolhidas unidades de medida que
facilitem os calculos. Tomemos unidades de comprimento, massa e tempo tais que
=1, w=1eM = 1. Definimos também o parametro v = my/M (sem perda
de generalidade, escolhemos my < my, de modo que 0 < v < 1/2). Nestas novas

unidades, as massas dos dois corpos e suas posicoes sao dadas por:

T = —V To=1—v

Vamos procurar soluges estaciondrias para as equagoes (6.7). Fazemos as de-
rivadas temporais de z e y serem nulas. Nas novas unidades, as equagoes (6.7)

ficam:

1—-v v
T — (x+v)——=(x+v—1) = 0
P P
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onde:

pr =/ (x+v) 4y po =l tv—1) +y?

A segunda equagao (6.8) é satisfeita se a quantidade entre paréntesis é nula.
Neste 1ltimo caso, reescrevemos a primeira equacgao de forma que esta quantidade

apareca explicitamente:

x<1—1_—3y—%>+u(1—y)(plg—l3):0 (6.9)

P1 P2 P1

de onde concluimos que devemos ter p; = po. Utilizando as defini¢gdes de p; e po,

chegamos a

1
= _ =+ 6.10
x4+ v 5 Yy 5 ( )

ou seja, as trés massas formam um triangulo equilatero, como no caso visto anteri-
ormente.
Outra opgao para a segunda equacao (6.8) é que y = 0. Isso muda a primeira

equacao para a forma:

T+ v r+v—1

= —F7a(1- ENSEE———— 6.11
x |x+u!3( V)+|ZE—|—V—1|3V (6.11)

que possui trés raizes reais (no intervalo vélido 0 < v < 1/2), como mostra a figura
12. Estas trés raizes correspondem as solugoes colineares obtidas anteriormente.
Assim, concluimos que as solucoes colineares e triangulares no problema de trés
corpos também estao presentes no problema restrito.
Se, ao invés de circular, se considera o problema eliptico, as mesmas soluc¢oes

estao presentes. Isso é verificado em [21].
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Figura 12: Solugoes da equagao (6.11), indicadas pelos pontos de cruzamento entre

as fungoes do lado esquerdo e do direito de (6.11).

6.3 Pontos de Lagrange

Neste capitulo, continuamos analisando o problema restrito circular do capitulo
anterior. Como os corpos apresentam um movimento circular, a velocidade angular
w = wZ é constante, conforme dito antes. Nesta condicao, a equagao (6.6) passa a

ser:

mi = —mVP — 2mw X I —mw X (w X r) (6.12)

onde, claramente F = —mV ®.
Realizemos o produto escalar desta equacao com r. O segundo termo do lado

direito da equacao vai se anular com o produto escalar. Os demais termos geram:

d o dd 1d )
) == T o gle <l

N | —

que pode ser escrita somente como:

dE;

aby _ 1
=0 (6.13)

desde que definamos a integral de Jacobi [1] como:
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1 1
E;= émf‘Q +md — §m|w x r|?

A integral de Jacobi é uma integral do movimento no referencial que gira. Neste
referencial nem a energia total nem o momento angular total sao constantes. Nota-
mos que em FE; os dois primeiros termos seriam a “energia’no referencial que gira,
enquanto %m]w x r|? seria uma “energia potencial”’devido a forca centrifuga. Isso

nos encoraja a definir um potencial efetivo

1
Dop=P— 5|w x r|? (6.14)

de modo que a equagio (6.12) se torna:

mi = —mV®P,; —2mw X T (6.15)

e também nos permite escrever a integral de Jacobi como:

1
EJ = §m7”2 + mq)ef

Com esta equagao, podemos definir as regioes proibidas para a particulas, dadas
por E; < m®. A figura 13 mostra as curvas de nivel do potencial ®.s. Estas
estao caracterizadas por cinco pontos estacionarios, chamados pontos de Lagrange,
denotados por Ly a Ls. Nestes pontos, tanto 0, P.; quanto 9, P,y se anulam [1]. Uma
particua posicionada em um destes pontos permanece estacionaria no referencial que
gira, e acompanha o movimento dos dois corpos me massa maior. As trés solucoes
colineares e as duas triangulares do problema de trés corpos mencionadas no capitulo
6.2 correspondem, respectivamente, a particula nos pontos Li-L3 e L4-Ls.

Os pontos colineares de Lagrange L;-L3 sao pontos de sela (minimos do potencial
na diregdo =, mas decrescem na diregao y), enquanto os pontos Ly e Ly sdo pontos

de maximo [22]. Enquanto os pontos colineares sdo instaveis, os pontos triangulares
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Figura 13: Curvas de nivel para o potencial efetivo (6.14). Foram utilizadas as

unidades de medida do capitulo 6.2, com parametro v = 0, 2

podem ser estaveis, mesmo sendo pontos de maximo. Podemos ter uma nogao de
como isso ocorre, se observarmos na equacao (6.15) que a forca de Coriolis nao esta
incluida no potencial efetivo. Portanto, se a particula estd em L, por exemplo,
e comeca a se afastar, o aumento de sua velocidade aumenta também a forca de
Coriolis que deflete a particula para a direita (enquanto o movimento dos corpos é
para a esquerda) e essa deflexao pode fazer a particula voltar para o ponto Ly, onde
o ciclo recomega. A condi¢ao para que isto ocorra é que "2 > \/gii, o que ¢é

verdade para os sistemas Sol-Jupiter e Terra-Lua [20].

6.4 Problema de trés corpos de massa variavel

Analisamos neste capitulo o problema de trés corpos onde as massas variaveis obe-
decem as mesmas condi¢goes do PMV. Também vamos nos restringir ao caso em
que as massas variam segundo a mesma lei, de forma que a qualquer instante elas
mantenham a mesma proporc¢ao entre si. Esta hipotese nos garante que o centro de

massa é um referencial inercial, conforme a equagao (4.11). Vamos procurar solugoes
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especiais equivalentes as obtidas no capitulo 6.1. As equagoes de movimento sao:

ry —TIo rn—1r3

—_ (m1f1> = —Gmlmg — Gm1m3

dt |I'1 - r2‘3 |I'1 — I'3|3

novamente com solugoes analogas para as outras massas. Se realizarmos exatamente
as mesmas manipulagoes utilizadas no capitulo 6.1, com as mesmas defini¢oes de G

e s;, obtemos as seguintes equacoes

Si+ | =28 — —8 | = —GM— +m;G
m; My s;

O termo entre paréntesis, a principio, impede a existécia das solucoes que procu-
ramos. No entanto, segundo a hipdtese da proporcionalidade das massas, m;/m; =
m;/m; = rmy/my e o termo entre paréntesis se reduz a ;”—Lsz, nos deixando com a

(2

seguinte equagcao:

d ) Si

)

Agora o paralelismo com o caso de massas constantes foi reestabelecido. Pelos
mesmos argumentos dados no capitulo 6.1, é possivel concluir a existéncia das trés
solucoes colinearese e das duas triangulares. No entanto, no primeiro caso as massas
mantinham um movimento em elipse. Aqui o movimento é dado pelo PMV, dado

nos capitulos 4.4 e 5.

6.5 Problema restrito de massas variaveis

Consideramos o problema de trés corpos de massa variavel, onde uma delas é muito
menor que as outras. O desenvolvimento seguido aqui é o mesmo encontrado em
[23]. Neste trabalho, o autor encontra, para o problema de Gylden-Mestschersky,
as solucoes estaciondrias presentes no problema de massas constantes. Aqui, proce-

demos da mesma maneira que anteriormente, passando o problema para o sistema
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de coordenadas que gira com os dois corpos mais massivos. Necessitamos de uma

dp’
dt

no referencial inercial. Esta expressao é

dp’ _ dv’
F=(2) —pnpv A 1
(), (@), 619

av’
dt

de (6.3). Como anteriormente, omitimos os célculos, que sao os mesmos. Definimos

expressao nesse sistema para F = ( ) , onde p’ é o momento da particula medido
Sl

com a mesma notacao usada no capitulo 6.2. O termo ( ) & € calculado através
a forca efetiva medida em S como F.; = p, onde p ¢ o momento medido em S. Da

equagao (6.16) segue:

Fef:p:F—mV—mR—mwxr—mwxr—

—mw X (W XT)—2mw X T (6.17)

onde V e R sio a velocidade e aceleragao da origem de S.

Agora, os dois corpos giram conforme o PMV, portanto, ao contrario do que
ocorreu anteriormente, a distancia entre eles nao é constante, nem é constante a
velocidade angular w. Conforme dito no capitulo 4.4, o movimento relativo no PMV

é dado por (4.17), que reescrevemos aqui na forma mais conveniente no momento:

d .. K  GMu

i) = m T e

(6.18)

com 0 = w = k/pur?.

Nao conhecemos solugao analitica para o PMV, porém supomos que a distancia
entre os corpos a todo instante é dada por r = roR (t). Fagamos também a hipdtese
de que as massa dos corpos sao proporcionais a todo instante. Como ja dito, isso
nos garante o movimento inercial do centro de massa e a proporcionalidade também
como a massa reduzida e a massa total, de forma que podemos escrever: = pou (t),

M = Myu (t), my = myou (t) e ma = moou (t).
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Passamos novamente para o referencial que gira com os corpos e cuja origem é
o centro de massa do sistema. Assim como antes, os corpos estao sobre o eixo x,
mas agora suas posigdes x; e s nao sao mais fixas. A partir de (6.17), obtemos as

equacoes para x e y:

d
7 (ma) = F, 4 mwy + 2mwy + may + mw?x
g7 (my) = F, — 1wz — 2mwi — mz + mw?y

onde F, e I, sao as componentes x e y da forca F.

Sao escolhidas unidades de medida tais que rg = 1 e My = 1. Para a unidade
de tempo, escolhemos wy = 1, que é definido através de w = k/ur? = k/pouri R? =
wo/uR?.

Para que o centro de massa esteja na origem, novamente x; e x5 devem satisfazer:

Tl — ——Tyg = ——T9 (619)

além de que a distancia entre os corpos agora é xo—x1 = R (t). Estas duas condigoes,
juntamente com a defini¢ao de v = mqy /My = mag (e myg = 1—v, por conseqiiéncia),

nos fornece:

1 = —vR(t)=x0R (1)
To = (1 — V) R (t) = I‘Q()R (t)
Antes de escrever as equagoes para x e y, incluimos mais uma hipdtese, a de que

a massa da particula também é proporcional as outras massas: m = mou (t). Desta

forma:
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—(ut) = ——-(1-v)(z+vR)-—Sv(E@—-(1-v)R)+
dt T3 5
2 wR o
R? R3  uR*
d Gu? Gu? 2 2yR Yy
Lg) = Ty Ty A Y 6.20
a ) L=y = vy = e T (6.20)

com r; = \/(x+uR)2+y2 ery = \/(x— (1—v)R)* + 2.
Procuramos, como antes, por solugoes estacionarias. Ou seja, buscamos solucoes
do tipo x = ER(t) e y = nR (t), sendo & e n constantes. Substituindo estes valores

nas duas equagoes (6.20):

d : Gu*(1—-v)(+v) Gulv(E+v-1) 13
5% ( R) TR o} R os T

d [ - Gu*(1—v)n Gulvnp 7

d _ _Gwvn 6.21
Tt <UR> R p3 R2 p3 i uR3 (6:21)

onde temos, agora, p1 = \/(E +1v)>+n% e py = \/(g +v—1)"+n2

Finalmente, o valor de 0; (uR) que aparece nas equagoes (6.21) pode ser cal-
culado a partir de (6.18), fazendo as substitui¢oes r = R, u = pou, M = u e
k/uo = wo = 1. O resultado:

i (1) = o~ T

nos permite escrever (6.21) como:

(5—“_”)(5”) V<§+u—1))Gu2 ;

P} Iz R?
1—v v\ Gu?
U (1 -y - —3) - = 0
P1 py) R
Estas equagoes, se divididas por GR—f resultam exatamente nas equagoes obtidas

para o caso circular de massas constantes, com & e n no lugar de = e y. Portanto,
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conclui-se que as solucoes encontradas naquelas circunstancias também estao pre-
sentes aqui. Enquanto os dois corpos mais massivos prosseguem em seu movimento
determinado pelo PMV, a particula pode se manter nas solucoes triangulares ou
colineares. Deve-se ressaltar novamente a condicao para que isso ocorra: todas as

massas devem manter as mesmas razoes entre si, inclusive a massa da particula.
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7 Conclusao

O estudo do PMV mostrou que o centro de massa dos dois corpos envolvidos nao
executa, em geral, um movimento inercial. Porém, é possivel determinar esse movi-
mento, uma vez conhecido o movimento relativo dos corpos, r (t). Esta relacao entre
as coordenadas absolutas do centro de massa e as coordenadas relativas dos corpos
permitiu que se desacoplasse as equacoes de movimento e, entao, a equacao para
r (t) foi determinada. A solucdo desta equacdo pode ser determinada somente em
termos de integrais das massas total e reduzida. A partir desta solucao, concluiu-se
que a excentricidade das orbitas no PMV nao é constante no tempo, ao contrario
do que ocorre, segundo Jeans [6], no problema de Gylden-Mestschersky.

O modelo de variagao de massa proposto baseado na lei de Stokes (modelo linear)
através da analogia hidrodinamica é reforcado pelo conceito de massa virtual, que
provém do atrito entre o corpo e o fluido que o envolve. Além disso, é possivel
passar de um sistema de massa constante e forca de atrito presente para um sistema
de massa varidavel, através da definicao conveniente da nova massa, o que mostra
mais uma vez uma relagao entre esses dois fenomenos. Dois dos outros modelos
propostos (o que considera o efeito da varia¢ao do raio do corpo e o que é baseado na
lei de Oseen) podem ser considerados um refinamento do modelo linear. O modelo
que considera a forca de atrito proporcional ao quadrado da velocidade também
apresenta comportamento nao muito diferente dos outros. Em todos os casos vistos,
segundo esses modelos, os corpos descrevem orbitas em espiral em direcao um ao
outro, como se espera, ja que suas massas aumentam com o tempo. Estes modelos,
porém, s6 determinam o corportamento da massa reduzida. Para se determinar
completamente a solucao, é necessario um modelo para a massa total, o que foi feito
através de abordagem microscépica.

Pelo estudo das transformagoes espaciais e temporais da equacao de movimento,
abordadas de diferentes maneiras, concluiu-se que nao estao presentes no PMV
leis de variacao de massa correspondentes as leis de Mestschersky no problema de
Gylden-Mestschersky, ou seja, que permitam que o problema seja diretamente in-

tegrado, ao menos numericamente. Embora tais leis nao tenham sido encontradas,
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as transformagoes foram bem-sucedidas em passar o problema para a forma direta-
mente integravel, onde a massa é constante e estao presentes uma forca de atrito e
uma for¢a proporcional a distancia entre os corpos. Como a equacao transformada
possui todos os coeficientes constantes, o calculo numérico de suas solugoes é mais
simples.

No tratamento do PMV envolvendo duas galéxias, foi utilizado o modelo linear
para a variacao temporal da massa reduzida. Para a massa total, foi utilizado
o modelo baseado na abordagem microscopica aplicada a uma esfera de Plummer
cuja evolugao temporal se dd de maneira auto-similar. Através das condigoes iniciais
e dos parametros g, v, a € b dos modelos, pode-se determinar a ocorréncia ou nao
do merger entre as galaxias, o que se faz por meio da érbita determinada por esses
parametros.

Finalmente, quanto as trés solucoes estacionarias colineares e as duas triangulares
presentes no problema de trés corpos de massas constantes (tanto o geral quanto o
restrito), foram encontradas solugoes equivalentes para o caso em que o movimento
dos corpos obedece as equagoes do PMV (novamente, nos casos geral e restrito).
No trabalho [23], foram encontradas solugoes adicionais que nao estao presentes no
problema de massas constantes. Estas solucoes nao sao procuradas para o PMV
neste trabalho, porém, a primeira vista, parecem nao estar presentes. No entanto,

uma investigacao mais profunda é necessaria.
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